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ELEKTROSTATIK

Milletimizin sdf seciyesi istidatlarla doludur.

Ancak, bu tabii istidad inkigaf ettirecek usullerle
miicehhez vatandaglar lazimdr.

K. Atatiirk

1.1 COULOMB KANUNU

Bir cismin boyutlari, incelemeye alinan diger boyutlara ve uzakliklara goére son
derece kiiciik ise, bu cisme Nokta Cisim denir. Meseld, en kiiciik elektrik yiikiinii tasiyan
elektronun boyutlari, molekiiliin boyutlarindan oldukca kiigiik oldugundan, elektronlarin
boyutlarina, molekiillerin boyutlar1 yaninda birer nokta cisim goziiyle bakilabilir. Bir nokta
cisim gibi kabul edilebilecek olan bir elektronun tasidigi elektrik yiikii -1.602x10™"°
Coulomb’dur. Bu bir nokta yiiktiir. Diisiiniilebilecek en kiiciik elektrik yiikii budur. Diger
biitiin elektrik yiikleri bunun katlar1 durumundadir. Mesela, bir amperlik bir elektrik
akimindaki elektrik yiikiinii meydana getiren elektronlarin sayis1 yaklasik olarak 6x10"
elektronun yiikiinden olugmaktadir. Bir noktada elektronun yiikiiniin katlar1 da varsa, bu da
bir nokta yiik sayilir.

Goriildiigii gibi elektronun elektrik yiikii (-) isaretlidir. Pozitronun elektrik yiikii ise,
+1.602x10™"° Coulomb’dur. Gériildiigii gibi, pozitif ve negatif olmak iizere, iki cins
elektrik yiikii vardir.

Odevler:

1) Milikan deneyini arastiriniz.

2) Siikiinet kiitlesi nedir?

3) Elektronun siikiinetteki kiitlesi, 9.1095x1 03! kg olduguna gore, elektronun
elektrik yiikiiniin siikiinetteki kiitlesine oranint hesaplayniz.

Siikfinet hélindeki Q; ve Q, yiiklerini tasiyan iki maddi nokta arasinda meydana
gelen kuvvetin ifadesi, 1 nolu yiikiin 2 nolu yiik iizerine uyguladigi Coulomb kuvveti, Fi,,
olmak iizere,

p Q.

2 2 alz = Flzalz (1)
4mer,

ile verilir. Burada ry», Q; ve Q, yiikleri arasindaki uzakliktir. Goriildiigii gibi, vektorler ve
bunlarin siddetleri (biiyiikliikleri) sirasiyla koyu ve normal harflerle gosterilecektir. Yani

F,=F,a, vektoriiniin siddeti F, dir. Burada a,, birim vektordiir ve € ortamin dielektrik

sabitidir. 1 ve 2 noktalar1 arasindaki uzaklik r= |r| olduguna gore, 1’den 2’ye yonlenmis r,.

vektort, r uzakligi cinsinden r.=ra,, ile gosterilebilir; o zaman birim vektor,
a_=r,/r, la,|=1 )
olur. Benzer sekilde, Q; elektrik yiikiiniin Q; elektrik yiikiine uyguladig1 F»; kuvveti

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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F —&a =Fa 3)

- 2 a,
Y dmer 2

olur ki, burada a, =-a_ oldugu i¢in F, =—F, elde edilir. Demek oluyor ki, Q,Q,)0 ise,

1

kuvvet rj, =ra 5 ile ayn1 yonde Q,Q,(0 ise, kuvvet r, =ra_ vektorii ile ters yondedir. Bu

1
su demektir:

Elektrik yiikleri ayn1 isaretli iseler, kuvvet birim vektor yoniinde; ters isaretli iseler,
basta ele alinan birim vektoriin ters yoniindedir. Baska bir ifadeyle elektrik yiikleri ayni
isaretli iseler, birbirlerini iterler; farkli isaretli iseler birbirlerini ¢ekerler.

Elektrik yiikiiniin birimi, MKSA birim sisteminde Coulomb (C)’dur. Bir
biiyiikliigiin birimi koseli parantez, [], ile temsil edilirse, [Q]=C yazilabilir. Buna gore,
formiilde gecen biiyiikliiklerin birimleri, [Q]=C, [r]=m, [ € ]=F/m olarak alinirsa, kuvvetin
birimi MKSA birim sisteminde Newton (N), [F]=[F]=N, olur'. (2) ifadesi (1)’de yerine
konursa,

F=22 )
"~ 4mer,

elde edilir. Bu da Coulomb kuvvetinin diger bir ifadesi olur.

Sorular:
1) Hidrojen atomunun elektronunun ¢ekirdege uzakligi yaklagik 0.5A° (1 A°=
10" m) olduguna gore, elektronla ¢ekirdegin etkilesim kuvvetini hesaplayiniz.

Cevaplar:
1) Hidrojenin bir elektronu ve cekirdeginde ise bir protonu bulunur. Cekirdegin
elektrik yiikii bir pozitronun yiikiine egittir.

Q1= 0.=-1.602x10" C,
0,=0,=+1.602x10" C,

r=r=0.5x10""m, F=F, = Qngz a =Fa
4rre

Fo—(O02XI07) 95 3004x10” a .

Iz 10 x(0.5x10"
36w

Bir bolgede 2’den fazla nokta seklinde yiik varsa, o zaman Coulomb Kuvveti’nin
ifadesi,

F:Fm:& 2 _221321_& x Q_231r2i (5)
nsizlrh 4n81_1r2i

! Onal, H., Elektroteknige Girig, I, Elektrostatik, Ar Kitabevi Matbaasi, 1966, Istanbul.
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olur. Burada r,, i=1, 2, 3, ..., o, Q, elektrik yiikii ile i. elektrik yiikii arasindaki mesafeyi

ve a, ise, i. r, vektoriine ait birim vektorii gosterir.

En kiiciik elektrik yiikii elektronun yiikii oldugu igin, bir hacim icinde elektrik
yiikii tastyan maddi noktalar ¢ok yogun bir sekilde bulunabilir. Bu sebepten, elektrik
yiikiiniin, nokta nokta yerine, siirekli olan bir yogunlukta oldugu farz edilebileceginden
dolayi, her bir noktanin Q, elektrik yiikiine uzaklig1 r olmak iizere, (5) ifadesi,

F= Py - QD Py gy (©6)
dne v r 4dme vr

sekline doner. Burada entegral siirekli degisim sebebiyle gelmistir. Baska bir ifadeyle,
siirekli fonksiyonlarin hesibinda entegral kullamlir. Ifidedeki p, hacme ait yiik
yogunlugunu, r ise yiikk yogunlugunun yer vektoriinii gostermektedir.

1.2. ELEKTRIK YUK YOGUNLUGU

Biiyiik bir inkilap yapan Hz. Muhammed (s.a.v)’e karst beslenen sevgi
ancak onun ortaya koydugu fikirleri, esaslari korumakla tecelli edebilir.

M. KEMAL ATATURK®

Hacmi V olan bir ortamda birim hacim icinde bulunan elektrik yiik miktarina
hacme it Elektrik Yiik Yogunlugu (Hacim Elektrik Yiik Yogunlugu) denir. dv hacmi icinde
bulunan elektrik yiik miktar1 dQ ise, o zaman hacme Ait elektrik yiik yogunlugu,

_dQ

S av @

p

olarak tanimlamr. Bunun birimi C/m” dir, [p]:C/m3. Eger bir V hacmi icindeki yiik
yogunlugu verilirse, toplam yiik, (7)’den hareket edilerek hesaplanabilir:

Q=|[[pdV = [pdV. (®)
\% \%

Bu entegral ii¢c boyutlu bir entegraldir. Benzer sekilde, yiizeye ve hatta ait yiik yogunluklar
da tanimlanabilir:

Yiizeyi S olan bir ortamda birim ylizey icinde bulunan elektrik yiik miktarina
yiizeye ait Elektrik Yiik Yogunlugu (Yiizey Elektrik Yiik Yogunlugu) denir. dS ylizeyi i¢cinde
bulunan elektrik yiik miktar1 dQ ise, o zaman yiizeye ait elektrik yiik yogunlugu,

_dQ

T €))

Ps

* Kerem Yilmaz, Dindar Atatiirk, Diisiince yayinlari, 2004.
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olarak tanimlanir. Bunun birimi C/m? diir, [ps]:C/mz. Eger bir S yiizeyi i¢indeki yiik
yogunlugu verilirse, toplam yiik, (9)’dan hareket edilerek hesaplanabilir:

Q=[[pdS=pds. (10)
S S

Bu entegral iki boyutlu bir entegraldir.

Boyu ¢ olan bir uzunluk iizerinde birim uzunlukta bulunan elektrik yiik miktarina
hatta ait Elektrik Yiik Yogunlugu (Hat Elektrik Yiik Yogunlugu) denir. d ¢ uzunlugu icinde
bulunan elektrik yiik miktar1 dQ ise, o zaman hatta ait elektrik yiik yogunlugu,

_4Q

Sl (tH

P,

olarak tanimlanir. Bunun birimi C/m’dir, [p ’ ] =C/m. Eger bir ¢/ uzunlugundaki yiik
yogunlugu verilirse, toplam yiik, (11)’den hareket edilerek hesaplanabilir:

Q=p,dr. (12)
14

Bu entegral bir boyutlu bir entegraldir3.

Sorular:

1) Del operatorii nedir?

2) Gradyan nedir?

3) p= 2x° +3y2 +47°skaler fonksiyonunun gradyanini bulunuz.

4) r=+x"+y’ +7° olduguna gore grad(1/r)= V(l):-% oldugunu gosteriniz.
r r

Cevaplar:
1)v :aiax +aiav +ia7 ile tammlanan bir diferansiyel tiirev operatoriidiir. Bu
x y - z

bir vektordiir.
2) Gradyan, del operatoriiniin bir skaler fonksiyona uygulanmasi sonunda elde
edilen bir vektordiir. Skaler fonksiyon @ ise, bu fonksiyonun gradyani,

(29, 20,

d d d 17,
—a !
ox * dy ' oz

Vo=(—a_ +—a_ +— =
14 (axa"” aya"' a.)9

ile tanimlanmir ve V @ = grad ¢ ile gosterilir.

3 Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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3)
2 2 2 2 2 2
Vgoz(iax +ia,+ia,)(2x2 3y +4Z2)=a(2x +3y° +4z )ax_'_a(Zx +3y? +4z )a,
ox ody 7 9z ° ox dy ’
2 2 2
+a(2x +3y° +4z )a,
oz .

veyd
Vo=4xa, +6ya, +8za_.

Goriildiigii gibi, bir skaler fonksiyonun gradyani vektor bir biiyiikliiktiir.

4)
1 0 0 0 1
V)=V =(2q +2a, +2a, ) ——
JxX2+yi4z? ox dy ' 0z X +y + 77
V(L1 4 29 ! a,+2 ! a.)=—

a)’,/x2+y2+z2 ’ az\/)c2+yz+z2 r’

Insanlar tecriibeleri nispetinde degil, tecriibelerinden
aldiklari dersler nispetinde olgunlagsirlar.

X
ox /x2+y2+zz

Bernard Shaw

1.3. STATIK ELEKTRIK ALANI

Siik{inet halindeki pozitif birim yiike etki eden Coulomb Kuvveti’ne Elektrik Alan
Vektorii, E, denir. Elektrik Alan Vektorii, vektor bir biiyiikliiktiir. (1) ifadesinde Q.=+1 C
alinirsa

F12 :E_&alz =Ealz (13)
4mer,,
veyd Q =Q, r,=r, a,=a alnirsa,
Q
E= a =Ea 14
dmer® ' (9

olur. Elektrik alani duran yiiklerden dolay1r meydana geldigi icin bu elektrik alanina Statik
Elektrik Alani denmektedir. Bu son formiil, sabit bir noktadaki Q elektrik yiikiiniin,
noktadan r kadar uzakliktaki noktalarda meydana gelen elektrik vektor alanimin ifadesini
verir. Dikkat edilirse goriiliir ki, elektrik alani, pozitif birim yiik basina diisen bir Coulomb
Kuvveti’dir:

E=oa (15)
(14)’den
E= Q
4mer’ (16)

seklindeki Elektrik Alan Siddeti elde edilir. Elektrik alanmin birimi V/m’dir,

[E]=[E]= V/m. (14) formiilii, (2)’deki birim vektor, a, = r , tanimi g6z Oniine alindiginda
r
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E= Q 31'=-&V(l):-&gmd(]/r) a7
4dmer dnte 't 4me

seklinde de yazilabilir. Burada L} ifadesinin L} = —V(l) =grad (1/r) oldugu goriilmektedir.
r r r
(16) formiiliiniin paydasindaki r yarigapli kiire yiizeyi dikkate alindiginda, S =4nr? oldugu
icin,
E=2
€S (18)

olur. Burada D=Q/S biiyiikliigiine Elektrik Aki Yogunlugu denir, birimi C/m®dir,
[D]=[D]=C/m?>. (16) ifadesinden,
D =Ee (19)

seklinde, elektrik alan siddeti cinsinden, elektrik aki yogunlugu siddeti elde edilir. Bu
biiyiikliik de vektor bir biiytikliiktiir:
D=¢E (20)

Bu vektore Deplasman Vektorii de denir.

Sorular:

1) Hidrojen atomunun elektronunun ¢ekirdege uzakhigi yaklastk 0.5A° (1 A°=10°
Om) olduguna gore, elektronun cekirdegin bulundugu yerde meydana getirdigi elektrik
alammi ve siddetini hesaplaymniz.

Cevaplar:
1)
0=-1.602x10" C,
r=0.5x10"" m E=-—2 -a, =Ea,
4mer
E=—o 0]_;602’“1 O 4 —57.6720x10"a Vim ,E=57.6720x10'0 V/m
4r—x(0.5x10" )
367

Eger ortamda 2’den fazla nokta seklindeki elektrik yiikleri varsa, Sekil 1’de
goriildiigii gibi, o zaman elektrik alaninin ifadesi, (5)’den

E=YE, _F_ 1 ina2i
Q, 4me izlrv2.2

21

bulunur. Yiiklerin V hacmi i¢inde siirekli dagilimi halinde ise elektrik alani (6)’dan

po L 9Qr_ 1L pdVr_ 1op oy o)
drev 1’ drev 1’ 4revr’
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olur (Sekil 1). Burada dQ =pdv, dV hacim elemani icindeki yiik miktarim1 gostermektedir.

Aky

Sekil 1 dV hacim elemani i¢indeki dQ (p yiik yogunlugu) yiikii koordinat merkezinde iken
uzayin her hangi bir P' noktasindaki elektrik alan vektorii

Bundan sonra, aksi sOylenmedikge, elektrik yiikii, akim ve yiikk yogunlugu gibi,
kaynak 0zelligi tasiyan biiyiikliiklerin yer vektorleri, r' gibi, iistlii olarak, uzayda ele alinan
herhangi bir noktanin yer vektorii, r gibi, iistsiiz olarak gosterilecektir. Yani, Sekil 2’de
P'(x',y',z') ve P(x,y,z) noktalari, sirasiyla, kaynagin ve elektrik alan1 hesaplanmasi
istenen noktanin koordinat noktalarim1 gostermektedir. Burada r' vektorii yiikiin yer
vektorii; r vektord, elektrik alaninin hesaplandigi P noktasinin yer vektoriidiir.

Elektrik alanin1 doguran yiike bir kaynak goziiyle bakilir. Elektrik yiik yogunlugu
da bir kaynaktir. (15)’den,
Fr-r)=Q")E(-r') (23)
veya
Fx-x,y-y,z-2")=Qx',y',z") Ex—x",y—-y',z-7") (24)

yazilabilir®,

* Jackson, J.D., Classical Electrodynamics, John Wiley and Sons, Inc., New York, 1967.
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[ ]
P(x,y,z)

Sekil 2 Dik kartezyen koordinat sisteminde P'(x',y',z') noktasinda bulunan bir dQ elektrik
yiikiiniin uzayin herhangi bir P(x,y,x) noktasindaki elektrik alan vektorii

Burada P'(x',y',z")ve P(X,y,2), sirasiyla, kaynagin ve elektrik alaninin koordinat
noktalarin1 gostermektedir. Burada r' (x',y',z') vektorii, yiikiin yer vektorii; r(x,y,z) P

noktasinin yer vektoriinii gdstermektedir. (22)’den faydalanarak Sekil 2’deki elektrik alani,
a=(r-r')/|r-r| birim vektoriinii gostermek iizere,

= Paav=L P ey )
s oo e e

olur. Burada dV'=dx'dy'dz', r' tarafindan belirlenen P' noktasindaki diferansiyel hacim
elemanidir. Dik kartezyen koordinatlarda

r-r'=(x-x"a, +(y-y)a, +(z-z)a, ve [r-r|=/(x-x) +(y—y) +(z-2)
oldugu hatirlanirsa, (25) ifadesi,

(x—x"a, +(y-ya, +(z— Z')aZ

. . 2 qV' (26)
[(x=x)" +(y-y) +(z-2)]

32

1 1 1 1
E:_J.J.le (X Yy 7Z)
47t€V

seklinde elde edilir. Bu ifade, ii¢ boyutlu bir cisimde (X,y,z) koordinatlarinin fonksiyonu
olarak verilen yiikk yogunlugunun uzayin herhangi bir P(x,y,z) noktasinda meydana
getirdigi elektrik alam vermektedir. (23) ve (24)’tin 15181 altinda (4)’den, Coulomb kuvveti,

F = QQ@r-1r)_QQa, 1
Uodmer x| dne Jx-x) 4 -y) +-2)
— Qle(rz _1‘1) — Qng (X - X')ax + (y_ y')ay + (Z _Z')az
4nelr, —rlr dne [(x—x)V+(y-y) +@z-2) 1"

(27)
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olur (Sekil 3). (23) ve (24)’iin 15181 altinda (27)’den, bu kuvvet
Q.a
F = zEj = z&'z (28)
j#i s 47ts|1ri —rj|
veya
- Q; x,—xa +(y,—y' )a +(z;—z')a,
F=: QQE-r) _  QQi x-x)a,+{.—y))a, +(z-25)a, 29)

g 4758|1‘. —rjr i 4ne [(x =X ))' +(@y,—y) +(z-2)]"
olarak elde edilir.

./ F12

r-r Qx.y.2)

z 0 X

Sekil 3 Dik koordinat sisteminde Q;(x,y,z) yilikiiniin Q, (x',y',z") yikii lizerine uyguladigi
Coulomb kuvveti

Burada Q=1 C ve Q;=Q alinursa, i. noktadaki elektrik alani,

- (x; =X'pag +(y; —y'j)ay +(z, —7)a,
r —r. i i i i i

E =% o ])3::ZQ : 2J sz J23/1J2 (30)
j#i 47t<€‘|1’i —I‘j| ame [(x; =X+ YT+ —2)7]

olur.

Ancak yiikler dogada nokta sekline olmaktan ziydde cogu kere belli bir hacim
icinde siirekli bicimde dagilmis oldugu icin, V hacmi igindeki toplam Q yiikii
dQ=p(r')dV' olacagindan dolayi, elektrik alanm siirekli yiikler i¢in (30) ifadesi,

E = deV' = mp(r—_r)zdv'
v 4nelr —r| V 4nejr —r|
(X =xj)ay +(y; —y')ay +(z -7 a,,

1 '
)2]3/2 dv G

— P
Vidme [(x; —x; ) +(y; —Y )? +(z; -z
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seklini alir (Sekil 4). Burada ¢(r) = [[f % dV' ifadesine skaler potansiyel fonksiyonu
v 4melr—r

- 5
ad1 verilir’.

790 X >
Sekil 4 Dik koordinat sisteminde p yiik yogunluguna sahip bir cismin dV' hacmindeki dQ
yiikiiniin i. noktada meydana getirdigi elektrik alan vektorii

Sorular:
1) Coulomb kuvvetini din olarak hesaplamak icin hangi birim kullanilir?

Cevaplar:

1) Coulomb formiiliinde 1/4me =1 alinirsa, cgs sistemine gecilir. O zaman elektrik
yiikiiniin birimi statcoulomb (statkulon) , uzunluk birimi cm ve kuvvet birimi din olur.

Ev Odevi:
1) Iki adet nokta seklindeki yiike dit

a) Coulomb kdnununu,

b) Elektrik aki yogunlugu vektoriinii yaziniz.
2) Ikiden fazla nokta seklindeki yiike dit

a) Coulomb kdnununu,

b) Elektrik aki yogunlugu vektoriinii yaziniz.
3) Siirekli yiik dagilimina dit

a) Elektrik alamn,

b) Coulomb kdnununu,

c) Elektrik aki yogunlugu vektoriinii yazimz.

Zamdmn kayboldugunu bilenler, en ¢ok elem duyanlardir.
Dante

1.4. GRADYANIN FiZiKi ANLAMI

Bir vektor diferansiyel operator olan ve nabla adi ile de taninan

5> Ozemre, A.Y., Klasik Elektrodinamige Giris, Istanbul Universitesi, Fen Fakiiltesi, 1983.
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0
V:&axﬁ‘a—yayﬁ‘gaz (32)

del operatorii, bir vektoriin sahip oldugu ozellikleri tasir. Bu operator, gradyan, diverjans
ve rotasyon olmak tizere, 3 adet biiyiikliigiin taniminda kullanilabilir.

Her hangi bir skaler fonksiyon @(X,y,z) olarak alinirsa, del operatoriiniin bu
fonksiyona uygulanmasi sonunda elde edilen

8_(pax+8_(pa +8_(pa (33)
ox

0 0 0
Vo=(—a, +—a, +— =
¢ (axa" Ay a,)9 dy * o9z

dy 0z

ifadesine dik karteziyen koordinat sisteminde @(x,y,z) skaler fonksiyonun gradyan denir,
V@ =grad ¢ ile gosterilir ® Bu bir vektordiir. Bunun herhangi bir a birim vektorle skaler
carpimi, Y.a, bu vektoriin, o birim vektor iizerindeki izdiisiimiinii, yAni bu vektoriin
birim vektor dogrultusundaki bilesenini verir. Bu bilesenin birim vektér dogrultusundaki

ifadesi, bu skaler fonksiyonun birim vektor dogrultusundaki kismfi tiirevini verir. Bunun
fiziksel anlami1 sudur:

Bir skaler o(x,y,z)fonksiyonunun gradyaninin verilen bir dogrultudaki birim
vektor ile carpimi, bu fonksiyonun o dogrultudaki degisimine esittir. Meseld (6rnegin),
birim vektér x ekseni dogrultusunda ise, V@.a,=0¢/0x elde edilir.

Skaler @(x,y,z) fonksiyonunun taniml oldugu bir bolgede birbirine yakin iki
nokta, Sekil 5’de goriildiigii gibi, P ve N olsun. N noktasinin, P noktasinin koordinat
degiskenlerinin diferansiyel artimlarinin sonunda meydana gelen yeni bir nokta olduguna
dikkat ediniz. Dolayisiyla, r vektoriindeki diferansiyel artim

dr=dxa,+dya,+dza, (34)
olur.

Yeri gelmisken burada belirtmekte fayda vardir ki, dik kartezyen koordinat
sisteminde yay uzunlugu

df=1/dx? +dy> +dz’ (35)
ve hacim eleman
dV=dxdydz (36)
ile verilir.

6 Spiegel, M.R., Vector Analysis, Schaum Publishing Co., New York, 1959.
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P(x,y,z)

NE+dx,y+dy,z+dz)

A 4

Sekil 5 Bir yer vektoriindeki diferansiyel artim

Elektrik miihendisliginde potansiyel fonksiyonu genel olarak @(x,y,z) fonksiyonu
ile gosterilir. Dolayisiyla, @(x,y,z) fonksiyonu bir potansiyel fonksiyon ise, P ve N
noktalarina iliskin olarak @(x,y,z) fonksiyonunda da bir degisme s6z konusu olur. Yani,
bu potansiyel fonksiyonunun tam diferansiyeli

¢ ¢ J¢
do =" dx + —dy + —dz (37
¢ ox * ady Y 0z 2 (37

seklindedir. (33), bir skaler fonksiyonun (x,y,z) dik kartezyen koordinat sistemindeki
gradyan ifadesidir. Bu, (33) ve (34)’den hareket ederek

do. L 99 09 _9¢, 00 00 . _
—a +—+a, +-—a ).(dxa, +dya, +dza,)="Fdx + —+dy+—dz =V@.dr (38
Bxax Byay oz 2,)( Yy ) ox X+8y Y+8z r=Ye (%)

seklinde ifade edilebilir. Nihayet (37) ve (38)’dan
de =Ve.dr 39)

bulunur. Bu 6nemli 6zellikler ifade eden bir formiildiir. Bu su demektir: grad¢ ile dr
vektor artiminin skaler ¢carpimi, skaler fonksiyonun tam diferansiyelini verir. Yani:

Verilen sabit bir vektdor artim miktart |dr| icin goriiliir ki, skaler @(x,y,z)
fonksiyonunda dr vektorii dogrultusundaki d @ degismesi, grad @ = V@ 'nin, dr tizerindeki
izdiistimii ile orantilidir.

Ci ve G, (G,) C)), birer sabit olmak lizere ayr1 ayr1 @,(x,y,z) =C, ve @,(X,y,z)=C,
seklinde, iki potansiyelin degeri olarak alinirsa iki espotansiyel yiizey elde edilir. C,
espotansiyel yiizeyi iizerinde P ve N noktalarini ele alalim. P noktasi, @,(x,y,z)=C,
espotansiyel yiizeyi lizerinde oldugundan, d@ =0 olur. Bu sonug, C; espotansiyel yiizeyi
izerinde gecerlidir. Ciinkii, Sekil 6’da goriildiigli gibi, espotansiyel yiizeyi lizerinde
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potansiyelde bir artma soz konusu degildir. Yani, d@,(x,y,z)=0 olur. O zaman bir
espotansiyel ylizey iizerinde (39)’dan
dp =Ve .dr=0 (40)

elde edilir’. Bu sonug, Sekil 6’da goriildiigii gibi, bu yiizey iizerindeki V@ ile dr vektor
arttminin birbirine dik olduklarimi gosterir. dr ise, @,(x,y,z)=C; espotansiyel yiizey

tizerindeki P noktas1 civarinda bulunan N noktasi i¢in espotansiyel yiizeyine P noktasinda
teget bir vektordiir. Bundan dolayi, V@, espotansiyel yiizeyin P noktasindaki yiizey

normal vektoriiniin dogrultusunda olmak zorundadir. V@, (C,)C,) olmasi sebebiyle,
©(x,y,z) fonksiyonunun artisi dogrultusunda oldugu i¢in, V@, @,(x,y,z)=C,’den
0, (x,y,z)=C,’ye dogru bir gidisi belirtir.

Son olarak, sunu soylemek miimkiindiir: Bir potansiyel fonksiyonun gradyani, bu
fonksiyona it es potansiyel yiizeye dik olan bir vektor alamdir. Bu vektor alaninin yoni,

espotansiyel ylizeyin birim normal vektorii ile ayn1 yondedir.

Sonug¢ olarak dik kartezyen koordinat sisteminde @(x,y,z) skaler fonksiyonun
V@ = grad ¢ gradyan: (33) ile verilir.

Espotansiyel

y ylizeyler
N A ¢ = C, = Sabit

z 0 X
Sekil 6 Es poansiyel ylizelere gore potansiyel fonksiyonun gradyaninin yoniiBir @(x,y,z)

sikalar fonksiyonun, (Sekil 7)’de goriilen (r, ¢ ,z) silindirik ve

(Sekil 8) ’de goriillen (r,0,¢) dik kiiresel koordinat sistemlerindeki gradyan
ifadeleri ise, sirasiyla, asagida (41) ve (42)’de verilmistir.

0 10 0 foL0) 1 0@ foL0)
Vo=(Za +-La, +La)jp=20a 420, . 41
P A T et T MO T e T @D

" Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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a, o

P, ¢ .2) ay

r
0 Ay
0 raz
Sekil 7 (r, ¢ ,z) silindirik koordinat sistemi
0 10 1 9 o0} 1 9@ 1 0d¢
Vo=(=—a, +——ag+————a,)p=—a, +——ay + —a
? (ar " ro0 ° rsin® 00 0)? o " rod ° rsin®dp *
42)

ar

P(r, 6 ,¢< a,
0 .

o /a¢

x P@,n/2 ,0)

Sekil 8 (r, 0, ¢ ) kiiresel koordinat sistemi

Ev Odevi:

1) Koordinat sistemlerine calisiniz.

2)  Bir  sikalar  fonksiyon  dik  kartezyen  koordinat  sisteminde
O(x,y,2)=5x"+ y' + 2xz olarak verildigine gore bunun gradyanini bulunuz.
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3)  Bir  sikalar  fonksiyon  dik  silindirk  koordinat  sisteminde
o(r,9,z)=5r" +cos’ @+ 2rz olarak verildigine gore bunun gradyanini bulunuz.

4) Bir  sikalar  fonksiyon dik  kiiresel  koordinat  sisteminde
o(r,0,0 )= 5r’sin@ + cos’¢ olarak verildigine gére bunun gradyanini bulunuz.

1.5. BiR VEKTORUN DiVERJANSI

Uzayin her hangi bir noktasindaki bir yer vektorii
r(x,y,z)=ra, +ra +r,a,

olarak alimirsa, del operatoriiniin bu vektorle yapilan skaler carpimina bu vektoriin
diverjansi denir:

Vr(x,y,z) =(aiax +iay +iaz).r(x,y,z)
X

ay 0z
:(%ax +§_yay +%az).(rxax +rya, +ra,)
0
_ o Oy 9 (43)
X dy 0z

Bu sonug, r vektoriiniin kartezyen dik koordinat sistemindeki diverjansidir®.

Odev:
1) A(xyz)=A(xyz)a, +(A(xyz)a, +A(xyz)a, vekiorinin dik kartezyen

koordinat sistemindeki diverjans ifddesini yaziniz.
2) R(x,y,z)=2xzsinzyax+3cos2ytit‘v +3xyza, vektoriiniin P(1.2.0) noktasindaki

diverjansinin degerini bulunuz.

Genel olarak bir A vektoriiniin verilen bir P noktasindaki diverjansi

div A=V.A=Lim ﬂ (44)
AV—0 S AV

olarak tanimlanir. Yani:
A vektoriiniin verilen bir P noktasindaki diverjansi, A vektoriiniin P noktasini

kusatan herhangi bir kapali yiizey lizerinden entegralinin, bu kapali yiizeyin P noktasi
civarinda meydana getirdigi AV hacmine oraninin hacmin sifira giderkenki limitine esittir.

A(r’q)’z):Arar +A¢a¢ +Azaz (45)

§ Spiegel, M.R., Vector Analysis, Schaum Publishing Co., New York, 1959.
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ile verilen bir A vektoriiniin (r, ¢ ,z) silindirik dik koordinat sisteminde ve
B(r,6,0)=B,a, +Bga, +B,a, (46)

ile verilen B vektoriiniin (r,0,¢) kiiresel dik koordinat sisteminde herhangi bir P
noktasindaki diverjans ifadeleri ise, sirasiyla,

0A
V.A(r,q),z):li(rAr) £ 10%  0A, (47)
ror r do oz
19, , 1 9 : 1 0B,
V.B(1,0,0)=—— ("B ——(B 0 — 48
(.0.9) r’ ar(r r)Jrrsineae( o > )+rsin9 0 9

ile verilir.

Sorular:

1) Dik karteziyen, silindirik ve kiiresel koordinatlara dit uzunluk, yiizey ve hacim
elemanlar nelerdir?

Cevaplar:

1) Dik kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinatlara dit uzunluk, yiizey ve hacim
elemanlart asagida verilmi§tir9.

Uzunluk elemanlari:

dl = \Jdr* + r’d¢* + dz* , (Silindirik)
dl =./dr’ + r*d@ + r’sin@d¢* , (Kiiresel)

Yiizey elemanlari:

dS =rdgdr, (Silindirik, xy diizleminde)

dS =r’sin@d@d¢, (Kiiresel, kiire yiizeyinde)
Hacim elemanlari:

dV = rd@dr dz, (Silindirik)

dV =r’sin@dédgdr, (Kiiresel)

Odev: Asagidaki vektorlerin diverjanslarint bulunuz.

1) A(r,¢,z)=2r’a _+3cos’da, + ’sinda,
2) A(r,0,¢)=2r’cos@a,+3sin'0a,+'singa,

® Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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1.6. BiR VEKTORUN ROTASYONU

Uzayin her hangi bir noktasindaki her hangi bir
R(x,y,z)=R,a, +R,a  +R a,

vektoriiniin rotasyonu, V A R olarak tanimlanir ve

dR,
0z

OR
= = |=GE -, (
Z

olarak hesaplanir'.

Ev Odevi:

oR
T
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(49)

oR
Oy IRy )a (50)
ox  dy

Silindirik ve kiiresel koordinat sistemlerinde rotasyon ifddelerini arastiriniz.

Sorular:

Dr(x,y,z)=xa,+ ya, +za_ vektoriiniin diverjanst nedir?

2) r=+lx"+y? +2° olduguna gire grad r=Vr'yi hesaplayimz.
3) Laplace operatorii nedir? V.V @(x,y,7) = V? o(x,y,z) oldugunu gosteriniz.

4) V A(VAR)=-V?’R+V (V.R) oldugunu gosteriniz.

5)V .(Ls )=0 oldugunu gosteriniz.
r

Cevaplar:

J

1) V.r:(a—ax +iay +iaz).(xax +ya,+za )=1+1+1=3

X dy 0z

2V =V G e a0 e

_xa +ya, +za, T
r

Jxi+yi+ 78

r

Goriildiigii gibi birim vektorii V r olarak almak miimkiindiir. O zaman meseld

(17)’deki elektrik alan

10 Spiegel, M.R., Vector Analysis, Schaum Publishing Co., New York, 1959.
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E:Qa:QVr:Qrz-Qv(i Q

- =-——grad(l/r)
dmer® T 4mer’ 4drer’ 4dre  r)  dme

olarak da yazilabilir.

3) Bir skaler fonksiyonun gradyaninin diverjansi Laplace operatorii adi verilen bir
operatorle temsil edilir:

V.(V(p)(;_xax+ia +ia )(a_(p +a_¢ 8_(0

. +
ay ' o0z ° axax ayay azaz)
2 2 2
_Jdp ¢ dp
ox’ 9y’ 97’
veyd
g 9 9 _oo

ox’ 9y’ 812: ¢

olur ki burada V?*  operatiriine

Laplace  operatorii  denir.  Dolayisiyla,
V.V @ox,y,2)=V? @(x,y,z) olur.

4)
V A(V AR)=
ax ay az
0 9 ) OR. OR OR. OR dR, OR
V T . e :V z _ y + X z + y X
MNor oy al My T ey T ety T
R, R, R
a a, a,
0 0 9 d0 OR, OR ) aR oR
= = P e e /L5
ox dy 0z dy ox dy ox
OR, OR,~ OR OR, OR, OR
dy 0z dz  Ox ox dy

0 OR. OR, 9 OR, OR d OR, OR 0 OR IR,
[—(———})—— ———)Ja, + [ —(———=)——( ~)]a,
dz = dx ox dy = ox dz ox  dy dy 0Jz
9’R. 9°R d’R, J°R, 9’R. 9°R.
B T = i A &
’R,  9°R. 9°R. a R 0°R, 8 R
(m=-+==5)a, +( “a, +( ~a.
dyox 0dzdx azay 8xay 8xaz dydz
0’R, 9°R, E)ZRX) o d0°R, 9°R, 0’ Ry) o 9’R. 9°R. 82R,)
=(— — f— a — DA, DA, = a — z _ z Z a
ox* 9y’ 97t 7 ox> oy’ 9z 7 ox> 9y’ 977 T°
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I°R,  O°R, IR, IR, 'R, IR IR, 'R, IR
+( 2‘ —+ )r+( ~ + 2‘+ ) ,+( ~ + —+ Zz)az
ox dydx 0dzdx doxdy  dy dzdy dxdz dydz 0z
2 2 2 aR. oR,
__(87 82 82 0 OR, y+aL)ax+3 aRX+ y+a£)av
dy’ 0z ox ax dy 0z dy dx  dy dz " -
aR< OR,
a IR, ~‘+8RZ )a,:—V2R+V(aRX+ : ai)_—v R+V(V.R)
ax dy dz dx  dy

5)V .(:—3 )=?
VA )=V 417V =37 rr + 37 = =3ra, 4+ 3r7 = =37 Vrr + 377
r

=3 3 =343 =3 437 =0

B
Ev Odevleri:
1) V¥( ]/r) =0 oldugunu gosteriniz.
2) V( ) (r-r 3) oldugunu gosteriniz.
| |r -r'
3) V. [V( )] v? ( )] =0 oldugunu gosteriniz..

Hatdasiz insan yoktur. Biitiin biiyiik igler hatdla-
rim kabul ve tdmir etmesini bilen insanlarin eseridir.

1.7. STATIK ELEKTRIK ALANININ KORUYUCULUK OZELLIiGi

Statik elektrik alaninda iki nokta arasindaki potansiyel farki aradaki yola bagh
degildir. Nokta seklindeki Q yiikiiniin uzayda iki nokta arasinda meydana getirdigi
potansiyel farki

V:J'E,(n:&jﬂ,d]:& ﬁ __Qr :&(___) (51)
: Aned 1’ 4ne dmer|_, 4me T T,
ile verilir. Potansiyel farki aradaki yola bagl olmadigi i¢in
1 1
dne 1, 4mer,
olarak alinabilir. r,=r ve 1, — oo i¢in V,=0 olur ki, buradan
V= & (53)
4mer

elde edilir. Diger taraftan, nokta seklindeki yiikiin r mesafedeki elektrik alam ve enerjisi
icin
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E= Q > = V/ir 54)
4mer
ve
W =[F.dl=Q[F.dl=QV - V=W/Q (55)

elde edilir ki, buradan su sonuglar elde edebiliriz:

Nokta seklindeki bir Q yiikiiniin V potansiyeli, sonsuzun referans (sonsuzun
potansiyeli sifir) secilerek hesaplanan potansiyel farkin1 (gerilimini) gosterir. Bu
potansiyele Mutlak Potansiyel denir. Buna gore, potansiyel birim yiik basina yapilan is
olarak da tanimlanir.

Yani potansiyel farki birim yiikiin, r=/ kadar gétiiriilmesinden dolay1 yapilan ise
esittir. Dolayisiyla genel olarak
¢=V=E/ (56)
yazilabilir. Bagka bir ifadeyle, bu potansiyel farki, statik elektrik alaninin, pozitif birim

elektrik yiikiinii, mesela herhangi bir A noktasindan herhangi bir B noktasina gotiirmek
icin bu pozitif birim elektrik yiikii iizerine yaptig1 istir ve

0=V, =JE.d/ (57)

olarak da yazilabilir. Eger pozitif birim elektrik yiikiiniin, ayn1 statik elektrik alam iginde
bu sefer B’den A’ya getirilmesi istense, o zaman

©=V,, =(E d/=—E.d/ (58)

yada
do=-Ed/ (59)

olarak yazilmalidir. Bu potansiyel ise, ayni1 statik elektrik alanm i¢inde pozitif birim yiikiine
kars1 dis alan kuvvetlerinin yapacagi isi gosterir.

Statik elektrik alaninda V ,;=-V;,’dir. Yani,
Vot Vo= [E.d/ +E.d ¢ =§E.d (=0 (60)
0 4

edilir ki, bu statik elektrik alanlarinin koruyuculuk (konsarvatiflik) 6zelligini belirtir ve
sOyle ifade edilir:

Statik elektrik alaninda, elektrik alaninin kapali bir egri boyunca bir boyutlu (cizgi
seklindeki entegrali) sifirdir. Ya da

Statik elektrik alaninda, iki nokta arasindaki potansiyel farki, yola bagli degil
degildir; bu noktalarin potansiyellerinin farkina esittir.
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(39) ve (59)’dan, dr=d ¢ oldugu goz oniinde tutularak
E=-Vo (61)

bulunur. Bu, elektrik alaninin diferansiyel ifadesidir. (60) ifadesi, bir kapali ¢evrim
belirttigi i¢in

¢ =—fE.d/ (62)
seklinde yazilabilir.

Stokes teoremine gore, bir vektoriin herhangi bir kapali ¢evrim boyunca bir boyutlu
entegrali, bu vektoriin rotasyonelinin kapali c¢evrimin belirttigi herhangi bir yiizey
izerinden alinan yiizey entegraline esittir.

Bu teoreme gore, (62) entegrali,

¢ =—§Ed/=[[(V AE).dS (63)
S

sekline girer. Bu , statik elektrik alani icin (60)’dan dolay: sifir sonucunu verir ki

[[(VAE).dS=0 (64)
S

olur veya dS# 0 olmasi1 nedeniyle
VAE=0 (65)

bulunur. Bu, statik elektrik alaninin koruyuculuk 6zelliginin diferansiyel ifadesini verir.

Odev: V = ‘nin r’ye gore gradyamm aliniz.
4rer
Eger kederli iseniz, su yolda hareket etseniz,
pek kisa zamanda dertlerinizden styrilabilirsiniz.
Her giin yardima muhtag bir insant nasil mesut
edeceginizi diigtintiniiz ve ona gore hareket ediniz.
Alfred Adler
1.8. ELEKTRIK AKISI

Pozitif elektrik yiikiinden cikan, negatif elektrik yiikiinde son bulan bir elektrik
akis1 vardir. Elektrik akis1 noktadan ¢ikan ya da noktaya giren elektrik yiikiine esittir,
9=4+Q veya ¢=-Q (Sekil 9), birimi C’dir, genel olarak ¢ ile gosterilir. Yani, pozitif
isaret, akinin noktadan c¢iktigini; negatif isaret ise akinin noktaya girdigini gosterecek

sekilde tanimlanabilir.
Q I )

Sekil 9 Elektrik Akisi



22 -
BOLUM I

ELEKTROSTATIK

Bu agiklamalarin 15181 altinda elektrik aki yogunlugunun biiytikligi D :% ve

elektrik aki yogunlugu vektorii
D=Da, (66)

Veya ¢ elektrik akisin1 gostermek iizere

D=2, (67)
ds
ve Elektrik Akisi
¢=[[DdS=|[[D.ads (68)
ya da S S
o= [[Dds (69)
S

olur. r yaricapli bir kiirenin merkezine konan bir Q yiikiiniin yiizeyin herhangi bir
noktasindaki elektrik aki yogunlugunun siddeti,

p=-2 (70)
4mr’
ve elektrik aki yogunlugu vektori,
p=La-2L - Ryl )
4mr’ 4mr’ 4T 1

ile verilir. Bu, aym1 zamanda nokta seklindeki bir Q yiikiinden cevreye yayilan elektrik
akisinin ifadesidir. Buradaki birim vektdr a_, yaricap dogrultusundaki birim vektordiir.
Elektrik aki yogunlugu vektorii, (2)’deki birim vektor taniminin dikkate alinmasiyla,
(20)’deki tamim geregince D = €E sirasiyla (21) ve (22)’den nokta nokta yiikler igin,

Q2i

—~a

D= , 2%
1T

(72)

™8

L
4,
ve stirekli dagilimli yiikler igin,

D=9 = Ly Py =L 2aav (73)
TV T Anv 4ny, dnv'r

olarak elde edilir.

Ev Odevi:
Nokta seklindeki ve siirekli dagilim hdlindeki yiiklerin elektrik aki yogunlugu
vektorlerini gradyan cinsinden yaziniz.

Sorular:
1) a yaricapli bir kiirenin merkezine konan * Q yiikiiniin a ve [ arasinda degisen

6 acisimin belirledigi kiire dilimi yiizeyinden ge¢irdigi elektrik akisimin ifadesini veriniz.
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2) a yarigapl bir kiirenin merkezine konan * Q yiikiiniin kiire yiizeyinden ge¢irdigi
toplam elektrik akisint hesaplayiniz. Akinin yoniinii belirtiniz.

3) Yaricapt 5 cm olan daire seklinde bir disk iizerindeki yiizey yiik yogunlugu
p, =25sin ¢ C/m* olduguna gére, yiizeyden gecen net elektrik akisini bulunuz.

Cevaplar:
1) ¢ bir aciyr ve @ elektrik akisint gostermek iizere:

Q= ”DdS ijdS ”DadS ”Da a,ds = ”DdS jj

Q= %J{lsinﬁ d@_{[dqﬁ = i%(cosa —cosp), C

(r sinf df de)

2)

9= ijdS ijdS ”DadS jj

= -I_-Q
veyd

(r sinf do d¢)——jszn9 d@jdgo

(r s1n8d0d¢)——_‘.sm0d0 J.d(p Q(cosa cosp)= +0

=

3) Akmmin akis yonii pozitif yiik icin yiikten sonsuza dogru, negatif yiik icin
sonsuzdan yiike dogrudur.

K 27 5x107° 27 5x107° 5x1072
0= ﬂ p.dS = j j p,rdrdg = j j 25singrdrdg =25 j singd ¢ j rdr=0C
=0 r=0 =0 r=0

1.9. TEKIiL FONKSiYONLAR'"

Nokta seklindeki kaynak fonksiyonlara tekil (singular) fonksiyonlar denir. Bir
zaman noktasinda darbe (impuls) seklinde etki eden fonksiyonu da bir tekil fonksiyondur.
Tekil fonksiyonlar, klasik fonksiyonlar yardimiyla tanimlanamazlar. Bu fonksiyonlarla
ilgili calismalar, 1945 yilinda L. Schwartz tarafindan gelistirilen genellestirilmis
fonksiyonlar teorisini dogurmustur.

Schwartz, teorisini  Distribisyon (Distribution) Teorisi adi ile vermistir.
Distribisyon, klasik fonksiyonlar kavramim da icermekte ve onlarin genel seklini
vermektedir. Bu yiizden Distribisyona “Genellestirilmis Fonksiyonlar” denmektedir'”.

Burada genellestirilmis fonksiyonlar icinde olan (Dirac) delta fonksiyonu
tanitilacaktir. Bu fonksiyon, genel olarak ara hesaplarda goriilmez. Sonuglarda ise, tekil

! yarasa, R., Fourier Analizi, Caglayan Basimevi, 1975.
12 Jackson, J.D., Classical Electrodynamics, John Wiley and Sons, Inc., New York, 1967.
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fonksiyonlar ya tamdmen ortadan kaybolmus ya da entegral isareti altinda test fonksiyonu
(yeterince iyilestirilmis bir fonksiyon) denilen bir fonksiyonla carpim seklinde goriiliir.

Yiik yogunlugu, ayrik yiikler i¢in, delta fonksiyonu cinsinden

p(r') = iqﬁ(r ) (74)

ile gosterilir.

Bu, r'; noktalarinda bulunan n tane nokta seklindeki yiiklerin dagilimini verir. Bu
tanim, potansiyel fonksiyonuna taginirsa,

n
ZqiS(r = l")
o) = fff=————dV' (75)
v 4mglr -
elde edilir. Burada G(r,r')= ﬁ ifadesine Green Fonksiyonu denir. Dirac delta
r-r
fonksiyonu &(r - r'), Laplasian operatorii cinsinden
or-r) :—VZL (76)
Ir-r]
olarak yazilabilir. Dolayisiyla Green Fonksiyonunun Laplace’s1
V:G(r-r)=-0(r-r') 77
olarak elde edilir.
Dirac delta Sfonksiyonu o(r-r'), lic boyutludur. Yani,

Or-r')=08(x-x")3(y-y')d(z-z") dir. Meseld x' kaynagin apsisini ve X ise apsis
degiskenini gostermek iizere, bunun bir boyutlu seklid(x —a), x'=a, olup asagidaki iki
ozelligi tagimaktadir:

0(x—a)=0, x#a
0(x—a)=oo, X =2a
2) .[S(X—a)dle, X=a.

Bu ifade, entegral bolgesinin x=a esitligini icermesi haline aittir. Entegral bolgesi
x=a esitligini icermiyorsa, bu ifade sifirdir.

Klasik fonksiyonlara benzemeyen Dirac delta fonksiyonu (1)’de goriildigi gibi,
x=0 civarinda ¢ok biiyiik deger alan ve orijini ¢eviren kiigiik bir araligin diginda ise sifir
olan bir fonksiyondur. Elektrostatikte nokta seklindeki yiiklerin, formiillerden de
goriildiigii gibi, gerek potansiyel ve gerekse elektrik alani yarigapin tersi ile orantili oldugu
icin, r=0 civarinda biiyiik potansiyel ve alan degerine ulagilmaktadir. Iste bu yiizdendir ki,
d(x) fonksiyonu r=0 ve civarindaki islemlerin yapilmasi i¢in ortaya atilmustir. O(x)

fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur: 8(—x)=09(x).
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Bu tanmimlardan agikga goriiliir ki, herhangi bir keyfi f(x) fonksiyonu icin
j f(x)8(x —a)dx =f(a) (78)
j f(x)8' (x —a)dx = —f'(a) (79)

yazilabilir. Burada delta iizerindeki iis, ('), argiimana gore tiirevi gostermektedir. Ug
boyutlu Dirac delta fonksiyonu d(r -r') igin

D [[[8—r)dV =1,eger AV, r=r" ise, (80)

2) [[for—r")dV =0, eger AV, r#r' ise 81)

Insan goriindiigiinden daha degerli olmali,
cok is basarmali fakat az ortaya cikmalidir.
Moltke

1.10. TEST FONKSiYONU

Esitlik (78)’de goriildiigi gibi delta fonksiyonuna ait f(x) fonksiyonuna Test
Fonksiyonu denir. Bu fonksiyon f(a) sayisim1 diizenledigi icin, sddece f(a)’y1 bilmek
yetmektedir.

Degisken x degerleri icin tamimlanmis bir bolgede her mertebeden siirekli tiirevleri
kabul eden ve sonlu olan reel f(x) fonksiyonlar ciimlesini ele aldigimizda, tanimlanan
bolgenin cok kiiciik simirli bir kismindaki noktalarda f(x)#0 ve bunun disindaki biitiin
noktalarda f(x)=0 oluyorsa, boyle tanmimlanan f(x) fonksiyonlarina Test Fonksiyonlari

denir'>.

Sorular:

1) f(x)=sinx nasil bir fonksiyondur?

2) Test fonksiyonun taninuni veriniz.

3) Bir test fonksiyonunun Sifira Yakinsamasi ne demektir?

4)Fonksionel nedir?

5) Sabit fonksiyonu tanmimlaymiz,.

6) Genellesmis fonksiyonda oteleme nasildir?

7) Genellesmis fonksiyonda tiirev nasildir?

8) Birim basamak fonksiyonunun tiirevi nasildir?

9) Dirac (x) fonksiyonunun [Distribisyonun] genellesmis fonksiyonunun bir
sayiyt verdigini gosteriniz.

10) x=x, noktasindaki Dirac d(x) fonksiyonunu [ Distribisyonu] tanimlayiniz.

11) Dirac 6(x) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

12) Siirekli ve ardisik olarak tiiretilebilen bir a(x) fonksiyonu ile O(x)
fonksiyonunun carpuminmin tiirevini bulunuz.

13 yarasa, R., Fourier Analizi, Caglayan Basimevi, 1975.
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13) Siirekli ve ardisik olarak tiiretilebilen bir a(x) fonksiyonu ile J'(x)
Jfonksiyonunun tiirevinin carpinuni bulunuz.

14) xd'(x) = -0(x) oldugunu géosteriniz.

15) Birim basamak fonksiyonunun tiirevinin 8(x) 'ya esit oldugunu gosteriniz.

16) fmpuls fonksiyonunun tiirevi nasidir?
17 Impuls fonksiyonunun bir ¢ift fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Cevaplar:

1) Bir degiskene, meseld x degiskenine gore, her mertebeden siirekli tiirevleri olan
ve sonlu olan her reel fonksiyonu ele alalim. Ornek olarak f(x)=sinx fonksiyonunun x
degiskenine gore her mertebeden tiirevileri oldugu gibi, bu fonksiyon sonlu bir
fonksiyondur. Biitiin x degerleri icin soz konusu bolge R ile temsil edilirse, f(x)=sinx
Jonksiyonun tamimlanmis R bolgesinde siirekli tiirevleri ve reel degerleri vardir. Bu bir test
fonksiyonu olarak alinabilir.

fix)=sinx fonksiyonu R’de 0 ile xn arasindaki her noktada bir degeri vardir ve
stireklidir. Ancak x=0 ve x=t 7w noktalarinda f(x)=sinx fonksiyonu O olur. Buna gore

fix)=sinx fonksiyonu 0(|x|(7[ araliginda sifirdan farkli olup bu noktalart iceren ¢ok kiiciik

kapali ciimle 0£|X|SJZ olarak belirtilebilir. Bunun disinda 7Z'<|x| actk ciimlesinde

fonksiyon yine sifirdir. Sonu¢ olarak, fonksiyonun sifir oldugu x=-7x, 0, n noktalari,
stirekli oldugu R’nin 0<|x|<7t' acik araligina dahil degildir.

2) fix)=sinx fonksiyonunda goriildiigii gibi, demek ki, test fonksiyonu, tammlanan
bir R bolgesinin ¢ok kiiciik stmirli bir bolgesindeki biitiin noktalarda sifirdan farkli ve
bunun disinda 0 olmaktadir.Tamimlart boyle olan f(x) fonksiyonlarina Test Fonksiyonu
denir. Bu test fonksiyonlarinin hepsine test uzayt adi verilir. Bu uzay P ile temsil edilebilir.

Bir test fonksiyonu reel sayilarla carpiip toplamirsa, sonucta yine bir test
fonksiyonu elde edilir: fi(x), fo(x) <P — fi(x)ci+fo(x)cocP olur. Bu da test
fonksiyonlarimin lineer bir uzay meydana getirmesi demektir.

3) P uzayini meydana getiren test fonksiyonlarimin

Ji(x), fo(%), f3(X)-... ful(x) (n=1, 2,3, )

gibi bir dizisi suurl, aym bolgenin disinda sifir ve ardisik tiirevleri de diizgiin bigimde
stfira giderse, bu f,(x) dizisi P uzayinda Sifira Yakinsar denir.

4) P uzayinda bir f(x) test fonksiyonuna kari bir sayr diisiiren her isleme
Fonksiyonel denir. F(x) fonksiyonu ile belirtilmis ve f{x) test fonksiyonuna gore
tamimlannus bir fonksiyoneli baska bir ifddeyle f(x) test fonksiyonuna karsi bir sayi
diisiiren fonksiyonel

[Fof (odx

ile verilir. Bunun sonucu bir sayidir. 13. referansta Ruchan Yarasa bu sayryt
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(F(x), f(x))

olarak sembolize etmistir:
[F) fOodx=(F(x), £ (0)
P
Bu ifade hem lineerdir ve hem de yakinsar. .[F (x)f (x)dxile tanumlanmis biitiin
P

genellesmis fonksiyonlara (distribisyonlara) Regiiler denir.

P uzaymn sonlu her bolgesinde integrali almabilen F(x) gibi fonksiyonlara Lokal
Intregrabl-Bolgesel olarak entegre edilebilen fonksiyon denir. Klasik anlamda bir
fonksiyon olmayan 9(x) fonksiyonu da Lokal Intregrabl bir fonksiyondur. Dolayisiyla bu

da fi(x) test fonksiyonu ile birlikte meydana getirdigi fokksiyonel

[6(x) f (x)dx = (5(x), £ (x))
»

de bir sayi verebilir. 8(x) fonksiyonu ile diizenlenmis biitiin genellesmis fonksiyonlara
(distribisyonlara) Tekil (Singiiler) denir.

5) F(x)=c=sabit ise [ F(x) f(x)dx = c| f(x)dx={c, f (x))

ile tamimlanan genellesmis fonksiyona Genellesmis Sabit Fonksiyon denir. Burada c=1 ise
Genellesmis Birim Fonksiyon elde edilir:

[ fdx = cf f(x)dx={1, f(x))

6) Bilindigi gibi, x,)0 olmak iizere, F(x-x,)’a, F(x)’in x ekseni iizerinde x, kadar
saga dogru otelenmesi denir.

[Fx=x,)f (¥)dv=(F(x~x,), f(x))

u=x-x, alimirsa

[FQ) f(u+x,)du=(F@),fu+x,))=(F(x), f(x+x,))
bulunur.

7) Genellesmis fonksiyonda tiirev islemi

[F'(x) f (x)dx =(F'(x), f (x))
ile baslar. Bu,
(F'(x), f(x)y = [ F'(x) f (x)dx

demektir. Burada kismi entegrasyon yapilirsa
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(0, f(0) = [ F'0) f()dx = F £ = [ F() £ (x)dx

olur. Sagdaki ilk terim, f{x) test fonksiyonunun tanimli oldugu kapali araligin disinda sifir
olmasi nedeniyle, sifirdir. Dolayisiyla,

(F'(x), () == [ F(0) f'(x)dx = (F ().~ " (x)
elde edilir.

8)

(0 x{0 i¢in ]
u(x)= .
1 x)0 i¢in

ile tamumli olan birim basamak fonksiyonu, x=0’da siireksiz oldugu icin, klasik anlamda bir
tiireve sahip degildir. Ama genellesmis fonksiyon kavraminda bu bir tiirevi icerir.

(F'(x), f(x)) = (' (x), f () == [ u(x) f' ()dx = =[] f'(x)dx ==f (x| _, = f(0)

eder. Sonuc olarak
u'(x),=f(x) = f(0)
olur.
9) 5(x) = [0 x #0igin ]

) x=0igin

ile tamuml olan impuls fonksiyonu da klasik fonksiyonlardan farklidir. Bu yiizden buna
Dirac Fonksiyonu da denir. Goriildiigii gibi bu fonksiyon x=0’da biiyiik bir degere
ulasmakta fakat x=0"in disinda 0 noktasint ceviren kiiciik bir aralikta 0 olmaktadir. Bu
yiizden, Dirac 6(x) fonksiyonunun x’e bagliligindan ziydde x=0’daki degeri onem kazanur.

Dolayisiyla (x) fonksiyonu

0 x #0igin
0,.(x)= ! 0(x{e icin

€

oo e(xigin

olarak gosterilirse, bu fonksiyon &' nun sifira giderkenki limiti olarak diisiiniilebilir. Bu

Lim J,(x) = 6(x)
£—0
demektir. Buna gore

o o 1
= — = ]
_[_m 0. (x)dx .[o - dx

olur. Bu aciklamalarin 15181 altinda
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(8. (x). f) = 6, (x) f(x)dx = [ 5, (x) f (x)dx = ijog f(x)dx
&

bulunur. Son entegralde, 0{{{l arasinda olmak iizere, entegral hesdbin ortalama deger
teoremi kullanilirsa, yani

[ f(0)dx= f(e0)[idx = of ()

alimirsa

(6,00, £ () == [F (v =~ (6) =1 (&)

elde edilir. Burada € — 0 igin limit alinirsa

(B0, fN) =" 8(x) f(x)dx = f(0)

bulunur. Bu sonug, O(x) fonksiyonu ile test fonksiyonunun carpimumn entegralinin f(0)
gibi bir sayt verdigini gosterir. Yani, Distribisyonun [8(x) fonksiyonu] genellesmis
fonksiyonu bir sayidur.

10) x=x, noktasindaki Dirac &(x) fonksiyonunu [Distribisyonu] tanumlaya

5(x) = (0 x #0igin j

oo x=0igin
(8(x), f(y=]["_8(x) f(x)dx = £(0)

ile baslayabiliriz. Bu son ifadeleri

5(x—0)=(0 x#0igin J

) x=0igin
(8(x=0), f(0)) =[_ 8(x=0)f(x)dx = f(0)
seklinde yazabiliriz. Sonra 0 — x, alimrsa

5(x—x0):{0 X#Xx,i¢in J

oo xX=x,icin

(B(x=x,), f(0) = [~ 8Cx—x,) f(x)dx = f(x,)
elde edilir.

11) Dirac 6(x) fonksiyonunun tiirevini bulmak icin

(F'(x), f(0)) == [~ F(x) f'(x)dx = (F (x),~ ' (x))

ifadesinden hareket edilir:

(8'(x), f)y == [_8(0) f' (x)dx =(S(x).~f'(x))

Diger taraftan

(8(x), f()=["_8(x) f(x)dx = f(0)
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oldugu icin
(8'(x), f()y ==["_8(x)f'(x)dx =—["(0)
olur. Buradan hareket ederek

(8'(x=x,), f()y == 8(x—x,)f (x)dx =—f(x,)
oldugu da goriiliir. x,=a ise elde edilen

(8'(x=a), f(x)y==["_6(x—a)f' (x)dx=~f(a)
ifadesinin (79) esitligini verdigi goriiliir.

Ayrica n. mertebeden tiirevler icin de
(8" (0, f(0) =(=D" f™(0)
(6" (x=a). f() =" f(a)

oldugu da gosterilebilir.

12) Siirekli ve ardisik olarak tiiretilebilen bir a(x) fonksiyonu ile O(x)

fonksiyonunun carpumun tiirevini bulmak icin
[a(x)F(x)]'=a'F +aF'

tiirev kdidesinde F yerine 6(x) yazilirsa

[a(x)8(x)]'= a'S + ad'

olur.

12) Siirekli ve ardisik olarak ftiiretilebilen bir o(x) fonksiyonu ile 0'(x)
fonksiyonunun tiirevinin carpinuni bulunuz.

Burada sagdaki soldan ikinci terimi, ad', ele alalim:

ad'= [a(x)o(x)]-a'd

Burada a(x)0(x) ifddesi O(x) fonksiyonunun ardigik olarak tiiretilebilen bir a(x)
fonksiyonu ile carpinunt gostermektedir. Yani,

(@S —x,), F(0) = [ [a(x)dx—x, )ftx)dx [S0c—x, fa(xifix)Jdx = afx, fix, )

olur. Burada
(SCx=x,) f () = [~ 8(x—x,) f (¥ = f(x,)
oldugundan

a(x, Jfix, )=a(x, ) [ 6(x—x,)f(0dx=a(x, ) (§(x—x,), f (x))

ve buradan da
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(@()d(x—x,), f(x)) =a(x, ) (6(x—x,), f(x))
ya da
a(x)o(x—x,) =a(x, )o(x—x,)

veyd x,=0 icin

a(x)é(x) = a(0)6(x)
bulunur. o(x)=x aliirsa,

x9(x) =0
elde edilir.

[a(x)5(x)]'= &' (x)d(x) + a(x)d' (x) = a(x)d' (x) = [a(x)d(x)] -a' (x)(x)

a(x)0(x)=a(0)0(x)
a'(x)0(x)=a'(0)0(x)
a(x)0'(x) = [a(x)d(x)]-&' (x)6(x) = [a(0)d(x)]-&' (0)S(x)
ya da
a(x)0'(x) = [a(0)5(x)]-a' (0)6(x) = a(0)6"(x) - &' (0)5(x)
veyd
a(x)d0'(x)=a(0)0'(x)- ' (0)0(x)
elde edilir.

13) Siirekli ve ardisik olarak tiiretilebilen bir «a(x) fonksiyonu ile J'(x)
fonksiyonunun tiirevinin carpinunt bulunuz,

14) x0'(x) = -0(x) oldugunu gostermek icin a(x)d'(x)=a(0)0'(x)- a'(0)0(x)
ifadesinden faydalanilir:

a(x)d'(x)=a(0)0'(x)- ' (0)0(x) = x6'(x)=00'(x)-1.0(x) =—0O(x)

olur.
15) Birim basamak fonksiyonunun tiirevinin 8(x) 'ya esit oldugunu gosteriniz.
u'(x),=f(x) = f0)
(6(x), f(x))=f(0)
karsilastirthirsa

u’(x)=90(x)
elde edilir. Buradan
u'(x-x,)=0(x—x,)

bulunabilir.

16) Impuls fonksiyonunun tiirevi nasildir?

(8'(), () ==["_6(x)f'(x)dx =—f"(0)

Burada 8'(x) = @ ve f'(0)= @ oldugundan
X

X x=0
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(6'(x), f(x)y =((x), f'(x)) ==f"(0)

olur.

17 Impuls fonksiyonunun bir ¢ift fonksiyon oldugunu giostermek icin énce, a bir
sabit olmak iizere,
1
—0(x)

g

esitligini bulalim. Bunun i¢cin{(d(ax), f (x)) fonksiyonelinde ax=v doniigiimiinii yapalim.

O(ax) =

.. d
a’nin hem pozitif ve hem de negatif olabilecegi diisiiniilerek, |a|dx:dv—> dx = ﬁ olacagi
a

actktir. Buradan

(8(ax), f(x)) = ["_8(ax) f(x)dx = — j 5(v)f( )dv

(8(x), ) =["_8(x) f(x)dx= f(0)

elde edilir.

oldugu dikkate alinarak

@, foy =2 =L ro
la” )] _, d
bulunur. Ya da
1
W fe) =L r =L s f
" )|, " Jdl
veyd
(0(ax), f(x)) = m| |§(x)f(x)dx <| |5(x),f(x)>
ve buradan
O(ax) = i5()6)
a
elde edilir. a=-1 icin
O(—x) =0(x)

oldugu goriiliir. Demek ki d(x) fonksiyonu ¢ift bir fonksiyondur.

1.11. GAUSS KANUNU VE DiVERJANS TEOREMI

Icinde n tine nokta seklinde elektrik yiikii bulunan kapali bir yiizey iizerinden
elektrik akisinin entegrali, bu kapali ylizey i¢inde bulunan net elektrik yiikiine esittir.

9=fdp=§dp=3"Q,=Q,. i=1.23... Qu=2Q.  (82)
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Eger kapali yiizey icindeki elektrik yiik dagilim siirekli ise, o zaman (82) formidilii
(pzﬁdgz):mpdv =Q..i=1,2.3,.., . (83)
N %
veya
¢ ={fD.dS=§D.dS=)"Q =Q,,. i=1,2,3,... Q.=2.Q. (84)
S S i=1 i=1
ya da
¢=ffD.ds =[[[pdv =Q,,. i=1,2.3,... (85)
S v

olur. (84) ve (85)’e gore Gauss Kanunu sdyle de tamimlanabilir: Elektrik aki yogunlugu
vektoriiniin kapali bir yiizey iizerinden entegrali, bu kapal1 yiizey icindeki net yiikii verir. D
bir vektor oldugu igin, (85), (44) formiiliinde A vektorii yerine yazilirsa,

Lim AdS Lim D.dS (86)
A0 AV  AVS0 S AV
olur. Veya
V.D=Lim D_dS = Lim& =p (87)
AV—0 s AV AV—=0 AV
ya da
V.D=p (88)

edilir ki buna Maxwell Denklemi denir. (87) ifadesindeki yiikk yogunlugu (85)’de yerine
konursa

¢ =ffp.ds = [[[v.DdV =Q,, (89)

elde bulunur. Buna Gauss’un Diverjans Teoremi denir. Bunun anlami sudur:

Elektrik aki yogunlugu vektoriiniin bir kapali S yiizeyi lizerinden (iki boyutlu)
yiizey entegrali, bu vektoriin diverjansinin bu kapali ylizeyin meydana getirdigi hacim
izerinden (ii¢ katl) hacim entegraline esittir.

Sorular:

1) Gauss Kdnunu’'ndan hareket ederek Q vyiikii olan bir maddi noktamin elektrik
alan formiiliinii cikariniz.
2) p, yiik yogunlugunu tasityan sonsuz uzun dosdogru bir hattan r kadar

uzakliklardaki noktalarda meydana gelen elektrik aki yogunlugu ve elektrik alamn
siddetlerinin ve vektorlerinin ifddelerini bulunuz. Bu elektrik akist ve elektrik alan
siddetlerinin geometrik yerleri ne olur?

3) Yaricapt 3 m olan bir kiirenin icinde elektrik aki yogunlugu vektorii, yaricap

dogrultusunda yarigapa bagh olarak D =(25r°/4)a, ve kiirenin disinda D =(25/4r° )a,
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ile degismektedir. O(r(3 ve r)3 bolgelerindeki elektrik yiik yogunlugunu yaricapin bir
fonksiyonu olarak bulunuz.

Cevaplar:

1) (70) formiilii ile verilen

po

- 2
4rr

elektrik aki yogunlugu, sabit Q vyiikii ve sabit yaricap icin belli bir degerde olup sdbit
oldugu icin, (69)’da entegral digina alinabilir:

¢ =0={{D.dS =[[Da .ads = [[Dds = D|[ds = DS
S S S S

veyd
D:g:eE—>E:2
S &S

olur. Q yiikiinden r kadar uzaklikta bulunan bir noktadan gecen kiirenin yiizey alani
S=4mr? oldugu icin, Q vyiikii olan bir maddi noktamin elektrik alan siddetinin ifadesi,

_o_ 0

B &S B 4rer?

olarak elde edilir. Elektrik alan vektoriiniin dogrultusu, yaricap dogrultusundadir. Bu
dogrultudaki birim vektor a, olarak alinirsa, elektrik alan vektoriiniin ifadesi,

olarak bulunur.

2) p, yiik yogunlugunu tasityan sonsuz uzun dosdogru bir hattin iizerinde L
uzunlugunu alalim.

Yiikii Q olan L uzunlugundaki, S yiizeyindeki ya da V hacmindeki bir cismin yiik
yogunluklar sirastyla p,(C/m), p, ( C/m’) yada p ( C/m?’) ile verilir.

Bu L uzunlugu, r yaricapli noktalarla birlikte ele alinan hat eksenli bir silindir
tamumlar. Bu silindirin alt ve iist yiizeyleriyle birlikte yan yiizii kapali bir S yiizeyi meydana
getirir. Yani, S=Sar+SiisctSyan olur. Alt ve iist yiizeylerin birim normal vektorleri,a ,, eksen

dogrultusunda ve birbirlerine ters yondedirler: Su=Sa, ve Six=-S a, olup Sur+Sisx=0

olur. Dolayistyla, S=Sya, olacak sekilde, kapali S yiizeyi sadece yan yiizeye indirgenir. Yan
yiizeyin birim normal vektorii, a,, silindirin eksenini meydana getiren uzun dosdogru hatta
dik olup disa dogrudur: S=Syen=Sa,. Bu silindirin i¢inde kalan L boyundaki hat par¢asinda
bulunan elektrik yiikiiniin Q=L p, olacagi agiktir. Bu yiike Gauss Kanunu uygulanirsa,

elektrik akisi icin,
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0=Lp, = {{D.dS = Df{dS =D.S = Da,.a,s = DS
S S

ve buradan bulunan
O=Lp, =DS

Lp,

ifddesinden hareket ederek D = elde edilir. Burada S=2nr L oldugu icin yerine

konursa,elektrik aki yogunlugunun siddeti,

D:ﬂ— Pe

S 2

olarak bulunur. Bu biiyiikliigiin vektor ifddesi, silindirin yaricap dogrultusunda
oldugundan,

p="t~ =Py,

S 27r

olarak elde edilir. Bu son iki ifddeden elektrik alanina dit elektrik alam siddeti ve vektorii,
sirasiyla

E= ﬁ P
Se  2mer

E: Lp/{ — p/ .
Se  2mer

olur.Gerek elektrik akisinin ve gerekse elektrik alanimin siddeti sabit yiik yogunlugu ve
eksenden sabit uzakliklar icin sabit degerler verirler. Gerek elektrik aki yogunlugu ve
gerekse elektrik alanina dit bu sabit degerlerin her birinin geometrik yerleri birer silindirin
yan yiizeylerini tammlarlar.

3) Elektrik aki yogunlugu vektorii, birinci boliimdeki (48) formiiliinde yerine
konursa,

oD
V-D(r,e,q)):izi r’D, )+ ! i(DHsin0)+ ! 2
r° or rsin 06 rsinf dg
bulunur. Bu (88)’e tasinirsa,
oD
p =izi(r2D, )++1(Dgsin0)+ ] 2
r° or rsin o0 rsinf dp

viik yogunlugunun kiiresel koordinatlardaki yaricapa bagli olan ifadesi elde edilir. 0{r(3
bolgesindeki elektrik aki yogunlugu vektoriiD =(25r°/4)a, olarak verildigine gore, bu
uygulamada 0(r(3 bolgesinde D, =25r’/4D,, D,=0 ve D,=0’dir. Bu bilesenler Yyiik
yogunlugunun genel ifadesinde kullanilirsa,

p :iz—(rZD, )= izi(r225r3/4) :izi(r225r3/4) =31.25¢ C/nt’,
r’ or r’ or

0
r° or
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rY3 bolgesindeki elektrik akit yogunlugu vektorii D:(25/4r2 Ja, olduguna gore ,

D, =25/4r* olur ki buradan

1 9d 1 90

p= 3 —(r Dr)zr—zg(r225/4r2):%(25/4):0

elde edilir.

Sorular:

1) Potansiyel fonksiyonu @ =5x+8y V olarak verildigine gore elektrik alan
vektoriinii bulunuz.

2) Kenar uzunluklart 4 m olan bir kiipiin kapali yiizeyi ve hacmi icin D=10x"/7ay
elektrik aki yogunlugu vektoriine dit diverjans teoremini gercekleyiniz.

Cevaplar:
1) Potansiyel fonksiyonu verilince elektrik alan vektorii
E=-Vg
ile hesaplanir:
E=-Vo=-V(5x+8y)=—5a,+8a,) V/im
2) Dik koordinat sisteminin baslangi¢c noktasi, sekilde goriildiigii gibi, kiipiin
merkezinde secilebilir.

_ ﬁp,ds - mpdv =mV.DdV =0, i=123..,
S \4 14

Diverjans teoreminin sol tarafint ele alalim. Buna gore x ekseni dogrultusundaki
viizeyler tizerinde x=2 m ve x=-2 m icin

Q= ﬁD.dS = j.j.&;)jaxdydzax + j.j.]()(
s %7 %%

=731.4285714+731.4285714 = 1462.857143 C
olur. Burada a., -x yoniindeki normal birim vektordiir. Elektrik aki yogunlugu vektoriiniin
y ve z bilesenleri sifir oldugu icin, kiiptin bu yiizlerine iliskin entegraller ortadan kalkar.
Dolayisiyla, kapali cevrimin sadece kiipiin x dogrultusundaki yiizeylere indirgendigine
dikkat ediniz.

Teoremin ikinci tarafina gelince'

9= jﬂpdv mVDdV jjjvu()xﬁa )av =22 jjjx"dxdydz

z=-2 y=-2x=22 z=-2 y=-2x=-2

—2) a_dydz(-a_, )

dydz = 7(16 )8 ~ 4 )= 1462.857143 C

Wz

=-2y=




STATIK ENERJi

Adi insanlar, onemli adamlarin hatd ve kusurlarindan biiyiik zevk duyarlar.
Schopenhover

Kafi derecede sevilmiyorsak, bunun sebebini kdfi derecede sevecek kudretimizin olmamasinda
aramaliyiz.

2.1. NOKTA SEKLINDEKi ELEKTRIiK YUKLERI VE i$

Elektron gibi, nokta seklinde sabit q yiiklii bir elektrik yiikii, E ile verilen bir elektrik
alanm icinde bir F kuvvetine maruz kalarak bir hareket kazanir. Elektrik yiiklii parcacigi
siiriikleyerek bu parcaciga bir is yaptiran kuvvet

F(r-r)=Q")E( —r') (D
veya kisaca
F =QE 2)
ile bellidir.

Elektrik alanmi, Sekil 1’de goriildiigii gibi, (+Q) ve (-Q) elektrik yiikleri ile
yiiklenmis kondansator levhalar1 arasinda meydana getirilebilir. Bu alan, ug etkileri ihmal
edilirse, bir diizgiin alandir. Elektrik alan vektorleri birbirine paralel olan alana diizgiin
alan denir. Alanmn yonii porzitif yiikten negatife yiikke dogrudur. Her elektrik alaninin
yaptig1 gibi, bu elektrik alami da, elektron gibi, elektrik yiiklii parcaciklara bir kuvvet
uygulayarak onlara birer hareket kazandirir.

L

Y

+Q Q

L

Y

L

Y

Sekil 1 (+Q) ve (-Q) elektrik yiikleri ile yiiklenmis kondansator levhalar arasinda meydana
gelen elektrik alan

Formiilde goriildiigii gibi, diizgiin bir elektrik alani tarafindan elektrik yiiklii
parcaciklara uygulanan kuvvet, elektrik yiikii ile dogru orantilidir. Elektrik yiikii pozitif ise,
meydana gelen kuvvet elektrik alam yoniinde, elektrik yiikii negatif ise, elektrik alaninin
ters yoniindedir.

Bir kuvvet bir cisme bir hareket kazandiriyorsa, bilindigi gibi, bu kuvvet bu cisim
tizerine bir is yapar. Dolayisiyla, burada kuvveti meydana getiren elektrik alan1 olduguna

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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gore, Q yiikil iizerine isi yapacak olan elektrik kuvveti olur. Yiiklii cisimler iizerine is
yapan boyle alanlarin meydana getirdigi kuvvete Alan Kuvveti denir.

Sekildeki elektrik alanmi tarafindan meydana getirilen alan kuvveti, Q yiikiine d ¢
kadar bir hareket kazandirirsa yapilan isin
dW=F d/=QE d/ 3)

olacag agiktir. Bu, alan kuvveti tarafindan yapilan bir is olur. MKSA birim sisteminde
[d¢]=[d /¢ ]=m, [Q]=C, [E]=[E]=V/m veya [F]=[F]=N olarak alimirsa [dW]=J olarak elde
edilir.

Sorular:
1. Dik kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinat sistemlerinde diferansiyel uzunluk
eleman formiillerini yaziniz.

Cevaplar:
1. Dik kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinat sistemlerinde diferansiyel uzunluk
eleman formiilleri, sirasiyla, asagidadir:

d!=dxa +dya +dza_, dl =./dx’ +dy’ + dz’ ,(Dik kartezyen)
dl=dra +rdpa +dza_,  dl=.\dr +rdy +dz , (Silindirik)
d(=dra, +rdba,+ rsinfdypa,, dl =Jdr* +r’d0’ +r’sin’0dy’ ,(Kiiresel)

ile verildigi bilinmektedir.

Boylece elektrik alanmi tarafindan meydana getirilen alan kuvveti, Q yiikiine d/
kadar bir hareket kazandirirsa yapilan is,
W =[F.d/ “4)

olur.Kondansatoriin levhalari arasindaki diizgiin elektrik alaninda, alan kuvveti tarafindan
harekete getirilen elektrik yiiklii bir tanecigin hareketini durdurmak i¢in bu tanecige (2)’de
verilen kuvvete esit ve ters yonde bir kuvvetin uygulanmas1 gerekecegi aciktir. Yani,
hareket halindeki yiike

F, =-QE &)

kuvveti uygulanirsa, o zaman bu tanecige uygulanan bileske kuvvet sifir olur. Tanecigin
hareketini durduran ve disaridan uygulanan bu kuvvete Dius Alan Kuvveti (Dig Kuvvet)
denir. Bu kuvvet de tanecigin hareketini durdurmak icin bir is yapmak zorundadir. Bunun
yaptig1 ise ise, dis alan kuvvetinin yaptig1 is ad1 verilir. Bu isin

dW =F d/=-QE d/ (6)
veya

W =[F.d/=—[F.d/ (7)
olacag1 aciktir.

Bir insanin akilli olmasina bir sey dedigimiz yok...
Yeter ki, aklimi baskalarina kabul ettirmeye ¢calismasin!..
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) ) Eflatun
2.2. ELEKTRIK GERILIMIi

Bir alan kuvveti, bir tnecigi bir statik elektrik alan1 i¢indeki bir A noktasindan bir
B noktasina ¢ kadar bir mesafe iginde tastyarak bir is yapar. Alan kuvvetinin yaptig1 bu is
sonunda elektrik yiiklii tdnecik B noktasina gelir. Bu yiikii tekrar B noktasindan A
noktasina getirmek icin pargaciga bir dis alan kuvvetinin uygulanmasi yeterli olur. ¢ kadar
olan bir mesafe boyunca elektrik alan kuvveti tarafindan Q yiikii iizerine yapilan is
ifadesinden hareket ederek birim elektrik yiikii izerine yapilan isin bulunmas1 miimkiindiir.
(3)’den

dV=dW/Q=E d/ ®)

elde edilir ki buradan

V,, =(E.d/ ©)

bulunur. Bu is, birim elektrik yiiklii tdnecigi A noktasindan bir B noktasina ¢ kadar
tasimak i¢in, alan tarafindan yapilan istir. Birim yiik basina dis alan kuvvetinin yaptig1 is
ise,

' F ¢
V, =]—t.d/=-[E.d(=Vas (10)
oQ 0

bulunur. (9) ifadesi, birim yiik basina statik alaninin yaptig isi, (10) ifadesi ise, dis elektrik
alaninin yaptig1 isi gostermektedir. Birim yiik basina yapilan is gerilim olarak bilinir.
Mesela, (9) ifadesi, A ve B noktalar1 arasindaki potansiyel farkim gosterir. Bu bir
gerilimdir'.

Ev Odevi:
1) Diizgiin elektrik alani nedir?
1) Ug etkisi nedir?
2) Statik elektrik alanin koruyuculugu nedir?
3) (7)’yi kullanarak nokta seklindeki bir q yiikiiniin uzayin herhangi iki A ve
B noktalar: arasindaki gerilim ifddesini bulunuz.
4) Mutlak potansiyel nedir?

Statik elektrik alaninda (9) ve (10)’dan goriildiigii gibi, elektrik alani tarafindan
yapilan is ile dis elektrik alam1 tarafindan yapilan isin biiyiikliikkce esit oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla, is hesabinda bu formiillerden bir tinesi kullanilabilir.
Bunlardan (5) kullanilirsa,

l
W =—[F.d/ (11)
0
elde edilir ki, bu durum da asagidaki tanim esas alinir. (5) formiiliine gore:

! Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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Yapilan is porzitif ise, isin dis elektrik alan kuvveti tarafindan yapildigi; yapilan is
negatif ise, isin elektrik alani kuvveti tarafindan yapildigi soylenir.

Sorular:
1) 8 C’luk bir elektrik yiikii, dik kartezyen koordinat sisteminde, E=4xa.-4ya, V/m

elektrik alani icinde A(3,0,0) noktasindan B(0,4,0) noktasina gotiiriilmektedir.

a) Yapilan isi hesaplayiniz.

b) Bu isi hangi alan yapmistir?

2) I¢ yaricapt 4 cm ve dis yaricapt 10 cm olan bir koaksiyal kabloda iki silindir
arasindaki elektrik alani (100/r)a, olarak verildigine gore,bu iki silindir arasindaki
gerilimi hesaplayiniz.

Cevaplar:

la) r=xa.+ya, olup dr=dxa+dya,
dW=-QFE.dr=-8(4xa-4ya,).(dxa+dya,)=-8(4xdx-4ydy)=-32(xdx-ydy)
e

4 B

Iki noktadan gecen bir dogru
Y—Y, _X—X

Y=Y, X=X

veyd

y—4 x-0

4-0 0-3
ya da

y=4-4x/3, dy=-4dx/3
ve

dw = —32{xdx+(4 —%x)(%dx)} = —32(xdx + %dx —%xdx}

:—32(xdx+£dx—£xdx):—32 xdx(]—£)+£dx :—32(—Zxdx+ﬁdx)
3 9 9 3 9 3

dw = —32(—Zxdx+£dx)
9 3

veyd

0
w =—32J'(—gxdx+%)dx=400J
3

olur.
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1b) Is dis alan kuvveti tarafindan yapilmigstur.
2)
Vv, =—E.d/
0
d/=dra,
r r
V. =—{E.dra.=v, = 1% 4
r] r] r
- r, =10x10"
=-100 jz ldr =—] 001nr| =—100(In10x107* —Indx10~° ) =—100In2.5
n" r=4x10"
=-91.63V
Ev Odevi:

1) Yukaridaki probleme dit dW=-8(4xdx-4ydy)=-32(xdx-ydy) ifddesindeki isi y
degiskenine gore hesaplayiniz.

2) Vap gerilimini bulunuz.

3) Yiikiin hipoteniis tizerinden gotiiriildiigiinii diisiinerek yapilan isi hesaplayiniz.

“Dokuzuncu asirla 13. asir arasinda dilinydnin en genis edebiyat
dédirelerinden biri tesekkiil etmistir. Bir ¢ok kililtilir mahsulleri, kiymetli
kesifler, fikri faaliyetlerin ne derece miikemmel oldudunu gbstermektedir.
Bu miikemmellik Hiristiyan Avrupa lizerinde de tesirini gdbsterdi. O kadar
ki, bu Miisliiman’larin her hususta bizim hocalarimiz oldudu hakkindaki
gbriise haklilik kazandirmis olabilir.”

http://www.ikrateam.de/avrupalilarin$20itiraflari.html
Sedillot (1808-1875)"

2.3. STATIK ELEKTRIK ALANINDAKI ENERJI

Once elektrik alanimin sifir oldugu bir G bolgesi ele alalim (Sekil 2). Birinci adimda
sonsuzdaki bir Q, yiikiinii 1 noktasina getirelim. Bu durumda G bolgesinde elektrik alani
sifir (E=0) oldugu icin bu yiik iizerine bir is yapilmaz. Bunu W,=0 ile gosterelim. G
bolgesine getirilen 1 noktasindaki Q, yiikii, 2 noktasinda V., potansiyelini ve E,, statik
elektrik alanini; 3 noktasinda ise, V., potansiyelini ve E,, statik elektrik alanin1 meydana
getirir.

Ikinci adimda sonsuzdaki bir Q. yiikiinii 2 noktasina getirelim. Bu ikinci durumda
G bolgesinde 2 noktasindaki E., statik elektrik alan1 Q, yiikii {izerine bir is yapar. Bu is
W.=V.Q; ‘dir. G bolgesine getirilen Q, yiikii 1 noktasinda V,, potansiyelini ve E,, statik
elektrik alanini; 3 noktasinda V., potansiyelini ve E,, statik elektrik alanin1 meydana getirir.

* WEB sayfalar sik sik yenilendigi icin, bu sayfalara zamanla ulasim miimkiin olmayabilir.
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Uciincii adimda sonsuzdaki bir Q; yiikiinii 3 noktasina getirelim. Bu durumda G
bolgesinde 3 noktasindaki E; ve E,, statik elektrik alanlar1 Q, yiikii iizerine bir is yaparlar.
Buis

W3=V3| Q3+V32Q3 ( 1 2)
olur.

G bolgesindeki toplam isi soyle 6zetleyebiliriz:
W=W|+W2+W3:0+(V21Q2)+(V31 Q3+V32Q3) (1 3)

W isi, 3 tne nokta seklindeki statik elektrik yiikiiniin G bolgesinde meydana getirdigi
toplam enerjiyi verir.

Dordiincii adimda bu sefer yukaridaki yiiklerin bolgeye gelis siralarini degistirerek
benzer islemleri tekrar yapalim. O zaman toplam enerji

W=W AW 4+W =0+(V..Q)+(V..Q+V..Q) (14)

elde edilir. Bu son durumda elde edilen toplam enerji yine aymdir. (13) ve (14) taraf tarafa
toplanirsa,

. 2W=(VuQ)+(ViQi+ViuQ)+H(VaQ)+(VaQ:i# Vi Q) (15)
o 2W=Q,(V 4 V)+Qu Vo + V. )+Qu(V:+Vsy) (16)
bulunur.

Qi
Q2
Qs

Sekil 2 Ele alinan G bolgesi

Burada Q,(V.+V,) terimi, Q, ve Q. yiiklerinin meydana getirdikleri elektrik
alanlarinin Q, elektrik yiikii iizerine yaptiklar isi gosterir. Dolayisiyla, 2 ve 3 yiiklerinin 1
noktasinda meydana getirdikleri toplam potansiyel V.=V ,+V,, olarak temsil edilebilir.
Benzer sekilde Q.(V..V.) terimi de Q, ve Q, yiiklerinin meydana getirdikleri elektrik
alanlarinin Q, elektrik yiikii tizerine yaptiklar isi gosterir ve dolayisiyla 1 ve 3 yiiklerinin 2
noktasinda meydana getirdikleri toplam potansiyel V.=V, V,, olarak gosterilebilir. Yine
benzer diisiince tarzi kullanilarak V.=V, +V,, olur. Bu son ifdde de 1 ve 2’deki yiiklerin 3
noktasinda meydana getirdikleri toplam potansiyeldir. Bu potansiyel tanimlari, (16)’da
yerine konursa, ii¢ tine nokta yiik i¢in toplam enerji
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W=[Ql(V12+V13)+Q2(V21+V23)+Q3(V31+V32)]/2 ( 1 7)
veya
W=(Q.\V+Q,V+Q,V,)/2 (18)

olarak elde edilir. Bu ifade G bolgesindeki 3 tane statik elektrik yiiklii noktanin sdhip
oldugu toplam enerji ifadesidir. Buna bakarak G bolgesindeki n tane yiik icin toplam statik
enerji

W=_3QV (19)

olarak bulunur. (19) ifadesi, G bolgesindeki n tine statik elektrik yiiklii noktanin séhip
oldugu toplam enerji ifadesidir. Bu sonug nokta seklindeki yiikler i¢indir.

Eger, ele alman bolgede yiik yogunlugu p olan siirekli bir yiikk dagilimi varsa, o
zaman toplama isareti entegral olur:
w=1 [pvav (20)

Hacim

Burada V ortamdaki potansiyel fonksiyonu temsil eder. Bu formiiliin degisik yazilig
sekilleri vardir:

W=l [D.EdV (21)
Hacim
veya
w=l [eE*dV (22)
Hacim
ya da
2
w=1 jsEZdV:l | D av (23)
Hacim 2 Hacim €

(20)-(23) ifadeleri, elektrik alaninda depo edilen aym elektrik enerjisinin degisik bicimde
elde edilis sekjlleridirz.

Sorular:

1) (20) ifddesinden hareket ederek (21)-(23) formiillerini ¢ikariniz.

2) Bir kondansatoriin elektrik alaminda depo edilen elektrik enerjisinin ifddesini
(22)’den faydalanarak elde ediniz.

3) Bir kenar uzunlugu 2 m olan bir karenin her bir kosesinde 4 C’luk yiik
bulunmaktadir. Sistemin toplam enerjisi ne olur?

4) Kenar uzunlugu 2 m olan bir karenin karsilikli iki kosesinde 8 nC’luk yiik
bulunmaktadir. Sistemin toplam enerjisi ne olur?

5) Birbirine esit iki yiik sisteminin enerjisi -810 nJ olduguna gore, d=0.2 m
mesdfede bulunan bu yiiklerin degerlerini bulunuz.

2 Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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Cevaplar:
1 1 1
1) W== [pVdv==" [pVdv=="[V.(DV)dv
Hacim Kiire hacmi 2 }Il(ﬂre.

ifadesinde soz konusu dv diferansiyel hacim elemanidir. Formiilde, A herhangi bir vektor
ve V bir skaler potansiyel olmak iizere

V.(VA)=A.(VV)+V(V A)
acvmmi kullanilirsa,

w=L [(V.D)Vdv= 1 jv.(w))dv-i [(DNVV)dy

Kiire Kiire Kiire
hacmi hacmi hacmi

elde edilir. Sagdaki ilk entegral, diverjans teoremine gore,

L [V.(VD )av - L [vD ds

Kiire Kiire
hacmi yiizeyi

seklinde yiizey cinsinden yazilabilir.

Burada hacimle kusatilmis olan D ve 'V, sirastyla herhangi bir nokta seklindeki
viike dit elektrik aki yogunlugu vektorii ve potansiyelidir. Dolayisiyla, entegralin altindaki
elektrik aki yogunlugu vektorii kiire yiizeyi tizerinde 1/R? ile, V potansiyeli 1/R ile ve kiire
yiizeyi R® orantili olup sonug olarak entegral altindaki terimin tamdnu I/R ile orantilt olur.
Bu sebepten,

1 1 1
Lim= [VDdS~=— [ —=0
R—eo 2 Kiire Kiire R

yiizeyi yiizeyi

sonucu elde edilir. O zaman

w= -1 [(D.vV)av

Kiire
hacmi

neticesine varur. E=-V V oldugu goz oniine alinirsa,

w= 1L [(D.E )av

Kiire

hacmi
veyd

2
W:ijeEzdv=ij2 dv
2 27 ¢

bulunur.

2)Kondansatoriin bir iletken levhasuun yiizeyi A, levhalart arasindaki uzakligt d ve
levhalar arsindaki malzemenin dielektrik sabiti € olsun. Bu verilenlere gore
kondansatoriin  kapasitesi C=€S/d olur. Kondansatoriin levhalarina bir V gerilim
uygulandigi zaman elektrik alaminda meydana gelen elektrik alan vektorii ve gsiddeti
swrasiyla, n kondansatoriin yiizey birim normal vektorii olmak iizere E=(V/d)a, ve E=V/d
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olur. Kondansatore uygulanan gerilim, levhalar arasindaki mesdfe ve dilektrik sabiti, sabit
olduklart icin, goriildiigii gibi, elektrik alami da sabit olur. Sdbit olanlar entegral disina
alinabilir. Bu durumda entegral sddece bir hacim hesdbini  gostermektedir.Bu
yapulirsa,hacmin Ad oldugu goriiliir.

Buna gore kondansatoriin elektrik alaminda biriken enerji

WzéjsEzdvzéeEzidv

Sformiiliinden hesaplanabilir..Yani,
w :ijlsEzdvzleEzAd
2 2

veya

2 2
welepraa=Ld V) aa=AYV"_ _Lcye
2 2 \4a 2d 2

olarak kondansatoriin elektrik alaninda biriken enerji ifddesi, kondansatoriin kapasite
parametresi cinsinden bulunur.
3) Statik yiiklerin meydana getirdigi toplam enerji, bu dort yiik icin,
2WzQ1V1+Q2‘/2+Q3V7+Q4V4
ifddesinden hesaplanir.
Vi, i=1, 2, 3, 4, potansiyeli, i bir deger aldiginda, (meseld i=1 alindiginda diger ii¢
tdne, Q,, Q. ve Q, yiiklerinin 1 noktasinda meydana getirdigi potansiyeli gostermesi gibi),

diger iic yiikiin i. noktada meydana getirdigi potansiyeli gosterir.

Q. Q. ve Q, yiiklerinin, bu yiiklere sirasiyla, r., r, r. uzakliklarinda bulunan 1
noktasindaki V; potansiyelini bulmak icin,

_o .0 . o0

dre,r, dmer, 4w,

1

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde 2 noktasinda Q,, Q. ve Q. yiiklerinin meydana getirdigi
potansiyeli bulmak icin,

0, 0 . 0

" dmer, d4mer, 4mer,
ve 3 noktasinda Q,, Q. ve Q, viiklerinin meydana getirdigi potansiyeli bulmak icin,

0 , 0 , 0

47[8(: rj? 1 47[80 rj? 2 47[80 rM

3

ve 4 noktasinda Q,, Q. ve Q. yiiklerinin meydana getirdigi potansiyeli bulmak icin,
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ifadeleri elde edilir.
Verilen uygulamada yiikler esit oldugu icin, Q,=0.,=0:=0.=0,,

[1+L+1]— 4 [1+L+1]
1 N2 1 4xmx(10°/36m)x2" 1 2 1

=48.727x10° V

Q

V=<
4me, 1,

1

Yiikler esit oldugu icin koselerde meydana gelen gerilimler de esit olacagindan,
V=V,=V,=V.=V,
2W=0,V+Q.V.+0;V,+Q.,V,=4QV
veyd
W=20QV=2x4x48.727x10°=389.816 x10° J
olur.

4) V=V,=V.=V oldugu icin , 2W=0Q,V,+Q,V.=20V veya W=0Q,V,+Q,V.=QV olur. Diger
taraftan

drer, 4dmer,
olacagindan
5 -9 2
woQ0 _ O _ (&d07) L1 2203.646x107 J
drer, 4dmer, 4xax(107° /36m) 242
o Q
Q4 3
0 0
5 2W,=QV,+QV, = —+ ’
) E Q/ 1 Q2 2 Ql 471'80 d Q2 471'8061
00
W — 1=2 — =
‘ 47z'and’ e=0=0

2 -9
W, = 4Q ~ 0= 2\[ze,dW, = 2\/7rx 13 (; x0.2x810x10™° = 4.2426x107°C =4.2426 nC
e, T

Zengin olmamin dort sart vardir: Bilgi, diiriistliik, ¢calismak ve sebdt etmek!..

Ndci Kasum

"Roger Bacon ve gerekse adasi deney metodunu Avrupa'ya sunma
serefini kazanmaya 1ldyik degildirler. Onlar Isldm ilim ve metodunu
Avrupa'ya nakledici olmaktan Steye gidememislerdir.”

“"Deney metodunu kimlerin icat ettigi konusunda miindkasaya girismek,
Avrupa medeniyetinin kaynaklarini inkar etmekten baska bir sey degildir.”
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“Isldm Medeniyeti’nin modern diinydya en biiyiik hediyesi ve yardimi
ilimdir. Fakat Avrupa'yi yeniden haydta kavusturan sey sddece ilim de
de§ildi. Isldm Medeniyeti’nden gelen daha baska tesirler de Avrupa
hayatina ilk parlakligi vermisti. Avrupa'nin ilerlemesinde Islam
Kiiltiirti’niin kesinlikle tesirini gbremeyecedimiz bir basamak yoktur. Bu
tesirin biitiin a¢iklik, biliylikliik ve devam eden glicliyle kendini gbsterdigi,
en bliylik zaferlerin kazanilisina sebep oldugu alan, tabiat ilimleriyle
ilim zihniyeti olmustur.”

http://www.ikrateam.de/avrupalilarin$20itiraflari.html
Brifoult



HAREKETLI YOKLERIN ALANI

Birakin addlet yerini bulsun; isterse krydamet kopsun!..
William Watson

3.1.GIRIS

Bundan onceki boliimlerde statik (hareketsiz) yiiklerin etkileri incelenmistir. Bu
boliimde ise, hareketli yiiklerin etkileri ele alinacaktir.

Hareket eden yiiklerin iki durumu olabilir. Birinci durumda yiik hareket ederken
yiikiin miktar1 sabit kalabilir. Bu tiir yiiklerin meydana getirdigi etkilere Stasyoner Etkiler
ve meydan getirdigi alanlara Stasyoner Alanlar diyebiliriz. ikinci durumda ise, yiik hareket
ederken yiikk miktar1 da zamanla degisebilir. Bu tiir yiiklere ise, Degisken Yiikler ve
meydana getirdigi alanlara Degisken Alanlar demek miimkiindiir. Her iki tip yiikiin ayri
ayr etkileri vardir.

Hareketli yiikiin miktar1 sabit iken bir iletkenin bir noktasindan birim zamanda
gecen yiik miktarina dogru akim denir, genel olarak I ile gosterilir. Hareketli yiikiin miktar1
zamanla degisirken, bir iletkenin bir noktasindaki kesitinden birim zamanda gegen yiik
miktarina degisken elektrik akimi denir ve genellikle i(t) ile gosterilir. SI Sistemi de denilen
MKSA Birim Sistemi’nde iletkenin bir noktasindan birim zamanda gecen akimin sabit veya
degisken oldugunu da biliyoruz, I=Q/t, i(t)=dq(t)/dt. Buna gore, [Q]=1 C, [t]=1 s alinirsa,
akim birimi 1 A (Amper) olur. Yani, amperin boyutu [I]=C/s’dir. Yiik miktar1 zamana gore
degisiyorsa, ilgili biiyiikliiklerin kiiciik harflerle gosterildigi unutulmamalidir.

Birim yiizeyden gecen akima akim yogunlugu denir. Akim yogunlugunun da
stasyoner olabilecegi ve bunun J ile gosterilebilecegi ya da zamana gore degisken
olabilecegi ve bunun j(t) ile gosterilebilecegi, akim yogunlugu biriminin ise A/m’
boyutunda olabilecegi acgiktir. Statik Elektrik Alani’ndaki Ohm  Kdnunu’nun
Elektomanyetik’teki hassas ifadesinin akim yogunlugu cinsinden bulunabilecegini de
hatirlatalim’.

3.2. HAREKETLILIK KATSAYISI, YUK YOGUNLUGU VE iLETKENLIK

Boslukta (vakumda) bir elektrik alaninda yiikli bir tinecige uygulanan elektrik
kuvvetinin (F=QE Coulomb Kuvveti’'nin) tanecigi bu ortam icinde v hiziyla hareket
ettirecegi aciktir. Eger elektrik alami sabit (diizgiin elektrik alan1) ve ortam homojen ise, v
hiz1 elektrik alaninin yoniinde olan ve Siiriiklenme Hizi adin alan ortalama bir hizdir.

Metallerdeki iletim, kristal yapidaki atomlarin dis yoriingelerindeki elektronlarin
hareketleri sonunda meydana gelir. Elektron-gaz teorisinin bir sonucu olarak bu
elektronlar, likit veya gaz ortamlar i¢inde hareket eden yiiklii tdneciklerde oldugu gibi,
cogu kere ortalama bir siiriiklenme hizina ulasirlar. S6z konusu olan bu siiriiklenme hizi,
dogrudan dogruya elektrik alaniyla orantilidir:

v=pE. (1)

! Akhunlar, A., Elektromagnetik Alan Teorisi, Cilt I, II, I.T:U. Elektrik Fakiiltesi, 1966.
ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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Buradaki p ’ye hareketlilik katsayis1 denir, birimi m?*/Vs’dir.

iletkenlerin her bir m”iinde yaklagik 10® atom vardir. Elektrik alaninimn
uygulanmasiyla iyi bir iletkende her bir atom bagina bir veya 2 elektron serbest hale gelir.
Hareketlilik katsayisi, malzemenin kristal yapis1 ve sicaklikla degisir. Kat1 cisimlerdeki
tanecikler, mesela elektronlar, sicaklikla artan bir titresime sahiptirler. Bu titresim bu yiiklii
taneciklerin elektrik alani i¢indeki hareketlerini gii¢lestirir. Bu yiizden yiiksek sicakliklarda
hareketlilik katsayist kiiciiliir. Dolayisiyla, daha yiiksek bir sicaklikta, verilen bir elektrik
alami icin, daha kiigiik bir siiriiklenme hizi meydana gelir. Siiriiklenme hizi sicaklikla
azalan bu olay, her bir malzeme i¢in bir diren¢ olarak kabul edilir. Yani, sicaklik
yiikseldikce, genel olarak malzemenin direnci de artar. Bununla beréber, direnci sicakligin
yiikselmesiyle azalan malzemeler de vardir.

Malzemenin birim hacminde bulunan elektronlarin yiikii, yiikk yogunlugunu, p,
meydana getirir:
p=nq 2)

Burada q bir elektronun elektrik yiikii ve n, birim hacimdeki elektron sayisidir. Yiik
yogunlugu, daha ziyade elektronlara mahsus olmak iizere, p=ne ile de gosterilir. Yik
yogunlugu, elektronlarin siiriklenme hizi ile carpilirsa, akim yogunlugu (J) ortaya ¢ikar:

J=pv=ppE=puneE=cE 3)
olup burada elde edilen
o=jine=pp @)

biiyiikliigiine Iletkenlik denir. Devre Teorisi’'nde (3) ifidesine Devre Teorisi’nin Ohm
Kanunu denir. p ve W ’niin her biri negatif oldugu i¢in, iletkenlik daima pozitif olur.
Dolayisiyla, tasiyici cinsine bakmadan, elektrik alani ile akim yogunlugunun ayni yénde
olan birer vektor biiyiikliikk olduklarini soyleyebiliriz. Ayrica, pozitif yiiklerin, elektrik
alanm1 yoniinde ve negatif yiiklerin elektrik alaninin ters yoniinde hareket ettiklerinin kabul
edildigini de hatirlamak gerekirz.

Tletkenlerde yalniz elektronlara it bir iletkenlik vardir. Yariiletkenlerde, ayrica, bir
de pozitif birer elektrik yiikii kabul edilen, deliklere ait iletkenlik de bulunur.

Sorular:

1) fletkenligi ve hareketlilik katsayisi, sirasiyla, 0=5.8x1 0’ S/m, ©=0.0032 m*/Vs
olan ve icinden 20 A akim akan 1524 cm uzunlugunda ve 0.102616 cm yari ¢apinda olan
bir iletkende elektrik alan siddetini, iletkende diisen gerilimi, iletkenin direncini ve
stiriiklenme hizint hesaplaymz.

2) Aliiminyumun iletkenligi o =3.82x10" S/m  ve hareketlilik katsayisi p=0.0014

m*/Vs olduguna gore, v=>5.3x10""m/s 'lik bir siiriiklenme hizina karsi diisen akim
yogunlugu ve elektrik alan siddetini bulunuz.

2 Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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3) Kesiti ddire seklinde ve ¢capt 3.0 mm olan bir bakir iletkenin tasidigr akim 10 A
olduguna gore, her bir sdniye basina iletkenin 10 cm uzunlugunu terkeden iletim
elektronlarimin yiizdesi nedir (Avogadro Sayisi N=6.02x10°° atom/kmol, Bakirin ézgiil
agirligi 8.96 g/em’, atom agirligi 63.54 kg/kmol)?

4) Ozgiil agirligr 2.7x10° kg/m® ve atom agirligi 26.98 kg/kmol olan aliminyumun
birim hacimdeki iletim elektronlarinin sayisint bulunuz. Bu iletkenin 1 cm’’deki bu iletim
elektronlar: 2.0 s icinde iletkenin belli bir noktasindan gecerse, ne kadar elektrik akimi
olusur (Atom basna bir serbest elektron oldugunu farz ediniz)?

5) Hareketlilik katsayisit 0.0046 m’/Vs ve iletkenligi 29.1 MS/m olan bir iletkendeki
serbest elektron yogunlugu nedir?

6) Bir atom sisteminde elektronun titresimlerini karakterize eden ikinci dereceden
differansiyel denklemi ¢ikarimiz. Bu denklemin ozel adi nedir?

7) Yaricapt 5 mm olan bir iletkenden akan akimin yogunlugu yaricapa bagl olarak

J(r)==12(1/r = 5x10* ™ Ja_ A/m’ ile degistigine gire, iletkenin akimni bulunuz.

8) Direncin ifddesini akim yogunlugu cinsinden bulunuz

9) Diizgiin  kesiti A, boyu [ olan bir iletkene V gerilimi uygulanirsa Ohm
Kanunu’nun ifadesini ¢cikarmiz.

Cevaplar:
1) Iletkenin kesit alani:
S=7xr*=3.14x(0.102616x1072)2=3.306x10° m*

Akim yogunlugu:
s=1 :% =6.05x10° A/m’
S 3.306x10"
Elektrik alan siddeti:
6
E=L 2000 g0 Y.
o 5.8x10 m

Iletkendeki gerilim diisiimii:

U=El=0.104x1524x10°=1.585 V

R= % =1.585/20=0.07925 (2

Yiik yogunlugu:

=1.81x10" C/m’

Sitiriiklenme hizi:

6
p= L J G0N0 o 107 s

p 1.81x10"
7
2) J=pV=(a/v=21v = M(5.3x10-4 )=1.45x10" A/m’
U 0.0014
E=d Y 3307 50107 Vim
c u 0.0014
ELEKTROMANYETIK ALANLAR

Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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3) Her atom basina bir tdne iletim elektronunun oldugunu farzederek birim
hacimdeki elektronlarin sayisini bulalim:

n=(6.02x10" 222 ) _TKMOL ) g o610 K8 g elektron
kmOl 6354kg m’ atom
veyd
26 ! 3 25 elektron
n=06.02x10" x ———x8.96x10° = 8.49x10
63.54 e

letkenin 10 cm uzunlugundaki elektron sayisi:

N =n(

-3
S “2 O 12(0.10)(8.49x10% )= 6.00x10 elektron

10 A'lik akimdaki elektron saytsi:

(10 g X 1 elektron

600" C )=6.25x10" elektron/s
s 1.602x

Bu sonug, iletkenin sabit bir noktasindan bu kadar hizda bir elektron gecisi
oldugunu gosterir. O zaman bu gecen elektronlarin 10 cm uzunlugundaki iletkende
bulunan toplam iletim elektronlarina oram istenen cevdabi verir. Yanil0 cm uzunlugundaki
iletkeni saniyede terkeden elektronlarin yiizdesi.:

19
Elektron Yiizdesi=>2>20__ (100)=%0.104
6.00x10 s

4) n=(6.02x10"° )x( 26]98 )x(2.70x10° )=6.02x10% elektron/m’
/= 40 (6.02x10% elektron/m’ )(107° m)’ (1.602x107" C/elektron)
At 2s
=4.82kA
5)
6 9
P=0/l= 29.1x107 _ 6.33x10° C/m’ , n= _6.33x10°__ 3.951x10%° elektron/m’
0.0046 1.602x107"*

6) Basitlik icin R yaricapl bir kiire seklinde diisiiniilen bir atomun merkezindeki
pozitif yiik, Z proton sayisi olmak iizere, Ze; r, elektronun, atomun merkezi ile cakigan
kiiresel bir koordinat sistemindeki yer vektorii olsun. FEr yaricapl kiire icindeki yiikler, r
ver vektorii ile gosterilen bir elektron iizerine

e |4m ; r
F :_47&90 {? r?‘p}m

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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kuvvetini uygular. Burada
Ze

P = 43R
viik yogunlugu olup ifddedeki yerine konursa, elektronun iizerine etkiyen kuvvet

A
4ne, R’

seklinde elde edilir. Elektronun kiitlesi m olduguna gore, elektronun hareket denklemi,

Ze’ r _
4re,, R’ -
veyd
d’r N Ze* —0
dt’>  dne,
olarak bulunur. Burada
w2 = Ze?
’ 4me ,mR°’
kisaltmasi sonunda
d’r o 'r=0
dt’ ‘

elde edilir. Oz Frekansi f,=w,/27n olan bu son ifideye Harmonik Osilator Denklemi

. 3
denir’.

Burada, titresim frekansi bilinirse, atomun R yaricapt da hesaplanabilir:

Ze 5 13
k= {47&9 (,mw(,z}
7)
1= [J.dS = [[1.dS. = [[Ja..a.dS = [ JdS = [ Jds=pt f;jolza_sxlo‘*e"’)az dSa.
S S S

0.005 (2m P 0.005 4
= LO 0]2(]/r =5x10%e )rdrdp =24n( .Lo (1/r = 5x10" e™ )rdr

o=

r=0.005
= 24n\r — 5x10% x0.5xr%e”° \ =0.260292 A

r=0

8) Ohm Kanunu’na gore direng R=V/I oldugu icin burada akim yerine I = ”J.dS ,
S

gerilim yerine

3 Cagdas Fizige Giris Ders Kitabr; ITU Elek. Fak. Yay. ve Ist. Univ. Fen Fak. Yay. 198 sayfa, (3 baski).
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fpa

_ 0
R_”J.dS
S

konabilir:

9) Boyle bir durumda iletkenin icindeki bir noktada elektrik alani E=V/( olur.
Bunun her iki tarafi iletkenlikle carpilirsa, Ec z% =J elde edilir. Bunun her iki tarafi

AoV

kesit alani ile carpilirsa, 1 = AEo = AJ

seklinde akim bulunur. Buradan gerilim cekilirse, bulunan V :AI—E ifddesinde iletkenin
o

iletkenligi cinsinden R = Ai konur. Boylece V=RI elde edilir ki bu Ohm Kdnunu’dur.
o

“"Birdzcik bilim bizi Tanri'dan uzaklastiriyor. Fakat bilim bizi
Tanri'ya tekrar gdétilrilyor.”

“Cok bilmeyen bir kisi, bilimin dinin hakkindan geldigi
inancindadir. Ama ¢ok bilen ve bilgili olanlar, bilgide attiklari her
adimda dine daha da yaklasmaktadirlar.

“"Ben bu nedenle gelecekte arastirmalarin dinin i¢ini oymaktan
ziydde onu tasdik edecedine inaniyorum. Artik dud edilen kilise mekdninda
aranan gergek 1ile laboratuvarda, mikroskop altinda aranan gergekler
arasinda bir savas yok... Dud mekdni ve laboratuvar giderek birbirine

vaklasiyor” (Jean Guitton’'un’ Tanri ve Bilim’ adli kitabindan) .

Louis Pasteur

Ev Odevi:

1) Hidrojen atomunda cekirdegi meydana getiren proton ile onun etrafinda
dolanan elektron arasinda 0.5 A°'liik bir uzaklik bulunduguna gire, bu iki tdnecik
arasindaki elektrik cekim kuvvetini, gravitasyon (Yer cekimi) kuvvetini ve bu iki kuvvetin
oranint aragtiriniz.

(C:0.92x107 N, 0.49x10% N, 1.9x10°)

2) Yaricapt 2 mm olan bir iletkenden akan akinun yogunlugu yaricapa baglh olarak

J(r)=30(1- e~ 1000 Ja, A/t ile degistigine gore, iletkenin akumint bulunuz.
(C:0.266 mA)

Baskas yiiziinden ofkelenmek, baskasinin
kabdhatinden dolay: kendimize cezd vermek olur.

L. Bochme
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3.3. SUREKLILIK DENKLEMIi

Sekil 1’de goriildiigii gibi, kapali bir S yiizeyi {izerindeki noktalara ait akim
yogunlugu vektorii verilirse, kapali S yiizeyinden disari ¢ikan toplam akim

I= ”J.dS (5)
S

olur.

Sekil 1 V hacimli kapal1 S yiizeyi

Burada akimin tanim I(t) = % kullanilirsa,
dQ(t)
I(t)y=1||J.dS = 6
0 js | . (6)

yazilabilir. Burada Q(t), zamana bagl elektrik yiikiinii gostermektedir. Bu ifadeye gore,
akim kapali ylizeyden disar1 dogru aktigi icin, kapali ylizeyin meydana getirdigi hacim
icindeki elektrik yiiklerinin miktarinda bir azalmanin meydana gelecegi aciktir. Bu
azalmay1 gostermek tizere, denklemde (-) isareti kullanilir. O zaman (6) ifadesi

dQ(t)
I=|J®dS =——— 7
js 30 . (7)
olur. Burada Q yiikii, yiikk yogunlugu cinsinden
Q=[pdv (8)
v

olarak bilindigine gore, (7)’de yerine konarak bulunan

I=[[30.ds= _9 [pvav 9)
N at v

ifadesinin her iki tarafi yiizey tarafindan meydana getirilen V hamine boliiniir ve sonra
V — 0 i¢in limit alinirsa,
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[[3cw.as

. S =
i)

bulunur. Ifidenin sol tarafinin akim yogunlugu vektériiniin diverjansimi ve sag tarafi ise
yiik yogunlugunun kismf tiirevini verir:
Ip(t
V.J(t)z—% (10)

Bulunan bu son ifadeye Siireklilik Denklemi denir. Goriildiigii gibi, ele alinan kapal
yiizeyden elektrik yiikleri disar1 ¢ikarken, kapali yiizeyin meydana getirdigi hacim i¢indeki
elektrik yiikleri zaman gectikge azalacagi icin yiizey iizerindeki akim yogunlugunun
diverjansinin da zamana bagh olacagi agik olarak goriilmektedir. Eger, yiizeyden yiik
gecisi durursa, héliyle, hacim i¢indeki yiik degisimi de duracagi icin, yiikk yogunlugu sabit
kalir. O zaman

V.J=0 (11)

olur ki bu statik yiiklere it siireklilik denkleminin ifadesini olusturur. Boyle bir durumda
ortamda ne kaynak ve ne de kuyu olacagi i¢in yiik akist yok demektir. Bu, ortamda statik
durumun olustugunu gosterir. Ayrica, (11) formiilii, Devreler Teorisi’nde Kirchhoff
Akimlar Kanunu’'nu da ifade eder:

Bir kag iletkenin birlestigi diigiim adi verilen bir jonksiyonda net akim sifirdir.

3.4. ROLAKSASYON ZAMANI

[letim isleminde iletken malzemenin valans elektronlari, elektrik alaninin
uygulanmasiyla son yoriingelerinden koparak serbest hile gelirler. Boylece, elektrik
alaninin etkisi ile statik durum ortadan kalkar, serbest olan elektronlar ¢ogalir, ortamda
devaml bir yiik hareketi dogar. Boyle bir durumda bile iletkenin birim hacmindeki net yiik
yine sifirdir. Ciinkii, alan sifir yapilirsa (ortadan kaldirilirsa), iletken yine disariya karsi
notr bir durum gosterir.

Statik durumun ortadan kalkmasiyla, yiik hareketlerinin t=0 aninda basladigini ve
tam bu anda malzemedeki elektrik yiik yogunlugunun p_, oldugunu farz edelim. Bu
duruma Sistemin Baslangi¢c Sartlar: denir. t)0 halinde (zaman gecerken) yiik hareketi, (10)
ile verilen siireklilik denklemine gore degisir ve (3) ile V.D=p Maxwell denkleminin
(10)’da kullanilmasiyla elde edilen

Ip(t) __PS (12)
ot €
sabit katsayili diferansiyel denklemi tarafindan tasvir edilir. Bu denklem, hem iletkenligi
ve hem de yalitkanligi olan bir malzemede serbest elektronlarin dagilimini belirler.
Denklemin ¢6ziimii,
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(e} t
_7t [——
p()=pye © =p,e * (13)
veya
9 t
PO _ ' e (14)
Po

seklindedir. Bu son ifade normalize edilmis degisimi gostermektedir. Gergekten, t=0 i¢in
denklem baslangi¢c sartim1 saglamaktadir. Burada T’ya Rolaksasyon Zamanmi (relaxation
time) denir.

Yiik hareketinin baslamasiyla yiikk dagilimimi tasvir eden (12) diferansiyel
denkleminin (13) ile verilen ¢6ziimii, goriildiigii gibi, zamana gore tistel olarak degisir
(Sekil 1). Sekilde goriildiigii gibi normalize egrinin zamana gore tiirevi alinirsa,

e
a po __le_;

ot T

olur ki bu, baslangi¢ noktasindaki tegetin zaman eksenini t=T noktasinda kestigini gosterir.

A

p()/p,

%36.8

t/t

v

Sekil 9 Yiik yogunlugunun iistel degisimi

Rolaksasyon zamani, T=¢/0, elektrik malzemelerinin iletkenlikleri hakkinda bir
fikir edinmede kullanish bir yol olmustur. T=€/6’ya iletkenin zaman sabiti de denir.
Mesela, bakirin iletkenligi hakkinda bir fikir elde etmek i¢in, bunun rélaksasyon zamanina

bakmak yeterlidir. Bakirin iletkenligi 6=6.17x10" S/m olup €= €, =107 /361 F/m

alinir. O zaman T=1.44x10"" s elde edilir. Bunun anlami sudur: t=0 aninda yiik hareketi

basladiktan sonra, rolaksasyon zamam kadar bir zamanin ge¢mesiyle, bakirin yiik
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yogunlugu, %100°den %36.8=%37’ye diismektedir. Yani, t=144x10""s gibi cok
kii¢iik bir zamanda elektrik yiik yogunlugunun %63.2 = %63 zayiflamasi, elektrik yiikiiniin
bakirin igindeki hizli hareketinin bir Olgiisiinii belirtmektedir. Bu 06rnek, bakirin
iletkenliginin ne derece iyi oldugu hakkinda giizel bir fikir vermektedir.

(14)’den hareket ederek kararli héale gecisin zamana bagli degisimi de elde
edilebilir: Yani,

9 t

——t [—

&zl—e € =]-¢e " (15)

(o]

c(H)=1-

elde edilir. Bunun zamana gore tiirevi alinirsa,

c'(t)= l e_;
T

olur ki bu, baglangigtaki tegetin daim1 rejim asimtotunu t=T zamaninda kestigini gosterir
(Sekil 2).

Zaman sabiti, adindan da anlasilacagi gibi, zaman boyutundadir, gecici rejimi tek
basina karakterize eder.

A C(t)

v

Sekil 2 Kararli hal durumu

c(t)gikist icin t—oo icin genel ¢oziim ortadan kalkmis, sistem kararli duruma
gecmistir. Buna gore, zamanin cesitli degerleri icin ¢ikis asagidaki sekilde hesaplanabilir:

t=T i¢in c(t)=Genligin (Daim1 rejim degeri) %63.2p,,
t=27 i¢in c(t)=Genligin (Daimi rejim degeri) %86.5p,
t=37 i¢in c(t)=Genligin (Daimi rejim degeri) %95.0p,,
t=47 i¢in c(t)=Daimi dejim degeri %98.2p
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Pratikte, biitiin diizenlerde, calisma baslangicindan itibaren dort zaman sabiti
sonunda sistemin kararli rejime gectigi kabul edilir.

Ev Odevi:

1) Gecici rejim nedir?

2) Kararl hal nedir?

3) (12) denklemini sumir sartlarmm kullanarak ¢oziiniiz.

4) Normalize denklem ne demektir?

5) Rolaksasyon zamanmnin zaman boyutunda oldugunu gosteriniz.

3.5. DIELEKTRIK-iLETKEN ARAYUZEYINDE ELEKTRiK ALANINA AiT
SINIR SARTLARI

Bakir gibi iletkenlerle, bosluk, hava gibi yalitkan veya meseld, cam gibi dielektrik
ortamlarin birbirlerine temas ettikleri ortak sinirlar veya yiizeyler vardir. Bu ylizeylere
Arayiizey veya Ortak Swr Yiizeyleri diyebiliriz. Biiyiikliiklerin, ortamin birinden diger
ortama gecerken, bu araylizeylerdeki davranislarinin da bilinmesi gerekmektedir.

Sekil 3’de boyle bir arayiizey goriilmektedir. Burada (I) numarali tarali kisim, bir
iletken ortami; (I) numarali kisim bir dielektrik (yalitkan) ortami temsil etmektedir. Sekilde
goriildiigi gibi, her iki ortamin birer kismimi icine alan kapali bir ¢evrim alinmistir.
Cevrimin kapali olmasi asil oldugundan, gelisigiizel bir kapali cevrim yerine, ele alinacak
sonuclarin kolay izah edilebilmesi i¢in, buradaki kapali ¢evrimin, bir dikdortgen seklinde
olmasi diistiniilmiistiir.

I

A

(LAY st

II

Sekil 3 iletken-dielektrik (yalitkan) ortamin arayiizeyi (simr yiizeyi)

fletkene verilen elektronlar iletken icinde ilerlerken, Coulomb Kdnunu’'na gore,
birbirlerini iterek iletkenin en u¢ noktalarina kadar giderler. Sonunda statik kuvvet dengesi
kurulunca, her bir elektronun hareket edecegi bir durum ortadan kalkar. Statik dengedeki
elektronlar, iletkenin dig yiizeyini tercih ederek birbirlerine en uzak olma durumunu
secerler. Iletkenin dis yiizeyinden baska hicbir noktasimin “birbirlerine en uzak olma”
durumunu saglayamayacagi aciktir. Elektronlar tarafindan olusturulan elektrik alani

4 Temiz, M., Otomatik Kontrol, Miithendislik Fakiiltesi Matbaasi, 1996, Denizli.
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hareketsiz yiiklerden meydana getirildigi i¢in, bu bir statik elektrik alamidir ve dolayisiyla,
statik denge durumunda konservatiftir. Yani

fE.d /=0 (16)

denklemine goére, bu alanin kapali bir cevrim icin alinan entegrali sifir olur. Kapali
cevrimin her bir kenari i¢in elektrik alaninin bir boyutlu entegrali alinirsa, (16) ifadesi elde
edilir:

§E.d€="%E.df+}E.d€+TE.df+jE.d£=0 a7
1 2 3 4

Kapali cevrim dikdortgen seklinde secildigi icin, burada her bir entegral kolayca
yapilabilir. Yapilirsa, bunlardan iki entegral toplami

jE.d£+jE.d€=0 (18)
2 4

olur. Ciinkii, bu entegrallerin her biri esit ve ters degerler verirler. Diger taraftan, iletkenin
icinde elektrik alan1 sifir, E=0, oldugu i¢in

4
[Ear=0 (19)
3
sonucu da gecerlidir. Geriye, dielektrik ortam i¢indeki entegral kalir ki, bu da sifirdir:
2
[Ear=0 (20)
1

Bu son entegraldeki elektrik alan vektorii ile diferansiyel d ¢ vektoriiniin skaler ¢arpimui, a;,
iletkene teget olan birim bir vektor olmak iizere, elektrik alaninin iletkenin yiizeyine teget
olan d ¢ =d ¢ a, vektorii iizerindeki izdiisiimii veya elektrik alanin teget bilesenini verir:

TEdﬁszaﬂﬁszﬂﬁzo Q1)
1 1 1

Bu entegralin sifir olmasi i¢in, entegral altindaki ifadenin sifir olmasi gerekir, Eid 7 =0. Bu
carpimun sifir olmasi i¢in, d / # 0 oldugundan dolayi, E=0 olmasi gerekir.

Iletkendeki yiik hareketlerinin sona ermesiyle olusan statik elektrik yiikleri
tarafindan meydana getirilen statik elektrik alam agisindan, dielektrik-iletken arayiizeyinde
bulunan sonucu su sekilde ifade edebiliriz:

fletken yiizeyindeki statik elektrik alaninin iletken yiizeyine teget olan bileseni
sifirdir. Bu, statik dengenin kurulmasi sebebiyle, yiizey iizerindeki yiik hareketinin sona
ermesinin bir sonucudur.
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[letken yiizeyindeki bir noktada meydana gelen elektrik alani, genel olarak,
E=E,+E=E,a,+Ea, (22)
olarak diistiniiliirse, burada E,=E,a, alan, elektrik alaninin yiizeye dik olan normal

vektoriinii; E=E.a, alani, elektrik alaninin yiizeye teget olan teget vektoriinii, E,, vektoriin
normal bileseninin degerini, Yanivektoriin teget bileseninin degerini, E,, gosterir (Sekil 4).

E,=E,a,

AV A

II

Sekil 4 Dielektrik-iletken arayiizeyinde yiik hareketi esnasinda elektrik alani

Elektrik alaninin teget bileseni sifirdan farkli oldugu miiddetge, iletken iizerindeki
elektronlarin hareketi, yalitkan ortama gecemeyeceklerinden dolayi, sadece iletken
izerinde devam eder. Statik denge kuruldugunda elektronlarin hareketleri sifir olacagi icin,
alanin teget bileseni de sifir olur, E=0. O zaman, (22)’den,

E=E.,=E,a,, D=D,=¢ E,a, (23)

elde edilir ki, statik denge durumunda elektrik alaninin ve elektrik aki yogunlugu
vektorlerinin sddece normal bilesenlerinin oldugu goriiliir (Sekil 5). Bunu da soyle
Ozetleyebiliriz:

Statik denge durumunda elektrik alani iletkenin yiizeyine diktir. Iletken yiizeyinde
statik denge olustugu zaman E=0’dan dolay: yiizeyin her bir noktasinda D=0 olur’.

AV A

I
Sekil 5 Statik durumda dielektrik-iletken arayiizeyinde elektrik alani

5 Akhunlar, A., Elektrik Alanlarina Giris, 1, Statik Elektrik Alani, Arkadaslar Matbaasi, 1967, Istanbul.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ



61 -
BOLUM III

HAREKETLI YUKLERIN ALANI

Hayatta arzii edilecek iki sey vardir: Istenileni elde etmek; elde
edilenin zevkini ¢cikarmak... Bu ikincisine pek olgun insanlar erisebilir.

3.6. DIELEKTRIK-ILETKEN ARAYUZEYINDE ELEKTRIK AKI YOGUNLUGU
VEKTORUNE AIT SINIR SARTLARI

Sekil 6’de goriildiigii gibi kapali bir yilizey alalim. Bu kapali ylizey, kolaylik icin,
bir kism1 dielektrik ortam iginde, diger bir kismi ise iletken ortam iginde olan bir
dikdortgenler prizmasi olsun. Iletkenin iizerinde statik elektrik yiikii oldugu kabul
edildiginden dolay1, statik elektrik durumunda iletkenin herhangi bir noktasinda elektrik
alaninin sadece normal bileseni olacagi i¢in, buna bagl olarak elektrik aki yogunlugunun
da normal bileseni bulunur. Ele alinan bu kapal yiizey icin Gauss Kanunu yazilirsa

p={{D.ds=Q,, (24)
S

olur. Buradaki S yiizeyi, dikdortgenler prizmasinin biitiin kapali yiizeyini, Qpe ise,
dikdortgenler prizmasinin kapali yiizeyi igindeki net yiikii gostermektedir. Statik durum
meydana geldigi icin bu yiik iletkenin yiizeyinde bulunur. Statik durum devam ederken
iletkenin ylizeyindeki yiizey yiik yogunlugu p, olarak alinirsa, kapali yiizeyi i¢indeki net
yikiin Qpe=p,dS oldugu goriiliir. dS=a,dS oldugu dikkate alinarak, (24) ifadesi biitiin
yiizler i¢in yazilirsa,

v =§D.dS = §fDa .a dS =ffDdS = [[pdS (25)
S S S S
veya
fiDdS=  [DdS+ [ DdS+ [DdS=[[p.dS (26)
S Yan yiizler  Ust yiiz Alt yiiz S

olur. Statik dengede teget bilesen D=0 oldugu icin, yan yiizlere ait entegral terimi ile,
iletkenin malzemesinin icindeki elektrik alani sifir oldugu icin, alt yiizeye ait entegral
terimi ortadan kalkar. Geriye

|DdS = [[pdS 27)
Ust yiiii S
kalir. Buradan
J(D—ps)dS:O (28)
Ust yiiz

elde edilir. Bunun sifir olmasi entegral altindaki terimin sifir olmasi ile miimkiindiir.
(D-p,)dS=0 dS+#0 oldugundan D —p, =0 veya
D=D, =p, (29)
bulunur. Bunun anlami sudur:
Bir iletken-yalitkan arayiizeyinde iletken iizerindeki elektrik aki yogunlugu

vektoriiniin normal bileseni, statik dengede iken, iletken yiizeyine diktir ve iletken
tizerindeki yiizey yiik yogunluguna esittir.
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Bu sonug (22) ile karsilastirilirsa,

Dy=¢ E,a, (30)
olur ki, buradan
E,=Pn, —Psy (31)
€ €
veya
E, =8 (32)
80

sonucu ¢ikar ki bu, bir iletken-yalitkan arayiizeyinde olusan bir statik denge durumunda,
iletkenin hemen yakinindaki dielektrik ortam igindeki bir noktada elektrik alaninin normal
bileseninin nasil hesaplanacagini vermektedir®.

I-Dietektrik ortam

\\\\\\\m ARALARAN

Sekil 6 iletken-yalitkan arayiizeyinde statik dengede elektrik aki yogunlugu vektoriine Ait
sinir sartlari

Sorular:

1)Bir iletkenin yiizeyindeki elektrik alamimin normal bileseni statik denge
durumunda 12 V/m olduguna gore, iletkenin yiizey yiik yogunlugu ne olur?

2) I¢ yarigapt 2 cm, dig yaricapt 10 cm olan es merkezli iki iletken silindirin ic

yiizey yiik yogunlugu p,, =44pC/ m? olarak veriliyor. Silindirler arasindaki bolgede yiik
yogunlugu sifir ve elektrik alani ve elektrik aki yogunlugu mevcuttur. Dis silindirin p,

viizey yiik yogunlugu ile silindirler arasindaki elektrik alan ve elektrik aki yogunlugu
vektoriinii bulunuz.

Cevaplar:
1) p,=¢,E, =12x8.85x107"7 =0.1062x10~° C/m’

6 Akhunlar, A., Elektrik Alanlarina Giris, 1, Statik Elektrik Alani, Arkadaslar Matbaasi, 1967, Istanbul.
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2) Silindirin i¢ yarigapt r, =2x107 m ve dig yaricapt r, =10x107 m silindirler
arsindaki bolgede yiik yogunlugu sifir oldugu icin r,(r(r, bolgesinde elektrik akisi i¢in

V.D zli(rD, )=0 = rD, =sabit=K =p,
rdr ‘

olur. I¢ silindirin yiizeyinde r=ryicin D, =D, = p,, =44pC/m* oldugundan

K=rD, =2x107 x44pC/m* = 88x10™"* C/m bulunur. Iki silindir arasindaki elektrik aki

yogunlugu vektorii ve elektrik alan vektorii

—14
p, =30 4 cm,
r
—14
L= —88_)9(]0 a, C/m’ = 0.9960 = —lar V/im
107" /36zr r r
Dus silindirin i¢ yiizeyinde r=ry icin
—14
D, =-D =p,=-K/, :—% =-88x107" C/m’
10x10~

Ev Odevi:

1) Iletkenden yapilmus bir kiirenin merkezine bir +Q yiikii kondugunda, baslangicta
net yiikii sifir olan iletken kiirenin ic ve dis yiizeylerinde, tesirle elektriklenme sebebiyle
swrasiyla, -Q ve +Q yiikleri meydana gelir. Tesirle elektriklenmenin mekanizmasini
anlatimz. Iletkenin malzemesinin (etinin) icinde elektrik alant nasil olur?

3.7. STATIK ELEKTRIK ALANINDA FARKLI IKi MALZEMENIN
ARAYUZEYINDEKI SINIR SARTLARI

Hetkenligi ve dielektrik sabiti, sirasiyla, o,, € ve o,, €, olan farkli iki malzemenin

meydana getirdigi arayiizey Sekil 8’de goriilmektedir. Her iki ortam i¢ine alan bir kapali
cevrim alalim. Kolaylik olsun diye kapali ¢cevrimi dikdortgen olarak secelim. Elektrik alan
vektorii sekilde goriildiigii gibi ,ikinci ortamdan birinci ortama dogru yatayla bir aci
yapacak sekilde bulunmaktadir.

1 Ax Arayiizey
>

3
I A
ay / YL, /L 2 €1, 0y

0 a Ee

Sekil 8 Hetkenligi ve dielektrik sabiti, sirasiyla, o,, € ve o,, €, olan farkli ikimalzeme ve
araylizeyi
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Sekil 8’deki kapali ¢evrim igin elektrik alanin bir boyutlu entegralini alalim.
Bilindigi gibi, statik elektrik alaninin koruyuculuk o6zelliginden dolayi, bunun sonucu

sifirdir ($§ EEd? =0):
fEd/ = [Ed/+[E.dl+[Edl+[Ed/=0  (33)
1 2 3 4

Burada 2 ve 4 yollarina it entegraller y eksenine gore zit yonlii olup ortadan kalkarlar.
Geriye 1 ve 3 yollarina it entegraller kalir:

E.d/+[E.dl=0 (34)
JEdL+]
1 3

Sekil 8’de x yoniindeki birim vektdr ay olarak alinirsa, o zaman d/=d/ a, olur. Bu,
(34)’e tasinirsa,

[E.adl/-[E.adl=0 (35)
1 3

veya
[E dl-[E,dl=0 (36)
1 3

ya da
[(By-E)dl=0 (37)

olur. Bu entegralin sifir olmasi entegral altindaki terimin sifir olmasina baghdir. Burada
d/ #0 oldugu i¢in E;-Ep=0 olmak zorundadir. Buradan
Eu=Ep (38)
sonucu elde edilir ki, bunun anlami1 sudur:
Statik elektrik alaninda iki ortamu ayiran bir arayiizeyde elektrik alaninin bu
ortamlara ait teget bilesenleri birbirlerine esittir. Baska bir ifadeyle arayiizeyde elektrik
alaninin teget bilesenleri siireklidir.

Elektrik aki yogunluklar1 arasindaki iliskiler de bulunabilir. (38)’dan

Et1=Et2 - = (39)

iliskisi elde edilir. Sekil 8’deki arayiizey iizerinde p, yik yogunlugu varsa, y
dogrultusundaki birim vektorlerin yonleri dikkate alindiginda gériiliir ki,

Dni-Duo=-p, > ¢,E, —€,E,, = P (40)
€

bulunur. Genel olarak ara yiizeyde yiik yogunlugu olmadig i¢in
8rlEnl =Sr2En2 _)Dnl =Dn2 (41)
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olur ki, bu iki ortamin ara yiizeyinde elektrik aki yogunlugu vektoriiniin ortamlara it
normal bilesenlerinin siirekli oldugunu gosterir.

Ikinci ortama &it iletkenlik sifirdan farkli olursa Yani, ikinci ortam bir iletken
olursa, 6. madde de goriildiigii gibi, dielektrik-iletken arayiizeyi elde edilir ki, o zaman
Ep=0 olacagindan E;=0 elde edilir. Bu durum 6. maddede bulunan sonug ile
uyusmaktadir’.

Kara giin dostu!.. O acabd nerede? Gengligimde,
is1ga iisiisen pervaneler gibi, ak giinlerin dostlarina rastladim.

Hulki Onaran

" Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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Cocuguna dilini tutmaswmi ogret;
konusmasini nastl olsa vakti gelince ogrenir.

Franklin
4.1. GIRIiS

Bir iletkende atomun dis elektronlar bir elektrik alaninin uygulanmasiyla atomdan
kolayca ayrlarak serbest hale gelirler. Diger taraftan bir dielektrik malzemede ise,
elektronlar atomlara ¢ok kuvvetli bir sekilde bagli olduklar i¢in, elektrik alan1 uygulansa
bile, bunlar atomdan ayrilamazlar. Serbest elektronlar meydana gelmedigi i¢in parafin,
cam ve mika gibi, dielektrik malzemelerinde elektrik iletimi olmaz.

Dielektrik malzemeleri, elektrik 6zellikleri agisindan, temsil eden en 6nemli sabit
dielektrik sabitidir, €. Genel olarak bu malzemelerin izafi dilektrik sabitleri, € ., boslugun 1

olan degerinden biiyiiktiirler. izafi dilektrik sabitleri, €,

=% e =10"/36n F/im (1)
€

€

T
o

formiiliinden kolayca hesaplanirlar. Kuartzin izaf1 dilektrik sabiti 5, mikanin 6, saf suyun
81, naylonun 3.8, parafinin 2.1°dir".

4.2. KUTUPLANMA (POLARIZASYON)

Dielektrik malzemeler, elektrik alaninda polarize olurlar (kutuplanirlar). Bu
yiizden, bu malzemeler icindeki elektrik aki yogunlugu, aym elektrik alani altinda
bosluktakine gore daha biiyiik olur.

Bir dielektrik malzemeye bir elektrik alam1 uygulandiginda, atomlarin elektronlari,
atomlan terk ederek serbest hale gelemezler ama malzemedeki bu atomlar birer dipol
davranisi, iki kutupluluk gosterirler.

Bir atom bilindigi gibi, merkezdeki bir ¢ekirdek etrafinda donen elektronlardan
meydana gelir. Malzeme bir elektrik alami i¢inde degilse, ¢ekirdegin etrafinda donen
negatif yiikli elektronlar, cekirdege gore simetrik pozisyonludurlar. Yani, gerek
elektronlarin ve gerekse pozitif elektrik yiiklii ¢ekirdegin normal pozisyonlar1 devam eder.
Bu durumda elektronlarin cekirdegin etrafinda dolandig kiirelerin merkezleri, ¢ekirdekteki
pozitif yiikle iist iste gelirler, yani cakisirlar (Sekil 1).

' Kraus, J.D., Carver, K.R., Electromagnetics (second Edition) ,McGraw-Hill Book Company, 1966.
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/ Elektronlar

Cekirdek

Sekil 1 Elektrik alaninda bulunmayan kutuplanmamus (polarize olmamis) dielektrik
malzemeye ait bir atom

Dielektrik malzemeye E elektrik alami uygulandiginda, atomlarin cekirdekleri,
normal yerlerinden ayrilarak, yer degistirirler. Dolayisiyla, bu durumda elektronlarin
cekirdege gore olan simetri durumlar1 bozulur bir asimetri ortaya ¢ikar (Sekil 2).

» E

V Elektronlar

Cekirdek

Elektron bulutunun
efektif merkezi

> E

Sekil 2 Elektrik alaninda bulunan kutuplanmis (polarize olmis) dielektrik malzemeye ait
bir atom

Goriildiigii gibi, elektrik alan1 uygulandiginda pozitif yiik bolgesi, elektrik alan1 yok
iken, bulundugu normal yerinden elektrik alan1 dogrultusunda d kadar yer degistirir (Sekil
3). Dolayisiyla, dielektrik malzemedeki her atom, elektrik alani uygulandiginda, sanki, d
kadar uzaklikta bulunan +q ve —q yiiklerinden olusan bir elektrik dipol gibi davranir (Sekil
4). Buradaki q ¢ekirdegin yiikiinii géstermektedirz.

Elektrik alam kaldirildiginda merkezden d kadar uzaklasan cekirdeklerin tekrar
merkeze gelecegini ve kutuplanmanin ortadan kalkacagim diisiinebilirsiniz. Demek ki,
kutuplanmanin elektrik alani tarafindan meydana getirildigi bir kere daha anlasilmaktadir.

% Kraus, J.D., Carver, K.R., Electromagnetics (second Edition) ,McGraw-Hill Book Company, 1966.
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> E

Elektron bulutuntin merkezi

Sekil 3 Dipoliin olug mekanizmast

Sekil 3’deki yap1 Sekil 4’deki gibi bir elektrik dipol momenti tamimlar. Bu bir
vektor biiylikliik olup p ile gosterilirse,

p=qd (2

ile tamimlanir. Bu vektoriin yonii pozitif yiikten negatif yiike dogrudur.

Negatif yiik
Pozitif yiik
H——=0
q q
» E

Sekil 4 +Q ve —Q yiiklerinden olusan bir dipol momenti

Ev Odevi:
1) Yasak bant nedir?
2) Dipol nedir?

Kutuplanmis c¢ogu dielektrik malzemelerde elektrik alani ortadan kalkti§inda,
elektron bulutunun merkezi ile pozitif yiiklii ¢cekirdek, eski durumunda oldugu gibi, tekrar
tist tiste gelerek cakisir, kutuplanma da ortadan kalkar. Boylece, cakisma halinde, pozitif ve
negatif yiikler birbirini yok eder. Elektrik alaninin uygulanmasi ve sonra kaldirilmasi
durumu, Hook Kdnunu’na uyan bir yay davranigina sahiptir.
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Bir dielektrik malzemenin V hacmi iginde Sekil 5’deki gibi n tane elektrik dipol
momenti varsa,

- Lim 2P
P-biny ®

ile tammlanan biiyiikliige Polarizasyon Vektorii veya kisaca Polarizasyon denir, birimi
C/m*dir. (3) ifadesi

P=—"=—" 4)

olarak basitlestirilebilir.

Aslinda sekilde goriillen kutuplanmis malzemenin igindeki yiiklerin birbirlerini
notrlestirdikleri, sddece sag ve sol yiizeylere teget olan yiiklerin kaldigi goriilmektedir.
Buna gore, Sekil 5 Sekil 6’ya denktir. Sekil 6’ya gore, dipol momenti P=QL, nq=Q olup ve
Polarizasyonun degeri

~op_nqd _QL_QL _Q_
P=V=V =V sL s ™ ®)
olur ki bu, yilizey yiik yogunlugunu verir. Burada dielektrik bir malzemeye elektrik alani
uygulandiginda meydana gelen polarizasyon vektoriiniin degeri, dielektrik malzemenin
yiizeyinde olusan p ylizey yiik yogunlugundan ibarettir.

Sonu¢ olarak, diyebiliriz ki, polarizasyon vektoriiniin degeri, ylizey yik
yogunluguna esittir. Diger taraftan, yiizey yilk yogunlugunun elektrik aki yogunlugu
vektoriiniin biiyiikliigiine esit oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, polarizasyon vektorii,

elektrik aki yogunlugu vektorii ile aynidir ve ayni boyut ve birime sahiptir. Sekil 6’dan da
goriildiigii gibi, polarizasyon vektoriiniin yonii elektrik alan vektoriiniin yoniindedir.

L

—3 g
—g 8|,

aﬂigic)

E
@—d
—0O
P
Q| ® @
B—3

Sekil 5 Hacmi V, kesiti S ve kalinlig1 L olan bir dielektrik malzemede kutuplanma
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r
< C ©
€
S
© ©
E
@ ©
P R

€ ©

Sekil 6 Hacmi V, kesiti S ve kalinlig1 L olan bir dielektrik malzemede elektrik alani
altinda sag ve sol yiizeylerde meydana gelen net yiik ve polarizasyon vektorii

Giizel kitaplar, giin 15181ina agilmis pencerelerdir.
Bundan faydalanmamak karanligin ezeli esiri olmak demektir.

“Ey Millet!.. Allah birdir. Sdami biiyiiktiir. Allah'in selameti, atifeti ve hayri iizerinize olsun.
Peygamberimiz Efendimiz Hazretleri, Cendb-1 Hak tarafindan insanlara dini hakikatleri teblige, memur ve
Resul olmustur. Koydugu esas kdnunlar ciimlemizce mdlumdur ki, Kurdn-1 Azimiissan'daki dyetlerdir.
Insanlara feyz rithunu vermis olan dinimiz son dindir. Ekmel dindir. Ciinkii dinimiz akla, mantiga, hakikate
uymamus olsaydi, bununla diger ilahi ve tabit kdnunlar arasinda aykiriliklar olmasi gerekirdi. Ciinkii biitiin
ilahi kanunlar: yapan Cendb-1 Hak'tir.”

M. KEMAL ATATURK
(Atatiirk’iin Balikesir'de Zaganos Paga Camii'nde 7 Subat 1923 tarihinde vermis oldugu hutbeden)

4.3. DIELEKTRIK MALZEMELERDE ELEKTRIK AKI YOGUNLUGU
VEKTORU

Sekil 7°de goriildiigli gibi, bir kondansatoriin iki iletken levhasi arasindaki
dielektrik malzeme bosluk (hava ) olsun. Bu taktirde elektrik aki yogunlugu i¢in bilindigi
gibi

D=¢ E (6)
yazabiliriz.

Ikinci bir islem olarak Sekil 7°deki kondansatoriin alt kismina ayrica dielektrik
sdbiti € olan bir malzeme koyalim. Bu malzeme kondansatoriin elektrik alani tarafindan
kutuplanarak yiizey iizerinde p, ylizey yiik yogunlugu olusur. Yéani, elektrik alani bu
malzemeye de uygulanacagindan dolayr malzemede Sekil 6’daki gibi bir kutuplanma
ortaya cikar.
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+0 L -Q

pS

Sekil 7°de kondansatoriin i¢ine konan dielektrik malzeme ve meydana gelen
polarizasyonun elektrik aki yogunluguna etkisi

Malzemede D, elektrik aki yogunluguna ayrica malzeme ylizeyindeki yiik
yogunlugu ilave olur. Buna gére, biiyiikliikler arasinda

D=¢ E+p, (N
veya

D=¢ E+P )
ya da

D=D,+P 9)

It iliskisi bulunur. Kutuplanmis malzemeye ait bu son ifadedeki elektrik aki yogunlugu,
elektrik alanmi her iki halde de ayni olmasina ragmen, goriildiigii gibi, ilk duruma gore
polarizasyon kadar artmistir. Bu artisin sonradan levhalar arasina sokulan dielektrik
malzemenin bir katkis1 oldugu aciktir. Sonug olarak, dielektrik malzeme, elektrik alaninda
polarize oldugu icin malzeme igindeki elektrik aki yogunlugu, aym elektrik alan1 altinda
bosluktakine gore polarizasyon kadar daha biiyiik olur.

Elektrik alan vektorii (8)’de kullanilirsa

Ee=Ee¢ +P (10)
ya da
P
€=¢g, +— 11
otg (11)
veya dielektrik sabitindeki artis
P
—=&-¢ 12
E 0 (12)

olur. Burada P/E orani bazen
P/E=yg, (13)
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ile gosterilmekte ve 7 ‘ya elektrik siiseptibilite (elektrik duyarlilik) denmektedir ve bu
boyutsuzdur. (12) ve (13) formiillerinden
x=¢, -1 (14)

bulunur. Gériildiigii gibi bosluk icin elektrik siiseptibilite sifir olmaktadir’.

Sorular:

1) Sekil 7 kondansator levhalart arasina konan malzemenin izdfi dielektrik sdbiti
7/3 ve uygulanan elektrik alani 3 V/m olduguna gore

a) Elektrik siiseptibiliteyi (duyarlilig),

b) Polarizasyonu,

c) Elektrik aki yogunlugunu
bulunuz.

d) Elektrik alan vektoriinii yaziniz.

e) Polarizasyon vektoriinii yaziniz.

f) Yiizey yiik yogunlugunu yaziniz.

Cevaplar:
a) Elektrik duyarlilik:

x=¢, —1=7/3-1=4/3
b) Polarizasyon:.
P = ye E=(4/3)x8.85x107" x3=35.4x10"" C/m’
c) Elektrik aki yogunlugu:
D=¢, E+P=8.85x10"*x3+ 35.4x10™"2 C/m?
=61.95x10"* C/m’
d)E=3a,V/m
e) P=Pa, = 35.4x107"% a, C/m’

) po=35.4x10712 C/m?
Py

4.4. KONDANSATORLERDE SABIT GERILIM ALTINDA ELEKTRIK ALANI
VE ELEKTRIK AKI YOGUNLUGU VEKTORU

Levhalar arast uzakligi d, bir levhasinin yiizey alan1 S ve levhalar arasimdaki
dielektrik sabiti €, olan bir kondansatoriin levhalar1 arasina sabit bir V gerilimi

o

uygulandiginda, kondansatoriin levhalar1 arasindaki alanda

AV
E=—a, 15
1 (15)

elektrik alan vektorii meydana gelir. Burada a,, pozitif yiiklii levhanin yiizey birim
normalini gostermektedir (Sekil 7). Elektrik aki yogunlugu vektoril ise,

3 Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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DOZSOEZEO %an (16)
olur. Diger taraftan

D=p,=Q/S a7

oldugu da aciktir. Burada Q, kondansator levhalarindan bir tinesindeki toplam elektrik
yiikiidiir (Sekil 8).

A

+Q d Q

Sekil 8 sabit gerilim altinda bir kondansator

Sekil 8’de goriildiigi gibi, V gerilimi ayn1 (sabit) kaldigi icin elektrik alaninin da
aym (sabit) kaldigr bu durumda, levhalar arasina dielektrik sdbiti € olan bir dielektrik
malzeme koyalim (Sekil 8’e bakiniz). Bu durumda da elektrik alani yine (15) ile aymidir.
Ciinkii V/d oram1 degismemistir. Ancak Elektrik aki yogunlugu vektoriine bu 2. durumda,
dielektrik malzemenin kutuplanmasindan dolay1, ortaya ¢ikan polarizasyon vektorii

D=¢ E+P=¢, %aﬁP (18)

olacak sekilde eklenir. Burada
D=¢tE (19)

Sonug: Sabit gerilim altinda bulunan bir kondansatoriin levhalar1 arasinda bulunan
dielektrik malzeme ne olursa olsun, elektrik alaninin biiyiikliigii degismez fakat elektrik aki
yogunlugu araya giren malzemeye bagl olarak degisir.

Hi¢ kimsenin hatdsin yiiziine vurmayiniz. O hatdyt
isleyene, hatasini baska birini misal getirerek anlatiniz.
Hz. Ali
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4.5. KONDANSATORLERDE SABIiT YUK ALTINDA ELEKTRIK ALANI VE
ELEKTRIK AKI YOGUNLUGU VEKTORU

Levhalar arasi uzakligi d, bir levhasinin yiizey alanm1 S ve levhalar arasindaki
dielektrik sabiti €, olan bir kondansatoriin levhalar1 sabit +Q ve —Q ile yiiklensin.

Kondansatoriin levhalar arasindaki elektrik aki yogunlugunun degeri

D= % =pg (20)
ve elektrik alan vektori
D
E,=—>a, (21
€

o

olur. Bundan sonra, levhalar arasina dielektrik sabiti € olan bir dielektrik malzeme
koyalim. O zaman elektrik aki yogunlugu, Q yiikii degismedigi icin, aym kalacak yani
D=D, olacak fakat elektrik alani, malzemenin izafi dielektrik sabiti oraninda azalacaktir:

=0 o (22)

Elektrik aki yogunlugu aym kaldigi icin (18)’e gore, elektrik alamindaki azalmayi
polarizasyon vektorii tamamlayacaktir. Yani,
D=¢ E+P (23)

olacaktir®.

Sonug: Sabit yiik altinda bulunan bir kondansatoriin levhalar1 arasindaki malzeme
ne olursa olsun, kondansatoriin levhalan arasindaki elektrik aki yogunlugunun bityiikliigii
degismez fakat elektrik alaninin biiyiikliigii araya giren malzemeye bagh olarak degisir.
(23)’tin  korunumu icin, elektrik alanindaki bu azalmayr polarizasyon vektorii
karsilayacaktir.

Ev Odevi: _
1) Izdfi dielektrik sabiti ¢, olan homogen bir dielektrik ortamdaki Coulomb

kuvvetinin serbest uzaydaki Coulomb kuvvetine orani nedir?
4.6. KONDANSATORUN ELEKTRIK ALANINDA BiRiKEN ENERJi

Bir kondansatoriin elektrik alaninda elektrik alaninda biriken enerji

W=l j D.EdV (24)
2 A\

veya

* Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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5 1 :D?
W:-jsE dvz—j— dv (25)
2Ve

formiillerinden bir tanesi ile hesaplanabilir. Burada elektrik aki yogunlugu vektorii

D=¢ E+P=¢.¢ E (26)
ile verilir.

Kondansatoriin bir iletken levhasmin yiizeyi S, levhalar1 arasindaki uzaklig d ve
levhalar arsindaki malzemenin dielektrik sibiti € olsun. Bu verilenlere gore kondansatoriin
kapasitesi C=¢S/d olur. Kondansatoriin levhalarma bir V gerilim uygulandigi zaman
elektrik alaninda meydana gelen elektrik alan vektori ve siddeti sirasiyla, a,
kondansatoriin yiizey birim normal vektorii olmak tizere, E=(V/d)a, ve E=V/d olur.Buna
gore kondansatoriin elektrik alaninda biriken enerji

W=l j ¢E’dv =L ¢B? j av 27)
2 27

formiiliinden hesaplanabilir. Kondansatore uygulanan gerilim, levhalar arasindaki mesafe
ve dielektrik sabiti, sabit olduklar icin, goriildiigii gibi bunlar entegral digina alinmistir. Bu
durumda entegral sddece bir hacim hesdbim gostermektedir.Bu yapilirsa,hacmin Ad
oldugu goriiliir. Yani,

w=1 j ¢E%dv = L ¢E2Sd (28)
2 2
veya
2 2
W= LeE25d = lg(l) sd =BV 1oy (29)
2 2°d 2d 2

olarak kondansatoriin elektrik alaninda biriken enerji ifadesi, kondansatoriin kapasite
parametresi cinsinden bulunur.

Sorular:

1) Bir silindirik kondansatoriin kapasite ifddesini ve birim uzunluk basina diisen
kapasiteyi bulunuz.

2) Sekildeki paralel levhalarin kapasitesini hesaplayiniz.

107 |m i
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Cevaplar:
1) I¢ yart ¢capr a ve dis yart ¢apt b olan bir koaksiyal kablo seklindeki bir yapt bir
silindirik kondansator olarak kullanilabilir.

/ A
b

Silindirler arasindaki malzemenin izdfi dielektrik sabiti ¢, olsun. Elektrik aki
yogunlugu vektorii iki silindir arasinda yart capa bagl olarak

D=p, ﬁa,
r

olarak degisir ve r=a’da elektrik akisi, yiizey yiik yogunluguna, p,, esittir. Bu bolgedeki
elektrik alan vektorii ise,

e r

g b a

r

olur. Iki silindir arasindaki gerilim

b b
O == [Eudr=- [ (P20, )a dr=aPsin?
r=a €T € b

r=a

ve kapasite iki silindir arasindaki toplam yiik Q=p (2nal) oldugu dikkate alindiginda
silindirik kondansatoriin kapasitesi

c= 9 _ 2L
¢ab lné
a

olarak elde edilir. Birim uzunluk bagina diigen kapasite ise:

C O 2me

¢ab b

In—
a
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olur.

2)Sekilde iki kapasitenin birbirine paralel oldugu goriilmektedir.

_¢,A, e,e,A  8.85x107" x3x5x107

C, - - =132.750x10"" F
d, d, 10
A A, 8 x5 -
c, _ 84, _8,8,4, :885x10 x5.5x10x10 —48.6750x10" F
d, d,, 107

C=C;+ C,=132.750x10"° +48.6750x10"'=18.425x10" F

Okumus bir budala cahil bir budaladan daha aptaldir.

Molire



LAPLACE DENKLEMIi VE COZUMLERI

Haksizlik yapanin sefdleti, haksizliga ugrayanin sefdletinden daimd daha fecidir.
Plato

5.1. GIRIS

Bir skaler ¢ potansiyel fonksiyonunun gradyantinin diverjansinin Laplace

denklemini verdigini biliyoruz. Laplace denklemi, iletkenler arasi sinir sartlarina it
konularda skaler fonksiyonun bulunmasina iligkin bir metot sunmaktadir.

Maxwell denklemlerinden bir tanesinin
V.D=p (1)

oldugunu biliyoruz. Burada elektrik alan1 skaler potansiyel cinsinden

E=-Vo¢ (2)
olarak verilir. (1) ve (2) ifadeleri

Vie=-= (3)
denklemini verir ki buna Poisson Denklemi denir. Eger ortamda yiik yogunlugu yoksa

vig=-L “)
€

Vip=0 5)
seklinde Laplace Denklemi bulunur':

Bir skaler ¢ potansiyel fonksiyonunun gradyantinin diverjansi1 Laplace denklemini
verdigine gore, bu fonksiyonun dik koordinat sistemlerindeki Laplace denklemleri
bulunabilir. ¢ fonksiyonunun gradyanti dik kartezyen koordinat sisteminde

99 ¢ 09
Vo=—Tta +-—ta, +-"a,, 6
[0} axa*+ayay+azaz 6)

silindirik koordinat sisteminde

ve kiiresel koordinat sisteminde
a(P r 1 a(P ag + 1 a_(P
or r do rsind @

ag (8)

' Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s QOutline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR

Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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olarak verilir. Bunlarin her biri bir vektor 6zelligindedir ve bir A vektorii ile temsil
edilebilir. Herhangi bir A vektoriiniin diverjansinin ise, dik kartezyen koordinat
sisteminde

0A, OJA, JAz
+

VAKX, y,2)== + 9
(X,y,2) x oy e )
silindirik koordinat sisteminde
JdA, 0A
V.A(r,¢,z):li(rAr)+l—¢+ 2 (10)
ror r Jd0 0z
ve kiiresel koordinat sisteminde
19 , 1 9 . 1 0A,
V.A1,0,0)=——(1"A)+ —(A,sin0) + — 11
(-6-9) r? ar( ) rsineae( ¥ ) rsin® J0 (1

oldugunu biliyoruz.

Bu aciklamalarin 15181 altinda skaler ¢ fonksiyonunun gradyantimin diverjansi
almirsa @ fonksiyonunun Laplacian’i, kartezyen koordinat sisteminde

2’ d’¢ 9’9
2
\Y% (P:ax2+ay2+az2 =0 (12)

silindirik koordinat sisteminde

2 2
Vz(p:li ra_(p +ia_(p++a_(p=0 (13)
ror or  r? 9¢? oz*

ve kiiresel koordinat sisteminde

1 0, ,0¢ 1 9, . .09 1 9%
Vie=——(@1" )+ ————(5in0—H)+ ——————=0 14
® r’ ar(r or rzsineae(sm 39) r?sin’ 0 90? (19

olarak elde edilir.

Sinir sartlan verildiginde Laplace veya Poisson denkleminin ¢éziimil tek olur.

5.2. LAPLACE DENKLEMININ BIR BOYUTLU KARTEZYEN KOORDINAT
SISTEMINDEKIi COZUMU

Sekil 1°de goriildiigii gibi, iki iletken levha dik kartezyen koordinat sisteminde z
eksenini dik kesecek sekilde z=0 ve z=d noktalarindan ge¢mek iizere birbirine paralel
olarak yerlestirilsin. Baglangictan gecen levha topraklansin ve digerine ise V=500 V’luk
bir gerilim uygulansin. V=0 ve V=500 V degerleri, ele alinan bu sistemin sinir degerlerini
meydana getirmektedir. Levhalar arasinda yiik yogunlugu p =0 olsun.
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. Boyle bir durumda levhalar arasindaki gerilim degisiminin nasil oldugu sorulabilir.
Iste sinir degerlerinin verildigi fakat yiik dagiliminin olmadig1 boyle bir durumda levhalar
arasindaki potansiyel dagilimi Laplace denklemi ile ¢oziilebilir.

Burada hemen sunu belirtmekte fayda vardir ki, levhalar arasinda yiik
yogunlugunun verilmesi hilinde Poisson denkleminin kullanilacagi agiktir. Ele alinan bu
sistemde ise, yiik yogunlugu sifir olarak alindigindan Laplace denklemi kullanilacaktir.

Verilen sistemin geometrisinden goriildiigii gibi, u¢ etkilerinin ihmal edilmesi
halinde, x ve y yonlerinde bir potansiyel degisimi yoktur. Potansiyel degisimi sidece z
dogrultusunda vardir. Boyle bir durumda (12)’deki denklem ele alinan bu sistem i¢in

Vip=—==0 (15)

olur. Buradaki ¢ fonksiyonu levhalar arasindaki potansiyel dagilimin1 gdsteren potansiyel

fonksiyonudur. (15), bir degiskenli bir diferansiyel denklemdir. Bunun, verilen sinir sartlart
icin ¢oziillmesi gerekir. Bu miindsebetle, (15)’in iki kere entegrali alimirsa,

¢=Az+B (16)

gibi bir ¢6ziim elde edilir. Buradaki A ve B sabitleri verilen sinir sartlarina gore
belirlenirse, o zaman verilen bu sisteme it tek ¢6ziim elde edilmis olur. Bu belirleme (16)
denklemine smir sartlari uygulanarak kolayca yapilabilir: (13)’de z=0 icin V=0 alinirsa
B=0 bulunur. Bu takdirde denklem

¢0=Az (17)

olur. Bundan sonra bu denkleme diger sinir sarti uygulanir: Yani, (17)’te z=d i¢in V=500
V kullanilirsa, A=500/d bulunur, A’nin degeri ifadede yerine yazilirsa,

500
=—z 18
?=- (18)
bulunur ki, verilen bu sisteme 4&it istenen tek c¢oOziimdir. Bu ¢6ziim, potansiyel
fonksiyonunun levhalar arasinda z degiskenine bagli olarak degisimini vermektedir. Bu
¢Oziimden sinir sartlarinin da saglandigin1 hemen gérmek miimkiindiir.

A Z

\500 v

Sekil 1 Paralel iki iletken levhada sinir sartlari
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Ele alinan sistemde potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra elektrik alan vektorii,
elektrik aki yogunlugu vektorii ve levhalardaki yiizey yiik yogunluklar1 da kolayca
bulunabilir. Nitekim

2 500
E=-Vo=——(—2)a
0= (22
veya
E:—V(p:—%aZ V/m (19)

olarak elektrik alan vektori

D=DaZ:80E=—SO%aZ C/m*  (20)

olarak elektrik aki yogunlugu vektorii ve st levha i¢cin Dy=-D.a,=-Da,.a,=p,, ve alt
levha i¢in Dp,=Da,=p_, oldugu diisiiniiliirse,
500

Pus =80~ C/m’ (21)
Pu=-€, 5720 C/m’ (22)

2
bulunur”.

5.3. LAPLACE DENKLEMININ KARTEZYEN KOORDINAT SiSTEMINDE
IKi BOYUTLU COZUMU-KARTEZYEN CARPIM COZUMU

Kartezyen koordinatlarda birden fazla koordinat degiskenine iliskin Laplace
denkleminin ¢6ziimii, bir degiskenli ¢oziim gibi, dogrudan dogruya yapilamaz. Bunun
i¢in Seperasyon Metodu ya da Carpimlar Coziimii ad1 verilen bir metot kullanilir.

Farzedelim ki, skaler fonksiyon, ¢@=¢@(x,y) gibi, x ve y degiskenlerinin
fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun, ¢@=X(x)Y(y) seklindeki coOziimiiniin, X ve y
degiskenlerinin ayr1 ayr1 fonksiyonu olan iki ayr1 X(x) ve Y(y) fonksiyonlarinin ¢arpimi
olarak, belli oldugunu kabul edelim. ¢@=X(x)Y(y) coziim fonksiyonu, Laplace
denkleminin kartezyen koordinat sistemindeki (12) ifadesine taginirsa,

_PIXE)YWI, 9P IX(X)Y ()] _

V2
¢ ox* dy?

0 (23)

veya
1 E)ZX(X)+ 1 BZY(y):O
X(x) ox2  Y(y) oy>

(24)

bulunur. Burada dikkat edilirse goriilir ki, bu ifade, degiskenler bakimindan,
birbirinden bagimsiz olan iki terimin toplamindan olusmakta ve bu toplam da sifir
etmektedir. Bundan dolay1 terimlerden bir tnesi, mesela ilk terim,

2 Edminister, J.A., Electromagnetics, Schaum’s Outline Series in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1979.
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1 9°X(x)
=a

25
X(x) ox? 2

seklinde a’ gibi bir séabite esit yapilirsa, o zaman ikinci terimin (—az)’ye esit olacagi
asikar olarak goriiliir. Burada a’ya Seperasyon Sabiti denir.

Demek oluyor ki, (24) ifadesi, asagidaki sabit katsayili iki ayr1 diferansiyel
denklemden meydana gelmektedir:

1 9°X(x)
- 26
Xx) ox? (20)
2
Y(y) 9y>

Bundan sonra bu iki denklem ayr1 ayri ¢oziiliir ve ¢oziimler garpilirsa, iki degiskenli
Laplace denkleminin kartezyen koordinat sistemindeki ¢arpim ¢oziimii ¢ = X(x)Y (y)

seklinde elde edilir. Simdi bu ¢6ziimleri aragtiralim:

Matematik derslerinde goriilen differansiyel denklem bahislerinden bilinmektedir
ki, sabit katsayili bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii bir iistel fonksiyondur. O zaman
(26)’nin ¢odziimiiniin, A, B, A, By, C, D, C; ve D, birer sabiti gostermek {izere,

X, (x) = Ae™ (28)
X,(x)=Be™ (29)

ya da
X(x)=X,(x)+X,(x) = Ae™ + Be ™ (30)

seklinde olacagi agiktir.

Laplace denklemi lineer ve homojen bir denklem oldugu icin, goriildiigii gibi, iki
ayrt ¢oziimiin toplami (siiperpozisyonu) da bir ¢6ziim olarak alinabilmektedir. Bu
¢Oziim ikinci bir sekil olarak da

X(x)=A, cosh(ax) + B, sinh(ax) (31)

yazilabilir. (23) denkleminin ¢oziimii ise,
Y(y)=Ce™ +De ™ (32)
veya
Y(y)=C, cos(ay) + D, sin(ay) (33)

olur. Coziimlerdeki sabitler, ele alinan sistemin sinir sartlarindan elde edilir. Bu iki
¢cOziimiiniin carpiminin, iki degiskenli Laplace denkleminin dik kartezyen koordinat
sistemindeki @ = X(x)Y(y) fonksiyonunu verecegi agik olarak goriilmektedir:

¢=X(x)Y(y) = |Ae™ +Be ™ |[Acosh(ay) + B;sinh(ay)] (34)
ya da
0=X(x)Y(y) = lCejax + De I ] [Cicos(ay)+D;sin(ay)] (35)



83 -
BOLUM V

LAPLACE DENKLEMI VE COZUMLERI

Buradaki sabitler, verilen simir sartlarindan bulunur. Laplace denkleminin dik
kartezyen koordinat sistemindeki ii¢ degiskenli carpim ¢oziimii de, yine pesin ¢oziimiin
¢0=X(x)Y(y)Z(z) seklinde kabul edilmesi ile benzer sekilde bulunabilir. Ancak burada
seperasyon sabiti bir degil iki tane olur.

Kuvvete dayanmayan addlet dciz, addlete dayanmayan kuvvet zalimdir.

Pascal
2
Sorular:1) La Tz(t) =36 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
T(t) ot
. T . - 9%V(x) .
2) Bir potansiyelin diferansiyel denklemi a—2=9V(x) olarak veriliyor. Bu
by

potansiyel x=0 icin 0 V ve x=1/3 icin 1/e V olmaktadir (Burada e tabii log tabanidir). V
potansiyelinin ifddesini bulunuz.

Cevaplar:
1) Denklemin ¢oziimii iisteldir:
T(t) = Ae”
T(t)=Be™
ya da
T(t)= Ae® + Be™
seklinde olacag gibi

T(t)= A,cosh6t + B, sinh6t
olarak da verilir.

2 2
2) d Vgx_) =9W(x) - LBLgx) =9 Denklemin ¢oziimii iisteldir:
ox V(x) ox

Vix)= Ae3x + Be_3x

1) x=0 i¢in V=0’dir. Buradan A=-B ¢ikar.
2) x=1/3 icin V=1/e olur.

V(x)=Ae+Be ' =1/e— Ae® + B=1

Buradan 5
Ae“ —A=1—> A= =—B—> B=

e? -1 1-¢2

A=0.1576
B=-0.1576
2

2 =0.3153

e
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B ~ oF 3x _ —3x
V)= Ae’Y + Be 3x=2;(e3x_e 33y 2] (e e )
e” —1 e” -1 2j
Y
- 21 sin3x = j0.3153sin 3x
e” —1
veyd
s 5 €3x _e-3x
V(x)=0.1576e>* —0.1576¢7* =0.3152 57
J

V(x)= jsin3x

Ev Odevi:
1) Laplace denkleminin dik kartezyen koordinat sistemindeki ii¢ degiskenli ¢carpim
coziimiinii arastiriniz.

Basa gelen feldketten baskasint sorumlu tutmak cahillik dlametidir.
Epiktotes

“"Milletimiz din gibi kuvvetli bir fdzilete sdhiptir. Bu fdzileti hig¢gbhir

kuvvet, milletimizin kalp ve vicddnindan c¢ekip alamamistir ve alamaz.”

(Atatlirk’iin Soéylev ve Demegleri, II, s.66-67).)

M. REMAL ATATURK

“Bilhassd bizim dinimiz i¢in herkesin elinde bir &61¢ili vardir. Bu

61l¢ii ile hangi seyin bu dine uygun olup olmadigini kolayca takdir

edebilirsiniz. Hangi sey ki akla, mantida halkin menfaatine uygundur;

biliniz ki o bizim dinimize de uygundur. Bir sey akil ve mantiga,

milletin menfaatine, Isldm'in menfaatine uygunsa kimseye sormayin. O sey

dinidir. Eger bizim dinimiz aklin mantigdin uydugu bir din olmasaydi

miikemmel olmazdi, son din olmazdi” (Atatirk'iin Sdylev ve Demegleri,. 1II,
1923, s. 127.)

M. KEMAIL ATATURK

54. LAPLACE DENKLEMININ SILINDIRIK KOORDINAT SISTEMINDEKI
¢OZUMU

Laplace denkleminin dik silindirik koordinat sistemindeki ¢6ziimiinii bulmak igin
yine seperasyon metodu kullanilir. Yine pesin ¢6ziim, degiskenlerin birer fonksiyonu
olarak @ =R(r) ®(0)Z(z) seklinde alinir ve bu ¢dziim

2 2
Vip= la( 99, 1 9% 9¢
ror dr r?9¢° 9z’

denklemini saglamalidir:

RWZ() d  dR(), R(r)Z(z) a2 (D((p) 42 Z(z)

Vip=
4 r dr dr r?

=0 (36)

+R(D)D(r)
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ya da
V2o L dZR(r)+ I R, 1 d2q>(¢)+ 1 c122(z)=
R gr> RO dr @@y de? Z@ dz?

0 @37

bulunur. Goriildiigii gibi denklemde R(r) ve ®(¢) degiskenlerini iceren soldan iki terim
z degiskeni icermedigi icin en sagdaki terim digerlerinden bagimsizdir. Bunun esitligin
sagina alinmasiyla

2 2 2
1 d R(r)+ 1 dR(r)+ 1 d (D(¢):_ 1 d“Z(z) (38)

R g2 RO dr @@y’ de? Z(z) dz°

elde edilir. Bu sebepten, b bir seperasyon sdbiti olmak iizere, sagdaki terim —b*’ye esit
aliirsa, ilk planda

d*z
L d2)_ (39)
Z(z) dz
1 dzR(r)+ I dR@, 1 d*og) _ 1 dzZ(z)__bz 40)
R g2 RO dr @y’ d¢? 2@ dz°
denklemleri bulunur. Bu son denklem yeniden diizenlenirse,
2 2
1 dRz(r)+ 1 dR(r)+b2:_ 1 2Cl CD(ZCP) (41)
R(r) dr R(r) dr O(e)yr” do

elde edilir. Dikkat edilirse, burada da esitligin solundaki iki terim ile sagindaki terim
arasinda bir baglanti olmadig1 icin, esitligin sagindaki terim bagimsizdir, m yeni bir
seperasyon sabiti olmak iizere, mz’ye esit alinabilir. (41), yeniden diizenlenirse,

2 42 2
" dRM v dRM) 20 1 d0(@) _ o (42)

R®) d? R@ dr D) dp?

olur.

Sonug olarak Laplace denkleminin dik silindirik koordinat sisteminde asagidaki
diferansiyel denklemlerine varilir:

1 d°Z2kz) .,
1 b 43
Z(z) dz? -
2
1 dTe@) o (44)
DO)  do?
2 2
d Rz(r) L 1dR() 02— R1) =0 (45)
dr r dr r’



86 -
BOLUM V

LAPLACE DENKLEMI VE COZUMLERI

Goriildiigii gibi, seperasyon metodunda her degisken i¢in bir diferansiyel denklem
elde edilmektedir.

Bundan sonra bu 3 denklemler ayr ayn ¢oziiliir. (43) ve (44)’iin ¢coziimleri (26) ve
(27)’nin ¢oziimler gibi olup

Z(z) =He" + Ge™ (46)
ya da

Z(z) =H, cosh(bz) + G, sinh(bz) “47)
ve

D(p) = Cejm(P + De_jm(P (48)
veya

@ (@) = Cycos(mg) + Dysin(mg) 49)

elde edilir. (45) denklemine Bessel Differansiyel Denklemi denir. Bunun ¢oziimii Bessel
Fonksiyonlar: denilen kuvvet serileri seklindedir:

R(r)=PJ_(br)+QN,, (br) (50)
RPN m+2i
I (bry= 5 D br72) (51)

i=0 1'm+i+1)
cos(mm)J . (br)—J_, (br)
sin(m7)

N, (br) = (52)

Burada P ve Q entegral sabitleridirler. J (br) ve N (br) serileri, sirasiyla, Birinci ve
Ikinci Tip Bessel Fonksiyonlar: adim alirlar. T(m+i+1) ’e gama fonksiyonu denir. Eger n
bir tam say1 olmak iizere m=n almirsa, giic serisindeki gama fonksiyonu (n+i)! ile yer
degistirebilir. n, m=n alindiginda, (52)’deki N, _, (br) fonksiyonu, m—n limiti olarak
tanimlanir.

Sonug olarak ¢oziim, Laplace denkleminin dik silindirik koordinat sistemindeki
coziimii
0 =R(r) ®($) Z(2)=He™ +Ge™™ ||Ce™® +De ™ | [PT _(br) + QN (br)] (53)
veya
¢ =R(r) P($)Z(2)
=[H;cosh(bz)+G;sinh(bz)] C; cos(m¢) + D; sin(mo) [me (br) +QN,, (br)] 54)

olarak ortaya ¢ikar. ifadelerdeki sabitler, verilen fiziki sistemin simir sartlarindan tiyin
edilirler.

55. LAPLACE DENKLEMININ KURESEL KOORDINAT SiSTEMINDEKI
CcOZUMU

Laplace denkleminin kiiresel koordinatlardaki bulunan coziimlerinden o6zellikle @

degiskeninden ziydde r ve O degiskenlerine gore bulunan ¢6ziimleri daha cok
kullanilmaktadir.
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Laplace denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziimiinii bulmak icin kabul edilen
¢=R(r) ®(0) pesin ¢oziimii, (11) denklemine taginirsa

2 42 2
V2(1):r_d R+£d_R+ 1 d @(9)+ 1 d@(e):
R 42 R dr O@0) g2  ©O(O)tand do

0 (55

bulunur. n bir tam say1 olmak {izere, bir seperasyon sabiti olarak n(n+1) secilirse,

2
r2£+2r§—n(n+l)R:O (56)
dr? dr
a’e®) 1 de()
+ +n(n+1)00)=0 57
de>  tan® dO (n+1)6() ©7
denklemleri elde edilir. (56) nin ¢6ziimii

R(r)=K,r" + K,r ™" (59)

formundadir. (58)’iin ¢dztimiinii bulmak igin £ =cos® doniigiimii yapilirsa,

1 d"

2-1)",n=0,1,2,3,.... 60
S €D (60)

Pu()=

elde edilir. P, ({) polinomuna n. mertebeden Legendre Polinomu denir.

Sorular:

1) Ortak eksenli iki silindirin, sekilde goriildiigii gibi, i¢teki topraklanmis olup diy
silindir 225 V’luk bir gerilime baghdir. I¢ silindirin yaricapt 0.5 mm ve dis silindirin
yaricapt 1.5 mm olduguna gore, silindirler arasindaki elektrik alan vektoriinii bulunuz.

2) Es merkezli a=25 cm ve b=120 cm yari ¢apli iki kiireden icteki kiire topraklanmig ve
distaki kiire -250 V’luk bir gerilime baglanmigtir. Kiireler iizerindeki elektrik yiik
yogunluklarini bulunuz.

Cevaplar:
1) Bu alistirmada potansiyel sadece r degigkenine baglidir. O zaman ¢ =V alarak

1d do
Vip=——(r-2)=0
¢ rdr ( dr)
veyd A ve B birer sdbit olmak iizere

rﬂzA%d¢:ﬂA%(0:Alnr+B
dr r

bulunur. Swiir sartlar asagidaki gibi uygulanir
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a) r=0.5x10" micin =0 — @=AIn0.5x107 + B=0
b) r=1.5x10" m icin =225 — @=Alnl.5x107 + B=225

Bu iki bilinmeyenli denklemler ¢oziilerek, sabitler bulunur:

225=Alnl.5x107-Aln0.5x10” — 225=Aln1.5/0.5 —225=Aln3
A=225/In3=225/1.0986=204.8
B=-Aln(0.5x10'3=1556.66

Potansiyel fonksiyonu ve elektrik alani:
@ = Alnr + B=204.8lnr + 1556.66

dp _ 204.8

- r

dt r

2) Kiiresel koordinat sisteminde potansiyel fonksiyonu degisimi

2
vigel 9200, 1 0,00, I ¢

rPor  dr"  r’sind 90 00" r’sin’0 dp°

olup yari ¢cap dogrultusu icin
V2 _ ] i(rZ a_¢)

2 or or

olur. Bu entegre edilirse
r? a—¢ =A
or
ya da

A
p=—"+B
r

bulunur. A ve B sabitlerinin bulunmasi icin suir degerleri uygulanir:
r=a=25 cmicin ¢ =0 %0=—i+B—>B:i:4A
0.25 0.25
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r=b=120 cm icin ¢ =0 — —250:—%+B—>—250:—%+4A

A=-78.9=-79, B=-315.8=-316
o=-218-2 316V
r r

E:_V¢:—d—¢a,=2a, V/im
dr r’

P,

V=V,=-250 V=sabit

279 _699.15

2 2
r r

x10™"?a,= D, a, C/m’

D=¢ E=¢, garz 8.85x10™
r
I¢ kiirenin i¢ yiizeyindeki elektrik yiik yogunlugu

_09905 1) 1864x10 Crnr®

r=0.25 0.252 -

psl =Dnar‘(ar )=D

ve dis kiirenin i¢ yiizeyindeki elektrik yiik yogunlugu

_099.15 | 4e5 5208x1072 Crnd?

r=1.2

psZ =D,a ‘(_ar)z_Dn

n-—r

olarak bulunur.

Sorular:
la) Kenar etkilerini ihmal ederek sekilde 2 paralel iletken diskler arasindaki
potansiyel fonksiyonunun dagilimni V,,ve V, cinsinden bulunuz..
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V=V,=sab

I Z
— d
0 \

<y

V=V,=sabit

b) d=5 mm, V;=350 V ve V,=150 V olduguna gore, iletken diskler iizerindeki yiik
yogunluklarint hesaplaymniz.

2) Serbest uzayda iki iletken paralel dik koordinat sisteminde levhalar y=0 ve
y=d=0.0025 m bulunduguna gore, iletken yiizeyinin yiik yogunluklarini bulunuz.

Cevaplar:

la) x ve y yonlerinde bir potansiyel degisimi yoktur. Potansiyel degisimi sddece z
dogrultusunda vardir. Boyle bir durumda Laplace denklem ele alinan bu sistem icin

olur. Buradaki ¢ fonksiyonu levhalar arasindaki potansiyel dagilimini gosteren

potansiyel fonksiyonudur. (1), bir degiskenli bir diferansiyel denklemdir. Bunun, verilen
swr sartlar icin ¢oziilmesi gerekir. Bu miindsebetle, (1)’in iki kere entegrali alinirsa,



91 -
BOLUM V

LAPLACE DENKLEMI VE COZUMLERI

9=Az+B
gibi bir ¢oziim elde edilir. Buradaki A ve B sabitleri verilen simir sartlarina gore
belirlenirse, o zaman verilen bu sisteme dit tek coziim elde edilmis olur. Bu belirleme
kolayca yapilabilir: (1)’de z=0 icin V=V, alinirsa B=V, bulunur. Bu taktirde denklem
p=Az+YV,

olur. Bundan sonra bu denkleme diger simir sarti uygulamir: Yani, (3)’te z=d icin V=V,
Vi-V2

kullanilirsa, A= bulunur, A’nmin degeri ifadede yerine yazilirsa,

bulunur.

1b) d=5 mm, V=350 Vv ve V,=150 \% olduguna

gdre¢)=V’_VZ z+V, :L_I_foz+150:40000z+150 1%
d 5x107°
V.-V, 0250

2) p=— z+V, 2+250=1000z + 250 V
d 0.0025

Kendinizi ne derece iyi anlarsaniz, kendinizi sevmek icin o kadar az sebep bulursunuz.

Thomas a Kempis



MANYETIK ALANLAR

Saatler kanatlhidir, zamamn yaraticisina, “Allah’a” , ugarlar;
onlarin nasil ve hangi sekilde kullandigimizin haberini gotiiriirler.
Milton

6.1. GIiRiS

Buraya kadar, statik yiik ve statik elektrik alaninin etkileri ve sinir sartlar ele
alimmistir. Bu boliimde ise manyetostatik ve etkileri incelenecektir. Serbest elektrik yiikii
adinda fiziki bir biiyiikliigiin olmasina ragmen, serbest manyetik yiik yoktur. Ancak
manyetik yiik teorik diisiiniilebilir. Bu sebepten dolayi, bir manyetik olay, elektrik
olayindan tamamen farklidir.

9P

ot
siireklilik denklemiyle saglandigini biliyoruz. Uzaym her hangi bir yerinde kararh
(stasyoner) manyetik olay, net akim yogunlugunun sabit olmasiyla saglanir.
Manyetostatigin gerceklemesi V.J=0 sart1ile olusur.

Hareketli elektrik yiikii korunumunun akim yogunluguyla iliskisinin V.J=—

Elektrik alaninin, elektrik yiiklerinin bir sonucu oldugu gibi, manyetik alan da
aslinda elektrik yiiklerinin bir sonucudur.

Elektrik alaninda malzemeleri dielektrik sabitinin temsil etmesine karsi, manyetik
alanda malzemeleri manyetik gecirgenlik sabiti temsil etmektedir. w=p p, ile verilen

manyetik gecirgenlik sabitindeki W, , izafi manyetik gecirgenlik sabiti ve pu _ ise, boslugun
manyetik gecirgenlik sabiti olarak bilinmektedir ve h/m boyutundadir. MKSA birim
sisteminde boslugun izafi manyetik gecgirgenlik sabiti 1’dir ve birimsizdir. Boslugun
n manyetik gecirgenlik sébiti ise evrensel bir sabittir, 47x107" h / m degerindedir. W, ’in

birden biiyilk oldugu malzemelere Paramanyetik Malzemeler, birden kiiciikk oldugu
malzemelere Diyamanyetik Malzemeler denir. Eger izafl manyetik gecirgenlik sabiti birden
cok biiyiik ise, bu tiir malzemeler Ferromanyetik Malzemeler adin1 alirlar.

Elektrikteki elektrik yiikiine karsi manyetik sahdda da teorik olarak skaler bir
manyetik kiitle tammlanmigtir. Yani, kutup siddeti adi da verilen manyetik kiitle, manyetik
sahada cevresinde bir manyetik tesir meydana getiren bir biiyiikliiktiir. Bu tesir sahésina
Manyetik Alan denir. Manyetik alan, manyetik kiitleden uzaklastik¢a tipki elektrik alaninda
oldugu gibi, alanin etkisi azalir.

Bir manyetik alan i¢inde manyetik alan siddeti, +1 Wb’lik bir manyetik kiitleye etki
eden kuvvet olarak tanimlanir. Bu sebeple H ile gosterilebilecek olan manyetik alan, F
kuvvet olmak iizere, H=F/m ile tarif edilebilir. Bir m manyetik kiitleden R kadar uzaklikta
bulunan her hangi bir uzay noktasinda meydana gelen manyetik alan, elektrik alanina
m m

a, =
4mpuR’ 4R’

benzer bir sekilde, tamimlanabilir: H= R. Burada a,, R vektori

dogrultusundaki birim vektordiir.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ
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Isigin hiz1 c ile gosterilmek iizere, malzemelerin dielektrik sabitleri ile manyetik
gecirgenlik sabitleri arasinda Ogzel Rolativite Teorisi’nin bir sonucu olarak bulunan

Lo€o = LZ iliskisinin de bulundugunu zikretmekte fayda vardir.
c

6.2. BIOT-SAVART KANUNU VE MANYETIK ALANIN KAYNAGI

1819°da Oersted, ilk defa iginden elektrik akimi akan bir iletken civarinda bir
manyetik alanin varhigim1 gormiistiir. Bu etki, 1820°de Biot-Savart’'in c¢alismalarinin
sonucunda asagidaki sekilde ifade edilmistir:

“Icinden akim akan bir iletkenin civarinda bir etki meydana gelir ki buna manyetik
alan, H, denir.”

Sekil 1°de, icinden akim akan bir iletkenin A noktasindan r kadar uzaklikta bulunan
bir P noktas1 goriilmektedir. A noktasindaki Id / akim eleman1 P noktasinda bir dH vektor

manyetik alan1 meydana getirir. Burada r,, ro=r/ |r| ile verilen birim vektordiir. Bu alan,

birim vektor ile A noktasinda iletkene teget olan dogrunun meydana getirdigi diizleme
diktir. Alanin yonii sag el kuralina gore bulunur.

Sag elin bas parmagi akim yonii ile cakisacak sekilde sag el iletkeni kavradiginda,
diger dort parmak, birim vektor ile A noktasinda iletkene teget olan dogrunun meydana
getirdigi diizlemin birim normalinin yoniinii gosterir. Yonii birim normalin yonii ile
cakisan akimlarin yonii pozitif alinir.

Sekil 1 icinden akim akan iletken ve P noktasinda meydana gelen manyetik alan

Ev Odevi:

1) Duran bir statik elektrik yiikiiniin civarimda meydana gelen etkiye ne denir?

2) Hareketli bir elektrik yiikiiniin civdarinda meydana gelen etkiye ne denir?

Id ¢ akim elemaninin, A noktasindan r kadar uzaklikta bulunan P noktasinda
meydana getirdigi dH diferansiyel manyetik alan

4

dH=—L ST (1)

4n 2

veya manyetik alan
I d/ Ar,

=[—=2 @)

4T r

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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olarak elde edilir. dB diferansiyel manyetik aki yogunlugu vektorii (indiiksiyon vektoril)
ise

I d/ Ar,

dB=p— 3
T (3)
ya da manyetik aki yogunlugu vektorii
I d/ Ar
B=|pu— g 4
! T @)
ile verilir. (3) ve (4) arasinda
B=pH (&)

iliskisini oldugu kolayca goriilebilir. Bunun birimi Whb/m?’dir. Manyetik alan, manyetik
enerjiyi saglar. Bu enerji manyetik alanda depo edilir.

Sorular

1) Sekilde goriildiigii gibi, yaricapt a olan cember seklindeki bir iletkenden I akimi
aktigina gore,

a) Cemberin merkezinden L kadar uzaklikta eksen iizerindeki bir noktada meydana
gelen manyetik alani bulunuz.

b) Cemberin merkezinde meydana gelen manyetik alani bulunuz.

Cevap:
la) Cember iizerinde alinan Id (! =ladga, akim elemammnin P noktasinda meydana
getirdigi manyetik alan
I di AR,

) 4 R’

ile verilir. Burada
_R_R_la -aa,
’ |R| R a’ + I’
ile verilen birim vektordiir.

dH=Ld€/\R0 _ilad(/)aw/\(Laz—aa,)zilad(paw/\laz—lad(/)aq,/\aa, =ilad(pla,+la2d(paz

4 R? Cdn R’ 4 R’ 4 R’

Burada z eksenine gore bir simetri oldugundan, r’ye baglilik yoktur. Dolayisiyla birinci
terim ortadan kalkar:

[ diAR, 1 la’dga,

dH=— =
4 R’ 4r R’
ya da
dH:Ld(/\R” _ la’dga _ la’dga.
4 R? 4R’ A’ +a’ )"
veyd

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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T Id’dga, la®

H= = a
oo 47Z_(L2 +a2 )3/2 2(L2 +a2 )3/2 z

bulunur.

b) Cemberin merkezinde meydana gelen manyetik alant bulmak icin L=0 alinir:

Ia’® 1
H=——— —a.=—
2L +a’)"? T 2a

a;

v

Manyetik aki yogunlugu vektorii bir ylizeyden manyetik aki gecirir. Bu, skalerdir
ve Wb/m? birimine sahiptir, Buna Tesla (T) da denir:

v = j B.dS (6)
S

Hacmi V olan kapali bir S yiizeyinin i¢ine giren manyetik aki, o kapali ylizeyden
tamamen disari ¢ikar (Sekil 2). Dolayisiyla, V hacim bolgesinde ne kaynak ve ne de kuyu
vardir ve

VB=0, y=§B.dS=0 @)
S

Sonug olarak, (3)’den goriildiigii gibi, manyetik alan, hareketli elektrik yiiklerinden
olusan elektrik akiminin, dolayisiyla, elektrik yiiklerinin bir sonucudur. Yiik hareketi
ortadan kalkarsa, manyetik alan da yok olur. Bunun yerine, hareketsiz yiiklerden dolayi,
statik elektrik alani ortaya cikar.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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Sekil 2 Hacmi V olan Kapal1 bir S yiizeyinin icine giren ve ¢ikan manyetik aki

6.3. MANYETIK ALAN KUVVETI

Diizgiin bir manyetik aki yogunlugunun bulundugu bir ortama, manyetik aki
yogunlugu vektorii ile 0 agis1 yaparak v hizi ile giren bir Q elektrik yiiklii cisme manyetik
alan tarafindan bir kuvvet uygulanir (Sekil 3). Bu kuvvetin dogrultusu indiiksiyon vektorii
ile hiz vektoriiniin belirttigi diizleme diktir.

Sekil 2’deki manyetik alan kuvvetinin ifadesi
F=Q(vAB) 8)

ile verilir. Bu formiile gore, hareket halindeki bir tinecigin dogrultusu manyetik alan
tarafindan degistirilebilir. ifidedeki v hiz1 ve bunun sonucu olan tinecigin kinetik enerji
degismez. Bu, elektrik alanina ait sabit cinsinden bir biiyiikliiktiir ve tanecige uygulanan
F=QE kuvvetinden ileri gelir. (8)’in biiytikliigii

[F|=F=Q|v|B]sin6 9)
olur.
Ev Odevi:

1) Diizgiin manyetik alam tarif ediniz
2) Sekil 2’deki manyetik alan kuvvetinin yonii nasu bulunur?

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ



97 -
BOLUM VI

MANYETIK ALANLAR

B F-Sol elin bag parmagi

B- Sol elin isaret
parmagi

VVYyrVvwywyy

T,

Sekil 3 Manyetik alan kuvveti

v-Sol elin orta
parmagi

<

Tanecik diizgiin B alanina dik olarak girerse, Yani 8 =90° ise, o zaman
F=QvAB (10)
olur ki, burada yiikiin pozitif oldugu farziyla, kiitlesi m ile gosterilen tanecik daire seklinde
bir donmeye zorlanir (Sekil 4). Yani, B alanina dik olarak v hiz1 ile giren tinecik yukari

dogru bir kuvvete maruz kalacagindan bir donme hareketine zorlanir. Dénme hareketi bir
merkez kac kuvveti dogurur. Tanecik iki kuvvetin bileskesi dogrultusunda hareket ederek

bir daire ¢izer.

® ®*
@ \4
®
®

9 9| &9
9 9| &9

Sekil 4 Yoriingesi bir ddire olan tanecigin hareketi

Bileske kuvvet iki kuvvetin esitliginden dogar:
2

QvB=m-— (11)
r
Buradan tanecigin ¢izdigi dairenin yari ¢api
L (12)
QB QB

olarak elde edilir. IfAdedeki p tAnecigin lineer momentumudur.

Eger ortamda ayn1 zamanda bir de elektrik alan1 varsa tanecik elektrik alan kuvveti
ile manyetik alan kuvvetinin her ikisinin birden etkisi altina girer. Tanecige etki eden
toplam kuvvet

F=QE+Q(vAB)=QE+vAB) (13)

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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olur.

Bir manyetik alan i¢inde bulunan ve i¢inden akim akan bir iletkene (8)’den dolay1
bir kuvvet uygulanir. Ciinkii (8)’de bulunan q yiikii, aslinda iletkenin akiminm meydana
getiren yiiklerdir. Bu yiizden Q=It yazilirsa

F=Q(vAB)=It(vAB)=1I(L AB) (14)
elde edilir ki L=vt olup iletkenin boyunu gosterir. (14) formiiliiniin anlami1 sudur:

Bir manyetik alan icinde bulunan ve akim akitan bir iletkenin manyetik alan
icindeki L uzunluguna bir F kuvveti uygulamir. Bu elektrik motorlarimin ¢alisma prensibini
verir.

Manyetik alanin dogurdugu manyetik kuvvet tarafindan endiiklenen elektrik alam
E,, ile gosterilirse,

Em:6:V/\B:f (15)

bulunur. Burada U, iletkenin uglar1 arasinda olusan elektrik gerilimidir. Bu da jeneratoriin
calisma prensibidir.

Ev Odevi:
1) Mekanik enerji nedir? Nasil elde edilir?
2) Jenerator nedir?

Sorular:

1) Sekilde goriildiigii gibi 5 ve 65 A’lik iki akim uzunluklart 8 ve 18 metre
olan paralel iki iletkenden farkli yonde akmaktadir. Aralarindaki uzaklik 7 m olan
bu iki akim sisteminin birbirine uyguladigi kuvveti hesaplaymiz.

Cevaplar:

1) lletkenlerin uzunluklart L; ,L,, aralarindaki uzaklik r ve icinden akan
akimlar siraswyla I; I, olsun. Birini iletkenden akan I; akvmi r kadar uzaklikta
bulunan L, iletkeninin bulundugu noktalarda bosluk ortaminda B; indiiksiyon
alanminit meydana getirir:

Bu alan icinden I, akumi akan L; iletkenine
F,=1,(L,AB,)=1,(L,a, AB,a,)

kuvvetini uygular. Burada a, na , =-a, oldugu icin bu kuvvet

o

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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— —_— #011
F,=-1,L,B,a==-1,L,~*"a,
27

olur.
Ikinci iletkenden akan I, akimi da r kadar uzaklikta bulunan L; iletkeninin
bulundugu noktalarda bosluk ortaminda asagidaki B, indiiksiyon alanini meydana getirir:

1
B2 — luo 2
2nr

Bu alan icinden I; akimi akan L; iletkenine
F,=I1,(L, AB,)=1,(La_.AB,a,)

kuvvetini uygular. Burada a, n a , =-a, oldugu i¢in bu kuvvet

I
F,=—1LBa==—IL "4,
27
olur.
1,1
Sonug olarak goriilmektedir ki, 1, , = 'u"z# olmak iizere birini iletkenden akan I,
Tr

akimu r kadar uzaklikta bulunan L; iletkenine
F,=-1,L,Ba, =-L,I, ;a,

kuvvetini ve ikinci iletkenden akan I, akimi r kadar uzaklikta bulunan L; iletkenine

F,=-1,L,Ba, =-L,I, ;a,
kuvvetini uygular.

Akimlar iletkenlerden ters yonde akarlarsa o zaman bu kuvvetler pozitif olur. Simdi
alistirmada verilen degerler
IuaI]

F,=1,L,Ba, =1,L,
2nr

ar

Sformiiliinde kullanilirsa istenen kuvvet hesaplannus olur:

4rx10™

2nx7

I
F,=1,L,%  a =5x65x18
2xr

a, =167x10"a, N

Verilen iletkenler birbirlerini yart cap dogrultusunda bu kuvvetle iterler.

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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;=65 A
fi=54 Lo=18m
L;=8m
r=7m

a;
r
ax

6.4. AMPER KANUNU VE MANYETOMOTOR KUVVETi

Bir manyetik alan vektoriiniin bir kapali ¢evre boyunca bir boyutlu entegrali o ¢evre
icinden gecen akimlarin cebrik toplamina esittir. Sekil 5’de H manyetik alani i¢cinde 1, I,
I3, , I, akimlar1 C kapali cevrimi ile ¢evrelenmistir. Manyetik alanin bu kapali ¢evrim
boyunca entegralinin degeri, ad1 gecen bu akimlarin ¢ebrik toplamina esit olur. Yani, i=1,
2,3,...,n olmak iizere

fH.ar=31, (15)
C i=1
elde edilir. Bu ifade indiiksiyon vektoril i¢in

§B.df=uili (16)
C i=1

olur. Cebrik toplam icin akimlarin aktigi yonlerden biri pozitif segilir. Bunun icin sag el
kaidesi kullanilabilir. Sag elin bas parmagi secilen kapali ¢evrimin yonii ile cakisacak
sekilde cevrim el ayasi ile kavrandiginda sag elin diger 4 parmag kapali cevrimin
meydana getirdigi diizlemin birim normal vektoriiniin yOniinii gosterir. Yonleri birim
normal vektoriin yonii ile uyusan akimlar cebrik toplamda pozitif, diger akimlar negatif
almur.

Sekil 5 Ampere kanunu

Nokta seklindeki m manyetik kiitlesinin R kadar uzakliktaki herhangi bir noktada

meydana getirdigi manyetik potansiyel V_ = olup H= o >=V/R elde edilir
4npR 4muR
ki, buradan su sonucu elde edebiliriz:
ELEKTROMANYETIK ALANLAR
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Burada nokta seklindeki m manyetik kiitlesinin V,, manyetik potansiyeli,
sonsuzun referans (sonsuzun potansiyeli sifir) alinmasiyla hesaplanan manyetik potansiyel
farkim (gerilimini) gosterir. Buna mutlak manyetik potansiyel denebilir. Buna gore,
manyetik potansiyel, birim manyetik kiitle bagina yapilan is olarak tanimlanir.

Yani potansiyel farki birim yiikiin, R=/ kadar gotiiriilmesinden olay1 yapilan
manyetik ise esittir. Dolayisiyla genel olarak
¢=V=H/ (17)

yazilabilir. Bagka bir ifddeyle, bu manyetik potansiyel farki, stasyoner manyetik alaninin,
pozitif birim manyetik kiitleyi, mesela herhangi bir A noktasindan herhangi bir B noktasina
gotiirmek i¢in bu pozitif birim manyetik kiitle tizerine yaptig istir ve

B
¢=V,p=H.d/ (18)
A

Elektrikte tamimlanan elektromotor kuvvetine benzer sekilde, manyetik alanla
alman yolun ¢arpitmina Manyetomotor Kuvveti veya Manyetik Gerilim denmektedir. Buna
gore manyetik gerilim

b
(Pz(pa-(‘pbzvab:'[H.dg (19)
a
olur. Bunun birimi A’dir.

Kapali bir cevrime it manyetik gerilimin, statik elektrik alaninda kapali bir
cevrime ait elektrik gerilimi gibi, her zaman sifir olmadigi kolayca goriilebilir. Bu
bakimdan, statik elektrik alanin koruyuculuk 6zelligi gibi, stasyoner manyetik alana it bir
koruyuculuk 6zelliginden bahsedilemez.

Tatbikatta ayn1 yonde N tane sarimdan gecen stasyoner I akimi kapali bir egri ile
zincirlenirse, o zaman meydana gelen NI manyetomotor kuvvetinin birimi Amper-sarim,
AS, olur. Magnetik devrelerde ¢ok kullanilan manyetomotor kuvveti T ile gosterilebilir:

b
t=/H.d/ =)1,=NI (20)
a i

Uzayin manyetik potansiyelleri esit degerde olan noktalar tarafindan meydana
getirilen yiizeyle es manyetik yiizey denir. Mesela, dogru seklinde ¢ok uzun bir iletkenin es
manyetik alan yiizeyleri, ortak merkezli silindir ylizeyleri oldugundan dolayi, es potansiyel
yiizeyler, Sekil 6’de goriildiigii gibi, bunlara dik olan diizlemler seklindedirler. Burada
0 =0 diizleminin manyetik potansiyeli V, =0 olarak alinsin. Buna gore manyetik alam

gosteren silindir kesitinin her hangi bir P noktasindan gecen manyetik potansiyel
Vop =V, —Vp ==V, olur. Diger taraftan, Hdl=dV,, = 1d0/2n — V,, =10/27 olacag:
icin

Vp =-10/2xn (21)
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olarak iletkenin z-ekseni boyunca uzanan manyetik potansiyeli elde edilir. Eger akim yonii
okuyucudan kagit diizlemine dogru alinirsa manyetik potansiyel

Ve =10/21 (22)
olur.

Sonug olarak manyetik es potansiyel yiizeylerin 0 =sabit diizlemlerinden meydana
geldigi goriilmektedir. Bu diizlemlerin x-y diizlemindeki izdiislimleri yar1 cap
dogrultusundaki manyetik es potansiyel cizgileri verir. Goriildiigii gibi, es manyetik
potansiyel diizlemi iizerindeki manyetik potansiyel degerleri, her bir turda (0=0
diizlemini gecer gegmez) I kadar katlama gosterir.

r 3

y

\

Es potansiyel diizlem

Silindirik manyetik Ialan yiizey

Sekil 6 Es manyetik diizlemler

Sabit bir Q yiikiiniin, yiikiin degerlerine gére meydana gelen, elektrik alan
vektorlerinin (cizgilerinin), yiikk merkezli yar1 cap dogrultusunda ve es potansiyel
yiizeylerinin elektrik alan vektorlerine (cizgilerine), dik olan yiik merkezli kiire yiizeyleri
olmasina karsilik, icinden stasyoner I akimi akan ¢ok uzun bir iletkenin, akimin degerine
bagh olarak meydana gelen, manyetik alan cizgilerinin, Sekil 6’de goriildigi gibi,
merkezleri bir birer silindir yiizeyleri ve es manyetik potansiyel yiizeylerinin ise, eksenden
gecerek silindir ylizeylerini dik olarak kesen birer diizlemler oldugu ortaya cikar.

Ev Odevi:

1) Icinden I akimi akan dogru seklinde sonsuz uzun bir iletkenden r kadar uzaklikta
bulunan manyetik alanin geometrik yeri nedir?

2) Manyetik alanmn yonii nasil bulunur.

Sorular:
1) Sonsuz uzun bir iletkenden akan I akimumin iletkenden r kadar uzakliktaki P
noktasinda meydana getirdigi manyetik alanmn ifddesini bulunuz.
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Cevaplar:
1) Verilen sisteme Amper kdnunu uygulanir: P noktasindan gegen r yaricapli bir
cember kapali bir egri olusturur ve akimi cevreler.

§H.df=2":1i =1
c i=1

P noktasindaki manyetik alan, akim sabit oldugundan, sabittir, entegral disina
alinabilir. O zaman entegral hesaplanirsa, bu 27r eder.Buradan

H(2nr)= I%H—L%H—La

2nr 2ar

bulunur.

| Es manyetik
potansiyel diizlemi

/ P
N

6.5. BIR VEKTORUN ROTASYONU

Bir vektor alanin diverjans 6zelliginden bagka bir de rotasyon ozelligi vardir. Sekil
7’da bir A vektor alani i¢inde herhangi bir kapali C egrisi ile sinirlanmis bir S yiizeyi ele
alalim. a, birim vektoriiniin yonii sag el kurali ile belirlenebilir. Sag elin bas parmagi
kapal1 ¢evrimin yoniinde olacak sekilde kapali egri sag el ile kavrandiginda,
diger dort parmak birim normal vektoriin yoiinii gosterir.

%

AW

Sekil 7 A vektor alaninda C kapali ¢evrimi
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A vektoriiniin rotasyonelinin a, birim vektorii dogrultusundaki izdiisiimii
fA.d
(VAA)A, = [ipAS (23)
ASIE}) AS

olarak tanimlanir.

Koordinat  sistemlerinde rot A=V AA  tamamen koordinat eksenleri
dogrultusundaki ii¢ bilesen tarafindan belirlenir. Mesela, kartezyen koordinat sisteminde
rotasyonun x-bileseni asagidaki sekilde tanimlanir:

§A.d/
(VAA)LA, = Lim (24)
AS—0  AS
A} z
Ay
4 — 3
Az 1
0 T~ a, —y
(- N

X

Sekil 8 A vektorii cevreleyen bir kapali cevrim
Sekil 8’deki kapali ¢cevrim meseld, kare ya da dikdortgen olsun Eger kartezyen
koordinat sistemindeki A vektorii

A=Aa, +Aja +Aa, (25)

1 kosesine cok yakin olarak alinirsa, o zaman AS kapali yiizeyinin i¢inden gecen vektoriin
bu kapali yiizey iizerinden entegrali

ifA.dé = J% Ad/l + iA.dé + } Ad/ + j A.d/ (26)
AS 1 2 3 4
veya kabaca

0A, oA,
fAAI=A A +(A, +—LADA, + (A +—SA)CA)+A,(-A,) (2]
s dy 0z
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yada
%Ay A, A (28)
ay oz V7
olur. (23)’den rot A=V A A nun kartezyen koordinat sistemindeki x-bileseni
fA.ar §A ds
(VAAa, =] im=> =11 _%A, %Ay (29)
“Ax T L1Im = 1m -
AyAz—0 AS AyAz—0 AyA ay oz

olarak elde edilir. Dairevi doniisiimle diger bilesenler de asagidaki sekilde elde edilebilir:

aA 0A
VAA -—= 30
(VAA)a o (30)
Ay, 0A
VAA)a, =—+ - —= 31
(VAA)a, x  dy €19
Buradan
[(VAA)a Ja+[ (VA A).ay lag+H[ (VA A).a,la,
0A, OA, 0A, O0A dA, 0A
— _ X _ z _ X , 32
( d 0z H 0z ox Jark ox ady " 62
ya da
0A
C O a(%a A, Jay+H — — A )a, (33)
dy 0z 0z ox ox dy
bulunur. U¢ degiskenli bir vektoriin rotasyonelinin daha 6nce
a, a, a,
rot A=V A A= 9 9 9 (34)
ox Jdx Ox
Ay Ay A,

oldugunu biliyoruz. Bunun acimiminin (33)’y1 verdigine dikkat ediniz. (33) veya (34)
vektoriin dik kartezyen koordinat sistemindeki ifadesidir.

Bir A vektoriiniin silindirik ve kiiresel koordinat sistemindeki ifadeleri ise, sirasiyla
asagida verilmistir:

oA d(rA
VAAZI(E)A ¢)ar+(8Ar_aAZ )a¢+(1[ (rAy) 35)
o) 0z 0z or r 8(])
0A , sin 6
VAA= 1 [ ¢ )_aAe]ar.Fi{_L%_a(rA‘p) a +(1[M_%])a
rsin® 20 fol0) r|sin dp or r or 00
(36)
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Ev Odevi:

1) Bir A vektoriiniin dik koordinat sistemindeki rotasyonelinin diverjansint bulunuz.

2) Bir skaler fonksiyonun dik koordinat sistemindeki gradyantimin rotasyonelini
bulunuz.

3) Statik alanda elektrik alan vektorii E=-VV olduguna gore bunun rotasyoneli
alamin hangi ozelligini verir?

6.6. MANYETIK ALANIN ROTASYONELi VE MAXWELL DENKLEMi

Dik koordinat sisteminde (29) formiiliinde A vektorii yerine 6zel olarak H manyetik
alan vektori konursa,

fH.a/
(VAH).a =i, & —0 37
LimAs
elde edilir. Buradaki AS diizlemi x eksenine dik olan bir diizlemdir. H manyetik alan

vektorii, bu diizlem ile cevrelenmektedir. Dolayisiyla, Amper kinununa gore, §H.d(

AS
kapali ¢evrim entegrali a, birim vektor dogrultusunda akan bir akima denk olur ki bu
akimin x bilesenidir. Bu, (37)’de yerine kondugunda, manyetik alan vektoriiniin x bileseni,
akim yogunlugu vektoriiniin x bilesenini verir. Yani,

§ H.d/

1
(VAHM)a, = [im &—=1im —=J, (38)
LimAs T T LM A

olur. Buradan kolayca
VAH=] (39)

elde edilir. Bu, stasyoner alana ait Maxwell denklemlerinden bir tanesini meydana getirir.

6.7. MANYETIK VEKTOR POTANSIYEL

E statik elektrik alaninin ve V elektrik potansiyelinin bir yiik dagiliminin bir sonucu
oldugunu ve
E=-VV (40)

iliskisinin varhigim biliyoruz. Laplace denkleminin iletkenlerin simirlarinda @=V
fonksiyonundan saglanan bir metot sundugunu da biliyoruz.

Benzer sekilde
B=V AA 41)

ile bir A manyetik vektor potansiyel tanimlanabilir. Bundan da H manyetik alan bulunur.
(41yin (7)’yi sagladigina dikkat ediniz. Yani, V.(VAA)=V.B=0 olur. Burada A
manyetik vektor potansiyelin birimi Wb/m ya da Tm’dir.
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Eger A manyetik vektor potansiyel V.A=0 seklindeki ildve bir sarti daha
gergeklestirir ise, o zaman bu potansiyel ilgilenilen bolgedeki akim cinsinden tek olarak
elde edilir:

A=H9C O fitl akimi) 42)
4nR
A= J uKds ,(K, yaprak akimni) 43)
s 4mR
uJdv

A= J ,(J, hacme ait akim yogunlugu) (44)
v 4nR

Burada R, akim elemanindan manyetik vektor potansiyelin hesaplandigi noktaya
kadar olan meséafedir.

6.8. MANYETIK AKI

Manyetik aki
v=[B.dS
S
olarak tanimlanir. (40) ifadesi bu tanimda kullanilirsa,

v = j B.dS = j (V AA).dS (45)
S S

olur. Stokes teoremine gore, bir vektoriin bir kapali ¢cevrim iizerinden alinan bir boyutlu
entegrali, bu vektoriin rotasyonelinin bu kapali ¢evrimden gegen bir yiizey iizerinden
alman entegraline esittir. Dolayisiyla, (45) ifadesi

[(VAA)dS=§A.ar (46)
S C

ya da

v= j B.dS = j (V AA).dS= §A.dz (47)
S S C

olur (Sekil 9). Boylece, manyetik aki manyetik vektor potansiyelinden elde edilir.
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a,

C

Sekil 9 Kapali C icinden gecen aki ayn1 zamanda kapali yiizeyden de gecer,

Ev Odevi:
1) Nokta seklindeki bir dQ yiikiiniin elektrik potansiyeli nasildir?
2) p yiik yogunluguna sdhip hacme dit bir yiik dagilvmimin potansiyeli
nasildir?
3) Stokes teoremini sozle ifdde ediniz.

6.9. MANYETIK iINDUKSiYON VE FARADAY iINDUKSiYON KANUNU

Sekil 10’daki gibi her hangi bir bobin tarafindan halkalanan manyetik y (t) akist

degisirse, bobinin uclar1 arasinda bir e(t);v(t) indiiksiyon elektromotor kuvveti (indiiksiyon
gerilimi) meydana gelir. Buna Faraday Indiiksiyon Kanunu denir.

Manyetik aki, y(t), adi gecen bobine bir miknatisin yaklasip uzaklagmasiyla,
bobinin, i¢inden akim akan baska bir devreye yaklasip uzaklasmasiyla, bobine yakin olan
baska bir devredeki akimin degismesiyle (Transformatoriin ¢alisma prensibi), bobinin bir
manyetik alan i¢inde hareket etmesiyle (Elektrik motorunun ¢alisma prensibi) ve bobinin
icinden gecen akimin degismesi (Self endiiktans olusumu) degisir.

Indiiksiyon gerilimi, manyetik akinin degismesini onleyecek yonde bir degisim
gosterir. Bunun icin, indiiksiyon gerilimi devreden bir indiiksiyon akimi akitir. Bu akim
her akim gibi bir indiiksiyon manyetik akis1 dogurur. Bu aki, asil aki artiyorsa, onunla ters
yonde, asil aki azaliyorsa onunla ayni yondedir. Buna Lenz kdnunu denir. Bu kanun
formiile (-) isareti ile tasinir.

Bu stiretle, indiiksiyon geriliminin, degismekte olan akinin degismesine engel olma
islemi tahakkuk eder.

Manyetik akinin degismesiyle meydana gelen elektromotor kuvveti (indiiksiyon
gerilimi)

v(t) = —— 48)

ile verilir.
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Elektrik ve manyetik alanlarin zamana bagl degisimleriyle ilgili bu caligmalara
Faraday tarafindan 1831 yilinda gerceklestirilmistir. (45), (47) ve (48)’den

d
= dl=—— . 4
v(t) iE(t,r) dr=-— fB(t,r)ds (49)

olur. Stokes teoremi

v(t) = § V AE(t,r).dS = —%§ B(t,r).dS
S S

ya da
JB(t,r)

V AE(t,r)=- o

(50)

ifadesini verir ki degisen alanlar ait Maxwell Denklemi’dir. Manyetik indiiksiyon zamana
bagh degilse, statik (stasyoner) alana ait Maxwell Denklemi elde edilir:

V AE(t,r)=0 (51

Sekil 10 Indiiksiyon bobini ve indiiksiyon elektromotor kuvveti

Eger manyetik aki hem zamanin ve hem de pozisyonun (x gibi 6teleme ya da ®
acisal hiz1 ile donme) bir fonksiyonu ise, o zaman indiiksiyon elektromotor kuvveti

_dy(t,x) _ a(t, x) B a(t, x) dx _ a(t, x) B o(t, x) v

(52)
dt ot ox dt ot ox

v(t)=
ya da
_ dy(t,6) __ d(t,0) d(t,0) de _ d(t,0) d(t,6) ©

v(t) = =
dt ot 09 dt ot 00

(53)

olur ki burada sagdaki soldan birinci terimler transformator gerilimini, ikinci terimler
hareket gerilimini ve v 6teleme hizini, ® agisal hizi, 6 donme agisin verir.

Hareket geriliminin diger bir ifadesi de Sekil 11°daki diizenden elde edilebilir.
Burada bir manyetik indiiksiyon alani icinde bulunan ve iki iletkenli bir ray iizerinde sag
tarafa dogru v hiz1 ile hareket ettirilen L uzunlugundaki bir iletkende indiiklenen E gerilimi
goriilmektedir. Indiiklenen hareket gerilimi

U=L(VAB)=LE_, =LE, (54)
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ile verilir.
B B Sol elin bas parmag:

vV /L .
V=Sol elin isaret parmag1
Elﬂ
E

m=Sol elin orta

Sekil 11 Hareket gerilimi ve manyetik aki yogunlugu vektorii ile hareket eden iletkenin
hiz1 ve indiiklenen gerilimin yonii

6.10. STATIK ELEKTRIK ALANINA AiT MAXWELL DENKLEMLERIi

Maxwell Denklemleri 4 tanedir. Simdiye kadar MKSA birim sisteminde statik
(stasyoner) alanlara ait Maxwell denklemleri elde edilmistir:

VAE=0 (55)
VAH=J. (56)
V.B=0 (57)
V.D=p (58)

Burada J. ‘ye iletim akim yogunlugu denir. Bu biiyiikliikler, zaména bagli olmadiklarindan
stasyoner biiyiikliiklerdir. Dolayisiyla bu denklemlere Statik Alanin Maxwell Denklemleri
denir.

6.11. ELEKTRIK AKI YOGUNLUGU AKIMI-DEPLASMAN AKIMI

Statik alanlarda manyetik alanin rotasyonelinin iletim akim yogunlugu vektoriine esit
oldugu ve akim yogunlugunun da hareketli yiiklerden olustugu bilinmektedir:

VAH=J=]), (59)
Burada J. ile verilen iletim akim yogunlugudur. Bir vektoriin rotasyonelinin
diverjansinin matematik olarak her zaman sifir ettigi bilinmektedir. Diger taraftan statik

alanlar icin siireklilik denklemi sifirdir:
V.Je=0 (60)

Gergekten, (59) ve (60) ifadelerinin stasyoner alanlar icin

V.VAH=V.J=0 (61)
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sonucunu verecegi de agiktir. Stasyoner alanlar i¢in bunun saglanmasina kargi zamanla
degisen siireklilik denklemi,

_9p(t)

vVJ=
1 ot

(62)

bu duruma uymamaktadir. Yéani, (62)’in sag tarafinin sifir olmadig goriilmektedir.
Zamanla degisen ve degismeyen akim yogunluklarina it bu fakli sonucun, bir eksiklige
isaret ettigi agiktir.

Bu sonug, James Clerk Maxwell tarafindan diizeltilmistir. Maxwell, iletim akimi
yogunlugundan bagka bir de deplasman akim yogunlugu, J, denen baska bir akim
yogunlugunun varligini kabul etmistir. Bu kabul ile bu akim yogunlugunun

J=J+Jp (63)

seklinde oldugunu ileri siirmiistiir. O zaman,

VAH=]J+]Ip=J (64)
olarak yazilabilir. Burada
oD
Jp=— 65
D= (65)

ile tammlanmaktadir. Bu durumda (65)’in (61)’ri saglandig goriiliir:

VVAH=V.[JA+]J,]=V.J=0 (66)
olmalidir. Buradan
V. J+I;=VJ=0=0->V .J=-V J, >-V.(J-J=0—> V.J=V.].
ya da

VI 9
vJ=V. C='V . =V.—=—— V.D -
=v.J Io ot at( ) ot

(67)

Goriildiigii gibi, Deplasman Akim Yogunlugu Vektorii adi ile yeni bir biiyiikliigiin
tanimiyla diizeltilmis Maxwell Denklemi’nin matematik kurali saglamasi ayni zamanda
siireklilik denklemini de vermektedir. (67)’nin stasyoner alanda (60)’1 sagladigina da
dikkat ediniz.

6.12. ZAMANA BAGLI MAXWELL DENKLEMLERI

Zamana bagli Maxwell denklemlerinde t zaman parametresi, biiyiikliikler arasinda
bir iligki (kuplaj) meydana getirir. Bu iliski, bilhassa Faraday Kanunu’nda agikca goriiliir.
Dolayisiyla, bu zaman baglantis1 sebebiyle elektrik alami ile manyetik alan birbirine
baglanir. Bu iliski (49)’da verilmistir. Dolayisiyla, zamana bagli degisim halinde (54)
denklemi yerine (49) alinir.

Diger taraftan, (55) denklemindeki akim yogunlugu vektorii stasyoner halde
sadece, J=J. olarak, iletim akimini temsil etmektedir. Zamana bagli degisim hélinde (56)’in
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sag tarafina bir de deplasman akim yogunlugu gelir. Bu agiklamalarin 15181 altinda zamana
baghh Maxwell Denklemleri asagidaki sekilleri alirlar:

V AE(t,r)=- IB(Lr) (68)
ot

V AH@,t) =J.(r,H)+ %D(r,t) (69)

V.B(r,t)=0. (70)

V.D(r,t) =p(r,t). (71)

Bunlara Nokta Bicimli Maxwell Denklemleri denir. Goriildiigli gibi, zaman
(parametresi) bu denklemler arasinda bir iliski (kuplaj) meydana getirmekte, manyetik
alanim elektrik alanina, elektrik alanin1 manyetik alanina doniistiirmektedir. Yani, elektrik
alan1 zamamin bir fonksiyonu olarak degisirse, B=uH ve D=¢E vektorleri de zamanin
birer fonksiyonu olurlar ve dolayisiyla (68) formiiliine gore, elektrik alan1 manyetik aki
yogunlugu biiyiikliigliniin tiirevine bagl olarak meydana gelir. Elektrik alan1 ile manyetik
alan arasindaki bu iliskinin statik alanda olmadigina dikkat ediniz.

Benzer olarak, manyetik alan da zamanin bir fonksiyonu olarak degisirse, B=pH
vektorii de zamanin bir fonksiyonu olur ve dolayisiyla, iletim akim yogunlugunun sifir
oldugu, J.(r,t)=0, serbest uzayda bile (69) formiiliine gore, manyetik alan elektrik aki
yogunlugu biiyiikliigiliniin tiirevine bagl olarak meydana gelir. Elektrik alani ile manyetik
alan arasindaki bu iliskinin de statik alanda olmadigina dikkat ediniz.

Elektrik alani ile manyetik alan arasindaki bu iliski zamana bagl olarak ortam icinde
noktadan noktaya degisir, ve bOylece ortam icindeki elektrik alani ile manyetik alan,
birbirlerini iireterek ortamda yayilimlarinin ger¢eklesmesini miimkiin kilarlar.

Maxwell Denklemleri’nin bir de entegral formlar1 vardir. Bunlar (68) ve (69)’a Stokes
teoremi; (70) ve (71)’e diverjans teoremi uygulanarak elde edilir:

iV AE(C).dS = fELr).dl = — i 2BET) g
S Vi ot
veya
fE(n.a0= - LLCLIPN
/ s ot
¥ AHLEAS = HLDA0= (L) + ID(r.H) 45
ya da

§H(t,r).d£ =(J.(t,r) + a—D).ds

) S ot
iV.B(r,/)dV=B(r,).dS=0 - =§B(r,1).dS=0.
\'% S S

$V.D(r,t)dV = i D(r,t).dS= j p(r,)dV.— §D(r,t).dS= j p(r, AV
\" S v S v

ya da boylece Entegral Bicimli Maxwell Denklemleri
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fE(r).d¢= —§M.ds (72)
/ S
oD
H(t,r).d/ = (O +—).dS 73
f (t,r) i(J(Hat) (73)
§B(r,t).dS=0 (74)
S
§D(r,t).dS= [p(r,t)dV (75)
S \'

olarak elde edilir. (72) denklemi Faraday Kanun’u, (73) denklemi Ampere Kanun’u, (75)
denklemi Gauss Kanun’u verir.

Sorular:

1 Bir kondansatoriin levhalart arasinda yalitkan ortamdaki degisken akim bir
deplasman akinu olduguna gore, bunun levhalar disindaki iletim akinina esit oldugunu
gosteriniz.

2) letkenligi 2 S/m ve izdfi dielektrik sabiti 1 olan bir malzemede elektrik alan
zamana bagl olarak E(t)=100sinl10’t V/m olarak veriliyor.

a) Iletim akum yogunlugunu bulunuz.

b) Deplasman akim yogunlugunu bulunuz.

c) Hangi frekansta iletim akim yogunlugu ile deplasman akim yogunlugu esit olur?

3) I¢c yart capt 6 mm ve dis yart capt 10 mm olan bir koaksiyal kablonun izafi
dielektrik sabiti 8 olarak veriliyor. Uygulanan gerilim V(t)=100sin377t V olduguna gore,

a) I¢ yart cap ile dis yar cap arasindaki bélgede meydana gelen potansiyel
degisimini yari ¢capin fonksiyonu olarak bulunuz.

b) I¢ yart ¢ap ile dis yari ¢ap arasindaki bolgede meydana gelen elektrik alan
degisimini yari ¢capin fonksiyonu olarak bulunuz.

c¢) Deplasman vektoriinii yart ¢capin fonksiyonu olarak bulunuz.

d)Kablonun boyu 50 cm olduguna gore tegekkiil eden kapasiteyi bulunuz.

e) Deplasman akvmint bulunuz

1) Iletim akimin bulunuz.

Cevaplar:
1)Tamim geregince iletim akumi [ i(t)zJ.J .-dS ve deplasman akum
N

I,(1) :.[JD .dS ile verilmektedir. Diverjans teoremi ﬁA.dS = ”JV.AdV
N N 14

geregince
VVAH=0
[VVAH=[VVAH - [VAH.AS= [V AH.dS
\7 \ S; Su
ya da
oD oD
SI,(J” +=0)dS = |1+ 0 )ds

Si
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yazilabilir. Levhalar arasindaki dielektrik bolgede J.=0 oldugu icin Sy=Sy;-S; bolgesi icin

[J..as= | D s

gecerlidir. Bu demektir ki, A noktasina gelen I. akumi, levhalar arasindaki dielektrik
ortamda A ve B noktalart arasvm Ip akimi olarak gecmektedir. Baska bir ifadeyle
1.(t)=Ip(t) olmaktadhr.

B
Ly
i
V()
Kondansatoriin tamim bagintisina gore akimi
dv(t
I(1)=C (v
dt

olup burada v(t) levhalar arasindaki gerilim ve C= % ise kondansatoriin kapasitesidir. S

levhalardan bir tdnesinin yiiz olctimii, d levhalar arasindaki uzakliktir. O zaman

dv(t)
dt

&S
I(t)=—
(1) 7

olur.
Diger taraftan D=¢ E= € V/d oldugu bilinmektedir. Dolayistyla
£ dv(t) & dv(t) S = & dv(t)

P) P)
Io(t)=3 (D) =a () == == ) =17=0 d di

=1.(1)

bulunur.

2a) Iletim akim yogunlugu
J(t)=G E(1)=200sin10’t A/m’
olur.

b) Deplasman akim yogunlugu

In(t)= ag tm = ag(z) = 100¢, x10° cos10°t

=100x8.85x107"* x10° cos10° t = 8.85x10° cos10°t A/m*

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ



115 -
BOLUM VI

MANYETIK ALANLAR

c) Elektrik alam E(t)=E,sinwt olarak alvursa 1.(t)=c E(t)=0 E,sinwt olur.
0E(t)
t

Buna gore, Ip(t)=¢, =¢,0 Ecos ot bulunur. Jc(t)|:|JD(t)| olmast i¢in 6=¢

bulunur. Buradan f :2L elde edilir. Bu ise verilen alisrmada f=0.0360x10"
e

o0

Hz=36x10° Hz=36 GHz eder.

3a) I¢ yari cap ile dis yari cap arasindaki bolgede meydana gelen potansiyel.:.

Silindirler arasindaki malzemenin izdfi dielektrik sabiti €. olsun. Elektrik aki
yogunlugu vektorii iki silindir arasinda yart capa bagl olarak
D=p, ga,
r
olarak degisir ve r=a’da elektrik akisi, yiizey yiik yogunluguna, p, esittir. Bu bélgedeki

elektrik alan vektorii ise,

F= P a a,
Er
olur. Iki silindir arasindaki gerilim
b b psa Ps, b
@, =—1Edr=- [ (——a,)a,dr=a~>In—
r=a r=a € T £ a

ve kapasite iki silindir arasindaki toplam yiik Q=p(2ral) oldugu dikkate alindiginda

silindirik kondansatdoriin kapasitesi
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ngz 2mel
¢ah lné
a

0  2me
¢ah lné
a

olur.

Goriildiigii gibi elektrik potansiyeli logaritmik olarak degismektedir. Belirsiz bir
entegral 56z konusu oldugunda bu degisim
o=Alnr+B

olarak yazilabilir. Buradaki A ve B sabitleri sinir degerlerinden tdyin edilir:

Swr sarti I) r=6 mm i¢in ¢ =V (1)=0:
9p=0->¢0=Alnr,+B=Aln6x107°+B=0
Swur garti 1) r=10 mm icin @ = V(t) =100sin377t:
@=V,(t)— Alnr,+ B=Aln10x107> + B=V,(t)

Bu iki denklem ¢oziilerek A ve B sdbitleri

V(t)-V (t -
A=YV gy YOV,
r r},
In— In->
r T
olarak elde edilir. Verilen degerler icin Stmir sarti I ve Il kullanmilirsa
B=— Yoy, _ 1005377, o 10025in3771
r ‘ 10
In—* In—
r, 6
A= V() _ 100sin377t — 1965in377t
T, 10
In— In—
r 6

a

bulunur. Buna gore iki silindir arasindaki potansiyel dagilimi
@ =(196sin377t)Inr — 196xIn6sin377t = (196sin377t)Inr + 1002sin377t

= (1965in3771)in g

olur.

b) I¢ yart ¢ap ile dis yari ¢ap arasindaki bolgede meydana gelen elektrik alan
degisimi:

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ



117

BOLUM VI
MANYETIK ALANLAR
E=-Vo =-V[(196sin377t)in é ]
ya da
E=- ﬁ sin377ta,, V/m
r
¢) Deplasman vektorii:
-12
D=eE=-¢ 120 sin3771a,=- 2080 i 277ta,
r r
-12
__13876.8x10 " 377t a, C/n
,
d)Tesekkiil eden kapasite:
—12
=@ _2meL _6.28x88.85x10 Tx0.5 _ ;1 g6 28388.85x1072x0.5x107"
¢ab In é 0.51
a
=4352x10""% F=435.2 pF
e) Deplasman akimu:
Jp(t)= w = i (-¢ ﬁ sin377ta,)=— 8x8.85x107" M cos377ta,
ot ot r r
-12 -6
__ 5231553.6x10 cos377ta, = — 5.23x10 cos37Tta,
r r

Ip(t)=Jp(t)a, (2nrlLa,)

-6
=( 5.2315536x10 cos377t )(6.28xrx0.5)=5.23x107° cos377t (3.14)
’

=16.4x107° cos377t A

1) Iletim akim:

I.()=C % =435.2x10" di(JOOSin377t)
t 1

=435.2x107"° x377 c0s377t=164070. cos377t=16.4x10° cos377t

Kondansatorlerde iletim akimi ile deplasman akimimin birbirine egsit olduguna
dikkat ediniz.

6.13. iKi ORTAMI AYIRAN BiR ARAYUZEYDE MANYETIK ALANA AiT
SINIR SARTLARI

Manyetik alan I malzemesinden II malzemesine gecerken bu iki malzemenin ara
yiizeyinde nasil davranir?
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Sekil 12°de goriildiigii gibi, manyetik gecirgenlikleri ve iletkenlikleri, sirasiyla,
u,,6, ve W,,0, olan iki malzemenin arakesitini i¢ine alacak sekilde bir kapali ¢evrim
olusturalim. Sart olmamakla birlikte kolaylik olmasi i¢in bu kapali ¢evrimi dikdortgen
olarak secelim.

Kapali ¢evrimin halkaladigi bir akim olmadig i¢in bu kapali ¢cevrime ait manyetik
gerilim sifirdir. Yani,

§H.d£ =0 (76)
C
olur.
AZ
l-u,, o, 1L 2-U,, Oy
/
e I H,
C L
1 . v T a,
A
/
/

4
1v

Sekil 12 iki malzemenin ara yiizeyinde manyetik alan

(76) ifadesi

(H.d/+ H.d/+ [Hd/+ [H.d/ =0 (77)
I it il v

olur. Il ve IV kenarlarina it entegrallerin sonuglar1 esit ve birbirlerine zit yondedir.
Dolayisiyla,

[H.d/+ [H.d/ =0 (78)
1 v

olur. Geriye I ve III kenarlarina ait entegraller kalir:

/H.d/+ jH.d/ =0 (79)
i m
ya da
iH.a,d(- | Ha,dl=0 (80)
I m
veya
{Hltcw - I{IHHH‘M =0 [(Hy -Hy)df=0 @81
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bulunur. Bu entegralin sifir olmasi i¢in entegralin altindaki terimin sifir olmas1 gerekir. d /
sifir olamayacagina gore H,, = Hyy, olur ki, bu su sekilde yorumlanir:

Manyetik alan 1 malzemesinden 2 malzemesine gecerken bu iki malzemenin ara
yiizeyinde manyetik alanin bu iki bolgeye ait teget bilesenleri birbirine esit olur. Bagka bir
ifadeyle, iki bolgeye ait teget bilesenleri ara yiizeyde stireklidir.

“"Rénesans'in 1ilk kekeleme anlari O&6yle bir devreye rastladi ki,
barbarliktan uyanmakta olan Avrupa, Isldm Medeniyeti'ne bitkin bir
hiirmetle bakmaktaydi. Taklidi 1imkansiz bir J&rnek karsisinda cesdretini
kaybeden Bati'nin kollari sarkiyordu. Yalniz Cebiri degil, diger
matematik ilimlerini de Avrupa killtilir ddiresi, Miisliiman’lardan almis
oldudu gibi, bu glinkii Bati Matematidi gercekten Isldm Matematidi’nden
baska bir sey degildir.”

(http:/fwww.ikrateam.de/avrupalilarin%?20itiraflari.html )
Prof. E. F. Gautier

6.14. iKi ORTAMI AYIRAN BiR ARAYUZEYDE MANYETIK AKI
YOGUNLUGU VEKTORUNE AiT SINIR SARTLARI

Sekil 13’de goriildiigii gibi, 1 ve 2 bolgeleri i¢inde kalacak sekilde L boyundaki bir
silindir kapali bir ylizey meydana getirmektedir. I ve II silindirin alt ve iist yiizeylerini ve
III ise silindirin yan yiizeyini gostermektedir. Bu kapali ylizeye y =¢B.dS =0 entegrali

S

uygulanirsa,
j B.dS + j B.dS + j B.dS =0 (82)
I [ |

olur. Silindirin boyunun L —0 olacak sekilde limiti alinirsa, Il ylizeyine it entegral
ortadan kalkar ve geriye

j B.dS + j B.dS=0 (83)
| |

entegralleri kalir bunlar
~[B,.a,dS+[B,.a,dS=0

ya da

[B,,dS-[B,,ds=0 (84)
veya

[B,,d8=|B,,ds (85)
bulunur. Bu

[®B,,-B;,)ds=0 (86)
olur ki dS#0 i¢in
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B,,=B,, 87
elde edilir. Bu sonucun yorumu sudur:

Manyetik aki yogunlugu vektorii 1 malzemesinden 2 malzemesine gecerken bu iki
malzemenin ara yiizeyinde bu vektoriin bu iki bolgeye ait normal bilesenleri birbirine
esittir. Bagka bir ifadeyle, manyetik aki yogunlugu vektoriiniin iki bolgeye ait normal
bilesenleri ara ylizeyde siireklidir.

s
I-y,, o, |~ 2-U,, O,
/
/
/ ad Bz
_dSaX*% nes dsa,

—

Sekil 13 iki malzemenin ara yiizeyinde manyetik ak1 yogunlugu vektorii

Sorular:

1) Sekilde goriildiigii gibi, boslukla bir ara yiizey olusturan ve izdfi manyetik
gecirgenlik sabiti 20 olan bir malzeme verilmistir. Malzeme icinde manyetik aki yogunlugu
vektorii B; olarak veriliyor. Bosluk icindeki manyetik alan vektoriinii, manyetik aki
yogunlugu vektoriinii ve B vektoriiniin normal ile yaptigi aciyr. bulunuz.

2) Asagidaki sekilde 7 ekseni arakesit normalini gosterdigine gore,

a) Boslukta bulunan B; vektoriiniin normal ile yaptigi aciyt

b) Birinci ortanin manyetik gecirgenlik sdabitini bulunuz.

Cevaplar:

U, =20 oldugu i¢cin malzeme icindeki manyetik alan bulunabilir:

B
H =—1t=—! :L(2.4ax+].6ay+0.8az) A/m
By Mk, 204,

Burada 7 ekseni malzemenin yiizeyine dik oldugu icin, biiyiikliiklerin z bilesenleri
normal bilesenler, x ya da y bilesenleri teget bilesenleri olusturur. Buna gore 1 ve 2
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bolgeleri icin manyetik alanlarin teget bilesenlerinin ve elektrik aki yogunlugu
vektorlerinin normal bilesenlerinin esitliklerinden dolay::

Hy = H, > H .= (24t 1.60,+Hoa) Al

olur.
BZn = B]n %BZZ ng aX+B2yay+0.8az
B22=lur21uoHZZ%0‘8aZ:lurluoHZZaZAO-(g:,u”uquz
0.8 0.8 16

H>=0.8/pu u,= =— A/m=—— A/m
Holly M, 20u,
Bou=jupt, Ho= 1, —— (2.4)= 1, - (2.4)=— 2.4)=0.12T
2% 25 20u, 720 20
By=pi 1, Hay= 1, L 16=L16=008T
: 200, 20
H,= (2.4 a+1.6 ay+16a;) A/m
20,
B»=0.12 a,+0.08 a,+0.8a,
Cost), = 21-% _ 08 ~0.2673
B,|  J2.4) +(1.6) +(0.8)
0, =745
A z (2)
oy =1

B;=24a,+1.6 a,+0.8 a;

2a) B, vektoriiniin normal ile yaptigt aci:

ELEKTROMANYETIK ALANLAR
Prof. Dr. Mustafa TEMIZ



122 -
BOLUM VI

MANYETIK ALANLAR

B,.a, B, 3 _
cosl, = |;2| —m—9‘8995—0.3030%02_72,40
1: (2) Mo =1
B>=5a.+8a,+3a,
0,
, V0L VL VN VN LN
e (1)
Bjx=].261x

b) Birinci ortamin manyetik gecirgenlik sabiti:

Manyetik alanlarin teget bilesenleri esittir. Burada teget bilesenler x ya da y
bilesenleridir. Mesela, Hix=H,x alinabilir.

Hlx:lelul , H2x:B2x/u2 ) le/u1 :BZX/HQ :BZX/MO , le/MIZBzx/MO
W =1, (B Bay)= (%)x4nx10_7 ~3.0159x10” h/m

Sorular:

1)Serbest uzayda elektrik alam zamana bagl olarak E(zt)=E,sin (ot- pz)a,
seklinde degistigine gore, elektrik aki yogunlugu vektoriinii ve manyetik aki yogunlugu
vektoriinii bulunuz.

a) Manyetik dalgayr bulunuz.

b) Diizlem elektromanyetik dalgayt tanimlayiniz.

c) Bir diizlem elektromanyetik dalganin elektrik ve manyetik alan dalgalarimin
birbirlerine dik olduklarim gosteriniz..

d) Elektrik alan vektoriiniin manyetik alan vektoriine orammin mutlak degerini
bulunuz.

Cevaplar:
1) Elektrik aki yogunlugu vektorii
D(r,t)=€¢E(r, t)

olup burada r=xa.+ya,+za.’dir. Elektrik alani E(zt) olarak verildigine gore, x=y=0
alinmig demektir. Yani, elektrik alanmi bir dalga olarak sddece z dogrultusunda z
degiskeninin fonksiyonu olarak verilmistir. Ayrica t parametresi dalganin zamana da bagli
oldugunu gostermektedir. Buna gore, elektrik aki yogunlugu vektorii boslukta
D(z,t)=¢ E(z, t)=¢ E,sin (ot —Pz)a,

olur.
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Manyetik alan bulmak icin (67) kullanilir:

AnE(r)=-2B0T)
ot
a. a a.
9 2 9|__9B
ox ox ox ot
0 E sinfwt—pz) 0
veyd
PE, cos(owt — fz)a . = _9B
: ot
va da buradan manyetik aki yogunlugu vektorii
IBEVII

B = -J. ﬂEmCOS(COt - ﬂZ)dl’ax =——Sln(a)t _ ﬁz)ax Wh/m
w

olur.

a) Manyetik alan vektorii

b)
H= —&sin(a)t —pzla, =—H,sin(wt - fza, A/m
1)

o

H — ﬂEm

=
1,

olur. Bu manyetik dalgayt meydana getirir.

b) E(z,t)=Esin (@t — ) a,
H =H  sin(ot - fz)a

seklinde, Maxwell denklemlerini saglayan elektrik ve manyetik alan dalgalarinin meydana
getirdigi miisterek dalgaya diizlem elektromanyetik dalga denir.

Goriildiigii gibi bir diizlem elektromanyetik dalganin iki alan bileseni vardir.
Bunlardan bir tanesi elektrik alam (dalgast) ikincisi manyetik alandir (dalgadir). Diizlem
elektromanyetik dalgamin bu alan dalgalart her zaman birbirine diktir.

c) E(z,t)=E,sin (ot — fz)a,
H =H, sin(ot - fz)a

Sformiillerinden goriildiigii gibi, diizlem elektromanyetik alanin elektrik alam dik kartezyen
koordinat sisteminde y ekseni dogrultusunda ve manyetik alani x ekseni dogrultusunda
oldugu icin, diizlem elektromanyetik alamin bu alan dalgalart her zaman birbirlerine dik
kalirlar.
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d)
E E E 1
‘_:| = mcu:ﬂ”w:mc:/lu = £ =Z,=120m Q=377 Q
H |Hm ﬂEm ﬁ luogo 80
w 1

¢ Jne,

Goriildiigii gibi, elektrik alan vektoriiniin manyetik alan vektoriine oraninin mutlak
degeri sabittir ve ohm boyutundadir. Buna elektromanyetik dalganin bosluktaki empedansi
denir.

6.15. BiR KUVVETIN MOMENTI

Bir kuvvetin bir noktaya gére momenti, bu kuvvetin bu noktaya olan uzakligi ile bu
kuvvetin vektor carpimi olarak tanmimlanir ve T vektorii ile gosterilir (Sekil 14). Sekilde,
dik kartezyen koordinat sisteminde P noktasindaki bir F kuvveti ve bunun baslangi¢
noktasina olan r uzaklig1 goriilmektedir.

F kuvvetinin r kadar uzaklikta bulunan 0 baslangi¢c noktasina gore momenti

T=rAF (88)

olarak tamimlanir. Moment vektor bir biiyiikliiktiir, birimi Nm’dir, baslangictan gecen xy
diizlemi i¢inde olup r vektorii ile F kuvvetinin meydana getirdigi diizleme diktir.

Sag elin bas parmag1 vektor yoniinii gosterecek sekilde elin dort parmagi vektorii
kavradiginda dort parmagin yonii, r vektoril ile F kuvvetinin meydana getirdigi diizlemin
birim normal vektoriiniin yoniinii verir.

Moment vektoriiniin yonii, elde edilen bu birim normal vektoriin yoniindedir.

z

X

Sekil 14 Dik kartezyen koordinat sisteminde bir F kuvveti ve bunun baslangi¢ noktasina
olan r uzakligi
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6.16. BIR BOBININ MANYETIK MOMENTI

Sekil 15°te goriildiigii gibi, bir B indiiksiyon alam icinde, y dogrultusunda L
boyunda ve x dogrultusunda w genisliginde olan dikdortgen seklinde N sarimli bir
bobinden I akimi aksin.

F=Q(vAB)=It(vAB)=I(L AB) (89)

Bobinin (IT) ve (IV) kenarlarina uygulanan kuvvetler, indiiksiyon vektoriiniin bu
kenarlara paralel olmalar yiiziinden, sifirdir. (I) ve (III) kenarlarina uygulanan kuvvetleri
bulalim:

F=I(LAB)=I(La, ABa,)=-LIBa, (90)
Fu=I1(-L AB)=1(-La, ABa,)=LIBa, 1)

Siddetleri esit ve yonleri zit olan iki kuvvete Kuvvet Cifti denir. Bu iki kuvvet bir
kuvvet cifti meydana getirir. Bir kuvvet ¢ifti, uygulandig1 bir cismi, ekseni etrafinda bir
donmeye zorlar. Buna gore, F, bobinin (I) kenarim asag1 dogru; Fyy, bobinin (ITIT) kenarini
yukariya dogru c¢ekerek bobine baslangic noktasi civarinda bir donme kazandirr.
Dolayisiyla bu kuvvetlerin baslangic noktasina goére dondiirme momentleri hesaplanabilir.

(D kenarimin baslangic noktasma olan uzakligi r=-(w/2)a; , F; kuvvetinin bu
noktaya gére momenti

T=— %ax A(-LIBa,) (92)

ve (IIT) kenarinin baglangi¢ noktasina olan uzakligi rip=(w/2)ay , Fiy kuvvetinin bu noktaya
gdre momenti

Tu= % a_ A (LIBa,) (93)

olup toplam dondiirme momenti

T=T+Ty=— % a, A(-LIBa,)+ % a, A (LIBa,)
ya da
\%% \%%
T=-LIBa, -~ LIBa, =-wLiBa, (94)

bulunur. Bu moment—y dogrultusundadir. Burada S=wL alinirsa m=SIa, olarak tanimlanan
vektore icinden I akimi akan bir sarimlhi ve S yiizey alanli bir ¢evrimin manyetik momenti
denir, birimi Am?>dir. Manyetik momentin yonii a, yiizeyin birim normal vektdrii
yoniindedir. Selil 15’te a, yiizeyin birim normalinin yonii -a, yoniindedir, a,=-a,. Buna
gore dondiirme momenti manyetik moment cinsinden

T=(m A B) 95)

olarak ifade edilebilir. m vektorii B vektoriine dik ise momentin degeri T=mB=ISB olur.
Dondiirme momenti, m vektorii B vektortl ile iist tiste geldiginde sifir olur.
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Sonug olarak diyebiliriz ki, i¢cinden I akimi akan S yiizey alanli bir bobinin i¢inde
bulundugu bir B indiiksiyon alaninda dyle bir T dondiirme momenti vardir ki, bu moment
kendisini sifirlamak i¢in m vektoriinii B vektorii ile iist iiste gelmeye zorlar. Bu ise bobini
dondiiriir, bu iki biiyiikliik hi¢cbir zaman iist iiste gelemez. Ciinkii, m vektori kovalar, B
vektorii devamli kagar, dolayisiyla bobin donmesini siirdiiriir.

Manyetik moment kavrami, yiikli parcaciklarin yoriinge davranislarinin
anlasilmasinda da 6nemli bir kullamm alanina sahiptir. Ornegin, daire seklindeki bir
yoriingede ® agisal hizi ile donmekte olan q yiiklii bir pargacigin (meseld cekirdek
etrafinda donen elektronun)

_9® (96)

=4_-49
T 21 2rn
®

akimindan dolay1, Sekil 16’da goriildiigii gibi, parcacigin yoriinge diizlemine dik olan bir
manyetik moment ortaya cikar. Bunun yonii yoriinge diizleminin birim normal vektorii
yoniindedir.

A

\ (1)
L

_— @

EEEE—— (11D

B 0 // X
w I
av) B
T

Sekil 15 Bir B indiiksiyon alani i¢inde, y dogrultusunda L boyunda ve x dogrultusunda w
genisliginde olan dikdortgen seklinde icinden I akim1 akan N sarimli bir bobin

m

Sekil 16 Bir parcacigin manyetik momenti
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Sorular:

1) Bir elektronun ¢ekirdek etrafindaki acisal hizi @ =6.28x10"% /s olduguna gire,
10 A”’liik bir yériinge yarigapina sdhip olan bu elektronun meydana getirdigi akimi ve
manyetik momentin degerini bulunuz.

2) E(1)=10sin(10%- Pz ) V/im olarak verildigine gore,

a) Serbest uzayda yayilan manyetik alani,

b) Yukarida verilen elektrik alani kirilma indisi 9 olan bir ortam icinde bulunsa,
yayilma hizi ne olur?

c)Boslukta p faz sabiti ne olur?

d) Adi gecen bu ortam icinde B faz sabiti ne olur?

3) z=0 diizlemi icinde yari ¢ap1 45 cm olan ddire seklindeki bir iletkenin direnci 25
ohm olup bu Ssin’ta. T alan icinde bulunduguna gore,

a) Iletkenin sumirladigy yiizeyden gecen manyetik akiyt,

b) Iletkende indiiklenen gerilimi,

¢) Indiikleme akimint bulunuz.

4) Hidrojen cekirdeginin etrafindaki r yari ¢capli yoriingede donen bir elektronun
cekirdek iizerinde meydana getirdigi manyetik alanin ifadesini cikariniz.

Cevaplar:
1) 0=6.28x10"% r/s
r=10x10"" m
18 -19
;4o _628x10" x1.602x107"
2 6.28
m=8I=m*1=3.14x(10x107° )* x160.2x107° = 5x107" Am*
E
2a) ‘E‘: "|=377 Q—H,A =E, /377 =0.027
H| |H,
H(t)=0.027sin(10%- £ 2)
b) v=c/n=w0/PB=3x10%9=0.333x10° m/s
c) B =w/e=10%/3x10%=0.333 m”!
1 y
d) v:c/n:w/ﬂ:—>,3=9a)/c=9§=3m

3a) S=m? = 3.14x(45x107°)? =0.6359 m’

w=B.S
=Ba..Sa.=BS=5 sin’tx0.6359=3.1795sin’t Wb

(b) e= —‘;—“l’ = —% (3.1795sin’t)=-3x3.1795 sin’tcost

=9.5385sin’tcost V
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c)I(t)=e/25 =9.5385/25sin’tcost
=0.3815sin’tcost A

4) Hidrojen cekirdeginde bir proton olup bunun yiikii q ile gosterebilecegimiz
elektron yiikiiniin biiyiikliigiine esit ve zit isdretlidir.Dolayisiyla, elektronun q yiikii
protonun bulundugu yerde

q

E=— 5
4rer

elektrik alanini meydana getirir. (-) isdreti, negatif isaretli elektronun yiikiiniin pesin
olarak kullantlmasindan ileri gelmektedir. Bu elektrik alani proton iizerine F=qE ya da

2

q

F=-
drer?

kuvvetini uygular. (-) isdreti, yiiklerin birbirini cektigini gosterir. Bu cekimle elektronun
cekirdek iizerine diismemesi icin, elektrona ddire seklindeki bir donme yapmasi
emredilmigtir. Bu donme ona merkezden disa dogru yonlii bir merkez kag kuvveti

kazandirr, f:

2
my

f:

r

Boylece ¢ekim ve merkez kag¢ kuvvetlerinin etkileri altinda kalan elektronun ddire
seklindeki bir donme yapmast ancak bu iki kuvvetin esit olmasiyla saglanir:

2 - 3
4rer r 4dremr

Elektronun meydana getirdigi akim

7 =4%
27
olup
I _ 1og_pog_ _ ug’ q’
2r 2r 2n 4nr Suri~memr 8rr? \ memr
6.17. OZ ENDUKTANS

Sekil 10°da verilen N sarimli bir bobinin i¢inden gecen akim i(t) ve halkaladig1
manyetik aki y(t) olduguna gore,

L= dlj.!('[) _N d(.P(t) 97)
di(t) di(t)
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ile tanimlanan biiyiikliige Oz Endiiktans denir, boyutu Wb/A, birimi Henry, h,’dir. Burada
0(t), bir sarima ait akiy1 gostermektedir. Buna gore (97) formiilii

dy __ dom | doq die) _ | di

vit)=——= 98
© dt dt di(t) dt dt ©%)
olur. Eger akim stasyoner ise o zaman 6z indiiktans
L=¥Y_n? (99)
I I
ile verilir.
Bobinin etrafinda olusan manyetik alan i¢inde depo edilen enerji
1o
W=—LI (100)
2
ile verilir. Elektrik alaninda biriken enerji
l¢ 1:D? 1
W=—|eE“dV=—|— dV=—| (D.E)dV 101
3 SIS S| ©B (101)
olup buna benzer sekilde manyetik alanda depo edilen enerji icin
1
W= j (B.H)dV (102)
yazilabilir. (99) ve (101)’den 6z indiiktans
((B.H)dV
L= VI—2 (103)

bulunur ki bu goriildiigii gibi manyetik alan biiyiikliikleri cinsindendir.

Sorular:

1) I¢ yarn capt a ve dis yart ¢capi b olan bir koaksiyal kablo icinden 1 akimi
gecmektedir. Kablonun birim uzunluk basina diisen oz indiiktansini bulunuz.

2) (1)’deki sonucu (102)’den hareket ederek bulunuz.

Cevap:1) Yaricap dogrultusundaki degisken r olmak iizere I akiminin manyetik
alam

1
H=——a
2rr '
ve manyetik indiiksiyon
1
B=yu—-ma
a 2rr ¢
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olur.I¢ ve dis iletken arasinda dolagsan manyetik ak

ul ull b
B.dS = | BdS —drdz=—1In—
v=]B.ds =] Jo ,L o
olarak elde edilir. (91)’den
L=¥= ut —In b
I 27 a

olarak oz indiiktans bulunur. Birim uzunluk basina diisen oz indiiktans ise
= b
2T a

olur.
N

[(B.H AV
1 1
2) =Y H=——a, B=u—a,
12 2nr 2nr
BH)v M 1
VY e, b, b
L= > = P av= | | > Zrd(pdrdz——ln—
1 %4 I z=0r=ap=04n"r 2 a
L:E:ilné
{2 a
Gozler, ruhun aynasidir derler... Bos laf!..

Ne milnis bakislarin arkasinda ne firtinalar gizlidir.

“Tiirkler Isldm olduklari halde, bozulmaya, yoksulluda, gerilemeye
mdruz kaldilar, gec¢misin batil aliskanlik ve inanclariyla Islamiyet'i
karistirdiklari ve bu siretle gercek Isldmiyet'ten uzaklastiklari icin,
kendilerini diismanlarinin esiri yaptilar. Gercek Isldm'in cok yilice, cok
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gerceklerini olduu gibi almamakta inatci bulundular. Iste

”

kiymetli
gerilememizin belli basli sebeplerini bu nokta teskil ediyor...
M. KEMAL ATATURK

Borak, Atatlirk ve Din, s. 36-37 (Rbnesans, Aralik 1991, s. 61).
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7.1. GIRIS

Akim tasiyan bir iletkenin ¢evresinde bir manyetik alan vardir. Kezd miknatish
demirin civarinda da bir alan bulunur. Miknatisli bu tiir malzemelerin izafi manyetik
gecirgenlik sabitleri, 600, 1000, 1500 gibi, birden ¢ok biiyiiktiir. Boyle malzemelere
Ferromanyetik Malzemeler denir. Kobaltin izaf1 manyetik gecirgenlik sabitleri 250, nikelin
600 ve %?2 katkili ¢eligin 5000 ve mumetalin 1000 000’dir.

Manyetik kutup siddeti Qp, olan L uzunlugunda bir miknatis cubugunun ¢evresinde
bir S yiizeyi olusturan bir kapali ¢cevrimde I cevre akimi varsa, bu biiyiikliikler

Py=QmL=SI (1)
seklinde bir manyetik dipol momenti tanimlarlar ve bu P, miknatis ¢ubugundaki net

manyetik momenti gosterir (Sekil 1). Bu biiyiiklilk miknatislanmanin taniminda
kullanilabilir.

Sekil 1 Miknatis cubugu ve bir kapali ¢evrim

Birim hacimde bulunan manyetik dipol momentine Miknatislanma denir ve

P L
M=_m:Q¢:ﬂ:l )
\Y% \Y% V L

olarak tanimlanir ki, buradan miknatislanmanin boyutunun (biriminin) A/m oldugu kolayca
goriilebilir. M’nin degeriV hacmi i¢in ortalama bir degerdir.

Siirekli bir miknatislanmanin kast edilmesi hilinde, AV hacmindeki net dipol
momenti P, olmak iizere, herhangi bir noktadaki miknatislanma

P
M=Lim 2, A/m 2)
AVS0 AV
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olarak tanimlanir.

Eger miknatislanma, diizgiin sekilde miknatisli olmayan bir miknatis ¢ubugundaki
pozisyonun bir fonksiyonu olarak biliniyorsa, o zaman ¢ubugun toplam manyetik momenti

P = j MdV, Am? (3)

olur ki, burada entegrasyon cubugun hacmi lizerinden yapilir.

Hayatin en biiyiik hedefi bilgi degil, (insanlara fayda ve yarar getiren) harekettir.

Himsiz din kor, dinsiz ilim topaldir.
Einstein

7.2. DEMIiRIN MANYETIK OZELLIKLERI

Elektrik makinelerinde, transformatorlerde ve bir ¢ok oOlcii aletlerinde en 6nemli
parcalarin demir ve demir alasimlarindan oldugu bilinen bir gergektir. Bunun sebebi,
ferromanyetik bir malzeme olan demirin miknatishiginin baz1 6zel durumlarinin olmasidir.

Demirde verilen
B=p,p, H=pH @)

ifadesindeki p=B/H degisimi lineer degildir (Sekil 2). Bu ylizden uygulamada p ile H
arasindaki bagintiy1 cetvel veya egri ile gosterecek yerde, bunun B ile H arasindaki iligki
cetvel veya egri ile gosterilir. Bu egrilere B-H ya da miknatislanma egrisi denir. Sekil 2,
baslangi¢cta miknatislanmamis, B-H egrisini gostermektedir.

Sekil 2 Ik miknatislanma egrisi

Sekil 2’deki egriyi ¢izmek icin, meseld baslangicta miknatislanmamis halka
seklinde hazirlanmis bir malzeme {istiine yerlestirilen ve uyarma sargis1 denilen N sarimli
bir bobinden I akimi gecirilir, ve miknatislanma saglanir. Halkanin ortalama uzunlugu
L=2nR ise, meydana gelen manyetik alan

H=NI/L (5)
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olur ki, burada R halkanin ortalama yarigapidir. Halkada meydana gelen manyetik aki
yogunlugu B, dlcerek bulunur.

Baslangicta H=0 ve B=0 oldugu kabul edildigi icin Sekil 2’ye ilk miknatislanma
egrisi denir. Her ferromanyetik malzemenin, Sekil 3’deki gibi, kendine 6zel bir
miknatislanma egrisi vardir

HO
0 H

Sekil 3 Miknatislanma egrisi

Miknatislanma egrisinden goriilmektedir ki, baslangicta B’deki artisin kiigiik
oldugu ve sonra kuvvetlenerek egrinin kivrildigi noktadan sonra azalmaya basladigi

goriilmektedir. @, , baslangic anindaki manyetik gecirgenliktir.

Sekil 3’de goriildiigii gibi, manyetik alanin belli bir degeri i¢in bosluk igindeki
indiiksiyon
B0=“~0H (5)

olmaktadir. Eger bosluk yerine bir ferromanyetik malzeme gelirse, B yiikselerek,

B=uH (6)
olur.

Endiiksiyondaki bu B-B, artisa malzemenin Manyetik Polarizasyonu denir ve bu
fark pu M ile gosterilir.
Asagidaki iligkileri inceleyiniz:

B-Bi=u,M
B=B,+u,M (7
B=pu H+u M=p (H+M) (8)

Burada ii¢ vektor iliskisi Sekil 4’te goriilmektedir.
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Sekil 4 Vektorlerin iligkisi
Vektorler arasindaki iligkilere devam edilirse,
B=p u H
B=pp H=p H+p M=p (H+M)
M
=u,(0+— 9
=R+ ©)
M
T ou -1 10
P (10)
M=(j, —1)H (11)
M= X m H (12)
Am =M, — 1 (1 3)

bulunur. Burada y,, =M/H biiyiikliigiine Manyetik Siiseptibilite denir.

Izotropik malzemelerde M ve H vektorleri aym1 yondedir ve calisma noktas: ve W .
skalardir. izotrop olmayan malzemelerde, mesela kristallerde M ve H vektorleri, genel
olarak, ayn1 yonde degildirler ve n de skalar degildir. (7) ifadesi, Maxwell denklemini
saglar ve

V.B=0— V.H=V .M, A/m? (14)
olur.

Bir vektor alanin diverjansi sifirdan farkli ise, bu alan bir kaynak, ya da bir
baslangi¢ yeri icerir. Buna gore, (14)’iin yorumu sudur:

Cubugun her iki ucunda miknatislanmanin bittigi yerde manyetik alan, manyetik
alanin bittigi yerde miknatislanma baslar. Bu hi¢ durmadan devam eder. Ya da:

Miknatis ¢ubugunda devamli bir kara nokta (Big Bang)-ak nokta (kiyamet)
yaratilisgt vardir. Bu iki nokta muknatis igcinde birleserek her defisinda bir dongii
tamamlanir. V.H ve V.M’nin sifir olmadig1 yerlere miknatisli malzemenin manyetik
kutuplarinin oldugu yerler olarak bakilir. Dolayisiyla, diizgiin miknatish bir ¢ubugun
kutuplari, u¢ noktalarinda bulunur.

7.3. MANYETiK DEVRELER

Elektrik akimim tagiyan malzemeye iletken dendigini biliyoruz. Manyetik akinin da
bir iletkeni vardir ki, bu bir ferromanyetik malzemedir. Nasil bir akim iletkenden
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ayrilamiyorsa, ona benzer sekilde bir manyetik aki da ferromanyetik malzemeden
ayrilamaz. Manyetik akinin malzemeler icinden gectigi bir diizene manyetik devre denir.

Elektrik akiminin pozitif ve negatif kutuplarda birleserek bir kapali devre
olusturmasi gibi, bir manyetik devredeki manyetik aki da kapali bir devre olusturur. Sekil
5’de basit bir manyetik devre goriilmektedir. Burada ferromanyetik bir malzemeden

R, +R
yapilan halkanin i¢ yarigap1 Ry, dis yaricapt R, ise ortalama yarigap /¢ :% olur.

Halkaya sol taraftan N sariml1 bir bobin sarilmis ve i¢inden d.c. I akimi akmaktadir. Sag
elin 4 parmag1 bobini akim yoniinde kavradiginda bas parmak feromanyetik malzemenin

icinden gecen ¢ akisinin yoniinii verir.

Sekil 5 Basit bir manyetik devre

Manyetik devreyi besleyen manyetomotor kuvveti

T=NI (15)
olur ki bu devreden
0=BS (16)

akisim akitir. Burada S, manyetik devreyi meydana getiren halkanin dik kesitini gosterir. B
biiyiikliigii ise manyetik aki yogunlugu olup H 7 =NI iliskisi yardimiyla

B=puH=UNI/¢ =lt// a7
olur ki (16)’dan

ut T
:—S = ———
0="5 TS (18)

elde edilir. Burada
R, =¢/uS (19)

ile tammlanan biiyiikliige manyetik devrenin direnci ya da reliiktans denir, birimi 1/h’dir.
Bunun tersi manyetik devrenin iletkenligini, G,=1/Ry,, ya da permeansi verir, birimi h’dir.
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Sorular:

1) Bir demir yiiziigiin kesiti 2 mm’ ve ortalama uzunlugu 500 mm’dir. 1 T’lik bir
manyetik aki yogunlugu elde etmek icin gerekli manyetomotor kuvvetini bulunuz.

2) Bobin 1000 ise akim ne olur?

3) Bu degerlere karst diisen magnetik gecirgenlik ne olur?

4) Izaft magnetik gecirgenlik ne olur?

5) Reliiktansin degerini bulunuz.

6) Reliiktanst kullanarak manyetomotor kuvvetini bulunuz.

Cevaplar:

1) Malzemeye dit B-H egrisinden 1 T icin H=1000 A/m bulunur. Dolayistyla,
7= NI = Hl =1000x0.5=500 AS (Amper-sarum)
bulunur.

2) N=1000 ise I=500/1000=0.5A=500 mA
elde edilir.

3) u=B/H =1/ 1000=10" h/m
4) u, =plpu, =107 /4m107 =795

SRy=t =05 5510 NI=R,SB=10"x2x1x2.5X10°=500 AS

T BS  10°x2x10°

Manyetik devre ile elektrik devresine ait biiyiikliikler arasinda sekil bakimindan
benzerlikler vardir:

Elektrik devresini besleyen elektromotor kuvvetinin manyetik devredeki karsiligi
manyetomotor kuvveti; elektrik akinin karsiligi manyetik aki ve direncin karsilig
reliiktanstir. Bu benzerliklerden faydalanarak, elektrik devre ¢oziimiine benzer sekilde,
manyetik devre ¢coziimleri yapilabilir.

7.4. HAVA ARALIKLI MANYETIK DEVRE

Sekil 6’da hava aralikli basit bir manyetik devre goriilmektedir. Hava araligiin
genigligi d’dir. Devrede dolagsan manyetik akiy1 meydana getiren manyetik aki yogunlugu
vektorii ile u¢ etkileri ihmal edilirse, aralikta aralik yiizeyine dik olan manyetik aki
yogunlugu vektorii ayni olur. Sekil 7°de goriildiigii gibi, H;, demir i¢indeki manyetik alani,
B,, aralik icindeki manyetik aki yogunlugu vektoriinii gostermektedir.

Yukaridaki aciklamalarin 15181 altinda ug etkileri ihmal edilirse,

Hi=B/u=B/p, 1, (20)
Hd=B/},tO =H1Mr (21)
olur.
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Sekil 6 Hava aralikl1 bir basit manyetik dev:re::

Coziilmesi gerekli olan problem yarigi olan bir manyetik devrede belli bir
manyetik akiy1 meydana getirmek icin gerekli olan amper-sarimin tespit edilmesidir.
(15)’den

NI=HL=H;( ¢ -d)+Hyd=H;( ¢ -d)+H; Wu, d

=Hi[(/-d)+ 1, d] (22)
A
-
H |
e
i
A
e Hava aralig1
Hd e d
3
s

Sekil 7 Detaylandirilmis hava aralig

Hava araliginda ve malzeme i¢indeki reliiktanslar, sirasiyla

R, =d/uS 23)
R, =(-d)/uS 24)

manyetomotor kuvveti bunlar cinsinden

NI=BS( Rmd+ Rmm )
olarak elde edilir.

Sorular:
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1) Yukaridaki problemde 2 mm aralik icin amper-sarumi hesaplayiniz.
1000 A/m

Cevaplar:
1)
H;=1000 A/m
d=2 mm=2x10" m
£=0.5m
un, =795

NI=HL=Hi[( ¢ -d)+ 1, d]= 1000{(0.5-2x10° )+ 795x2x10~ ]=2088 AS

7.5 MANYETIK ARALIK KUVVETI

Sekil 7°deki aralikta kars1 yiizeyler miknatisin zit kutuplarim1 meydana getirdigi bu
iki kutup birbirini bir kuvvetle cekerler.Bir cok elektromekanik cihazlarda bu &zellikten
faydalanilir. Aralikta depo edilen manyetik enerji

2
w :lB—, (J/m? 25)
2 u

m

ile verilir. Aralik ne kadar dar olursa alan da o kadar diizgiin olur. Aralikta bulunan toplam
enerji
2
WomwnSd=~ B sd | J (26)
2 p

olur. Aralik uzunlugu sonsuz kiiciik & kadar artarsa, enerjide & Wy, kadar artar. Yant,

1 B?
SWn=wmnS8=——-S38, () 27)
2 u

olur. Bu enerji artisi, & mesafedeki kutuplara uygulanan kuvvet tarafindan kazanilan
enerjiye esittir:

2
Fs=-8 g5, (28)
2 p
Buradan kuvvet cekilirse,
1 B?
F=——S§, (N) (29)
2

elde edilir. Basing, P, ad1 verilen birim yiizeye diisen kuvvet ise

2
P=1B—, (N/m?) (30)
2
olur.

Herkesin mizacina uygun bir lisan vardir. Algak ruhlu bir insana asinasi
olmadig1 yumusak bir dille muamele edersek kibri, kabalig1 ve serkesligi artar.
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Makdmumiz ala karly dag olsa,
Etrafi hep ldle siimbiil bag olsa,
Her ne kadar pasa olsa bey olsa,
Yakasiz gomlege sarilir bir giin.

Seyrdani

_ BOLUM VI
MANYETIK DEVRELER
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