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OZET

BOLUNTULU OKTONYON CEBIRI
YUKSEK LISANS TEZi
ADNAN KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SERPIL HALICT)

DENIZLI, HAZIRAN 2016

Bu tezde amacimiz, oktonyon ve béluntiilii (split) oktonyon cebirini detayh
olarak incelemek ve split oktonyon cebirinin elemanlarimin matris temsillerini
caligmaktir. Ayrica, split Fibonacci oktonyonlart ve split Lucas oktonyonlar
incelemektir. Bu amaca yonelik olarak;

Boliim 1 de, ¢aligma boyunca kullanilacak kavramlar verilmistir.

Boliim 2 de, once kuaterniyonlar daha sonra oktonyonlar ayrintili bir gekilde
incelenmigstir. Oktonyon cebirinin 6zel bir durumu olan split oktonyon cebiri
incelenerek, bu cebirlerin genellegtirilmis durumlan ele alinmigtir.

Boltim 3 te, split oktonyon cebiri igin, Zorn tarafindan tamimlanmig olan
vektor matris gosterimi incelenmigtir. Ayrica, yine bu bdélimde Zorn matris
gosteriminin reel oktonyon cebirine uygulanmasi ile ilgili tamim ve 6rneklere de ver
verilmigtir.

Bolim 4 te, split Fibonacci ve Lucas oktonyonlan incelenmis ve ilk kez
tarafimizdan bu oktonyonlarin Zorn matris gdsterimleri verilmistir.

Son olarak Béliim 5 da, tez ¢aligmamizdan ¢ikan sonuglar belirtilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Kuaterniyon Cebiri, Oktonyon Cebiri, Split
Oktonyon Cebiri, Zorn Matris Gésterimi, Split Fibonacci Oktonyonlari



ABSTRACT

SPLIT OCTONION ALGEBRA
MSC THESIS
ADNAN KARATAS
PAMUKEKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. SERPIL HALICT)

DENIiZLIi, JUNE 2016

In this thesis, our aim 1s to investigate octonion and split octonion algebras
detailly and give matrix representations for split octonion algebra. In addition, we
investigate split Fibonacci octonions and split Lucas octonions. In this manner;

In Chapter 1, notations are given that will be used throughout the study.

In Chapter 2, firstly quaternions then octonions are investigated detailly.
Split octonion algebra, which is a special case of octonion algebra, is investigated
and generalized cases for these algebras are considered.

In Chapter 3, for split octonion algebra, vector matrix representation which
defined by Zorn is investigated. Also, definition and examples of Zorn matrix
representation for real octonion algebra are given in this chapter.

In Chapter 4, split Fibonacci and Tucas octonions are investigated. Zorn
matrix representation for these octonions is used by us for the first time.

Finally in Chapter 5, the results obtained from our thesis are remarked.

KEYWORDS: Quaternion Algebra, Octonion Algebra, Split Octonion Algebra,

Zorn Matrix Representation, Split Fibonacci Octonions
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1. GIRIS

1.1 Tarihce

Cebir ile ilgili bilinen en eski yazili kaynaklardan birisi 9. yiizyilda yasamig
olan Ebii Cafer Muhammed bin Misa el-Harizmi nin, “El’Kitab’il-Muhtasar fi
Hisab’il Cebri ve’l-Mukabele” (Cebir ve Denklem Hesab1 Uzerine Ozet Kitap)
kitabidir. Bu kitap, bugiinkii cebirin temellerini  atmakla birlikte, cebirsel
hesaplamalarda kolaylik sunmugtur. Ayrica bu kitap, sonuglart her zaman pozitif

¢ikacak sekildeki, lineer kuadratik denklemlerin ¢oztim ile ilgili bilgileri de igerir.

Cebir, Harizmi nin 12. ylizyilda Latinceye gevrilen kitab1 ile birlikte Avrupa
va vayilmaya baglamigtir. Gerolamo Cardano, 16 yuzyilda yazdigi “Ars Magna”
(Buytik Sanat) adli kitabma baglarken “Bu sanat Arap Musa’nin oglu Muhammed
(Harizm1) ile bagladi. Bu ifademin giivenilir bir sahidi Pisa’h Leonardo’dur.” der.
Avyrica Ars Magna daki denklem ¢oztimu ile ilgili bilgileri, Tartaglia ve Ferro dan
ogrendigini de vazar (Sertéz 2015). Cardano, lineer kiibik denklemlerin ¢ozimu ile

ilgili bu kitabinda “toplamlar1 10 ¢arpimlart 40 olan iki sayr bulunuz” sorusunun

cevabr olarak bu iki saymmmn 5+ v—=15 ve 5—+v—=15 sayilant oldugunu soyler
(Merino 2006). Dolayisiyla iki boyutlu karmasik sayi cebrinin ilk kargilagildigi
kaynaklardan birisi bu kitaptir.

Dort boyutlu kuaterniyon cebirini tamimlayan Hamilton, karmagik sayilar ile,
iki boyutlu dizlemin iligkisini ¢ok iyi bildigi i¢in Gi¢ boyutlu uzaylarla iligkilendirmek
amaciyla ti¢ boyutlu bir cebirsel yapr aramustir. Bu arayigini ogluna yazdigi bir
mektupta su sekilde ifade etmigtir. “1843 yilinin Kasim aymin ilk giinlerinde, her
sabah kahvaltiya gelirken, kardesin William Edwin ve sen, bana hep aynm soruyu
sorardiniz. ‘Baba, tgliileri ¢arpabildin mi ?°. Ben ise tizglin bir kafa sallama ile birlikte
cevap vermek zorunda kalirdim, ‘havir, onlar1 sadece toplayip, ¢ikarabiliyorum’.”
Hamilton 1n mektubunda belirttigi ticlii garpim i¢in, karmagik sayilara benzer sekilde
iki sanal birim ve bir reel birim kullanarak, bir ¢garpim kurali olugturmaya galigmistir.

Bu durumda olusacak problemlerden birini ifade edelim.

1



a,ﬁ,]/ € R, iz = _]-: jz = _11 _L(U) = _izj :jj
ij=a+iff +jy,
j=pF—ila—ijy=ia—fF—(a+if +jy)y.

Dolayisiyla, yukarida reel olarak tanimlanan y igin, y2 = —1 elde edilir ki bu bir
celigkidir. Hamilton, bu durumun astesinden dort boyutlu kuaterniyon cebirini
tamimlayarak gelmigtir. Hamilton in buldugu ve aklina geldigi an tizerinde bulundugu

kopruntin tizerine kazidig1 ¢arpma kurali ise agagidaki gibidir;
i?=j*=k?=ijk=-1.

Hamilton yukaridaki esitligi farkettigi ani, yaptig1 bir konugmasinda, su gekilde ifade
eder, “O yer ve zamanda, diigiincelerimin olusturdugu devrenin kapandigini hissettim.
O devreden digen kivileimlar i, j, k arasindaki temel bagintiydi ve bu baginti benim

onlart her zaman kullandigim gibiydi.”

Kuaterniyonlanin fark edilmesinden sonra, bu say1 kiimesi Dublin de zorunlu
ders olarak verilmigtir ve bilim gevrelerince ¢ok dikkat gekmigtir. 1848 yilinda ise
konumuzla da ilgili olan bélintilii (split) kuaterniyonlar, J. Cockle tarafindan

tamimlanmigtir. Bu tanimda baz elemanlarimin bir birleri ile iligkisi agagidaki gibidir,
i2==1ve j2=k*=1.
Caligma boyunca boliintil yerine daha ¢ok kullanilan split ifadesini kullanacagiz.

Hamilton bu kegfi sonrasinda, yakin arkadasi John T. Graves e yazdig bir
mektubunda kuatemiyonlardan bahseder. Graves, kuaterniyonlan kegfederek sanal
clemanlarin sayisini, birden tige ¢ikaran Hamilton a iltifatlarda bulunduktan sonra
govle bir soru yoneltir, “Simyan ile 3 poundluk altin tretebiliyorsan, neden durasmn
ki?” Bir boyutlu, iki boyutlu, doért boyutlu cebirler arasindaki iligkiyi fark eden Graves,
sekiz boyutlu oktonyon cebirini tamimlamigtir. Bu durumu daha da genellestirmeye
galigmig ve 2™, n pozitif tamsayr olmak tizere, boyutlu cebirleri genel olarak
tamimlamaya caligmigtir. On alt1 boyutlu cebirde karsilagtigi, sifir bolenler sebebiyle
2™ boyutlu cebirlerin tanimlanabileceginden siipheye diigmustir. n = 0,1, 2,3 olan
cebirlerle daha ¢ok ilgilenilmesinin sebebi, sifir bolen igermemeleridir. Oktonyon ve

kuaterniyon cebirleri arasindaki farklan inceleyen Hamilton, oktonyonlarin gu an



birlesme 6zelligi  olarak  adlandinlan "A.BC = AB.C = ABC" , Ozelligini
saglamadigini, mektubunda Graves e yazmigtir. Birlesme 6zelliginin ilk tanimi ise o
an yapilmig olur. Hamilton, arkadas1 Graves in tanimladigi oktonyonlar1 yaymlamayi
teklif etmig fakat unutmustur. 1845 yilinda, bagka bir konu ile ilgili makalenin ek

kisminda, Cayley oktonyonlar1 tammmlamistir. Bu sebeple oktonyonlar, bazi

kaynaklarda Cayley sayilari olarak isimlendirilir.

Kuaterniyonlar bulundugu zaman bilim diinyasinda ¢ok buiyiik bir etkisi
olmugtur. Fakat oktonyonlar kisa streli olarak dikkatleri ¢ekmistir. (Baez 2001).
Oktonvonlar, bugiin atom alt1 fizigin geliymesiyle ve diger kullanim alanlar1 sayesinde
tekrar giindeme gelmeye baglamistir. Ulkemizin énemli bilim adamlarmdan Prof. Dr.
Feza Gursey in, oktonvonlan kullanarak pargacik fizigine yaptigi katkilar: vurgulamak
gerekir (Gunaydin ve Gursey 1973). Diger kullamm alanlarindan bazilari ise Bott
periodicity (Baez 2001), stipersimetri ve Lie gruplar olarak siralanabilir (Glrsey ve

Tze 1996).

1.2 Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmm 1.2.1: R # @ olmak tuizere, (R, +, - ) cebirsel yapist, agagida belirtilen sartlari
saglhiyorsa, bu yapiya bir halka denir. Bu yapida kullanilan ikili iglemlere, sirasi ile,

toplama ve garpma denir (Akkag ve dig. 1998).
Ry) (R,+) degigmeli gruptur.
R,) Carpma iglemi birlegmelidir.
R3;)Her x,y,z € R igin
x-(yv+z)=x-yv)+(x-z) ve (x+y)-z=(x-2)+ (y-z)dir.

Kolaylik olmasi agisindan bazi verlerde (R,+, -) halkasim sadece R harfi ile

gostereceiz.

Tanmmm 1.2.2: (R,+, ) ve (R’, #, X) iki halka olmak iizere f: R = R’ fonksiyonu

verilmig olsun. Her x, v € R igin

fx+y)=f&)*f(y)



fley) = f(x) X f(¥)

gart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna halka homomorfizmasi ad1 verilir. Birebir ve 6rten

homomorfizmaya ise, izomorfizma denir (Akkag ve dig. 1998).

Tanmmm 1.2.3: x ve ¥ R halkasinin iki elemani olsun. x # 0 iken x -y = 0 olacak
gekilde y # 0 elemam varsa, x elemanina sol sifir bolen, y elemanina sag sifir bdlen

denir. Sag sifir bolen, sol sifir bélene egit oldugunda sadece sifir bélen olarak

adlandirilir (Akkas ve dig. 1998).

Tanmmm 1.2.4: R halkas1 ikinci igleme gore degisme ozelligine sahipse, bu halkaya
degismeli halka denir. Ayni gekilde R halkasinda ikinci islem birim elemana sahipse

bu halkaya birimli halka denir (Akkag ve dig. 1998).

Tammm 1.2.5: R birimli ve degigmeli bir halka olsun. R halkasinda sifir bdlen voksa
bu halkaya tamlik bolgesi denir (Akkag ve dig. 1998).

Tamim 1.2.6: R halkasinda, sifirdan farkli her elemanin tersi varsa, bu halkaya bélme

(division) halkas1 denir (Akkas ve dig. 1998).

Tamim 1.2.7: R halkasi, sifir elemani harig, ikinci igleme gore degigsmeli grup ise bu

halkaya cisim denir (Akkasg ve dig. 1998).

Tanm 1.2.8: (V, §) degismeli grup, (F,+, .) ise bir cisim olsun. V tizerinde
O:FxV -V
(q,v)2a@v

iglemi agagidaki sartlar1 saghyorsa, V ve (F, +,.) cismi tizerinde, vektor uzayi denir.

1. VaeFvevVYveVign; a(Qvev

ii. Va€eFveVuvelV igin, a®Qudv)=>@Ou) P (a@rv)
iii. VabeFvevVveVigin; (a+b)OQv=>@Ov)d (b Ov)
iv. VabeFveV veVign; (ab) Ov=a® (O

V. 1 eFvevv eV igin 1GOv=w

ve (FF,+, .) cismi tzerindeki V wvektér uzavi, ((V, @), (F,+,.), () bigiminde
gosterilir (Akkag ve dig. 1998).



Tanim 1.2.9: V vektdr uzayi olsun. V tizerinde agagidaki ikili iglemi tanimlayalim.
R:VxXV-=V
(mv)»u®v

Bu iglem, agagidaki gartlari saglivorsa V uzayma, [F cismi tizerinde bir cebir denir.

i. Vae€eFveVuveVigin, @CuwRr=a@® (uRQv)
ii. VYu,v,w €V igin; uRQBw)=u®v)d (u®w)
iii. Vu,v,w €V igin; B r)Qw=u@w)d (v w)

ve F cismi tizerindeki V cebiri ((V, @),(F,+, .), ©, &) bigiminde gosterilir
(Akkag ve dig. 1998).

Dikkat edilmelidir ki, cebir tamiminda bilinenin aksine, birlesme 6zelligini bir gart

olarak belirtmedik.
Tamim 1.2.10: n-kuadratik form, n degiskenli 2. dereceden homojen bir polinomdur
ve F cismi Gizerinde tanmimh n-kuadratik form asagidaki gibi gosterilir,

n

n

fG o) = fO) = D > @apmay; ay € F.
=1 j=1

FF cisim oldugundan, x;x; = x;x; olur. Bu nedenle

2.

n
j=1

[Nl

Filogs3s wenXn) = Z

n
(aij + aﬁ)xixj
=1

olur. Ayrica, f ile gbsterilen kuadratik formun matris gosterimi (My);; = %(ai 5+ )

bigiminde vazilabilir (Sham 2008).

Tammm 1.2.11: Kuadratik dontigtim, Q(x) olarak gosterilir ve asagidaki gibi

tamimlanir, x € F olmak tizere,
Qr(x): F* - F, Qr(x) = x"Msx

dir (Sham 2008).



Tanmn 1.2.12: Bilineer form,
Bp F'x F* > F

_ [Qf(x + ) —Qrp(x) - Qf(y)]
2

Bf(ny)

olarak tanimlanir. n-kuadratik form ile tanimli kuadratik déntigim ve bilineer form
arasindaki iligki agagidaki gibidir,

_ [Qf(x +x) — Qp(x) — Qf(x)] _

Br(x,x) 5 = Qr(x)

Ayrica, F™ vektor uzayi ile By bilineer formu ile olusan (IF'“, Bf) ikilisine, kuadratik
uzay denir (Lam 2004).

Tanim 1.2.13: Q¢ (x) Kuadratik doniigimii tizerinde, x # 0 igin Qz(x) = 0 oluyorsa
bu kuadratik forma, izotropik form denir. x # 0 ve her x € F igin Qf(x) # 0

durumunda ise, bu forma anizotropik form denir (Springer ve Veldkamp 2000).

Tanmmm 1.2.14: Qf ile iligkili By bilineer formu igin, her y € F ve By(x,y) =0
olmast, x = 0 olmasint gerektiriyorsa, bu Q¢ kuadratik forma bozulmamig form denir

(Springer ve Veldkamp 2000).

Tammm 1.2.15: A bir cebir olsun ve bu cebir tizerinde bozulmamig kuadratik form

N(k) olsun. ¥ k4, k, € A igin,
N(kikz) = N (k)N (k2)
esitliini saglayan cebire, kompozisyon cebiri denir (Springer ve Velkamp 2000).

Tamim 1.2.16: Herhangi bir A cebiri tizerinde tanimhi bir involiisyon asagidaki gibi
tamiml bir fonksiyvondur (Iewis 2006).

A mn her x ve y eleman i¢in, 6: A = A
) ox+y)=o(x)+a(y),
i) o(xy) = o(y)o(x),

iii)y o(o(x)) = x.



Tanmm 1.2.17: V bos olmayan bir kiime olsun. d:V X V — R fonksiyonu igin
asagidaki sartlar saglaniyorsa d ye V tizerinde bir metrik denir. Ayrica (V, d) ye bir
metrik uzay denir (Bayraktar 2000).

D dxy)=0 &x=y,
i) d(x,y) = d(y, x),
i) d(x,y)<d(x,z)+d(zv).

Tamm 1.2.18: (V,d) ve (V',d") iki metrik uzay olsun. f:V — V' doéniigimi

uzakliklari koruyorsa yani

d(xy) = d'(f (0, f(¥))

esitlidi saglamiyorsa, f ye izometri denir. Ayrica, tamimlanan [ izometrisi aym
zamanda tlzerine ise, f ve izometrik izomorfi denir. (V,d) ve (V',d") uzaylar

arasinda izometrik izomorfi varsa, bu uzaylara izometrik uzaylar denir (Bayraktar

2000).

Tanim 1.2.19: Kronecker delta tensora, iki indish ve iki degerlikli olup agagidaki gibi
tanimlanir (Oztiirk 2012).

5 _{1 [+ ] ise
H70 i=] ise

Tammm 1.2.20: Levi-Civita tensori, ti¢ indish ve ti¢ degerlikli olup asagidaki gibi
tanimlanir (Oztiirk 2012).

(L, ], k) siralamasi (1,2,3) diziliminin ¢ift permiitasyonu ise, &;;; = 1,
(i, ), k) siralamast (1,2,3) diziliminin tek permitasyonu ise, &, = —1,
(4, j, k) siralamasinda herhangi iki indis ayni ise, &5, = 0 yazilir.

Tanmmm 1.2.21: 4 boyutlu reel kuaternion cebirini tanimlamak i¢in, taban
elemanlarinin garpim tablosunu verelim. Reel kuaterniyon cebirinin taban elemanlan
{1,i,j, k} kimesidir. Taban elemanlarinin ¢arpim tablosu ise asagidaki gibi

diizenlenebilir;



1 i f k

1 1 i ke
i i ==, k —i
=g | =1 i

k k f —i | =1

Tabloe 1.1: Kuaterniyon Carpim Tablosu

Tablo 1.1 den agik¢a gortilebilecegi gibi
=i =k?=ijk=-1, ij=—ji, jk=—kj, ki=—ik
dir. Herhangi bir reel g kuaternionu, a; € R olmak tGzere taban elemanlart yardimi ile
g = agl+ a.i + a,j + azk
olarak yazilir (Sham 2008).

Tammm 1.2.22: Genellestirilmig kuaterniyon cebirinin taban elemanlarinin {1, i, j, k}

karelert;

iz = a, jz = ﬁ: (U)z = —CL’[))

olmak tizere, genellestirilmis g kuaterniyonu g = agl + aqi + a,j + azk olarak

yazilabilir ve bu kuaterniyonlar i¢in ¢arpim tablosu agagidaki gibi diizenlenebilir;

1 i i k
1 1 i j k
i i a k aj
j =k | B | —Ppi
k k | —aj | Bi | —af

Tablo 1.2: Genellestirilmis Kuaterniyon Carpim Tablosu

Genellestirilmig kuaternivon cebirinin tanimlandigi cisimi ve a, f degerlerini

ifade etmek i¢in agagidaki gosterim kullanilabilir



)

Bu yazima gore reel kuaternion cebiri ise

(=)

olarak yazilabilir (Lewis 2006).

a,f

Tamm 1.2.23: (T) cebirinin, herhangi bir g elemani, ¢ = bgl + byi + byj + b3k

olup, g elemaninin eglenifi g agagidaki gibi tanimlanir (Sham 2008);
q = bo]. - bll - sz - b3k
Tanim 1.2.24: (%) cebirinin herhangi bir g elemaninin normu,

N(q) = q4 = qq = b; — abi — Bb; + afib3

olarak tamimlanir. Aslinda norm by, by, b, ve b5 degiskenlerine gbre bir kuadratik

formdur. Dolayisiyla
<1l-a-Faf >
bigiminde gosterilir (Sham 2008).

Genellegtirilmig kuaterniyon cebirin yapist ile ilgili asagidaki teoremleri

verelim.

Teorem 1.2.1: F=Rve a < 0, § < 0 olarak segildiginde elde edilen kuaterniyon
cebiri, reel kuaterniyon cebiri olan H va izomorftur. ¢ ve f sifirdan ve &nceki

durumdan farkh olacak sekilde secildiginde olusan cebir split kuaterniyon cebiridir

(Lewis 2006).

Ornek 1.2.1: F = R olarak secildiginde ve @ = —1, 8 = —1 se¢ildiginde olusan
cebir, reel kuaterniyon cebiridir. Ancak, & = —1, f# = 1 olarak secilirse olusan cebir,

Cockle tarafindan tanimlanan, split kuaterniyon cebirdir.

Teorem 1.2.2: F = C olarak se¢ildiginde ve sifirdan farkli o ve f§ degerleri i¢in elde

edilen cebir, split kuaterniyon cebirine izomorftur (Lewis 2006).



Ornek 1.2.2: (_1'_1) olarak gosterilebilen kuaternivon cebirinde, g = z; + 2,64
clemaninda skalerler karmasik sayi cimindendir ve @ = —1, f = —1 dur. Belirtilen g
elemant i¢in N(q) = qf = (21 + z21) (27 — 73€q) dir. 27 = 1 ve z, = —{ segilirse,

N(g) = 0 olur. Bu durum ise belirtilen cebirin izotropik forma sahip oldugunu

gosterir, yani ( 1) cebiri split bir cebirdir.

Teorem 1.2.3: F cismi, sonlu cisim olarak secilirse olugan cebir, split kuaterniyon
cebirine izomorftur (Lewis 2006).

1,-1

Ornek 1.2.3: F = Z, olarak secilirse yani (_Z

) kuaterniyvon cebiri segilirse, bu

cebirde gy = 1+ 2j + kve g, = 2i + j + k olarak alinan iki kuaternivonun garpimi
q19, = 0 dir. Dolayisiyla, secilen cebir sifir bdlen igerir, yani split kuateniyon cebir

olur.
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2. OKTONYONLAR VE SPLIiT OKTONYONLAR

Oktonvon cebiri, reel savilar tizerinde tamimli, birlegsmeli olmayan fakat
alternatif, flexible, kuadratik, kompozisyon cebiri olan, 8 boyutlu béliim cebiridir.

Dolayisiyla her x, y oktonyonu igin

(xx)y = x(xy), (xy)x =x(yx), (yx)x = y(xx)

7 X 7 2
x :W’ x“—=2Re(x)x + |x[* =0, |xy|=|x||y|

esitlikleri gegerlidir.

Oktonyon cebirinin  taban elemanlan {e; = 1,e;,e,, €3, €4, €5, 8¢, €7}

geklindedir. Bu taban elemanlarmin ¢arpim kurallar1 Tablo 2.1°de verilmistir.

€ e1 e e €y ex €q ey
€y 1 eq e, €3 €y eg €g e,
e, e, -1 €3 —e, ex —ey | —ey €g
= €- —e; | —1 eq €g e —ey | —eg
€y e, e, —-e; | —1 e —ey ex —e,
e, €, —ez | —eg | —e; | —1 e, e, ey
ex eg €4 —ey €¢ —e; | =1 | —es e,
€g €¢ e, €, —e; | —e, €3 -1 | —e
€7 e —eg €c €4 —e3 | —es eq -1

Table 2.1: Oktonyon Carpim Tablosu

Tablodan da agikca goriilebilecegi gibi oktonyon cebirinin taban elemanlar agagidaki
gartlar1 saglar.
vi, je{l2 ..,7}igcin

o egf=—-1veey®=1,

11



*  giep = epe; = €y,

» [+ jiken g; ve ¢; tabanlari ters degismelidir; e;¢; = —e;e;.

Dolayisiyla, bu tanimdaki {1, e;, e,, €3} taban elemanlarindan olusan kiime,
kuaterniyon cebirinde taban olan {1,{,, k} kiimesinin tiim 6zelliklerine sahip olur,
yani, oktonyon cebiri, kuaternivon cebirimi kapsar. Ayrica {1,e;,e,, e;} taban
clemanlar1 kiimesi ile kuaterniyon cebirinde taban olan {1, i, j, k} kiimesi arasindaki
iliskiye, {1,eq,eq4,e5}, {l,e1,e7,€6}. {12,485}, {L,e2,65,e5}, {1,e3,e4,€7} ve
{1,e3, e, 5} taban elemanlarn kiimesi de sahiptir. Yukarnida belirtilen taban
elemanlarindan olugan 7 taban klimesi ile kuaterniyon cebiri olusturulabilir (Sorgsepp

ve Lohmus 1978).

Oktonyon cebirinin baz elemanlannin ¢arpimimin bagka bir sekilde ifadesini

Kronecker delta ve Levi-Civita tensdrleri yardimiyla verelim.

7
eiej = —5ij€0 +Zfijk€k, 1< i,j <7.
k=1
Burada kullanilan fij,, Levi-Civita tensdriiniin benzeri bir tensordir. f;; tensord,
(1, 2,3) sayillariin dizilimi yamsira (1,4,5),(1,7,6),(2,4,6),(2,5,7),(3,4,7) ve

(3, 6,5) sayilarmin dizilimine gore de 1, —1, 0 degerlerinden birini alir.

Fano diizlemi yardimiyla oktonyonlar1 tanimlamak igin, dnce oktonyonlarin alt
cebiri olan kuaterniyon cebiri incelenir. Kuaterniyon cebiri bilindigi gibi {1,i,/, k}

taban elemanlari ile kurulan bir cebirdir ve ¢arpim tablosu Tablo 2.2 deki gibidir.

k| k| | =-i]-1

Tablo 2.2: Kuaternmyon Carpim Tablosu
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Oktonyonlara benzer olarak, kuatemiyon taban elemanlarimn carpmmi

Kronecker delta ve Levi- Civita tensdrleri yardimiyla verelim.

3
Eié‘!j = —Sijﬂ'g + Z E;-jkek, 1= -':,J" = 3.
k=1

Kuaterniyon taban elemanlarinin ¢arpimi i¢in, Fano diizlem gosterimi Sekil 2.1

deki gibidir.

Sekil 2.1: Euaterniyvenlar Ipin Fano Diizlem Gésterimi

Oktonyonlar i¢in Fano gésterimi, Sekil 2.2 de verilmigtir ve her bir dogru
parcasindaki veya ¢emberdeki 3 eleman, kuaterniyon cebirinin Sekil 2.1 deki Fano
gdsterimini olugturur. Yani, {i, f, k} kiimesinin elemanlan yerine, sirasiyla {e-, e;, e}

kiimesinin elemanlan alinarak $ekil 2.1 olusturulabilir.

,r"'r-, --;\.
(e )
/ \
4 Ny
?.f Ny
r i I N
o N_
—d - »
¢ | ' E.’_:
S Y o
/ |'V e
£ e | "
n('f A g i 4 A A |
N M i b
"\.
- "

N

Sekil 2.2: Oktonyonlar Ipin Fano Dizlem Gésterimi
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sekdl 2.2 deld Fano dizlem gésterimi ile olugan, oktonvon cebirinin
olugturdugu carpim tablosu, Tablo 2.1 deld carpam taklosu ile ayni dir. Oltonyon cebiri
ipin olusturulan Fane dizlem gésterimai, g taban elemanina sahip cizgiler ve g taban
elemanina sahip cemberden olugur. Bu gésterim, secilen pizgl veya cember izerindely
taban elemanlarinin birkirlenne gére durumunu aralanindald ok 1zarett vardimi ile
wertt. Fano dizlem gésterimi, oktonvon carpim  tablesundald  bircel bhilgiwi

iperdiginden ve kolay hatirlanabil diginden kullaniglh bar géstenmdir,

Cktonvon cebin ipin olusturulan, Sekil 2.2 dekd, Fano dizlem gésterimi tek
degildir. Dolawsivla, carpim tablosu da tek dedildir. Ancak, izomorfizm a yardimiyla

reel oktonvon carpiminin tek oldugu gésterilebalir,

cimdi, farkli bir Fane dizlem géstenmi ve bu gésterime karslik gelen carpim

tablosu érnedi verelim,

Sekil 23: Oktoryonlar Ipin Fano Ditzlem G sterimi

welal 2.3 te verilen Fano dizlem gésterimi vardimivla olusturulabilen carpam

tablosu agafidali gibi dir.



€y ey ez e €4 es g ey
€p 1 eq eo es €s ex g ey
e e -1 €4 ey —e> g —eg | —ey
e, e, —e, -1 eg e1 —e3 e —eg
€3 €3 —e; | —eg -1 €g e, —e, ey
€y €y e, —e; | —eg | —1 e es —ex
e e —€g €3 —e, | —e; | —1 ey €y
eq eq e —ey ey —e; | —eq -1 e,
ey ey eg -2y ex —ey | —ex | —es -1

Table 2.3: Oktonyon Carpim Tablosu

Simdiye kadar oktonyon ¢arpimim hesaplayabilmek icin birkag farklh yontem
verdik. Simdi ise Cayley-Dickson ydntemini tanitip bu yontem yardimiyla oktonyon

carpimint farkl bir gekilde ifade edelim.

Hamilton, kuaterniyonlan karmagik sayilardan olugan sirali ikililer olarak
diugtinmustiir, bu dugtince genellestirilerek Cayley-Dickson yontemi olusturulmustur.
Bu yoéntemde, toplama iglemi taraf tarafa yapilir ve ¢arpma iglemi ise agagidaki gibi

tanmimlanir;
(a,b)(c,d) = (ac — db,ad + cb).
b ve @ sirastyla b ve a sayilarinin eslenigidir.

Cayley-Dickson yontemi yardmuiyla 1 boyutlu reel savilardan, n pozitif
tamsavi olmak tizere, 2™ bovutlu cebirler olusturulabilir. Yani, reel sayilardan

baglanarak, siras1 ile karmagik sayilar, kuaterniyonlar ve oktonyonlar olugturulabilir.

Asagidaki iglemler vardimivla, reel sayilardan olugan sirali ikililerden

karmagik sayilar olugturulabilir. Her z karmagik sayisi ve r; reel sayilar i¢in

z = (r,13)

sirali ikilisinin ¢arpma iglemi

(r, 12) (3, 1a) = (ryr3 — rarp, 1ivy + 1373)
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bigiminde tamimlanir. Dikkat edilirse bu ¢arpimda esglenik yoktur, ¢iinkii siral ikilideki

clemanlar reel sayilardir.

Karmagik sayilardan olugan sirali ikililer yardimiyla, kuaterniyonlar agagidaki

gibi olugturulabilir. Her g kuateniyon, z; karmagik sayilari ve
q = (21,2,)
sirali ikilisi igin
(21, 22023, 24) = (2123 — 2425, 2124 + 232,)

esitligi carpma iglemi olarak tanimlanir. Oktonyonlar ise, kuaterniyonlar yardimiyla

agagidaki gibi tanimlanabilir; k oktonyonu,
le=(q1,92); quq2 € H
sirali ikilisi igin
(@1, 42)(q3,94) = (9193 — 94Tz, TaGa + G3G2)

esitligi ¢arpma iglemi olarak tanimlanir.

Boylece reel sayilardan karmagik sayilar, karmagik sayilardan kuateniyonlar ve
kuaterniyonlardan oktonyonlar elde edilmis olur. Cayley-Dickson vonteminde dikkat
edilmesi gereken birkag énemli nokta vardir. Bunlardan ilki, sirali ikili yazimi ile yeni
bir sanal kisim olugturulmasidir, dolayisiyla Cayley-Dickson yontemi ile bir {ist cebire
gecerken yeni bir sanal eleman elde edilmig olur. Dikkat edilmesi gereken bagka bir
durum ise, ¢arpimdaki elemanlarin sirasidir, ¢inkii kuaterniyonlar degigmeli degildir
ve daha sonra olugturulabilecek cebirler de degigmeli olamaz. Dolayisiyla, oktonyon

cebiri, Tablo 2.1 deki ¢arpim tablosuna sahip olur.

Aksi belirtilmedikce, oktonyon cebiri veya sadece oktonyon yazildiginda,

Tablo 2.1 de ¢arpim tablosu verilen reel oktonyon cebiri belirtilecektir.
Asagida, oktonyon cebirinde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

Oktonyon cebirinin elemanlart 3,/ ,a;e;, a; € R olup, bu cebride toplama
islemi, k = X7_,a;e;, m = Y,_,b;e; olmak tizere,
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k+m=

L

7
a;e; + biei

0
bigiminde yapilir.
Skalerle ¢carpma iglemi ise agagidaki gibi tanimlanir;

vke®, Vvse Rigin L OXR-0O

Bu iki iglem yardmiyla, oktonyonlarin kiimesinin bir vektoér vzayr oldugu
gortlebilir. Herhangi iki oktonyonun ¢arpimu ise, Tablo 2.1 yardimiyla yapilabilir. Bu
carpim ile birlikte oktonyonlarin kiimesi bir cebir olusturur. Oktonyon cebirinin

herhangi bir elemani, iki kisma ayrilarak incelenebilir; k = ageg + Zi7=1 a;e; igin
k=S(k)+V(k),

esitliginde, S(k) ya k oktonyonunun skaler kismui, V (k) ya ise vektorel kisim denir.
Skaler kismu sifira egit olan oktonvonlara saf (pure) oktonyonlar denir. Saf
oktonyonlar, sadece vektdrel kisimdan olusan oktonvonlar olarak da tamimlanirlar

(Ward 1997).
Eslenik tanimi skaler ve vektorel kisimlar yardimiyla agagidaki gibi verilebilir.
E = S(k) = V(k) = aoeo = alel = a2€2 =uts = a7€7

Dolayisiyla, birinci tip involiisyon olan eglenik alma igleminin agagidaki

ozellikleni vardir:

Her k, m oktonyonu ve her s, t reel sayisi i¢in,

i. k=k V
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Norm tanimi, eslenik yardimiyla agagidaki gibi verillir.
N(k) =kk =kk = a2+ a? + a2 + a + ai + a: + a2 + a?.

Norm iglemi ise, agsagidaki dzelliklere sahiptir: Yk, m € O ve ¥V s € R igin
i. N(km)= Nk)N(m),
ii.  N(sk) = s®N(k).

Normun yukanidaki ilk dzelliginin kompozisyon cebirlerinde olmasi gereken
onemli bir 6zellik oldugunu belirtelim.

Norm vardimivla k& # 0,k € O igin ters eleman tanimi verilebilir.

ko
N(k)

Ters alma iglemi agagidaki egitlikleri saglar;

1. Sifirdan farkli her k, m oktonyonu igin

(km) 1 =m 1k

dir.

ii.  Her sifirdan farkli k& oktonyonu ve sifirdan farkli her s skaleri igin

1
) ==k
(sk)™ = =

dir.

Norm kavrami yardimiyla, oktonyonlarda ag¢1 kavrami ve De Moivre formiili

verilebilir.

Ny (k) = a§ + ai + a2 + a5 + a5 + a2 + a + a? olmak {izere,

S(k) Vk)
k= N(k) ( + )
VN N(k)

k=+N(k) (cos(Q) + sin(Q))

Vk)
v Ny (k)
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Yazilabilir (Ward 1997). Burada

cos(B) = (\/5%), sin(8) = (\/I%

dir.

N (k) = 1 olacak sekilde segilen herhangi bir oktonyonun, De Moivre formiili
agagidaki gibidir (Flaut ve Shpasivskyi 2015).

= (cos(@) + sin(Q)) = cos(n8) + sin(n#@).

V(k) V (k)
) Ny (0
Karmagik say1 cebirine benzer olarak, oktonyonlarda a¢1 ve kutupsal gosterim
kavramlari, oktonvon cebirinin geometrik 6zelliklerini incelemek igin kullanilir.
Oktonyon cebirinin geometrik 6zellikleri ve uygulama alanlar1 igin Ward (1997) ve
split kuaterniyon cebirinin geometrik 6zellikleri igin Kula (2003) kaynaklan

incelenebilir.

Asagida, oktonyon cebirinin diger normlu ve bolumlii cebirler ile

kargilagtirilmasi yapilacaktir.

Teorem 2.1: Normlu bolumli cebirler, yalmizeca R, €, H ve © dur (Schafer 1966).

Yukaridaki teorem, Hurwitz in 1898 wyilinda vyaymladifi makalesinde
ispatlanmigtir. Ayrica bu teorem Brahmagupta, Euler, F. Degen, Lebesgue gibi birgok
matematikcinin Gzerinde ¢alistigi, kareler toplami 6zdesliginin olugsmasinda dnemlidir.
Istenirse, Dickson (1919) tarafindan derlenen ve teoremin ispatlandign makale
incelenebilir. Simdi, bu normlu ve boélimla cebirlerin cebirsel farkliliklarindan

bazilarini inceleyelim.

Gergel sayilar cebiri ile karmagik sayilar cebiri arasindaki fark, ilk kez sanal
tabanm tanimlanmast ile olugan eglenik olma durumudur. Karmasik sayilar cebiri ile
kuaterniyon cebiri arasindaki fark ise, carpma islemindeki degisme ozelliginin
kuaterniyonlarda olmamasidir. Kuaterniyon cebiri ile oktonyon cebiri arasindaki fark
ise, oktonyon cebirinin birlesme 6zelligini kaybetmesidir. Bu farkliliklart ayrintili bir

gekilde incelemek ic¢in, Cayley-Dickson iglemi ile olugturulan cebirler arasindaki
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iligkiye bakilabilir. Burada belirtilen cebirler, sirasiyla gergel sayr cebirinden
baglayarak Cayley-Dickson iglemi vardimiyla elde edilebilir (Baez 2001).

Oktonyon cebirinin  birlegsme Ozelliinden oOnce birlesme  6zelliginin

seviyelerinin tanimlarim verelim.

Tanmm 2.1: A bir cebir olmak tlizere, Vx € A igin =, %3 xt gibi cebirin bir

elemaninin kuvvetleri tammlanirken dikkatli davranilmalidir, ¢linkii cebir tanimi
yvaparken birlesme 6zelliginin olmayabilecegine dikkat ¢ekilmistir. Birlegme 6zelligi

olmayan bir yapida,
(xx)x = x(xx),

benzeri bir esitlifin saglanmasinin garantisi yoktur. Kuvvet birlesmeli cebirlerde

agagidaki sart saglanir; her n,m € Z i¢in

Ty — Hn4m

olur. Bu sart1 saglayan cebire kuvvet birlesmeli cebir denir. Bagka bir kuvvet birlesmeli

cebir tamimi ise agagidaki gibi yapilabilir.

A cebirinin, tek eleman tarafindan tretilen bir alt cebiri birlegsmeli ise bu A

cebirine kuvvet birlegmeli cebir denir.

Kuvvet cebirlerinin sagladigi bagka bir 6zellik ise,

dir (Okubo 1995).

Simdi, birlegsme 6zelliginin bagka bir seviyesi olan alternatiflifin tanimim

verelim.
Tanmm 2.2: Ik kez Emil Artin tarafindan yapilan tanim asagidaki gibidir:

A cebirinin iki eleman ile tretilen bir alt cebiri birlegmeli ise, bu A cebirine
alternatif cebir denir. Herhangi bir A cebirinin alternatif olup olmadigm test etmek

icin,
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Vx,y € Aigin; (xx)y = x(xy), (xy)x = x(yx), (yx)x = y(xx)

esitliklerinden herhangi ikisinin saglanmasi yeterlidir. Bu tanimdan anlagilacag: tizere,

her alternatif cebir bir kuvvet birlegsmeli cebirdir (Okubo 1995).

Tanmm 2.3: Her x,y,z € A i¢in (xy)z = x(yz) ozelligini saglayan cebirlere
birlesmeli cebir denir. Bu bilinen birlegsmeli cebir taniminin yani sira, birlegsmenin

diger seviyelerine benzer sekilde bir tanimin verelim.

A cebirinin, G¢ eleman ile tretilen bir alt cebiri birlesmeli ise bu A cebirine

birlegmeli cebir denir.

Bu tanim yardimiyla, her birlesmeli cebirin alternatif cebir oldugu agiktir.

Dolayisiyla, her birlegsmeli cebir kuvvet birlesmelidir (Okubo 1995).

Alternatif bir cebir olan oktonyon cebirinin yapisii incelemeve cebirin

kuadratik formunu ve norm formunu inceleyerek devam edelim.

Tamm 2.4: N(k) = kk = kk bigiminde tanimlanan N: @ — F fonksiyonuna norm
fonksiyonu denir. Dikkat edilirse N (k)

N(k)=kk=kk=a5+ai+as+a5+ai+ai+ai+a>
olarak hesaplanir.
Norm form, a; degiskenlerine gore agagidaki gibi gosterilen kuadratik form olusturur,
=141,1,1,1,1,1, 13>
Bu tanimda sanal birimlerin karelert;
2 2

ff = =2 gs = 1

dir.

Buraya kadar yapilan tammlamalarda, oktonyon cebirinin genel 6zelliklerini

inceledik. Simdi ise, genellestirilmis oktonyon cebirinin tanimini verelim.
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ey eq e, es ey es e ey
eg 1 e e es ey ex g ey
e1 eq o €3 e, ex ey —ey —aeg
€2 €2 —€3 B —fe; €6 €7 Bey Bes
€3 €3 —ae; Beq —af €z xég —fes | —afle,
€y €y —eg —eg —ey T —me, —me, —7e,
es es —xe, —ey —eg ey —am me, ame,
¢ e e —fe, Bes me, —ne, —fn | —fine,
€y ey ae —fes | afle, e —ane, | fme, afit

Tablo 2.4: Genellestirilmig Oktonyon Carpim Tablosu

Yukaridaki ¢arpim tablosunda sanal elemanlarin kareleri asagidaki gibi secilip
genellestirilmistir (Flaut ve Shpakivskyi 2015)

Kuatermiyon cebirinin tizerinde tanimlandigi cismi ve sanal birimlerinin 6zelliklerini
agik¢a belirtebildigimiz gosterim olan (%) gosterimini oktonyonlara genigletelim

(Lewis 2006).

Herhangi bir F cismi tizerinde tanimlanmis oktonyon eclemam igin e? =

a,es = f3,eZ = m segilirse bu oktonyon cebirinin gosterimi agagidaki gibidir.

=)

Genel durum igin norm form agagidaki gibi ifade edilir.

N(k) = kk = kk = a§ — aa? — fa5 + afas — maj + anas + frnaé — afmas.
Bu norm forma kargilik gelen kuadratik form ise asagidaki gibidir.

<1,—a,—f,af, —n,an, fr, —afit >
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o, f§ ve m nin farkli degerleriyle olusan oktonyon cebirinin yapisi da degigebilir. Bu

durumu daha iy1 agiklayabilmek adina agsagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2: A = (“”E’H) ve A’ = (a "(I; <l ) olarak tanimli iki cebir olsun, agagidaki

ifadeler denktir.
i) A ve A’ cebirleri, izomorfik F cebirlerdir.
ii) A ve A’ cebirleri, izometrik kuadratik uzaylardir (Sham 2008).

Yukaridaki teorem, a, f§, w degigse dahi izometrik kuadratik uzaylara sahip
cebirlerin izomorfik cebirler oldugunu belirtir. Simdi ise oktonyon cebirine izomorfik

olmayan bir cebir 6rnegi verelim.

-1, 1,-1

Omek 2.1: F= Rvea = =1, § = 1, # = —1 olarak segilirse, k € ( ) igin

k =1+ e, olsun.
Ny =kk=(1+e)(1—e,)=0

=1, 1,=1

k # 0 iken N (k) = 0 olur. Bu durumda ( ) vapisi bilinen oktonyon cebirivle

es vapili degildir.

Sekiz boyutlu ancak reel oktonyon cebirine eg yapili olmayan bu yapiyi

incelemek igin bazi1 tamim ve teoremleri verelim.

Split kuaterniyon cebirinin ilk tanimi J. Cockle tarafindan 1848 tarihinde
yapilmigtir. Hamilton’in kuaternivon cebirini tamimlamasindan sonra Cockle sanal
birimlerin karelerinin aldigi degerleri degistirerek ilk boliinmiis (split) cebir tanimim

vermigtir. Bu tanim agagidaki gibidir.

Tanmmm 2.5: Kuaternivon cebirinin sanal birimlerinin karelerii = =1, j=1, k=1

olarak se¢ildiginde olugan cebire split kuaterniyon cebir denir (Cockle 1848).

Bu tanimdan sonra diger cebirlerde sanal birimlerin karelerinin sifirdan farkl
sayilar ile degigmesi sonucu olugan ve bolumli cebir olmayan cebirlere split cebir adi

verildi.
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Simdi ise, hangi durumlarda split oktonyon cebiri olugtugunu inceleyelim. Bu
incelemeyi oktonyon cebirinin norm formu yardimiyla ve tizerinde tanimlandigi cismi

inceleverek yapabiliriz. Genel oktonyon cebiri agagidaki gibi gosterilir.

)

Bu cebirin norm form gosterimi ise daha dnce deginildigi gibi

<1,—a-f8,aff,—n,on i, —afint >

seklindedir. Bu tammlamalardan sonra split cebirin 6zelliklerini inceleyen teoremleri

verelim.

Teorem 2.3: Herhangi bir kompozisyon cebirinin norm formu ya izotropiktir yada

anizotropiktir (Springer ve Veldkamp 2000).

[zotropik norm formu olan bir cebir sifir bolenlidir vani x € A ve x # 0 iken
N(x) = 0 dir, anizotropik norm forma sahip bir cebirin ise sifirdan farkli her
elemanmmn tersi vardir. Izotropik norm formu olan cebirlere split cebir, anizotropik

norm formlu cebirlere boliimlii cebir denir.

Teorem 2.4: Herhangi bir F cismi lizerinde tamimlanmig, 8 boyutlu kompozisyon

cebirlerinde, izomorfizmaya gore yalmz bir split cebir vardir (Springer ve Veldkamp

2000).

Bu iki teorem vyardimiyla, herhangi bir cisim tizerinde tanimli oktonyon
cebirinde split cebir varsa izomorfizmaya goére bir tanedir ve norm formu izotropiktir,

diyebiliriz.

Dolayisiyla split eebirleri incelemek i¢in tizerinde tanimlandiklar: cisimleri ve

norm formlarmi incelemek yeterlidir.

Teorem 2.5: F = R segilirse ve a < 0, f <0, 7 <0 durumunda, reel oktonyon
cebiri olusur, a, § ve m sifirdan ve belirtilen durumdan farkl segilirse split oktonyon

cebiri olugur (Springer ve Veldkamp 2000).

Ornek 2.2 F = R secilirse ve @ = —1, § = 1,7 = —1 olarak alindiinda teoremin
belirttigi sartlara gore split oktonyon cebiri olusur, yani olusan cebir, sifir bdleni olan
izotropik norm forma sahip bir cebirdir ve
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(—1, 1,—1)
R

olarak gosterilebilir. Sifir bolen 6megi olarak k = 1+ e, ve k = 1 — e, sayilar

almabilir.

Teorem 2.6: F cismi cebirsel kapali segilirse, olusan cebir split cebirdir (Springer ve

Veldkamp 2000).

Ornek 2.3: Cebirsel kapalilik, F cisminin sabit digindaki tim F[X] polinomlar1 igin
kok barindirdigimi ifade eder. F ile gosterilen cisim yerine, cebirsel kapali olan C

kompleks sayilar cismi se¢ildiinde olusan cebir, split oktonyon cebiridir ve

=)

olarak gosterilebilir. « = —1, f = —1, m = —1 alinarak olusturulan cebirde

k =z + Zzel, Z1,Zy eC
olarak tammmlansin. Skaler olan, z; = 1 ve z; = —i segilirse N(k) = 0 olur.

Teorem 2.7: F cismi sonlu bir cisim olarak segilirse, olusan cebir split cebirdir

(Springer ve Veldkamp 2000).

Ornek 2.4: p asal bir say1 olmak iizere, (Zyp, +, *) olarak gosterilen cisim ile

olusturulan cebir, split cebirdir ve

olarak gosterilir. p = 3 alinirsa olugan

(—1,—1,—1)
L

cebirinde, k = e, + e; + e, + e + ¢4 + e, sayisi igin k? = 0 olarak hesaplamir. k #
0 iken k% = 0 oldugundan sifir bolendir. Bu durum ise cebirin, split cebir oldugunu

gosterir.
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3. OKTONYONLAR VE MATRIS GOSTERIMLERI

Bu béliimde, oktonyon ve split oktonyon cebirlerinin matris gosterimlerini
incelevecegiz. Bilindigi gibi keyfi bir cisim tizerindeki herhangi sonlu boyutlu
birlegmeli bir cebir, cebirsel olarak matris cebirinin bir alt cebirine izomorftur. Yani,
F cismi Gizerinde sonlu boyutlu birlegmeli bir cebirdeki bir eleman, matrisler ile ifade
edilebilir. Dolayisiyla her bir kuaterniyon reel yada kompleks matris gosterimine
sahiptir. Ancak, oktonyon cebiri birlesmeli olmadigindan bilinen matris cebirine
izomorf olamaz. Kuaterniyonlar yardimi ile, oktonyon cebirinin Cayley-Dickson
yontemine benzer olarak olusturulan 8 X 8 lik sol matris gosterimini ve Zomn

tarafindan tanimlanan vektdr matris gosterimini inceleyecegiz.

Oktonyonlarin, 8 X 8 lik reel matris gosterimini tanunlayabilmek igin,

oncelikle kuatemiyon cebirinin matris gosterimlerini inceleyelim.

3.1 Kuaternivonlarmm Matris Gosterimleri

Kuaterniyon cebirinin, karmagik elemanlardan olusan 2 X 2 lik matrislerle

gosterimini incelevelim. Kuaterniyon cebirinin
q = agl + aqi + ayj + ask,

bigiminde tanimlanan elemani, matrisler yardimiyla agagidaki gibi ifade

edilebilir;
Q = aol + a]_A + azB + a3C,

bu gosterimde kullanilan 7, birim matris olup A, B ve € matrisleri agagidaki
gibidir;
_[t 0O 0 -1 [0 =i
A_[o B_[l 0]’ C_[—:: 0l

.|
—!

A, B ve € matrisleri yardimiyla agsagidaki gibi bir Q matrisi yazilabilir;
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_ a0+a1i _az_ a3i
- az—agi ao—ali |

Kuaterniyon cebirinin, 4 X 4 liik reel matrisler ile gbsterimini tanimlamak igin

kuaterniyon cebirinin elemanlarim ve kullanilacak matrisleri tanitalim.

Herhangi bir reel kuaterniyvon g elemani, taban elemanlart {1,,, k} olmak

tizere, ¢ = agl + a4i + apj + azk olarak tanimlanir

Belirtilen g kuaternivonu, 4 X 4 lik reel matrisler yardimi ile agagidaki gibi

gosterilebilir,

Q = aol + alA + azB + a3C.

Bu gosterimde kullanilan 1, A, B, C matrisleri “Hamilton sartlari” olarak da

bilinen agagidaki esitlikleri saglar.

AA=-1, BB=-I, CC=-],

AB=C, BC=A, CA=2B5,

BA=-=C, CB=-4, AC=-B.

Dolayisiyla, yukarida belirtilen gartlan saglayabilecek 48 farkli A, B, € Gglisii
yazilabilir (Farebrother ve dig. 2003).

A, B, C matrisleri i¢in yazilabilecek 48 farkli gosterimden ikisi agagidaki gibi

A, B, C isimlendirmesine uygun olarak verilebilir.

0 -1 0 0 00 -1 0 00 0 -1
4=t 0 0 0fp 00 0 1f . 100 -1 0
0 0 0 -1 10 0 0 01 0 0
001 0 0 -1 0 0 100 0
Ve
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0 1 0 0 0 0 10 00 0 1

a,=|"1 0 0 ofp _Jo 0 01, _|00 -1 of
o 0 0 -1 -1 0 0 0 01 0 ©
0o 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0

Verilen matrislere gore, Qq = apl + a1A; + azB1 + azC; olacak gekilde

secilen bir kuaterniyonun gosterimi agagidaki gibi olur.

g —a4 —az; =—das
|t @y —03 Az
Q1 = a; as Qg —aif

a3 —0 4 ag

Q, = agl + a4, + a; B, + a3C; elemam i¢in A,, B,, €, matrislerine gore
yazilan gdsterim ise agagidaki gibidir.
ag ap a as
—a, Gy —az a

Q2 = —a, a3 ap —aqf
_a3 _az al a’O

T -1,1 : . . .
Simdi 1ise, (T) split kuaterniyon cebiri i¢in matris gdsterimi tanimini

verelim. Split kuaterniyon cebrinin elemani olan g, agagidaki gibi ifade edilir,
q = agl + aqi + aj + azk.

Bu elemamin 2 X 2 lik matrisler yardimi ile gosterimi, / birim matris olmak
tizere, Q = apgl + a4 + a,B + a;C dir. Tanimlanan A, B, € matrislerinin agik ifadesi

agagidaki gibidir.

a=18 =) gle=[ 2

Bu matris gosterimi split cebirin 6zelliklerine sahiptir. Bu 6zelliklerden en

temel olani, birimlerin karelerinin aldig1 degerdir ve bu 6zellik matrisler ile agagidaki

gibi ifade edilebilir;

AA = -1, BB =1, cC =1
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O zaman, Q = ag! + 1A + a,B + a3C olarak secilen elamamin belirtilen

matrislerle gosterimi agagidaki gibidir.

_[a0+a3 a, + ap
Q= a; —a; ag—azl

Bu béliimde, reel ve split kuaterniyon cebirlerinin karmagik ve reel matris
gosterimlerini verdik. Bir sonraki bolimde oktonyon cebirinin sol matris gosterimini
verecegiz. Bu gosterim igin, reel kuaternivon cebirinin matris gosteriminden

faydalanacagiz.

32 Oktonyonlarm Matris Gosterimleri

Bu boéluimde reel ve split oktonyon cebirleri igin matris gosterimlerini
incelevecegiz. Bolim 3.1 de verilen kuaternivon cebirinin 4 X 4 lik matris gosterimi
yardimiyla, oktonyon cebirinin 8 X 8 lik reel elemanli sol matris gosterimini ve bu
matris  gdsteriminin  baz1  6zelliklerini  inceleyecegiz. Oktonyon cebirinde,
kuaterniyonlardan farkli olarak sadece sol matris gdsteriminden bahsetmemizin
sebebi, oktonyon cebirinin birlesme 6zelligine sahip olmamasidir. Ancak sol matris
gosterimi, oktonyon cebirinin sahip oldugu bazi dzelliklere sahip olmasi sebebivle
dikkate deger bir gosterimdir. Ayrica, sol matris gosterimine benzer sekilde sag matris

gosterimi de yazilabilir (Tian 2000).

k reel oktonyonu g’ ve g reel kuaterniyonlarnt yardimmyla, k = q' + q"e,
olarak tammlanir. g’ ve q" reel kuaterniyonlary, ¢’ = agey + a4 + aze, + ases,
q" = asey + aze; + age, + ase; olarak yazilabilir. Oktonyon cebirinin sol matris

gosterimini tanimlamak i¢in, kuaterniyon cebirinin reel matris gosterimi kullanilabilir.

q’ kuaternivonu Bolim 3.1 deki Q, gdsterimine gore asagidaki gibi vazilabilir;

a, —a, —a; —as
L ap —dasz a;
01 = ) az g —aq
a; —a; a, ag
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Bu gosterimde kullanilacak olan matris, @ matrisi, ¢" kuatemiyonuna ait Q

matris gosterimi yardimiyla agagidaki gibi hesaplanabilir.

Q:q = K4Q1K4

Yukaridaki denklemde kullanilan K, matrisi agagidaki gibi tamimhdir.

1
0
0
0

Belirtilen matrislerden vararlanilarak olugturulan M (k) matris gosterimi

agagidaki gibidir.

ao _al _az —a3 _a4 _a5 _a6 _a7
al ao _a3 az —as a4 a7 _a6
az a3 ao _al _a6 _a7 a4 aS

I " s
M) = Q1 —Qa|_laz —a; a4 Qg —ay Qg s g
( )_ rr f - 23 fe} [e} -1 - —-a
Ql QA 4 5 6 iz iy 1 2 3
az —ay i —dg aq g g —da,
g —07 —0Qy as a, —dj g aq
iy g —ag —ay g s —aq g

M (k) matrisi yardmiyla gosterilen k& oktonyonunun sol matris gosterimi

asagidaki ozellikleri saglar;
k, m oktoniyonlan ve r reel sayisi igin,

i k=m o M(k)=M@m)
ii. M(k+m)=Mk)+M(@m)
iii.  rM(k) = M(rk)
iv. M(1) =l
v. MTk)=Mk)
vi.  M2%(k) = M(k?)
vii,. MY = M(k)
viii.  M(kmk) = M(k)M(m)M (k)
ix. M(km)+ M(mk) = M(k)M(m) + M(m)M (k)
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k oktonyonunun sol matris gosterimi olarak tanimlanan M(k), Yongge Tian
(2000) tarafindan yazilan “Matrix representations of octonions and their applications”™

adli ¢aligmasinda detaylh bir gekilde incelenmistir.

Zor (1933), skalerler ve vektorler vardimiyla, split oktonyon cebirinin matris
gosterimini tanimlamistir. Bu tanim, bilinen matris gosteriminden farkli oldugundan
iki Zorn matrisinin ¢arpimi da bilinen matris ¢arpmasindan faklidir ve birlesme
ozelligine sahip degildir. Simdi, split oktonyon cebiri igin tamimlanan Zorn matris

gosteriminin tanimini verelim.

Tanmm 3.2.1: Kogegendeki elemanlan skalerler ve diger elemanlan ti¢ boyutlu
vektorler olan 2 X 2 lik Zorn matris gosterimi, k split oktonyonunun bilegenleri

kullanilarak agagidaki gibi ifade edilebilir.
k= agey+ ae4 + -+ ase;, ag aq, ., a; ER

ap + a, [ay +as a;+ag az+az]

A=
[—a; +as —a+as —az+ as] (g — Qg

k split oktonyonu i¢in olugturulan Zorn matris gosteriminin, A4, taniminda
kullanilan skalerlerin ve vektorlerin agik ifadesi agagidaki gibi olur.
a=ayg+as b=ay—a,
x=[a,+as a+ay, az+a;|, y=[—-a,+a; —a,+a, —az+a;]

Bu matris gosteriminde iki matrisin ¢arpmasi, bilinen matris carpimindan

farkhidir. Bu gosterimdeki matris ¢arpiminin tanimi asagidaki gibi verilir (Zom 1933).

[a x”c z]_[ ac+x -t az+dx+y®t
y bllt dl 7 ley+by—x®z bd+z-y

Yukarida verilen matris gosterimi i¢in bir oérnek olugturmadan 6nce, split oktonyon
cebirinin ¢arpim tablosunu verelim. Zorn matris gosterimi ve bu gosterime bagh

tanimlanan ¢arpma iglemine gore olugan ¢arpim tablosu Tablo 3.1 de verilmistir.
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€y eq ez e ey es g ey
eg 1 e, e es = ex g ey
eq e -1 es —e, | —ex €4 —eq g
e e —es | —1 eq —eg ey €y —ex
es €3 € —e; | =1 | —e; | —eg ex €y
€y €y ex €q e 1 eq e, €3
ez e —ey | —ey €g —e; L €3 —e,
€ e e —e, | —es | —e, | —ey 1 e,
= ey —eg e —ey | —es eo —e; 1

Tablo 3.1: Split Oktonyon Carpim Tablosu

Daha agik bir ifade ile Tablo 3.1 deki birimler, Zorn ¢arpiminin olusturdugu

cebirin birimlerine izomorftur.

Ornek 3.2.1: Zorn matris gosteriminin daha acik olmasi igin iki oktonyon secelim;
k, = 1ley — 2e, + 8e, + 5e; + 2e, — 7e; — S5e; + 9e,

ve
ko = 5eg—4e; + 7e, — 6es + ley + 2eg — 3eq + 8ey

oktonyonlarini alalim. Tablo 3.1 ile wverilen g¢arpim tablosu kullanilirsa, k,k,

oktonyonu agagidaki gibi hesaplanir.
klkz — 4‘660 - 9961 + 8882 + 75@3 + 84‘@4 - 8585 + 3066 + 115@7.

Simdi ise, Zorn matris gosterimini ve ¢arpimini kullanarak k4k, ¢arpimini

hesaplayalim. k4 ve k, oktonyonlarimin matris gdsterimi agagida verilmistir.

kl:[[—s E13 4] - —31 14]]
kz:[[6 —fo 14] -2 44 2]]
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Bu iki matris, belirtilen ¢arpma tanimi kullanilarak ¢arpma yapildiginda asagidaki

matris elde edilir;

130 [—184 118 190]

kika =114 —sg 40 —38

kq ile k, nin garpimu ki k, = apey + aqeq + aye, + azes + aze, + ases + ageq +
a-e; olmak tizere

ag + a, [a; + a5 a,+ag az+ ay]
[—a, +as —a+a, —az+a;] Ay — Qg

matrsi yvardimiyla hesaplanabilir. Yani,
ag+ay =130, ag—ay =-—38
olup ay = 46 ve a, = 84 degerleri bulunmug olur. O zaman vektorel degerler,
[ay +as a,+as az+ay]=[14 =58 40]
ve
[-a1tas —axt+as —az+a;]=[-184 118 190]

vardimi ile aq = =99, a, = 88, a; = 75, a; = —85, ag = 30, a; = 115 olarak

hesaplanir. Bulunan degerler, ¢arpim tablosuna gore yapilan ¢arpma ile aynidir.

Zorn matris gosterimi ve ¢arpimi, split oktonyonlart gostermede ve iglem
yapmada bazi kolayliklar getirmistir. Split oktonyon ¢arpim tablosunu bilmeyen bir
kigi, sadece nokta carpim ve vektorel garpim eklenmis Zorn matris gdsteriminin
carpma islemini kullanarak, split oktonyon garpimini hesaplayabilir. Ik olarak split
oktonyon cebiri gosterimi i¢in tanimlanan Zorn matris gosterimi, bazi degigiklikler
sonrasinda reel oktonyon cebirinin gosteriminde de kullanilabilir (Daboul ve
Delbourgo 1999). Reel oktonyon cebiri igin Zorn matris gdsterimi asagidaki gibi
tamimlanir (Smith 2006).

Tamim 3.2.2: k reel oktonyonunun Zorn matris gdsterimi agagidaki gibi verilebilir.

Z; M

0= [”2 Zy

] Z1,2, € C, vy, v, € C3.
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Reel oktonyonlarin taban elemanlarinin, Zorn matrisleri ile ifadesi agagidaki gibidir.

o= o : 0] A 0]]' =l o o - 0]]'
a= : 0] 700 es = | 0 ] Lo
= i (1) 0] B! e~} ; 0] * 00
=i : 1] T e It 0 il °0

Bu tanimda i = +/—1 elemamimin kullanilmasi sayesinde tiim sanal birimlerin
karelerinin —1 olmasi saglanmistir. Bu sayede reel oktonyon cebiri, Zorn matris
gosterimine benzer bir gekilde ifade edilebilmigtir. Taban elemanlarinin, yukarida
belirtilen matris gosterimlerini kullanarak, reel bir k oktonyonu asagidaki gibi
gosterilebilir;

ap + ia4 [—a1 + ia5 —a; + ias —as + ia']]

0= : . : _
[a, +ias a, +ia, as+ia;] ag —ia,

k, ve k, oktonyonlarinin Zorn matris gosterimleri 0, ve 0, olsun. 0 ve 0,

matrislerinin carpimi agagidaki gibidir;

Zy Ul][Z3 U3]_[ le3+U1'U4 VAR +Z4U1_U2®U4

0,0, = [ -
172 Uy, Z Uy Zy Vyiy + ZyUy + 1221 @ g ZyZy + Uy = U3
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Ornek 3.2.2: Onceki dmekte kullanilan oktonyonlari, bu érmek igin kullanarak iki

carpim sonucu arasindaki farki ortaya ¢ikaralim.
k, = 1ley — 2e, + 8e, + 5e; + 2e, — 7e; — S5e; + 9e,
ve
k, = 5ey—4e, + 7e, — 6e; + le, + 2e; — 3e; + 8e,
olmak tizere, Tablo 3.1 yardimiyla kqk,,
ki k, = =104e, — 73e; — 60e, + 13e5 — 62e, — 73e; + 18e4 + 149e,

olarak bulunur. Simdi ise, verilen matris tamimina gore k; elemam igin O ve k;

clemani i¢in O, matris gdsterimlerini bulalim.

0 _[ 1+ 2i [2—-7i —8-—5i —5+9i]]
7 [[-2=7i 8—=5i 5+09i] 1—2i ;
5 _[ 5+ 1i [4+1i —-7+2i 6—31’]]
2| [-44+1i 742 —6-3i] 5—1i '

Bu iki matrisin ¢arpimi, reel oktonyonlar i¢in tamimlanan Zorn matris carpma iglemine

gore hesaplandiginda asagidaki matris elde edilir.

—104 — 62i [73—-73i 60+ 18i —13+ 149i]

010 = [[—73 —73i —60+18i 13+ 149i] —104 + 62i

0, O, nin matris gosterimi {e;, e, ..., €7} bazlarma gore yazilirsa;
kl kz = _104‘80 - 73@1 - 60@2 + 1363 - 62@4 - 73@5 + 1866 + 14‘997

bulunur. Elde edilen sonug, ¢arpim tablosu kullanilarak elde edilen sonucla aynidir.
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4. SPLIT FiBONACCIi VE LUCAS OKTONYONLARI VE
BUNLARIN MATRIS GOSTERIMLERI

Leonardo Fibonacci Arap sayilarmmi, ondalik sayi sistemini ve tavsan
problemini Avrupa ya tagiyan ilk bilim insanidir. Yazdig1 Liber Abaci adli kitap, Arap
say1 sisteminden 6grendiklerini anlattiga bir eserdir (Koshy 2001).

Fibonacci say1 dizisi, baglangi¢ degerleri f; = 0, f; = 1 olarak alinan ve

fas1=fa+ faa

olarak ifade edilen bir say1 dizisidir. Fibonacci say1 dizisinin kullanildig1, kuaterniyon
ve oktonyon cebirlerinde bir ¢ok g¢aligma vardir. Bu ¢aligmalardan bazilar1 Halict
(2012), Halic1 (2013), Halic1 (2015), Kegilioglu ve Akkus (20135), Akkug ve Kegilioglu
(2015), Flaut ve Savin (2015) dur.

Fibonacci sayilarinin baglangig degerleri olan 0 ve 1 sayilar yerine, 2 ve 1
savilarinin alinmasi ile olugan say1 dizisine Lucas say1 dizisi, kisaca Lucas savilar
denir. Frangois Edouard Anatole Lucas, baglangi¢ degerlerini degistirerek elde ettigi
ve adinin verildigi Lucas sayilarini ¢alismig ve ¢ok sayida 6zdeglikler elde etmistir.

Lucas say1 dizisi ile Fibonacci sayi dizisi arasinda bulunan bagintilardan bazilarn
ln = fn—l + fn+1,
bn=fot2fn-1,

In = fasz — fn2

dir

4.1 Split Fibonacci Oktonyonlar ve Bunlarm Matris Gosterimleri

fn ler Fibonacci sayilarini ifade etmek tizere,

Op, = fo€o + fosr€1 + faazes + o+ fagses
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olsun. Og_ e, n. split Fibonacei oktonyonu denir. Bu tamimda kullanilacak olan split

oktonyon cebirinin ¢garpma iglemi, Tablo 3.1 de belirtilen ¢carpim tablosunun iglemi ile

ayni olacak gekilde secilmigtir.
Split Fibonacci oktonyonlarinin bazi ézelliklerini inceleyelim.

Op, n. split Fibonacci oktonyonunun eglenigi O_Fn agagidaki gibi tanimlanir.

7
O_Fn = OFn - an+ses
1

Op, n. split Fibonacci oktonyonu igin norm,
N(OFH) = OFnO_F}L = O_EﬁLOFn = fnz + f:$+1 + fnz+2 + fnz+3 - fnz+4 - fnz+5 - f:$+5 - fnz+7
olarak tammlanir.

Split Fibonacei oktonyonlart igin, Fibonacci sayilan i¢in gegerli olan énemli
bir 6zdesligi (Cassini 6zdesligi) hesaplayalim. Bilindigi gibi, Cassini 6zdegliginin
ifadesi agagidaki gibidir (Koshy 2001).

fo+rfa-1 — fnz = (-1

Oktonvon cebirinde degisme 6zelligi olmadigindan Cassini 6zdegligi agagidaki

sekilde de ifade edilebilir.
fo-tfoer — fo = (1)°
Simdi, split oktonyon cebirinde bu iki farkl Cassini 6zdegligini hesaplayalim.
Teorem 4.1.1 Split oktonyon cebirinde, Cassini 6zdesligi asagidaki gibidir.
i) OFnHOFn_l - 01%,1 = (_1)n+1A1
Ay =2—=2e1+4e3+ 10e, + 16e5 + 266, + 21e5.

11) Oanlan+1 - 01%?1 = (_1)n+1A2

Az =2+ 481 + 66‘2 + 4‘83 + 484 + 685 + 106’6 + 376’7.

Ispat 4.1.1 i) Ispat timevarm ile vapilmak istenirse;
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n = 1igin,
Of, Og, — Of-l =2—2e;+ 4e3 + 10e, + 166 + 26e45+ 21e,.
olarak bulunur.
n = k i¢in dogru oldugunu varsayarsak,
OFkHOFk,l - O.E"k = (_1)k+1A1
elde edilir.
n = k + 1 i¢in dogru oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.
Ok 0 = Ofs = (Orsy + Or ) (Orpyy = Ory) = Oy,
= sz'"kﬂ - OFkHOFkﬂ + OFkOFkJrl - OFkOqu - Oi‘%kﬂ
= OFkOFkH - OFkOFk_l - 01%,{ = = 1)k+1A1
=07, 0p,,, — Op (Op,_ + Op )+ (—1)F*24,
= O0r,0f,,, — Or,OF,,, + (—1)"*%4;
= (—1)**?4,
i1) Tumevarim kullanalim;
n=1icm,
FoF, — Ff = =2 — 4e, — 6e, — 4e; — 4e, — 6es — 10e, — 37e,.
olur.
n = k i¢in dogru oldugunu varsavarsak, yani
R F}? = (_1)k+1A2
dogru olsun. O zaman, n = k + 1 i¢in
O Oriry = Ofis = (Orrsy = Ori Ok, + Or) = OF,
= 0%, + O, Or, = Or,_,Op,,, — Or,_, O, — Of,
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= OFk+1OFk - OFk,loﬁk - O}%k - (‘DkﬂAz
= Ory Oy — (OquOFk)OFk +(-1)**24,
= Og,,,0r, — Og,,, O, + (—1)F*24,
= (—1)k+2A2

bulunur.

Boylece, split oktonyonlar i¢in iki farkli Cassini 6zdegligi tlimevarim ile

ispatlanmis olur.

Boliim 3.2 de anlatilan Zorn matris gdsterimi yardimiyla, split Fibonacei
oktonyonlarinin gosterimini tamimlayarak bazi 6zdeslikleri bu matris gosterimi ile

hesaplayalim.
O, = fao + fas181 T+ Jas282 + -+ friney

olarak tamimlanan split Fibonacci oktonyonunun Zorn matris gosterimi agagidaki

gibidir. O nin matris temsilini K, ile gosterelim.

— fn + fn+4- Gn+1

K .
" In+1 fn - fn+4

Tamimda kullanilan G,, ve g,, asagidaki gibi tanimlidir,

Gpy1 = [fn+1 + fars  faszt fave  fnas T frarl

In+1 = [_fn+1 + fn+5 _fn+2 * fn+6 _fn+3 + fn+7]-

Yazimda kolaylik olmasi agisindan kullandigimiz G, ve g, vektorlerini

gerektiginde hesaplayarak vazacagiz.

Teorem 4.1.2: O nin matris gdsterimi olan K, nin determinanti Oy nin normuna

esittir.
ispat 4.1.2: dEt(Kn) = (fn + fn+4-) (fn ¥ fn+4) — Gpy1 " Gns1
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olup, gerekli hesaplamalar yapilirsa,
det(Kn) = fii + fiiv1 + fivz + fivs — friva = frirs — frvs — frnr
bulunur. Béylece teorem ispatlanmig olur.
Ornek 4.1.1: Cassini 6zdegliginin matrislerle ifadesini verelim.
0r, . 0F,_, — 01%,1 = (—1)™14,
Ay =2—2e; +4e; + 10e, + 16eg + 26e45 + 21e,.

Bu 6zdegligin matrislerle ifadesi asagidaki gibidir;

12 [14 26 31]
w2 _ (_1ynt1
Koalog— K= EP | 0 S0 oo o
[fn+1+fn+5 Gn+2 ] fn—1+fn+3 Gn—l ]_ fn+fn+4 Gn+1 ]2 —
In+2 fn+1 _fn+5 In-1 fn—l - fn+3 Gn+1 fn - fn+4
_ (_Dnﬂ[ 12 (14 26 31]]
[18 26 11] -8 '

4.2 Split Lucas Oktonyonlar ve Bunlarm Matris Gosterimleri

L, ler Lucas sayilarim ifade etmek tizere, n. split Lucas oktonyonu
0, =Lpeg+ Lyieq + -+ Ly g8y

olarak tamimlamir. Bu tamim igin kullanilacak olan split oktonyon cebirinin ¢arpma

iglemi Tablo 3.1 de belirtilen garpim tablosuyla ayni olacak sekilde segilmisgtir.

Simdi, split Fibonacci oktonyonlarina benzer olarak split Lucas

oktonyonlarinin bazi 6zelliklerini inceleyelim.
0O n.split Lucas oktonyonu igin eslenik, agagidaki gibi tanimlanabilir;

7

O_Ln = OLn - Z Lpises.

5=1

0., n. split Lucas oktonyonlar1 igin norm,
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N(OLn) = O,Ln()_.r,ﬂ = ()_.r,ﬂ()Jr,1,l =L+ B i Y1 — 1 — s — e — Ly
olarak tammlanir.

Fibonacci sayilari igin énemli bir 6zdeglik olan Cassini 6zdesligine benzer bir
Ozdesligi, Lucas sayilar i¢in verelim. Lucas sayilari i¢in bu 6zdeglik agagidaki gibidir

(Voll 2010).
Liondiy — 5 = 5(=10"
Oktonyon ¢arpiminin degisme 6zelligi olmadigindan, 6zdeglik ayrica
Lp-1lnyr — L121 =5(-D"

olarak da verilebilir.

Simdi, agagidaki teoremde split oktonyon cebirinde bu iki farkli 6zdegligi

verelim.
Teorem 4.2.1: Split oktonyon cebirinde, agsagidaki 6zdeslikler saglanir.

1) OLnHOLn_l - Ofn = (—1)n+1B1

B; = 10 — 10ey + 20e3 + 50e, + 80eg + 130, + 105e-.
i) OLn,loLnH - Ofn = (‘UnHBz
B, =10+ 20e; + 30e, + 20e3 + 20e, + 30e5 + 50e4 + 185e5.

Ispat 4.2.1: i) Tamevarm yéntemini uygulayalim.
n = 1i¢gin,

0,0, — Ofl = 10 — 10ey + 20e5 + 50e, + 80es + 130e, + 105e,.
olarak hesaplanir.
n = k i¢in dogru oldugunu varsavilirsa;

OLk+1OLk_1 - Ofk = (—1)k+131
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elde edilir.
n = k + 1 i¢in dogru oldugu asagidaki gibi gosterilebilir;
01,01 = Ok, = (Onyy, + 01,) (01, = 01, ) — 02,
= O‘%kJrl =01, 01y, ¥ 01,0, = 0,0, — O‘%kJrl
= OLkoLkH - OLkOLk,l - Ofk - (—1)k+131
=0,0;,,, —0.,(0,  +0,)+ (1B,
=0,0;,,, —0.,0;,, + (1B,
= (—1)k+2p,
ii) Ispat tiimevarim ile yapilmak istenirse;
n = 1i¢gin,
OO — Ofl = 10 + 20e; + 30e, + 20e; + 20e, + 30e5 + 50¢, + 185e,.
olur.
n = k i¢in dogru oldugunu varsayilirsa, yvani
OLk_loLkH - Ofk = (—1)k+132
vazilir. O zaman,
n=1k+1i¢n
OOy, = Oy, = (Ony = O, )01y, +01,) = OF,

= OL2k+1 * Oty O = O, Oy, — 01, Ouy — OL2k+1
= OLkHOLk - OLk_loLk - Ofk - (—1)k+132
=0,,,.0;, —(0,,_ +0,)0, +(—1)?B,
=01,,,01, —01,,,01, + (-1)**2p,

= (—1)k+232-
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bulunur.

Boylece, bahsedilen iki 6zdeslik, timevarim ile ispatlanmig olur.

Simdi, Bolum 4 te anlatilan Zorn matris gosterimi yvardimiyla, split Lucas
oktonyonlarinin gosterimini tanitarak, bazi 6zdeglikleri bu gbsterim yardimiyla

hesaplayalim.
O, =Lpeg+ Lp1e1 + -+ Lygey

olarak tanimlanan split Lucas oktonyonunun Zorn matris gosterimi agagidaki gibidir.

0; nin matris gosterimini T, olarak gbsterelim,
T

l?’l + l?’l+4 H?’l+1

T = .
& hn+1 ln - ln+4-

Yukarida kullanilan H,, ve h,, vektorel degerleri asagidaki gibidir;
Hppr = [lnvr T lots vz v Inaz + lnasr),

hpt1 = [_ln+1 + s —lpsa e —lpas + Lasl

Yazimda kolaylik olmasit agisindan kullandigimiz H, ve h, degerlerini

gerektiginde hesaplayarak vazacagiz.

Teorem 4.2.2 Oy nin matris gdsterimi olan T, nin determinant1 O; nin normuna

esittir.
Ispat 4.2.2: det(T,) = (L + Lypya) Ly + Lypya) = Hpq * Ang
olup, gerekli hesaplamalar vapildiginda
det(T},) = L5, + Ligq + Ligo + Liss — Liya — Livs — Lige — Lies
olarak bulunur. Boylelikle determinantin norma esit oldugu gorulir.

Ornek 4.2.1: Bu érnekte, split Lucas oktonyonlarimda Cassini benzeri 6zdesligin

matrislerle ifadesini verelim.
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OLnHOLn_l - Oizn = (‘DnﬂBl
B]_ =10 - 1061 + 2083 + 50@4 + 8085 + 13086 + 1056’7.

Bu 6zdesligin matrislerle ifadesi asagidaki gibidir;

Ln+1 + Ln+5 Hn+2 ] [Ln—l + Ln+3 Hn—l ] _ [Ln + Ln+4 Hn+1 ]2 —
Ntz I - Lp-1 —Lpss M1 Ly = Lyta
_ L1y [ 12 [14 26 31]]
[18 26 11] -8 '
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada, normlu boéliimla cebirler ile ilgili kisa bir tarthge verilmigtir.
Sonrasinda, diger bolimlerde kullamilacak bazi temel tamim ve kavramlara yer

verilmigtir.

Ikinci boliimde, oktonyon cebiri ve split oktonyon cebiri ile ilgili tamm ve
teoremlere yer verildikten sonra, Gglincti bolimde oktonyon cebiri igin matris
gosterimi yapilabilmesi i¢in kuaterniyon cebirine ait bazi matris gosterimlerine yer
verilmigtir. Ayrica, Zorn tarafindan split oktonyon cebirini ifade etmek i¢in tanimlanan

matris gosterimi ve ¢arpimi incelenmistir.

Son olarak, split oktonyon cebirinde Fibonacci ve Lucas sayilar ¢aligilmig ve
bu sayilarin, G¢tincti boliimde bahsedilen Zorn matris gosterimleri ilk kez tarafimizdan

verilmigtir (Halic1 ve Karatag 2016).

Bu calisma sekiz boyutlu oktonyon ve split oktonyon cebirleri ile 1lgili bilgi

edinmek isteyenlere, temel bilgileri saglayan bir caligmadir.
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