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OZET

CHEBYSHEV TUREVLEME MATRISLERI VE BAZI UYGULAMALARI
YUKSEK LIiSANS TEZi
MERVE UZUNBOY
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. UGUR YUCEL)

DENIZLI, HAZIRAN - 2016

Bu tezde, spektral metotlarin temel 6zellikleri ve Kismi Diferansiyel Denklemler
(KDD) in sayisal ¢oziimlerine uygulamalar1 verilmektedir. Spektral metotlarin
temel Ozelligi, deneme fonksiyonlar1 olarak sonsuz diferansiyellenebilir global
fonksiyonlarin farkli ortogonal sistemlerini kullanmasidir. Farkli deneme
fonksiyonlarmin kullanimi farkl: spektral yaklagimlara yol agmaktadir. Biz burada
sadece periyodik olmayan problemler i¢in tercih edilen Chebyshev polinomlarini
ele almaktayiz. Bu duruma karsi gelen tiirevleme matrisleri Chebyshev noktalar1
kullanilarak olusturulmus ve bu matrislerin KDD ler i¢in baslangi¢ ve sinir deger
problemlerini ¢dzmede nasil kullanildigi 6rneklerle aciklanmistir. Kartezyen
koordinatlarda iki boyutlu Poisson ve Helmholtz denklemleri, bir ve iki boyutlu
dalga denklemleri ve iki boyutlu Laplace denklemi i¢in 6zdeger problemleri gibi
cesitli denklemler sayisal olarak ¢6ziilmiis ve sonuclar grafik formunda
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER:Ortogonal polinomlar, Spektral metotlar, Chebyshev
noktalar1, Yaklasik ¢oziimler



ABSTRACT

CHEBYSHEYV DIFFERENTIATION MATRICES AND SOME OF ITS
APPLICATIONS
MSC THESIS
MERVE UZUNBOY
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS ;
(SUPERVISOR: PROF. DR. UGUR YUCEL)

DENIZLIi, JUNE 2016

In this thesis, the essential aspects of spectral methods and their applications to the
numerical solution of Partial Differential Equations (PDEs) are presented. The
main feature of the spectral methods is to take various orthogonal systems of
infinitely differentiable global functions as trial functions. Different trial functions
lead to different spectral approximations. We only consider here Chebyshev
polynomials which are used for non-periodic problems. Differentiation matrices
corresponding to this case are constructed using the Chebyshev points. It is
illustrated how such matrices can be used to solve initial and boundary value
problems for PDEs. Several equations like Poisson and Helmholtz in 2D Cartesian
coordinates, wave equation in one and two spatial dimensions, and eigenvalue
problems for Laplace equation in 2D domain are solved numerically and the
results are presented in graphical forms.

KEYWORDS: Orthogonal polynomials, Spectral methods, Chebyshev points,
Approximate solutions
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1. GIRIS

Fen ve miihendislik alanlarinda matematiksel modellemeler sonucu ortaya
cikan denklemlerin (cebirsel veya diferansiyel) ¢ogu analitik olarak
coziilememektedir. Bu sebeple analitik ¢éziimiinii bulamadigimiz bu denklemleri
¢ozmek i¢in niimerik yontemler gelistirilmistir. Spektral metotlar, baz1 diferansiyel
denklemleri (adi diferansiyel denklem, kismi diferansiyel denklem ve diferansiyel
denklem igeren Ozdeger problemleri) sayisal olarak ¢ozmek i¢in uygulamali
matematikte ve bilimsel hesaplamalarda kullanilan giiclii tekniklerden biridir. 1950l
yillarda gelistirilen "Sonlu Farklar Metodu" ve 19601 yillarda gelistirilen "Sonlu
Elemanlar Metodu" na alternatif olarak 1970'li yillarda Orszag (1969) tarafindan
ortaya atimugtir. Daha sonra Orszag (1971) ve diger bilim insanlarinin, alan
doniislimiinii  akigkanlar ~ mekanigi ve meteoroloji  problemleri iizerine
uygulamalariyla metot {in kazanmistir. Modern spektral metotlar i¢in literatiirde
doniim noktasi olarak kabul goren ilk yaymlar Gottlieb ve Orszag (1977) tarafindan
yazilan kisa kitap, Gottlieb ve dig. (1984) tarafindan yapilan inceleme ve Canuto ve
dig. (1988) tarafindan yazilan monografidir. Daha sonralar1 Mercier (1989), Boyd
(2000), Funaro (1992), Bernardi ve Maday (1992), Fornberg (1996), and Karniadakis
ve Sherwin (1999) tarafindan yayinlanan kitaplarla alana katkilar yapilmistir.

Spektral metotlar giiniimiizde de diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri
icin "Sonlu Farklar Metodu" ve "Sonlu Elemanlar Metodu" nun yaninda gii¢lii bir
ara¢ olarak kullanilmaktadir. Bu metotlar sonlu elemanlar metoduyla yakindan
iliskilidir ve ayni1 fikir iizerine kurulmustur. Ikisi arasindaki temel fark ise spektral
metotlar tiim bolge tlizerinde sifirdan farkli temel fonksiyonlar: kullanirken, sonlu
elemanlar metodu sadece kiiglik alt bolgeler iizerinde sifirdan farkli temel
fonksiyonlar1 kullanir. Diger bir deyisle, spektral metotlar global yaklasimlari
kullanirken sonlu elemanlar metodu lokal yaklagimlar kullanir. Benzer sekilde sonlu
farklar metodu ile karsilastirildiginda, bu metodun aksine, spektral metotlar verilen
herhangi bir noktadaki hesaplamada, sadece bu noktaya komsu noktalardaki bilgileri

degil, tiim bolge iizerindeki bilgileri kullanan global metotlardir. Spektral metotlar1

1



lokal metotlardan daha iyi yapan iistel yakinsamadir. Bu ylizden ¢oziim, uzay veya
zamanda Onemli Ol¢lide degistiginde, uzay degiskeninde cok fazla ayrik nokta
kullanma gerekliliginde veya uzun zaman integrasyonuna ihtiya¢ duyuldugunda

global metotlar lokal metotlara tercih edilmektedir.

Bu tezde, spektral metotlarin literatiirde mevcut bazi temel teorik sonuglar1

sunulacak ve kismi diferansiyel denklemlere bazi uygulamalar1 ¢alisilacaktir.



2. SPEKTRAL METOTLAR

Spektral metotlar ¢esitli alanlardaki (1s1 iletimi, akiskanlar mekanigi, kuantum
mekanigi, vb.) niimerik simiilasyonlara basarili olarak uygulanmistir. Gliniimiizde de
adi veya kismi diferansiyel denklemlerin sayisal (niimerik) ¢oziimleri i¢in sonlu fark
metotlar1 ve sonlu eleman metotlarinin yaninda giiclii bir ara¢ olarak yerini

almaktadir.

Spektral metotlarin temel o6zelligi, sonsuz diferansiyellenebilen global
fonksiyonlarin cesitli ortogonal (dik) sistemlerini deneme fonksiyonlar1 olarak
almasidir. Farkli deneme fonksiyonlar1 farkli spektral yaklasimlar1 beraberinde
getirmektedir. Ornegin, periyodik problemler igin trigonometrik polinomlar,
periyodik olmayan problemler i¢cin Legendre polinomlar1 ve Chebyshev polinomlari,
yar1 sonsuz aralikta tanimli problemler icin Laguerre polinomlar1 ve reel eksen

iizerinde tanimli problemler i¢in Hermite polinomlar1 (Ben-Yu 1998).

Onceki boliimde belirtildigi gibi, spektral metotlar adi diferansiyel
denklemleri, kismi diferansiyel denklemleri ve diferansiyel denklem iceren d6zdeger
problemlerini ¢ézmede kullanilabilir. Zamana bagh kismi diferansiyel denklemlere
spektral metotlar uygulandiginda ¢oziim genellikle zamana bagl katsayilara sahip
temel fonksiyonlarin toplami olarak yazilir. Bu ¢6ziim formu ele alman kismi
diferansiyel denklemde yerine yazildiginda, katsayilarda bir adi diferansiyel denklem
sistemi elde edilir ve bu sistem uygun bir sayisal yontem kullanilarak ¢6ziilebilir. Adi
diferansiyel denklemler i¢in 6zdeger problemleri de benzer sekilde matris 6zdeger

problemlerine indirgenir.

Spektral metotlar, onerilen yeni alt metotlariyla birlikte cok genis kapsamlidir
ve giinlimiizde de aktif olarak kullanilmaktadirlar. Spektral metodun uygulamasi
kollokasyon, Galerkin, Petrov-Galerkin veya Tau yaklasimindan biri kullanilarak
tamamlanir. Bu nedenle bu bolimde spektral metotlar konusu temel diizeyde ele

alinacak ve bahsi gegen yaklagimlardan bazilari tartigilacaktir.



2.1  Agirhkh Kalanlar Yontemi

Spektral metotlar agirlikli kalanlar metodu genel sinifina aittir (Finlayson
1972). Bir fonksiyonun, ¢esitli degerler karsiliginda elde edilen yaklagik ¢oziimii ile
gercek ¢ozlimii arasindaki farklarin bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak toplamlarmi
minimize etme islemine ‘agirlikl kalanlar yontemi’ denir. Simdi, ele alacagimiz bir
problem i¢in (bir kismi diferansiyel denklem i¢in baslangi¢-sinir-deger problemi) bu

yontemi temel prensipleriyle agiklamaya ¢aligalim.

Bir D boélgesi tizerinde bir u(x,¢) fonksiyonu igin

P(u) =0 (kismi diferansiyel denklem)
B(u) =0 (smir kosulu) (2.1)
u(x,0) = u’(x) (baslangi¢ kosulu)

seklindeki baglangi¢c-smir-deger problemini ele alalim. Bu problemin bilinen

fonksiyonlarin sonlu toplamlar1 olarak
N
uy(x,0) =uy(x,0)+ Y a,(1)- ¢ (x) (2.2)
k=0

seklinde yaklasik ¢Oziimiinlin oldugunu kabul edelim. Burada ¢ (x) ler “deneme
fonksiyonlar’” veya “temel fonksiyonlar” olarak adlandirilmakta ve zamandan
bagimsizdirlar. a,(¢) ler de bunlara kars1 gelen zamana bagl katsayilardir. Genelde
¢.(x) ler verilen homojen smnir kosullarin1 saglar ve 6zel ¢oziim olan u,(x,f) de

homojen olmayan sinir kosullarini (muhtemelen zamana bagli) saglatmak icin

kullanilmalidur.

Denklem (2.2) formunda segilen yaklasik ¢oziimiin avantaji, zamana ve uzaya

bagimlilig1 ve dolayisiyla kismi tiirevleri ayriklastirmasidir. Buradan uzay tiirevleri

(u,; = 0 kabiiliiyle)

S a0 0= a4 ) 2.3)

ox?



seklinde yazilabilir. Burada ¢, lara bagl olarak (6rnegin polinomlar i¢in) N ve N’

farkl: olabilir.

Denklem (2.2) ile verilen seriyi (2.1) denklemindeki kismi diferansiyel

denklemde yerine yazarsak kalan
R(x,t) = P(uN (x,t)) (2.4)

seklinde tanimlanir. Bilinmeyen (N +1) tane q,(f) katsayilarmi tanimlamak i¢in
agirlikli kalanlar yontemi, w;(x) ler (N +1) tane “test fonksiyonlar1” veya “agirhk

fonksiyonlar1” olarak adlandirilan fonksiyonlar olmak {izere

[w () R(x,t)dx =0, j=0,...,N (2.5)
D

seklindeki veya (f,g) = I f - gdx ile tanimlanan skaler (i¢) ¢arpimi kullanarak
D

(R,w)=0, j=0,...,N (2.6)

seklindeki kosulun saglanmasini sart kogsmaktadir. Bunun anlami, kalanin (R) tim

agirhik fonksiyonlar (wj) ile ortogonal (dik) olmasidir. Bu nedenle de metot

“agirlikli kalanlar yontemi” olarak adlandirilmaktadir.

2.1.1 Test (Agirhk) Fonksiyonlarinin Sec¢imi

Test fonksiyonunun se¢imi i¢in ¢esitli metotlar vardir. Biz burada sadece
Galerkin ve kollokasyon metotlarindan bahsedecegiz. Diger iki dnemli metot olarak

da Petrov-Galerkin ve Tau metodu verilebilir.

Galerkin Metodu: Bu metot i¢in, test fonksiyonlar1 (wj(x)) (2.2) denklemindeki

temel fonksiyonlar (¢, (x)) ile ayni segilmektedir. Yani

wo=¢,, j=0,.,N. 2.7)

J

5



Kollokasyon Metodu: Bu metot i¢in, D bolgesinde (N +1) tane kollokasyon

noktasindan (x j) olusan kiime
R(x)=0, j=0,...,N (2.8)

olacak sekilde secilir. Bu ifadenin sonucu, Denklem (2.1) deki orijinal kismi

diferansiyel denklem kollokasyon noktalarinda tam olarak saglanir, yani

P(uy)|,,, = 0. Budurumda test fonksiyonlari, &

x=0

S5(x) = {Og T, 2.9)

seklinde taniml1 Dirac delta fonksiyonu olmak tizere
w,=6(x-x;), j=0,...,N. (2.10)

seklinde olurlar.

2.1.2 Temel Fonksiyonlarin Se¢imi

Temel fonksiyonlar genelde problemin tanimli oldugu bolgede desteklenen
diizgiin fonksiyonlardir. Bu nedenle miimkiin olan bir¢ok farkli temel fonksiyonlar
bulunabilir. Bunlardan bazilari: trigonometrik (Fourier) fonksiyonlar, Chebyshev,
Legendre ve Lagrange polinomlar1 olarak siralanabilir. Fakat biz burada sadece

trigonometrik (Fourier) fonksiyonlar ve Chebyshev polinomlari iizerinde duracagiz.

2.1.2.1 Fourier Serileri

Fourier serileri daha ¢ok periyodik fonksiyonlari (u(x) =u(x+ L)) ayrigtirma

icin uygundur. Periyodu L olan bir bdlge i¢in esas dalga sayisini @ =27/L olarak

tanimladigimizda Fourier fonksiyonu



uy(x)= Y e => ¢d,, ¢ eC (2.11)

[k|<n/2 [kl<N/2

olur. Burada c, lar ((N +1) tane) @, (x)=e“" Fourier modu (bkz. Sekil 2.1) igin

kompleks Fourier katsayilaridir.

Re(®,(x)

Sekil 2.1: Fourier fonksiyonlar1 (ar =1)

Katsayilarin genligi |ck| istel olarak azaldigindan dolayr diizglin bir

fonksiyonun Fourier serisi artan N ye paralel olarak hizla yakinsar. Bu durum

“spektral yakinsaklik” olarak adlandirlir. Fakat orijinal fonksiyonun (u(x)) en

azindan tiirevlerinden biri (u(” )(x)) siireksiz oldugunda yakmsakhik orani sertce

p —inci mertebeye diiser, yani

Juy —u|=0(N"?) , N—>ow. (2.12)



Bu da sonlu fark metotlarinda oldugu gibi “cebirsel yakinsaklik” a kars1 gelir. Bu

durum genelde “Gibbs olayr” olarak anilir.
Fourier serilerinin diger 6nemli 6zellikleri asagida verilmektedir:
o Ortogonallik Ozelligi:

® (x), @, (x)in kompleks eslenigini ve 5, Kronecker sembolii gdstermek iizere

(D,,0,) j O (), (x)dx =— j O ()0 (X)dx=5, (2.13)

m?

o Carpim Kuralr:

b -0 =0 (2.14)
o Diferansiyel:
D' (x)=ika®, (x) (2.15)
o Ayrik Fourier Doniigtimii:
|k , m| < N2—1 olmak iizere
N N
>ete™ =Y @, =Ns,_, (2.16)

Jj=1 Jj=1

seklindeki ayrik ortogonallik Ozelliginden hareketle, fiziksel ve spektral uzay

arasindaki iliskinin

N
uy(x)= Y, ¢®,(x,), ¢, =N uy(x)®_, (2.17)

kT -
seklinde oldugu kolayca gosterilebilir. Bu esitlikler fiziksel ve spektral uzay
arasindaki doniisiimlerde kullanilabilir ve “ayrik Fourier déniisiimii” olarak

adlandirilmaktadir.



2.1.2.2 Chebyshev Polinomlari

Daha once de belirtildigi gibi Fourier serileri sadece periyodik fonksiyonlar

icin iyi bir se¢imdir. Periyodik olmayan smir kosullarina sahip problemler i¢in

ortogonal polinom tabanli temel fonksiyonlar tercih edilmektedir. En popiiler

secimlerden biri de Chebyshev polinomlaridir ve

Tk(x)=cos[kcos’l(x)} , —1<x<1 , k=0,2,...

seklinde tanimlidirlar. Buradan, ilk dort Chebyshev polinomunun

(2.18)
Ty(x)=1

T (x) =

() =x ) (2.19)
T,(x)=2x"-1

T,(x) =4x’ —3x

seklinde oldugu kolayca goriilebilir (bkz. Sekil 2.2).

1
051  /
.!'
[
i
1!
T(x) 0
/
i
4 ;
0.5 ¢
{
1/
_;
-1 .
-1 038

02 04 06 08 1

Sekil 2.2: Chebyshev polinomlar1



Chebyshev polinomlar1 agagidaki sekilde yineleme formiiliine sahiptir:
T, ()+T, (x)=2xT,(x) , k=1 (2.20)

Bir u(x) fonksiyonu Chebyshev polinomlarmin bir sonlu serisi olarak

un (1) =3 T, () (2.21)

seklinde yazilabilir. Burada a, lar Chebyshev katsayilaridir. Dikkat edilirse

yukaridaki toplam 0 dan N ye kadar gitmektedir. Bu da N +1 tane katsaymin
olmas1 anlamina gelir. Dolayisiyla polinom yaklasimi en yiiksek N — inci

mertebedendir.

Yiiksek mertebeden polinomlarla bir fonksiyonun yiiksek mertebeden
interpolasyonunundaki genel problem Fourier serilerinde “Gibss olay1” na benzer

olarak “Runge olayr” dir. Eger verilen bir fonksiyon esit aralikli diigiim (1zgara)

noktalarinda interpole ediliyorsa hata 2" seklinde biiyiir. Ancak nokta yogunlugu
-1
yaklasik olarak N (\/l—x2 ) ile orantili oldugunda (bdlgenin sinirlarina yaklastikca

artan) interpolasyon hatalarmin eksponansiyel olarak azaldig1 gosterilebilir. Ozellikle

Chebyshev polinomlar1 i¢in yaygin olarak kullanilan nokta dagilimi
xj:cos[%j . j=0,1,2,..,N (2.22)

seklinde tanimli Gauss-Lobatto noktalaridir. Bu N +1 tane x; noktast 7, in
—1< x <laraliginda maksimum ve minimumlarini aldig1 lokasyonlardir.
Chebyshev polinomlarmnin diger 6nemli 6zellikleri asagida verilmektedir:
o Alternatif tek ve cift fonksiyonlar:
T,(~x) = (- T, (x) (2.23)
o Ortogonallik:

10



¢, =2, k=1 1¢in ¢, =1 ve o,, Kronecker sembolii gdstermek iizere

1.1y = [y T s (2.24)

=—cC .

o Smir Kosullari:
LM=1 ve T,(-1)=(-1) (2.25)

o Denklem (2.21) deki sonlu Chebyshev serisini hesaplamak icin asagidaki geri

dontistimlii algoritma kullanilir:

BN+1:0 , By=ay

B, =a, +2xB,,,-B,, , k=N-1,...,1 (2.26)
uy(x)=a,-B,+Bx

J Gauss-Lobatto diigiim noktalarinda Chebyshev polinomunun degerleri:
ki ,
T, (x;)=cos N J,k=0,1,2,....,.N (2.27)

Fiziksel uzay u, ve spektral (Chebyshev) uzay a, arasindaki doniisiim

Chebyshev doniisiimii olarak adlandirilan dontigiimle yapilir. Chebyshev polinomlar1
doniistiiriilmiis koordinatlarda aslinda kosiniis fonksiyonlar1 olduklarindan FFT

tabanli bir hizl1 doniisiim mevcuttur.

Eger Denklem (2.22) ile verilen Gauss-Lobatto diiglim noktalarinda

kollokasyon metodu kullanilirsa ayriklastirilmis u, fonksiyonunun tiirevi
N
uy(x) =D uy(x;) (2.28)
J=0

seklinde matris c¢arpimi1 olarak yazilabilir. Burada [D] matrisi Chebyshev

ij
tiirevleme matrisi olarak bilinmekte ve spektral uzay, spektral tiirev ve geri-doniisiim

doniistimlerini temsil etmektedir.

11



3. CHEBYSHEV TUREVLEME MATRISI

Ikinci boliimiin sonunda karsimiza ¢ikan Chebyshev tiirevleme matrisini bu

boliimde daha ayrintili olarak ele alacagiz.

Birinci tiir Chebyshev polinomlar: (7, (x), n=>1) [—1,1] araliginda daha 6nce

de belirtildigi gibi n+1 tane ekstremuma sahiptir ve bunlar
x,=cos(jz/N) , j=0,1...,N (3.1)

formiilityle bulunabilirler. Bu bdliimde bu noktalar1 kullanarak Chebyshev tiirevleme
matrisleri olusturulacak ve daha sonra da bu matrisler bazi1 fonksiyonlarin

tiirevlenmesine uygulanacaktir.

Chebyshev noktalarinda tanimli bir v diigiim noktas1 fonksiyonu verildiginde

w ayrik tiirevini agagidaki iki adimda hesaplayabiliriz.

J p(x j) =v,, 0<j<N olacak sekilde derecesi N ye esit ya da daha kii¢ik
polinom p olsun.

° w, = p'(xj) alalim.

Bu islem lineer oldugundan dolay1 (N +1)><(N +1) tipinde D, ile gosterecegimiz

bir matris ile ¢arpma olarak
w=D,v

seklinde temsil edilebilir. Buradaki N ¢ift ya da tek keyfi bir pozitif tamsayidir.
Interpolasyon islemi icin genel bir fikir olusturmada N =1 ve N =2 durumlarina

bakmamiz faydali olacaktir.

IIk olarak N =1 durumunu géz oniine alalim. Bu durumda interpolasyon

noktalar1 x, =1 ve x, =—1. v, ve v, ’leri kullanarak Lagrange formunda yazilan

interpolasyon polinomu

12



p(x) =%(l+x)v0 +%(1—X)V1

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

, 1 1
p (x) =EV0 _Evl

elde edilir. Bu formiil 2x2 tipinde asagidaki D, matrisini verir:

1
p-|2 2
1
2 2

Simdi de N=2 yi gboz oOniine alalm. Interpolasyon noktalart x, =1, x,=0 ve

x, =—1 dir ve interpolant

p(x) =%x(l+x)v0 +(l+x)(l—)c)v1 WL%)C(I—)C)V2

ikinci dereceden bir denklemdir. Tiirevi

, 1 1
P (x) =(x+5jvo —2xv, +[x—§jv2

seklinde lineer bir polinomdur. Tiirevleme matrisi 3x3 tipindeki D, matrisidir ve bu

matris yukaridaki ifadede sirasiyla x =1,0 ve -1 konuldugunda

35, 1
2 2
1 1
D,=| - 0 —= 3.2
IS > (3.2)
L, 3
2 2

seklinde bulunur. $imdi keyfi N i¢in D, matrisinin formiiliinii bulalim.
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3.1  Teorem (Chebyshev Tiirevleme Matrisi)

Herhangi N >1 ig¢in, (N +1)><(N +1) tipindeki Chebyshev spektral
tirevleme matrisi D, 'nin satrr ve siitunlar1 0 ’dan N ’ye kadar indekslensin. Bu

matrisin elemanlar1

]2 ,i=0yadaN
“= 1 , diger durumlarda

olmak tzere

2N? +1 2N? +1
(DN )00 = 6 > (DN )NN = 6 ’ (3.3)
(D,) =—2— | j=1...N-1 (3.4)
NJjj 2(1_sz) s J IEREY] 5 .
Y
LG (xl.—xj)

seklindedir. Asagidaki sekil bu durumu daha agik olarak gostermektedir.

2 _1V
2N?+1 , (D) 1(_1)N
6 l-x, 2
(=)™
X=X
D, <|-LEY 1™
Yol 21-x, 2(1-x7) 2 l+x
(="
YT
_N\N+J 2
_l(_l)N _2L _2N +1
2 1+x, 6
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Chebyshev spektral tiirevleme matrisi D, ’yi hesaplamak i¢in program

yazilirken (3.3)-(3.5) formiillerini tam anlamiyla kullanmak yerine; ilk 6nce matrisin
kosegen elemanlar1 digindaki diger elemanlarini (3.5) formiiliiyle hesaplamak, daha

sonra da (3.3) ve (3.4) formiilleri ile verilen kosegen elemanlarini

(Dy), =-2.(Dy), (3.6)

0zdesligini kullanarak hesaplamak daha uygun olacaktir.

3.2  Ornek

u(x)=e" sin(5x) seklindeki periyodik olmayan diizgiin fonksiyonun tiirevini
Chebyshev spektral tiirevleme matrisi D, ’yi kullanarak hesaplayalim. Sekil 3.3 de

sirastyla N =10 ve N =20 kullanarak elde edilen u(x) in grafigi ve u'(x) teki

hatanin grafigi verilmistir.

u(x), N=10 u'(x) deki hata, N=10
2 0.02
| — \\ Oh\/ﬂ - S P
2 <] -0-02
4 -0.5 0 0.5 1 7004 -0.5 0 0.5 1
5 u(x), N=20 1 x10™° u'(x) deki hata, N=20
of T ™~ 5
]
B} . A ALA A A AN
T (AR ARVARVARVERTA
4 -0.5 0 0.5 1Y -0.5 0 0.5 1

Sekil 3.3: u(x) =e" sin (5x) in Chebyshev tiirevlemesi
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4. KISMi DIFERANSIYEL DENKLER iCiN SINIR-DEGER
PROBLEMLERI

Boliim 3°te D, Chebyshev tiirevleme matrisi tanimlanmisti. Bu boliimde

D, matrisini kullanarak kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi s deger

problemlerinin ¢éziimleri lizerinde duracagiz.

4.1  Iki Boyutlu Poisson Problemi (—1<x,y<1)

Poisson denklemi, eliptik tipte en basit ve en inli kismi diferansiyel
denklemdir. Elektrostatik, makine miihendisligi ve teorik fizik gibi alanlarda farkli
maksatlara hizmet etmektedir. Ornegin, verilen bir enerji yiikiiniin veya kiitle
yogunluk dagilimmin sebep oldugu potansiyel enerji alanini tanimlamada kullanilir.

Ozel olarak asagidaki iki boyutlu Poisson problemini ele alalim.

um,+uyy:—1 , —l<x,y<l1
u(-1,y)=u(l,y)=0, -1<y<1 4.1)
u(x,-)=u(x,1)=0, -1<x<1

Bu problem xy-diizleminde Sekil 4.4 te geometrik olarak gosterilmistir.
Kismi diferansiyel denklemin sag tarafinda bulunan terim kaynak veya yiik
fonksiyonu olarak bilinmektedir. Bu smir deger probleminin degiskenlerine ayirma

metodunu kullanarak elde edilen analitik ¢6ziimii

2
Sm(k;r(l+x)j 42)
_1_6351 E 2 (Sl (—kﬂ(Hy)JHinh(kﬂ(l_y)B |
/el k’ sinh kx 2 2

seklindedir.
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u(x,1)=0

-1 |

d

u(-1,y)=0

_1\

u(x,-1)=0

Sekil 4.4: Kartezyen koordinat sisteminde problem (4.1)

Simdi bu problemi D, Chebyshev tiirevleme matrisini kullanarak ¢dzecegiz.

Bu tiir problemler i¢cin dogal olarak “tensor ¢arpim diigiim noktalar’” seklinde
adlandirilan ve her bir yonde bagimsiz Chebyshev noktalar1 tabanli diigiim noktalar1
olusturulur (bkz. Sekil 4.5). Bu sekilden de goriildiigii gibi diigiim noktalarmin ¢ogu

smirlara yakin bulunmaktadir.

Sekil 4.5: Tensor carpimi diigiim noktalar1

17



Spektral diigiim noktalar1 iizerinde bir problemi ¢6zmek icin en kolay yol
lineer cebirdeki tensdr g¢arpiminit (aynt zamanda Kronecker c¢arpim olarak ta
bilinmekte) kullanmaktir. 4 ve B gibi iki matrisin Kronecker ¢arpimi A® B ile
gosterilir ve MATLAB de kron(A,B) komutuyla hesaplanabilir. Eger 4 ve B
sirastyla pxq ve rxs boyutlarindaysa, A® B de i,;j bloklar1 a;B olmak iizere

pxq blok formunda prxgs boyutunda bir matris olur. Ornegin,

a b |2a 2b
(1 2j®[a bj_ c d |2c 2d
3 4 c d 3a 3b \4a 4b
3c 3d |4c 4d

Kronecker carpimin spektral metotlarda nasil kullanilacagini acgiklamak icin
N =4 durumunu ele alalm. I¢ diigiim noktalarinda numaralama Sekil 4.6’da

gosterildigi gibi olsun.

8 9

¢ P s *
4 5 6
> L o ?
1 2 3
< » '3

Sekil 4.6: i¢ diigiim noktalarinda numaralama

Bu diigiim noktalarinda bilinmeyenler vektorii u = (u,...,u,)" olsun. Simdi
x ve y yonlerinde bagimsiz olarak spektral diferansiyelleme ile Laplasyan’a,

o° o e a - . .
L :F+F’ yaklagim yapabiliriz. Ikinci mertebeden tiirevler i¢in D, nin karesi
X oy

D}, ile yaklasim yapilabilir. Bu durumda N =4 igin bir boyutta 3x3 tipindeki

tiirevleme matrisi ( Dy, nin ilk ve son satir ve siitunlar atilarak)

18



-14 6 2
Di=| 4 -6 4
-2 6 -14
seklinde elde edilir. I, 3x3 tipinde birim matrisi gostermek iizere, x degiskenine

gore ikinci tiirev

-14 6 2
4 -6 4
-2 6 -l14
-14 6 2
IQD: = 4 -6 4
-2 6 -l4
-14 6 2
4 -6 4
-2 6 -l14
formunda ve y ye gore ikinci tiirev
-14 6 -2
-14 6 -2
-14 6 -2
4 -6 4
D ®I= 4 -6 4
4 -6 4
-2 6 -14
-2 6 -14
-2 6 -14

formunda elde edilir. Sonug olarak Laplasyan’in ayrik hali
L,=1®D;+D:®I (4.3)

seklinde Kronecker toplam (9 x 9 boyutlu matris) olarak yazilabilir (Horn ve Johnson

1991). Bu durumda (4.1) problemi bilinmeyen u vektori i¢in
Lu=f (4.4)
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seklinde bir lineer denklem sistemini ¢ozme problemine indirgenmis olur. Denklem
(4.4) in sag tarafindaki 9x1 boyutlu f vektorii i¢ diigiim noktalarinda (4.1)
problemindeki kismi diferansiyel denklemin sag tarafindaki fonksiyonu (burada bir
sabit) gostermektedir. Bu lineer denklem sistemi de uygun bir yontemle u nun

yaklagim vektorii u icin kolayca ¢oziilebilir.

Denklem (4.4) ile verilen sistem herhangi bir N degeri i¢in

L,u=(I®D} +D} ®I)u=f (4.5)

olarak genel formda yazilabilir. Burada I, (N —1)><(N —1) boyutlu birim matris, u

ve f de elemanlari swasiyla u, ve f;=-1 (j:l,Z,...,(N—l)z) olan siitun

vektorleridir. Ayrica L, (N —1)2 ><(N - 1)2 boyutlu bir matristir.

Iki boyutlu Poisson probleminin sayisal ¢oziimii N =24 icin Sekil 4.7 de
verilmektedir. Sekil iizerinde ayrica u(0,0) degeri de belirtilmistir. Problemin

analitik ¢Oziimiinde (bkz. Denklem (4.2)) k=20 alinarak elde edilen sonug
u(0,0)=0.2946854131 dir. Buradan da anlasilacagi tizere analitik ve sayisal

¢coziimler mitkemmel bir uyum igerisindedirler.

4.2  iki Boyutlu Poisson Problemi (0<x,y <)

Denklem (4.1) ile verilen Poisson probleminde —1<x, y <1 idi. Simdi de

uxx+uyy=1 , O<x,y<rxm
u0,y)=u(z,y)=0, 0<y<z (4.6)
u(x,0)=u(x,7)=0, 0<x<rx

seklindeki 0 <x, y <7z araliginda taniml iki boyutlu Poisson problemini ele alalim.
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e Oy = 028468541393
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Sekil 4.7: iki boyutlu Poisson probleminin sayisal ¢oziimii (—1 < x, y <1)

Bu problemin analitik ¢éztimii

mn mn
T

n=1 (mz +n2)mn

- 1-(=1)" || 1=(=1)"
u(x,y)=—iZZZU sin(mx)sin(ny), U :[ ( )}[ ( )} (4.7)
m=1
seklindedir. Bu ¢0zlim daha agik olarak
u(x,y):—i[sinxsiny+isinxsin3y+isin?axsiny+isin3xsin3y+..1
7’ 15 15 81

seklinde yazilabilir.

Problemin sayisal ¢0ziimii i¢in bir Onceki problemin ¢oziimiinde

kullandigimiz asamalar1 tekrar edecegiz. Fakat onlar1 yapabilmemiz i¢in problemin

taniml1 oldugu araligin [—1,1] olmas1 gerekmektedir. Dolayisiyla ilk Once [0,72']

araligini [—1,1] araligina doniistiirmeliyiz. Herhangi [a,b] araligi

b—a\_ (b+a b—a\_ (b+a
= + , V= + , a<x,y<b 4.
x(z]x(zjy(zjy(zj“” 9




doniistimleri yapilarak kolayca [—1,1] araligina getirilebilir. O halde (4.6)
denkleminde

x:%(f+l) . y=2(y+1) (4.9)

doniistimlerini yaparsak yeni bagimsiz degiskenlerimiz —1<Xx,y <1 kosulunu
saglarlar. Denklem (4.6) y1 yeni bagimsiz degiskenler cinsinden tekrar yazmak

istersek, zincir kuralindan, birinci mertebeden kismi tiirevler

ou_Oud¥ _20u  ou_0udy _20u
& oxox 7ox dy Oydy 7wy

ve ikinci mertebeden kismi tlirevler

Tu_0(M). 4% Fu ofon) 40
o’ ox\dx) #*ox* T o' ov\dy) #’ oy’

olarak elde edilirler. Bulunan bu ifadeleri (4.6) probleminde yerine yazarsak, yeni

bagimsiz degiskenler cinsinden

2 2 2
ou oOu =«

=— , —-l<x,y<l1
0%t 07 4 4
u(-L7) =u(L,7)=0, -1<y<1 (4.10)
u(x,-)=u(x,1)=0, -1<x<1

problemini elde ederiz. Bu problemi Xx,...,x,, ve »,...,»y, seklindeki i¢

Chebyshev noktalarinda

L,u=(I®D} +D} ®I)u=f (4.11)

olarak lineer denklem sistemi formunda yazabiliriz. Burada I, (N —1)><(N —1)

2
boyutlu birim matris ve f de elemanlar1 f/ :72-7,‘]'21,2,...,(N—1)2 olan stitun

vektoriidiir. Bu sistem bilinmeyen wu vektorii i¢in kolayca ¢oziilerek i¢ Chebyshev

noktalarmda u; degerleri bulunur. Daha sonra da yapilan doniigtimlerde yerine
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koyma islemleri gerceklestirilerek ele alinan asil (4.6) probleminin yaklasik

¢Oziimiine ulasilmis olunur.

Probleminin sayisal ¢oziimii N =24 icin Sekil 4.8 de verilmektedir. Sekil
lizerinde ayrica u(z/2,7/2) degeri de belirtilmistir. Problemin analitik ¢dziimiinde
(bkz. Denklem  (4.7)) m=n=30  almarak elde edilen  sonug
u(/2,7/2)=-0.7271542080 dir. Buradan da goriildiigii gibi analitik ve sayisal

coziimlerden elde edilen sonuclar dort ondalik basamakta dogruluga sahiptir.

a2

Sekil 4.8: Iki boyutlu Poisson probleminin sayisal ¢oziimii (0 < x, y < 77)

4.3  iki Boyutlu Helmholtz Denklemi

Poisson denkleminin bir varyasyonu olan Helmholtz denklemi, kararli durum
salmimlarla (mekanik, akustik, termal, elektromanyetik) iligkili bircok problemin

matematiksel modeli olarak karsimiza ¢ikar. Ayrica, iki boyutlu dalga denklemi
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uygun bir degiskenlerine ayirma ile Helmholtz denklemine indirgenebilir. Bu
nedenle Helmholtz denklemi ayni zamanda indirgenmis dalga denklemi olarak ta

anilir ve k bir reel parametre olmak tizere, iki bagimsiz degiskende
gy +u, +k'u=f(x,) (4.12)
seklinde bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu bolimde, —1<x, y <1 i¢in
g +u, +k'u=f(x,y),-1<x,y<l1
u(-1,y)=u(,y)=0, -1<y<1 (4.13)

u(x,-)=u(x,1)=0, —-1<x<I1

formunda verilen Helmholtz denklemi igin sinir-deger problemini ele alacagiz. Bu

problemin sayisal ¢oziimiinii Chebyshev tiirevleme matrisini kullanarak

k=9, f(x,y)zexp{—10|:(y—l)2+(x—%j2:l} (4.14)

seklinde bir 6zel se¢im i¢in yapacagiz.

Boliim 4.1 deki yol takip edildiginde, Denklem (4.13) ve (4.14) ile verilen
Helmholtz problemi i¢ diiglim noktalarinda

(I®l~)fv+l~)fv®1+kzi)u:f (4.15)

seklinde (N —1)2 bilinmeyenli (N —1)2 sayida denkleme sahip dogrusal denklem

sistemi olarak yazilabilir. Burada I (N —1)2 ><(N —1)2 boyutlu birim matris ve f de

f —exp(—IO{(y/ -1) +( : —%TD,‘;'_1,2,...,(N—1)2

olan siitun vektortidiir. Bu sistem (N —1)2 sayida bilinmeyene sahip u vektori igin

elemanlar1

kolayca ¢oziilebilir.
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Problemin sayisal ¢oziimii N =24 alinarak Sekil 4.9 da gosterilen i¢ diigiim

noktalar1 i¢in yapilmis ve sonuglar Sekil 4.10 da grafik olarak verilmistir. Bu grafik

tizerinde ayrica u(0,0) degeri de belirtilmistir.

A
Y
Usor | Usog Usyg  |Usyg
Uygy [Uygs Usys | Uspg
-1 Uses -
X
Uy Uy Uys Uy
u u, Uy, Uy

-1

Sekil 4.9: i¢ diigiim noktalarinda problem (4.13) i¢in numaralama

Elde edilen sonuglar1 test etmek i¢in ayni problemi FORTRAN’mn IMSL

Math Kiitiiphanesi’nde bulunan FPS2H adli bir hazir alt program kullanarak ¢ozdiik.

Bu alt program, bir dikdoértgen bolge lizerinde Poisson veya Helmholtz denklemini,

esit aralikli diigiim noktalar1 kullanarak, Hodie sonlu fark semasi tabanli bir hizli

Poisson ¢oziimciisii ile ¢ozmektedir. Problemin tanimli oldugu kare bolgenin orta

noktast igin buradan elde edilen sonug¢ ise u(0,0)=0.01172313 dir. Bu sonug

digeriyle karsilastirildiginda {i¢ ondalik basamakta dogruluga sahip oldugu

gorlilmektedir.

25



A & ;‘\{{Q\ ~_ | ™~
002y—" |~ 0““\\\“ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ~_
o014 “\‘\\‘ A s "‘3‘“‘“‘“‘\“ o |l

. N X () “\\‘ v, N N S
A ‘,3,""8‘\\‘\\‘ WA \\o. ™
0 L@ \\\\\u,w ‘\\\‘ \\g;‘\\\\!‘\\;,;.;:t::‘\‘\t\\\\\\, ‘\\‘R‘ Ko
“\\\\“///"o “ ‘ I ‘\ \\ i ‘\ w‘o =
001 | & ,,,“:\ ‘\\ \\‘ 05 \‘\\\\ “\\\\\\ \\ «/;l,‘ () \\\“ \\;«
-0. e ’ l';\\““‘ ‘ "“ ‘ ‘\;\\\\“\“//I/',““ “““ \\\ ~

g\ m/;//, ‘“%\\\\ N7 //// u ‘\\\’\ DTN
R “‘"" NN T~

”’ “““ “‘3‘\\!.))"‘1/”71”’ L “
il

Sekil 4.10: Helmholtz probleminin ¢éziimii (Problem (4.13))
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5.CHEBYSHEV SERILERi VE HIZLI FOURIER
DONUSUMU

Bu boliimde Chebyshev spektral metotlarinin hizli Fourier doniisii (FFT)
kullanilarak nasil uygulanabilecegini inceleyecegiz (Trefethen 2000). Bu durum bazi
hesaplamalar i¢cin Onemli hizlanma saglamaktadw. FFT’nin geri doniisii

asagidakilerin esdegerligine goredir:
e xe[-11] de Chebyshev serisi

e JeR deFourier serisi

*  |z|=1 gemberi iizerinde Laurent serisi.

0cR, xe[-11] ve zeS (S ={z:|] :1}) bagimsiz degiskenlerini gz

oniine alalim. Bunlar arasindaki iliski
z=e", x=9{e(z)=%(z+zl)=cos(6’) e [-11] (5.1)

seklindedir ve bu da

dx ) 2

—=—sinf=—/1—x 5.2
10 (5.2)

oldugunu belirtir (bkz. Sekil 5.11). Goriildiigi gibi her bir x € (—1,1) icin birbirinin
eslenigi iki adet z e § vardir ve sonsuz sayida € € R se¢imi miimkiindiir. Buradan
Re(z) =x ve Re(z")=T, (x), n>0 dir. Bu ifade, x,z ve 8 (5.1) denklemindeki

gibi iligkili olmak kaydiyla,
T, (x)=%Re z" :%(z”ntz”):cosnﬁ (5.3)
seklinde Chebyshev polinomlarinin tanimi olarak alinabilir.
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x =Re zFcosl

Sekil 5.11: x, z ve @ arasmdaki iliski

Bu formiilden 7 (x) in x in bir polinomu oldugu ag¢ik degildir. Fakat n=0,1,2 ve 3

icin formiil agagidaki gibi acgildiginda bu durum agikliga kavusmaktadir.

Rezi=l = T, =1,
‘J{ezl:%(zvtzl) = T, (x) = x,

2 1 2 -2 1 —-142 2
Re z =§(z +z )=E(z+z -1 = T,(x)=2x" -1,

Re 2° :%(z3 +z3):%(z+zl)3 —%(Z+Zl) = T3(x):4x3 -3x,

Genel olarak Chebyshev polinomlari ii¢ terim tekrarlama bagintistyla iliskilendirilir:

DJM=%@”+Z“)

=%(z” +z”)(z+zl)—%(z”1 +z'™) (5.4)

=2xT,(x) =T, ,(x)
Denklem (5.2) ve (5.3) ten, T (x) in tiirevi
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T'(x) = —nsin ng X = 1151010 (5.5)
do sin @

olarak bulunur. Dolayistyla, nasil x,z ve @ denk iseler 7 (x) , z" ve cosnf da

denklerdir. Bunlarin lineer birlesimleri alinarak birbirine denk ii¢ tip polinom elde
edilebilir. Bunlardan ilki, Chebyshev polinomlarmin lineer birlesimlerinin

alinmasiyla elde edilen
N
p.(0)=> aT (x), xe[-L1] (5.6)
n=0
seklinde bir cebirsel polinom, ikincisi
1 N
pL(z)=EZan(z” +z7"), |7=1 (5.7)
n=0

seklinde Laurent polinomu ve sonuncusu da ¢ift ( P(6) = P(-6)), 2z periyotlu, N.

dereceden

N
p.(0)=> a,cosnd, OeR (5.8)

n=0
seklinde bir trigonometrik polinom dur.

x,z ve € Sekil 5.11 deki gibi iliskili oldugunda p,(x)= p,(z) = p,(0) elde
edilir. x e[-1,1] i¢in tamimh bir f (x) fonksiyonundan kendi-ters f,(z) (|z| :1) ve

£,(0) (0 e R) fonksiyonlarini olusturabiliriz:

1

@)= LEED. £0) = f(eos0) (5.9)

Spektral metotlar igin, f,,f, ve f, fonksiyonlarmm interpolantlar1 olarak

Chebyshev, Laurent ve trigonometrik polinomlar,

0=, z,=¢", x =cosf =Rez, 0<j<N (5.10)
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seklinde verilen interpolasyon noktalariyla birlikte kullanilmaktadir. Dolayisiyla,

asagidaki denklik bagintilar1 mevcuttur:

p,(0), esit aralikl { 0 /.} noktalarinda f,(0) (¢ift ve 27 —periyotlu) y1 interpole eder
g

p, (z), birimin kokleri olan {z_ /.} noktalarinda f, (z) yi interpole eder

g
p.(x), {x_ /.} Chebyshev noktalarinda f, (x) 1 interpole eder

Simdiye kadar anlatilanlardan yola ¢ikarak Chebyshev Spektral tiirevleme
icin hizli Fourier doniigiimii algoritmasmi tanimlayabiliriz. Burada onemli nokta,
f(x) in g, (x) polinom interpolantinin, f,(d) nin g,(6) gibi bir trigonometrik
interpolant1 bulunarak Fourier uzaymnda tiirevlenmesi ve x degiskenine geri
doniilmesiyle, tlirevlenebilmesidir. Periyodik esit aralikli 1zgara noktalariyla
calisildiginda hizli Fourier doniisiimiiniin avantajlar1 kullanabilir. Ek A da hizhi

Fourier doniisiimiiyle Chebyshev spektral tiirevlemenin algoritmasi verilmektedir.

Asagida bu metodun nasil ¢alistig1 ile ilgili uygulamalar verilecektir.

5.1  Bir ve Iki Boyutlu Dalga Denklemleri

Dalga denklemi uygulamali matematikte ¢cok Onemli yere sahip bir kismi
diferansiyel denklemdir. Akustik, akigkanlar mekanigi ve elektromanyetikte oldukca
yaygin olarak kullanilmaktadir. Dalga denkleminin ¢dziimlerinden ses, su ve 151k
dalgalarinin hareketlerini betimleyen fiziksel nicelikler ¢ikar.

5.1.1 Bir Boyutlu Dalga Denklemi

I1k olarak,
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., —l<x<l, t>0
(5.11)
u(-1,6)=0, u(l,t)=0

utt =u

seklindeki bir boyutlu problemi ele alalim. Bu problemi niimerik olarak ¢6zmek i¢in
zaman degiskeninde sonlu fark leap frog formiiliinii ve uzay degiskeninde de
Chebyshev spektral tiirevlemeyi kullanacagiz (Trefethen 2000). Kullanilacak
niimerik yontemin formiillendirilmesini tamamlamak i¢in iki tane baglangic kosulu
belirlemeliyiz. Kismi diferansiyel denklem i¢in bu kosullar u(x,0) ve u,(x,0) m
verilmesi olurdu. Kullanacagimiz sonlu fark algoritmasi icinse u tiizerindeki
kosullarm =0 ve ¢t =—At¢ (6nceki zaman adimi) de belirlenmesi gereklidir. Biz

burada

u(x,0)= e 150

u(x,—At) = o 150G (5.12)

seklindeki kosullar1 kullanacagiz. Bunlardan ikincisi sola-hareketli Gaussian darbe

olarak bilinmektedir.

Simdi, v 1, n. zaman adiminda u(x;,nAt), j=1,2,3,...,N nin yaklasim

vektorii olarak alalim. Bu durumda (5.11) deki dalga denklemini

V) o) 4 )
(Ar)

=w (5.13)

seklinde ayrik formda yazabiliriz. Bu denklemde w, uzay degiskeninde ikinci

mertebeden tiirev i¢cin FFT kullanilarak bulunan spektral tiirevi gostermektedir.

Buradan da yaklasik ¢6ziim
v — oy )y (At)2 w (5.14)

olarak kolayca bulunur.

Probleminin sayisal ¢ozimi N =80 ve Ar=0.0013 icin yapilmis ve
sonuclar Sekil 5.12 de grafik olarak verilmistir. Zaman admminin bu sekilde kiigiik
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alinmasi sayisal kararlilik i¢in gereklidir. Bu durum Trefethen (2000) de ayrintili

olarak agiklanmustir.

o

Sekil 5.12: Bir boyutlu dalga denkleminin (Denklem 5.11) ¢dziimii

5.1.2 1ki Boyutlu Dalga Denklemi

Ikinci olarak, asagidaki sekilde verilen iki boyutlu problemi ele alalim:
t>0
(5.15)

u, =u, +u,, —1<xy<lI,
u(l,y,1)=0

u(-1,y,t)=0,
u(x,—Lt)=0, u(x,1,t)=0

(5.16)

u(x,y,0)=e

Bu problem i¢in kullanacagimiz baslangi¢ kosullari
—10()(2 +y2)
u,(x,y,0)=0

seklinde olsun.
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Bu problemi niimerik olarak ¢dzmek i¢in zaman degiskeninde yine sonlu fark
leap frog formiiliinii ve uzay degiskenlerinde (x, y ) de tensér ¢arpim digim

noktalar1 tizerinde Chebyshev spektral metodu kullanacagiz.

Eger W, ve Wj(z) esit aralikli diglim noktalar1 iizerinde swrasiyla 1. ve 2.

mertebeden tiirevler ise bu durumda x yoniindeki Chebyshev diigiim noktalar1
tizerinde 2. mertebeden tiirev

w? = LW + ! w?, 1< j<N-1 (5.17)

xJ (l_sz)3

seklinde ve y yoniindeki Chebyshev diigiim noktalar1 iizerinde 2. mertebeden tiirev

1
W, 1< j<N-1 (5.18)

W o W+
(1)

yJ

seklinde olur.

Simdi, bir boyutlu dalga denkleminin ¢oziimiinde yaptigimiz gibi, v i, n.
zaman adiminda u(x 5,0l j=1,2,3,....N nin yaklasim vektorii olarak alalim.

Bu durumda (5.15) deki dalga denklemini

V) o) 4 D)
(Ar)

=W, +W, (5.19)

seklinde ayrik formda yazabiliriz. Burada w, ve w  elemanlar1 (5.17) ve (5.18)

denklemleriyle verilen vektorlerdir. Buradan da yaklasik ¢6ziim
v = oyt _yt (At)2 (W, +w,) (5.20)

olarak bulunur.

Probleminin sayisal ¢oziimi N =24 ve Af=0.0104 i¢in yapilmis ve
sonuclar Sekil 5.13-5.16 da grafik olarak verilmistir.
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Sekil 5.13: Kare bolgede (5.15)-(5.16) probleminin t=0 i¢in grafigi

t=0.33333
1
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Sekil 5.14: Kare bolgede (5.15)-(5.16) probleminin ¢dziimiiniin t=0.33333 i¢in grafigi

34



i s

R gl il -
<SR
0.2 4

L SN

. -
0 -fesmitriss . X
e i S
..-l LGS, -

£ ‘AA }
A 8 R o RS S SO T LTRSS
s St e SN s VWSSl
PR S T A
e Wi
o

Sekil 5.15: Kare bolgede (5.15)-(5.16) probleminin ¢dziimiiniin t=0.66667 i¢in grafigi
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Sekil 5.16: Kare bolgede (5.15)-(5.16) probleminin ¢dziimiiniin t=1.00000 i¢in grafigi
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5.2 Iki Boyutlu Laplace Ozdeger Problemi

Iki boyutlu Laplace operatdrii icin dzdeger problemi matematik ve fizigin
klasiklerindendir. Ozellikle akustik ve elektromanyetik dalga kilavuzlari
uygulamalarinda, 6zdegerlerin tahmini icin literatiirde mevcut ve yeni Onerilen

hesaplamali metotlar aragtirmacilarin ilgisini cekmektedir.

Bu bolimde ilk olarak kare bolgede asagidaki sekilde verilen iki boyutlu

Laplace 6zdeger problemini ele alacagiz:

—u, —u, +f(x,u=2u, —-1<x,y<l

u(-1,y)=0, u(,y)=0 . (5.21)
u(x,-1)=0, u(x,1)=0

Bu problemi f (x, y) nin bazi 6zel se¢imleri haricinde analitik olarak ¢6zmek

genelde miimkiin degildir. Analitik ¢6zlime olanak taniyan seg¢imlerden birisi

/(x,»)=0 olmasi durumudur. Bu durumda yukaridaki problem

u,+u, +Au=0, —-I<x,y<l
u(-Ly)=0, u(ly)=0 (5.22)
u(x,-1)=0, u(x,1)=0

seklindeki probleme indirgenir. Bunu da “Degiskenlerine Ayirma Metodu” nu
kullanarak kolayca ¢ozebiliriz. Bu durumda (5.22) probleminin 6zdegerleri ve

ozfonksiyonlari (normal modlar1) sirasiyla

2

V4
A ="—(n*+m*), n,m=1,2,3,..., 5.23
a ) (5.23)

nm

unm(x,y):sin(%(x+l)Jsin(%(y+l)J, nom=1,2,3,..., (5.24)

formunda olurlar. Burada dikkat edilirse »n#m oldugunda Ozdegerler cakisik
olmaktadir. Bu duruma 6zdegerler dejeneredir denir. Genelde ¢akisik 6zdegerler icin

hesaplanan normal modlar bu 6zdegerlere karsi gelen 6z uzaym lineer bagimsiz
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2
elemanlaridirlar. Ornegin, 4, =4, :5% ozdegerine karsi gelen normal modlar

a, € R olmak ilizere

asin(g(x+1))sin(7z(y+l))+,Bsin(;z(x+l))sin(§(y+l)j (5.25)

seklindedirler. Tablo 5.1°de (5.22) probleminin (5.23) ile verilen bazi1 6zdegerleri

gorilmektedir.

Tablo 5.1: Problem (5.22) nin baz1 6zdegerleri

1 J /11‘]
1 1 ’
7 ~ 4.9348022005446793096
2
1 2 5% ~12.337005501361698274
2
2 1 5% ~12.337005501361698274
2
2 2 8% ~19.739208802178717238

Problem (5.21) i bir spektral metot kullanarak niimerik olarak ¢6zmek i¢in

Boliim 4.2 de iki boyutlu Poisson problemini ¢6zmek i¢in kullandigimiz yolu takip

2

edebiliriz (Trefethen 2000). Burada ilk olarak (N —1) ><(N —1)2 boyutlu ayrik

Laplasyan’1 Kronecker toplam olarak asagidaki sekilde yazariz:

L, =-1®D% -D’ ®I. (5.26)
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2 2

Bu denklemde 1, (N—I)X(N—l) boyutlu birim matris ve L, de (N—l) ><(N—1)
boyutlu bir kare matristir. Daha sonra buna kdsegen elemanlari, her bir (N —1)2 ic

diigiim noktasinda Sekil 4.6 daki siralamaya gdre hesaplanan f (x, y) degerleri olan

kosegen matrisi ekleriz:
L,=-1®D? -D? ®I+F. (5.27)

En sonunda da (5.21) problemi

Lou=1u (5.28)
seklinde o6zdeger problemi olarak yazilir. Buradaki L y matrisinin 6zdegerleri

standart teknikler kullanilarak kolayca bulunabilir. Biz burada bu biiyiik matrisin

0zdegerlerini bulmak i¢in MATLAB in eig komutunu kullaniyoruz.

Problem (5.21) in sayisal ¢oziimiinii ilk once f (x, y) =0 i¢in yaparak elde
edilen sonuglar1 yukarida verdigimiz analitik ¢6ziim sonuglartyla karsilastirma
imkant buluyoruz. Sekil 5.17-5.20 de N =16 kullanilarak elde edilen niimerik
sonuglar kontur grafikler olarak verilmistir. Bu kontur grafikler problemin ilk dort
0zdegerini ve bunlara kars1 gelen ilk dort normal modu gostermektedir. Bu
grafiklerde verilen Ozdegerler ile Tablo 5.1°de verilen analitik sonuglar
karsilagtirildiginda, sadece 16x16 biiyiikliigiinde ayrik nokta kullanilmis olmasina

ragmen 12 hanelik dogruluga ulasildig1 gézlemlenmektedir.

f (x, y);tO oldugunda artik (5.21) problemini analitik olarak ¢6zmek

miimkiin olmayacaktir. Bu nedenle analitik ¢oziimiinii bildigimiz durumla test edilen

niimerik yontemi

f(x,y)=e?0"" (5.29)

olmas1 durumu i¢in uyguladigimizda elde edilen sonuglari ilk duruma benzer sekilde

Sekil 5.21 de veriyoruz.
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Ay = 4.5348022005465246
1 T T T

0.8 1

0.4 1

0.2F 1

NZ2F 1

04t .

Oe8F J

Sekil 5.17: Problem (5.21) i¢in birinci 6zdeger ve normal mod

Ay 5 = 12.3370055013703400
1 T T T

0arp

06

04r

02r

O2F

04}

OB

A8 F

Sekil 5.18: Problem (5.21) igin ikinci 6zdeger ve normal mod
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Ay = 1233700550137 06850
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Sekil 5.19: Problem (5.21) i¢in iiglincii 6zdeger ve normal mod
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Sekil 5.20: Problem (5.21) i¢in dérdiincii 6zdeger ve normal mod



A= 527 FBRZ91 144783 A =12 4147607855199280

1
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| 7= 13 88645503479455%0 | = 214962155519436430
05| - 05 @@
o} - 0 -
05| 05 -
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Sekil 5.21: Problem (5.21) de f (x, y) =0 icin ilk dort 6zdeger ve normal mod
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6. SONUC VE ONERILER

Spektral metotlar, adi diferansiyel denklem, kismi diferansiyel denklem ve
diferansiyel denklem iceren 6zdeger problemlerini sayisal olarak ¢dzmek igin sik
kullanilan sonlu farklar metodu ve sonlu elemanlar metoduna alternatif metotlardan
birisidir. Bu metotlarin temel 6zelligi, deneme fonksiyonlar1 olarak sonsuz
diferansiyellenebilir ~ global  fonksiyonlarin  farkli  ortogonal  sistemlerini
kullanmasidir. Bunun avantaji, ele alman problemin tanimli oldugu bdlgenin
herhangi bir noktasindaki hesaplamanin, sadece bu noktaya komsu noktalardaki
bilgiye (sonlu farklar metodunda oldugu gibi) bagh olmayip tiim bdlgenin bilgisine
bagli olmasidir. Farkli deneme fonksiyonlarinin kullanimi farkl spektral yaklagimlar1
beraberinde getirmektedir. Bunlardan bazilar1 Chebyshev spektral metot, Fourier
spektral metot ve Jacobi spektral metot olarak siralanabilir. Spektral metotlar iistel
yakinsak olduklarindan lokal metotlara gore daha kesin (az hatali) sonuglar
vermektedir. Global metotlar, zamanda veya uzayda c¢Oziimiin Onemli Glgiide
degisiklik gosterdigi, ¢ok yiiksek sayida 1zgara noktalarinin kullanilmasmin gerekli
oldugu ve ayrica uzun zaman integrasyonuna ihtiya¢ duyuldugu durumlarda lokal

metotlara tercih edilmektedir.

Bu tezde, deneme fonksiyonlar1 olarak Chebyshev polinomlarinin
kullanilmasiyla elde edilen Chebyshev spektral metot ele almmis ve bazi
uygulamalar1 verilmistir. [lk dnce Chebyshev polinomlarmin kullanilmasi: durumuna
kars1 gelen tiirevleme matrislerinin Chebyshev noktalar1 kullanilarak olusturulmasi
Ozetlenmis ve daha sonrada bu matrislerin KDD ler i¢in baslangic ve sinir deger

problemlerini ¢6zmede nasil kullanildig1 6rneklerle agiklanmustir.
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8. EKLER

EK A Algoritma (FFT-Tabanh Chebyshev Spektral Tiirevleme)

Xy =1,...,x,, =—1 Chebyshev noktalarinda {v,,...,v, } verilsin. Bu verileri
Vivy =V j=12,..,N-1 olmak iizere 2N uzunlugunda bir V" vektoriine

genislet.

FFT kullanarak asagidakini hesapla:

A

%

=~

T e

—>e"V,, k=-N+1,..,N
N3

W, =0 disinda W, = ikV, olarak tammla.

Trigonometrik interpolantin tiirevini

N . A
W= > W, j=1..2N

a 27 Ha
seklindeki ters FFT yi kullanarak hesapla.

[¢ ayrik noktalarda cebirsel interpolant g, (x) in tiirevini

W, _1y bn*, ., w, —Lib (=D)"™'n*
2z n=0 " ! 2z n=0 !
1
) _07N
h=12""
1, n#0,N

formillerini kullan.
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