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ÖZET 

 

 

 

 

Bu  tezde asal halkalarda ve asal gamma halkalarda tanımlanmış olan türevlerin tanımları 

verilip türevler hakkında detaylı bilgiler ele alınmıştır. 

Birinci bölümde diğer bölümlerde kullanılan temel tanım ve teoremler verilmiş, ikinci 

bölümde, asal halkalarda ve asal gamma halkalarda bazı türevlerin tanımları ve o 

türevlerle ilgili daha önceden yapılan çalışmalar ispatsız olarak verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise; asal halkalar ve asal gamma halkalarda simetrik – bi-türev 

üzerinde detaylı olarak durulmuş olup üçüncü bölümün son kısmında ise yapılan 

çalışmalardan elde ettiğimiz bulgular üzerinde durulmuştur. 
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ABSTRACT 

 

 

 

 

 

In this thesis the definitions of derivations which are defined in prime rings and in prime 

gamma rings are given. About these derivations, detailed informations are also given. 

In the first chapter the definitions and some basic theorems are given which will be used 

in the other chapters. 

In the second chapter the definitions, some properties and theorems of the derivations in 

prime and semi - prime gamma rings  are given without proof. 

In the last chapter the definitions of symmetric - bi derivations in prime rings and in 

prime gamma rings are given. About these derivations detailed informations are given. 

Finally in the last part of the thesis some conclusions from these researches are given 

that we have proved.  
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BİRİNCİ  BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

 

 

Bu  bölümde  ikinci  ve  üçüncü  bölümlerde  kullanılan  temel  tanım  ve  teoremler 

verilmektedir. 

 

1. Temel  Tanım  ve  Teoremler 

 

Tanım 1.1: G  boş  olmayan  bir  küme  olsun. Her  a, b G  için,  

  : GxG  G  

            (a , b)  a  b   ile  tanımlı  fonksiyona  G  üzerinde  bir  ikili  işlem 

denir.  

 , G  kümesi  üzerinde  bir  ikili  işlem  olsun. 

(a)  a, b, c G  için   a  (b c) = ( a b)   c   ise     işleminin  

birleşme özelliği   vardır  denir. 

(b)  a G  için   a  e = e   a   olacak biçimde bir tek  e G  elemanı 

varsa bu  e  elemanına  G  kümesinin     işlemine  göre  birim  elemanı  

denir. 

(c)  a G  için   a  a 1 = a 1   a   olacak  biçimde  bir   a 1  G   elemanı 

varsa  bu  a 1   elemanına  a  nın       işlemine  göre   tersi   denir. 

Bir  G  kümesi  üzerinde  tanımlı     işlemi  (a)  koşulunu  sağlarsa  (G,  )  cebirsel 

yapısına   yarı grup  denir. Bir  yarı grup  (b)  koşulunu sağlarsa , bu yarı gruba  monoid 

denir. (c)  koşulunu  sağlayan  bir  monoide  grup  denir. 

 (G,   )  bir  grup  olsun. Her  a, b G  için  a b = b a  eşitliği  sağlanırsa  G  ye 

değişmeli  grup  denir. 

Tanım 1.2: R  boş  olmayan  bir  küme,  “+”  ve  “.”  R  üzerinde  tanımlı  iki  işlem 

olsun. (R,+)  değişmeli  bir  grup,  (R,.)  yarı  grup  ve  “.”  işleminin  “+”  işlemi 

üzerine  soldan  ve  sağdan  dağılma  özellikleri varsa, yani   r
1
, r 2 , s R   için,  

s(r
1
+ r 2 ) = s r

1
 + s r 2    ve   (r

1
 + r 2 )s = r

1
s + r 2 s 
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özelliği sağlanırsa  R   ye  halka  denir. 

(R,.)  monoid  ise  halkaya  birimli  ve  “.” işlemi  değişmeli  ise  halkaya değişmeli 

halka   denir. 

Tanım 1.3: R  bir  halka  ve  S,  R  nin  boş kümeden  farklı  bir  alt  kümesi  olsun. S  

kümesi R  deki  işlemlere  göre  halka  yapısını  oluşturuyorsa  S  ye  R  nin  bir  alt 

halkası  denir. 

Tanım 1.4: R  bir halka  olsun. Z = { rR  s  R için  rs = sr } R  ye  R  halkasının 

merkezi  denir. 

Bir  x R  için  Z
R

(x) = { rR rx = xr } R   kümesine  x  in R  deki  merkezleyeni 

denir. 

Tanım 1.5: R  bir  halka  ve  a R{0}  olsun. ab = 0 ( ba = 0 )  olacak  şekilde  bir 

bR{0}   bulunabiliyorsa  a  ya   sol (sağ) sıfır  bölen   denir. a R   elemanı  hem sağ 

hem de  sol  sıfır  bölen  ise  a ya  sıfır  bölen  denir. 0  aR  için  ab = 0 ( ba = 0 ) 

olduğunda  b = 0  koşulu sağlanırsa  a  ya   sol(sağ)  sıfır  bölensiz   denir. 

Tanım 1.6: R  en  az  iki  elemanı  olan  bir  halka  olsun. R  komütatif,  birimli  ve  sıfır 

bölensiz  ise  o  zaman  R  halkasına   Tamlık bölgesi   denir. 

Tanım 1.7: R  bir  halka  olsun. a R  için   na = 0   olacak  şekilde  bir  en  küçük 

pozitif  n  tamsayısı  varsa  buna  R  nin   karakteristiği  denir  ve   charR = n   ile 

gösterilir. Eğer  böyle  bir  n  tamsayısı  bulunamazsa   charR = 0   dır.  

Tanım 1.8: R  bir  halka  ve  n Z    olsun. x R  için  nx = 0  olması  x = 0  olmasını 

gerektiriyorsa  R  ye  n – torsion  free  denir. Örneğin,  x R  için  2x  0  olması  x  0 

olmasını  gerektirdiği için  R  ye  2-torsion  free  denir. 

Tanım 1.9: (R,+,.)  ve  (S,,)  iki  halka  olsun.  f : RS   fonksiyonu   a, b R  için, 

f(a+b) = f(a)  f(b)     ve     f(a.b) = f(a)  f(b) 

şartları  sağlanıyorsa   f   ye  bir   halka  homomorfizması   denir.  

Eğer  f : RS halka  homomorfizmi , birebir ise  f  fonksiyonuna  halka monomorfizmi,    

f : RS halka homomorfizmi , örten ise  f  fonksiyonuna  halka epimorfizmi, f : RS 

halka  homomorfizmi , birebir ve örten ise  f  fonksiyonuna  halka  izomorfizmi  denir. 

Eğer  f :RR  fonksiyonu, bir halka homomorfizmi ise  f  ye halka endemorfizmi,          

f :RR  fonksiyonu , bir halka izomorfizmi ise  f  ye  halka  otomorfizmi   denir. 

Tanım 1.10: R  ve S  birer  halka  ve  f : R  S   bir  homomorfizm  olsun. 
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Ker f ={ xR  f (x) = 0 } 

kümesine  f   nin  çekirdeği   denir. 

Tanım 1.11: U  kümesi  R  halkasının  bir  alt  halkası  olsun. r R  ve  u U  için; 

r u U ( RU  U )  ise  U   ya  R   nin  sol  ideali,  

u r U ( UR  U )  ise  U   ya  R   nin  sağ   ideali   denir. 

Hem  sağ  hem  de  sol  ideal  olan  alt  halkaya   ideal   denir. 

U  bir  sol  (sağ)  ideal  olsun. A
R

(U) ={rR uU için ru = 0 (ur = 0) } R  idealine 

U  nun  R  deki  sol (sağ)  sıfırlayanı  denir. 

Tanım 1.12: R  bir  halka  olsun. 0  u R  için  u n = 0  olacak  şekilde  bir  n  pozitif 

tamsayısı  varsa  u  elemanına  nilpotent  eleman   denir.  

Tanım 1.13: U,  R   nin  bir  ideali  olsun. Bir  n Z    için  U n = 0  eşitliği  

sağlanıyorsa U   ya  R   nin   nilpotent  ideali   denir. 

U , R   nin  bir  ideali  olsun. U   nun  her  elemanı  nilpotent ise U   ya  nil ideal  denir. 

Her  nilpotent  ideal nil  ideal olduğu halde nil olup nilpotent olmayan idealler vardır. 

Önerme 1.1: R  sıfırdan  farklı  nilpotent  ideali  olmayan  2 – torsion  free  halka olsun. 

a R  ve  x R  için   a(ax - xa ) = (ax - xa ) a   olacak  biçimde  ise  a Z  dir. 

Tanım 1.14: R  bir  halka,  P  R,  R  nin  bir  ideali  olsun. R   nin   UV  P   koşulunu 

sağlayan  her  bir  U  ve  V  idealleri  için  U  P   veya   V  P   sağlanıyorsa  P   ye 

asal ideal   denir. 

Teorem 1.1: R  bir  halka  ve  P  R nin  ideali  olsun. Buna  göre  aşağıdakiler  denktir. 

(i) P  asal  idealdir. 

(ii)  a ,b R   için   aRb  P   ise  a  P   veya   b  P    dir. 

(iii)  a ,b R   için   (a)(b)  P   ise   a  P   veya   b  P   dir. 

(iv) U  ve  V ,  R   nin iki sol (sağ) ideali olmak üzere  UV  P ise U  P 

veya V  P dir. 

Tanım 1.15: R  halkasının  (0)  ideali  asal  ideal  ise  halkaya  asal halka  denir. 

Teorem 1.2: R  bir  halka  olsun. Aşağıdaki  ifadeler  denktir. 

(i) R  asal  halkadır. 

(ii)  a,b  R  için   aRb = 0  a = 0   veya   b = 0    dır. 

(iii) U ve V, R  nin  idealleri  olmak  üzere  UV = 0 ise U = 0  veya  V = 0 dır. 
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(iv) R   nin  sıfırdan  farklı  sol (sağ)  idealinin  sol (sağ)  sıfırlayanı  

sıfırdır. 

Tanım 1.16: R  bir  halka  ve  P  R nin  ideali  olsun. R   nin  herhangi  bir  U  ideali 

için, U 2   P  olduğunda   U  P   oluyorsa   P   ye  R   nin   yarı-asal  ideali   denir. 

Teorem 1.3: R  bir  halka  ve  P  R nin  ideali  olsun. Buna  göre  aşağıdakiler  denktir. 

(i) P  yarı-asal  idealdir. 

(ii)  a R  için   aRa  P   ise   a P   dir. 

(iii) (a), R  de  bir  esas  ideal   ve   (a) 2  P   ise   a P   dir. 

(iv) U, R  de  bir  sol (sağ)  ideal ve   U 2  P   ise   U  P   dir. 

Tanım 1.17: R  bir  halka  olsun. R   nin  tüm  asal  ideallerinin  arakesitine  R  nin  asal 

radikali  denir  ve  P(R)  ile  gösterilir. Bir  R  halkasında   P(R) = 0   ise, halkaya  yarı- 

asal  halka  denir. 

Bir  R  halkasının  yarı-asal  olması  için  gerekli  ve  yeterli  koşul,  a R  için , 

aRa = 0  olduğunda   a = 0   olmasıdır. 

Her  asal  halka  bir  yarı - asal  halkadır  ama  tersi  daima  doğru  değildir. 

Önerme 1.2: R  asal  halka  olsun.  a R,  R   nin  sıfırdan  farklı  bir  sağ  idealini 

merkezleştiriyorsa   a Z   dir. 

Teorem 1.4: R  asal  halka  ve  U, R  nin  sıfırdan  farklı  sol  ideali  olsun. U  değişmeli 

ise   R   değişmelidir. 

Tanım 1.18: Bir  birleşmeli   halka   üzerinde  yeni   iki  tanım şöyle verilebilir. 

a, b R  için   [a,b] = ab - ba   ve   (a,b) = ab + ba      ifadelerine komütatörler denir.  

 

Komütatörlerin  bazı  özellikleri  aşağıdaki  gibi  verilebilir. a, b, c R  için ; 

(i) [a,b] = - [b,a] 

(ii) [a+b, c] = [a,c] + [b,c] 

(iii) [a, b+c] = [a,b] + [a,c] 

(iv) [ab, c] = a[b,c] + [a,c]b 

(v) [a, bc] = [a,b]c + b [a, c] 

(vi) [[a,b] , c] + [[b,c] , a] + [[c,a] , b] = 0       ( Jacobi  özdeşliği ) 

Önerme 1.3: R  asal  halka  ve  a, b R  olsun. Her  r R  için   b[a, r] = 0   ise   b = 0 

veya   a Z     dir.  
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Önerme 1.4: R  bir  asal  halka  olsun. x, y R  ve   0 xZ  için  xy = 0  ise  y = 

0  dır. Önerme 1.5: R  bir  yarı–asal  halka  ve  a R  olsun. x, y R  için a[x , y ] = 

[x , y ]a ise   a Z   dir. 

Önerme 1.6: R  bir  asal  halka   Z,  R   nin merkezi  ve   0  c  Z   olsun. Bir  a R  

için   ac Z   ise   a Z   dir. 

Tanım 1.20: M = { a, b, c, ….. } ve ......},,{   Abel gruplar olsun.  

Mcba  ,,  ve   ,  için  

(i)    Mba   

(ii)  

cabacba

bababa

cbcacba













)(

)(

)(

 

(iii)  )()( cbacba       şartlar sağlanıyorsa M ye Barnes anlamında 

gamma halkası denir. 

Eğer ; 

(i)  Mba   ve a  

(ii)  

cabacba

bababa

cbcacba













)(

)(

)(

 

(iii) )()()( cbacbacba    

(iv) Mba ,  için 0ba   iken  0  dır. 

O zaman M  ye Nobusawa anlamında  gamma  halkası denir. 

Tanım 1.21: M gamma halkasının  bir A alt kümesi M  nin bir sol idealidir ancak ve 

ancak A, M  nin bir alt grubudur ve },:{   AacaMA A dır. Aynı şekilde 

sağ ideal de tanımlanabilir. Eğer A hem sağ hem de sol ideal ise A  ya ideal denir. 

Tanım 1.22: Eğer Ma  ise a tarafından üretilmiş ideale temel ideal denir ve )(a  ile 

gösterilir. Bu ideal a  yı içeren tüm ideallerin kesişimidir.  

Tanım 1.23: A ve B  M  nin sağ(sol) idealleri ise  o zaman  

},:{ BbAabaBA   de M  nin bir idealidir ve bu kümeye A ile B  nin toplamı 

kümesi denir. M  nin herhangi bir sayıda idealinin kesişimi de yine bir idealdir. 

Tanım 1.24: Eğer A, M  nin bir sağ ve B, M nin bir sol ideali ise ayrıca S, M  nin boş 

kümeden farklı bir alt kümesi ise  
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n

i

iii asSA
1

{     },,: AaSs iii    kümesi M  nin bir sağ idealidir. Benzer 

şekilde tanımlanan BS, M nin bir sol idealidir. BA da M nin çift yönlü idealdir. 

Tanım 1.25: A çift yönlü ideal olduğunda  }:{ MxAx
A

M   kümesi A  nın 

denklik sınıfları kümesidir ve bir gamma  halkasıdır. Burada tanımlanan işlemler 

+ : (x + A) + (y + A) = (x + y) + A 

   . : (x + A) (y + A) = (x y) + A            dır. 

Tanım 1.26: R bir halka olsun. A toplamsal Abel gurubu ARxA  fonksiyonu ile 

birlikte AbaRsr  ,,,  için aşağıdaki şartları sağlıyorsa bir sol R-modüldür. 

i) r(a + b) = ra + rb 

ii) (r + s)a = ra + sa 

iii) r(sa) = (rs)a 

Benzer şekilde sağ R-modül tanımı da yapılabilir. Hem sağ hem de sol R-modüle  

R-modül denir. Eğer R, birim elemana sahipse A birimli R- modül olarak adlandırılır. 

 

İKİNCİ   BÖLÜM 

ÖNCEKİ   ÇALIŞMALAR 

 

 

 

Bu  bölümde  çalıştığımız  konuyla  ilgili, daha  önceden  yayınlanan  makalelerin 

özetleri, yazar  adı  ve  yayınlandığı  yıl  belirtilerek  uygun  bir  sıra  içinde  ispatsız 

olarak  verilmektedir. 

 

2.1  Asal  Halkalarda  Türevler 

 

R  bir  halka ve   d : R  R   bir  dönüşüm  olsun. Aşağıdaki  koşullar  varsa  d  ye  R  

de  bir   türev   denir.   x , y  R  için, 

(a) d (x + y) = d (x) + d ( y ) 

(b) d (x y) = d (x) y + x d ( y ) 

 



                                                                                                                                  XVI  

Türevli  halkalarda  ilk  çalışma   1957    de   Posner, E. C.   tarafından  

başlatılmıştır. 

 

2.1.1 Posner, E. C., 1957 

 

Tanım 2.1.1.1: R  asal  halka olması için gerek ve yeter şart   a  R  için  xay = 0 ise  

x = 0   veya   y = 0   dır. 

Lemma 2.1.1.1: R  bir asal halka  d,  R  nin bir  türevi ve a R olsun. Buna  göre x 

R için   ad(x) = 0  ise  a = 0   veya   d = 0   dır. 

Lemma 2.1.1.2: R  bir  asal  halka ve  R   nin  p, q, r  elemanları  a  R  için  paqar = 

0 şeklinde olsun. Bu  takdirde  p, q, r  elemanlarından   en  az   biri  sıfırdır. 

Teorem 2.1.1.1: R,  charR  2   olan  bir  asal  halka,  d 1  ile d 2 ,   R   nin  türevleri  ve 

d 1 d 2   yine  bir  türev  olsun. Bu  taktirde  d 1   ve  d 2    den  en  az  biri  sıfırdır. 

Lemma 2.1.1.3: R  bir  asal  halka  ve  d ,  a  R  için   [a,d(a)] = 0   olacak  biçimde 

R   nin  bir  türevi  olsun. Bu  durumda,   R   değişmeli  veya  d  sıfırdır. 

 

 

 

2.1.2 Herstein, I. N., 1978 

 

Teorem 2.1.2.1: R bir  halka, d, R halkasının d 3 0 koşulunu sağlayacak şekilde bir  

türevi olsun. Bu  durumda  A,   rR  için  d(r)  tarafından  üretilen  R   nin  alt halkası 

, R  nin  sıfırdan  farklı  bir  idealini  kapsar. 

Teorem 2.1.2.2: R  bir  asal  halka,  d  sıfırdan  farklı   x, y  R  için   [d(x) ,d(y)] = 0 

olacak  biçimde  R   nin  bir  türevi  olsun. Bu  durumda  eğer  char R  2  ise  R 

değişmeli  tamlık  bölgesidir 

R   bir  halka ve  a,  R    nin  sabit  bir  elemanı  olmak  üzere   d a : R  R  

dönüşümü  

x R  için   d a (x) = [a,x]   olarak  tanımlansın. Bu  d a   dönüşümüne, R   nin  a 

elemanı tarafından  belirlenmiş  bir   iç-türevi   denir. 
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2.1.3 Herstein, I. N., 1979  

 

Teorem 2.1.3.1: R  bir  asal  halka  ve  d,  R   nin  sıfırdan  farklı  türevi  ve  x R için   

[a,d(x)] = 0   olacak  şekilde   a R   olsun. 

(i) Eğer   char R  2   ise   aZ   dir.  

  (ii) Eğer   char R  = 2   ise  bu  durumda   a 2  Z   dir.  

Üstelik  a  Z  olduğunda  ,  R   nin  genişletilmiş  merkezinde  olmak üzere  d, x  

R  için    d(x)  = (a)x – x(a)   ile  tanımlanan  bir  iç - türevdir. 

 

2.1.4 Lee, P. H.  and  Lee, T. K., 1981 

 

Teorem 2.1.4.1: d   sıfırdan  farklı   R   asal  halkasının  bir  türevi ,   char R  2   ve    

[a, d(R)]  Z   olacak  şekilde  a R  olsun . Bu durumda   a Z   dir.  

Teorem 2.1.4.2: d  sıfırdan farklı  R  asal  halkasının  bir  türevi  ve   char R  2   

olsun.Eğer   [d(R) , d(R)]  Z   ise  R  değişmelidir. 

Teorem 2.1.4.3: d   sıfırdan  farklı  R  asal  halkasının  bir  türevi    ve    char R  2 

olsun. Eğer   d 2 (R)  Z   ise  R   değişmelidir. 

Teorem 2.1.4.4: d 1   ve  d 2    char R  2  olan  R  asal  halkasının  iki  türevi  olsun. 

Eğer   d 1 d 2 (R)  Z   ise R   değişmelidir. 

Teorem 2.1.4.5: d  sıfırdan  farklı  R  asal  halkasının  bir  türevi  ve  char R  2  olsun. 

Eğer   x R  için   [ x, d(x)]  Z  ise  R   değişmelidir. 

 

2.2  Asal  Halkalarda  Yarı – Türevler 

 

Bu  kısımda  Bergen, J.  tarafından  tanıtılan  yarı-türevin  tanımı  verildikten  sonra 

bu  konuda  yapılan  çalışmaların  bir  özeti  sunulacaktır.  

R  bir  halka  olsun. f: R  R   toplamsal  fonksiyonu,  g : R  R   fonksiyonu  ile 

birlikte  göz önünde  bulundurulduğunda  aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise bir  yarı- türev 

olarak  adlandırılır. x , y  R   için , 

(a) f(xy) = f(x)g(y) + xf(y) = f(x)y + g(x)f(y) 
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(b) f(g(x)) = g(f(x)) 

Her  türev  bir  yarı-türevdir  ama  tersi  daima  doğru  değildir. Örneğin ,  g 1 

olacak  şekilde  R   nin  bir  homomorfizmi  ise  o  zaman   f = g -1   bir  yarı-türevdir 

fakat  bir  türev  değildir. 

Chang, J. C.  türevli  halkalardaki  çok  iyi  bilinen  bazı  özellikleri  yarı-türeve şöyle  

genelleştirmiştir . 

 

2.2.1 Chang, J. C., 1984 

 

Lemma 2.2.1.1: R  bir  asal  halka, a R  ve  f  sıfırdan  farklı yarı türev olsun. Eğer  

x R  için   af(x) = 0   (f(x)a = 0 )   ise   a = 0   dır. 

Teorem 2.2.1.1: f  sıfırdan  farklı, g  (örten olması gerekmeyen)  fonksiyonu  ile birlikte 

R  asal  halkasının  yarı-türevi  olsun. Bu durumda  g,  R  nin homomorfizmidir. 

Lemma 2.2.1.2: R  bir  asal  halka  olsun. Eğer  f  sıfırdan  farklı  ve   f(R) Z   ise bu 

durumda  R  bir  değişmeli tamlık  bölgesidir. 

Teorem 2.2.1.2: R bir asal halka olsun. Kabul edelim ki, f sıfırdan farklı ve [f(R),f(R)] 

= 0  olsun. Bu  durumda  charR  2  ise  R  değişmeli  tamlık  bölgesidir.  

Teorem 2.2.1.3: R  bir  asal  halka,  f  sıfırdan  farklı  ve  a R  için  af(R) Z  olsun. 

Bu  durumda   a = 0   veya   R   değişmelidir. 

Sonuç 2.2.1.1: d,  R  asal  halkasının  sıfırdan  farklı bir  türevi  ve   ad(R) Z   olacak 

şekilde  a R  olsun. Bu  durumda   a = 0   veya   R   değişmelidir. 

Sonuç 2.2.1.2: R  bir  asal  halka,  g  1  epimorfizm  olsun. Eğer  x R  için 

a(g(x)x) Z   olacak  şekilde  a R  varsa  a = 0   veya   R   değişmelidir. 

Teorem 2.2.1.4: f  sıfırdan  farklı   ve  [a, f(R)] = 0   olacak  şekilde  a R var olsun. Bu 

durumda  a Z   dir. 

Teorem 2.2.1.5: f  sıfırdan  farklı  ve  [a, f(R) ] Z  olacak  şekilde  a R  olsun. Bu 

durumda  a Z   dir. 

Teorem 2.2.1.6: Eğer  f,  [f(R) , f(R)] Z   olacak  şekilde  sıfırdan  farklı  ise  bu 

durumda   R   değişmelidir. 

Teorem 2.2.1.7: f  sıfırdan  farklı  olsun. Eğer   f 2 (R) Z   ise  R  değişmelidir. 
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Teorem 2.2.1.8: R  bir  asal  halka  olsun. f 1 , f 2   R   nin g
1
 , g

2
  epimorfizmleri  

ile birlikte  sıfırdan  farklı  R de iki  yarı-türev olsun. Eğer  f 1 f 2 (R) Z  ise  bu durumda  

R  değişmelidir. 

Teorem 2.2.1.9: R,  charR  2  olan  bir  asal  halka,  f  sıfırdan  farklı ,  g epimorfizmi 

ile  birlikte  R   nin  yarı-türevi  olsun. Eğer  a R  için  [a , f(a) ] Z  ise   R  

değişmelidir. 

Sonuç 2.2.1.3: g  1 , charR  2  olan  R  asal  halkasının  epimorfizmi olsun. Eğer 

xR   için   [x , g(x) ] Z   ise  R  değişmelidir. 

 

2.3  Asal  Halkalarda  ),(   – Türevler  

 

Bu kısımda  Hirano, Y.  ve Tominaga, H.  tarafından  ilk  kez  verilen  (,)-türevin 

tanımı  ve  bazı  gösterimler  tanıtıldıktan  sonra  bu  konuda  yapılan  çalışmaların  bir 

özeti  verilecektir.  

R  bir  halka  olsun.   ve  ,  R  nin  halka  otomorfizmleri  olmak  üzere    d : R R 

dönüşümü  aşağıdaki  koşulları sağlıyorsa  d   ye  R   nin bir  (, )-türevi  denir. 

x,y R için, 

(a) d(x + y) = d(x) + d(y), 

(b) d(xy) = d(x) (y) + (x) d(y).  

R  bir  halka  olmak  üzere  C  , ={c R c(x) = (x)c , xR }  kümesine  R   nin  

(,)-merkezi  denir. x , y  R  olmak  üzere,  

[x,y]  , = x(y)  (y)x   ve   (x,y)  , = x(y) + (y)x  

olsun. Buna  göre  1:RR  birim  dönüşüm  olmak  üzere   C 1,1  = C ,   

[x,y] 1,1 = xy – yx = [x,y]       ve 

(x,y) 1,1 = xy + yx = (x,y) 

olduğu  açıktır. 

 

 2.3.1 Aydın, N., Kaya, K., 1992 
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R  bir asal halka  d, R   nin bir  ( ,)- türevi  ve  U, R   nin sıfırdan farklı  bir ideali 

olsun. 

Lemma 2.3.1.1: Eğer   d (U)  Z   ise   R   değişmelidir . 

Lemma 2.3.1.2: Eğer  aR  için  ad(U) = 0   ( d(U)a = 0 )   ise   a = 0   veya   d = 0  dır. 

Lemma 2.3.1.3: Eğer   d(U) = 0   ise   d = 0   dır. 

Teorem 2.3.1.1: Eğer  char R  2   ve   d   sıfırdan  farklı  olmak  üzere   a R   için  

[d(U), a]  , = 0   ise  aZ  dir. 

Lemma 2.3.1.4: Eğer   char R  2   ve  d  sıfırdan  farklı  olmak  üzere  aR  için  

ad(U)  C  ,    ise   a = 0   veya   R   değişmelidir  

Lemma 2.3.1.5: Eğer   char R  2   ve   d   sıfırdan  farklı  olmak  üzere   a R   için  

[d(R), a]  ,
  C  ,    ise   a Z   dir. 

 

2.3.2   Ashraf, M., 2003 

 

Lemma 2.3.2.1 : R bir asal halka ve I, R  nin sıfırdan farklı ideali, aR  ve d, ),(  -

türev olsun. Eğer  ad(I) = 0 {d(I)a = 0 }ise o zaman a = 0 veya d = 0  dır. 

Lemma 2.3.2.2 : R 2-torsion asal halka ve I, R  nin sıfırdan farklı ideali  ve d, ),(  -

türev olsun. Eğer d2(I) = 0  ve d,   ve   ile komute edilebiliyorsa  o zaman d = 0 dır. 

Teorem 2.3.2.1 : R 2-torsion asal halka olsun.Eğer Rx   için [d(x),x]  ,  = 0 olacak 

şekilde  d, ),(  -türevi varsa o zaman d = 0  veya R  değişmelidir. 

Teorem 2.3.2.2 : R 2-torsion asal halka, I, R  nin sıfırdan farklı ideali olsun. Eğer 

Iyx  ,  için [d(x),d(y)] = 0 olacak şekilde bir d ),(  -türevi var ve bu d,   ve   ile 

komute edilebiliyorsa  o zaman d = 0 veya R değişmelidir. 

Teorem 2.3.2.3 :  R 2-torsion asal halka, I, R  nin sıfırdan farklı ideali olsun. Iyx  ,  

için 

d(xy) = d(yx) olacak şekilde d ),(  -türevi var ve bu d,  ile komute edilebiliyorsa  o 

zaman R değişmelidir . 

Teorem 2.3.2.4 : R 2-torsion asal halka,   ve   R  nin otomorfizmaları olsun. d1 ve d2 

  ve   ile komute edilebilen ),(  -türevler olsun. Eğer d1d2(R) = 0 ise o zaman d1 = 0 

veya d2 = 0 dır. 
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2.4 Asal  Halkalarda    - Türevler  

 

Bu  kısımda  Chang, J.C.  tarafından tanıtılan   -türevin  tanımı  ve  geçecek  olan 

gösterimler  verildikten  sonra  bu  konuda  yapılan  çalışmaların  bir  özeti sunulacaktır. 

R  bir  halka  ve     R  nin  sıfırdan  farklı  bir  dönüşümü  olsun.  d: R  R 

toplamsal  fonksiyonu    x, y R   için,  d(xy) = d(x)(y) + xd(y)   koşulunu sağlıyorsa 

d   ye  R   nin  bir  zayıf- -türevi  denir. Üstelik     R  nin  bir  endomorfizmi ise  bu 

takdirde   d  ye 

 -türev   denir. 

Her  türev  bir    - türevdir  ve  dolayısıyla  bir  zayıf - -türevdir.   ve    R   nin 

halka  otomorfizmleri  olmak  üzere   d: R  R   toplamsal fonksiyonu bir  (,)  -türev 

ise  bu  durumda    1 d ,  R   nin  bir    =  1    türevidir. 

Örnek : Eğer  I,  tamsayılar kümesi olmak üzere;  R=
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dönüşümler  olmak  üzere   d   bir   -türevdir. 

Bu kısım boyunca      sıfırdan farklı   R   de  bir örten fonksiyon,  C  halkanın  

merkezi,  

C   = {cR c(x) = xc ,  xR }   ve   [x,y]   = x(y) - yx   olarak  alınacaktır. Buna 

göre  1: RR  birim  dönüşüm  olmak  üzere   C 1 = C   ve   [x,y] 1  = xy - yx = [x,y] 

olduğu  açıktır. Ayrıca, 

(a) [x,yz]   = [x,y]   (z) + y[x,z]           

(b) [xy,z]   = x [y,z]   + [x,z]y                  bağıntıları  sık  sık  kullanılacaktır 
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2.4.1 Kaya, K., 1988  

 

Teorem 2.4.1.1: R ,  char R  2  olan  bir  asal  halka ,  d,  R   nin  sıfırdan  farklı  bir  

zayıf - - türevi,   d = d   ve   U   sıfırdan  farklı   R    nin  bir  ideali  olsun. Buna 

göre,  

  [d(U), d(U) ]  = 0   ise  R  değişmelidir. 

Teorem 2.4.1.2: R ,  char R 2  olan  bir  asal  halka ,  d,  R   nin  sıfırdan  farklı  bir 

 zayıf - - türevi  ve  d = d  olsun. Buna  göre,  bir  0  aR  için   ad(R)  C     ise  

 R  değişmelidir. 

Şimdi  bir  asal  halkada   -türev  ve  zayıf - -türevin  denkliğini  veren  aşağıdaki 

lemma  ile  başlayalım. 

Lemma 2.4.1.1: R  bir  asal  halka  olsun. R halkasında  sıfırdan farklı  her zayıf- - 

türevi aynı zamanda  bir   - türevdir. 

Lemma 2.4.1.2: R  bir  asal  halka,  d: R  R  bir   -türev  ve a R  olsun. Buna göre, 

(i) U  sıfırdan  farklı,  R   nin  bir  sağ  ideali   ve   d(U) = 0 ise d = 0   dır. 

(ii) U  sıfırdan  farklı,  R   nin  bir  ideali  ve  a R  için   ad(U) = 0 ise a = 0 

veya   d = 0   dır. 

(iii) d(R) a = 0   a = 0   veya   d = 0   dır. 

(iv) U  sıfırdan  farklı, R  nin  bir  sağ  ideali  ve   uU  için  [a,u]  = 0  ise  

[a,x]  = 0   dır. 

(v) a C     ve   ab C   , b R   a = 0    veya    b C     dir. 

Bundan  sonraki  kısımda  R  bir  asal  halka  ve  ,   R  de  sıfırdan farklı örten 

homomorfizm olmak üzere  d,  R   nin  sıfırdan  farklı  bir  zayıf - - türevi  olarak  

alınacaktır. 

Lemma 2.4.1.3: U  sıfırdan farklı  R nin  bir  sağ  ideali  ve  d(U)  C    ise  R   

değişmelidir. 

Lemma 2.4.1.4: U  sıfırdan farklı  R  nin bir ideali,   (U)  0,  char R  2  ve  d = d 

olsun. a R  için   [a, d(U)]   = 0   ise   a C        dır. 
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Teorem 2.4.1.3: U  sıfırdan  farklı,  R  nin bir  ideali,  char R  2   ve   d =  d   

olsun. Buna göre   [d(U), d(U)]   = 0   ise   R   değişmelidir . 

Lemma 2.4.1.5: d 1 : R  R   bir   g-türev   d 2 : R  R   bir   -türev,  d 2  =  d 2  

ve  char R  2  olsun. Buna  göre   d 1 d 2  = 0   ise   d 1 = 0   veya   d 2 = 0   dır. 

Lemma 2.4.1.6: Her  y R  için    d(y)y = yd(y)   ise   R   değişmelidir. 

Teorem 2.4.1.4: char R  2  ve  d =  d  olsun. Buna  göre   aR  için    ad(R)  C  

ise    

a = 0   veya   R   değişmelidir. 

 

2.5 Asal Gamma Near Halkalarda  -Türevler 

 

2.5.1 Jun, Y.B., 2003 

 

Near halka,   +: NxNN  ve  .: NxNN  ikili işlemleriyle tanımlı boş kümeden farklı 

bir N kümesidir ve aşağıdaki şartları sağlar. 

i) a + (b + c) = (a + b) + c  ve (a.b).c = a.(b.c) 

ii) a + 0 = 0 + a  olan  0N elemanı vardır. 

iii) a + b = b +a = 0 olan ters eleman vardır. 

iv) (a + b).c = a.c + b.c  sağdan dağılma özelliği. 

Near halkalar toplamaya göre değişmeli olmak zorunda değildir ve çarpmanın toplama 

üzerine tek taraflı dağılma özelliği vardır. 

 -Near halkası  ise aşağıdaki şartları sağlayan  (M,+,  ) üçlüsüdür. 

i)   boştan farklı ikili işlemler kümesidir öyle ki (M,+, ) bir Near halkadır. 

ii) Mzyx  ,,  ve  ,  için zyxzyx  )()(   

Tanım 2.5.1.1: Bir M  - Near halkası için },00:{0  xMxM  

kümesine  

M  nin sıfır simetrik kısmı  denir. 

Tanım 2.5.1.2: Eğer   0MM     ise M  ye sıfır simetrik denir. 
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Tanım 2.5.1.3: M  -Near halkasının U  alt  kümesinde MxUa  ,,  için 

Uax   oluyorsa U  ya sol invaryant denir.Aynı şekilde Uxa   oluyorsa U  ya sağ 

invaryant denir. U, hem sol hem de sağ invaryant ise o zaman U  ya invaryant denir. 

Tanım 2.5.1.4: M ve M '   iki  -Near halkası ise o zaman  f : M M '  

f(x + y) = f(x) + f(y) ve f(x y) = f(x) f(y)  

şartlarını sağlayan bir dönüşüm ise f  ye   - Near halka homomorfizmi denir. 

Tanım 2.5.1.5: Eğer xM y = 0  iken x = 0 veya  y = 0 ise o zaman  -Near 

halkasına  asal denir. 

Tanım 2.5.1.6: C = {   ,: MmxmmxMx  } kümesine M  nin çarpımsal 

merkezi denir. 

Tanım 2.5.1.7:  ,, Myx  için [x,y]   ile xyyx    komutatörünü göstereceğiz. 

Tanım 2.5.1.8: (x,y)  ile   x + y - x – y  toplamsal komütatörünü göstereceğiz. 

Tanım 2.5.1.9: Eğer )()()( ydxdyxd    ise o zaman d  -homomorfizmi olarak etkir 

denir. 

Tanım 2.5.1.10: M üzerinde   - türev  

 yxdydxyxd  )()()(    

 şartını sağlayan toplamsal endomorfizmadır. 

Lemma 2.5.1.1 : M asal gamma Near halka  ve 2 – torsion free ve d   - türev olsun. 

Eğer    

d2 = 0 ise d = 0 dır. 

Lemma 2.5.1.2 : d, M  de bir   - türev olsun ve u   M  sol sıfır bölen olmasın. Eğer  

  için [u,d(u)]  = 0 ise o zaman (x,u),  x,uM için bir sabittir. 

Teorem 2.5.1.1 : d sıfırdan farklı  -türev olsun ve M nin sıfır böleni 

olmasın.  ,Mx  için  [x,d(x)]  = 0 ise o zaman (M,+) Abeldir. 

Teorem 2.5.1.2 : M asal ve d  -türev olsun. Mx için  d(x)C  ise (M,+) Abeldir. 

Ayrıca M 2-torsion free ise o zaman M değişmelidir. 

Lemma 2.5.1.3 : M asal ve x,yM olsun. xC ve x y = 0 ise o zaman x = 0 veya y = 

0 dır. 

Teorem 2.5.1.3 : M asal ve d sıfırdan farklı  -türev olsun.  ,, Myx  için  

[d(x),d(y)]  = 0 ise o zaman (M,+) değişmelidir . 
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Eğer M, 2-torsion free, d, gamma-homomorfizmi olarak etkir ve d2(x)C ise o 

zaman M  değişmelidir. 

Lemma 2.5.1.4 : M asal ve U 0 M nin sol (sağ) invaryantı olsun. Eğer UC ise o 

zaman M değişmelidir . 

Teorem 2.5.1.4 : M asal ve 2-torsion free ve U 0 M  nin sol (sağ) invaryantı ve d, M  

de 

 -türev olsun. Eğer d(U) C \ {0} ise o zaman M değişmelidir. 

 

2.5.2  Jun.Y.B, Öztürk, M.A., 2003 

 

Önerme 2.5.2.1 : Eğer d  M üzerinde   -türev ise o zaman  ,, Myx  için  

 )()()( ydxyxdyxd      dir. 

Önerme 2.5.2.2 :  ,, Myx  için )()()( ydxyxdyxd     şartını sağlayan her 

toplamsal  d endomorfizmi bir   -türevdir. 

Önerme 2.5.2.3 : Mzyx  ,, ve  ,  için M üzerindeki her d  -türevi için 

aşağıdakiler sağlanır.                                         

 i) zyxdzydxzyxdydx  )()())()((   

 ii) ( ( ) ( )) ( ) ( )d x y x d y z d x y z x d y z          

Önerme 2.5.2.4 : M asal  -Near halka ve U  0 M  nin sağ (sol) invaryantı olsun.  

Eğer U x = 0 ise (xU = 0) o zaman x = 0 dır. 

Önerme 2.5.2.5 : M asal ve U  0 M nin invaryantı olsun.Eğer d  0  -türev ise 

Myx  , için aşağıdakiler sağlanır. 

 i) xU y = 0  ise x = 0 veya y = 0 dır. 

 ii) d(U) y = 0  ise y = 0 dır. 

 iii) M sıfır simetrik ve x d(U) = 0 ise x = 0 dır. 

Önerme 2.5.2.6 : M sıfır simetrik  ve asal U  0 M  nin invaryantı olsun. d   -türev ve  

d2(U) = 0 ise o zaman d = 0 dır. 

Önerme 2.5.2.7 : M sıfır simetrik  ve asal gamma near halka,  0  x  M 

olsun.  ,My  için 0)( ydx şartını sağlayan her  -türevi sıfırdır. 

Önerme 2.5.2.8 : M asal ve 2 –torsion free, d1 ve d2 de M nin aşağıdaki şartları 

sağlayan  
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 -türevleri olsun. 

 i) d1d2   M  de  -türevdir.  

ii) d1(x) d2(y) = d2(y) d1(x)   ,, Myx  

O zaman d1 = 0 veya d2 = 0 dır. 

 

2.6 Gamma Halkalarda k-Türev 

 

2.6.1 Kandamar, H., 2000 

 

Tanım 2.6.1.1 : M bir   halkası olsun. d : MM ve k :     toplamsal dönüşümler 

olmak üzere  ,, Mba  için 

)()()()( bdabakbadbad     

koşulu sağlanıyor ise d,  M nin k-türevidir.Bu bölümde şu iki sonuç verildi. 

1) R,  charR  2 olan halka olsun.Eğer Ryx  ,  için xry = 0 ise r = 0 dır. 

    Eğer d, R  de k = d olan (R =) gamma halkasının türevi ise o zaman d, R nin sıradan 

bir türevidir. 

2) M  0, charM  2 asal gamma halkası olsun.   ve Ma  ise Mx  için            

    0],],[[  aax  ise bu durumda 0aa  veya Ca  dır. 

3) M, charM  2 asal gamma halkası, d 0, M  nin k- türevi,  0  ve 0)( k  

olsun. 

    Eğer d( M) C  ise o zaman M değişmeli gamma halkasıdır.   

Lemma 2.6.1.3: M bir Nobusava anlamında gamma halkası olsun. Eğer d, M gamma 

halkasının bir k türevi ise bu durumda   ,,Ma  için 

)()()()(  akadakak    dır. 

Lemma 2.6.1.4: M bir Nobusava anlamında gamma halkası olsun. Eğer d, M gamma 

halkasının hem k1, hem de k2 - türevi ise bu durumda k1 = k2 dir. 

Teorem 2.6.1.5: R, charR 2 ve N3 özelliğini sağlayan bir gamma halkası olmak üzere  

d, R,  

gamma halkasının k-türevi olsun. d = k dır ancak ve ancak d, R halkasının basit 

türevidir. 
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Lemma   2.6.1.6: M, gamma halkası ve d, M nin k-türevi olsun. O zaman 

  ,,,,,, Mxcba  için aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

 

(i) aaabba ],[],[,],[],[    

(ii) aaacbcacba ],[],[],[,],[],[],[    

(iii)   ],[],[],[],[ xbababxaxba x   

(iv) aaa babbab ],[],[],[],[     

(v) 0],],[[],],[[],],[[  aaaaaa   

(vi) 0],],[[],],[[],],[[   acbbaccba  

(vii)  )](,[],[]),([)],([ )( bdababadbad k   

(viii) aadaa kkk )](,[],[]),([)],([ )(    

Lemma 2.6.1.7: M asal gamma halkası, U ve   sırasıyla M  nin ve    nın sıfırdan 

farklı idealleri olsun. O zaman   ,,, Mba  için aşağıdaki şartlar sağlanır. 

(i) 00  aba   veya  0b  

(ii) 00  U   veya  0  

(iii) 00  abUa  veya  0b  

(iv) 00   MM  veya  0  

(v) 00  vu  dır. 

(vi) 00  MCC  

(vii) 0C  veya  0MC  ise M değişmeli gamma halkasıdır. 

(viii)  0  için  CU  ise o zaman M değişmeli gamma halkasıdır. 

(ix)  0  ve Uvu ,  için 0],[ vu  ise M değişmeli gamma 

halkasıdır. 

Teorem 2.6.1.6: M, sıfırdan farklı charM 2  asal gamma halkası ve  0  

olsun.Eğer Mx için   0],],[[  aax  ise 0aa veya Ca  dır. 

Lemma 2.6.1.8: M asal gamma halkası ve  0  ve Ca0  olsun.  

Her bir  ,, Myx  için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 0],[ a  
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(ii) ayxyaxyxayxa   ],[],[,],[],[   

(iii)   ],[],[],[ yxaxyayxa   

(iv) Cb  ise o zaman baxbaxbaxba x],[],[],[],[     

(v) Cb  ve Cba   ise o zaman 0b  veya M değişmeli gamma 

halkasıdır. 

  

Lemma 2.6.1.9: M asal gamma halkası, U  0 ve V  0 M gamma halkasının sol(sağ) 

idealleri ve  0 M gamma halkasının sol(sağ) ideali olsun.  aM ve   için 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

(i) 00  U   ( 00  U ) 

(ii) 00  aMa  dır.   ( 00  aaM )  

Lemma 2.6.1.10: M asal gamma halkası, U  0 M gamma halkasının sol(sağ) ideali ve 

0   olsun.Eğer U C  ise o zaman M değişmelidir . 

Lemma 2.6.1.11: M asal gamma halkası, d  0 M gamma halkasının k- türevi, 

0   ve d(M), C  tarafından kapsansın. Eğer  Ca  ise o zaman )(kCa  dır. 

Lemma 2.6.1.12: M asal gamma halkası, d  0 M gamma halkasının k- türevi, 

0   olsun. Myx  , için d(x) d(y) = 0 ise bu durumda d(M), M  nin sol ve sağ 

idealidir. 

Teorem 2.6.1.7:  M, charM 2 olan asal gamma halkası, d  0 M gamma halkasının  

k- türevi, 0    ve 0)( k  olsun. Eğer d(M) C  ise bu durumda M değişmeli 

gamma halkasıdır. 

 

2.7 Türevli Gamma Halkalarda Değişmelilik 

 

2.7.1   Soytürk,M. 

 

Bu çalışmada M asal gamma halkası olacak, Z, M  nin merkezi ve 0 d : MM türev  

(yani d(x + y) = d(x) + d(y) ) ve   ,,),()()( Myxydxyxdyxd  

ve   ,,,],[ Myxxyyxyx  olarak alınacaktır. 
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Lemma 2.7.1.1:   ,,,, Mcba  için 

i) )()(],[],[],[ bcabcabcacbacba     

ii) Za ise  o zaman   ],[],[ cbacba   dır. 

iii) Za ise o zaman   ],[],[ cbacba   dır. 

iv) 0,  baZa  ise o zaman a = 0 veya b = 0 dır. 

v) 0,  baZa  ise o zaman a = 0 veya b = 0 dır. 

vi) 0],[,   cbaZa  ise o zaman a = 0 veya 0],[ cb  dır. 

Lemma 2.7.1.2 :  

i) U, M  nin sıfırdan farklı sağ ideali olsun. Eğer U  Z ise o zaman M 

değişmelidir. 

ii) U, M  nin sıfırdan farklı sağ(sol) ideali ve aM olsun. Eğer U a = 0  

(aU = 0) ise o zaman a = 0 dır. 

iii) U, M nin sıfırdan farklı ideali ve a,bM olsun.Eğer aU b = 0 ise a = 

0 veya  

b = 0 dır. 

Lemma 2.7.1.3:  U, M nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. 

i) d(U) = 0 ise d = 0 dır. 

ii) U, M  nin sıfırdan farklı ideali ve aM olsun. Eğer  0)(  Uda  ise a = 

0 veya d = 0 dır. 

iii) U, M  nin sıfırdan farklı ideali ve charM  2 olsun.Eğer d2(U) = 0 ise d = 

0 dır. 

iv)  U, M  nin sıfırdan farklı ideali,  charM  2 ve d1,d2 türevler olsun.  

Eğer UUd )(2  ve 0))(( 21 Udd   ise o zaman d1 = 0  veya d2 = 0 dır. 

Bu çalışmanın geri kalanında U, M gamma halkasının sıfırdan farklı ideali olarak 

alınacaktır. 

Lemma 2.7.1.4: d, M nin sıfırdan farklı türevi ve charM  2 olsun. Eğer ZUd )( ise o 

zaman M değişmelidir 

Teorem 2.7.1.1 : 0 d : MM  türev  ve charM  2,3 olsun. Eğer  ZUd )(2 ve 

UUd )(  ise  M değişmelidir 

Lemma 2.7.1.5: Ma ve 0Z olsun.   için 0],[ aU  ise Za dir. 
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Lemma 2.7.1.6: charM 2 ve d1,d2  ZUdd )(21
ve UUd )(2

 olan M  nin 

türevleri olsun. O zaman  M değişmelidir. 

Lemma 2.7.1.7: charM 2 ve d1,d2   ZUdd )(21
ve UUd )(2

 olan M nin  sıfırdan 

farklı türevleri olsun Eğer 0]),([ 1 aUd  ise o zaman 0]),([ 2 aUd dır 

Lemma 2.7.1.8 : d1,d2   ZUdd )(21
, UUd )(2

 olan M nin  sıfırdan farklı türevleri  

ve Ma . olsun. Eğer   için 0]),([ 1 aUd  ise o zaman Za dir. 

Lemma 2.7.1.9: charM 2,3, d1,d2  ZUdd )(21
ve UUd )(2

 olan M nin  sıfırdan 

farklı türevleri olsun. Eğer ZaUd ]),([ 1  ise o zaman Za dir. 

Teorem 2.7.1.2: charM  2,3, d1,d2  ZUdd )(21
ve UUd )(2

 olan M nin  sıfırdan 

farklı türevleri olsun. O zaman M değişmelidir. 

ÜÇÜNCÜ   BÖLÜM 

ASAL HALKALARDA VE ASAL GAMMA 

HALKALARDA  SİMETRİK-Bİ-TÜREVLER 

 

 

 

 Bu bölümde Asal Halkalar ve Asal Gamma Halkalarında Simetrik-Bi-Türevlerin 

tanımları  yapılarak  bazı  önemli  özellikler ispatlı olarak verilecektir. Bu bölümün son 

kısımlarında ise bu çalışılan yayınların ışığında elde ettiğimiz sonuçlar verilecektir. 

 

3.1 Asal Halkalarda Simetrik  Bi-Türevler 

 

Tanım 3.1.1: R bir asal halka olmak üzere D(.,.): RxR R  dönüşümü  Ryx  , için 

aşağıdaki şartları sağlıyorsa D  ye simetrik bi-toplamsal dönüşüm denir 

),(),(),( zyDzxDzyxD   

),(),(),( zxDyxDzyxD   

 Ryx  , için D(x,y) = D(y,x) ise D  ye simetrik dönüşüm denir. 
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Ayrıca Rzyx  ,, için yzxDzyxDzxyD ),(),(),(   sağlanıyorsa D ye simetrik 

bi- türev denir.Bu durumda Rzyx  ,, için ),(),(),( zxyDzyxDyzxD  sağlandığı 

açıktır. 

D(.,.): RxR R simetrik dönüşüm olmak üzere d(x) = D(x,x) biçiminde tanımlı olan 

bir RRd : dönüşümüne D  nin izi denir. 

D(.,.) simetrik ve bi-toplamsal olduğundan d(x) = D(x,x) izi Ryx  , için aşağıdaki 

özellikleri sağlar: 

),(2)()()( yxDydxdyxd   

Aynı zamanda d(x) bir çift fonksiyondur. 

),()( yxyxDyxd  ),(),( yxyDyxxD   

      ),(),(),(),( yyDxyDyxDxxD   

                                               ( ) ( ) 2 ( , )d x d y D x y   olur. 

Bu ifade Ryx  , için geçerli olduğundan y yerine x alırsak; 

),(2)()()( xxDxdxdxxd   

 )(2)()( xdxdxd  )(4 xd  

ve dolayısıyla )(4)2( xdxd  elde edilir.Böylece özel olarak R0  için )0(4)0( dd    

ve buradan 0)0(3 d  olur. Dolayısıyla  

3 (0) 3 (0,0) 0

0 (0,0) (0,0) (0,0)

0 (0,0) (0,0) (0,0) 0

d D

D D D

D D D

 

   

    

 

olur. Böylece  ),(2)()()( yxDydxdyxd   denkleminde y = 0 alınırsa 

)0,(2)0()()( xDdxdxd  olur ve 0)0( d olduğundan 0)0,(2 xD  bulunur. 

)0,()00,()0,()0,()0,(20 xDxDxDxDxD   ve buradan da 0)0,( xD  olur. 

D simetrik olduğundan ),0()0,(0 xDxD   dir. 

),(),(0),(),(0),( xxDxxDxxDxxDxxxD  elde edilir. 

),(2)()()( yxDydxdyxd   de y yerine –x alınırsa, 

)()(0)()()(2)()()( xdxdxdxdxdxdxdxxd   ve böylece d(x) 

fonksiyonu çift fonksiyon olur. 

Lemma 3.1.1:R bir asal halka olmak üzere D: RR bir türev olsun. Rx için 

  i) aD(x) = 0   veya 



                                                                                                                                  XXXII  

  ii) D(x)a = 0 

ise bu iki durumda da ya a = 0 ya da D = 0 dır. 

İspat: i) Rx için aD(x) = 0   olduğuna göre x yerine xy yazarsak; 

)()())()(()(0 yaxDyxaDyxDyxDaxyaD   olur. Ryx  , için 

0)( yaxD olduğundan ve R asal halka olduğundan 00)(  axaRD  veya 

0)( xD  

           ii) Rx için  D(x)a = 0 olduğundan Ryx  ,   için x yerine xy yazılırsa; 

yaxDayxDyaxDayxDyxDaxyD )()()())()(()(   olur.Buradan da 

0)()0()(  xDRaxD veya 0a  elde edilir ve ispat biter. 

Lemma 3.1.2: R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve Rba ,  sabit elemanlar 

olsun. Eğer Rx için 0bxaaxb  ise o zaman a = 0 veya b = 0 dir. 

İspat: Rx için 0bxaaxb  olduğundan  

Rr  için 0)()(  axbraxbbxbraxa  olur.  Buradan 

0)(2)()()()()(  axbraxbaxbraxbbraxbaxbxbraaxxabxbraaxbraxbbxbraxa

 olur. charR 2  olduğundan )0()()( axbRaxb ve R asal halka olduğundan Rx için  

0axb  elde edilir. Böylece R nin asal halka olmasından dolayı a = 0  veya b = 0 dır. 

 

Teorem 3.1.1:  R  karakteristiği ikiden farklı değişmeli olmayan bir asal halka olsun.  

D(.,.): RxRR bir simetrik bi-türev ve d, D nin izi olsun.Eğer d, R de komüte 

edilebiliyor ise o zaman D = 0 dır. 

İspat : d, R  de komüte edilebiliyor olduğundan  Rx için 0]),([ xxd dır.   

(1) 

(1) i lineerleştirirsek 0]),([  yxyxd  olur ve ),(2)()()( yxDydxdyxd   

olduğundan   

0 =  [ d(x) + d(y) + 2D(x,y) , x + y ] 

0 =  [ d(x) , x ] + [ d(x) , y ] + [ d(y) , x ] + [ d(y) , y ] + 2[ D(x,y) , x ] + 2[ 

D(x,y) , y ] 

   =  [ d(x) , y ] + [ d(y) , x ] + 2[ D(x,y) , x ] + 2[ D(x,y) , y ]    

(2) 

elde edilir. (2) de x yerine  -x yazılırsa; 

0 =  [ d(-x) , y ] + [ d(y) , -x ] + 2[ D(-x,y) , -x ] + 2[ D(-x,y) , y ] 
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olur. d(-x) = d(x) olduğundan da 

[ d(x) , y ] - [ d(y) , x ] + 2[ D(x,y) , x ] - 2[ D(x,y) , y ]     

(3) 

elde edilir  (2) ve (3) denklemlerini toplarsak ; 

Ryx  ,  için  [ d(x) , y ] + 2[D(x,y),x] = 0       

(4) 

olur. (4) te y yerine  xy yazılırsa; 

0 = [ d(x) , xy ] + 2[D(x,xy),x]  

   = x[ d(x) , y ] + [ d(x) , x ]y + 2[ D(x,x)y + xD(x,y) , x ] 

   = x[ d(x) , y ] + 2[ d(x)y , x ] + 2[ xD(x,y) , x ] 

   = x[ d(x) , y ] +2d(x) [y , x ] + 2[ d(x) , x ] y + 2x[ D(x,y) , x ] + 2[x,x]D(x,y) 

   = x[ d(x) , y ] + 2d(x) [y , x ] + 2x[ D(x,y) , x ] 

   = 2d(x) [y , x ] + x{ [ d(x) , y ] + 2[ D(x,y) , x ] } 

   = 2d(x) [y , x ]   elde edilir.  charR 2  olduğundan  Ryx  ,  için   

   = d(x) [y , x ] = 0        

 (5)    

)(RZx  için [x,y] 0 dır. 

Öte yandan sabit bir Rx için y[x,y] dönüşümü bir iç türevdir.Böylece (5) ve 

lemma 3.1.1 den d(x) = 0 olur. )(RZx  ve )(RZy alalım. Bu durumda 

)(RZyx   ve )(RZy dir. Böylece 0 = d(x+y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) = d(x) + 

2D(x,y) ve  

     = d(x+(-y)) = d(x) + d(-y) + 2D(x,-y) = d(x) – 2D(x,y) 

Dolayısıyla 0 =  d(x) + 2D(x,y) + d(x) – 2D(x,y) 0 = 2d(x) ve   charR 2  

olduğundan  

d(x) = 0 olur.Bundan dolayı Rx için d(x) = D(x,x) = 0 olur.Böylece D = 0 dır ve 

ispat biter. 

Teorem 3.1.2 : R karakteristiği 2 ve 3 ten farklı değişmeli olmayan bir asal halka olsun.  

D(.,.): RxRR bir simetrik bi-türev ve d, D nin izi olsun.Eğer D, R  de merkezleyen 

ise  

o zaman D = 0 dır. 
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İspat : d, R de merkezleyen olduğundan; Rx için )(]),([ RZxxd                                     

(1) 

dir. (1) ifadesini lineerleştirirsek [d(x+y) , x+y]  )(RZ  dir. 

d(x+y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) olduğundan  [ d(x) + d(y) + 2D(x,y),x+y]  )(RZ  olur. 

Teorem 3.1.1 in ispatında yapılan işlemlere benzer işlemler yaparsak 

 [ d(y) , x ] + [ d(x) , y ] + 2[ D(x,y) , y ] + 2[ D(x,y) , x]  )(RZ                                  

(2) 

elde edilir. (2) de x yerine –x yazılırsa ve işlemler teorem 3.1.1 deki gibi yapılırsa 

-[ d(y) , x ] + [ d(x) , y ] - 2[ D(x,y) , y ] + 2[ D(x,y) , x]  )(RZ                                   

(3)                                       

bulunur. (2) ve (3) ü toplarsak  

[ d(x) , y ] + 2[ D(x,y) , x]  )(RZ                                                   

(4) 

elde edilir. (4) te y yerine  x2 alırsak 

   [ d(x) , x2 ] + 2[ D(x, x2) , x]  )(RZ       olur. 

= x[ d(x) , x ] + [ d(x) , x ]x + 2[ D(x,xx) , x ]  )(RZ  

= x[ d(x) , x ] + [ d(x) , x ]x - 2[ D(x,x)x + xD(x,x) , x ]  )(RZ      

= 2x[ d(x) , x ] +[ d(x)x , x ] + [ xd(x) , x ]  )(RZ                              

= x[ d(x) , x ] + d(x) [ x , x ] + [ d(x) , x ]x + x[ d(x) , x ]  )(RZ  

=3x[ d(x) , x ]  )(RZ    charR 3  olduğundan 

=x[ d(x) , x ]  )(RZ                           

(5)  

 (1) ve (5) ten Ry  için   

x[ d(x) , x ]y - yx[ d(x) , x ] = 0 dır.      

[ d(x) , x ]xy - [ d(x) , x ]yx = 0 

[d(x) , x ]{xy - yx} = 0 

Buradan  Ryx  ,  için  [d(x) , x ][x,y] = 0                                                                              

(6) 

elde edilir.Teorem 3.1.1  ispatında yaptığımız gibi keyfi bir )(RZx için işlemler 

yapılırsa 
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[d(x) , x ] = 0 ve böylece teorem 3.1.1 den D = 0 olur ve ispat biter. 

Teorem 3.1.3 : R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve  D1(.,.):RxRR , 

D2(.,.):RxRR birer simetrik bi-türev olsun. d2, D2 nin izi olmak üzere Rx için 

D1(d2(x),x) = 0 ise o zaman D1 = 0 veya D2 = 0 dır.  

İspat: Hipotezden Rx için  D1(d2(x),x)=0 dır.                                                                     

(1) 

(1) i lineerleştirirsek  

0 = D1( d2( x + y ), x + y) 

   = D1( d2( x ) + d2( y ) + 2D2(x,y) , x + y ) 

   = D1( d2( x ),x + y) + D1( d2( y ),x + y ) + 2D1(D2(x,y),x + y ) 

   = D1( d2( x ), x ) + D1( d2( x ), y ) + D1( d2( y ),x) + D1( d2( y ),y ) + 2D1(D2(x,y),x 

) + 2D1(D2(x,y),y ) 

   = D1( d2( x ), y ) + D1( d2( y ),x) + 2D1(D2(x,y),x ) + 2D1(D2(x,y),y )                      

(2) 

elde edilir. (2) de x yerine –x alınırsa 

 0 = D1( d2( -x ), y ) + D1( d2( y ),-x) + 2D1(D2(-x,y),-x ) + 2D1(D2(-x,y),y )  

             0 = D1( d2( x ), y ) - D1( d2( y ),x) + 2D1(D2(x,y),x ) - 2D1(D2(x,y),y )                       

(3)                         

olur. Dolayısıyla  (2) ve (3) ü toplarsak 

0 = 2D1( d2( x ), y ) + 4D1(D2(x,y),x ) 

olur ve  charR 2 olduğundan Ryx  ,  için 

0 = D1( d2( x ), y ) + 2D1(D2(x,y),x )                                                                            

(4) 

elde edilir. (4) te y yerine xy yazılırsa 

0 = D1( d2( x ), xy ) + 2D1(D2(x,xy),x ) 

   = D1( d2( x ), x )y + xD1(d2(x),y) + 2D1( D2(x,y)y + x D2(x,y),x ) 

   = xD1(d2(x),y) + 2D1(d2(x)y,x ) + 2D1( xD2(x,y),x ) 

     = xD1(d2(x),y) + 2d2(x)D1(y,x) + 2D1(d2(x),x )y + 2xD1(D2(x,y),x ) + 2D1( x,x 

)D2(x,y) 

     = x{ D1(d2(x),y) + 2D1(D2(x,y),x ) } + 2d2(x)D1(x,y) + 2d1(x)D2(x,y) 

    = 2d2(x)D1(x,y) + 2d1(x)D2(x,y) 

ve charR  2 olduğundan  Ryx  ,  için 
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0 = d2(x)D1(x,y) + d1(x)D2(x,y)                                                                    

(5) 

(5) te y yerine yx yazılırsa ;  

0 = d2(x)D1(x,yx) + d1(x)D2(x,yx) 

   = d2(x){y D1(x,x) + D1(x,y)x} + d1(x) {yD2(x,x) + D2(x,y)x} 

   = d2(x)yd1(x) + d2(x)D1(x,y)x + d1(x)yd2(x) + d1(x)D2(x,y)x 

   = d2(x)yd1(x) + d1(x)yd2(x) + {d2(x)D1(x,y) + d1(x)D2(x,y)}x  

0 = d2(x)yd1(x) + d1(x)yd2(x) olur ve böylece Ryx  ,  için 

0 = d2(x)yd1(x) + d1(x)yd2(x)                                                                                          

(6) 

elde edilir. d1 0   ve   d2  0 olsun.Bir başka deyişle d1(x1)  0 ve  d2(x2)  0 olacak 

biçimde 

Rxx 21,  elemanları vardır. (6) da x yerine x1 yazalım.Bu durumda 

0 = d1(x1)yd2(x1) + d2(x1)yd1(x1)                                                                                     

(7) 

elde edilir.Böylece lemma 3.1.2 ve (7) den  d1(x1)  0  olduğundan  d2(x1) = 0 elde 

edilir.   

Tekrar  (6) da x yerine x2  yazılırsa; 

0 = d1(x2)yd2(x2) + d2(x2)yd1(x2)                       

(8) 

olur.Böylece lemma 3.1.2 ve (8) den   d2(x2)  0 olduğundan  d1(x2) = 0 elde edilir. 

(5) te x yerine x2   yazılırsa; 

0 = d2(x2)D1(x2,y) + d1(x2)D2(x2,y)                           

(9) 

olur.  d1(x2) = 0 olduğundan  (9) ifadesi    0 = d2(x2)D1(x2,y)  olur.Öte yandan bir sabit 

x2   R ve y R için y  D1(x2,y)  dönüşümü bir türev idi. O halde  d2(x2)  0 

olduğundan lemma 3.1.1 den Ry   için D1(x2,y) = 0 bulunur.Dolayısıyla x1 R   için 

D1(x2,x1) = 0 olur. Benzer olarak (5) te x yerine x1   yazılır ve işlemler yapılırsa  

D2(x1,x2) = 0   elde edilir. 

Şimdi  y  yerine x1 + x2  yazalım ; 

d1(y) =  d1(x1 + x2) + d1 (x1) + d1 (x2) + 2D1(x1,x2) = d1 (x1)   0                                                                

d2(y) =  d2(x1 + x2) + d2 (x1) + d2 (x2) + 2D1(x1,x2) = d2 (x2)   0   bulunur.   
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Fakat bu, (6) ve lemma 3.1.2 den d1(y) = 0 veya  d2(y) = 0 olmasıyla çelişir.Bu çelişkiye 

d1 0  ve d2 0  kabulümüzle vardık. O halde  d1 = 0 veya d2 = 0 dır. Böylece   Rx  

için d1 (x) = 0 

ve dolayısıyla D1(x,x) = 0 olur.O halde    Ryx  ,  için 

0 =  D1(x + y,x + y) =  D1(x ,x + y) +  D1(y,x + y) 

   = D1(x ,x) + D1(x ,y) + D1(y ,x) + D1(y ,y)                                                     

   = 2 D1(x ,y) olur. charR  2 olduğundan Ryx  ,  için D1(x ,y) =  0  

ve böylece D1 = 0 olur. 

Benzer biçimde D2 = 0 olur ve ispat biter. 

Not: D1 = D2 ise teorem 3.1.3 yarı asal halkalar için de verilebilir. 

Teorem 3.1.4 :  R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve  D(.,.):RxRR  simetrik  

bi-türev olsun. d, D  nin izi olmak üzere Rx için D(d(x),x) = 0 ise o zaman D = 0 

dır.  

İspat :  Teorem 3.1.3 te D1 = D2 alıp, işlemler yapılırsa (6) ifadesi charR 2 olduğundan 

Ryx  ,  için 0 = d(x)yd(x) olur. Böylece 0 = d(x)R d(x) ve R yarı asal halka 

olduğundan 

Rx için 0 = d(x) olur. Dolayısıyla yukarıda yaptığımız gibi D = 0 elde edilir. 

Teorem 3.1.5 : R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve D1(.,.):RxRR, 

D2(.,.):RxRR birer simetrik bi-türev olsun  d1 ve  d2, D1 ve D2 nin izleri olmak 

üzere Rx için 

 d1(d2(x)) = f(x) olacak biçimde  B(.,.):RxRR simetrik bi-toplamsal dönüşüm ise o 

zaman  

D1 = 0 veya D2 = 0 dır.Burada f, B  nin izidir. 

İspat : Hipotezden  Rx için    d1(d2(x)) = f(x)  idi.                           

(1) 

(1) ifadesini lineerleştirirsek  

d1(d2(x + y)) = f(x + y)   

d1(d2(x) + d2(y) + 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y)  olur ve buradan 

D1(d2(x) + d2(y) + 2D2(x,y), d2(x) + d2(y) + 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y)    

D1(d2(x), d2(x)) + D1(d2(x), d2(y)) + D1(d2(x), 2D2(x,y))  

+ D1(d2(y), d2(x)) + D1(d2(y), d2(y)) + D1(d2(y), 2D2(x,y)) + D1(2D2(x,y),d2(x))  
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+ D1(2D2(x,y),d2(y)) + D1(2D2(x,y), 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y)   

Buradan da 

d1(d2(x)) + d1(d2(y) + 2 D1(d2(x), d2(y)) + 4D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y), 

D2(x,y)) + 4d1(D2(x,y)) =  f(x ) + f(y) + 2B(x,y)   elde edilir.Burada (1) i kullanırsak; 

D1(d2(x) + d2(y)) + 2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) + 2d1(D2(x,y)) = 

B(x,y) (2) 

Bu ifadede x yerine –x yazarsak  

D1(d2(-x) + d2(y)) + 2D1(d2(-x), D2(-x,y)) + 2D1(d2(y), D2(-x,y)) + 2d1(D2(-x,y)) = B(-

x,y)     

D1(d2(x) + d2(y)) - 2D1(d2(x), D2(x,y)) - 2D1(d2(y), D2(x,y)) + 2d1(D2(x,y)) = -B(x,y)     

Bu ifadede iki tarafı da  (–) ile çarparsak 

-D1(d2(x) + d2(y)) + 2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) - 2d1(D2(x,y)) = B(x,y)             

(3) 

bulunur. (2) ve (3) ü toplarsak 

4D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y), D2(x,y)) = 2B(x,y)  bulunur. charR 2  

olduğundan 

Ryx  , için  2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) = B(x,y)  elde edilir.             

(4) 

(4) te x yerine 2x yazılırsa; 

2D1(d2(2x), D2(2x,y)) + 2D1(d2(y), D2(2x,y)) = B(2x,y)   

16D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y), D2(x,y)) = 2B(x,y)  olur ve charR  2   

olduğundan 

Ryx  , için, 8D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) = B(x,y)                                

(5) 

elde edilir.  Böylece (4) ve (5) toplanırsa 

6D1(d2(x), D2(x,y)) = 0 olur ve charR 2,3 olduğundan   

Ryx  , için  D1(d2(x), D2(x,y)) = 0 olur.                          

(6)      

O halde özel olarak  D1(d2(y), D2(x,y)) = 0 olur. 

Böylece (6) dan (4) ifadesinde B = 0 olur.  Dolayısıyla (1) ifadesi  
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Rx için d1(d2(x)) = 0 olur.                           

(7) 

(6) da y yerine yx alalım.  Bu durumda 

0 = D1(d2(x), D2(x,yx)) 

   = D1(d2(x), yD2(x,x) + D2(x,y)x) 

   = D1(d2(x), yd2(x)) + D1(d2(x), D2(x,y)x) 

   = D1(d2(x), D2(x,y))x + D2(x,y) D1(d2(x), x) + y D1(d2(x), d2(x)) + D1(d2(x), 

y)d2(x) 

   = D1(d2(x), D2(x,y))x + D2(x,y) D1(d2(x), x) + y d1(d2(x)) + D1(d2(x), y)d2(x)  

elde edilir.  Dolayısıyla; 

            Ryx  , için  D2(x,y) D1(d2(x), x) + D1(d2(x), y)d2(x) = 0 olur.                                  

(8) 

(8) de y yerine xy alınırsa 

0 = D2(x,xy) D1(d2(x), x) + D1(d2(x), xy)d2(x) 

   = D2(x,x)y D1(d2(x), x) + xD2(x, y)D1(d2(x), x) + xD1(d2(x), y)d2(x)  

+ D1(d2(x), x)yd2(x) 

   = d2(x)y D1(d2(x), x) + D1(d2(x), x)yd2(x)  elde edilir ve böylece Ryx  , için  

0 = D1(d2(x), x)yd2(x) + d2(x)y D1(d2(x), x)                 

(9) 

bulunur. Dolayısıyla lemma 3.1.2 ve (9) dan Ryx  , için 

 D1(d2(x), x) = 0 veya d2(x) = 0 dır. 

Eğer bir x R için D1(d2(x), x)  0 ise o zaman d2(x) = 0 dır ve dolayısıyla D1(0, x)  0 

elde edilir. Buradan  D1(0, x) = D1(x, 0)   D1(0, x) - D1(x, 0) = 0   D1(-x, x) = 0    

D1(x, 0) = 0 

olur. Bu ise  D1(d2(x), x)  0 olmasıyla çelişir. O halde Rx  için  

D1(d2(x), x) = 0 olur. Böylece teorem 3.1.3 ten D1 = 0 veya D2 = 0 olur ve ispat biter. 

Teorem 3.1.6 : R karakteristiği ikiden farklı bir yarı-asal halka ve  D(.,.):RxRR , 

simetrik bi-türev d, D  nin izi olmak üzere Rx için d(d(x)) = f(x) ise o zaman D = 0 

dır. 

İspat : Teorem 3.1.5 ten  D1  = D2  alıp aynı işlemler burada da tekrarlanırsa    

Ryx  , için D(d(x), D(x,y)) = 0                        

(1) 
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ve  

Rx  için d(d(x)) = 0                  

(2) 

elde edilir. (1) de y yerine yz yazılırsa 

0 = D(d(x), D(x,yz)) 

      = D(d(x), yD(x,z) + D(x,y)z) 

   = yD(d(x), D(x,z)) + D(d(x),y) D(x,z) + D(x,y)D(d(x),z) 

   = D(d(x),y) D(x,z) + D(x,y)D(d(x),z) 

 olur. Bu durumda z yerine d(x) alınırsa 

D(x,y)D(d(x),d(x)) + D(d(x),y) D(x,d(x)) olur .Böylece  

Ryx  , için D(d(x),y) D(x,d(x)) = 0              

(3) 

elde edilir. (3) te y yerine xy yazılırsa 

0 = D(d(x),xy)D(x,d(x)) 

   ={D(d(x),x)y + xD(d(x),y)}D(x,d(x)) 

   = D(d(x),x)yD(d(x),x) + xD(d(x),y)D(x,d(x)) 

   = D(d(x),x)yD(d(x),x) olur.Dolayısıyla  

  Ryx  , için  D(d(x),x)yD(d(x),x) = 0 olur.            

(4) 

Böylece teorem 3.1.4 ten D = 0 dır ve ispat biter. 

 

 

 

3.2 Gamma Halkalarda Simetrik Bi-Türevler 

 

Tanım 3.2.1: M bir  halkası ve D(.,.):MxMM simetrik bi-toplamsal dönüşümü 

 ,,, Mzyx  için  ),(),(),( zyDxyzxDzyxD    eşitliğini sağlıyorsa D  ye 

gamma halkalarda simetrik bi- türev denir. Ayrıca Mx için f(x) = D(x,x) şeklinde 

tanımlanan  

 f : MM fonksiyonuna D  nin izi denir. Myx  ,  için f  nin bir çift fonksiyon ve  

f(x + y) = f(x) + f(y) + 2D(x,y) olduğu açıktır. 
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Lemma 3.2.1:M bir asal  halka olmak üzere D:MM bir türev ve a, M  nin 

sabit bir elemanı olsun. Bu durumda  ,Mx  için 

 0)( xDa  ise o zaman a = 0 veya D = 0 dır.                

(1) 

İspat: (1) de x yerine , ,x y y M    yazılırsa ; 

0 = )( yxDa   

   = { ( ) ( ) }a x D y D x y    

   = yxDayDxa  )()(   olur ve böylece (1) den 

  ,,, Myx  için 0)( yDxa               

(2) 

olur ve dolayısıyla (2) den 

My  için 0)(  yDMa  elde edilir. M asal ve gamma halka olduğundan a 

= 0 veya My  için D(y) = 0 olur. Böylece a = 0 veya D = 0 elde edilir ve ispat biter. 

Teorem 3.2.1: M, karakteristiği ikiden farklı değişmeli olmayan bir asal gamma halka, 

D(.,.):MxMM simetrik bi-türev ve d, D  nin izi olsun.Bu durumda  

 ,Mx  için [d(x),x]  = 0 ise o zaman D = 0 olur.                     

(1) 

İspat: (1) i lineerleştirirsek  

0 = [d(x + y),x + y]   

   = [d(x) + d(y) + 2D(x,y), x + y]   

   = [d(x),x ]  + [d(x),y]   + [d(y), x]   + [d(y),y]  + 2[D(x,y),x]   + 2[D(x,y),y]   

olur.Dolayısıyla (1) den  ,, Myx  için  

[d(x),y]   + [d(y), x]  + 2[D(x,y),x]   + 2[D(x,y),y]  = 0                

(2) 

elde edilir. (2)de x yerine –x yazılırsa;  ,, Myx  için  

 [d(x),y]   - [d(y), x]  + 2[D(x,y),x]   - 2[D(x,y),y]  = 0             

(3) 

elde edilir.(2) ve (3) toplanır ve charM  2 olduğu kullanılırsa  ,, Myx  için  
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[d(x),y]   +  2[D(x,y),x]  = 0       

        (4) 

elde edilir.(4) te y yerine  ,yx  yazılırsa 

0 = [d(x), yx ]  + 2[D(x, yx ),x]   

     = 

  ],)([2]),,([2)()((]),([]),([ xyxdxyxDxyxdxyxdxyxxdyxdx   

             =

[ ( ), ] [ ( ), ] ( ( ) ( )

2{[ ( , ), ] [ , ] ( , )

( ( , )) ( ( , ))} 2{ ( ) [ , ]

[ ( ), ] ( ) ( ) ( ) ( )

x d x y d x x y x d x y x d x y

x D x y x x x D x y

x x D x y x x D x y d x y x

d x x y d x x y d x x y

 

 





     

 

    

    

  

  

 

  

 

olur ve dolayısıyla (1) ve (4) ten   ,,, Myx  için  

yxxdyxxdxyxdyxDxx

yxDxxyxdxyxdx





 )(2)(2],[)(2),(2

),(2)()(




           

(5)  

(5) te  yerine   yazılırsa 

yxxdyxxdxyxdyxDxxyxDxxyxdxyxdx   )(2)(2],[)(2),(2),(2)()( 

ve dolayısıyla charM  2 olduğu kullanılırsa    

 ,, Myx  için 0],[)(  xyxd                   

(6) 

elde edilir. Keyfi bir )(MZx  için 0],[ yx dır. Öte yandan sabit bir Mx için 

y[x,y] dönüşümü bir iç türevdir. Böylece (6) ve lemma 3.2.1 den d(x) = 0 olur. 

Şimdi )(MZx  ve )(MZy  alalım.Bu durumda )(MZyx  ve )(MZy dir. 

Böylece  

0 = d(x + y) 

   = d(x) + d(y) + 2D(x,y) 

   = d(x) + 2D(x,y) 

ve 

0 = d(x + (-y)) 

   = d(x) + d(-y) – 2D(x,y) 

   = d(x) – 2D(x,y) 
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elde edilir.Bu iki ifadenin toplamı ve charM  2 olduğundan 

 Mx için d(x) = 0 elde edilir.                                                                                   (7) 

(7) de x yerine x + y yazılırsa; 

0 = d(x + y) 

   = d(x) + d(y) + 2D(x,y) 

ve dolayısıyla (7) den ve charM  2 olduğundan  

Myx  , için D(x,y) = 0 olur ve böylece D = 0 olur ve ispat biter. 

Teorem 3.2.2: M karakteristiği ikiden farklı değişmeli olmayan bir asal gamma halka, 

D1(.,.):MxMM ve D2(.,.):MxMM simetrik bi-türevler ve sırasıyla d1,d2  D1(.,.) ve 

D2 (.,.) nin izleri olsun. Bu durumda  ,, Myx  için 0)](),([ 21 ydxd                         

(1) 

ise o zaman D1 = 0 veya D2 = 0 dır.  

İspat: (1) de y yerine x yazılırsa    

 ,Mx  için [d1(x),d2(x)]  = 0                                                                          

(2) 

elde edilir.Tekrar (1) de x yerine x + y yazılırsa  

0 = [d1(x + y) , d2(x + y)]   

   = [d1(x) + d1(y) + 2D1(x,y),d2(y)]    

   = [d1(x) , d2(y)]   + [d1(y) , d2(y)]   + 2[D1(x,y) , d2(y)]   

olur ve dolayısıyla (1) ve (2) den ve charM  2 olduğundan 

 ,, Myx  için [D1(x,y),d2(y)]  = 0                                                                              (3) elde edilir.(3) te x yerine , yazılırsa 

0 = [D1( zx ,y),d2(y)]   

   =   )](,),([)](),,( 2121 ydzyxDydyzDx   

   = 

1 2 2 1 2 1

2 1 1 2 1 2

1 2 1 2

[ ( , ), ( )] [ , ( )] ( , )] ( ( ) ( , ))

( ( ) ( , )) ( , ) [ , ( )] [ ( , ), ( )]

( , ) ( ( ) ) ( , ) ( ( ) )

x D z y d y x d y D z y x d y D z y

x d y D z y D x y z d y D x y d y z

D x y d y z D x y d y z

  

 

   

   

   

 

  

 

 

olur.Böylece (3) ten  

  ,,,, Mzyx için 
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  = 

2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2

1 2

[ , ( )] ( , )] ( ( ) ( , )) ( ( ) ( , ))

( , ) [ , ( )] [ ( , ), ( )] ( , ) ( ( ) )

( , ) ( ( ) )

x d y D z y x d y D z y x d y D z y

D x y z d y D x y d y z D x y d y z

D x y d y z

 

 

    

   

 

 

  



  (4) 

elde edilir.(4) te  yerine   yazılırsa  

 ,,, Mzyx için   

                  0)](,[),(),()](,[ 2112    ydzyxDyzDydx                                                        

(5) 

elde edilir.(5) te z yerine  ,xz  yazılırsa 

0 =   )](,[),(),()](,[ 2112 ydxzyxDyxzDydx       

   = 
})(())(()](,[

)](,[{),(}),(),({)](,[

222

21112

xydzxydzxydz

ydxzyxDzyzDyxDzydx












   

   = 
xydzyxDxydzyxDxydzyxD

ydxzyxDzyzDydxyxDzydx









)((),())((),()](,[),(

)](,[),(),()](,[),()](,[

212121

211212




   

olur ve böylece (5) ten 

  ,,,, Mzyx için 

= 
0)((),())((),(

)](,[),(),()](,[

2121

2112





xydzyxDxydzyxD

ydxzyxDyxDzydx



 
  (6) 

  elde edilir.(6) da  yerine   yazılırsa 

 ,,, Mzyx için  

0)](,[),(),()](,[ 2112    ydxzyxDyxDzydx                                                         

(7) 

elde edilir.  ,, Myx  için 0)](,[ 2 ydx  veya Myx  ,  için D1(x,y) = 0 dır. 

Böylece teorem 3.2.1 den D1 = 0 veya D2 = 0 elde edilir.İspat biter. 

Teorem  3.2.3: M karakteristiği iki ve üçten farklı değişmeli olmayan bir asal  halka, 

D(.,.):MxMM simetrik bi-türev ve d,  D(.,.) nin izi olsun.Bu durumda  

 ,Mx  için [ ( ), ] ( )d x x Z M    ise o zaman  D = 0  dır.                 

(1) 

İspat: (1) de x yerine x + y yazılırsa ; 

     )(]),([ MZyxyxd    
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)(]),,(2)()([ MZyxyxDydxd    

)(]),,([2]),,([2]),([]),([]),([]),([ MZyyxDxyxDyydxydyxdxxd    

olur ve dolayısıyla (1) den 

 ,, Myx  için 

 )(]),,([2]),,([2]),([]),([ MZyyxDxyxDyxdxyd                            (2) 

elde edilir. (2) de x yerine –x yazılırsa; 

 ,, Myx  için 

 )(]),,([2]),,([2]),([]),([ MZyyxDxyxDyxdxyd                         (3) 

elde edilir.(2) ve (3) toplanırsa charM  2 olduğundan 

 ,, Myx  için 

 )(]),,([2]),([ MZxyxDyxd      elde edilir.                                                   (4) 

Şimdi (4) te y yerine   ,xx  yazılırsa 

)(]),,([2]),([ MZxxxxDxxxd       elde edilir.    

)(],),(),([2))(()((]),([]),([ MZxxxxDxxDxxxdxxxdxxxxdxxdx   

)()()(2)()(2]),([2],[)(2))((2

))((2)(],[2]),([2

))(())((]),([]),([

MZxxxdxxxdxxxdxxxdxdxx

xdxxxdxxxxdx

xxdxxxdxxxxdxxdx



















 

olur ve böylece (1) den  

  ,,Mx için 

 
)()()(2)()(2))((2

))((2))(())((]),([6

MZxxxdxxxdxdxx

xdxxxxdxxxdxxxdx







 
                                       (5) 

elde edilir.(5) te  yerine   yazılırsa ve charM 2,3 olduğundan  ,Mx için 

)(]),([ MZxxdx   elde edilir.Böylece (1) ve (5) ten   ,My için  

[ ( ), ] [ ( ), ] 0x d x x x y y x d x x        

0]),([]),([  xyxxdyxxxd                  elde edilir.  ,, Myx  için 

     0],[]),([   yxxxd                                                                           (6) 

elde edilir. Teorem 3.2.1 in ispatında yapılan işlemler keyfi bir )(MZx için yapılırsa 

 ,Mx için 0]),([ xxd  olur ve böylece teorem 3.1.1 den  D = 0 elde edilir. 
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3.3 Asal ve Yarı-Asal Halkalarda İdealler ve Simetrik Bi-

Türevler 

 

Lemma 3.3.1 : D:RR , R asal halkasının simetrik-bi-türevi ve I, R  nin sıfırdan farklı 

ideali olsun. Eğer her Ix için 

i) aD(x) = 0 

ii) D(x)a= 0   

ise o zaman  a = 0 veya D = 0 dır. 

Lemma 3.3.2 : R bir asal halka ve I, R nin sağ ideali olsun. Eğer I sıfırdan farklı ve 

değişmeli ise R de değişmelidir. 

Lemma  3.3.3 : R asal halka charR  2 ve I, R nin sıfırdan farklı bir ideali olsun.a ve b  

R  nin sabit iki elemanı olsun.Eğer axb + bxa = 0 Ix için sağlanıyorsa a = 0 veya b 

= 0 dır. 

İspat: axb + bxa = 0 Ix için sağlansın. 

axb = -axb Bu eşitlikte x yerine xbrax alırsak a(xbrax)b  I dır 

a(xbrax)b = -b(xbrax)a = -b(xbra)xa = -(bxbra)xa = (axbrb)xa = axbr(bxa)  

= axbraxb = axbraxb ve burada 2axbraxb = 0 charR  2 olduğundan ve R asal halka 

olduğundan axbraxb = 0 buradan axb = 0 R  de asal olduğundan a = 0 veya b = 0 dır. 

Lemma 3.3.4 : R asal halka ve charR  2 olsun ve I, R  nin sıfırdan farklı bir sağ ideali 

olsun. 

D(.,) : RxRR simetrik bi-türev ve d onun izi olsun. Kabul edelim ki Ix için  

d(x) = 0 ise d = 0 dır. 

İspat: Kabul edelim ki d(x) = 0 Ix  olsun.d yi lineerleştirirsek Iyx  ,  

d(x+y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) = 0         

 (1)  

charR 2 olduğundan Iyx  ,  için 

D(x,y) = 0 dır        

 (2)  

(2) de y yerine Iyx  ,  ve Rr   için yr alırsak 

D(x,yr) =D(x,y)r + yD(x,r) = 0      

 (3) 
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(3) ten yD(x,y) = 0 olur. Iyx  ,  ve Rr   

Bir sağ idealin sağ çarpanı sıfır olduğundan  

D(x,r) = 0 Rx  ve Rr         

 (4) 

(4) te x yerine xr yazarsak 

D(xr,r) = xD(r,r) + D(x,r)r = 0 

xD(r,r) = 0 olur. 

xD(r,r) = xd(r)  Rx  ve Rr    

sağ idealin sağ çarpanı sıfır olacağından d(r) = 0  Rr    ise  d = 0 dır. 

Teorem 3.3.1 :R karakteristiği ikiden farklı değişmeli olmayan asal halka ve  I, R nin 

sıfırdan farklı bir ideali ve D(.,) : RxRR simetrik bi-türev ve d onun izi olsun öyle ki 

D(I,I) I.Eğer [x,d(x)] = 0 Ix  ise D = 0 dır. 

İspat: Lemma 3.3.2 den I,R  nin değişmeli olmayan bir ideali olur.R asal halka 

olduğundan  

I da asal halkadır. Çünkü I, R  nin sıfırdan farklı bir ideali idi. 

[x,d(x)] = xd(x) – d(x)x = 0 Ix  ve lemma 3.3.1 den Ix  için d(x) = 0 ve 

dolayısıyla 

 lemma  3.3.4 ten  d(r) =  0 Rr   

Teorem 3.3.2: R charR  2,3 olan değişmeli olmayan asal halka I, R nin sıfırdan farklı 

bir ideali ve D(.,) : RxRR   D(I,I) I  olan simetrik bi-türev ve d onun izi olsun. Eğer 

 [x,d(x)] )(RZ  Ix  ise D = 0 dır. 

İspat: R değişmeli olmayan asal halka olduğundan Ix  için [x,d(x)] = 0  ve teorem 

3.3.1 den 

d(r) = 0 Rr   ve dolayısıyla D = 0 olur. 

Teorem 3.3.3 :R, charR 2 olan değişmeli olmayan bir asal halka ve I,  R nin ideali 

olsun. Kabul edelim ki  D1(.,) : RxRR ve D2(.,) : RxRR simetrik bi-türevler, d1,d2 

sırasıyla D1, D2 nin izleri olsun. D1(d2(x),x) = 0 Ix  ise ya D1 = 0 ya da D2 = 0 dır. 

İspat: Lemma 3.3.4 ten d1(I) = 0 veya d2(I) = 0 olduğunu göstermeliyiz. Bölüm 3.1 deki  

çalışmanın 3.1.3. teoremindeki işlemleri aynen uygularsak buradan  

d2D1(x,y) + d1(x)D2(x,y) = 0 Iyx  ,       

 (5) 
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d1(x)yd2(x) + d2(x)yd1(x) = 0       

 (6) 

Kabul edelim ki d1(I) 0 ve d2(I) 0  ise  Ixx 21, öyle ki d1(x1) 0 ve d2(x2) 0 olur. 

Lemma 3.3.3 ten de d2(x1) = d1(x2) elde edilir.Denklem 5 ten sadeleştirilirse  

d2(x2)D1(x2,y) = 0 olur.  

Lemma 3.3.1 den Iy  için D1(x2,y) = 0  Özellikle D1(x2, x1) = 0 

Benzer şekilde D2(x1, x2) = 0 olur.y yerine x1 + x2   yazılırsa 

d1(y) = d1(x1 + x2) = d1 (x1) + d1 (x2) + 2D1(x1, x2) = d1 (x1) 0 Aynı şekilde   

d2(y) = d2 (x1) + d2 (x2) + D2(x1, x2) = d2 (x2)  0 

Denklem (6) ve lemma 3.3.3 ten d1(y) ve d2(y) nın her ikisi birden sıfır 

olamayacağından 

d1(I) = 0 veya d2(I) = 0,  lemma 3.3.4 ten  d1 = 0 veya d2 = 0 dır. Buradan da D1 = 0 

veya  

D2 = 0  elde edilir.     

Teorem 3.3.4 :R yarı-asal bir halka olsun.Eğer d, R nin ya endomorfizmi ya da anti-

endomorfizmi olan bir türevi ise d = 0 dır. 

Teorem 3.3.5 : R bir asal halka ve U, R nin sıfırdan farklı sağ ideali olsun. d, R nin bir 

türevi olmak üzere U üzerinde homomorfizma ya da anti-homomorfizma gibi 

davranıyorsa R üzerinde d = 0 dır. 

Teorem 3.3.4 ve teorem 3.3.5 e göre aşağıdaki iki teoremin ispatını vereceğiz. 

R bir asal halka ve  I, R nin sıfırdan farklı  sol(sağ) ideali olsun. O zaman D(.,) : 

RxRR sol(sağ) R homomorfizması gibi davranıyor ise Iyx  , ve    Rr   için 

D(rx,y) = rD(x,y) 

D(x,ry) = rD(x,y) 

D(xr,y) = D(x,y)r 

D(x,yr) = D(x,y)r 

Teorem 3.3.5 :R asal halka ve I, R nin sıfırdan farklı sol(sağ) ideali olsun. D(.,) : 

RxRR simetrik bi-türev ve d R nin izi olsun.Eğer D, I  da bir sol(sağ) R 

homomorfizmi ise D = 0 dır. 

İspat: Kabul edelim ki I sol ideal ve D, I  da sol R homomorfizm olsun. 

rD(x,y) = D(x,ry) = D(x,r)y + rD(x,y)  Iyx  , ve    Rr   için elde edilir. 
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Buradan D(x,r)y  = 0  D(x,r) Iyx  , ve    Rr    elde edilir. D(x,r) I  nın sol 

çarpanının  

bir elemanı olduğundan ve R asal halka olduğundan D(x,r) = 0 Ix  ve    Rr  . 

Şimdi x  yerine  r1x  yazalım   

0 = D(r1x,r) = r1D(x,r) + D(r1,r)x = D(r1,r)x     Rrr 1,  Ix  

Buradan da   Rrr 1,  için  D(r, r1) = 0  dır. 

Teorem 3.3.6 :R bir yarıasal halka, D(.,) : RxRR simetrik bi-türev ve d onun izi 

olsun. 

Eğer D, R de sol R homomorfizma gibi davranıyorsa D = 0 dır. 

İspat: Kabul edelim ki D,R de sol R homomorfizma olsun. 

rD(x,y) = D(x,ry) = rD(x,y) + D(x,r)y   Rryx ,, D(x,r)y = 0 

R nin yarıasal halka olmasından dolayı D(x,r) = 0 Rrx , dolayısıyla D = 0 dır. 

 

3.4 Asal ve Yarı-Asal Halkalarda Simetrik Bi- -Türevler 

 

Bu çalışma boyunca  R birleşmeli bir halka ve C, R  nin merkezi olarak alınacaktır. 

 : RR sıfırdan farklı dönüşüm olmak üzere [x,y]  = x (y) – yx ve  

C  = { cR :c (x) = xc , x R }biçiminde gösterilecek.Özellikle 1: RR birim 

dönüşüm ise C1 = C ve [x,y]  = xy-yx = [x,y] dir.Ayrıca 

[x,yz]  = y[x,z]  + [x,y]   (z)  ve 

[xy,z]  = x[y,z]  + [x,z]y  özellikleri vardır. Bir d : RR toplamsal dönüşümü 

Ryx  ,  için d(xy) = d(x) (y) + xd(y) özelliğini sağlıyorsa o zaman d ye bir  -türev 

denir. Keyfi bir Ra ve Rx için da(x) = [a,x]  bir (iç)   -türevdir. D: RxRR 

bir   dönüşüm olsun. D(.,.) dönüşümü Rzyx  ,, için  

D(x + y,z) = D(x,z) + D(y,z) ve D(x, y +z) = D(x,y) + D(x,z) 

özelliğini sağlıyorsa D(.,.) ye bi-toplamsal dönüşüm denir. 

Ryx  ,  için D(x,y) = D(y,x) ise D ye simetrik bi-toplamsal dönüşüm denir. 

Ayrıca Rzyx  ,, için D(xy,z) = D(x,z) (y) + D(y,z) sağlanıyorsa D(.,.) ye simetrik 

 bi- -türev denir.Bu durumda Rzyx  ,, için D(x,yz) = D(x,y) (z) + yD(x,z) 

sağlandığı açıktır. D: RxRR simetrik bi-toplamsal dönüşüm olmak üzere  d(x) = 
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D(x,x) biçiminde tanımlı olan d: RR dönüşümüne D(.,.)  nin izi denir. D(.,.) 

simetrik bi-toplamsal olduğundan d(x) = D(x,x) izi Ryx  ,  için d(x + y) = d(x) + d(y) 

+ 2D(x,y) bağıntısını sağlar ve ayrıca d(x) bir çift fonksiyondur. 

Örnek: R bir değişmeli halka olsun.Bu durumda 

M = { Rba
ba









,:

00
} kümesi matrislerdeki bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle 

bir halkadır.  : MM    

















00

0

00

bba
 bir dönüşüm olmak üzere  

D(.,.): MxMM  

























































00

0

00

0

00

0

00
,

00

21212211 aaaababa
biçiminde tanımlanan dönüşüm 

bir  

simetrik bi- -türevdir. 

Lemma 3.4.1: R bir asal halka, a  R ve d:RR bir -türev olsun.Buna göre 

i)   U, R nin sıfırdan farklı bir sağ ideali ve ad(U) = 0 ise o zaman a = 0 veya  d = 

0 dır. 

ii)  U, R nin sıfırdan farklı bir ideali ve ad(U) = 0 ise o zaman a = 0 veya d = 0 

dır. 

iii) d(R)a = 0 ise o zaman a = 0 veya d = 0 dır. 

iv) U, R nin sıfırdan farklı bir sağ ideali ve [a,U]


= 0 ise o zaman ve [a,R]  = 0 

dır. 

v) aC


ve abC


, bR ise o zaman a = 0 veya b  C


 dir. 

Teorem 3.4.1 : R karakteristiği ikiden farklı değişmeli olmayan bir asal halka  :RR 

bir otomorfizma olmak üzere  D(.,.), R nin simetrik bi- -türev ve d onun izi olsun.Bu 

durumda Rx  için [d(x),x]


= 0 ise o zaman D = 0 dır.     

        (1) 

İspat: Bölüm 3.1 deki (1) den (4) e kadar aynı işlemler yapılırsa 

Ryx  , için [d(x),y]


+ 2[D(x,y),x]


= 0              

(2) 

elde edilir. Şimdi (2) de y yerine xy yazılırsa 

0 = [d(x),xy]


+ 2[D(x,xy),x]
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  = x[d(x),y]


+ [d(x),x]

 (y) + 2[d(x) (y),x]


+ 2[xD(x,y),x]


  

  = x[d(x),y]


+ [d(x),x]

 (y) + 2d(x)[ (y),x]


+ 2[d(x),x]


 (y) + 

2x[D(x,y),x]


+ 2[x,x]D(x,y)  olur ve dolayısıyla   (1) , (2) ve charR  2 olduğundan 

Ryx  , için d(x)[ (y),x]


= 0 elde edilir.             

(3) 

Keyfi bir  Cx için [x, (y)]

 0 dır.Öte yandan sabit bir Rx için 

y[x, (y)]


dönüşümü bir   -türevdir.Böylece (3) ve lemma 3.4.1 (ii) den d(x) = 0 

olur. Cx ve Cy alalım. Cyx   dır.Dolayısıyla d(y) = 0 ve d(x + y) = 0 

olur.Böylece  

0 = d(x + y) = d(x) + 2D(x,y) ve  

0 = d(x +(-y)) = d(x) – 2D(x,y) olur. charR  2 olduğundan Rx  için d(x) = 0 

olur ve buradan D = 0 elde edilir ve ispat biter. 

Teorem 3.4.2 : R karakteristiği iki ve üçten farklı değişmeli olmayan bir asal halka, 

 :RR bir otomorfizma olmak üzere, D(.,.), R nin simetrik bi- -türev ve d onun izi 

olsun. Bu durumda Rx  için [d(x),x]
 C ise o zaman D = 0 dır.   

        (4) 

İspat: Bölüm 3.1 deki  (6) dan (9) a kadar olan işlemler aynen (4) e uygulanırsa 

Ryx  , için  [d(x),y]


+ 2[D(x,y),x]
 C             

(5)  

elde edilir.(5) te y yerine  x2 yazılırsa 

= [d(x), x2]


+ 2[D(x, x2),x]
 C  

= x[d(x),x]


+ [d(x),x]

 (x) + 2[d(x) (x),x]


+ 2[xd(x),x]

 C  

= x[d(x),x]


+ [d(x),x]

 (x) + 2d(x)[ (x),x]


+ 2[d(x),x]


 (x) 

+2x[d(x),x]


+ 2[x,x]d(x) C  olur. [d(x),x]
 C  olduğundan  

[d(x),x]

 (x) = x[d(x),x]


dır. 

Öte yandan   otomorfizma olduğundan  (x) = y  olacak biçimde bir Ry  vardır. 

Bunu Rx için yapabileceğimizden 

Ryx  , için  6x[d(x),x]


+ 2d(x)[y,x] C             

(6) 
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elde edilir.(6) da y yerine x yazılırsa  charR  2,3 olduğundan  

Rx için  x[d(x),x]
 C                

(7) 

elde edilir.Böylece (4) ve (7) den Ry için  x[d(x),x]

 (y) = yx[d(x),x]


ve 

buradan 

{xy – yx}[d(x),x]


= 0 olur.Dolayısıyla Ryx  , için [x,y][d(x),x]


= 0 elde edilir. 

Teorem 3.4.1 deki gibi keyfi bir Cx için işlemler yapılırsa Rx için  [d(x),x]


= 0 

ve böylece teorem 3.4.1 den D = 0 olur ve ispat biter. 

Teorem 3.4.3: R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve  :RR bir otomorfizma 

olmak üzere  D1(.,.),D2(.,.), R nin simetrik bi- -türevleri ve d1 ,d2 , D1(.,.),D2(.,.) nin 

izleri olsun. 

Bu durumda Rx için D1(d2(x),x) = 0               

(8) 

ise o zaman D1 = 0 veya D2 = 0 dır.  

İspat: Bölüm 3.1 deki  (11) den (12) ye kadar olan işlemlerin aynısı (8) e uygulanırsa 

Ryx  , için D1(d2(x),y) + 2D1(D2(x,y),x) = 0            

(9) 

elde edilir.Şimdi (9) da y yerine xy yazılırsa 

0 = D1(d2(x),xy) + 2D1(D2(x,xy),x)  

   = D1(d2(x),x) (y) + xD1(d2(x),y) + 2D1(d2(x (y),x) + 2D1(xD2(x,y),x) 

   = D1(d2(x),x) (y) + xD1(d2(x),y) + 2D1(d2(x,x) 2(y) + 2d2(x)D1( (y),x) +  

2d1(x) (D2(x,y)) + 2xD1(D2(x,y),x)   

olur ve dolayısıyla (1), (9) ve charR  2 olduğundan 

Ryx  , için   d2(x)D1( (y),x) + d1(x) (D2(x,y)) = 0          

(10) 

elde edilir. (10) da y yerine yx yazılırsa  

Ryx  , için   d2(x) (y)D1( (x),x) + d1(x) (y) (d2(x)) = 0        

(11) 

elde edilir.  otomorfizma olduğundan  (x) = z olacak biçimde bir zR vardır.O 

halde 
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Rzyx  ,, için   d2(x) (y)D1(z,x) + d1(x) (y) (d2(x)) = 0  

      (12) 

dir.(12) de z yerine – z alınırsa 

Rzyx  ,, için   - d2(x) (y)D1(z,x) + d1(x) (y) (d2(x)) = 0        

(13) 

elde edilir.(12) ve (13) toplanırsa charR  2 olduğundan  

Ryx  , için d1(x) (y) (d2(x)) = 0            

(14) 

elde edilir.Varsayalım ki d1 0 ve d2 0 olsun.Bu durumda d1(x1) 0 ve d2(x2) 0 

olacak biçimde x1 ve x2R vardır.Böylece  (14) de x yerine x2 yazılırsa; 

d1(x2) (y) (d2(x2)) = 0 olur ve dolayısıyla d2(x2)  0 ,R asal halka ve   otomorfizma 

olduğundan d1(x2) = 0 dır.O halde (10) da x yerine  x2 yazılırsa  d1(x2) = 0 olur. 

Ry için  d2(x2)D1( (y), x2) = 0              

(15) 

elde edilir.Öte yandan sabit bir x2 R  ve Ry için  y D1( (y), x2) bir  -

türevdir. 

Böylece (15) ve lemma 3.4.1 (ii) den Ry için  D1( (y), x2) = 0 dır. O halde x1, 

x2 R için  

D1(x1,x2) = 0 dır. 

Şimdi tekrar (14) te x yerine x1 yazılırsa d1(x1)  0, R asal ve   otomorfizma 

olduğundan d2(x1) = 0 dır.Dolayısıyla (10) da x yerine  x1 yazılırsa d2(x1) = 0 

olduğundan 

Ry için d1(x1) (D2(x1,y)) = 0             

(16) 

elde edilir. (16) da y yerine yz yazılırsa 

0 = d1(x1) (D2(x1,yz)) 

    = d1(x1) (D2(x1,y) (z) + yD2(x1,z)) 

    = d1(x1){ (D2(x1,y) 2(z) +  (y) (D2(x1,z))} 

    = d1(x1) (D2(x1,y) 2(z) + d1(x1) (y) (D2(x1,z))   olur.Dolayısıyla (16) dan 

Rzy  , için d1(x1) (y) (D2(x1,z))  = 0 olur.          

(17) 
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d1(x1)  0, R asal ve   otomorfizma olduğundan D2(x1,z) = 0 ve dolayısıyla 

D2(x1, x2) = 0 elde edilir. x1 + x2 = z olsun. O halde 

d1(z) = d1(x1 + x2) = d1(x1) + d1(x2) + 2D1(x1,x2) = d1(x1)  0  

d2(z) = d2(x1 + x2) = d2(x1) + d2(x2) + 2D2(x1,x2) = d2(x2)  0  

olur.Böylece (14) ten ve R asal halka olduğundan d1(z) ve d2(z) aynı anda sıfırdan farklı 

olamaz.O halde d1 = 0 veya d2 = 0 olmak zorundadır.Böylece D1 = 0 veya D2 = 0 dır. 

İspat biter. 

Teorem 3.4.4 : R 2-torsion free bir yarı asal halka,  :RR bir idempotent 

otomorfizma olmak üzere, D(.,.), R  nin simetrik bi- -türev ve d onun izi olsun.Bu 

durumda  

Rx için D(d(x),x) = 0 ise o zaman D = 0 dır. 

İspat:Teorem 3.4.3 de D1 = D2 alınıp işlemler yapılırsa (14) ifadesi 

Ryx  , için d(x) (y) (d(x)) = 0            

(18) 

olur.  :RR bir idempotent otomorfizma olduğundan 

Ryx  , için d(x)yd(x) = 0 elde edilir.           

(19) 

Böylece R yarı-asal halka olduğundan Rx için d(x) = 0 ve dolayısıyla D = 0 olur. 

Teorem 3.4.5 : R karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve  :RR bir 

otomorfizma olmak üzere  D1(.,.),D2(.,.), R nin simetrik bi- -türevleri ve d1 ,d2 , 

D1(.,.),D2(.,.) nin izleri olsun. 

Bu durumda  Rx için d1(d2(x)) = f(x)            

(20) 

olacak  biçimde izi f(x) olan R nin bir B(.,.) simetrik bi-toplamsal dönüşümü varsa o 

zaman  

D1 = 0 veya D2 = 0 dır. 

İspat: (20) ifadesini lineerleştirip Bölüm 3.1 deki işlemler yapılırsa 

Ryx  , için D1(d2(x),y) + 2d1(D2(x,y)) = 0          

(21) 

Ryx  , için D1(d2(x),D2(x,y)) = 0            

(22) 
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Rx için d1(d2(x)) = 0        

      (23) 

elde edilir. (22) de y yerine yx alınırsa 

0 = D1(d2(x),D2(x,yx)) 

   = D1(d2(x),D2(x,y) (x)) + D1(d2(x),yd2(x)) 

   = D1(d2(x),D2(x,y)) 2(x) + D2(x,y)D1(d2(x), (x)) + D1(d2(x),y) (d2(x)) 

+yd1(d2(x)) 

olur dolayısıyla (22) ve (23) den 

Ryx  , için D1(d2(x),y) (d2(x)) + D2(x,y)D1(d2(x), (x)) = 0         

(24) 

elde edilir.   otomorfizma olduğundan   (x) = z olacak biçimde bir 

z R vardır.Dolayısıyla 

Rzyx  ,, için  D1(d2(x),y) (d2(x)) + D2(x,y)D1(d2(x),z) = 0        

(25) 

olur.(25) te z yerine –z yazılırsa 

Rzyx  ,, için  D1(d2(x),y) (d2(x)) - D2(x,y)D1(d2(x),z) = 0        

(26) 

elde edilir.(25) ve (26) toplanırsa ve charR  2 olduğu da kullanılırsa 

Ryx  , için D1(d2(x),y) (d2(x))               

(27) 

elde edilir.(27) de y yerine yz yazılırsa 

0 = D1(d2(x),yz) (d2(x))   

   = D1(d2(x),y) (z) (d2(x)) + yD1(d2(x),z) (d2(x))    

olur ve dolayısıyla (27) den 

Rzyx  ,, için D1(d2(x),y) (z) (d2(x)) = 0 elde edilir.Buradan  

Rx için D1(d2(x),x) = 0 olduğunu göstermek istiyoruz.Varsayalım ki en az bir 

x1 R için 

D1(d2(x1), x1)  0 olsun.Bu durumda Ry için D1(d2(x1), x1) (z) (d2(x1)) = 0 

elde edilir. D1(d2(x1), x1)  0, R asal ve   otomorfizma olduğundan d2(x1) = 0 

dır.Böylece 

d2(x1) = 0 ise o zaman D1(d2(x1), x1) = D1(0, x1) = 0 olacağından çelişki elde edilir. 
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O halde Rx için D1(d2(x),x) = 0 dır. Dolayısıyla teorem 3.4.3 ten D1 = 0 veya 

D2 = 0 dır.   

Teorem 3.4.6 : R karakteristiği iki ve üçten farklı bir yarı asal halka,   :RR bir 

idempotent otomorfizma olmak üzere D(.,.), R nin simetrik bi- -türevi B(.,.) simetrik 

bi-toplamsal dönüşüm ve sırasıyla d ve f, D ve B nin izleri olsun.Bu durumda 

Rx için d(d(x)) = f(x) ve   

 d =  d ise o zaman D = 0 dır. 

İspat:Teorem 3.4.5 te D1 = D2 alınırsa (22) ve (23) ifadeleri 

Ryx  , için D(d(x),D(x,y)) = 0            

(28) 

Rx için d(d(x)) = 0              

(29) 

olur. (28) de y yerine yz yazılırsa 

0 = D(d(x),D(x,yz))  

   = D(d(x),D(x,y) (z)) + D(d(x),yD(x,z)) 

    = D(d(x),D(x,y)) 2(z) + D(x,y)D(d(x), (z)) + D(d(x),y) (D(x,z)) + 

yD(d(x),D(x,z)) 

olur ve dolayısıyla (28) den 

Rzyx  ,, için + D(x,y)D(d(x), (z)) + D(d(x),y) (D(x,z)) = 0        

(30) 

elde edilir.(30) da z = d(x) alınırsa  2 =  ve d =  d olduğundan (29) dan 

Ryx  , için  (D(d(x),y)D(d(x),x) = 0           

(31) 

elde edilir.   otomorfizma olduğundan (31) de y yerine xy alınırsa (31) den 

Ryx  , için D(d(x),x)yD(d(x),x) = 0  

elde edilir.Böylece R yarı asal olduğundan Rx için D(d(x),x) = 0 ve dolayısıyla 

teorem 3.4.4 ten de D = 0 olur ve ispat biter. 

 

Bu bölümden sonraki bölümlerde daha önce ispatlı veya ispatsız olarak verilen 

çalışmaların ışığında yapmış olduğumuz çalışmaları vereceğim. 
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3.5 Asal Gamma Halkalarda Simetrik Bi –Türevler 

 

Bu çalışmada Young Bae Jun un asal halkalarda simetrik bi türevle yaptığı ispatlar asal 

gamma halkalara taşıdık. Bu çalışma boyunca R birleşmeli halka olacak. 

[x,y] = xy – yx ve  [x,y]  = x y - y x komutatörleri tanımlanacak.  

D(.,.) dönüşümü D(x,y) = D(y,x) şartını sağlıyorsa D  ye simetrik dönüşüm denir. Bu 

çalışma boyunca D simetrik olarak alınacaktır. d(x) = D(x,x) olarak tanımlanan d:RR 

fonksiyonuna D  nin izi denir.Eğer D,  bi-toplamsal bir dönüşüm ise o zaman 

 d(x + y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) olduğu açıktır. 

Eğer D fonksiyonu  

 zyx ,, R için toplamsal ve D(x y,z) = D(x,z) y + x D(y,z) 

 şartını sağlarsa o zaman D  ye gamma halkalarında simetrik bi- türev denir. 

Lemma 3.5.1: R karekteristiği ikiden farklı bir asal gamma halka olsun.D(.,.) simetrik 

bi- türev ve d de D(.,.)  nın izi olsun. Eğer U, R  nin a d(U) = 0 {d(U) a = 0 }  

sağlayan bir ideali ise o zaman a = 0 veya d = 0 dır. 

Lemma 3.5.2: R karekteristiği ikiden farklı bir asal gamma halka olsun.D(.,.) simetrik 

bi- türev ve d de D(.,.)  nin izi olsun. a, R  nin sabit elemanı olsun. 

i) Eğer  Ra   için [a,d(x)]   = 0 ise o zaman Za  veya d = 0 dır. 

 ii) Rx  için [a,d(x)]   Z ve d izi için d(a) 0 ise o zaman Za dir. 

Lemma 3.5.3 : R bir asal gamma halka  , ,a b cR olsun. Eğer Rx  için a x b = 

c x a ise o zaman a = 0 veya b = c  dır. 

Lemma 3.5.4 : R karakteristiği ikiden farklı asal gamma halka  d1 ve d2 de D1(.,.) ve 

D2(.,.) simetrik bi-türevlerinin izleri olsunlar. Eğer    için 

  d1(x) d2(y) = d2(x) d1(y)              

(1) 

 eşitliği sağlanıyor ve d1  0 ise o zaman d2(x) =   d1(x) olan   C   vardır. 

İspat: Rzyx  ,,  için d1(x) d2(y) = d2(x) d1(y)    olduğunu kabul edelim. 

Bu eşitlikte y yerine y + z  koyarsak 

 d1(x) D2(y,z) = d2(x) D1(y,z)  elde ederiz.             

(2) 
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Bu eşitlikte z yerine z y yazar ve simetrik bi türev özelliklerini kullanarak açarsak 

 d1(x) z d2(y) = d2(x) z d1(y)  elde edilir.            

(3) 

Bu eşitlikte de y yerine x alırsak  

 d1(x) z d2(x) = d2(x) z d1(x)   elde edilir.            

(4) 

Eğer d1 0 ise o zaman d2(x) =  (x) d1(x) olan  )(x  C    vardır. 

O zaman sonuç olarak d1(x) 0 ve d1(y) 0 ise o zaman (3) ten 

 ))()(( xy    z d1(y) = 0 dır.R asal  halka olduğundan ve lemma 3.5.1 den  

 )()( xy     elde edilir. 

Bu da bize gösterir ki d1 0 ise o zaman d2(x) =   d1(x) olan    C    vardır. 

Diğer taraftan kabul edelim ki d1(x) = 0 olsun. (3) ten d1(y) 0 olduğundan ve R asal 

gamma halka olduğundan d2(x) = 0 elde edilir.Sonuç olarak yine d2(x) =   d1(x) olan  

  C  vardır. 

Teprem 3.5.1 : R karakteristiği ikiden farklı asal gamma halka ve d1  0, d2, d3, d4 0 

da D1(.,.),D2(.,.),D3(.,.),D4(.,.) simetrik bi-türevlerinin izleri olsunlar. Eğer    için 

  d1(x) d2(y) = d3(x) d4(y)              

(5) 

eşitliği sağlanıyor ise o zaman d2(x) =   d4(x) ve d3(x) =   d1(x) olan    C    

vardır. 

İspat: Rwzyx ,,,   ve  d1(x) d2(y) = d3(x) d4(y)  olsun. 

Bu eşitlikte y yerine  y + z yazarsak   

 d1(x) D2(y,z) = d3(x) D4(y,z)  elde ederiz.             

(6) 

Bu eşitlikte z  yerine z y yazarsak ve (6) yı tekrar kullanırsak 

 d1(x) z d2(y) = d3(x) z d4(y)  elde edilir            

(7) 

Bu eşitlikte de z d4(w)  yazarsak  

   d1(x) z d4(w) d2(y) = d3(x) z d4(w) d4(y) =  d1(x) z d2(w) d4(y)  elde 

edilir. 
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Bu eşitlikte soldan d1(x) z  parantezine alırsak 

 d1(x) z (d4(w) d2(y) - d2(w) d4(y)) = 0 elde edilir. 

d1 0 olduğundan ve R asal gamma halka olduğundan  

 d4(w) d2(y) = d2(w) d4(y)  elde edilir. Burada lemma 3.5.4 ü uygularsak 

d2(y) =   d4(y) olan   C    vardır. 

(7) den de  (  d1(x) - d3(x)) z d4(y) = 0 elde edilir.Yani   d1(x) = d3(x) tir. 

Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 3.5.2 : R karakteristiği iki ve üçten farklı asal gamma halka d de D(.,.) simetrik  

bi- türevinin izi olsun. R  nin sabit   a  elemanı için ve d(a)  0 iken Rx için  

 d(x) a d(x) = 0                  

(8) 

sağlanıyorsa  o zaman aZ dir. 

İspat: (8) denklemini lineerleştirir ve tekrar (8) i kullanırsak Ryx  , için 

 d(x) a d(y) + 2d(x) a D(x,y) + d(y) a d(x) + 2d(y) a D(x,y) + 

2D(x,y) a d(x) + 2D(x,y) a d(y) + 4D(x,y) a Dx,y) = 0  elde edilir.         

(9) 

Bu eşitlikte x yerine –x yazarsak   

 d(x) a d(y) - 2d(x) a D(x,y) + d(y) a d(x) - 2d(y) a D(x,y) - 

2D(x,y) a d(x) - 2D(x,y) a d(y) + 4D(x,y) a Dx,y) = 0  elde edilir.  

        (10) 

(9) ve (10) u taraf tarafa toplarsak ve charR  2 olduğunu kullanırsak 

 d(x) a d(y) + d(y)  a d(x) + 4D(x,y) a D(x,y) = 0  elde edilir.       

(11) 

Şimdi (11) de x yerine x + y yazıp açarsak, (8) ile (11) ve charR  2 olduğunu 

kullanırsak 

 D(x,y) a d(y) + d(y)  a D(x,y) + 2d(x) a D(x,y) + 2D(x,y) a d(x) = 0         

(12) 

olur. 

(12) de y  yerine x + y  yazıp (8), (11),(12) yi kullanırsak 
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D(x,y) a d(x) + d(x) a (Dx,y) = 0 elde edilir.    

      (13) 

(13) te y yerine y z  yazarsak ve D(x,y)  a d(y) = -d(y)  a D(x,y)  ve 

 D(z,y) a d(y) = -d(y)aD(z,y) olduğu da  hatırlanırsa 

            D(x,y) [z,a d(y)]   = [x,d(y) a]    D(z,y)  elde edilir.       

(14) (14) te x  yerine x w   yazılırsa ve (14) kullanılırsa 

D(x,y) w  [z,a d(y)]   = [x,d(y) a]  w  D(z,y)  elde edilir.       

(15) 

Bu eşitlikte de z yerine x alınırsa 

           D(x,y) w  [x,a d(y)]   = [x,d(y) a]  w  D(x,y)  elde edilir. 

R asal gamma halka  olduğundan  D(x,y) = 0  veya [x,a d(y)]   = [x,d(y) a]   = 0 dır. 

Diğer bir deyişle  A = { xR : D(x,y) = 0 } ve B = { xR : [x,a d(y) – d(y) a]   = 0 }  

R  nin altkümeleri olsun. O zaman R bu iki kümenin bileşkesidir. 

R halkası bu iki kümenin bileşkesi olarak yazılamayacağından  R = A veya R = B  dir. 

R = A olamayacağından  R = B dir. Yani  [a,d(y)]     Z   elde edilir. Lemma 3.5.2 (ii) 

den  aZ dir. 

3.6 Gamma Near Halkalarda ),(  - Türev 

Bu çalışmamızda ispatsız olarak bölüm 2.5 de verilen ispatlar ),(  - türeve 

taşınarak yapılmıştır. Tüm Near halkalar soldan dağılma özeliğine sahiptir.  - Near 

halka aşağıdaki özelliklere sahip olan ),,( M  üçlüsüdür. 

(i) ),( M  gruptur. 

(ii)   boştan farklıdır ve M üzerinde iki işlem tanımlıdır öyle ki ),,( M bir 

Near halkadır. 

(iii) )()( zyxzyx    dir.   ,,,, Mzyx  
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M,  - Near halkası için  },00:{0  xMxM  kümesi M  nin sıfır 

simetrik kısmıdır. Eğer 0MM    ise M  ye sıfır simetrik denir. 

Eğer UuMx  ,  için  Uux   oluyorsa M,  - Near halkasının U alt kümesine sol 

invaryant  denir. 

Eğer UuMx  ,  için  Uxu   oluyorsa M,  - Near halkasının U alt kümesine sağ 

invaryant denir. 

Hem sol hem de sağ invaryant ise o zaman U ya invaryant denir. 

Eğer Mx  için 0 yMx   iken 0x  veya 0y  oluyorsa o zaman M  ye asal  - 

Near halkası denir. 

M ve 'M   - Near halkalar ve ': MMd    )()()( ydxdyxd   ve 

)()()( ydxdyxd    oluyorsa d  dönüşümüne  - Near halka homomorfizmi denir. 

),(   türev  )()()()()( ydxyxdyxd    şartını sağlayan toplamsal bir 

endomorfizmadır. 

Mc  için 0)( cd  oluyorsa c ye sabit denir. 

S, M   - Near halkasının alt kümesi ve d, M de ),(   türev olsun. Syx  ,  için 

)()()( ydxdyxd    oluyorsa d, S üzerinde   homomorfizmi olarak etkir denir. 

Bu çalışmamız boyunca M,  - Near halkasının sıfır simetriği olacak ve C olarak da M 

nin çarpımsal merkezini göstereceğiz. 

( , ) { : ( ) ( ) , }C x M x m m x m M            

 ,, Myx  için ( , )[ , ] ( ) ( )x y x y y x

        komutatörü olarak tanımlanacaktır. 

yxyxyx ),(   ile  toplamsal grup komutatörü gösterilecek. 

Diğer kullanılacak olan komutatörler de şöyledir. 

( , )[ , ] ( ) ( )x y x y y x      

[ , ]x y x y y x     

[ , ]x y xy yx   

( , ) ( , ) ( , )[ , ] ( ) [ , ] [ , ] ( )x y z y x z x y z  

           

( , ) ( , )[ , ] [ , ] [ , ( )]x y z x y z x z y  

          

Lemma 3.6.1:   ,,, Myx  için eğer Cz  ise o zaman 
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( , ) ( , )[ , ] [ , ]z x y z x y 

        dır. 

Lemma 3.6.2: M asal  - Near halka olsun. 

 (i) }0/{Cz  ise z sıfır bölen değildir. 

 (ii) }0/{Cz , Czz   olan eleman olsun.O zaman (M,+) Abeldir. 

 (iii) }0/{Cz ve x de Czx   veya Cxz   olan elemanı ise o zaman 

Cx  dir. 

Lemma 3.6.3: Mzyx  ,, ve  ,  için M üzerindeki her d ),(   türev için 

aşağıdakiler sağlanır.                                         

 i) zyxdzydxzyxdydx  )()())()((   

ii) zydxzyxdzydxyxd  )()())()((   

Lemma 3.6.4: M 2-torsion-free asal ve d, ),(  türev ve d,  ve   ile komute 

edilebiliyor olsun. d2 = 0 ise d = 0 dır. 

İspat:  ,, Myx  olsun. Hipotezden 

)()())(())(())(())(()()(

))()()()(()(0

22

2

ydxydxdydxdyxd

ydxyxddyxd








 

Kabulleri kullanırsak  

))(())((

))(())((2

))(())(())(())((0

ydxd

ydxd

ydxdydxd













  

 elde edilir. 

Bu eşitlikte y yerine zy  yazılırsa 

))(())((

))()(()((

))()(())(())()(()((

))()()()(())((

))(())((0

zdMxd

zdyxd

zdyxdzydxd

zdyzydxd

zydxd





















 

M asal halka olduğundan 0)( xd  veya 0)( zd  ise 0d  dır. 

Lemma 3.6.5: d, M de ),(  türev olsun. Mu  de sol bölen olmasın. Eğer 

( , )[ , ( )] 0u d u 

     ise o zaman ),( ux  M  de sabittir. 

İspat:  ,Mx  olsun.O zaman  
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)()()()()()()()(

)()()()())((

xduuduxuduud

xuduxuudxuud








  

ve 

)()()()()()()()(

)()()(

xduxududuuud

xuduudxuuud








 

elde edilir. 

Sol taraflar eşit olduğundan sağ taraflar da eşit olmalıdır. 

)),(()(

)()()()()()()()(0

uxdu

xduuduxduudu








   

elde edilir. 

u sol bölen olmadığından  0)),(( uxd  olduğundan ),( ux  sabittir. 

Teorem 3.6.1: d, M de ),(  türev ve M nin sıfır böleni olmasın. Eğer 

 ,Mx  için 
( , )[ , ( )] 0x d x 

    ise o zaman ),( M  Abeldir. 

İspat: Mba ,  için  ),( bac   toplamsal komutatör olsun.O zaman lemma 3.6.2 den c 

sabittir. Yani 0)( cd  dır. ),( cwawcw    olduğundan cw  de sabittir. O zaman  

)()(

)()()()()(0

cwd

cdwcwdcwd








   

elde edilir. 

0)( wd   olduğundan ve M nin sıfır böleni olmadığından c = 0 dır. Dolayısıyla ),( M  

Abeldir. 

Teorem 3.6.2: M asal ve d, M de ),(  türev olsun. Eğer Cxd )(  ise ),( M  

Abeldir. Eğer M 2-torsion-free ise o zaman M değişmelidir. 

İspat: c bir sabit ve x bir sabit olmasın. O zaman 

 
Ccxd

cdxcxdcxd





)()(

)()()()()(




  

elde edilir. 

}0/{)( Cxd   olduğundan ve lemma 3.6.2 (iii) den }0/{Cc  dır. 

0)(  ccd  olduğundan  lemma 3.6.2 (ii) den ),( M  Abeldir. 

Şimdi 0 tek sabit olsun. u da sıfır bölen olmasın.  ,Mx olsun. O zaman 

 
)()()()()()()()(

)()()()())((

xduuduxuduud

xuduxuudxuud
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ve 

)()()()()()()()(

)()()(

xduxududuuud

xuduudxuuud








 

elde edilir. 

Hipotezden yani Cxd )(  olduğundan  

 

)),((

)((

))()()()(()(0

uxdu

uxuxdu

udxdudxdu













   

elde edilir. 

u sıfır bölen olmadığından 0)),(( uxd  elde edilir. O zaman 0),( ux  dır.Yani 

)(MCu  ise ),( M  nın merkezindedir. 

Şimdi x sıfırdan farklı bir eleman olsun. CMd )(  olduğundan lemma 3.6.2 (i) den 

)(xd sıfır bölen değildir. Buradan )()( MCxd  dir. My0  olsun.  

 
)),((

)()()()(0

yxd

ydxdydxd




 

elde edilir. 

Buradan 0),( yx  olduğundan ),( M  Abeldir. 

Hipotezdeki x yerine   için yx  yazarsak 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0 [ ( ), ] [ ( ) ( ) ( ) ( ), ]

[ ( ) ( ), ] [ ( ) ( ), ]

d x y z d x y x d y z

d x y z x d y z

 

   

 

   

   

  

  

 
 

komutatör özelliğini kullanarak bu ifadeleri açarsak 

O zaman lemma 3.6.2 (i)  den   ,,,, Mzyx  için 

( , ) ( , )( ) [ , ] ( ) [ , ]d x y z d y z x 

       

elde edilir. 

Bu eşitlikte x yerine )(xd yazarsak ve hipotezle karşılaştırırsak 

2

( , )0 ( ) [ , ]d x y z 

   olur. 

Şimdi M nin değişmeli olmadığını kabul edelim. Mzy ,  alalım öyle ki 

( , )[ , ] 0y z 

   olsun. 

Merkezsel )(2 xd  elemanı sıfır bölen olmadığından 0)(2 xd  olur. O zaman lemma 

3.6.1 den 0d  elde edilir. Fakat bu çelişki olduğundan M değişmelidir. 
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Lemma 3.6.6: M asal ve Myx ,  olsun. Eğer Cx  ve 0yx  ise o zaman 

0x  veya 0y  dır. 

İspat: Açıktır. 

Teorem 3.6.3: M asal ve d , ),(  -türev olsun. Eğer 
( , )[ ( ), ( )] 0d x d y 

    ise o 

zaman ),( M  Abeldir. 

İspat: 
( , )[ ( ), ( )] 0d x d y 

    olduğundan w ve w + w ile komute edersek 

  )),(()(,0
),(

yxdwyxdw 


    elde edilir. 

)(zdw  alırsak  ,,, Mzyx  için 

 )()(0 yxdzd    elde edilir. 

vzz   alır ve lemma  3.6.3 (i)  yi kullanırsak  

 
)),(()()()),(()()(

)),(()(0

yxdvdxyxdvzd

yxdvzd








   

elde edilir. O zaman M nin asallığından 0)),(( yxd  elde edilir. 

),( yxz  de toplamsal komutatör olduğundan  

 

),()(

)),(()(),()(

)),((0

yxzd

yxdzyxzd

yxzd













   

elde edilir. Yine M nin asallığından 0),( yx   dır. Bu da ),( M  Abel demektir. 

Lemma 3.6.7: M asal ve }0{U  M nin sol (sağ) invaryantı olsun. Eğer CU   ise M 

değişmelidir. 

İspat: M nin merkezcil sol invaryantı aynı zamanda sağ invaryant olduğundan }0{U  

ı sağ invaryant olarak da alabiliriz.  ,, UuMx  olsun. Hipotezden  

( , )[ , ] 0u x 

    dır. 

yuu   yazarsak 

 
( , ) ( , )0 [ , ] [ , ]u y x u y x 

         elde edilir. 

}0{U  olduğundan lemma 3.6.5  ten ( , )[ , ] 0y x 

     elde edilir.Bu da ispatı bitirir. 

Teorem 3.6.4: M asal  2 torsion free ve }0{U  M nin sol (sağ) invaryantı, d  de 

),(  -türev olsun. Eğer CUd )(  ise M değişmelidir. 

İspat:  ,, UuMx  olsun. Hipotezden ( , )[ ( ), ] 0d u x 
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uuu    yazarsak 

 
( , )2[ ( ) , ] 0d u u x 

     elde edilir.  

M 2- torsion free asal olduğundan   ,, UuMx  için 

 
( , )[ ( ) , ] 0d u u x 

     elde edilir. 

Lemma 3.6.2 (i) den de 
( , )( ) [ , ] 0d u u x 

     elde edilir. 

Hipotezden bu eşitlikten ve lemma 3.6.5 ten  ,, UuMx  için 

 
( , )[ , ] 0u x 

     elde edilir. 

Sonuç olarak lemma 3.6.5 den M değişmelidr. 

 

3.7   Asal Gamma Halkalarda Yarı – Türevler 

 

Yarı – türev ilk olarak J.Bergen tarafından tanımlanmıştır. Bu çalışmada J.Bergen 

tarafından ve bölüm 2   de ispatsız olarak verdiğimiz yarı-türev ispatlarını asal gamma 

halkalara taşıdık. 

 Tanım 3.7.1: Toplamsal f fonksiyonuna g fonksiyonu ile aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa  

yarı – türev denir. 

  

(i) 
)()()(

)()()()(

yfxgyxf

yfxygxfyxf








 

 (ii) ))(())(( xfgxgf   

Açık olarak türev bir yarı- türevdir ama yarı -türev bir türev değildir. 1 gf   alınırsa 

f  yarı-türevdir ama türev değildir. 

Lemma 3.7.1: Ra  asal gamma halka ve 0f  yarı - türev olsun. 

)0)((0)(  axfxfa    ise  o zaman 0a dır. 

İspat: Ra  ve 0)( xfa  olsun. 

 
)()()(

))()()(()(

yfxaygxfa

yfxygxfayxfa








 

 )()()()( ygxfayxfayfxa    

Buradan hipotez kullanılırsa 
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 0)( yfxa   yani  0)(  yfRa  elde edilir. 

R asal gamma halkası olduğundan da 0a  veya  0f  dır. 0f olduğundan  

0a dır. 

Teorem 3.7.1: 0f , g  fonksiyonu ile yarı – türev olsun. g  bir  - homomorfizmdir. 

İspat: 0f , g  fonksiyonu ile yarı – türev olsun. O zaman  

 
)()()()(

)()()())((

yfzxfzyxgzf

yxfzyxgzfyxzf








 

ve 

 

)()()()()()(

)()(

)())((

yfzygzfxfzxgzf

yzfxzf

yzxzfyxzf













 

Taraf tarafa çıkarırsak 

  )()()()(0 ygxgyxgzf    elde edilir. 0f  olduğundan ve lemma 

3.7.1 den  

 )()()(0 ygxgyxg   ve dolayısıyla 

 )()()( ygxgyxg   elde edilir. Yani g toplamsaldır. 

Şimdi g nin çarpımsallığını gösterelim. 

 
zyxfzyfxgzfyxg

zyxfzfyxgzyxf





)()()()()(

)()()())((




 

ve 

 

zyxfzyfxgzfygxg

zyxfzyfzfygxg

zyxfzyfxgzyxf







)()()()()()(

)())()()(()(

)()()())((







 

Taraf tarafa çıkarırsak 

 )())()()((0 zfygxgyxg    elde edilir. Lemma 3.7.1 den de 

 )()()( ygxgyxg    dir. Bu da g çarpımsal demektir. 

Bu iki ifadeden g bir   - homomorfizmdir. 

Lemma 3.7.2: 0f  ve R, ZRf )( şartını sağlayan asal gamma halkası ise R 

değişmelidir. 

İspat: ZRf )( olsun. 

 Zyfxygxfyxf  )()()()(   Bu ifadeyi x ile komute edersek 
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 ))()()(())()()((0 yfxygxfxxyfxygxf    

 )()()()()()(0 yfxxygxfxxyfxxygxf          elde edilir. 

ZRf )(  olduğu kullanılırsa 

 0 ( ) [ , ( )]f x x g y   elde edilir. 

g örten olduğundan yyg )(  alabiliriz. R asal olduğundan 

 

 0)( xf  veya [ , ] 0x y   elde edilir.  

}0)(:{  xfxK  ve { :[ , ] 0}L x x y   olarak tanımlarsak LKR   dir. Hipotezden  

LR   olmak zorundadır. 

Ryx  ,  için [ , ] 0x y    olması ZR   olması demektir. Bu ise R  nin değişmeliliği 

demektir. 

Teorem 3.7.2: 0f  yarı – türev ve [ ( ), ( )] 0f R f R    olsun. Eğer R, charR 2 olan 

asal gamma halkası ise o zaman R değişmelidir. 

İspat: [ ( ), ( )] 0f R f R    olsun. 

 

2

2

2 2

0 [ ( ), ( ( ))]

[ ( ), ( ) ( ) ( ) ( )]

[ ( ), ( ) ( )] [ ( ), ( ) ( )]

[ ( ), ( )] ( ) ( )[ ( ), ( )] ( )[ ( ), ( )] [ ( ), ( )] ( )

f x f y f z

f x f y f z g y f z

f x f y f z f x g y f z

f x f y f z f y f x f y g y f x f z f x g y f z





 

   



 

 

 



 

 

   

 

elde edilir. g örten olduğundan yyg )(  alabiliriz. 

 20 [ ( ), ] ( )f x y f z   dir.   Bu eşitlikten 

 ZRf )(  veya 0)(2 Rf  elde edilir. 

ZRf )(  ise lemma 3.7.2 den R değişmelidir. 0)(2 Rf  ise o zaman charR 2 

olduğundan 0f  dır bu da çelişki olduğundan R değişmelidir. 

Teorem 3.7.3: 0f  yarı – türev ve Ra  asal gamma halkası olsun. ZRfa )(  ise  

o zaman 0a  veya R değişmelidir. 

İspat: Kabul edelim ki Za  olsun. Hipotezden 

ZRfa )(  ise axfaaxfa  )()(   dır. O zaman  
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([ , ] ) ([ , ( )] [ ( ), ( )] )

[ ( ), ( )]

a f a x a a f x f a g x

a f a g x

  



 



 


  

elde edilir. 

([ , ] )a f a x Z   olduğundan  [ ( ), ( )]a f x g x Z   dir. 

g örten olduğundan [ ( ), ]a f a x Z   dir. 

)(afxz   yazarsak 

 [ ( ), ( )] [ ( ), ] ( )a f a x f a a f a x f a Z       dir. 

 [ ( ), ]a f a x Z   idi. Buradan  

 [ ( ), ] 0a f a x    veya Zaf )(  dir. 

Her iki durumda da  [ ( ), ] 0a f a x    dır. 0a  olduğundan Zaf )(  dir. 

Kabulden Zafa )(  idi. O zaman 0)( af  veya Za dir. Ama Za  kabul 

etmiştik. Onun için 0)( af dır. 

Şimdi Rx  için Zxfaxfaxgafxaf  )()()()()(   dir. 

Zxafa )(   olduğundan 0)( xaf   dır. Çünkü 0a  idi. O zaman 0)( xfa  dır. 

0a  olduğundan  ve lemma 3.7.1 den 0f  çıkar. Bu da çelişkidir. Yani Za dir. 

ZRf )(  ise de lemma 3.7.2 den R değişmelidir. 

Sonuç 3.7.2: d , R asal gamma halkasında türev olsun. Ra  de ZRda )( şartını 

sağlasın. O zaman 0a veya R değişmelidir. 

Sonuç 3.7.3: R, g + 1 epimorfizması ile asal gamma halkası olsun. Ra  ve 

Zxxga  ))(( olsun. O zaman 0a veya R değişmelidir. 

Teorem 3.7.4: Ra , 0f yarı – türev olsun.[ , ( )] 0a f R    ise Za dir. 

İspat: Kabul edelim ki Za olsun. O zaman 

 
2

2

0 [ , ( ( )]

[ , ( ) ( ) ( ) ( )]

[ , ( ) ( )] [ , ( )] ( )

a f x f y

a f x f y g x f y

a f x f y a g x f y





 



 

 



 

 

 

g örten olduğundan  

 20 [ , ] ( )a x f y   dir.  Za olduğundan ve lemma 3.7.1 den 0)(2 yf  dır. 

charR 2 olduğundan 0f  dır. Bu çelişki olur. O zaman  Za dir. 
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Teorem 3.7.5: Ra , 0f yarı – türev olsun.[ , ( )]a f R Z   ise Za dir. 

İspat: Kabul edelim ki Za olsun. Hipotezden [ , ([ , ] )]a f a x Z    dir. 

 
[ , ([ , ] )] [ ,[ , ( )] ] [ ,[ ( ), ( )] ]

[ ,[ ( ), ( )] ]

a f a x a a f x a f a g x

a f a g x

     

 

 


  

 elde edilir. Yani g örten olduğundan  [ ,[ ( ), ] ]a f a x Z    dir. 

Burada iki tane iç türevin bileşkesi R  yi Z  ye gönderir. Daha genel olarak ya Za  ya 

da Zaf )(  dir. Za olduğunu kabul ettiğimiz için Zaf )(  dir. 

Rx  için [ , ( )]a f a x Z  dir. Bu ifadeyi açar ve a  nın )(af  ile komute edildiğini 

kullanırsak 

 [ , ( ) ( ) ( )] [ , ( ) ( )] [ , ( )]a f a g x a f x a f a g x a a f x           elde edilir.  

Buradan da 

 ( ) [ , ( )] [ , ( )]f a a g x a a f x Z     elde edilir.                

(1) 

Bu denklemi a  ile komute eder ve [ , ( )]a f x Z  olduğunu kullanırsak 

 ( ) [ ,[ , ( )] ] 0f a a a g x      ve  ( ) [ ,[ , ] ] 0f a a a x    elde edilir. 

Eğer 0)( af  ise [ ,[ , ] ] 0a a x     yani Za  dir. 

Eğer 0)( af  ise (3)  ten [ , ( )]a a f x Z   dir. [ , ( )]a f x Z  olduğundan Za  ya da 

[ , ( )] 0a f x    dır. Za olduğundan [ , ( )] 0a f x    dır. Yani Za dir. Bu çelişki ispatı 

bitirir. 

Teorem 3.7.6: 0f  yarı türev ve [ ( ), ( )]f R f R Z  olsun. Bu durumda R 

değişmelidir. 

İspat: Teorem 3.7.5 ten ZRf )( dir. Lemma 3.7.2 den de R değişmelidir.. 

Teorem 3.7.7: 0f  yarı – türev olsun. ZRf )(2 ise o zaman R değişmelidir. 

İspat: Ryx  , için hipotezden 2([ , ] )f x y Z   dir. 

 2([ , ]) ([ ( ), ] [ ( ), ( )] )f x y f f x y g x f y     

  

2 2 2

2 2 2

[ ( ), ] [ ( ( ), ( )] [ ( ( )), ( )] [ ( ), ( )]

[ ( ), ] 2[ ( ( )), ( )] [ ( ), ( )]

f x y g f x f y f g x f y g x f y

f x y f g x f y g x f y
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elde edilir. 

)(2 xg  ve  Zxf )(2  olduğundan 2[ ( ( )), ( )]f g x f y Z   olur. charR 2 olduğundan 

  Zyfxgf )()),((  olur. Dolayısıyla [ ( ), ( )]f R f R Z   dir. Teorem 3.7.6 dan da R 

değişmelidir. 

Teorem 3.7.8: 
21, ff  iki yarı – türev olsun. 

1g  ve 
2g  epimorfizmler olmak üzere 

ZRff )(( 21
 ise o zaman R değişmelidir. 

İspat: Hipotezden 1 2 ([ , ] )f f x y Z   dir. 

1 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2

([ , ] ) ([ ( ), ] [ ( ), ( )] )

[ ( ), ] [ ( ), ( )] [ ( ), ( )] [ ( ), ( )]

f f x y f f x y g x f y Z

f f x y g f x f y f g x f y g g x f y Z

  

   

  

    
  

dir. Buradan 

 2

1 2 1 1 2 2[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]g f x f y f g x f y Z      dir. 

Yani 

 2

1 2[ ( ), ( )]f R f R Z   dir. Teorem 3.7.5 ten de ZRf )(22 dir. Teorem 3.7.7 den 

R değişmelidir. 

Teorem 3.7.9: charR  2 asal gamma halkası ve f, yarı – türev olsun. Eğer 

[ , ( )]a f a Z   ise  

R değişmelidir. 

İspat: Hipotezden [ , ( )]a f a Z  olsun. Bu ifadeyi lineerleştirirsek 

 
[ , ( )] [ , ( ) ( )]

[ , ( )] [ , ( )] [ , ( )] [ , ( )]

a x f a x a x f a f x

a f a a f x x f a x f x

 

   

    

   
  

Hipotezden    [ , ( )] [ , ( )]a f x x f a Z    elde edilir. 

[ , ]x a x   yazarsak 

 

[ , ([ , ]) ] [[ , ] , ( )]

[ ,[ ( ), ] ] [ ,[ ( ), ( )] ] [[ , ] , ( )]

[ ,[ ( ), ] ] [ ,[ ( ), ( )] ] [ ( ),[ , ] ]

[ ,[ , ( )] ] [ ,[ ( ), ( )] ]

[ ,[ ( ), ( )] ]

a f a x a x f a Z

a f a x a g a f x a x f a

a f a x a g a f x f a x a

x a f a a g a f x

a g a f x Z

   

     

     

   

 

 

  

  

  

 

 

elde edilir. 

Diğer taraftan 
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0 ([ , ] ) [ ( ), ] [ ( ), ( )]

[ ( ), ( )]

f a a f a a g a f a Z

g a f a Z

  



   

 
   

 dir. 

xaa    yazarsak 

 [ ( ), ( )] [ ( ), ( )]g a f x g x f a Z    olur. Bu ifadeyi a ile komute edersek 

 0 [ ,[ ( ), ( )] ] [ ,[ ( ), ( )] ]a g a f x a g x f a Z       olur. 

Bu ifadeden de  

 [ ,[ ( ), ( )] ]a g x f a Z    dir.  

g örten olduğundan ve komutatör özelliğinden  

 [ ,[ ( ), ] ]a f a x Z    dir. Yani Za  veya  Zaf )(  dir. 

})(:{ ZxfxZR   ise Brauer Trickten ZR  veya ZRf )(  dir. 

Her iki durumda da R değişmelidir. 

 

3.8 Asal Gamma Halkalarda  Simetrik Bi-Türevler 

 

Bu çalışmada türevli asal halkalar ve ideallerde çok iyi bilinen bazı önemli özellikler 

simetrik  

bi-türev için asal gamma halkalarda ispatladık.     

Lemma 3.8.1: R, charR 2 olan bir asal gamma halka, I, R nin sıfırdan farklı bir 

ideali, RRxRD :(.,.)   simetrik bi-türev ve d, D  nin izi olsun. Sabit bir aR ve her 

xI için 0)( xda  ise ya  0a  ya da  0d  dır.    

İspat: Her xI için 0)( xda  olsun. Burada x yerine yI olmak üzere yx alınırsa 

ve charR  2 olduğu kullanılırsa 

  x,y I için 0),( yxDa                          

(1) 

bulunur. (1) de x yerine rR olmak üzere x r   yazalım.O zaman 

   x,y I ve rR için a x D(r,y) + a D(x,y) r = 0        olur.          

(2) 

(2) eşitliği (1) den   x,y I, rR için a x D(r,y) = 0 a indirgenir. Burada x yerine 

s,tR olmak üzere sxt konulur ve ayrıca R  nin asallığı ile I  nın sıfırdan farklı ideal 
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olduğu dikkate alınırsa,   y I ve rR için a = 0 veya D(r,y) = 0 olur. D(r,y) = 0 

ise  d = 0  demektir. 

Böylece ya   a = 0   ya da   d = 0 dır. 

Lemma 3.8.2 : R, charR 2 olan bir asal gamma halka, D(.,.): RxRR simetrik bi-

türev ve d, D  nin izi olsun. a,R nin d(a)  0 olacak şekilde bir elemanı olmak üzere her 

xR için  

ad(x) Z ise o zaman aZ dir. 

İspat :  xR için a d(x) Z. Burada x yerine  yR olmak üzere x + y alınırsa ve 

charR 2 olduğu kullanılırsa  

  x,y R için a D(x,y) Z                                                   

(3) 

elde edilir.  

(3) te x yerine a a  koyalım.Böylece 

  y R için a aD(a,y) + a D(a,y) a  Z                             

(4) 

olur. (4) te ikinci terim (3)  ten dolayı    a a D(a,y)  ye eşittir.Öyleyse (4) ten  

  y R için   2a a D(a,y) Z  elde edilir. 

Z nin özelliğinden    aZ    veya    y R için a D(a,y) = 0            

(5) 

bulunur.                     

  yR için a D(a,y) = 0 olsun. Burada y yerine rR olmak üzere y r alınırsa,               

a D(a,y)  r + a y D(a,r) = a y D(a,r) = 0 olur.R  nin asallığından a = 0  veya 

 rR için D(a,r) = 0 dır. a = 0 olamaz.  Çünkü  a = 0  olsa d(a) = d(0) = 0  gibi bir 

çelişki çıkar. 

Aynı zamanda  rR için D(a,r) = 0 da olamaz. Çünkü rR için D(a,r) = 0 olsaydı 

özel olarak d(a) = 0 olurdu. Öyleyse (5) teki durum geçerli olmak zorundadır. Böylece 

aZ   bulunur. 

Teorem 3.8.1 : R, charR 2 olan bir asal gamma halka,D(.,.): RxRR simetrik bi-

türev ve  

d, D  nin izi olsun. a, R nin sabit bir elemanı olmak üzere 

(a)   xR için  [a,d(x)]   = 0 ise   aZ   veya  d = 0 dır. 
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(b)  d 0 ,  d(a) 0  ve  xR için  [a,d(x)]  Z   ise  aZ   dir     

İspat: (a) Her xR için  [a,d(x) ]   = 0 olsun.             

(6) 

(6) yı lineerleştirirsek 

  x,y R için [a,d(x) ]   + [a,d(y) ]  + 2[a,D(x,y) ]  = 0            

(7) 

bulunur. CharR 2 olduğundan (7) eşitliği 

  x,y R için [a,D(x,y) ]   = 0   a indirgenir.            

(8) 

(8) de y yerine  yd(x) yazılırsa ve (6) ile (8) tekrar kullanılırsa  

 x,y R için   [a,y]   D(x,d(x)) = 0  bulunur. Burada y yerine rR olmak üzere y r 

alalım.O zaman her x,y,r R için  [a,y]   r D(x,d(x)) = 0  R  nin asallığından  aZ   

veya  

 xR için D(x,d(x))  dır. İkinci durum geçerli ise o zaman d = 0 olur.  Dolayısıyla ya   

aZ  ya da d = 0 dır. 

(b) Her xR için  [a,d(x)]Z  olsun.              

(9) 

(9) u lineerleştirirsek ve  

R 2  olduğu kullanılırsa  

  x,y R için [a,D(x,y) ]   Z                        

(10) 

elde edilir.(10) da x yerine a a alalım. 

O zaman  y R için [a,a D(a,y) + D(a,y) a]   Z   dir.Bu ifade açılırsa 

 y R için      a [a,D(a,y) ]   + [a,D(a,y) ]   a Z           

(11) 

elde edilir. (10) ifadesini (11) de kullanırsak  y R için   2a [a,D(a,y) ]   Z   olur. 

Tekrar   charR 2  olmasından dolayı  a [a,D(a,y) ]   Z dir.Buradan da 

aZ   veya   [a,D(a,y) ]   = 0 dır.             

(12) 
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 y R için [a,D(a,y) ]   = 0 olduğunu kabul edelim.Burada y yerine a y 

yazalım.Bu durumda 

 y R için [a,d(a) ]   y + y d(a)[a,y]   + a [a,D(a,y) ]   = 0              

(13) 

elde edilir.(13) te birinci ve üçüncü terimlerin sıfıra eşit olmasından 

 y R için d(a) [a,y]  = 0                  

(14) 

dır. (14) te y yerine rR olmak üzere y r alalım.O zaman   y,r R için 

d(a) y [a,r]   + d(a) [a,y]   r = d(a) y [a,r]   = 0 olur.R  nin asallığından ve 

d(a) 0  olmasından 

her r R için [a,r] = 0 yani a Z   dır. 

Teorem 3.8.2 : R, charR 2 olan bir asal gamma halka,D(.,.): RxRR simetrik bi-

türev ve d, D nin izi olsun.a, R  nin d(a)  0  olacak şekilde sabit bir elemanı olmak 

üzere 

    (a)   xR için  (a,d(x))   = 0 ise aZ dir     

    (b)   xR için  (a,d(x))  Z   ise aZ   dir 

İspat : (a)   xR için  (a,d(x))   = 0 ise aZ olsun.          

(15) 

(15) i lineerleştirirsek 

  x,yR için  (a,D(x,y))   = 0              

(16) 

bulunur.(16) da y yerine y a alalım.O zaman   x,yR için 

0 = (a,D(x,y a))   = (a,D(x,y)  a + y D(x,a))       

   = a D(x,y) a + a y D(x,a) + D(x,y)  a a - y a D(x,a) 

   = [a,y]   D(x,a)              

(18) 

olur.(18) de y yerine rR olmak üzere y r alalım.O zaman   x,y,r R için 

0 = [a,y]  r D(x,a) + y [a,r]  D(x,a) 
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   = [a,y]  r D(x,a)        

      (19) 

bulunur.(19) ve R  nin asallığından   x,y R için [a,y]   = 0 veya D(x,a) = 0 dır. 

  x R için D(x,a) = 0 olsa d(a) = 0 gibi bir çelişki çıkar.Öyleyse aZ olmalıdır. 

(b)   xR için  (a,d(x))  Z olsun.           

(20) 

(20) yi lineerleştirirsek  

  x,yR için  (a,D(x,y))    Z            

(21) 

olur.(21) de x yerine a a alalım.Böylece (20) den yR için 

(a,D(a a,y))    = (a,a D(a,y) + D(a,y)  a)   

       = a D(a,y) + a D(a,y) a + a D(a,y) a + D(a,y) a 

       = a a D(a,y) + 2a D(a,y) a + D(a,y)  a a Z                  

(22) 

elde edilir.(21) den özel olarak   x,yR için  [a,(a,D(x,y))  ]   = 0  dır.Bunu açarsak 

  x,yR için  [a a,D(x,y) ]   = 0             

(23) 

bulunur. (23) ten özel olarak  [a a,D(a,y) ]   = 0 Bunu (22) de göz önüne alırsak 

  yR için  2a a D(a,y) + 2a D(a,y)  a = 2a (a,D(a,y))   Z elde edilir. 

charR 2 olduğundan 

  yR için  a (a,D(a,y))   Z            

(24) 

dir.(24) ve özellikten  

  yR için  (a,D(a,y))   = 0 veya aZ dir.                

(25) 

Kabul edelimki   yR için  (a,D(a,y))   = 0 olsun.          

(26) 

(26) da y yerine a y yazarsak   yR için  
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0 = a d(a) y + a a D(a,y) + d(a) y a + a D(a,y) a 

   = a  d(a) y + d(a) y a + a (a,D(a,y))            

(27) 

olur.(26) dan özel olarak  (a,d(a))   = 0 dır.Bu son eşitliği ve (26) yı (27) de göz önüne 

alırsak    

  yR için  d(a) [a,y]   = 0             

(28) 

elde edilir.(28) de y yerine rR olmak üzere y r alalım.O zaman    y,r R için 

d(a) y [a,r]   = 0 olur.R nin asallığından ve d(a)  0  olmasından aZ dir. 

Teorem 3.8.3 : R, charR 2 olan bir asal gamma halka, I, R  nin sıfırdan farklı bir 

ideali, D(.,.): RxRR simetrik bi-türev ve d, D  nin izi olsun. 

    xI için (x,d(x))   = 0   ise [x,d(x)]   = 0 dır. 

 İspat   xI için (x,d(x))   = 0 olsun.             

(29) 

(29) u lineerleştirirsek ve charR  2 olmasından dolayı    x,y I için 

x d(y) + 2x  D(x,y) + y d(x) + 2y D(x,y)  

+ d(y) x + 2D(x,y) x + d(x) y + 2D(x,y)  y = 0          

(30) 

bulunur.(30) da y yerine –y yazıp bulunan eşitliği (30) ile birlikte ele alırsak 

   x,y I için  2x D(x,y) + y d(x) + 2D(x,y) x + d(x) y = 0        

(31) 

olur.(31) de y yerine x y yazalım.O zaman    x,y I için   

2x x D(x,y) + 2xd(x)y + xyd(x) + 2d(x)yx + 2xD(x,y)x + d(x)xy = 0       

(32) 

olur.(31) i soldan x ile çarpalım.Böylece  x,y I için   

2x x D(x,y) + x y d(x) + 2x D(x,y) x + x d(x) y = 0         

(33) 

bulunur.(32) ve (33) ü taraf tarafa çıkarırsak ve (29) u kullanırsak     x,y I için   
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x d(x) y + d(x) x y + 2d(x) y x = (x,d(x))   + 2d(x) y x = 2d(x) y x 

= 0 

olur. CharR 2 olduğundan    x,y I için   d(x) y x = 0 dır.Bu son eşitlikte y yerine 

 x yd(x) alalım.O zaman     x,y I için  d(x) x y d(x) x = 0 olur.R nin 

asallığından ve I nın sıfırdan farklı bir ideal olmasından  xI için d(x) x = 0 dır. 

             (34) 

dır.(34) ve (29) u göz önüne alırsak 

   xI için x d(x) = 0 dır.             

(35) 

elde edilir.(34) ve (35) ten    xI için [x,d(x)]   = 0 dır. 

 Teorem 3.8.4 : R, charR 2 olan bir asal gamma halka, I, R nin sıfırdan farklı bir 

ideali, D(.,.): RxRR simetrik bi-türev ve d, D  nin izi olsun.Eğer d(I) Z ise o zaman 

d = 0 veya  R değişmelidir. 

İspat : R nin değişmeli olmadığını kabul edelim. 

   xI için d(x)Z olsun.              

(36) 

(36) yı lineerleştirirsek   x,y I için D(x,y)Z           

(37) 

olur.(37) de x yerine x x alalım.O zaman    x,y I için 

x D(x,y) + D(x,y) x = 2x D(x,y) Z olur. Bu durumda özellikten 

   x,y I için D(x,y) = 0 veya xZ            

(38) 

elde edilir. K = { xI : D(x,y) = 0 ,    yI } ve L = { xI : xZ } kümeleri I nın 

toplamsal alt gruplarıdır.Üstelik I = K  L dir. Ayrıca I L olur.Çünkü aksi halde IZ 

dolayısıyla da R değişmeli olurdu.Bu ise kabulümüzle çelişir.O halde I = K olmak 

zorundadır.Buna göre (38) den  x,y I için D(x,y) = 0 elde edilir.Bu ise d = 0 

demektir. 

Teorem 3.8.5 : R, charR 2 değişmeli olmayan bir asal gamma halka, D(.,.): RxRR 

simetrik bi-türev ve d, D  nin izi olsun.   x,y R için [d(x) , d(x)]   = 0 ise d = 0 dır. 

İspat:    x,y R için [d(x) , d(x)]   = 0 olsun.Teorem 3.8.2 (a) dan   x,y R için  
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d(x)Z veya d = 0 dır.       

      (39) 

   xR için d(x)Z ise teorem 3.8.4 ten d = 0 veya R değişmelidir.R değişmeli 

olmadığı için (39) daki her iki durumdan da d = 0 dır.İspat biter.   
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