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OZET

Bu tezde asal halkalarda ve asal gamma halkalarda tanimlanmis olan tiirevlerin tanimlar1
verilip tlirevler hakkinda detayl bilgiler ele alinmistir.

Birinci boliimde diger boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmis, ikinci
boliimde, asal halkalarda ve asal gamma halkalarda bazi tiirevlerin tanimlar1 ve o
tiirevlerle ilgili daha 6nceden yapilan ¢alismalar ispatsiz olarak verilmistir.

Uclincii bolumde ise; asal halkalar ve asal gamma halkalarda simetrik — bi-tiirev
tizerinde detayli olarak durulmus olup iigiincii bolimiin son kisminda ise yapilan

calismalardan elde ettigimiz bulgular tizerinde durulmustur.



Vi

ABSTRACT

In this thesis the definitions of derivations which are defined in prime rings and in prime
gamma rings are given. About these derivations, detailed informations are also given.

In the first chapter the definitions and some basic theorems are given which will be used
in the other chapters.

In the second chapter the definitions, some properties and theorems of the derivations in
prime and semi - prime gamma rings are given without proof.

In the last chapter the definitions of symmetric - bi derivations in prime rings and in
prime gamma rings are given. About these derivations detailed informations are given.
Finally in the last part of the thesis some conclusions from these researches are given

that we have proved.
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BIRINCI BOLUM
GIRIS

Bu bolimde ikinci ve liglincii boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler

verilmektedir.

1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 1.1: G bos olmayan bir kiime olsun. Her a,be G igin,
* 1GXG - G
(@,b) > a=* b ile tanimh fonksiyona G ftizerinde bir ikili islem
denir.

* , G kiimesi tlizerinde bir ikili islem olsun.

@) Vab ceG icin a=x (bxc)=(a=b) = ¢ ise = isleminin
birlesme ozelligi vardir denir.

(b) Vae G icin a =e=-e = a olacak bicimde bir tek ee G eleman:
varsa bu e elemanma G kiimesinin * islemine gore birim elemani
denir.

(0 VaeGicin a* a’'=a'= a olacak bicimde bir a*e G eleman
varsa bu a' elemanma a nin * islemine gore tersi denir.

Bir G kiimesi {izerinde tanimli * iglemi (a) kosulunu saglarsa (G, *) cebirsel
yapisina yart grup denir. Bir yari grup (b) kosulunu saglarsa , bu yar1 gruba monoid
denir. (¢) kosulunu saglayan bir monoide grup denir.

(G, =) bir grup olsun. Her a,be G icin a*xb=Db=*a esitligi saglanirsa G ye
degismeli grup denir.

Tanmm 1.2: R bos olmayan bir kiime, “+” ve “.” R {izerinde tanimli iki islem

olsun. (R,+) degismeli bir grup, (R,.) yari grup ve isleminin  “+” iglemi

lizerine soldan ve sagdan dagilma ozellikleri varsa, yani V r ,r,,se R igin,

s(ry+r,)=sr, +sr, ve (r,+r,)s=r;s+r,s
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Ozelligi saglanirsa R ye halka denir.

(R,.) monoid ise halkaya birimli ve “.” islemi degismeli ise halkaya degismeli
halka denir.
Tanmm 1.3: R bir halka ve S, R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. S
kiimesi R deki islemlere gore halka yapisini olusturuyorsa S ye R nin bir alt
halkast denir.
Tamim 1.4: R bir halka olsun. Z={reR [VseR icin rs=sr }c R ye R halkasimnin
merkezi denir.

Bir xe R i¢in Z,(x) ={reR | rx = xr }c R kimesine x in R deki merkezleyeni

denir.

Tamm 1.5: R bir halka ve ae R—{0} olsun. ab=0 ( ba=0) olacak sekilde bir

beR—{0} bulunabiliyorsa a ya sol (sag) sifir bolen denir.ac R elemani hem sag

hem de sol sifir bolen ise aya sifir bolen denir. 0= acR igin ab=0(ba=0)

oldugunda b =0 kosulu saglanirsa a ya sol(sag) sifir bélensiz denir.

Tammm 1.6: R en az iki elemam olan bir halka olsun. R komiitatif, birimli ve sifir

bolensiz ise o zaman R halkasina Tamlik bélgesi denir.

Tanmm 1.7: R bir halka olsun. Yae R i¢in na=0 olacak sekilde bir en kii¢iik

pozitif n tamsayist varsa buna R nin karakteristigi denir ve charR=n ile

gosterilir. Eger boyle bir n tamsayis1 bulunamazsa charR =0 dir.

Tamim 1.8: R bir halka ve ne Z* olsun. Vxe R i¢in nx =0 olmasi x =0 olmasini

gerektiriyorsa R ye n —torsion free denir. Ornegin, xe R igin 2x =0 olmas1 x =0

olmasin1 gerektirdigi icin R ye 2-torsion free denir.

Tamm 1.9: (R,+,.) ve (S,*,0) iki halka olsun. f: R—>S fonksiyonu Va, b €R igin,
f(a+b) =f(a) #f(b) ve f(a.b) ="f(a) of(b)

sartlar1 saglaniyorsa f ye bir halka homomorfizmas: denir.

Eger f: R—S halka homomorfizmi , birebir ise f fonksiyonuna halka monomorfizmi,
f : R—>S halka homomorfizmi , 6rten ise f fonksiyonuna halka epimorfizmi, f: R—>S
halka homomorfizmi , birebir ve 6rten ise f fonksiyonuna halka izomorfizmi denir.
Eger f :R—R fonksiyonu, bir halka homomorfizmi ise f ye halka endemorfizmi,
f :R—>R fonksiyonu , bir halka izomorfizmi ise f ye halka otomorfizmi denir.

Tanim 1.10: R ve S birer halka ve f: R > S bir homomorfizm olsun.
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Kerf={xeR | f(x)=0}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.
Tamim 1.11: U kiimesi R halkasimin bir alt halkasi olsun. Vre R ve Yue U igin;
rue U(RUcU) ise U ya R nin sol ideali,
ure U(URcU) ise U ya R nin sag ideali denir.

Hem sag hem de sol ideal olan alt halkaya ideal denir.

U bir sol (sag) ideal olsun. A ; (U) ={reR | VueU icinru=0 (ur=0) }c< R idealine
U nun R deki sol (sag) sifirlayan: denir.
Tammm 1.12: R bir halka olsun. 0 # ue R icin u"=0 olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi varsa u elemanina nilpotent eleman denir.
Tanmm 1.13: U, R nin bir ideali olsun. Bir ne Z* icin U"= 0 esitligi
saglaniyorsa U ya R nin nilpotent ideali denir.
U,R nin bir ideali olsun. U nun her elemani nilpotentise U ya nil ideal denir.
Her nilpotent ideal nil ideal oldugu halde nil olup nilpotent olmayan idealler vardir.
Onerme 1.1: R sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan 2 —torsion free halka olsun.
ae R ve Vxe R icgin a(ax-xa)=(ax-xa)a olacak bicimde ise ae Z dir.
Tanmm 1.14: R bir halka, P #R, R nin bir ideali olsun.R nin UV c P kosulunu
saglayan her bir U ve V idealleri igin Uc P veya V c P saglaniyorsa P ye
asal ideal denir.
Teorem 1.1: R bir halka ve P R nin ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir.

Q) P asal idealdir.

(i) Va,beR icin aRbcP ise aeP veya beP dir.

(i) Vva,beR icin (@)(b)cP ise aeP veya beP dir.

(iv) U ve V, R nin iki sol (sag) ideali olmak iizere UV c P ise U c P

veya V c P dir.

Tamim 1.15: R halkasinin (0) ideali asal ideal ise halkaya asal halka denir.
Teorem 1.2: R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1 R asal halkadir.

(i) VabeR igin aRb=0=a=0 veya b=0 dir.

@ii))  Uve V,R nin idealleri olmak tizere UV=0ise U=0 veya V=0 dir.
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(iv) R nin sifirdan farkli sol (sag) idealinin sol (sag) sifirlayani
stfirdir.
Tamim 1.16: R bir halka ve P R nin ideali olsun. R nin herhangi bir U ideali
icin, U? — P oldugunda UcP oluyorsa P ye R nin yar-asal ideali denir.
Teorem 1.3: R bir halka ve P R nin ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir.
Q) P yari-asal idealdir.
(i) VaeR igin aRacP ise ae P dir.
(iii)  (a), R de bir esas ideal ve (a)’cP ise ae P dir.
(iv) U,R de bir sol (sag) idealve U?cP ise UcP dir.
Tamm 1.17: R bir halka olsun. R nin tim asal ideallerinin arakesitine R nin asal
radikali denir ve P(R) ile gosterilir. Bir R halkasinda P(R)=0 ise, halkaya yari-
asal halka denir.
Bir R halkasmin yari-asal olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, ac R igin,
aRa=0 oldugunda a=0 olmasidir.
Her asal halka bir yar: - asal halkadir ama tersi daima dogru degildir.
Onerme 1.2: R asal halka olsun. ae R, R nin sifirdan farkli bir sag idealini
merkezlestiriyorsa ae Z dir.
Teorem 1.4: R asal halka ve U, R nin sifirdan farkli sol ideali olsun. U degismeli
ise R degismelidir.
Tamim 1.18: Bir birlesmeli halka {izerinde yeni iki tanim soyle verilebilir.

a,beR icin [ab]=ab-ba ve (ab)=ab+ba ifadelerine komitatorler denir.

Komiitatorlerin bazi1 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir. a, b, ce R igin ;

() [ab]=-[ba]
(i)  [atb,c] =[ac] + [b,c]
(iii)  [a, b+c] =[a,b] + [a,c]
(iv) [ab, c]=a[b,c] +[ac]b
(V) [a, bc] =[a,b]c + b [a, ]
(vi) [[a,b],c]+][[b,c],a]+][[c.a],b]=0  (Jacobi 6zdesligi)

Onerme 1.3: R asal halka ve a be R olsun. Her re R igin b[a, r]=0 ise b=0

veya ae Z dir.
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Onerme 1.4: R bir asal halka olsun. x,ye R ve 0z XxeZ igin xy=0 ise y =

0 dir. Onerme 1.5: R bir yari-asal halka ve ae R olsun. vx, ye R icina[x,y] =
[x,y]aise ae Z dir.
Onerme 1.6: R bir asal halka Z, R ninmerkezi ve 0=#c e Z olsun. Bir ac R
icin ace Z ise ae Z dir.
Tanim 1.20: M= {a, b, c, ..... } ve I'={e, £,7......} Abel gruplar olsun.
Va,b,ce M ve Vo, €T igin
(i) acbeM
(a+b)ac =aac +bac
(i) a(e+p)b=ach+ap
aa(b+c)=aab+aac
(iii) (aab)pc =aa(bpc) sartlar saglaniyorsa M ye Barnes anlaminda
gamma halkast denir.
Eger ;
(i) acbeM ve caff e’
(a+b)ac =aac +bac
(i) a(a+ p)b=acb+apb
aa(b+c)=aab+aac
(iii) (aab) e = a(abp)c =aa(bf)
(iv) a,be M icin ach =0 iken a =0 dir.
O zaman M ye Nobusawa anlaminda gamma halkas: denir.
Tamim 1.21: M gamma halkasinin bir A alt kimesi M nin bir sol idealidir ancak ve
ancak A, M nin bir alt grubudur ve AI'M ={aac:ac A,a €T} C A dir. Aym sekilde

sag ideal de tanimlanabilir. Eger A hem sag hem de sol ideal ise A ya ideal denir.
Tamm 1.22: Eger a€ M ise a tarafindan tiretilmis ideale temel ideal denir ve (a) ile
gosterilir. Bu ideal a y1 igeren tiim ideallerin kesigimidir.

Tanim 1.23: A ve B M nin sag(sol) idealleri ise o zaman

A+B={a+b:ae AbeB} de M nin bir idealidir ve bu kiimeye 4 ile B nin toplami
kiimesi denir. M nin herhangi bir sayida idealinin kesisimi de yine bir idealdir.

Tamm 1.24: Eger A, M nin bir sag ve B, M nin bir sol ideali ise ayrica S, M nin bos

kiimeden farkli bir alt kiimesi ise
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SA ={z s,a;a; :S;€S,a; €TI',a, € A} kiimesi M nin bir sag idealidir. Benzer
i=1

sekilde tanimlanan BS, M nin bir sol idealidir. BA da M nin ¢ift yonlii idealdir.

Tamm 1.25: A ¢ift yonli ideal oldugunda M/A\:{X+A: Xe M} kimesi A nin

denklik siniflar1 kiimesidir ve bir gamma halkasidir. Burada tanimlanan islemler
tixtA)+(y+tA) =(x+ty)+A
S xX+tA)a(ytA)=(Xay) tA dir.
Tamm 1.26: R bir halka olsun. A toplamsal Abel gurubu RxA — A fonksiyonu ile
birlikte Vr,s € R,a,b € A i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir sol R-moduldir.
i) r@+b)=ra+rb
i) (r+s)a=ra+sa
iii) r(sa) = (rs)a
Benzer sekilde sag R-modiil tanimi da yapilabilir. Hem sag hem de sol R-modiile

R-modul denir. Eger R, birim elemana sahipse A birimli R- modiil olarak adlandirilir.

IKINCI BOLUM
ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde calistigimiz konuyla ilgili, daha Onceden yaymlanan makalelerin
Ozetleri, yazar adi1 ve yaymlandigi yil belirtilerek uygun bir sira icinde ispatsiz

olarak verilmektedir.

2.1 Asal Halkalarda Turevler

R bir halkave d:R — R bir donilisim olsun. Asagidaki kosullar varsa d ye R
de bir tirev denir. V X,y e R igin,
(@ dix+y)=dx)+d(y)
(b) dixy)=dx)y+xd(y)
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Tirevli halkalarda ilk c¢alisma 1957 de Posner, E. C. tarafindan
baslatilmistir.

2.1.1 Posner, E. C., 1957

Tamm 2.1.1.1: R asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart V a € R igin xay = 0 ise
x=0 veya y=0 dir.

Lemma 2.1.1.1: R bir asal halka d, R nin bir tlrevi ve ae R olsun. Buna gore Vxe
Ri¢in ad(x)=0 ise a=0 veya d=0 dir.

Lemma 2.1.1.2: R bir asal halkave R nin p, q,r elemanlar1 Va € R icin pagar =
0 seklinde olsun. Bu takdirde p, q, r elemanlarindan en az biri sifirdir.

Teorem 2.1.1.1: R, charR =2 olan bir asal halka, d, iled,, R nin tirevleri ve
d,d, yine bir tirev olsun. Bu taktirde d, ve d, den en az biri sifirdr.

Lemma 2.1.1.3: R bir asal halka ve d, Vv aeR icin [ad(a)] =0 olacak bicimde

R nin bir tirevi olsun. Bu durumda, R degismeli veya d sifirdir.

2.1.2 Herstein, I. N., 1978

Teorem 2.1.2.1: R bir halka, d, R halkasinin d®# 0 kosulunu saglayacak sekilde bir
tirevi olsun. Bu durumda A, VreR i¢in d(r) tarafindan tretilen R nin alt halkasi
, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar.
Teorem 2.1.2.2: R bir asal halka, d sifirdan farkli V X,y € R i¢in [d(x) ,d(y)] =0
olacak bigcimde R nin bir tlrevi olsun. Bu durumda eger char R # 2 ise R
degismeli tamhik bolgesidir

R bir halka ve a, R nin sabit bir elemani olmak tizere d,: R — R
doniistimi
vxe R igin d,(x) =[a,x] olarak tanimlansin. Bu d, doniisiimiine, R nin a

elemani tarafindan belirlenmis bir ig-tlrevi denir.
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2.1.3 Herstein, I. N., 1979

Teorem 2.1.3.1: R bir asal halka ve d, R nin sifirdan farkli tirevi ve Vxe R igin
[a,d(X)] =0 olacak sckilde ae R olsun.

Q) Eger charR=#2 ise aeZ dir.

(i)  Eger charR =2 ise bu durumda a’e Z dir.
Ustelik a ¢ Z oldugunda A, R nin genisletilmis merkezinde olmak iizere d, VX €

R icin d(x) = (Aa)x —x(Aa) ile tanimlanan bir ig - tlrevdir.

214 Lee, P.H. and Lee, T. K., 1981

Teorem 2.1.4.1: d sifirdan farkli R asal halkasinin bir tiirevi, charR#2 ve

[a, d(R)] = Z olacak sekilde ac R olsun.Budurumda ac Z dir.

Teorem 2.1.4.2: d sifirdan farkli R asal halkasinin bir tirevi ve char R # 2
olsun.Eger [d(R),d(R)] < Z ise R degismelidir.

Teorem 2.1.4.3: d sifirdan farkli R asal halkasmnin bir tiirevi ve charR #2
olsun. Eger d*(R)c Z ise R degismelidir.

Teorem 2.1.4.4:d, ve d, charR#2 olan R asal halkasinin iki tiirevi olsun.
Eger d,d,(R)cZ iseR degismelidir.

Teorem 2.1.4.5: d sifirdan farkli R asal halkasinin bir tiirevi ve char R # 2 olsun.

Eger Vxe R igin [x,d(X)] € Z ise R degismelidir.

2.2 Asal Halkalarda Yari— TUrevler

Bu kisimda Bergen, J. tarafindan tanitilan yari-tiirevin tanimi verildikten sonra
bu konuda yapilan ¢aligmalarin bir 6zeti sunulacaktir.

R bir halka olsun. f: R — R toplamsal fonksiyonu, g: R — R fonksiyonu ile
birlikte goz onlinde bulunduruldugunda asagidaki sartlar saglaniyor ise bir yar:- tlirev

olarak adlandirilir. VX ,y € R igin,
(@  f(xy) =1(x)g(y) + xf(y) = f(x)y + g(x)f(y)
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(b)  f(9(x)) = g(f(x))

Her tiirev bir yari-tirevdir ama tersi daima dogru degildir. Ornegin , g #1
olacak sekilde R nin bir homomorfizmi ise 0 zaman f=g-1 bir yar-tlrevdir
fakat bir tiirev degildir.

Chang, J. C. tiirevli halkalardaki ¢ok iyi bilinen bazi ozellikleri yari-tiireve sdyle

genellestirmistir .

2.2.1 Chang,J.C,, 1984

Lemma 2.2.1.1: R bir asal halka, ac R ve f sifirdan farkli yar tiirev olsun. Eger
vXe R i¢in af(x)=0 (f(x)a=0) ise a=0 dur.

Teorem 2.2.1.1: f sifirdan farkli, g (6rten olmasi gerekmeyen) fonksiyonu ile birlikte
R asal halkasinin yari-tlirevi olsun. Bu durumda g, R nin homomorfizmidir.
Lemma 2.2.1.2: R bir asal halka olsun. Eger f sifirdan farkli ve f(R)c Z ise bu
durumda R bir degismeli tamlik bdlgesidir.

Teorem 2.2.1.2: R bir asal halka olsun. Kabul edelim ki, f sifirdan farkli ve [f(R),f(R)]
=0 olsun. Bu durumda charR #2 ise R degismeli tamlik bolgesidir.

Teorem 2.2.1.3: R bir asal halka, f sifirdan farkli ve ae R ic¢in af(R)c Z olsun.
Bu durumda a=0 veya R degismelidir.

Sonug 2.2.1.1: d, R asal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve ad(R)c Z olacak
sekilde ae R olsun. Bu durumda a=0 veya R degismelidir.

Sonug¢ 2.2.1.2: R bir asal halka, g # 1 epimorfizm olsun. Eger Vxe R igin
a(g(x)-x)e Z olacak sekilde ac R varsa a=0 veya R degismelidir.

Teorem 2.2.1.4: f sifirdan farkli ve [a, f(R)]=0 olacak sekilde ae R var olsun. Bu
durumda ae Z dir.

Teorem 2.2.1.5: f sifirdan farkli ve [a, f(R) ] Z olacak sekilde ae R olsun. Bu
durumda ae Z dir.

Teorem 2.2.1.6: Eger f, [f(R), f(R)]c Z olacak sekilde sifirdan farkli ise bu
durumda R degismelidir.

Teorem 2.2.1.7: f sifirdan farkli olsun. Eger f°(R)cZ ise R degismelidir.
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Teorem 2.2.1.8: R bir asal halka olsun. f,, f, R ning, , g, epimorfizmleri
ile birlikte sifirdan farkli R deiki yari-tiirev olsun. Eger f,f, (R)c Z ise bu durumda
R degismelidir.
Teorem 2.2.1.9: R, charR # 2 olan bir asal halka, f sifirdan farkli, g epimorfizmi
ile birlikte R nin yari-tiirevi olsun. Eger Vae R igcin [a, f(a) Je Z ise R
degismelidir.
Sonu¢ 2.2.1.3: g# 1, charR # 2 olan R asal halkasinin epimorfizmi olsun. Eger

vXxeR igin [x,0(X)]e Z ise R degismelidir.

2.3 Asal Halkalarda (o,7) — Turevler

Bu kisimda Hirano, Y. ve Tominaga, H. tarafindan ilk kez verilen (o,t)-tUrevin
tanimi1 ve bazi goOsterimler tamitildiktan sonra bu konuda yapilan g¢alismalarin bir

Ozeti verilecektir.
R bir halka olsun. ¢ ve 1, R nin halka otomorfizmleri olmak lzere d:R—R

donilisimii asagidaki kosullari sagliyorsa d ye R ninbir (o,7)-turevi denir.
vXx,ye Ricin,

@  dix+y)=d(x)+d(y),

(b)  dixy) =d(x) o(y) + t(x) d(y).
R bir halka olmak uzere C_ ={c eR| co(x) = t(x)c, VxeR } kiimesine R nin
(o,7)-merkezi denir. X,y € R olmak Uzere,

[X¥],..=Xo(y) —t(y)x ve (Xy),.=Xo(y) +(y)X

olsun. Buna gore 1:R—R birim déniisiim olmak iizere C,, =C,
Xyl =xy—yx=[xy] ve

(X.y) 1 =Xy +yx = (Xy)
oldugu agiktir.

2.3.1 Aydin, N., Kaya, K., 1992
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R bir asal halka d, R nin bir (o ,1)- tiirevi ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali
olsun.
Lemma2.3.1.1: Eger d (U)C Z ise R degismelidir.
Lemma 2.3.1.2: Eger a€R i¢cin ad(U)=0 (d(U)a=0) ise a=0 veya d=0 dir.
Lemma 2.3.1.3: Eger d(U)=0 ise d=0 dur.

Teorem 2.3.1.1: Eger charR#2 ve d sifirdan farkli olmak ilizere ae R igin
[d(U),a],.=0 ise aeZ dir.

Lemma 2.3.1.4: Eger charR#2 ve d sifirdan farkli olmak {izere aeR igin
adU)yc C_, ise a=0 veya R degismelidir

Lemma 2.3.1.5: Eger charR#2 ve d sifirdan farkli olmak iizere ae R igin

[d(R),a],, & C_, ise ae Z dir.

2.3.2 Ashraf, M., 2003

Lemma 2.3.2.1 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli ideali, acR ve d, (o,7)-
tiirev olsun. Eger ad(I) =0 {d(I)a=0 }ise o zamana=0veyad =0 dir.

Lemma 2.3.2.2 : R 2-torsion asal halka ve I, R nin sifirdan farkli ideali ve d, (o,7)-
tiirev olsun. Eger d?(1) =0 ve d, o ve 7 ile komute edilebiliyorsa o zaman d =0 dur.

Teorem 2.3.2.1 : R 2-torsion asal halka olsun.Eger Vx e R i¢in [d(x),X], . = 0 olacak

sekilde d, (o,7)-tlirevi varsa o zaman d =0 veya R degismelidir.

Teorem 2.3.2.2 : R 2-torsion asal halka, I, R nin sifirdan farkli ideali olsun. Eger
VX, Yy €| ig¢in [d(x),d(y)] = 0 olacak sekilde bir d (o,7)-tlrevi var ve bud, o ve 7 ile
komute edilebiliyorsa o zaman d =0 veya R degismelidir.

Teorem 2.3.2.3 . R 2-torsion asal halka, I, R nin sifirdan farkli ideali olsun. VX,y € |

icin

d(xy) = d(yx) olacak sekilde d (o, 7)-turevi var ve bu d,z ile komute edilebiliyorsa o
zaman R degismelidir .

Teorem 2.3.2.4 : R 2-torsion asal halka, o ve 7 R nin otomorfizmalar1 olsun. d1 ve d2

o ve 7 ile komute edilebilen (o,7)-tiirevler olsun. Eger d1d2(R) = 0 ise 0 zaman d1 =0

veya dz = 0 dir.
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2.4 Asal Halkalarda « - Turevler

Bu kisimda Chang, J.C. tarafindan tanitilan o -tlirevin tanimi ve gegecek olan
gosterimler verildikten sonra bu konuda yapilan c¢alismalarin bir 6zeti sunulacaktir.

R bir halka ve o R nin sifirdan farkli bir doniisimii olsun. d: R - R
toplamsal fonksiyonu V x,ye R i¢gin, d(xy) =d(X)a(y) + xd(y) kosulunu sagliyorsa
d ye R nin bir zayif-a -tirevi denir. Ustelik o R nin bir endomorfizmi ise bu
takdirde d ye
a -tlrev denir.

Her tlrev bir o - tirevdir ve dolayisiyla bir zayif -o -tlrevdir. ¢ ve t R nin

halka otomorfizmleri olmak Uzere d: R — R toplamsal fonksiyonu bir (c,t) -tiirev

ise bu durumda t7'd, R nin bir a=1t"c turevidir.
i ) a b )
Ornek : Eger I, tamsayilar kiimesi olmak iizere; R:{(C d] ra,b,c,d e I} bir halka,

a: R—> R d R—> R

a b a b d -c a b a b d-a -c

(c d]_m{c dj:(—b aj {c dj_)d(c dj:[—c O]
dontisimler olmak tizere d bir o -tlrevdir.
Bu kisim boyunca o sifirdan farkli R de bir orten fonksiyon, C halkanin
merkezi,
C, ={ceR | ca(x) =xc, VxeR} ve [X)Yy], =Xo(y)- yx olarak alinacaktir. Buna
gore 1: R—R birim doniisim olmak ilizere C,=C ve [X)y], =Xy - yXx = [X,y]
oldugu agiktir. Ayrica,

@  [xyzl, =[xyle o) +ylx.z],

(b) [xy,z2], =x[y,z], + [x.z]y bagintilart sik sik kullanilacaktir
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24.1 Kaya, K., 1988

Teorem 2.4.1.1: R, char R #2 olan bir asal halka, d, R nin sifirdan farkli bir
zayif -a - tirevi, do=ad ve U sifirdan farklh R nin bir ideali olsun. Buna
gore,

[d(U),d(U)],=0 ise R degismelidir.
Teorem 2.4.1.2: R, char R#2 olan bir asal halka, d, R nin sifirdan farkli bir

zayif -a - turevi ve do = od olsun. Buna gore, bir 0#aeR i¢in ad(R)C C, ise
R degismelidir.
Simdi bir asal halkada o -tiirev ve zayif - -tiirevin denkligini veren asagidaki
lemma ile baslayalim.
Lemma 2.4.1.1: R bir asal halka olsun. R halkasinda sifirdan farkli her zayif-a -
tiirevi ayn1 zamanda bir o - tlrevdir.
Lemma 2.4.1.2: R bir asal halka, d: R — R bir o -tlrev ve ae R olsun. Buna gore,
Q) U sifirdan farkli, R nin bir sag ideali ve d(U)=0ised=0 dir.
(i) U sifirdan farkli, R nin bir ideali ve ae R icin ad(U)=0isea=0
veya d=0 dir.
@iii) d(R)a=0=a=0 veya d=0 du.

(iv) U sifirdan farkli, R nin bir sag ideali ve VueU icin [a,u],=0 ise
[ax],=0 dir.

(v aeC, ve abeC, ,beR=a=0 veya beC dir.

Bundan sonraki kisimda R bir asal halka ve o, R de sifirdan farkli 6rten

homomorfizm olmak {izere d, R nin sifirdan farkli bir zayif -a - tirevi olarak

alinacaktir.

Lemma 2.4.1.3: U sifirdan farkli R nin bir sag ideali ve d(U)C C, ise R
degismelidir.
Lemma 2.4.1.4: U sifirdan farkli R nin bir ideali, o (U)#0, char R#2 ve da = ad

olsun.ae R i¢in [a,d(U)], =0 ise aeC,  dir.
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Teorem 2.4.1.3: U sifirdan farkli, R nin bir ideali, charR #2 ve da=oad
olsun. Buna gore [d(U), d(U)], =0 ise R degismelidir .
Lemma 2.4.15:d,: R - R bir g-tirev d,:R —> R bir a-tirev, d, a=ad,
ve char R =2 olsun. Buna gore d,d, =0 ise d,=0 veya d,=0 du.

Lemma 2.4.1.6: Her ye R i¢in d(y)y=yd(y) ise R degismelidir.

Teorem 2.4.1.4: charR# 2 ve da = o d olsun. Buna gére aeR igin ad(R)C C,
ise

a=0 veya R degismelidir.

2.5 Asal Gamma Near Halkalarda r-Turevler

2.5.1 Jun, Y.B., 2003

Near halka, +: NXN—N ve .: NXN—N ikili islemleriyle taniml1 bos kiimeden farkli
bir N kiimesidir ve asagidaki sartlar1 saglar.

iJat+(b+c)=(a+b)+c ve(ab).c=a(b.c)

ii)a+0=0+a olan 0eN elemani vardir.

ii1) a+ b =Db +a = 0 olan ters eleman vardir.

iv) (a+b).c = a.c + b.c sagdan dagilma o6zelligi.
Near halkalar toplamaya gore degismeli olmak zorunda degildir ve ¢arpmanin toplama
tizerine tek tarafli dagilma 6zelligi vardir.
' -Near halkas1 ise asagidaki sartlar1 saglayan (M,+, I') G¢listdar.

i) I' bostan farkli ikili islemler kiimesidir 6yle ki (M,+, y ) bir Near halkadir.

i)Vx,y,zeM ve y,uel icin xy(ymz) = (Xy)z
Tanim 2.5.1.1: Bir M TI'- Near halkast icin M, ={xeM :0x=0, Vyel}

kimesine
M nin sifir simetrik kismi denir.

Tanim 2.5.1.2: Eger M =M, ise M ye sifir simetrik denir.
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Tamm 2.5.1.3: M I' -Near halkasinin U alt kiimesinde VaeU,y eI',xe M igin
xya e U oluyorsa U ya sol invaryant denir.Ayni sekilde ayx e U oluyorsa U ya sag
invaryant denir. U, hem sol hem de sag invaryant ise o zaman U ya invaryant denir.
Tanim 2.5.1.4: Mve M iki " -Near halkas1 ise 0 zaman f:M—> M’

f(x +y) = f(x) + f(y) ve f(x y y) = £(x) » f(y)

sartlarin1 saglayan bir doniisiim ise f ye I - Near halka homomorfizmi denir.
Tamm 2.5.1.5: Eger x'MI'y = 0 iken x = 0 veya y = 0 ise 0 zaman I -Near
halkasina asal denir.
Tamm 2.5.1.6: C={ xeM :xym=mxx Vme M,y el } kimesine M nin ¢arpimsal
merkezi denir.

Tamm 2.5.1.7: X,y e M,y €T igin [x,y], ile xpy — yyx komutatoriinii gdsterecegiz.

Tamim 2.5.1.8: (x,y) ile x+y-Xx—y toplamsal komiitatoriinii gésterecegiz.
Tamm 2.5.1.9: Eger d(xpy) =d(x)yd(y) ise o zaman d I"-homomorfizmi olarak etkir
denir.
Tamim 2.5.1.10: M (zerinde T - turev

d(xpy) = xpd(y) +d(x)ny
sartin1 saglayan toplamsal endomorfizmadir.
Lemma 2.5.1.1 : M asal gamma Near halka ve 2 — torsion free ve d T - turev olsun.
Eger
d?=0ise d=0 dir.
Lemma 2.5.1.2 : d, M de bir T - tirev olsun ve u € M sol sifir bolen olmasin. Eger
Vy el igin [u,d(u)], =0 ise 0 zaman (x,u), X,ue M igin bir sabittir.
Teorem 2511 : d sifirdan farkli I -tlirev olsun ve M nin sifir bdleni
olmasin. VX e M,y eI igin [x,d(x)], = 0 ise 0 zaman (M,+) Abeldir.
Teorem 2.5.1.2 : M asal ve d T -turev olsun. ¥Vx € M icin d(x)e C ise (M,+) Abeldir.
Ayrica M 2-torsion free ise o zaman M degigmelidir.
Lemma 2.5.1.3 : M asal ve x,ye M olsun. xeCvexI'y =0ise 0 zaman x =0 veyay =
0 dir.
Teorem 2.5.1.3 : M asal ve d sifirdan farkli I -tlrev olsun. Vx,y e M,y €T igin

[d(x),d(Y)], = 0 ise 0 zaman (M,+) degismelidir .
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Eger M, 2-torsion free, d, gamma-homomorfizmi olarak etkir ve d?(x)e C ise o

zaman M degismelidir.

Lemma 2.5.1.4 : M asal ve U=0 M nin sol (sag) invaryantt olsun. Eger UcC ise 0
zaman M degigmelidir .

Teorem 2.5.1.4 : M asal ve 2-torsion free ve U=0 M nin sol (sag) invaryant1 ve d, M
de

I" -tiirev olsun. Eger d(U) < C\ {0} ise o zaman M degismelidir.

2.5.2 Jun.Y.B, Oztiirk, M.A., 2003

Onerme 2.5.2.1 : Egerd M lizerinde T -tiirev ise 0 zaman Vx,y e M,y T igin
d(xpy) =d(X)w +xpd(y) dir.

Onerme 25.2.2 : Vx,ye M,y eI icin d(xpy) =d(X)y + xyd(y) sartini saglayan her

toplamsal d endomorfizmi bir T -tlrevdir.

Onerme 25.23 : VXx,y,zeMvey,uel icin M Uzerindeki her d T -tirevi igin
asagidakiler saglanir.

i) (xyd(y) +d (X)) pz = xyd(y) sz +d () pyz

i) ([dO)yy+xyd(y)uz=d(x)yypuz+xyd(y)uz
Onerme 2.5.2.4 : M asal I -Near halka ve U #0 M nin sag (sol) invaryant1 olsun.
Eger UI'x =0 ise (XxI' U =0) o zaman x = 0 dur.
Onerme 2.5.25 : M asal ve U #0 M nin invaryant1 olsun.Eger d=0 T -tlirev ise
VX, Y € M i¢in asagidakiler saglanir.

i) XI'UTl'y=0 isex=0veyay =0 dir.

i) d(U)T'y=0 ise y=0 dur.

i) M sifir simetrik ve xI" d(U) = 0 ise x = 0 dur.
Onerme 2.5.2.6 : M sifir simetrik ve asal U #0 M nin invaryanti olsun. d T -tlirev ve
d?(U) =0 ise 0 zaman d = 0 dur.
Onerme 2527 : M sifir simetrik ve asal gamma near halka, O0#=xe M
olsun.vy e M,y €T icin xpd(y) = 0sartin1 saglayan her I" -tiirevi sifirdir.
Onerme 2.5.2.8 : M asal ve 2 —torsion free, di ve d2 de M nin asagidaki sartlar:

saglayan
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I -tUrevleri olsun.

i) did> M de T -turevdir.
i) di(X)yda(y) =da(y) ydi(x) VX, yeM,yel

O zaman d; =0 veya dz2 = 0 dur.

2.6 Gamma Halkalarda k-Turev

2.6.1 Kandamar, H., 2000

Tamim 2.6.1.1 : M bir I halkasi olsun.d: M—>Mvek: I' - T" toplamsal doniisiimler
olmak lzere Va,be M, g T igin
d(apb) = d(a) b +ak(p)b+a/d(b)

kosulu saglaniyor ise d, M nin k-tiirevidir.Bu boliimde su iki sonug verildi.
1) R, charR #2 olan halka olsun.Eger VX,y € R i¢in xry =0 ise r =0 dur.

Eger d, R de k =d olan (R =) gamma halkasinin tiirevi ise o zaman d, R nin siradan
bir tirevidir.
2) M =0, charM #2 asal gamma halkasi olsun. y eI" ve ae M ise Vxe M igin

[[x,a],,a], =0 ise bu durumda aya=0 veya aeC, dir.
3) M, charM =2 asal gamma halkasi, d=0, M nin k- tirevi, 0=y T ve k(y)#0
olsun.

Eger d(M)c C, ise 0 zaman M degismeli gamma halkasidir.
Lemma 2.6.1.3: M bir Nobusava anlaminda gamma halkas1 olsun. Eger d, M gamma
halkasinin bir k tiirevi ise bu durumda Vae M,a, S €T igin

k(cap) =k(a)ap +ad(a)p +cak(f) dir.

Lemma 2.6.1.4: M bir Nobusava anlaminda gamma halkasi olsun. Eger d, M gamma
halkasinin hem k1, hem de ko - tiirevi ise bu durumda ki = ko dir.
Teorem 2.6.1.5: R, charR # 2 ve N3 6zelligini saglayan bir gamma halkas1 olmak {izere
d, R,
gamma halkasinin k-tiirevi olsun. d = k dir ancak ve ancak d, R halkasimin basit

tarevidir.



Lemma 2.6.1.6: M, gamma halkasi ve d, M nin k-tirevi olsun. O zaman

va,b,c,xe M,a, B,y €T icin asagidaki ifadeler saglanir.

(i)  [abl, =-b,al, [a,Bl, =B, al,

(i) [a+b,c], =[ac], +[b.cl,, [a+B.7], =la. 7], +[B.7]a
(i) [aab,x], =[a,x],ab+a[a, B],b+aalb,x],

(iv)  [abB.y]. =[a,7],bB +alb.a], B +ablB. 7],

V) e Bl 7] =1y al.. Bl +11B. 7]a ], =0

(vi) [[abl,.cl, +I[c.al,.bl, +[b.cl,.al, =0

(viiy d([a,b],) =[d(a),b], +[abl,., +[a.d(b)],

(viii) k([ B1.) =[k(a), Bl. +[a, Blyeay +a k(B)],
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Lemma 2.6.1.7: M asal gamma halkasi, U ve Q sirasiyla M nin ve I’ nin sifirdan

farkli idealleri olsun. O zaman Va,b e M,«, f €T i¢in asagidaki sartlar saglanir.
Q) aQb=0=>a=0 veya b=0
(i) aUf=0=a=0 veya =0
(i) alUlr'b=0=a=0veya b=0
(iv) aMOMp=0=a=0veya =0
(V) uav=0=a=0 d.
(i) C.=0<=C, =0

(vii) C. #0 veya C,, #0 ise M degismeli gamma halkasidir.

(viit) 0=y el icin U< C, ise 0 zaman M degismeli gamma halkasidur.

(ix) Oxyel ve u,veU icin [uv] =0 ise M degismeli gamma

halkasidir.

Teorem 2.6.1.6: M, sifirdan farkli charM# 2 asal gamma halkast ve 0=y el

olsun.Eger Vxe M icin [[x,a],,a], =0 ise aya=0veya aeC, dir.
Lemma 2.6.1.8: M asal gamma halkasi ve 0=y eI" ve 0aeC, olsun.

Her bir X,y e M, g €T i¢in asagidaki dzellikler saglanir.
0  [AlL=0
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(i) [axyl; =arlxyl,, [ yl; =[xyl
(i) [apx.yl, =[a y],x+aplxyl,
(iv) beC, iseozaman [ajb,x], =[afb,x], =ay[b,x], =a[B,7],b
(V) beC, ve albc C, ise 0 zaman h=0 veya M deZismeli gamma

halkasidir.

Lemma 2.6.1.9: M asal gamma halkas;, U #0 ve V #0 M gamma halkasinin sol(sag)

idealleri ve Q #0 M gamma halkasmin sol(sag) ideali olsun. YaeM ve y eI igin
asagidaki esitlikler saglanir.

Q) MAM=0=y=0 (TUy=0=y=0)

(i) aOM =0=a=0dir. (MQa=0=a=0)
Lemma 2.6.1.10: M asal gamma halkasi, U =0 M gamma halkasinin sol(sag) ideali ve
0# y el olsun.Eger Uc C, ise 0 zaman M degismelidir .
Lemma 2.6.1.11: M asal gamma halkasi, d #0 M gamma halkasinin k- turevi,
0# y el ved(M), C, tarafindan kapsansin. Eger a e C, ise 0 zaman a € C,,, dir.
Lemma 2.6.1.12: M asal gamma halkas;, d #0 M gamma halkasimnin k- tlrevi,
0# y €T’ olsun.Vx,y € M icin d(x) ¥ d(y) = 0 ise bu durumda d(M), M nin sol ve sag
idealidir.
Teorem 2.6.1.7: M, charM # 2 olan asal gamma halkasi, d #0 M gamma halkasinin

k- tirevi, 0 y eI" ve k(y) =0 olsun. Eger dM)c C, ise bu durumda M degismeli

gamma halkasidir.

2.7 Turevli Gamma Halkalarda Degismelilik

2.7.1 Soyturk,M.

Bu ¢alismada M asal gamma halkasi olacak, Z, M nin merkezi ve 0= d : M—M tirev

(vani d(x +y) = d(x) +d(y) ) ve d(xpy) =d(X)py + x)d(y). X,y e M,y el
ve [X, Y], =Xy =YX, X,y € M,y €T olarak alinacaktir.
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Lemma 2.7.1.1: a,b,ce M, S8,y €T igin

i) [asb,c], = ay[b,c]lp +[a,c], b +ay(cb) —ap(cy)
i) aeZise 0zaman [a,c], =ay[b,c], dir.

iii) aeZise 0 zaman ay[b,c], =ap[b,c], dir.

iv) aeZ,al'b=0 ise 0 zaman a=0 veya b =0 dir.

V) aeZ,al'bcO0 ise 0 zaman a=0 veya b =0 dir.

vi) aeZ,aylb,c], =0 ise 0 zamana=0veya [b,c], =0 dir.

Lemma2.7.1.2:
i) U, M nin sifirdan farkli sag ideali olsun. Eger Uc Z ise 0 zaman M
degismelidir.

i) U, M nin sifirdan farkli sag(sol) ideali ve ae M olsun. Eger UT'a =0
(@' =0) ise 0 zaman a = 0 dir.
iii) U, M nin sifirdan farkli ideali ve a,b e M olsun.Eger al’ UT'b =0 ise a =
0 veya
b =0 dur.
Lemma 2.7.1.3: U, M nin sifirdan farkl: bir sag ideali olsun.
i) d(U)=0ised=0 dur.
i) U, M nin sifirdan farkli ideali ve ae M olsun. Eger al'd(U) =0 isea=
0 veyad =0 dir.
iii) U, M nin sifirdan farkli ideali ve charM # 2 olsun.Eger d?(U) = 0 ise d =
0 dir.
iv) U, M nin sifirdan farkl ideali, charM = 2 ve d1,d> tlrevler olsun.
Eger d,(U) cU ve d,(d,(U))=0 iseozamand: =0 veyadz =0 dir.
Bu calismanin geri kalaninda U, M gamma halkasinin sifirdan farkli ideali olarak
aliacaktir.

Lemma 2.7.1.4: d, M nin sifirdan farkli tiirevi ve charM # 2 olsun. Eger d(U) c Z ise 0
zaman M degismelidir

Teorem 2.7.1.1 : 0#d : M—>M tirev ve chartM#2,3 olsun. Eger d’(U)c Z ve
d(U) cU ise M degismelidir

Lemma2.7.1.5: aeMve Z=0olsun. Vy €T icin [U,a], =0 ise aeZdir.
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Lemma 2.7.1.6: charM=2 ve di,d> d,d,(U)cZve d,(U)cU olan M nin

tiirevleri olsun. O zaman M degismelidir.

Lemma2.7.1.7: charM# 2 ve d1,d> d,d,(U) cZ ve d,(U) cU olan M nin sifirdan
farkl tiirevleri olsun Eger [d; (U),a], =0 ise 0 zaman [d,(U),a], =0dir
Lemma2.7.1.8 : di,d2 d,d,U)c=Z, d,(U)cU olan M nin sifirdan farkli tiirevleri
ve a€ M. olsun. Eger Vy €T icin [d,(U),a], =0 ise 0 zaman a e Z dir.

Lemma 2.7.1.9: chartM#2,3, di,d2 d,d,(U)cZve d,(U)cU olan M nin sifirdan
farkln tiirevleri olsun. Eger [d,(U),a], = Z ise 0 zaman a e Z dir.

Teorem 2.7.1.2: charM=2,3, d,d2 d,d,(U)cZve d,(U)cU olan M nin sifirdan

farkli tiirevleri olsun. O zaman M degismelidir.
UCUNCU BOLUM
ASAL HALKALARDA VE ASAL GAMMA
HALKALARDA SIMETRIK-BI-TUREVLER

Bu boliimde Asal Halkalar ve Asal Gamma Halkalarinda Simetrik-Bi-TUrevlerin
tanimlar1 yapilarak bazi Onemli ozellikler ispath olarak verilecektir. Bu boliimiin son

kisimlarinda ise bu ¢alisilan yayinlarin 1s181inda elde ettigimiz sonuglar verilecektir.

3.1 Asal Halkalarda Simetrik Bi-Turevler

Tamm 3.1.1: R bir asal halka olmak tizere D(.,.): RXR —R donilisimii VX, y € Rigin
asagidaki sartlari sagliyorsa D ye simetrik bi-toplamsal déntisuim denir
D(x+Y,z)=D(x,z)+D(y,2)
D(x,y+z) =D(x,y)+ D(x,2)
VX, Yy € Ricin D(X,y) = D(y,X) ise D ye simetrik doniisiim denir.
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Ayrica VX, Y,z € Rigin D(xy, z) = xD(y, z) + D(x,2)y saglaniyorsa D ye simetrik

bi- tirev denir.Bu durumda VX,y,z € Ricin D(x,yz) = D(x,y)z + yD(X, z) saglandig1
aciktir.
D(.,.): RXR —R simetrik doniisiim olmak tizere d(x) = D(x,x) bi¢giminde tanimli olan
bir d : R — Rdoniisiimiine D nin izi denir.
D(.,.) simetrik ve bi-toplamsal oldugundan d(x) = D(x,x) izi VX, Y € Ri¢in asagidaki
Ozellikleri saglar:
d(x+y)=d(x)+d(y)+2D(x,y)
Ayni zamanda d(x) bir ¢ift fonksiyondur.
d(x+y)=D(Xx+y,x+Yy)=D(Xx+Yy)+D(y,x+Yy)
= D(x,x) + D(x, y) + D(y, x) + D(y, y)
=d(x)+d(y)+2D(x,y) olur.
Bu ifade VX, y € R igin gegerli oldugundan y yerine x alirsak;
d(x+x)=d(x)+d(x)+2D(x, x)
=d(x)+d(x)+2d(x) =4d(x)
ve dolayisiyla d(2x) = 4d(x) elde edilir.Boylece 6zel olarak 0 R icin d(0) =4d(0)
ve buradan 3d(0) =0 olur. Dolayisiyla

3d(0) =3D(0,0) =0
— 0=D(0,0)+ D(0,0)+ D(0,0)
— 0=D(0,0)+ D(0,0) = D(0,0) =0

olur. Boylece d(x+y)=d(x)+d(y)+2D(x,y) denkleminde y = 0 alinirsa

d(x) =d(x) +d(0) + 2D(x,0) olur ve d(0) = 0oldugundan 2D(x,0) =0 bulunur.

0 =2D(x,0) = D(x,0) + D(x,0) = D(x,0 +0) = D(x,0) ve buradan da D(x,0) =0 olur.
D simetrik oldugundan 0 = D(x,0) = D(0, x) dir.

D(x,x—x) =0= D(X,X) + D(x,—x) = 0 = D(x,—x) = —=D(x, x) elde edilir.
d(x+y)=d(x)+d(y)+2D(x,y) dey yerine —x alinirsa,
d(x—=x)=d(x)+d(-x)—2d(x) = d(—x) —d(x) =0=d(—x) =d(x) ve bdylece d(x)
fonksiyonu cift fonksiyon olur.

Lemma 3.1.1:R bir asal halka olmak (izere D: R —R bir tiirev olsun. vx € R igin

1) aD(x) =0 veya
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i) D(x)a=0
ise bu iki durumda da yaa=0 yada D=0 dir.
Ispat: i) ¥x € Ricin aD(x) =0 olduguna gore x yerine xy yazarsak;
0=aD(xy) =a(D(x)y + xD(y)) =aD(x)y + axD(y) olur. ¥x,y € Ri¢in
axD(y) = 0 oldugundan ve R asal halka oldugundan aRD(x) =0—=a =0 veya
D(x)=0
i) VX e Ricin D(x)a =0 oldugundan Vx,y € R i¢in x yerine Xy yazilirsa;
D(xy)a = (D(x)y + xD(y))a = D(x)ya + xD(y)a = D(x)ya olur.Buradan da
D(x)Ra = (0) = D(x) =0veya a =0 elde edilir ve ispat biter.
Lemma 3.1.2: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve a,b € R sabit elemanlar
olsun. Eger ¥x € Rigin axb+bxa=0 ise 0 zaman a=0 veya b = 0 dir.
Ispat: Vx € Ricin axb+bxa =0 oldugundan
Vvr e R icin a(xbrax)b +b(xbrax)a =0 olur. Buradan

a(xbrax)b = —b(xbrax)a = —(bxbra)xa = ax(bxbra) = —ax(braxb) = —axbraxb= 2(axbraxhb) =0
olur. charR # 2 oldugundan (axb)R(axb) = (0) ve R asal halka oldugundan V¥x € Rigin

axb=0 elde edilir. Boylece R nin asal halka olmasindan dolay1ra=0 veya b =0 dur.

Teorem 3.1.1: R karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan bir asal halka olsun.
D(.,.): RXR—R bir simetrik bi-tirev ve d, D nin izi olsun.Eger d, R de komiite
edilebiliyor ise 0 zaman D = 0 dir.
Ispat : d, R de komiite edilebiliyor oldugundan Vx e Rigin [d(x),x] = 0dur.
1)
(1) i lineerlestirirsek [d(x+Yy),x+Yy]=0 olurve d(x+y)=d(x)+d(y)+2D(x,Yy)
oldugundan

0= [d(x) +d(y) +2D(xy) , x +y]

0= [dX),x]+[dx),yl+[dly),x]+[dly),y]l+2[Dxy),x]+?2[
D(xy),y]

= [d(x),yI+[d(y),x]+2[D(xy),x]+2[D(xy),y]

)
elde edilir. (2) de x yerine -x yazilirsa;

0=[d(-x),yl+[d(y),-x]+2[D(-xy),-x]+2[D(-xyy),y]



XXX

olur. d(-x) = d(x) oldugundan da
[d(x),y]-[d(y),x]+2[D(xy),x]-2[D(xy),y]
3)
elde edilir (2) ve (3) denklemlerini toplarsak ;
Vx,yeR icin [d(X),y]+2[D(x,y),x]=0
(4)
olur. (4) te y yerine xy yazilirsa;
0=[d(x),xy]+2[D(xxy).x]
=x[d(x),y]+[d(x),x]y+2[ D(x,x)y +xD(x,y) , X]
=x[d(x),y]+2[d(x)y, x]+2[xD(xy), x]
=x[d(x),y]+2d(x) [y , x]+2[d(x) , x ]y + 2x[ D(x,y) , X ] + 2[x,X]D(X,y)
=x[d(x),y]+2d(x) [y, x] + 2x[ D(x,y) . X]
=2d(X) [y, x]+x{[d(x),y]+2[D(xy) . x]}
=2d(x) [y, x] eldeedilir. charR# 2 oldugundan VX,y e R igin
=dx) [y, x]1=0
(5)
X ¢ Z(R) icin [x,y] = 0dur.
Ote yandan sabit bir x e Ricgin y—[x,y] déniisimii bir i¢ tiirevdir.Boylece (5) ve
lemma 3.1.1 den d(xX) = 0 olur. xeZ(R) ve yg¢Z(R)alahm. Bu durumda
X+yeZ(R) ve —y ¢ Z(R)dir. Bdylece 0 = d(x+y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) = d(x) +
2D(x,y) ve
= d(x+(-y)) = d(x) + d(-y) + 2D(x,-y) = d(x) - 2D(x,y)
Dolayisiyla 0 = d(x) + 2D(x,y) + d(x) — 2D(x,y) =0 = 2d(x) ve  charR= 2
oldugundan
d(x) = 0 olur.Bundan dolay1 Vx € Ri¢in d(x) = D(x,x) = 0 olur.Béylece D = 0 dir ve
ispat biter.
Teorem 3.1.2 : R karakteristigi 2 ve 3 ten farkli degismeli olmayan bir asal halka olsun.
D(.,.): RXR —R bir simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi olsun.Eger D, R de merkezleyen
ise

o zaman D = 0 dir.
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Ispat : d, R de merkezleyen oldugundan; VxeRigin [d(x),x]€Z(R)

)
dir. (1) ifadesini lineerlestirirsek [d(x+y) , x+y] € Z(R) dir.
d(x+y) =d(x) + d(y) + 2D(x,y) oldugundan [ d(x) + d(y) + 2D(X,y),x+y] € Z(R) olur.
Teorem 3.1.1 in ispatinda yapilan islemlere benzer islemler yaparsak
[d(y), x]+[d(x),y]+2[D(xy),y]+2[D(xy),x] € Z(R)
)

elde edilir. (2) de x yerine —x yazilirsa ve islemler teorem 3.1.1 deki gibi yapilirsa
-Ldy)  x1+[d(x),y]-2[D(xy),y]+2[D(xy),x] € Z(R)

©)
bulunur. (2) ve (3) U toplarsak

[d(x),y]+2[D(xy),x] € Z(R)
(4)
elde edilir. (4) te y yerine x? alirsak
[d(X),x?]+2[ D(x,x?),x] € Z(R) olur.
=X[d(X),x]+[d(X),x]x+2[ D(X,xx),x] € Z(R)
=x[d(X),x]+[d(X),x]x-2[ D(x,x)x +xD(x,x) , x] € Z(R)
=2x[d(X), x ] +[d(X)x,x ]+ [xd(x),x] € Z(R)
=x[d(x), x]+d(x) [x,x]+[d(x), x]x+x[d(x),x] € Z(R)
=3x[ d(X),x] € Z(R) charR#=3 oldugundan
=x[ d(x),x] € Z(R)
(5)
(1) ve (B) ten Yy e R icin
x[d(x) ., x ]y - yx[d(x) ,x ] =0 dur.
[d(), x]xy-[d(x),x]yx=0
[d(x) , x {xy - yx} =0
Buradan vx,y eR icin [d(x) : X 1[x,y] = 0
(6)
elde edilir.Teorem 3.1.1 ispatinda yaptigimiz gibi keyfi bir X ¢ Z(R)i¢in islemler

yapilirsa
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[d(x) , x ] =0 ve boylece teorem 3.1.1 den D = 0 olur ve ispat biter.

Teorem 3.1.3 : R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve Di(.,.);RXR—>R ,
D2(.,.):RXR—R birer simetrik bi-tirev olsun. d2, D2 nin izi olmak lzere Vx e Rigin
D1(d2(x),x) = 0 ise 0 zaman D1 = 0 veya D2 = 0 dur.
Ispat: Hipotezden VX e Rigin D1(d2(x),x)=0 dir.
1)
(1) 1 lineerlestirirsek
0=Di(d2(x+Yy), x+Y)
=Di(da(x) +d2(y) +2D2(Xy) , X +Y)
=Di(da(x)Xx+y) +Di(dz(y)x +y)+2D1(Da(X,y). X +y)
= Di(da(x),x) + D1(d2(x), y) + Da(dz2(y)x) + Di(d2(y).y) + 2D1(D2(x,y).X
) +2D1(D2(x,y).y )
=Di(d2(x),y) + Di(d2(y),x) +2D1(D2(x,y),x ) + 2D1(D2(X,y),y )
)
elde edilir. (2) de x yerine —x alinirsa
0=D1(d2(-x),y) + Di(d2(y),~x) + 2D1(D2(-x,y),-x ) + 2D1(D2(-X,y),y )
0=Di1(d2(x),y)-Di(d2(y),x) +2D1(D2(x,y),x ) - 2D1(D2(x,y),y )
©)
olur. Dolayistyla (2) ve (3) i toplarsak
0=2D1(d2(x),y) +4D1(D2(x,y),x)
olur ve charR #2 oldugundan VX, y € R igin
0 = D df x ) y ) + 2DiDaAxy)x )
(4)
elde edilir. (4) te y yerine xy yazilirsa
0 =Di(d2(x), xy) + 2D1(D2(X,Xy),X )
= Da(d2(x), x )y +XD1(d2(x),y) + 2D1( D2(x,y)y + x Da(X,y),X )
= XD1(d2(x),y) + 2D1(d2(X)y,x ) + 2D1( XD2(X,y),x )
= xD1(d2(x),y) + 2d2(X)D1(y,x) + 2D1(d2(x),x )y + 2xD1(D2(x,y),x ) + 2D1( X,X
)D2(x,y)
= X{ D1(d2(x).y) + 2D1(D2(x,y).x ) } + 2d2(X)D1(x,y) + 2d1(x)D2(x.y)
= 2d2(X)Da(x,y) + 2d1(x)D2(x,y)

ve charR # 2 oldugundan VX, y € R igin
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0 = d2(X)D1(x,y) + d1(x)D2(x,y)

()
(5) te y yerine yx yazilirsa ;
0 = d2(X)D1(x,yx) + d1(x)D2(x,yx)
= da(X){y D1(x,X) + D1(x,y)x} + di(x) {yD2(x,x) + D2(X,y)x}
= da(X)yd1(x) + d2(X)D1(X,y)x + d1(X)yd2(x) + d1(X)D2(X,y)x
= da(X)yd1(x) + d1(X)yd2(X) + {d2(X)D1(x,y) + di(X)D2(X,y) }x
0 = da(X)yd1(x) + d1(x)yd2(x) olur ve bdylece Vx,y € R icin
0 = d2(x)yd1(x) + d1(X)yd2(x)
(6)
elde edilir. di=0 ve d2 #0 olsun.Bir baska deyisle di(x1) #0 ve da(x2) =0 olacak
bicimde
X, X, € R elemanlari vardir. (6) da x yerine X1 yazalim.Bu durumda
0 = d1(x1)yd2(X1) + d2(x1)ydz(X1)
(7)
elde edilir.Boylece lemma 3.1.2 ve (7) den di(x1) #0 oldugundan dz(x1) = O elde
edilir.
Tekrar (6) da x yerine x. yazilirsa;
0 = da(X2)ydz(X2) + d2(x2)yd1(x2)
(8)
olur.Boylece lemma 3.1.2 ve (8) den d2(x2) # 0 oldugundan di(x2) = 0 elde edilir.
(5) te x yerine X2 yazilirsa;
0 = d2(x2)D1(X2,y) + di(x2)Da(X2,y)
(9)
olur. di(x2) = 0 oldugundan (9) ifadesi 0 = dz(x2)Di(x2,y) olur.Ote yandan bir sabit
X2 € Rvey eRiciny — Di(Xz,y) doniisimii bir tirev idi. O halde d2(x2) #0
oldugundan lemma 3.1.1 den Vy € R igin D1(X2,y) = 0 bulunur.Dolayisiyla x1 € R i¢in
Di(X2,x1) = 0 olur. Benzer olarak (5) te x yerine X1  yazilir ve islemler yapilirsa
Da(x1,x2) =0 elde edilir.
Simdi y yerine x1 + X2 yazalim ;
di(y) = di(X1 + X2) + d1 (X1) + d1 (x2) + 2D1(X1,X2) =d1 (X1) = 0
da(y) = da(X1 + X2) + d2 (X1) + d2 (X2) + 2D1(X1,X2) =d2 (X2) = 0 bulunur.
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Fakat bu, (6) ve lemma 3.1.2 den di(y) = 0 veya dz(y) = 0 olmasiyla gelisir.Bu celiskiye

di #0 ve d2 # 0 kabuliimiizle vardik. O halde di: =0 veya d> =0 dir. Béylece VXxeR
icindy (x) =0
ve dolayisiyla D1(X,x) = 0 olur.O halde V¥x,y eR igin

0

Di(x +yx+y) = Di(x x +y) + Di(y,x +y)
Da(x ,X) + Da(x,y) + Da(y ,X) + Da(y ,y)
=2 Dy(x,y) olur. charR # 2 oldugundan VX,y € R i¢in Di(x,y)= 0

ve boylece D1 =0 olur.
Benzer bigimde D2 = 0 olur ve ispat biter.
Not: D1 = D2 ise teorem 3.1.3 yar1 asal halkalar igin de verilebilir.
Teorem 3.1.4 : R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve D(.,.):RxR —R simetrik
bi-tirev olsun. d, D nin izi olmak izere ¥x e Rigin D(d(x),x) = 0 ise 0 zaman D =0
dir.
Ispat : Teorem 3.1.3 te D1 = D, alip, islemler yapilirsa (6) ifadesi charR # 2 oldugundan
VX,y€R igin 0 = d(x)yd(x) olur. Boylece 0 = d(x)R d(x) ve R yar1 asal halka
oldugundan
VX € Rigin 0 = d(x) olur. Dolayisiyla yukarida yaptigimiz gibi D = 0 elde edilir.
Teorem 3.1.5 : R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve Di(.,.):RXR—>R,
Da(.,.):RXR—R birer simetrik bi-tlirev olsun di; ve d, D1 ve Dz nin izleri olmak
Uzere VX e Rigin
di(d2(x)) = f(x) olacak bicimde B(.,.):RXR—R simetrik bi-toplamsal doniisiim ise 0
Zaman
D1 =0 veya D; = 0 dir.Burada f, B nin izidir.
Ispat : Hipotezden Vx e Rigin di(d2(x)) = f(x) idi.
1)
(1) ifadesini lineerlestirirsek
di(da(x +y)) = f(x +)
di(d2(x) + d2(y) + 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y) olur ve buradan
Di(d2(x) + da(y) + 2D2(x,y), da(x) + da(y) + 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y)
D1(d2(x), d2(x)) + Da(d2(x), d2(y)) + D1(d2(x), 2D2(x,y))
+ D1(d2(y), d2(x)) + D1(d2(y), d2(y)) + D1(d2(y), 2D2(x,y)) + D1(2D2(X,y),d2(X))
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+ D1(2D2(x,y),da(y)) + D1(2D2(x,y), 2D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x.y)
Buradan da
d1(d2(x)) + di(d2(y) + 2 D1(d2(x), d2(y)) + 4D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y),
Da(x,y)) + 4d1(D2(x,y)) = f(x ) + f(y) + 2B(x,y) elde edilir.Burada (1) i kullanirsak;
D1(d2(x) + d2(y)) + 2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) + 2d1(D2(X,y)) =
B(x.y) (2)
Bu ifadede x yerine —x yazarsak
D1(d2(-x) + da(y)) + 2D1(d2(-x), D2(-x,y)) + 2D1(d2(y), D2(-x,y)) + 2d1(D2(-x,y)) = B(-
X,y)
D1(d2(x) + d2(y)) - 2D1(d2(x), D2(X,y)) - 2D1(d2(y), D2(x,y)) + 2d1(D2(X,y)) = -B(X,y)
Bu ifadede iki tarafi da (-) ile carparsak
-Da(d2(x) + d2(y)) + 2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(da(y), D2(x,y)) - 2d1(D2(x.y)) = B(xy)
©)
bulunur. (2) ve (3) U toplarsak
4D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y), D2(x,y)) = 2B(x,y) bulunur. charR =2
oldugundan
VX, y € Rigin 2D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) = B(x,y) elde edilir.
(4)
(4) te x yerine 2x yazilirsa;
2D1(d2(2x), D2(2x,y)) + 2D1(d2(y), D2(2x,y)) = B(2x,y)
16D1(d2(x), D2(x,y)) + 4D1(d2(y), D2(x,y)) = 2B(x,y) olur ve charR 2
oldugundan
VX, Y € Rigin, 8D1(d2(x), D2(x,y)) + 2D1(d2(y), D2(x,y)) = B(X,y)
(%)
elde edilir. Boylece (4) ve (5) toplanirsa
6D1(d2(x), D2(x,y)) = 0 olur ve charR # 2,3 oldugundan
VX, y € Rigin D1(d2(x), D2(x,y)) = 0 olur.
(6)
O halde 6zel olarak D1(d2(y), D2(x,y)) = 0 olur.
Boylece (6) dan (4) ifadesinde B = 0 olur. Dolayisiyla (1) ifadesi
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Vvx e Rigin di(dz2(x)) = 0 olur.

(7)
(6) da y yerine yx alalim. Bu durumda
0 = D1(d2(x), D2(x,yx))
= D1(d2(x), yD2(x,x) + D2(X,y)X)
= D1(d2(X), yd2(x)) + D1(d2(x), D2(X,y)X)
= D1(d2(x), D2(X,y))x + D2(X,y) D1(d2(x), x) +y D1(d2(x), d2(x)) + D1(d2(x),
y)dz(x)
= Da(d2(x), Da(x,y))x + D2(x,y) D1(d2(x), X) +y d1(d2(x)) + D1(d2(x), y)d2(x)
elde edilir. Dolayisiyla;
VX, y € Rigin D2(X,y) D1(d2(x), X) + D1(d2(x), y)d2(x) = 0 olur.
(8)
(8) de y yerine xy alinirsa
0 = Da2(X,Xy) D1(d2(x), X) + D1(d2(x), xy)dz(X)
= D2(x,X)y D1(d2(x), X) + XD2(X, y)D1(d2(x), X) + xD1(d2(X), y)d2(X)
+ D1(d2(x), X)yd2(X)
= d2(X)y D1(d2(x), X) + D1(d2(x), X)yd2(x) elde edilir ve bdylece Vx,y € R igin
0 = D1(d2(x), X)yd2(x) + d2(x)y D1(d2(x), x)
()
bulunur. Dolayisiyla lemma 3.1.2 ve (9) dan VX, y € Rigin
D1(d2(x), X) = 0 veya d2(x) = 0 dur.
Eger bir X eR i¢in D1(d2(x), X) =0 ise 0 zaman dz(x) = 0 dir ve dolayisiyla D1(0, X) #0
elde edilir. Buradan D1(0, x) = D1(x, 0) = D1(0, x) - D1(x,0) =0 = Di(-x,x) =0 =
Di(x,0)=0
olur. Buise Di(d2(x), X) # 0 olmasiyla ¢elisir. O halde VX € R igin
D1(d2(x), x) = 0 olur. Bdylece teorem 3.1.3 ten D1 =0 veya D2 = 0 olur ve ispat biter.
Teorem 3.1.6 : R karakteristigi ikiden farkli bir yari-asal halka ve D(.,.);RXR—>R ,
simetrik bi-tlrev d, D nin izi olmak Uzere Vx € Ri¢in d(d(x)) = f(x) ise 0 zaman D =0
dir.
Ispat : Teorem 3.1.5 ten D: = D, alip aymi islemler burada da tekrarlanirsa
VX, Yy € Rigin D(d(x), D(x,y)) =0

(1)
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ve
vxeR igind(d(x)) =0
)
elde edilir. (1) de y yerine yz yazilirsa
0 =D(d(x), D(x,yz))
= D(d(x), yD(x,2) + D(x,y)2)
= yD(d(x), D(x,2)) + D(d(x),y) D(x,z) + D(x,y)D(d(x).2)
= D(d(x),y) D(x,z) + D(x,y)D(d(x).2)
olur. Bu durumda z yerine d(x) alinirsa
D(x,y)D(d(x),d(x)) + D(d(x),y) D(x,d(x)) olur .Bdylece
VX, y € Rigin D(d(x),y) D(x,d(x)) =0
3)
elde edilir. (3) te y yerine xy yazilirsa
0 = D(d(x).xy)D(x,d(x))
={D(d(x),x)y + xD(d(x),y)}D(x,d(x))
= D(d(x).x)yD(d(x),x) + xD(d(x),y)D(x,d(x))
= D(d(x),x)yD(d(x),x) olur.Dolayistyla
VX, Yy € Ricin D(d(x),x)yD(d(x),x) = 0 olur.
(4)

Boylece teorem 3.1.4 ten D = 0 dir ve ispat biter.

3.2 Gamma Halkalarda Simetrik Bi-TUrevler

Tamim 3.2.1: M bir I" halkasi ve D(.,.):MxM — M simetrik bi-toplamsal dontigiimii
VX, ¥,ze M,a €T icin D(xay,z) =D(X, 2)ay + xaD(y, z) esitligini sagliyorsa D ye
gamma halkalarda simetrik bi- tiirev denir. Ayrica VX € M igin f(x) = D(x,x) seklinde
tanimlanan

f: M—M fonksiyonuna D nin izi denir. VX,y € M igin f nin bir ¢ift fonksiyon ve

fix +y) = f(x) + f(y) + 2D(x,y) oldugu agiktr.
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Lemma 3.2.1:M bir asal T halka olmak Uzere D:M —M bir tirev ve a, M nin

sabit bir elemant olsun. Bu durumda Vx e M,Vy €T igin

ayD(x) =0 ise 0o zaman a =0 veya D = 0 dur.

1)
Ispat: (1) de x yerine xBy, BT,y eM yazilirsa ;
0= ayD(xpy)
= ay{xpD(y)+D(x) Sy}
= axfD(y) +ayD(x)py olur ve boylece (1) den
VX,y e M,Vy, B eT icin axfD(y)=0
(2)

olur ve dolayisiyla (2) den
Vy e M i¢in al'MI'D(y) =0 elde edilir. M asal ve gamma halka oldugundan a

=0veya Vy e M icin D(y) = 0 olur. Boylece a = 0 veya D = 0 elde edilir ve ispat biter.

Teorem 3.2.1: M, karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan bir asal gamma halka,
D(.,.):MxM — M simetrik bi-ttrev ve d, D nin izi olsun.Bu durumda
VxeM,Vy el icin[d(x),x], = 0ise 0 zaman D = 0 olur.
1)
Ispat: (1) 1 lineerlestirirsek
0=[d(x +y)x+yl,
= [d(x) +d(y) + 2D(x.y), x + Y1,
= [de9).x 1, + [d(x)y1, +[d(y), x], + [d(y).y], + 2[D(xy).x], +2[D(x.y).y],
olur.Dolayisiyla (1) den Vx,y € M,Vy €T igin
[d(x).y], +[d(y), x], + 2[D(x,y).x], +2[D(x.y).y], =0
()
elde edilir. (2)de x yerine —x yazilirsa; VX,y € M,Vy €T igin
[d(x).y], - [d(y), xI, + 2[D(x,y).x], - 2[D(x.y),y],=0

3)
elde edilir.(2) ve (3) toplanir ve charM # 2 oldugu kullanilirsaVx,y € M,Vy T igin
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[d(X).y], + 2[D(x,y).x],=0
(4)
elde edilir.(4) te y yerine xpy,y e T' yazilirsa
0= [d(x), xy1, + 2[D(x, x¥) X],

xy[d(x), yI, +[d(x), X], 2y = xy (d (X)py +xpd (X)py + 2DxD(x, y), X], + 2[d (x)py, X],
xy[d(x), y1, +[d(x), x], 7y —xy(d(x)yy +xyd(x)yy
_+2A{[xyD(x,y), x], +[x,x], yD(x,y) +
Xy (xyD(X, y)) = xy (xyD(x, y))}+2{d (x)71y. x],
Hd (x), X1, 7y +d(x) 7 (xyy) —d(x)y (xry)
olur ve dolayisiyla (1) ve (4) ten VX,y € M,Vy, S €T igin
xpd (x)yy — xpd (x)p + 2x ) yD(x, ¥)
— 2D (x, y) + 2d (xX)y[y, X1, +2d (x)pxpy = 2d (x)pxpy
(5)
(5) te S yerine y yazilirsa
xyd (X)2y —xpd (X)7y + 2xpx DX, y) = 2xpxyD(x, y) + 2d (X)7Ly, X], +2d (X)7xpy — 2d (x)xpy
ve dolayisiyla charM # 2 oldugu kullanilirsa
VX, yeM,Vy el icin d(x)y[y,x], =0
(6)
elde edilir. Keyfi bir x ¢ Z(M) icin [x,y], # Odur. Ote yandan sabit bir x € M igin
y —[x,y] doniisiimii bir i¢ tlirevdir. Boylece (6) ve lemma 3.2.1 den d(x) = 0 olur.

Simdi xe Z(M) ve y ¢ Z(M) alalim.Bu durumda x+y ¢ Z(M)ve —y ¢ Z(M) dir.

Boylece
0=d(x+vy)
=d(x) +d(y) + 2D(x,y)
=d(x) +2D(x,y)
ve
0=d(x+(-y))

= d(x) + d(-y) — 2D(x,y)
=d(x) — 2D(X,y)
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elde edilir.Bu iki ifadenin toplami1 ve charM # 2 oldugundan

Vx € M icin d(x) = 0 elde edilir. (7
(7) de x yerine x + y yazilirsa,

0=d(x+Yy)

=d(x) +d(y) + 2D(x.y)

ve dolayistyla (7) den ve charM # 2 oldugundan
VX, y € M igin D(x,y) = 0 olur ve bdylece D = 0 olur ve ispat biter.
Teorem 3.2.2: M karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan bir asal gamma halka,
D1(.,.):MxXM —M ve Dy(.,.):MxXM — M simetrik bi-tiirevler ve sirasiyla d1,d> Da(.,.) ve
D2 (.,.) nin izleri olsun. Bu durumda vx,y e M,Vy e T igin [d,(x),d,(y)], =0
1)
ise 0 zaman D1 =0 veya D2 = 0 dir.
Ispat: (1) de y yerine x yazilirsa

VxeM,Vyel icin [di(x),d2(X)], = 0
2)

elde edilir. Tekrar (1) de x yerine x + y yazilirsa
0=[di(x +y),da(x +Y)],

= [du(x) + da(y) + 2D1(x,y),d2(Y)],
= [du(x) , d2(Y)], + [da(y) . da(Y)], +2[D1(xy) , d2(¥)],

olur ve dolayisiyla (1) ve (2) den ve charM # 2 oldugundan
X,y e M,Vy eT icin [Di(x,y),d2(y)] , =0 (3) elde edilir

0 = [D1(xpz.y),d2(Y)],
= xfD,(z,y),d,(y)], +[D,(x,y)Bz,d,(Y)],

xpIDy(z,y),d, ()], +[x,d,(¥)], BD,(z, )], +xB(d,(Y)yDy(z, Y))
= =xy(d,(Y) AD.(z,¥)) + Dy(x, y) Bz, d, ()], +[Dy(x, ¥),d,(Y)], Bz
+D;(x,y) 8(d,(y)72) - Di(x, y) 7 (d,(y) B2)
olur.Boylece (3) ten
VX, ¥,z M,Vy, g eTligin
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[x,d,(Y)], BD,(z, Y)], + xB(d,(Y)¥Di(z, ¥)) — xr(d,(Y) BD.(2, ¥))
= +D,(x,y)Blz,d, ()], +[D,(x, ), d,(Y)], Bz + Dy (x, y) B(d,(Y) r2)
=D, (%, y)y(d,(y)52)

elde edilir.(4) te S yerine y yazilirsa
VX, y,ze M,Vy eTligin
[x,d,(¥)], /0. (z,y) + Dy (X, ¥)r[z,d,(¥)], =0
(5)
elde edilir.(5) te z yerine zfX, S €' yazilirsa
0 =[x, dZ(y)]y D1 (2B, y) + Dy (%, y)r[zp%.d, (y)];/
_ [x,d, (Y)], 28D, (x,¥) + D, (z, y) Bz} + D, (X, ) {zB[x. d, (Y)],
+[z,d, ()], A+ 25(d, (¥)x) — 2y (d, (¥) A}
_ [x,d, (V)] 726D, (x, y) +[x,d, ()], Dy (z, y) Bz + Dy (X, )1z 8%, d, ()],
+ D, (X, Y)r[z,d, (V)], B+ Di(x, ¥)7z3(d, (y)7x) — Di(x, y)yzy (d, (y) A
olur ve boylece (5) ten

VX, y,ze M,Vy, B eligin

_ bods ()], 726D, (5,0) + Dy (o Yl d ()],
+ Dy (x, y)2(d, (¥)y%) = Dy (x, y)yzy (d, (y) fe = 0
elde edilir.(6) da g yerine y yazilirsa

(6)

VX, ¥,2e M,Vy eT'igin

[x,d, ()], 727Dy (X, y) + Dy (X, Y)7zy[x,d, (Y)], =0
(7)
elde edilir. Vx,y e M,Vy e igin [x,d,(y)], =0 veya VX,y € M igin Di(x,y) = 0 dur.
Boylece teorem 3.2.1 den D1 = 0 veya D2 = 0 elde edilir.Ispat biter.
Teorem 3.2.3: M karakteristigi iki ve {igten farkli degismeli olmayan bir asal I" halka,
D(.,.):MxM — M simetrik bi-ttrev ve d, D(.,.) nin izi olsun.Bu durumda
VxeM,Vy el igin [d (x),x], €Z(M) ise 0ozaman D=0 dir.
1)
Ispat: (1) de x yerine x +y yazilirsa ;

[d(x+Yy).x+y], € Z(M)

(4)
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= [d(x)+d(y) +2D(x,y),x+Yy], € Z(M)
= [d(x),x], +[d(x), yI, +[d(y). XI, +[d(y). Y], + 2D(x,y), ], + 2[D(x, y). Y], € Z(M)
olur ve dolayisiyla (1) den
VXx,yeM,Vy el igin
[d(y), x], +[d(x), ], +2[D(x,y). x], +2[D(x, y). y], € Z(M) )
elde edilir. (2) de x yerine —x yazilirsa;
vX,yeM,Vy el igin
—[d(y). x], +[d(x),y], +2ID(x,y), x], = 2[D(x,y), Y], € Z(M) @)
elde edilir.(2) ve (3) toplanirsa charM # 2 oldugundan
VX,yeM,Vy el igin
[d(x),y], +2[D(x,y),x], € Z(M) elde edilir. 4)
Simdi (4) te y yerine XpX, f €' yazilirsa
[d(x), xBX], +2[D(x,xpX),x], € Z(M) elde edilir.

= xpALd(x), x], +[d(x), x], Ax = x6(d (X)7x+ xy (d (X)) + 2[xAD(X, X) + D(x, x) &, x] € Z(M)

= xpld(x), x], +[d(x), x], Bx—xB(d (x)x) + Xy (d (x) 5X)
+2xB[d (x), X1, +2[x, X], Ad(x) + 2xB(xyd (X))
—2xy (xBd (x)) + 2d (x) B[, x], +2[d (), X], A&+ 2d (x) B(xpx) — 2d (X) (xX) € Z(M)
olur ve boylece (1) den
vxe M,Vy, g el igin
6x4[d (x), X], —xB(d (x)7x) + Xy (d (x) 5x) + 2x(xyd (X))
— 2xy (xAd (x)) +2d (x) B(xpx) — 2d (X) (xX) € Z(M)
elde edilir.(5) te S yerine y yazilirsa ve charM # 2,3 oldugundan Vx e M,Vy e I"igin

(5)

xy[d(x),x], € Z(M) elde edilir.Boylece (1) ve (5) ten Vy e M,Vy eTigin
xy[d(x), X], xyy — yrxy[d(x),x], =0
= [d(x), x], xpy —[d(x),x], wx =0 elde edilir. Vx,y e M,Vy €T igin
[d(x).x], 7[x.y], =0 (6)
elde edilir. Teorem 3.2.1 in ispatinda yapilan islemler keyfi bir X ¢ Z(M) i¢in yapilirsa

vx e M,Vy eligin [d(x),x], =0 olur ve boylece teorem 3.1.1 den D = 0 elde edilir.
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3.3  Asal ve Yari-Asal Halkalarda idealler ve Simetrik Bi-

Turevler

Lemma 3.3.1 : D:R —R , R asal halkasinin simetrik-bi-tiirevi ve I, R nin sifirdan farkli
ideali olsun. Eger her x € | igin

1) aD(x) =0

i) D(x)a=0
ise o zaman a=0 veya D =0 dur.
Lemma 3.3.2 : R bir asal halka ve I, R nin sag ideali olsun. Eger I sifirdan farkli ve
degismeli ise R de degismelidir.
Lemma 3.3.3 : R asal halka charR =2 ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun.a ve b
R nin sabit iki elemani olsun.Eger axb + bxa = 0 VX € | i¢in saglaniyorsa a = 0 veya b
=0 dir.
Ispat: axb + bxa = 0 Vx e | igin saglansin.
axb = -axb Bu esitlikte x yerine xbrax alirsak a(xbrax)be I dir
a(xbrax)b = -b(xbrax)a = -b(xbra)xa = -(bxbra)xa = (axbrb)xa = axbr(bxa)
= axbraxb = axbraxb ve burada 2axbraxb = 0 charR#2 oldugundan ve R asal halka
oldugundan axbraxb = 0 buradan axb = 0 R de asal oldugundan a =0 veya b = 0 dir.
Lemma 3.3.4 : R asal halka ve charR #2 olsun ve I, R nin sifirdan farkl: bir sag ideali
olsun.
D(.,) : RXR —R simetrik bi-tirev ve d onun izi olsun. Kabul edelim ki vx e I i¢in
d(x) =01ise d =0 dir.
Ispat: Kabul edelim ki d(x) =0 ¥x e | olsun.d yi lineerlestirirsek Vx,y € |

d(x+y) = d(x) +d(y) + 2D(x,y) = 0

1)
charR # 2 oldugundan Vx,y e | igin

D(x,y) =0  dir

)
(2) de y yerine Vx,y el ve r € R igin yr alirsak

D(x,yr) =D(x,y)r + yD(x,r) =0

©)
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(3) ten yD(x,y) =0olur. Vx,yel vereR

Bir sag idealin sag carpani sifir oldugundan
D(x,)=0 xeRvereR
(4)
(4) te x yerine xr yazarsak
D(xr,r) = xD(r,r) + D(x,n)r=0
xD(r,r) =0 olur.
xD(r,r) =xd(r) xeRvereR
sag idealin sag carpani sifir olacagindan d(r)=0 V r e R ise d =0 dur.
Teorem 3.3.1 :R karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan asal halka ve I, R nin
sifirdan farkli bir ideali ve D(.,) : RxR —R simetrik bi-tlrev ve d onun izi olsun dyle ki
D(I,1) cLEger [x,d(x)] =0 ¥Vx e | ise D=0 dir.
Ispat: Lemma 3.3.2 den LR nin degismeli olmayan bir ideali olur.R asal halka
oldugundan
I da asal halkadir. Ciinkii I, R nin sifirdan farkli bir ideali idi.
[x,d(X)] = xd(x) — d(x)x = 0 Vxel ve lemma 3.3.1 den vxel icin d(x) = 0 ve
dolayistyla
lemma 3.3.4ten d(r)= 0 VreR
Teorem 3.3.2: R charR # 2,3 olan degismeli olmayan asal halka I, R nin sifirdan farkli
bir ideali ve D(.,) : RXR—R D(l,I)c | olan simetrik bi-tiirev ve d onun izi olsun. Eger
[x,d(X)]e Z(R) Vxel ise D=0 dur.
Ispat: R degismeli olmayan asal halka oldugundan Vx | icin [x,d(x)] = 0 ve teorem
3.3.1den
d(r) =0 Vr e R ve dolayisiyla D =0 olur.
Teorem 3.3.3 R, charR#2 olan degismeli olmayan bir asal halka ve I, R nin ideali
olsun. Kabul edelim ki Di(.,) : RXR—>R ve Do(.,) : RXR —R simetrik bi-ttrevler, di,d>
sirastyla D1, D2 nin izleri olsun. D1(d2(x),x) =0 Vx e | iseyaD1=0yadaD2>=0 dur.
Ispat: Lemma 3.3.4 ten di(l) = 0 veya d(l) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Boliim 3.1 deki
calismanin 3.1.3. teoremindeki islemleri aynen uygularsak buradan

d2D1(x,y) + di(X)D2(x,y) =0 Vx,y € |
®)
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di(X)ydz(x) + d2(x)ydi(x) =0
(6)
Kabul edelim ki di(l) 0 ve d2() =0 ise xq,X, e | 8yle ki di(x1) = 0 ve dz(x2) = 0 olur.
Lemma 3.3.3 ten de d2(X1) = d1(x2) elde edilir.Denklem 5 ten sadelestirilirse
d2(x2)D1(x2,y) = 0 olur.
Lemma 3.3.1 den ¥y el igin Di(x2,y) =0 Ozellikle D1(x2, X1) =0
Benzer sekilde D2(X1, X2) = 0 olur.y yerine X1 + X2 yazilirsa
di(y) = di(x1 + X2) = d1 (X1) + d1 (X2) + 2D1(X1, X2) = d1 (X1) # 0 Ayni sekilde
da(y) = d2 (X1) + d2 (x2) + Da(x1, X2) = d2 (X2) #0
Denklem (6) ve lemma 3.3.3 ten di(y) ve da(y) nin her ikisi birden sifir
olamayacagindan
di(l) = 0 veya d2(I) = 0, lemma 3.3.4 ten d; = 0 veya d> = 0 dir. Buradan da D; = 0
veya
D2 =0 elde edilir.
Teorem 3.3.4 :R yari-asal bir halka olsun.Eger d, R nin ya endomorfizmi ya da anti-
endomorfizmi olan bir tiirevi ise d = 0 dir.
Teorem 3.3.5 : R bir asal halka ve U, R nin sifirdan farkli sag ideali olsun. d, R nin bir
tirevi olmak Uzere U uzerinde homomorfizma ya da anti-homomorfizma gibi
davraniyorsa R iizerinde d = 0 dir.
Teorem 3.3.4 ve teorem 3.3.5 e gore asagidaki iki teoremin ispatin1 verecegiz.
R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli sol(sag) ideali olsun. O zaman D(.,) :

RXR —R sol(sag) R homomorfizmasi gibi davraniyor ise VX,y € I ve V r e R igin

D(rx,y) = rD(x,y)

D(x,ry) = rD(x,y)

D(xr,y) = D(x,y)r

D(x,yr) = D(x.y)r
Teorem 3.3.5 :R asal halka ve I, R nin sifirdan farkli sol(sag) ideali olsun. D(.,) :
RXR—R simetrik bi-tirev ve d R nin izi olsun.Eger D, I da bir sol(sag) R
homomorfizmi ise D = 0 dir.
Ispat: Kabul edelim ki | sol ideal ve D, | da sol R homomorfizm olsun.
rD(x,y) = D(x,ry) = D(x,r)y + rD(X,y) Vx,yelve V reR icinelde edilir.
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Buradan D(x,r)y =0 D(x,r) Vx,yelve V reR elde edilir. D(x,r) I nin sol

carpaninin
bir elemani1 oldugundan ve R asal halka oldugundan D(x,r) =0 Vxel ve VreR.
Simdi x yerine rix yazalim
0 =D(rix,r) =rnnD(x,r) + D(r,)x =D(ri,r)x Vr,neR Vxel
Buradanda V r,r € R icin D(r,r1) =0 dur.
Teorem 3.3.6 :R bir yariasal halka, D(.,) : RxR —R simetrik bi-tlirev ve d onun izi
olsun.
Eger D, R de sol R homomorfizma gibi davrantyorsa D = 0 dir.
Ispat: Kabul edelim ki D,R de sol R homomorfizma olsun.
rD(x,y) = D(x,ry) = rD(x,y) + D(X,r)y VX, y,re R=D(x,r)y=0
R nin yariasal halka olmasindan dolay1 D(x,r) =0 X,r € R dolayisiyla D = 0 dir.

3.4 Asal ve Yan-Asal Halkalarda Simetrik Bi-«-TuUrevler

Bu calisma boyunca R birlesmeli bir halka ve C, R nin merkezi olarak alinacaktir.
a : R—>R sifirdan farkli doniisiim olmak tizere [X,y] , = X (y) — yX ve
C,={ceR ca(x) =xc, ¥xeR }biciminde gosterilecek.Ozellikle 1: R—R birim
doniisiim ise C1= C ve [x,y] , = Xy-yx = [x,y] dir.Ayrica

[xyzl, = ylxz], + [xyl, @ (2) ve

[xy,z] , = x[y,z] , + [x,z]y Ozellikleri vardir. Bir d : R—>R toplamsal déniisiimii
VX, Yy € R icin d(xy) = d(X) & (y) + xd(y) 6zelligini sagliyorsa o zaman d ye bir « -tlirev
denir. Keyfi bir ae Rve Vx e Ricin da(x) = [a,x], bir (i¢) «-turevdir. D: RXR—R
bir doniisiim olsun. D(.,.) doniisiimii VX, Y,z € Rigin

D(x +y,z) = D(x,z) + D(y,z) ve D(x, y +z) = D(x,y) + D(X,2)
Ozelligini sagliyorsa D(.,.) ye bi-toplamsal déniisiim denir.
VX, Yy € R igin D(x,y) = D(y,x) ise D ye simetrik bi-toplamsal déniisiim denir.
Ayrica VX, Y,z € Rigin D(xy,z) = D(x,z) @ (y) + D(y,z) saglaniyorsa D(.,.) ye simetrik
bi- « -tirev denir.Bu durumda VX, y,z € Rigin D(x,yz) = D(x,y) « (z) + yD(X,2)

saglandig1 agiktir. D: RXR — R simetrik bi-toplamsal doniisiim olmak Uzere d(x) =



D(x,x) bigiminde tanimli olan d: R —R doniisiimiine D(.,.) nin izi denir. D(.,.)
simetrik bi-toplamsal oldugundan d(x) = D(x,x) izi VX, y € R i¢in d(x +y) =d(x) + d(y)
+ 2D(x,y) bagintisin1 saglar ve ayrica d(x) bir ¢ift fonksiyondur.

Ornek: R bir degismeli halka olsun.Bu durumda

a b
M= { (0 Oj :a,b € R} kiimesi matrislerdeki bilinen toplama ve ¢arpma islemleriyle

b 0 b
bir halkadir. ¢: M—>M (g Oj - (O 0] bir doniistim olmak iizere

D(.,.): MXM —>M

a b(fa, b 00 a 0 aa
e R = % 2= "2 |biciminde tanimlanan doniisiim
0 0)\0 O 0O OAO O 0 O

bir
simetrik bi- « -turevdir.
Lemma 3.4.1: R bir asal halka, ae R ve d:R —R bir« -tiirev olsun.Buna gore

1) U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali ve ad(U) = 0 ise 0 zaman a =0 veya d =
0 dir.

i1) U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve ad(U) = 0 ise 0 zaman a =0 veyad =0
dir.

iii) d(R)a=0ise 0 zaman a=0 veya d = 0 dir.

iv) U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali ve [a,U] =0 ise o zaman ve [a,R],=0
dir.

v)aeC veabeC ,beRiseozamana=0veyabe C_ dir.
Teorem 3.4.1 : R karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan bir asal halka o :R—>R
bir otomorfizma olmak tzere D(.,.), R nin simetrik bi-« -tirev ve d onun izi olsun.Bu
durumda Vx € R i¢in [d(x),X] =0 ise o zaman D =0 dur.

1)

Ispat: Boliim 3.1 deki (1) den (4) e kadar ayn1 islemler yapilirsa

VX, y € Rigin [d(x),y] +2[D(x,y)x] =0
)
elde edilir. Simdi (2) de y yerine xy yazilirsa

0=[d(x)xy],, +2[D(x.xy).x],
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=x[d(x).y] | +[d(X).x] | e (y) +2[d(X) e (y).x], + 2[xD(x.y).x]

= x[dXx)y] + [dXx)x], a(y) + 2dX)[a()x], + 2[dXx).x], aly) +

2X[D(x,y).X] , + 2[x,x]D(x,y) olur ve dolayisiyla (1), (2) ve charR #2 oldugundan
VX, y € Rigind(X)[« (y).X] . = 0 elde edilir.

©)
Keyfi bir x ¢ C,icin [X, (y)] = #0 dir.Ote yandan sabit bir x € Rigin
y—[X,a (y)]  doniisiimii bir « -tlrevdir.Boylece (3) ve lemma 3.4.1 (ii) den d(x) = 0
olur. xeC_ ve y¢C_alalim. x+y ¢ C,_ dir.Dolayisiyla d(y) =0 ve d(x +y)=0

olur.Boylece

0=d(x +y) =d(x) + 2D(x,y) ve

0 =d(x +(-y)) = d(x) — 2D(x,y) olur. charR # 2 oldugundan Vx e R i¢ind(x) =0
olur ve buradan D = 0 elde edilir ve ispat biter.
Teorem 3.4.2 : R karakteristigi iki ve iigten farkli degismeli olmayan bir asal halka,
o :R—R bir otomorfizma olmak lzere, D(.,.), R nin simetrik bi- « -tlirev ve d onun izi
olsun. Bu durumda vx e R i¢in [d(x),x] € C,ise 0 zaman D = 0 dur.

(4)

Ispat: Boliim 3.1 deki (6) dan (9) a kadar olan islemler aynen (4) e uygulanirsa

VX, y € Rigin [d(x),y] +2[D(x,y)x] €C,
(5)
elde edilir.(5) te y yerine x? yazilirsa

=[d(x), x*] _ +2[D(x,x*)x]  €C,

=x[d(x).x] _ + [d(X).x] o (X)+2[d(X)a (X),X]  +2[xd(X),x] €C,

=x[d(x).x], + [d(X).x], @ () + 2d(X)[a (x).X], + 2[d(x).X] , a (X)
+2x[d(x),x]  + 2[x,x]d(x) € C, olur. [d(x),X] , € C, oldugundan

[d(X).x] o (X) = x[d(x),x] dur.
Ote yandan o otomorfizma oldugundan « (X) =y olacak bicimde bir y € R vardur.
Bunu VX € Rigin yapabilecegimizden

VX, y € Rigin 6x[d(x),x] +2d(X)[y,x]eC,
(6)
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elde edilir.(6) da y yerine X yazilirsa charR # 2,3 oldugundan

vx e Rigin x[d(x),x] €C,
(7)
elde edilir.Boylece (4) ve (7) den VyeRicin Xx[d(x),X] a(y) = yx[d(x),x] ve
buradan
{xy — yx}[d(x),x] = 0 olur.Dolayisiyla VX,y e Rigin [x,y][d(x),x] = O elde edilir.
Teorem 3.4.1 deki gibi keyfi bir x ¢ C_i¢in islemler yapilirsa VX € Rigin [d(x),x] =0
ve boylece teorem 3.4.1 den D = 0 olur ve ispat biter.
Teorem 3.4.3: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve « :R—R bir otomorfizma
olmak tzere Dai(.,.),D2(.,.), R nin simetrik bi- ¢ -turevleri ve di ,d2 , Di(.,.),D2(.,.) nin
izleri olsun.
Bu durumda Vvx e Rigin D1(d2(x),x) =0
(8)
ise 0 zaman D1 =0 veya D2 = 0 dur.
Ispat: Boliim 3.1 deki (11) den (12) ye kadar olan islemlerin aynis1 (8) e uygulanirsa

VX, Yy € Rigin D1(d2(x),y) + 2D1(D2(x,y),x) =0
(9)
elde edilir.Simdi (9) da y yerine xy yazilirsa

0 = D1(d2(x),xy) + 2D1(D2(X,Xy),X)

= Du(d2(x).x) & (y) + xD1(d2(x),y) + 2D1(d2(x  (y).x) + 2D1(xD2(x.y).X)
= Da(d2(x).X) & (y) + XxD1(d2(x),y) + 2Da(d2(x,x) & *(y) + 2d2(x)Da(ex (y),x) +

2d1(X) @ (D2(x,y)) + 2xD1(D2(X,y),X)
olur ve dolayisiyla (1), (9) ve charR # 2 oldugundan

VX, y € Rigin d2(x)D1i( (y),x) + di(X) & (D2(x,y)) =0
(10)
elde edilir. (10) da y yerine yx yazilirsa

vx,y € Rigin  d2(X) @ (Y)D1(e (X),x) + du(X) e (y) e (d2(x)) =0

11)
elde edilir. « otomorfizma oldugundan « (X) = z olacak bigcimde bir zeR vardir.O
halde
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VX, Y,z € Rigin da(X) a (y)D1(z,X) + di(X) & (y) e (d2(x)) = 0
(12)
dir.(12) de z yerine — z alinirsa
VX, ¥,z eRigin - dz(X) o (y)D1(z,x) + di(X) () & (d2(x)) = 0
(13)
elde edilir.(12) ve (13) toplanirsa charR # 2 oldugundan
VX, y € Rigin di(X) & (y) & (d2(x)) = 0
(14)
elde edilir.Varsayalim ki d1 = 0 ve d2 0 olsun.Bu durumda d1(X1) # 0 ve da(x2) =0
olacak bigcimde X1 ve xoe R vardir.Boylece (14) de x yerine x2 yazilirsa;
di(X2) @ (y) a (d2(x2)) = 0 olur ve dolayisiyla d2(x2) #0 ,R asal halka ve « otomorfizma
oldugundan di(X2) = 0 dir.O halde (10) da x yerine x» yazilirsa di(x2) =0 olur.
vy e Rigin dz2(x2)Di(ex (y), X2) =0
(15)
elde edilir.Ote yandan sabit bir x2 e R ve VyeRicin y— Di(a(y), x2) bir -
tirevdir.
Boylece (15) ve lemma 3.4.1 (ii) den Vy e Ricin Di(a (y), X2) = 0 dir. O halde x1,
X2e Rigin
D1(X1,x2) = 0 dir.
Simdi tekrar (14) te x yerine x1 yazilirsa di(x1)) #0, R asal ve a otomorfizma
oldugundan dz(x1) = 0 dir.Dolayisiyla (10) da x yerine x1 Yyazilirsa da(x1)) = 0
oldugundan
vy € Rigin di(x1) @ (D2(x1,y)) =0
(16)
elde edilir. (16) da y yerine yz yazilirsa
0 = di(X1) @ (D2(x1,yz))
= du(x1) & (Da(x1,y) e (2) + yDa(x1,2))
= di(xi){ @ (Da(xw,y) & *(2) + e (y) @ (D2(x1,2))}
= di(X1) & (D2(x1,y) @ %(2) + di(x1) & (Y) @ (D2(X1,z)) olur.Dolayisiyla (16) dan
VY, z € Rigin di(X1) @ (Y) a (D2(x1,z)) =0 olur.
(17)
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di(x1) #0, R asal ve a otomorfizma oldugundan D>(X1,z) = 0 ve dolayisiyla
D2(x1, X2) = 0 elde edilir. x; + X2 = z olsun. O halde
d1(z) = d1(X1 + X2) = d1(x1) + d1(x2) + 2D1(X1.X2) = d1(X1) #0
d2(z) = da(X1 + X2) = d2(X1) + d2(X2) + 2D2(X1.X2) = d2(X2) #0
olur.Boylece (14) ten ve R asal halka oldugundan di(z) ve d2(z) ayn1 anda sifirdan farkli
olamaz.O halde d1 = 0 veya d2 = 0 olmak zorundadir.Béylece D1 = 0 veya D2 = 0 dir.
Ispat biter.
Teorem 3.4.4 : R 2-torsion free bir yari asal halka, « :R—R bir idempotent
otomorfizma olmak tzere, D(.,.), R nin simetrik bi- ¢ -tlirev ve d onun izi olsun.Bu
durumda
VX € Rigin D(d(x),x) = 0 ise 0 zaman D = 0 dir.
Ispat:Teorem 3.4.3 de D1 = D2 alinip islemler yapilirsa (14) ifadesi
VX, ¥y € Ricin d(X) a (y)  (d(x)) =0
(18)
olur. & :R—R bir idempotent otomorfizma oldugundan
VX, y € Rigin d(x)yd(x) = 0 elde edilir.
(19)
Boylece R yari-asal halka oldugundan VX € Rigin d(x) = 0 ve dolayisiyla D = 0 olur.
Teorem 3.45 : R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve a:R—R bir
otomorfizma olmak (zere Daf(.,.),D2(.,.), R nin simetrik bi-« -turevleri ve di ,d2 ,
D1(.,.),D2(.,.) nin izleri olsun.
Budurumda Wx e Rigin di(d2(x)) = f(x)
(20)
olacak bicimde izi f(x) olan R nin bir B(.,.) simetrik bi-toplamsal doniisiimii varsa o
zaman
D1 =0 veya D2 =0 dur.
Ispat: (20) ifadesini lineerlestirip Bliim 3.1 deki islemler yapilirsa
VX, y € Ricgin Di(d2(x),y) + 2d1(D2(x,y)) =0
(21)
VX, y € Ricin D1(d2(x),D2(x,y)) =0
(22)
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Vx e Rigin di(d2(x)) =0
(23)
elde edilir. (22) de y yerine yx alinirsa
0 = Da(d2(x),D2(x,yx))
= D1(d2(x),D2(x,y) (X)) + D1(d2(x),yd2(x))
= Da(d2(x),D2(x,y)) @ 2(X) + D2(x,y)D1(d2(x),x (X)) + Di(d2(X),y) & (d2(x))
+ydi(d2(x))
olur dolayisiyla (22) ve (23) den
VX, y € Ricin D1(d2(x),y) & (d2(x)) + D2(x,y)D1(d2(x), e (X)) =0
(24)
elde edilirr o otomorfizma oldugundan a(xX) = z olacak bicimde bir
ze Rvardir.Dolayisiyla
VX, Y,z € Rigin Di(d2(x),y) & (d2(X)) + D2(x,y)D1(d2(x),z) =0
(25)
olur.(25) te z yerine —z yazilirsa
VX, Y,z € Rigin D1(d2(x),y) e (d2(x)) - D2(x,y)D1(d2(x),z) = 0
(26)
elde edilir.(25) ve (26) toplanirsa ve charR # 2 oldugu da kullanilirsa
VX, y € Rigin D1(d2(x),y) & (d2(x))
(27)
elde edilir.(27) de y yerine yz yazilirsa
0 = D1(d2(x),yz) & (d2(x))
= D1(d2(X),y) & (z) & (d2(x)) + yD1(d2(x),z) & (d2(x))
olur ve dolayisiyla (27) den
VX, Y,z € Rigin D1(d2(x),y) & (z)  (d2(x)) = 0 elde edilir.Buradan
VX € Rigin D1(d2(x),x) = 0 oldugunu gostermek istiyoruz.Varsayalim ki en az bir
X1€ Rigin
D1(d2(x1), X1) #0 olsun.Bu durumda ¥y e R igin D1(d2(X1), X1) & (z) e (d2(X1)) = 0
elde edilir. D1(d2(x1), x1) #0, R asal ve & otomorfizma oldugundan d>(x1) = 0
dir.Boylece

d2(x1) = 0 ise 0 zaman D1(d2(X1), X1) = D1(0, X1) = 0 olacagindan c¢eliski elde edilir.
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O halde V¥x e Rigin D1(d2(x),x) = 0 dir. Dolayisiyla teorem 3.4.3 ten D1 = 0 veya
D2=0 dir.
Teorem 3.4.6 : R karakteristigi iki ve ligten farkli bir yar asal halka, «:R—R bir
idempotent otomorfizma olmak lzere D(.,.), R nin simetrik bi-« -tlrevi B(.,.) simetrik
bi-toplamsal doniisim ve sirasiyla d ve f, D ve B nin izleri olsun.Bu durumda
Vx € Rigin d(d(x)) = f(x) ve
da = adise 0o zaman D =0 dur.
Ispat:Teorem 3.4.5 te D1 = D2 alinirsa (22) ve (23) ifadeleri
VX, y € Rigin D(d(x),D(x,y)) =0
(28)
Vx € Rigind(d(x)) =0
(29)
olur. (28) de y yerine yz yazilirsa
0 = D(d(x),D(x,yz))
= D(d(x).D(x,y) er (2)) + D(d(x),yD(x,2))
= D((X).D(xy))a?(z) + D(xy)D(d(x),x(2)) + D(d(x)y)a (D(x,2)) +
yD(d(x),D(x,2))
olur ve dolayisiyla (28) den
VX, Y,z € Ricin + D(X,y)D(d(x), & (z)) + D(d(x),y) « (D(x,2)) =0
(30)
elde edilir.(30) da z = d(x) alinirsa 2 >= o ve da = a d oldugundan (29) dan
VX, y € Ricin o (D(d(x),y)D(d(x),x) =0
(31)
elde edilir. & otomorfizma oldugundan (31) de y yerine xy alinirsa (31) den
VX, y € Ricin D(d(x),x)yD(d(x),x) =0
elde edilir.Boylece R yar1 asal oldugundan VX e Ricin D(d(x),x) = 0 ve dolayisiyla

teorem 3.4.4 ten de D = 0 olur ve ispat biter.

Bu bolimden sonraki boliimlerde daha Once ispatli veya ispatsiz olarak verilen

caligmalarin 15181inda yapmis oldugumuz ¢alismalar1 verecegim.
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3.5 Asal Gamma Halkalarda Simetrik Bi —Turevler

Bu ¢aligmada Young Bae Jun un asal halkalarda simetrik bi tiirevle yaptig1 ispatlar asal
gamma halkalara tagidik. Bu ¢alisma boyunca R birlesmeli halka olacak.
[X,y] = xy —yx ve [X,y] , = XyY - Yy x komutatorleri tanimlanacak.
D(.,.) doniisiimii D(x,y) = D(y,x) sartin1 sagliyorsa D ye simetrik doniisiim denir. Bu
calisma boyunca D simetrik olarak alinacaktir. d(x) = D(x,x) olarak tanimlanan d:R —-R
fonksiyonuna D nin izi denir.Eger D, bi-toplamsal bir doniisiim ise o zaman

d(x +y)=d(x) + d(y) + 2D(x,y) oldugu agiktir.
Eger D fonksiyonu

VX, Y,z R icin toplamsal ve D(x 7 y,z) = D(X,z) 7y + Xy D(y,z)
sartin1 saglarsa o zaman D ye gamma halkalarinda simetrik bi- tlirev denir.
Lemma 3.5.1: R karekteristigi ikiden farkli bir asal gamma halka olsun.D(.,.) simetrik
bi- tiirev ve d de D(.,.) nin izi olsun. Eger U, R ninayd(U) =0{d(U)ya=0}
saglayan bir ideali ise 0 zaman a =0 veya d = 0 dir.
Lemma 3.5.2: R karekteristigi ikiden farkli bir asal gamma halka olsun.D(.,.) simetrik
bi- tiirev ve d de D(.,.) nin izi olsun. a, R nin sabit eleman1 olsun.

i) Eger VaeR igin[ad(x)], =0ise 0zaman aeZ veyad =0 dir.

i) Vx e R igin [a,d(x)], € Z ved iziicind(a)=0 ise 0 zaman a € Z dir.
Lemma 3.5.3 : R bir asal gamma halka a,b,c €R olsun. Eger VxR i¢cinayxyb =

CyXyaiseozamana=0veyab=c dir.
Lemma 3.5.4 : R karakteristigi ikiden farkli asal gamma halka di ve d2 de Da(.,.) ve
Da(.,.) simetrik bi-tlrevlerinin izleri olsunlar. Eger y € T" igin
di(x) 7 da(y) = d2(x) 7 du(y)
1)
esitligi saglaniyor ve d1#0 ise 0 zaman d2(x) = A y di(x) olan A €C, vardir.
Ispat: VXx,y,z € R igin di(x) y d2(y) = d2(x) 7 di(y) oldugunu kabul edelim.
Bu esitlikte y yerine y + z koyarsak
d1(x) ¥ D2(y,z) = d2(x) ¥ D1(y,z) elde ederiz.
2)
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Bu esitlikte z yerine z y y yazar ve simetrik bi tlirev 6zelliklerini kullanarak agarsak

di(X) y zy d2(y) = d2(x) y zy di(y) elde edilir.
3)
Bu esitlikte de y yerine x alirsak
di(X) ¥ zy d2(x) = d2(X) y zy d1(x) elde edilir.
(4)
Eger di# 0 ise 0 zaman dz(x) = A (x) y di(x) olan A(x) € C, vardur.
O zaman sonug olarak d1(x) # 0 ve di(y) # 0 ise 0 zaman (3) ten
(A(y) = A(X)) ¥ zy du(y) = 0 dir.R asal halka oldugundan ve lemma 3.5.1 den
A(y) = A(x) elde edilir.
Bu da bize gosterir ki d1#0 ise 0 zaman dz(x) = 4 ydi(x) olan A e C, vardir.
Diger taraftan kabul edelim ki d1(x) = 0 olsun. (3) ten di(y) # 0 oldugundan ve R asal
gamma halka oldugundan dz(x) = 0 elde edilir.Sonug olarak yine d2(x) = A y d1(x) olan
A€ C vardir.
Teprem 3.5.1 : R karakteristigi ikiden farkli asal gamma halka ve d1#0, d2, d3, d4=0
da D4(.,.),D2(.,.),D3(.,.),Da(.,.) simetrik bi-tiirevlerinin izleri olsunlar. Eger y € I i¢in
di(x) 7 d2(y) = d3(x) 7 da(y)
()
esitligi saglantyor ise o zaman da(X) = 4 y da(x) ve d3(X) = 4 ydi(x) olan A€ C,
vardir.
Ispat: x,y,z,we R ve di(x)y da(y) = ds(x) y da(y) olsun.
Bu esitlikte y yerine y + z yazarsak
di(x) y D2(y,z) = d3(x) ¥ Da(y,z) elde ederiz.
(6)
Bu esitlikte z yerine z y y yazarsak ve (6) y1 tekrar kullanirsak
di(X) y zy da(y) = da(x) ¥ zy da(y) elde edilir
(7)
Bu esitlikte de z y da(w) yazarsak
di(X) 7 2y da(w) 7 d2(y) = d3(x) y zy da(w) y da(y) = di(x) 7 zy d2(w) y da(y) elde

edilir.
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Bu esitlikte soldan di(X) y z parantezine alirsak
di(X) y zy (da(w) y d2(y) - d2(w)  da(y)) = O elde edilir.
d1# 0 oldugundan ve R asal gamma halka oldugundan
da(w) ¥ d2(y) = d2(w) y da(y) elde edilir. Burada lemma 3.5.4 (i uygularsak
d2(y) = A yda(y) olan 1€ C, vardir.
(7) dende (A ydi(X) - d3(X))y zy da(y) = 0 elde edilir.Yani A y di(x) = da(x) tir.
Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.5.2 : R karakteristigi iki ve iigten farkli asal gamma halka d de D(.,.) simetrik
bi- tiirevinin izi olsun. R nin sabit a elemani i¢in ve d(a) =0 iken Vx € Rigin
d(x)yayd(x) =0
(8)
saglaniyorsa o zaman ae Z dir.
Ispat: (8) denklemini lineerlestirir ve tekrar (8) i kullanirsak Vx,y € Ricin
d(x) 7 ay d(y) + 2d(x) y ay D(x,y) + d(y) y ay d(x) + 2d(y) y ay D(x.y) +
2D(x,y) y ay d(x) + 2D(x,y) y ay d(y) + 4D(X,y) y ay Dx,y) = 0 elde edilir.
(9)
Bu esitlikte x yerine —X yazarsak
d(x) 7 ay d(y) - 2d(x) y ay D(x,y) + d(y) y ay d(x) - 2d(y) y ay D(x.y) -
2D(x,y) y ay d(x) - 2D(x,y) y ay d(y) + 4D(x,y) y ay Dx,y) =0 elde edilir.
(10)
(9) ve (10) u taraf tarafa toplarsak ve charR = 2 oldugunu kullanirsak
d(x) yay d(y) + d(y) yay d(x) + 4D(x,y) y ay D(x,y) =0 elde edilir.
(11)
Simdi (11) de x yerine x + y yazip agarsak, (8) ile (11) ve charR#2 oldugunu
kullanirsak
D(x,y)yayd(y) + d(y)yay D(x,y) + 2d(x) yay D(x,y) + 2D(x,y) yay d(x) = 0
(12)
olur.

(12) de y yerine x +y yazip (8), (11),(12) yi kullanirsak
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D(x,y) yay d(x) + d(x) 7 ay (Dx,y) = 0 elde edilir.

(13)
(13) te y yerine y ¥ z yazarsak ve D(X,y) y ay d(y) = -d(y) y ay D(x,y) ve
D(z,y) y ay d(y) = -d(y)aD(z,y) oldugu da hatirlanirsa

D(xy)y [zayd(y)], =[xd(y)ya], »D(zy) elde edilir.
(14) (14) te x yerine X yw yazilirsa ve (14) kullanilirsa

D(x,y) ywy [z,ay d(y)], = [x,d(y)ya], ywy D(z,y) elde edilir.
(15)

Bu esitlikte de z yerine x alinirsa

Dx,y) ywy [x,ayd(y)], =[x,d(y)ra], ywy D(x,y) elde edilir.

R asal gamma halka oldugundan D(x,y) =0 veya [x,ayd(y)], = [x,d(y)ya], =0 dur.

Diger bir deyisle A={xeR:D(xy)=0}veB={xeR:[xayd(y)-d(y)ra], =0}

R nin altkiimeleri olsun. O zaman R bu iki kiimenin bileskesidir.

R halkas1 bu iki kiimenin bileskesi olarak yazilamayacagindan R = A veya R =B dir.
R = A olamayacagidan R =B dir. Yani [a,d(y)], € Z elde edilir. Lemma 3.5.2 (ii)

den aeZdir.

3.6 Gamma Near Halkalarda I - (c,7) - TUrev

Bu c¢alismamizda ispatsiz olarak bolim 2.5 de verilen ispatlar T'—(o,7) - tlreve
taginarak yapilmistir. Tiim Near halkalar soldan dagilma 6zeligine sahiptir. I'- Near
halka asagidaki 6zelliklere sahip olan (M ,+,y) Uclusudur.

Q) (M,+) gruptur.

(i) " bostan farklidir ve M tizerinde iki islem tanimlidir 6yle ki (M ,+, ) bir
Near halkadir.

@) (xpy)z = xp(yyz) dir. vx,y,zeM, p,yel



LXI

M, T - Near halkas1 icin M, ={xeM :0x=0, Vy eI} kiimesi M nin sifir
simetrik kismidir. Eger M = M ise M ye sifir simetrik denir.

Eger VXxe M,ueU icin xu eU oluyorsa M, TI' - Near halkasinin U alt kiimesine sol

invaryant denir.

Eger Vxe M,ueU igin upx eU oluyorsa M, T - Near halkasinin U alt kiimesine sag

invaryant denir.
Hem sol hem de sag invaryant ise o zaman U ya invaryant denir.

Eger Vxe M igin XLMI'y =0 iken x=0 veya y =0 oluyorsa o zaman M ye asal T -
Near halkasi denir.

Mve M T- Near halkalar ve d:M —-> M dix+y)=d(x)+d(y) ve
d(xpy) =d(x)yd(y) oluyorsa d doniisiimiine I' - Near halka homomorfizmi denir.
I'-(o,7) tirev d(xpy)=d(X)yo(y)+7(x)yd(y) sartin1 saglayan toplamsal bir
endomorfizmadir.

c e M igin d(c) =0 oluyorsa c ye sabit denir.
S, M T - Near halkasinin alt kiimesi ve d, M de T'—(o,7) tlrev olsun.Vvx,y € S igin
d(xpy) =d(x),d(y) oluyorsad, S Gzerinde I' homomorfizmi olarak etkir denir.

Bu calismamiz boyunca M, I' - Near halkasinin sifir simetrigi olacak ve C olarak da M
nin ¢arpimsal merkezini gosterecegiz.
Ciony ={XeM xyo(m)=z(m)yx VmeM,y eI}
X,y e M,y eI icin [X, VI, ., = Xyo(y) —z(y)yx komutatdrii olarak tanimlanacaktir.
(X,y)=x+y—x-y ile toplamsal grup komutatori gosterilecek.
Diger kullanilacak olan komutatorler de soyledir.

[X, Y] ) = X (y) = 2(y)X

[x, ], =Xxyy—yrx

[X, y]=xy —yx

[X Y72}y = TNVX ZLs ) +[X0 Y]io ) 70(2)

XY, 2)io. ) = X21Y: 2Ly + DX 2 (D)) 7y

Lemma3.6.1: VX,ye M,y,B €T igineger z €C ise 0 zaman
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(27X Yoy = 271X Y]y dir.

Lemma 3.6.2: M asal T" - Near halka olsun.

0] z € C {0} ise z sifir bolen degildir.

(i) ze C/{0}, z+z €C olan eleman olsun.O zaman (M,+) Abeldir.

(i) zeCHO}ve x de xzeC veya zxeC olan elemani ise o zaman
xeC dir.
Lemma 3.6.3: VX,y,ze Mvey,uel icin M Uzerindeki her d T'—(o,7) tlrev igin
asagidakiler saglanir.

i) (xyd (y) +d(x) )z = xpd (y) iz + d (X) pyz

i) Ay +xd(y)z = d(X)yez + xyd(y)
Lemma 3.6.4: M 2-torsion-free asal ve d, I'—(o,7)tirev ve d, ove 7 ile komute

edilebiliyor olsun. d?> =0 ise d = 0 dur.
Ispat: Vx,y e M,y T olsun. Hipotezden

0=d”*(xp) = d(d(x)yo(y) + 7(x)d ()
=d* (x)yo(y) + 7(d(x))d(c(y) + d(z(x)yo(d(y) + 7(x)d” (¥)
Kabulleri kullanirsak
0 =7(d(x)yd(c(y)) +d(z(x))yo(d(y))
=27(d(x))yo(d(y))
= 7(d(x))yo(d(y))
elde edilir.
Bu esitlikte y yerine yfz yazilirsa
0 =z(d(x))yo(d(ypz))
=17(d(x))yo(d(y)po(z) + 7(y) fd(2))
=1(d(x)yo(d(y)po(z)) + 2(d(x))yo(z(y) fd(z))
= 1(d(x)yo(z(y) fd(2))
= 7(d(x))TMT o (d(2))
M asal halka oldugundan d(x) =0 veya d(z)=0 ise d =0 dur.

Lemma 3.6.5: d, M de I'—(o,7)tlrev olsun.u e M de sol bolen olmasin. Eger
[u,d(W)],.., =0 ise ozaman (x,u) M de sabittir.

Ispat: xe M,y €T olsun.O zaman



LXII1
duy(u+x))=dw)yo(u+x)+r(u)yd(u + x)

=dW)yo(u) +d(u)yo(x) + z(u)yd (u) + 7(u)yd (x)
ve

d(uyp +up) = d(uyp)+d(uy)
=du)yo(u)+ v(u)yd(u) +d(u)yo(x) + v(u)yd (x)

elde edilir.

Sol taraflar esit oldugundan sag taraflar da esit olmalidir.

0 =7(u)yd (u) + 7(u)yd (x) — 7(u)yd (u) — 7(u) yd (x)
= 7(u)yd ((x,u))
elde edilir.

u sol bolen olmadigindan d((x,u)) =0 oldugundan (x,u) sabittir.
Teorem 3.6.1: d, M de I'—(o,7)tirev ve M nin sifir boleni olmasm. Eger
xe M,y el icin [x,d(X)], ., =0 ise 0 zaman (M ,+) Abeldir.
Ispat: a,be M icin c=(a,b) toplamsal komutator olsun.O zaman lemma 3.6.2 den ¢
sabittir. Yani d(c) =0 dir. wyc = (wya, wyc) oldugundan wyc de sabittir. O zaman

0=d(wyc) =d(w)yo(c)+t(w)yd(c)

=d(w)yo(c)

elde edilir.
d(w) #0 oldugundan ve M nin sifir béleni olmadigindan ¢ = 0 dir. Dolayisiyla (M ,+)
Abeldir.
Teorem 3.6.2: M asal ve d, M de I'—(o,7)tlirev olsun. Eger d(x)eC ise (M,+)

Abeldir. Eger M 2-torsion-free ise 0 zaman M degismelidir.

Ispat: c bir sabit ve X bir sabit olmasin. O zaman

d(xyc) =d(x)yo(c) + (x)yd(c)
=d(x)yo(c)eC

elde edilir.

d(x) e C/{0} oldugundan ve lemma 3.6.2 (iii) den ¢ € C/{0} dur.

d(c+c) =0 oldugundan lemma 3.6.2 (ii) den (M ,+) Abeldir.

Simdi 0 tek sabit olsun. u da sifir bélen olmasin. x € M,y € I" olsun. O zaman

duy(u+x))=dw)yo(u+x)+r(u)yd(u + x)
=dwyo(u)+dw)yo(x)+r(u)ydu) + 7(u)yd(x)
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ve

d(uym +uyx)=dum)+d(up)
=dw)yo(u)+ r(u)yd(u) + d(u)yo(x) + t(u)yd(x)
elde edilir.

Hipotezden yani d(x) € C oldugundan
0=7@)y(d(x)+d(u)—d(x)-du))
=uy(d(x+u—x—u)
= uyd((x,u))
elde edilir.
u sifir bolen olmadigindan d((x,u)) =0 elde edilir. O zaman (x,u)=0 dir.Yani
ueC(M) ise (M,+) min merkezindedir.
Simdi x sifirdan farkli bir eleman olsun. d(M) < C oldugundan lemma 3.6.2 (i) den
d(x) sifir bolen degildir. Buradan d(x) e C(M)dir. 0= y € M olsun.
0=d(x)+d(y)—d(x)-d(y)
=d((x,y))
elde edilir.

Buradan (x, y) =0 oldugundan (M ,+) Abeldir.
Hipotezdeki x yerine g eI igin xfy yazarsak
0=[d(xBY). 2],y =[d(X) o (y) +z(x) fd(Y). [,
=[d()Ba(y). 2], o +[z() Bd(Y). ],
komutator 6zelligini kullanarak bu ifadeleri agarsak

O zaman lemma 3.6.2 (i) den Vx,y,ze M, B,y €T igin
d) LY. 2k, = d(y) ALz, XJ,.

elde edilir.

Bu esitlikte x yerine d(x) yazarsak ve hipotezle karsilastirirsak

0=d*(x) ALy, zI,., olur.
Simdi M nin degismeli olmadigim1 kabul edelim.y,ze M alalim o&yle ki

[y,z]’ . ., #0olsun.

(o.7)
Merkezsel d*(x) elemam sifir bolen olmadigindan d°(x)=0 olur. O zaman lemma

3.6.1den d =0 elde edilir. Fakat bu ¢eliski oldugundan M degismelidir.
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Lemma 3.6.6: M asal ve x,y e M olsun. Eger xeC ve xI'y =0 ise 0 zaman

x=0veya y=0 dir.

Ispat: Aciktir.

Teorem 3.6.3: M asal ve d, I'—(o,7)-tirev olsun. Eger [d(x),d(Y)],. =0 ise o
zaman (M ,+) Abeldir.

Ispat: [d(x),d (V].-) =0 oldugundan w ve w + w ile komute edersek

0=[wdx+y)], . =wyd(x,y) eldeedilir.
w— d(z) alirsak Vx,y,ze M,y €T igin
0=d(z)yd(x+ y) elde edilir.
z — zfv alir ve lemma 3.6.3 (i) yi kullanirsak

0=d(zpv)rd((x,))
=d(z)Bo(v)rd((x,y)) +7(x) fd (v)yd ((x, y))

elde edilir. O zaman M nin asalligindan d((x, y)) = 0 elde edilir.

zy(x,y) de toplamsal komutator oldugundan

0=d(zy(x,y))
=d(2)yo(x,y) + 7(2)pd ((x, y))
=d(2)yo(x,)
elde edilir. Yine M nin asalligindan (x,y) =0 dir. Buda (M,+) Abel demektir.
Lemma 3.6.7: M asal ve U # {0} M nin sol (sag) invaryanti olsun. Eger U < C ise M
degismelidir.
Ispat: M nin merkezcil sol invaryant: ayn1 zamanda sag invaryant oldugundan U = {0}

1 sag invaryant olarak da alabilirizz. xeM,ueU,y €' olsun. Hipotezden

[ux] =0 dir.

(0:7)
u —> ufy yazarsak
0=[uBy,x]i,., =upBly,xl,., eldeedilir.
U # {0} oldugundan lemma 3.6.5 ten [y,X];, , =0 elde edilir.Bu da ispat1 bitirir.
Teorem 3.6.4: M asal 2 torsion free ve U # {0} M nin sol (sag) invaryanti, d de
I' - (o, 7) -tiirev olsun. Eger d(U) < C ise M degismelidir.

Ispat: xe M,ueU,y T olsun. Hipotezden [d(u), x];,.,, =0
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u —> ufu yazarsak

2[d(u)pu,x]’_ ., =0 elde edilir.

(o.7)

M 2- torsion free asal oldugundan Vx e M,u e U,y €T igin
[d(u)Bu,x];,., =0 elde edilir.

Lemma 3.6.2 (i) den de d(u)B[u, x];,.,, =0 elde edilir.

Hipotezden bu esitlikten ve lemma 3.6.5 ten Vxe M,u e U,y €T igin
[u, x];,.., =0 elde edilir.

Sonug olarak lemma 3.6.5 den M degismelidr.

3.7 Asal Gamma Halkalarda Yar1 — TUrevler

Yar1 — tiirev ilk olarak J.Bergen tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢alismada J.Bergen
tarafindan ve boliim 2 de ispatsiz olarak verdigimiz yari-tiirev ispatlarini asal gamma
halkalara tasidik.

Tammm 3.7.1: Toplamsal f fonksiyonuna g fonksiyonu ile asagidaki o6zellikleri
sagliyorsa

yar1 — tirev denir.

f(xpy) = F0)a(y) + X1 (y)
= f () +9(x)A(y)

(i) Fg(x)=g(f(x)

Acik olarak tiirev bir yari- tiirevdir ama yari -tlirev bir tiirev degildir. f =g —1 almursa

(i)

f yari-tiirevdir ama tiirev degildir.

Lemma 3.7.1: a e R asal gamma halka ve f =0 yari - tirev olsun.
af(x)=0 (f(x)a=0) ise ozaman a =0dur.
Ispat: acR ve a)f (x) =0 olsun.

af (xpy) = ay (09 (y) + xA (y))
=ayf (x)g(y) +apA (y)

ayxf (y) = ayf (xpy) —ast (x)9(y)

Buradan hipotez kullanilirsa



LXVII
ayf (y) =0 yani al'RI'f (y) =0 elde edilir.

R asal gamma halkasi oldugundan da a=0 veya f =0 dir. f #0oldugundan
a=0dur.

Teorem 3.7.1: f #0, g fonksiyonu ile yar1 — tlirev olsun. g bir T" - homomorfizmdir.

Ispat: f #0, g fonksiyonu ile yar1 — tiirev olsun. O zaman
fey(x+y) = f2x+y)+z (x+y)
= f(-(x+ )+ 2f (X) + 25 ()
ve
Sy(x+y) = fzm+zp)
=fzm)+ f(zp)
= () +2f )+ () + 27 ()
Taraf tarafa ¢ikarirsak
0= f(z))/[g(ery) —g(x) —g(y)] elde edilir. f#0 oldugundan ve lemma
3.7.1den
0=g(x+y)—g(x)—g(») ve dolayisiyla
g(x+y)=g(x)+ g(y) elde edilir. Yani g toplamsaldir.
Simdi g nin ¢arpimsalligini gosterelim.

S(Cep)yz) = gxp)f (2)+ f(xp)yz
=g (2)+ gy W+ f(XDprz

ve

Sxy(y2) =gy (vz) + f(Owrz
=gy @)+ fDMr)+ f()wrz
=g(X)EMY (2)+ gDy W+ f(X)p)z

Taraf tarafa ¢ikarirsak
0=(glxp)—g(x)—g(»)y (z) elde edilir. Lemma 3.7.1 den de
g(xw) = g(x)yg(y) dir. Bu da g carpimsal demektir.

Bu iki ifadeden g bir T - homomorfizmdir.

Lemma 3.7.2: f#0 ve R, f(R)c Zsartin1 saglayan asal gamma halkas1 ise R
degismelidir.

Ispat: f(R) < Z olsun.

fep)=f(x)e(y)+xy(v) e Z Buifadeyi x ile komute edersek
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0=(f(0)g(y)+xy (Y —xy(f(x)g(y)+x1 (»))

0= f(g(W)p+xy (Ve —xyf (Ore(y)—xmy (y)  elde edilir.
f(R) < Z oldugu kullanilirsa

0= f(x)7[x,g(y)], elde edilir.

g orten oldugundan g(y) = y alabiliriz. R asal oldugundan

f(x)=0 veya [x,y], =0elde edilir.
K ={x:f(x)=0} ve L={x:[X,y], =(0}olarak tanimlarsak R = K U L dir. Hipotezden
R = L olmak zorundadir.
Vx,y € R igin [X,y], =0 olmast R=Z olmasi demektir. Bu ise R nin degismeliligi
demektir.
Teorem 3.7.2: f#0 yan — tirev ve [f(R), f(R)], =0 olsun. Eger R, charR# 2 olan

asal gamma halkasi ise o zaman R degismelidir.

Ispat: [f(R), f(R)], =0 olsun.

0=[f(x), f(yyf(2))],
=[T (), Ty F@)+a(y)r ()],
=[F (), TV T @), +[F (), 907 F*(2)],
=[F (), Ty @)+ FIEX), T, + 9T X, 2@, +[F(x), 9], 7 F*(2)
elde edilir. g 6rten oldugundan g(y) = y alabiliriz.
0=[f(x),yl 7 f?(z) dir. Bu esitlikten
f(R)c Z veya f*(R)=0 elde edilir.
f(R)c Z ise lemma 3.7.2 den R degismelidir. f>(R)=0 ise o zaman charR#2
oldugundan f =0 dir bu da ¢eliski oldugundan R degismelidir.
Teorem 3.7.3: f # 0 yar1 —turev ve a € R asal gamma halkasi olsun. ay/(R) < Z ise

0 zaman a =0 veya R degismelidir.
Ispat: Kabul edelim ki a ¢ Z olsun. Hipotezden
ayf(R) < Z ise ayf (x)ya = ayf (x)ya dir. O zaman
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ayf([a,x],) =ay([a ()], +[f(a),g(x)],)
=ay[f(a),g(x)],

elde edilir.
ay f([a,x],) € Z oldugundan ay[f(x),g(x)], € Z dir.
g orten oldugundan ay[f (a),x], € Z dir.
z — x)f (a) yazarsak
ay[f(@),xyf(a)l, =ay[f(a),x],»f(a)eZ dir
ay[f(a),x], € Z idi. Buradan
ay[f(a),x], =0 veya f(a)e Z dir.
Her iki durumda da ay[f(a),x], =0 dir. a # 0 oldugundan f(a) € Z dir.
Kabulden ayf(a)eZ idi. O zaman f(a)=0 veya aeZdir. Ama agZ kabul
etmistik. Onun i¢in f(a) = 0 dur.
Simdi x e R igin f(ax) = f(a)yg(x)+ay (x)=ay (x) e Z dir.
ayf (ayx) € Z oldugundan f(ayx)=0 dir. Clinkii a = 0 idi. O zaman ayf(x) =0 dir.
a # 0 oldugundan ve lemma 3.7.1 den f =0 ¢ikar. Bu da geliskidir. Yani a € Z dir.
f(R) < Z ise de lemma 3.7.2 den R degismelidir.
Sonug 3.7.2: d, R asal gamma halkasinda tiirev olsun. a€ R de ayd(R) < Z sartini

saglasin. O zaman a =0veya R degismelidir.
Sonug 3.7.3: R, g + 1 epimorfizmasi ile asal gamma halkasi olsun. a € R ve

ay(g(x) —x) € Zolsun. O zaman a =0veya R degismelidir.
Teorem 3.7.4: aeR, f # 0yar —tlrev olsun.[a, f (R)], =0 ise aeZ dir.
Ispat: Kabul edelim ki a ¢ Z olsun. O zaman
0=[a, f(xy f(y)],
=[a, f () F(y)+g()r F*(y)],
=[a, f () F(V)], +[a, g(x)], 7 F*(y)
g Orten oldugundan

0=[a, x]y)/fz(y) dir. ae¢Z oldugundan ve lemma 3.7.1 den f?(y)=0 dir.

charR #2 oldugundan f =0 dir. Bu geliski olur. O zaman a e Z dir.
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Teorem 3.7.5: aeR, f # 0yar —tlrev olsun.[a, f (R)], = Z ise aeZdir.

Ispat: Kabul edelim ki a & Z olsun. Hipotezden [a, f ([a, x],)], e Z dir.

[a, f([a,x],)], =[a,[a T(x)],], +[a.[f(a),g(x)],],
=[a,[f(a).9(¥)]],

elde edilir. Yani g orten oldugundan [a,[f(a),x],], € Z dir.

Burada iki tane i¢ tiirevin bileskesi R yi Z ye gonderir. Daha genel olarak ya aeZ ya
da f(a) e Z dir. ag Z oldugunu kabul ettigimiz i¢in f(a) e Z dir.

xeR icin [a, f(ayx)], € Z dir. Bu ifadeyi agar ve a nin f(a) ile komute edildigini
kullanirsak

[a, f(@)yg(x)+ayf(x)], =[a, f(a)yg(x)], +[a,ay f(x)], elde edilir.
Buradan da

f(a)yla,g(x)], +ayla, f(x)], € Z elde edilir.
1)

Bu denklemi a ile komute eder ve [a, f (X)], € Z oldugunu kullanirsak
f(a)yla,[a,9(x)] 1, =0 ve f(a)y[a[a, x] ], =0elde edilir.

Eger f(a)=0 ise [a,[a,x],], =0 yani aeZ dir.

Eger f(a)=0 ise (3) ten ay[a, f(x)], € Z dir. [a, f(x)], € Z oldugundan aeZ yada

[a, f(X)], =0 dir. a ¢ Z oldugundan [a, f(x)], =0 dir. Yani a e Z dir. Bu geliski ispat1

bitirir.

Teorem 3.7.6: f =0 yan tirev ve [f(R), f(R)], =Zolsun. Bu durumda R

degismelidir.

Ispat: Teorem 3.7.5ten f(R) < Z dir. Lemma 3.7.2 den de R degismelidir..

Teorem 3.7.7: f # 0 yar1—tlrev olsun. f*(R) < Z ise o zaman R degismelidir.

Ispat: Vx,y e Ricin hipotezden f*([x,y])eZ dir.
F2(Ix,y]), = F([F 00,1, +[9(x), F(V)],)

=[12(x), y1, +[9(F (x), T (W], +[F(9(x)), T (N1, +[9° (%), F*(V)],
=[F2(x),y], +2L T (9(x)), T ()], +[9°(X), F*(V)],
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elde edilir.

g’ (x) ve f?(x)eZ oldugundan 2[f(g(x)), f(y)] €Z olur. charR+2 oldugundan
[f(g(x)), ()], € Z olur. Dolaysiyla [f(R), f(R)], €Z dir. Teorem 3.7.6 dan da R
degismelidir.
Teorem 3.7.8: f,, f, iki yar1 — tlrev olsun. g, ve g, epimorfizmler olmak (zere
f,(f,(R) < Z ise 0 zaman R degismelidir.
Ispat: Hipotezden f,f,([x,y],)eZ dir.
fL (% y1) = i ([F,(%), y1, +[9.(X), f,(Y)],) € Z
=[1,5,(3), y1, +[9, (%), T, ()], +[£.9,(x), ,(V)], +[9,9,(X). f,(V)], € Z

dir. Buradan

[0, f, (), (W], +[£.9,(%), F,(V)], €Z dir.
Yani

[f,(R), ff(R)]y eZ dir. Teorem 3.7.5 ten de f,’(R) < Z dir. Teorem 3.7.7 den
R degismelidir.
Teorem 3.7.9: charR#2 asal gamma halkast ve f, yar1 — tiirev olsun. Eger
[a, f(a)], €Z ise
R degismelidir.
Ispat: Hipotezden [a, f(a)l, € Z olsun. Bu ifadeyi lineerlestirirsek

[a+x f(a+x)], =[a+x f(a)+ f(x)],

=[a, f @], +[a, f ()], +[x T @], +[x ()],

Hipotezden [a, f (x)], +[x, f(a)], €Z elde edilir.
x—[a,x], yazarsak

[a, f([a,x]),], +[[a,x],, f(a)], €Z

=[a,[f(a),x] ], +[a,[9(a), f (X)].], +[[a, x],. f(a)],

=[a,[f(a).x],], +[a,[9(a), f(X)],], +[f(a).[xa],],

=-Ix,[a, f(@)] 1 +[a[g9(a), f(¥)] ],
= [a,[g(a), f (X)];,]}, e’

elde edilir.

Diger taraftan
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0=f([a,a],)=[f(a).a], +[9(a). f(a)], €Z
=[9(a), f(a)], €Z
dir.
a—a+x Yazarsak

[9(a), f(X)], +[g(x), f(a)], € Z olur. Bu ifadeyi a ile komute edersek

0=[a,[g(a), f (1,1, +[a,[9(x), f (@)],], € Z olur.
Bu ifadeden de

[a,[9(x), f(a)l,], €Z dir.
g orten oldugundan ve komutator 6zelliginden

[a,[f(a),x] ] €Z dir. Yani aeZ veya f(a)e Z dir.
R=ZU{x: f(x)e Z} ise Brauer Trickten R =Z veya f(R)c Z dir.

Her iki durumda da R degismelidir.

3.8 Asal Gamma Halkalarda Simetrik Bi-Turevler

Bu c¢aligmada tiirevli asal halkalar ve ideallerde ¢ok iyi bilinen bazi 6nemli 6zellikler
simetrik
bi-tirev i¢in asal gamma halkalarda ispatladik.
Lemma 3.8.1: R, charR#2 olan bir asal gamma halka, I, R nin sifirdan farkli bir
ideali, D(.,.) : RXR —> R simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi olsun. Sabit bir ac R ve her
xeligin ayd(x)=01iseya a=0yada d=0 dir.
Ispat: Her xel igin ayd(x) =0 olsun. Burada x yerine ye | olmak iizere x+ yalmirsa
ve charR # 2 oldugu kullanilirsa

vV X,y €ligcinayD(x,y)=0
1)
bulunur. (1) de x yerine re R olmak Gizere Xy r yazalim.O zaman

vV xyelvereRicinayxyD(ryy)+ayDXy)yr=0 olur.
2)
(2) esitligi (1) den V X,y €l, reR igin ay xy D(r,y) = 0 a indirgenir. Burada x yerine

s,te R olmak tizere sxt konulur ve ayrica R nin asallig1 ile I nin sifirdan farkli ideal
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oldugu dikkate alinirsa, V' y el vereR igina =0 veya D(r,y) = 0 olur. D(r,y) =0

ise d=0 demektir.
Boyleceya a=0 yada d=0 dir.
Lemma 3.8.2 : R, charR =2 olan bir asal gamma halka, D(.,.): RXR —R simetrik bi-
tirev ve d, D nin izi olsun. a,R nin d(a) = 0 olacak sekilde bir eleman1 olmak tizere her
xeRi¢gin
ad(x) € Z ise 0 zaman ae Z dir.
Ispat : VxeR icin ayd(x) €Z. Burada x yerine yeR olmak iizere x + y aliirsa ve
charR # 2 oldugu kullanilirsa

V X,y eRicinayD(xy) €eZ
3)
elde edilir.
(3) te x yerine ay a koyalim.Bdylece

V y eRicinayaD(ay) +ayD(ay)ya €Z
(4)
olur. (4) te ikinci terim (3) ten dolay1 ayay D(a,y) ye esittir.Oyleyse (4) ten
V y eRicin 2ayayD(ay) €Z elde edilir.
Z nin ozelliginden aeZ veya Vy eRiginayD(ay)=0
()
bulunur.
VvV yeRicinay D(a,y) = 0 olsun. Burada y yerine re R olmak Uzere y y r alinirsa,
ayD(ay)yr + ayyyD(ar) = ayyyD(ar) = 0 olur.R nin asalligindan a = 0 veya
VreR i¢in D(a,r) = 0 dir. a = 0 olamaz. Clnki a =0 olsa d(@) = d(0) = 0 gibi bir
celiski ¢ikar.
Ayni zamanda V reR igin D(a,r) = 0 da olamaz. ClnkiV reR igin D(a,r) = 0 olsaydi
ozel olarak d(a) = 0 olurdu. Oyleyse (5) teki durum gegerli olmak zorundadir. Bdylece
aeZ bulunur.
Teorem 3.8.1 : R, charR=2 olan bir asal gamma halka,D(.,.): RXR—R simetrik bi-
tlrev ve
d, D ninizi olsun. a, R nin sabit bir eleman1 olmak lizere

@ v xeRigin [ad(x)], =0ise aeZ veya d=0dur.
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(b) d=0, d@=0 ve VxeRigin [a,d(X)], eZ ise acZ dir

Ispat: (a) Her xe R igin [a,d(x)], =0 olsun.
(6)

(6) y1 lineerlestirirsek
vV xy eRicin[ad(x)], +[ad(y)],+2[aD(xy)],=0
(7)
bulunur. CharR # 2 oldugundan (7) esitligi
vV x,y eRigin[a,D(x,y)], =0 aindirgenir.
(8)
(8) de y yerine yd(x) yazilirsa ve (6) ile (8) tekrar kullanilirsa
vxy eRicin [ay], y D(x,d(x)) = 0 bulunur. Burada y yerine re R olmak Uzere y y r

alalim.O zaman her x,y,r eR i¢in [a,y], yry D(x,d(x)) =0 R nin asalligindan aeZ

veya
v xeR i¢in D(x,d(x)) dir. Ikinci durum gegerli ise 0 zaman d = 0 olur. Dolayisiyla ya
aeZ yadad=0dr.
(b) Her xe R igin [a,d(X)]€Z olsun.
(9)
(9) u lineerlestirirsek ve
R#2 oldugu kullanilirsa
vV xy eRicin[aD(xy)], €Z
(10)
elde edilir.(10) da x yerine a y a alalim.
O zaman Vy eRigin [a,ay D(ay) + D(a)y) ya], €Z dir.Buifade agilirsa
vy eRicin ay[aD(y)], +[aD@y)], yaeZ
(11)
elde edilir. (10) ifadesini (11) de kullanirsak V'y eRi¢in 2ay[a,D(a)y)], €Z olur.
Tekrar charR#2 olmasindan dolayr ay [a,D(a)y) ], €Z dir.Buradan da
aeZ veya [a,D(ay)], =0dir.
(12)
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Vy eR i¢in [aD(@y) ], = 0 oldugunu kabul edelim.Burada y yerine ayy

yazalim.Bu durumda
vy eRicin[ad@], yy+yrd@lay], +ay[abD(@y)], =0
(13)
elde edilir.(13) te birinci ve tigiincii terimlerin sifira esit olmasindan
Vy eRigind@)y[ay],=0
(14)
dir. (14) te y yerine re R olmak lizere y y r alalim.O zaman V y,r e R igin
d@yyylarl, +d@y[ayl, yr =d@yyr[ar], = 0 olurR nin asalligindan ve
d(@)#0 olmasindan
herr eRicin[ar]=0vyania eZ dir.
Teorem 3.8.2 : R, charR=2 olan bir asal gamma halka,D(.,.): RXR—R simetrik bi-

tirev ve d, D nin izi olsun.a, R nin d(a)#0 olacak sekilde sabit bir eleman1 olmak

uzere

(@ V xeRicin (a,d(x)), =0iseaecZdir

(b) V xeRigin (a,d(x)), €Z iseaeZ dir

Ispat: (a) V xeRigin (a,d(x)), =0iseaeZolsun.
(15)
(15) 1 lineerlestirirsek
vV x,yeRicin (a,D(xy)), =0
(16)
bulunur.(16) da y yerine y  a alalim.O zaman V X,y R icin
0=(aD(xyra), =(aD(xy)ya+yyD(xa),
=ayD(xy)ratayyyD(xa)+D(xy)y aya-yyayD(xa)
=[ay], » D(x,a)
(18)
olur.(18) de y yerine re R olmak lizere y y r alalim.O zaman V X,y,r e R igin

0=T[ay]l,»ryD(xa) +yy[ar],r D(x.a)
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=[ayl, 7 ry D(x,a)
(19)
bulunur.(19) ve R nin asalligindan v X,y € R igin [a,y], = 0 veya D(x,a) = 0 dur.
v x eRicin D(x,a) = 0 olsa d(a) = 0 gibi bir geliski ¢ikar.Oyleyse ae Z olmalidir.
(b) vV xeRigin (a,d(x)), €Zolsun.
(20)
(20) yi lineerlestirirsek
vV x,yeRicin (a,D(xy)), €Z
(21)
olur.(21) de x yerine ay a alalim.Boylece (20) den V ye R igin
(aD(ayay)), =(aayD(ay)+D(ay)ya),
=ayD(ay) tayD(ay)ya+tayD(ay)ya+D(ay)ra
=ayayD(ay) +2ayD(ay)ra+D(@y)y ayaeZ
(22)
elde edilir.(21) den 0zel olarak V x,ye R igin [a,(a,D(x,y)),], =0 dir.Bunu agarsak
vV x,yeRigin [ayaD(xy)], =0
(23)
bulunur. (23) ten 6zel olarak [ay a,D(a,y) ], =0 Bunu (22) de gz 6niine alirsak
vV yeR igin 2ayayD(ay) + 2ayD(ay)ra = 2ay(aD(ay)), eZ elde edilir.
charR # 2 oldugundan
vV yeRigcin ay(a,D(@ay)), €Z
(24)
dir.(24) ve dzellikten
vV yeRicin (a,D(ay)), =0veyaaeZdir.
(25)
Kabul edelimki v yeR i¢in (a,D(a,y)), = 0 olsun.
(26)
(26) day yerine ay y yazarsak V yeR igin
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O=ayd(@yy+ayayD(ay) +d@)yyra+ayDay)ra
=ayd@yy+d@yyra+ay(@by)),
(27)
olur.(26) dan Ozel olarak (a,d(a)), = 0 dir.Bu son esitligi ve (26) y1 (27) de gz Oniine
alirsak
vV yeRigin d@)y[ay], =0
(28)
elde edilir.(28) de y yerine re R olmak lizere y  r alalim.O zaman V y,r eRRicin
d@yyy[ar], =0 olur.R nin asalligindan ve d(a) #0 olmasindan ae Z dir.
Teorem 3.8.3 : R, charR#2 olan bir asal gamma halka, I, R nin sifirdan farkli bir
ideali, D(.,.): RXR —R simetrik bi-turev ve d, D nin izi olsun.
vV xeligin (x,d(x)), =0 ise [x,d(X)], =0 dur.
Ispat v xeligin (x,d(x)), =0 olsun.
(29)
(29) u lineerlestirirsek ve charR # 2 olmasindan dolay1 vV X,y €l igin
xy d(y) + 2xy D(xy) +yy d(x) + 2y y D(xy)
+d(y) 7 x +2D(xy) y x +d(x) yy + 2D(x,y) yy = 0
(30)
bulunur.(30) da y yerine —y yazip bulunan esitligi (30) ile birlikte ele alirsak
vV xy eligin 2xy D(x,y) +yyd(x) + 2D(x,y) y x +d(X) yy =0
(31)
olur.(31) de y yerine X y y yazalim.O zaman V X,y €l igin
2Xy X D(X,y) + 2xd(X)y + xyd(x) + 2d(X)yx + 2xD(X,y)x + d(x)xy = 0
(32)
olur.(31) i soldan x ile ¢arpalim.Boylece V X,y €1 igin
2Xy Xy D(X,y) + xyyyd(x) + 2xy D(X,y) y X + Xy d(X) yy =0
(33)
bulunur.(32) ve (33) i taraf tarafa ¢ikarirsak ve (29) u kullanirsak V' X,y €1 igin
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Xyd(X)yy +d(X)yxyy +2d(x)yyy x = (x,d(x)), +2d(x)yyyx=2d(x)yyyx
=0
olur. CharR#2 oldugundan V X,y €ligin d(X)yyy x =0 dir.Bu son esitlikte y yerine
Xyyd(x) alalim.O zaman V X,y el icin dX)yXxyyyd(X)yx = 0 olur.R nin
asalligindan ve I nin sifirdan farkli bir ideal olmasindanV Xe I igin d(X) y x = 0 dur.

(34)

dir.(34) ve (29) u goz Oniine alirsak

vV Xeligin xy d(x)=0 dir.
(35)
elde edilir.(34) ve (35) ten vV xeligin [x,d(x)], =0 dur.
Teorem 3.8.4 : R, charR#2 olan bir asal gamma halka, I, R nin sifirdan farkli bir
ideali, D(.,.): RXR —R simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi olsun.Eger d(I) < Z ise 0 zaman
d =0 veya R degismelidir.
Ispat : R nin degismeli olmadigimi kabul edelim.

VvV Xxeligind(x)eZ olsun.
(36)
(36) y1 lineerlestirirsek V X,y el i¢in D(x,y)e Z
(37)
olur.(37) de x yerine X y x alalim.O zaman V X,y €l igin
Xy D(x,y) + D(X,y) y X = 2xy D(X,y) €Z olur. Bu durumda 6zellikten

vV xy €ligin D(x,y) =0 veyaxeZ
(38)
elde edilir. K={ xel : D(x,y) =0, V yel }veL={xel:xeZ} kiimeleri I nin
toplamsal alt gruplaridir. Ustelik I = KU L dir. Ayrica I L olur.Clinki aksi halde |cZ
dolayistyla da R degismeli olurdu.Bu ise kabuliimiizle gelisir.O halde I = K olmak
zorundadir.Buna goére (38) denV X,y €l i¢in D(x,y) = 0 elde edilir.Bu ise d = 0
demektir.
Teorem 3.8.5 : R, charR#2 degismeli olmayan bir asal gamma halka, D(.,.): RxR—>R
simetrik bi-ttrev ve d, D ninizi olsun. v X,y eRigin [d(x) , d(X)], = 0ise d =0 dur.

Ispat: vV x,y eRicin [d(x), d(x)], =0olsun.Teorem 3.8.2 (a) dan V x,y eR igin
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d(x)eZ veya d =0 dir.
(39)
VvV  XeR icin d(xX)eZ ise teorem 3.8.4 ten d = 0 veya R degismelidir.R degismeli
olmadig icin (39) daki her iki durumdan da d = 0 dir.Ispat biter.
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