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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN M-NOKTA SINIR DEGER PROBLEMLERI
ICIN POZITIF COZUMLERIN VARLIGI
DOKTORA TEZi
MUSTAFA GUNENDI
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. iSMAIL YASLAN)

DENIZLi, KASIM - 2016

Bu tez calismasi, giris boliimii disinda bes ana boliimden olugmaktadir.
Ikinci boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan temel tanim ve
teoremlerin ifadeleri verilmistir. Uciincii bdliimde, zaman skalas1 iizerinde
taniml, yiiksek mertebe m-nokta smir deger probleminin en az bir ve ii¢ pozitit
¢Ozlimiiniin varlig1r Krassnosel'skii ve Leggett-Williams sabit nokta teoremleri
yardimiyla incelenmistir. Dordiincii boliimde, yiiksek mertebe m- nokta kesirli
sinir deger problemi i¢in en az bir ve en az ii¢ pozitif ¢oziimiin varligi
arastirilmistir. Bu boliimde yine Krassnosel'skii ve Leggett-Williams sabit
nokta teoremleri kullanilmistir. Besinci boliimde, yliksek mertebe m-nokta
kesirli integral smnir kosullu bir smir deger problemi tanimlanmistir. Bu
problemin en az bir, en az iki ve en az li¢ pozitif ¢ozlimlerinin varlig1 igin
yeterli kosullar sirasiyla sabit nokta indeks teorisi, Avery-Henderson sabit
nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi yardimiyla
ispatlanmistir. Altinct boliimde, yiiksek mertebeden ¢oklu nokta kesirli integral
sinir kosullu bir siir deger problemi incelenmistir. Bu problemin en az bir, en
az iki ve en az li¢ pozitif ¢éziimiiniin varhigi swrasiyla dort fonksiyonel sabit
nokta teoremi, Avery-Henderson sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit
nokta teoremi yardimiyla gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Sinir deger problemleri, Koni, Sabit nokta
teoremleri, Pozitif ¢oziimler, Zaman skalasi, Kesirli tiirev, Integral sinr
kosullar.
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This thesis consists essentially of five chapters except the introduction
part. In chapter 2, expressions of the basic definitions and theorems which are
needed later in the thesis are given. In chapter 3, existence of at least one and
three positive solutions for the higher order m-point boundary value problems
defined on time scale are investigated by means of the Krassnosel'skii fixed
point theorem and the Leggett-Williams fixed point theorem. In chapter 4,
existence of at least one and three positive solutions for the higher order m-
point fractional boundary value problems is investigated. Main tools used in
this chapter are the Krassnosel'skii fixed point theorem and the Leggett-
Williams fixed point theorem. In chapter 5, higher order m-point fractional
boundary value problems with integral boundary conditions are defined. Then,
we are established some sufficient conditions for the existence of at least one,
two and three positive solutions for this problem by using fixed point index
theory, Avery-Henderson fixed point theorem and Leggett-Williams fixed
point theorem, respectively. In chapter 6, higher order multi point fractional
boundary value problem with integral boundary conditions is studied. The
existence of at leastone, two and three positive solutions for this problem is
investigated by means four functional fixed point theorem, Avery-Henderson
fixed point theorem and Leggett-Williams fixed point theorem, respectively.

KEYWORDS: Boundary value problems, Cone, Fixed point theorems,
Positive solutions, Time scales, Fractional derivative, Integral boundary
conditions.
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1. GIRIS

Matematikte fonksiyon veya fonksiyonlarin, bir veya birden ¢ok tiirevini iligkilendiren
denklemlere diferansiyel denklem denir. Fizik, kimya, miihendislik, biyoloji, ekonomi
gibi bir¢ok alanda matematik modeller genellikle diferansiyel denklemler kullanilarak
ifade edilir. Bir diferansiyel denklem ile birlikte sinir kosullar1 olarak adlandirilan ek
kosullar yardimiyla sinir deger problemleri (SDP) ad1 verilen problemler olusturulur.

Diger taraftan dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi {lizerinde tanimli olan bir
fonksiyonun degerlerini ve onun farklarini iceren denklemlere fark denklemleri adi
verilir. Bagimsiz degiskeni ayrik yada onu ayrik bir degisken gibi gormek matematik-
sel bakimdan uygun oldugu zaman fark denklem modelleri ortaya ¢ikar. Bu yiizden
fark denklemleri genis bir uygulama alania sahiptir. Ornegin, biyolojide popiilasyon
sayisinin arastirilmasi, tipta hiicre hareketlerinin takibinde, kontrol teorisinde kararlilik
durumunun tespitinde ve daha bir¢ok alanda fark denklemleriyle karsilagilmaktadir.

Bir sinir deger probleminin ¢oziimlerinin hangi sartlar altinda varoldugunun bi-
linmesi 6zellikle uygulamali matematik alanindaki caligmalarin Oniinii acan bir du-
rumdur. Ciinkii ¢oziilmek istenen bir sinir deger probleminin ¢dziimlerinin varligi
ispatlanmigsa, bu problemin iizerinde calismak daha akilcidir.

Bu tez calismasinda genel olarak dort adet yiliksek mertebeden, ¢coklu nokta sinir
deger problemi ele alinmig ve bu problemlerin pozitif ¢oziimlerinin hangi kosullar
altinda varoldugu incelenmistir.

Yiiksek mertebeden bir sinir deger probleminin incelenmesi daha diisiik mertebe-
den sinir deger problemlerini de kapsayan bir calisma ortaya konmasin saglar. Benzer
sekilde ¢oklu nokta problemlerde bir sonug ortaya koymak daha genel bir ¢alisma yap-
mak anlamina geldigi i¢in onemlidir.

Coklu nokta sinir deger problemleri, ilk olarak I1’in ve Moiseev (1987) tarafindan
calistimagtir. Iki yazar bu calismalarinda olusturduklar sinir deger problemi icin pozi-
tif ¢oziimlerin varligini ispatladilar. Bu ¢alismadan sonra aragtirmalar lineer olmayan
teoride devam etti. Bu konuda ilk calisma Gupta (1992) ile yapildi. Daha sonra
literatiirde bir¢ok yazar gerek diferansiyel denklemler, gerekse fark denklemleriyle
olusturulan, farkli yapida bir¢cok ¢oklu nokta sinir deger probleminin ¢oziimleri icin
varlik kosullarini sundular (Chyan ve Henderson 2002), (Feng 1997), (Graef ve Yang
2006), (Guo ve dig. 2008), (Guo ve Trian 2007), (Guo ve dig. 2004), (Guo ve dig.



2003), (Jiang ve Liu 2009), (Jiang 2008), (Liu 2002), (Liu 2004), (Ma 2004), (Ma
2001), (Yang 2007), (Wang ve dig. 2010), (Wei 2006), (Zhang ve dig. 2009).

Detayini temel kavramlar kisminda verecek oldugumuz zaman skalasi konusu, ilk
olarak Hilger (1988) tarafindan ortaya atilmasindan sonra, siirekli ve ayrik analizi
birlestiren bir kavram olarak oldukg¢a popiiler bir ¢alisma alant olmugtur. Bohner ve
Peterson (2001) ve Bohner ve Peterson (2003) kitaplar1 zaman skalas1 konusunda bilgi
alinabilecek kapsamli kaynaklar arasindadir. Zaman skalasi lizerinde ¢oklu nokta sinir
deger problemleri bircok matematikg¢i tarafindan ilgiyle ¢alisilmis ve pozitif ¢oziimlerin
varlig1 iizerine yaymnlar yapilmistir (Anderson ve Avery 2004), (Anderson ve dig.
2006), (Anderson ve Karaca 2008), (Dogan ve dig. 2010), (Dogan 2013), (Hamal
ve Yoriik 2009), (Han ve Kao 2008), (Hilger 1990), (Hu ve Zhau 2011), (Liang ve dig.
2009), (Luca 2012), (Yaslan 2012), (Wang ve Xu 2009).

Wang ve Ge (2007) makalesinde

(

eV (t) = f(t,2(t),..., 2D (@), 0<t <1,
m—2
2(0) = az®V(0) = 3 ayz®)(g)),
j=1
. . m—2 )
2@ (1) + bz (1) = Bia®(&), 0<i<n-—1
\ j=1

yiiksek mertebeden ¢oklu nokta sinirdeger problemini ele almig ve bu problemin en az
tic pozitif ¢coziimiiniin varlig1 i¢in yeterli kosullar1 Leggett-Williams sabit nokta teo-
remi yardimiyla elde etmislerdir.

Diger taraftan Yaslan (2013) makalesinde

(=127 () = f(t.y(1), t€[titu] CT, nEN

) ) ) m—1 )
v () = 0, ay® (1) = By (1) = X0 AT ()
k=2

zaman skalasi lizerinde yliksek mertebe m-nokta sinir deger problemini incelemis ve
en az bir, en az iki ve en az li¢ pozitif ¢oziimlerin varli§im sirasiyla dort fonksiyonel
sabit nokta teoremi, Avery-Henderson sabit nokta teoremi ve bes fonksiyonel sabit
nokta teoremini kullanarak elde etmistir.

Yukaridaki ¢alismalardan hareketle, tezimizde ilk olarak



(

(=)™ (8) = f(ty(®), tetit] CT, neN

) ) m—2 )
ay® () — ByA" T () = X aptT (),
p=1

; i+1 m=2 i+1
YA (ta) + 0y (1) = 21 by (&),
p:

\

olacak sekilde, zaman skalas1 iizerinde yiiksek mertebeden ¢oklu nokta sinir deger
problemi ele alinacaktir. Bu problem i¢in en az bir pozitif ¢oziimiin varligi Krass-
nosel’skii sabit nokta teoremi yardimiyla, en az ii¢ pozitif ¢éziimiiniin varlig1 Leggett-
Williams sabit nokta teoremi yardimiyla incelenecektir.

Detaylarim1 Temel kavramlar kisminda verecegimiz kesirli tiirev kavrami bize daha
genel bir tiirev alma olanag1 saglar. Bu nedenle kesirli tiirev kendine fizik, kimya,
aerodinamik ve polimer reoloji gibi bir ¢ok bilim dalinda uygulama alani bulmugtur
(Kilbas ve dig. 2006), (Oldman ve Spanier 1974), (Sabatier ve dig. 2007), (Samko ve
dig. 1993).

Kesirli tiirev kullanilarak olusturulan sinir deger problemlerinin pozitif ¢dziimlerinin
varlig1 son yillarda bir cok matematikg¢i tarafindan galisilmistir (Ahmad ve Nieto 2009),
(Ahmad ve Ntouyas 2012), (El-Shahed 2007), (Ghanbari ve Gholami 2012), (Liang ve
Zhang 2011), (Su ve Zhang 2009), (Sun ve Zhao 2005), (Zhang 2010).

Nyamoradi ve Javidi (2012) calismasinda

[ DE,(6,(a" (1)) — g(t) f(u(t)) = 0, te[0,1], 1< <2,
6 (u"(0)) = 9p(u"(1)) = 0,

m—2

au(0) — bu'(0) = Z a;u(§;),

0 i=1

kesirli mertebeden ¢oklu nokta sinir deger problemini ele almis ve Karassnosel’skii

sabit nokta teoremi yardimiyla en az bir pozitif ¢oziimiiniin varligini incelemislerdir.
Biz de bu tez calismamizda

P

—Dgu(t) + f(t,u(t)) =0, t€[0,1],
u”"(0) = u"(0) = ... = u™2(0) = 0, u"(1) =0,

au(0) — Bu'(0) = mz apl (&),

Yu(1) + uf(1) = mz b (&),

W



yiiksek mertebeden ¢oklu nokta kesirli sinir deger probleminin pozitif ¢oziimlerinin
varligi ile ilgilenecegiz. Bu incelemeyi yaparken en az bir pozitif ¢oziim icin Krass-
nosel’skii sabit nokta teoreminden, en az li¢ pozitif ¢oziim i¢in Leggett-Williams sabit
nokta teoreminden yararlanacagiz.

Ozel olarak bazi matematikgiler kesirli tiirev yardimiyla olusturduklari sinir deger
problemlerine integral sinir kosulu ekleyerek calismalarimi farkli hale getirmislerdir
(Benchohra ve dig. 2008), (Cabada ve Wang 2012), (Graef ve dig. 2012), (Graef ve
dig. 2013), (Jia ve dig. 2012), (Jin ve dig. 2012), (Liang ve Song 2012), (Sun ve Wang
2014), (Wang ve Zhang 2014), (Wong 2013), (Yang 2014), (Zhang ve Xu 2013), (Zhao
2012).

Tezimizin besinci boliimiinde

Dgou(t) + f(t,u(t)) =0, tel0,1],
u(0) =u/'(0) = ... = u<”—2>(0) =0,

=

%

yliksek mertebeden ¢oklu nokta integral sinir kosullu kesirli sinir deger problemini
arastiracagiz. Bu problem i¢in en az bir pozitif ¢oziimiin varligini sabit nokta indeks
teorisi ile, en az iki pozitif ¢oziimiin varligim1 Avery-Henderson sabit nokta teoremi
ile ve en az li¢ pozitif ¢6zlimiin varligin1 Leggett-Williams sabit nokta teoremi ile in-
celeyecegiz.

Tezimizin son boliimiinde de benzer olarak

DI () + f(tu(t) =0, t € [0,1]
u"(0) = u"(0) = ... = u"2(0) = 0, «"(1) =0,
m—2 ép
) au(0) — p:1 p{
m—2 &p
yu(l) + du/( pzzjl of

yiiksek mertebe ¢oklu nokta integral sinir kosullu sinir deger problemini ele alacagiz.
Bu problemin en az bir pozitif ¢oziimiiniin varligin1 dort fonksiyonel sabit nokta teo-
remi yardimiyla, en az iki pozitif ¢oziimiiniin varligim Avery-Henderson sabit nokta
teoremi yardimiyla ve en az li¢ pozitif ¢oziimiinlin varligin1 Leggett-Williams sabit

nokta teoremi yardimiyla ispatlayacagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliimde, ilerleyen kisimlarda gereksinim duyacagimiz bazi tanim ve teoremlerin

ifadelerine yer verecegiz.

2.1 Zaman Skalasi
2.1.1 Zaman Skalasi ile Ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Reel sayilarin bostan farkli kapali bir alt kiimesine zaman skalas1 adi

verilir ve genellikle T ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Reel sayilar kiimesi, tam sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesi ve Cantor kiimesi
zaman skalasina 6rnek olarak verilebilir. Buna karsilik rasyonel sayilar, irrasyonel

sayilar, karmagik sayilar ve (0, 1) aralig1 birer zaman skalas1 degildir.

Tamim 2.1.2. T bir zaman skalasi olsun. ¢t € T i¢in o(t) := inf{s € T : s > t}
seklinde tanimli o : T — T operatoriine ileri sicrama operatorii denir. Diger taraftan
t € Tigin p(t) :=sup{s € T : s < t} ile tanmimh p : T — T operatdriine geri sicrama

operatorii ad1 verilir (Bohner ve Peterson 2001).

Bu tanima ek olarak, eger T nin maksimum elemani ¢; ise, o(t;) = ¢; ve T nin

minimum elemant ¢, ise, p(ty) = to olarak tanimlandigini da soyleyebiliriz.

Tanim 2.1.3. T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T i¢in eger o(t) > t ise t noktasina sag-
yayilmig nokta, p(t) < t ise ¢t noktasina sol-yayilmis nokta denir. Hem sag-yayilmis

hem de sol-yayilmis olan noktaya izole (ayrik) nokta denir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.1.4. T zaman skalasindaki herhangi bir ¢ eleman i¢in, eger ¢ < sup T ve
o(t) = t ise ¢ noktasina sag-yogun nokta, ¢ > inf T ve p(t) = t ise ¢ noktasina sol-
yogun nokta denir. Hem sag-yogun hem de sol-yogun olan noktaya yogun nokta denir

(Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.5. T bir zaman skalas1 olmak iizere, V¢ € T i¢in p(t) = o(t) — ¢ ile tanimlt

p: T — [0, 00) fonksiyonuna graininess fonksiyonu denir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.6. Eger bir T zaman skalasi sol-yayilmis maksimum m elemanina sahipse

T* = T — {m} ile tammlanir. Ozetle;

T supT),sup T|, sup T < oo,
o+ _ ) T\(p(supT), supT], sup 2.0

T, supT = oo



seklinde yazilabilir (Bohner ve Peterson 2001).

Bu tanima ek olarak f : T — R fonksiyonu igin, f° : T¥ — R fonksiyonunu

vVt € T oldugunda

fot) = (foo)(t) = fla(t))
olarak ele alacagiz.

Tanim 2.1.7. Bir T zaman skalasinda [a, b] aralig1, [a,b] = {t € T : a < t < b} olarak

tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Ornek 2.1.8. Zaman skalasin1 T = R olarak alirsak, ¢ € R icin
o(t)=inf{s € R:s >t} =inf(t,00) =t

oldugu goriiliir. Benzer sekilde p(t) = t oldugunu da gorebiliriz. Bu takdirde V¢ € R
noktasinin yogun oldugu sdylenebilir. Dider taraftan graininess fonksiyonunun tanimi

g6z0niine alinirsa V¢ € T igin p(t) = 0 oldugu agikardir.

Ornek 2.1.9. Zaman skalasin1 T = Z secelim. Bu durumda ¢ € Z igin
ot)=inf{seR:s>t}=inf{t+1,t+2,t+3,..} =t+1

olur. Benzer bi¢imde p(t) = ¢ — 1 bulunur. Bu durumda tamsayilar kiimesinin biitiin
elemanlar izole noktalardir. Bunu yaninda graininess fonksiyonu diisiiniilecek olursa,

Vt € Tigin p(t) = 1 oldugunu soyleyebiliriz.

2.1.2 Zaman Skalasinda Tiirev

Tamim 2.1.10. U C T olsun. Her ¢ > 0 i¢in U.(t) = {s € T : |s — t| < £} kiimesine

¢ nin € komgulugu denir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.11. ¢ € T olsun. Verilen here > 0 vehert € U(ty) i¢in, | f(t)— f(to)] < €
olacak sekilde bir U(ty) komsulugu bulunabiliyorsa, f : T — R fonksiyonuna tg

noktasinda siireklidir denir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.12. f : T — R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun. Ve > 0 sayis1 verildiginde ¢

nin bir U komgulugu vardir 6yleki Vs € U icin,

f(@(®) = f()] = fA®)o(t) = s]| < elo(t) ]
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oluyorsa, f2(t) sayisina f nin ¢ noktasindaki delta (Hilger) tiirevi denir (Bohner ve

Peterson 2001).

Eger Vt € T* oldugunda f fonksiyonu igin f2(¢) mevcutsa, f fonksiyonu T*
iizerinde delta tiirevlenebilirdir (kisaca tiirevlenebilirdir) denir. f* : T — R fonksi-

yonuna ise f nin T* kiimesindeki (delta) tiirev fonksiyonu ad1 verilir.

Teorem 2.1.13. Kabul edelim ki, f : T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu

durumda

(i) Eger f, t noktasinda tiirevlenebilir ise, bu noktada siireklidir.

(i) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktasi sag-yayilmis bir nokta ise, f

fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilirdir ve bu tiirev

fle@) — f(t)

PO=""0

seklinde ifade edilir.

(iii) ¢ sag-yogun bir nokta olsun. Bu durumda f fonksiyonunun ¢ noktasinda tiirevle-

nebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o 10 = 1)

s—t t—s
limitinin sonlu bir say1 olarak var olmasidir. Bu takdirde

(0 — 1 O =S

s—t t—s

olur.

(iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir ise,

flo(t) = f(&) + u(&)f2 ()
olur (Bohner ve Peterson 2001).
Ornek 2.1.14. T = R ve T = Z durumlarinda tiirevi inceleyelim.

(i) T = R alinirsa Teorem 2.1.13 iin (7i7) kosulu geregi, f : R — R fonksiyonunun

t € R de tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ft) — 1 L0 = 1)

s—t t—s
limitinin mevcut olmasidir. Bu da bize T = R de delta tiirevin klasik anlamda

tiireve karsilik geldigini verir. Yani f2(t) = f'(t) olur.
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(ii) T = Z iken Teorem 2.1.13 iin (47) sart1 g6zoniine alinirsa, f : Z — R fonksiyonu

t € Zde

olacak sekilde delta tiireve sahiptir. Burada A alisilmus ileri fark operatoriidiir.

Teorem 2.1.15. Kabul edelimki f, g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T* noktasinda tiirevle-

nebilir olsunlar. Bu takdirde:
(1) f+¢: T — R fonksiyonu, ¢ noktasinda
(f +9)2(t) = F2(t) + g°(t)
olacak sekilde tiirevlenebilirdir.

(i) Herhangi bir « sabiti i¢in af : T — R fonksiyonu, ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir

veE

olur.

(iii) fg: T — R carpim fonksiyonu, ¢ noktasinda

(f9)2(8) = f2()g(t) + fla()g™(t) = f(£)g™(t) + f2(t)g(o(t))
olacak sekilde tiirevlenebilirdir.

(iv) Eger f(t)f(o(t)) # 01ise % fonksiyonu ¢ noktasinda

N A
(f) A TOICIO)

ile birlikte tiirevlenebilirdir.

(v) Eger g(t)g(o(t)) # O ise 5 fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ve

S W) — F0g> )
(g) O = o))

oldugu soylenebilir (Bohner ve Peterson 2001).




Tamm 2.1.16. f : T — R bir fonksiyon olsun. f2 : T* — R fonksiyonu T = (T*)*

da tiirevlenebilir ise, f fonksiyonuna ikinci mertebeden tiirevlenebilirdir denir ve
fAA — (fA)A . Tkz SR

olur. Benzer sekilde f fonksiyonunun yiiksek mertebeden tiirevleri 2" : T*" — Riile

tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

2.1.3 Zaman Skalasinda Integral

Tanim 2.1.17. Eger f : T — R fonksiyonunun T deki tiim sag-yogun noktalarda
sagdan limitleri var (sonlu) ve T deki tiim sol-yogun noktalarda soldan limitleri var
(sonlu) ise, f fonksiyonuna diizenli (regiiler) fonksiyon denir (Bohner ve Peterson

2001).

Tanim 2.1.18. Eger f : T — R fonksiyonu, T deki sag-yogun noktalarda siirekli ve
sol-yogun noktalarda sonlu limite sahipse, f fonksiyonuna sag-yogun siirekli fonksiyon

denir. f : T — R sag-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Crd = Crd<T) = Crd(Ty R)
ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.19. f : T — R, D (diferensiyellenebilme bolgesi) bolgesinde siirekli bir
fonksiyon olmak iizere, D C T*, T*\D kiimesi sayilabilir ve sag-yayilmis nokta
icermiyorsa f fonksiyonuna ¢ € D de pre-diferansiyellenebilirdir denir (Bohner ve

Peterson 2001).

o0

Ornek 2.1.20. T := J [3k, 3k + 2] ve f : T — R fonksiyonu

0, te UJI[3k, 3k+1],
1(t) =
t—3k—1,te€[3k+1,3k+ 2], k € N,

seklinde olsun. Bu takdirde D bolgesi,

D:= T\O{3k+1}

olmak iizere f fonksiyonu D bolgesinde pre-diferansiyellenebilirdir (Bohner ve Peter-

son 2001).



Teorem 2.1.21. (Ortalama Deger Teoremi) Kabul edelim ki, f ve g fonksiyonlar1 T de
tamiml1 ve bir D bolgesinde pre-diferansiyellenebilir reel degerli fonksiyonlar olsunlar.

Bu durumda V¢ € D i¢in
[FAO < g% (2)
esitsizliginden her r, s € T ve r < s i¢in,
[f(s) = f(r)] < g(s) — g(r)
esitsizligi saglanir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.1.22. f diizenli bir fonksiyon olsun. O halde V¢ € D ig¢in,

olacak sekilde D diferensiyellenebilme bolgesine sahip pre-diferensiyellenebilen bir

F fonksiyonu vardir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.23. Kabul edelim ki f : T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
Teorem 2.1.22 de ifade edilen F' fonksiyonuna f fonksiyonunun pre-anti tiirevi denir.

Bu durumda, bir diizenli f fonksiyonunun belirsiz integrali,

/f(t)At =F(t)+C

seklinde tanimlanir. Burada C keyfi bir sabit, /" de f nin pre-anti tiirevidir.

Cauchy integralini her r, s € T i¢in

/ F(H)AL = F(s) — F(r)

olarak tanimlayacagiz.

Bir F' : T — R fonksiyonu V¢ € T* i¢in

esitligini saghyorsa, F' fonksiyonuna f : T — R fonksiyonunun anti tiirevi denir

(Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.1.24. Kabul edelimki a,b,c € T, o € R ve f, g € C,4 olsun. Bu takdirde,
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b

() JUF) + a0l = [ FOA+ [ g(t)Ar

a

b

i) [(af) (A = a | f()A

a

a

i) [ f()AL = — [ fa

b

C

() [ F(OA = [ F0A 4 [ FHAL

a

b

W) [ Fe)g>OAL = (Fg)(b) — (F)(a) — | FA(Dg(t)AL

a

b

o) [ FOg M = (F9)®) — (Fo)a) — [ FA(Dalo(t) A

a

(vii) jf(t)At = 0;

(viii) Eger [a, b) lizerinde | f ()| < g(t) ise,

b

‘ / f(t)At‘ < / g(t) A,

a

b
(ix) Egerhera <t < bigin f(t) > Oise, [ f(t)At > 0;
olur (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.1.25. Eger f € C,; ve t € T ise,

o(t)
/ ()T = u(t) (1)

esitligi saglanir (Bohner ve Peterson 2001).
Teorem 2.1.26. f2(t) > 0 ise, f azalmayandir (Bohner ve Peterson 2001).
Teorem 2.1.27. a,b € T ve f € C,4 olsun.

(1) Eger T = R ise,

/b F(HAL = /b F(t)dt

dir. Burada sagdaki integral analizden bilinen Riemann integralidir.
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(ii) Eger [a, b] aralig1 yanlizca izole noktalar igeriyorsa,

(

dir.

2. W) f(t), a<b,

t€la,b)

(iii) Eger h > 0i¢in T = hZ = {hk : k € Z} ise,

’

dir.

(iv) Eger T = Z ise,

olur (Bohner ve Peterson 2001).

b
LS|

S f(kh)h, a < b,
h=t

0, a=Db,
a_y
— > f(kh)h, a>b
\ k=7
( b—1
> ft), a<b,
t=a
0, a=2",
a—1
— > f(t), a>b
\ t=b

2.2 Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali

Tanim 2.2.1.

[e.9]

I'(n) = /:U”lexdx

0

integrali ile tanimli fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir (Samko ve dig

. 1993).

(2.2)

Burada sag taraftaki genellestirilmis integral n > 0 i¢in yakinsak, n < 0 i¢in

wraksaktir.

Lemma 2.2.2. Gamma fonksiyonu i¢in agagidaki ozellikler gecerlidir.

() T(1) = 1.

12



(i) Vn € Rt i¢in T'(n + 1) = nl'(n) dir.
(iii) Vn € Nigin I'(n 4+ 1) = n! olur (Samko ve dig. 1993).

Tanmm 2.23. o > 0,n — 1 < a < n, n € N olmak iizere (n — 1). mertebeye
kadar siirekli tiireve sahip f(¢) fonksiyonunun . mertebeden Riemann-Liouville ke-

sirli tiirevi
t

bl (A (L

0

D3+f<t) =
ile tanimlanir (Samko ve dig. 1993).

Tanmm 2.24. f € L'(R") fonksiyonunun o > 0 olmak iizere . mertebeden Riemann-

:ﬁo/ 5)* L f(s)

olarak ifade edilir (Samko ve dig. 1993).

Liouville kesirli integrali

Ornek 2.2.5. f(t) = t? fonksiyonunun o = % mertebeden Riemann-Liouville kesirli
tiirevini hesap edelim. o = % icin Tanim 2.2.3 g6zoniine almirsan, n — 1 < a < n
sartini saglayan bir dogal say1 olacagindan n = 1 dir. Béylece I'(n—a) =T'(3) = /7

oldugu gbdzoniine alinarak,

dr /
D3I = Formayg | T s
0
1 d ,
= 11(%)(%/(75—5) 25°ds
Ldl (ooe gt 4 ateed_oi)|
_ 1 d[16
- el
8t
= 377
bulunur.

Lemma 2.2.6. f € L(0,1) i¢in~y > 0 olmak tizere D, I, f(t) = f(t) esitligi saglanir
(Samko ve dig. 1993).
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Lemma 2.2.7. o > 0 olsun. Bu takdirde
DS =0 (2.3)

diferansiyel denkleminin ¢oziimii, c; € R,72 =1,...,nven — 1 < a < n olmak iizere

u(t) = 117 + t*? + ... + ¢, t*7" seklindedir (Samko ve dig. 1993).

Lemma 2.28. o > O alalim. ¢; € R,7 = 1,...,nven —1 < a < n olsun. Bu

durumda u € L(0,1) ve Dy, u € L(0, 1) i¢in
& Dyu(t) = u(t) + et + ot 24 4t 2.4)

esitligi dogrudur (Samko ve dig. 1993).

2.3 Sabit Nokta ve Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde sabit nokta kavramina, tezimizin ilerleyen kisimlarinda kullanacak oldugu-
muz bazi sabit nokta teoremlerinin ifadelerine ve bu teoremlerin i¢inde gecen tanimlara

yer verecegiz.

Tanmm 2.3.1. X # & bir kiime ve 7" : X — X bir doniisiim olsun. Eger T'(z) = z

olacak sekilde bir z € X varsa x’e T nin bir sabit noktasi denir (Deimling 1985).
Tanim 2.3.2. B Banach uzay1 ve bostan farkli, kapali ve konveks P C B olsun. Eger
(i) Vx € Pvehera > 0i¢in ax € P,
(1) z € Pve —x € P oldugundaz =0
sartlar1 saglaniyorsa, P kiimesine bir koni denir (Guo ve Lakshmikantham 1988).

Tamim 2.3.3. B bir Banach uzay1 ve P, B de bir koni olsun. ¢ : P — [0, 00) siirekli
fonksiyoneli Vz,y € P vet € [0, 1] igin

otz + (1 —t)y) > to(x) + (1 —t)p(y)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyonele P iizerinde konkav fonksiyonel denir. Diger

taraftan, ® : P — [0, o) siirekli fonksiyoneli Vx,y € P vet € [0, 1] igin
O(tr + (1 —t)y) < t@(x) + (1 —1)®(y)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyonele P iizerinde konveks fonksiyonel denir (Rudin

1976).
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Tanimm 2.3.4. Eger bir kiimenin elemanlarinin her dizisinden yakinsak bir alt dizi
secilebiliyorsa, bu kiimeye pre kompakt kiime denir. Yakinsadig1 nokta kiime icinde

ise, bu kiimeye kompakt kiime denir (Deimling 1985).

Tamim 2.3.5. Eger bir doniisiim her sinirli kiimeyi prekompakt bir kiimeye doniistiiriiyor-

sa, bu doniisiime kompakt doniisiim denir (Deimling 1985).

Tanim 2.3.6. Eger bir doniisiim siirekli ve kompakt ise bu doniisiime tamamen siireklidir

denir (Deimling 1985).
Tanm 2.3.7. M, C|a, b] i¢inde bir kiime olsun.

(i) Yz € M ve Vt € [a,b] i¢in |x(t)] < c olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa, M

kiimesine ait fonksiyonlara ayn1 dereceden sinirli fonksiyonlar denir.

(i) € > 0 verilsin. Vti,to € [a,b] ve Vo € M igin |[t; — to] < J esitsizligi
saglandifinda |z(t;) — x(t2)| < e olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliy-
orsa, M kiimesine ait fonksiyonlara ayn1 dereceden siirekli fonksiyonlar denir

(Deimling 1985).

Teorem 2.3.8. (Arzela-Ascoli Teoremi) Bir M C C/a, b] kiimesinin siirekli fonksiy-
onlar ailesinin pre kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul M ye ait fonksiyonlarin

ayn1 dereceden sinirlt ve ayni dereceden siirekli olmasidir (Deimling 1985).

Tamm 2.3.9. K # (), X in altkiimesi olsun. Eger K iizerinde Rr = x olacak sekilde
R : X — K siirekli fonksiyonu varsa K # () kiimesine X in retrakti denir. Kabul
edelim ki X bir Banach uzayi, K C X bir retrakt, {2 C K acik kiime ve F' : 0> K
kompakt ve Fliz(f) N 0Q = () olsun. Bu takdirde

Q) f(Q) € Qiginix(f,Q) = 1.

(ii) f : Q — K siirekli bir fonksiyon ve kabul edelim ki Fiz(f), 2 nin kompakt
altkiimesi olsun. Bunun yaninda €; ve €2y kiimeleri, Fiz(f) C Q5 U € ola-

cak sekilde 2 nin ayrik ve acik altkiimeleri olsunlar. Bu durumda ix (f,2) =

ZK<f, Ql) + iK<f, QQ) olur.

(iii) G, K x [0,1] in agik altkiimesi ve F' : G — K bir siirekli fonksiyon olsun.
Kabul edelim ki Fiz(F'), G kiimesinin kompakt altkiimesi olsun. Eger G; =
{z: (z,t) € G} ve F; = F(-,t) ise, ix (Fy, Go) = ik (F1,G) olur.
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(iv) Eger Ky C K, K min bir retrakti ve F'(Q) C K ise, ix (F, Q) = i, (F, QN Ko)
dir.

sartlarim1 saglayacak sekilde iy (f,€)) tamsayisini tanimlayabiliriz (Guo ve Laksh-

mikantham 1988).

Lemma 2.3.10. P, B reel Banach uzayimda bir koni, D, := DN P # () ve D, # P
olacak sekilde B nin acik sinirli D altkiimesini alalim. Kabul edelim ki A : D_p — P,

y € 0D, igin y # Ay olacak sekilde kompakt bir operator olsun. Bu takdirde
(i) Egery € 0D, icin ||Ay|| < |ly]| ise, i,(A, D,) = 1 dir.

(ii) Eger her y € 0D, ve her A > 0 i¢in y # Ay + Ab olacak sekilde b € P\{0}

say1s1 varsa, i,(A, D)) = 0 olur.

(iii) U, U, C D, olacak sekilde P de agik bir kiime olsun. Eger i,(A4,D,) = 1
ve i,(A,U,) = 0 ise, A operatérii D,\U, de bir sabit noktaya sahiptir. Benzer
sonug i,(A, D,) = 0 vei,(A, U,) = 1 igcinde gecerlidir (Lan 2001).

Teorem 2.3.11. (Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi) £ bir Banach uzayi, K C E bir
koni olsun. Kabul edelim ki 2; ve Q5, 0 € Oy ve Q; C Q5 olacak sekilde £ de birer

acik sinirl alt kiime olsunlar.
A KN (Q\ ) - K
tamamen siirekli operatorii alalim. Bu takdirde;
(i) uwe KNoQ icin ||Au|| < ||ull,u € K N 0Dy igin [|Aul| > ||u;
veya
(i) v e KNoQy icin || Au|| > [Jul|,u € K N OQy icin ||Aul|| < ||ull

saglaniyorsa, A operatorii K N (€ \ ;) de bir sabit noktaya sahiptir (Guo ve Laksh-
mikantham 1988).

Simdi siradaki teoremin ifadesi i¢in bazi tanimlamalar yapalim. P bir koni olmak
tizere A ve U P lizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyoneller ve ¢ ve v
yine P iizerinde negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyoneller olsunlar. 7, zo, i ve

R pozitif sayilar1 icin
QN &, r,R)={x € P:r <Ax),®(z) < R},
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UV, w)={xeQ\P,nrR): w¥()}
V(i) = {z € QA @,7, R) : v(x) < w}
kiimelerini tantmlayalim.

Teorem 2.3.12. (Dort Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi) P kiimesi £ reel Banach
uzayinda bir koni olsun. A ve W P iizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiy-
oneller ve ® ve v yine P lizerinde negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyoneller
olsunlar. Bunun yaninda r, @, i ve R pozitif sayilari, A : Q(\, ®,r, R) — P tamamen

siirekli operator ve Q(\, @, r, R) kiimesi sinirh olacak sekilde varolsun. Eger
() {zeUW,m):P(x) < R}N{z e V(vu):r<x)} #0,
(i) Vz € Q(\, @, r, R) i¢in A(z) = r ve p < v(Az) oldugunda A(Azx) > r,
(iil) Yz € V (v, p) icin A(z) = r oldugunda A\(Ax) > r,
(iv) Vo € Q(\, @, r, R) igin ®(z) = R ve V(Azx) < w oldugunda $(Ax) < R,
(v) Vo € U(V,w) i¢in $(z) = R oldugunda ®(Az) < R

kosullart saglaniyorsa A operatorii Q (A, ®, r, R) kiimesinde en az bir x sabit noktasina

sahiptir (Avery ve dig. 2008).

Teorem 2.3.13. (Avery-Henderson Sabit Nokta Teoremi) £ reel Banach uzayinda bir

P konisi alalim.
PAr)={ueP:\Nu) <r}

kiimesini olusturalim. P iizerinde negatif olmayan artan siirekli ®, A fonksiyonelleri ve
v(0) = 0 olacak sekilde negatif olmayan siirekli v fonksiyonelini alalim. u € P(\,r)
icin

AMu) <v(u) < ®(u) and [jul] < MA(u)
olacak sekilde r ve M pozitif sayilar1 var olsun. Kabul edelim ki

0<({<1veVue€dP(v,q) igin v(Cu) < (v(u)

olacak sekilde p < ¢ < r pozitif sayilar1 var olsun. Eger A : P(\,r) — P tamamen

siirekli operatorii
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(i) Yu € OP(\,r) icin A(Au) > r,
(ii) Yu € OP(v, q) i¢in v(Au) < ¢,
(iii) P(®,p) # 0 ve Vu € OP(®,p) icin ®(Au) > p,
sartlarin1 sagliyorsa, A operatoriiniin u; ve us gibi en az iki sabit noktasi vardir 6yleki
v(uy) < q ile birlikte p < ®(uy1) ve A(ug) < r ile birlikte ¢ < v(uz)
esitsizlikleri saglanir (Avery ve Henderson 2001).

Teorem 2.3.14. (Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi) Reel £ Banach uzayinda P
bir koni olsun.

P.={zeP:|z|| <r}
P, a,b) :={x € P:a <i(x), [z] < b}

kiimelerini tanimlayalim. Kabul edelim ki A : P, — P, tamamen siirekli operator ve
Yu € P, igin ¢(u) < |lu|| olacak sekilde P de bir negatif olmayan siirekli konkav v

fonksiyoneli olsun. Eger
@) {ue P, q,1): ¢(u) > q} # 0 veVu € P(¢,q,1) igin (Au) > ¢;
(i) [ull < pigin |Aul| < p;
(iii) u € P(v,q,r) igin || Au|| > [ iken ¥(Au) > g,
olacak sekilde 0 < p < ¢ < [ < r sayilar1 varsa A operatoriiniin P, da
Jurll < p, P(u2) > g, Y(usz) < g vep < ||us

esitsizliklerini saglayan en az ii¢ sabit noktas: vardir (Leggett ve Williams 1979).
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3. ZAMAN SKALASINDA YUKSEK MERTEBE 1m-NOKTA SDP
ICIN POZITIF COZUMLER
T bir zaman skalas;,, 0 < i <n—-1,m >3, a>1,0,7,0>0,t; <& < ... <

Em—2 < ta ve a,, b, > 0 verilen sabitler olmak lizere

.

(=)™ (8) = f(ty(®), tetit] CT, neN

i 2i+1 m—2 2i+1
ay® () — By () = X aptT (), 3.1)
p=1

i i+1 m=2 i+1
YA (ta) + 0y (1) = Zl by (&),
p:

\

yiiksek mertebeden m-nokta sinir deger problemini (SDP) ele alalim. Burada f :
[t1,12] X [0,00) — [0, c0) fonksiyonunu siirekli bir fonksiyon olarak kabul edecegiz.

Tezimizin bu boliimiinde ele alinan (3.1) SDP nin pozitif ¢oziimlerinin varligi
icin yeter kosullar1 ortaya koyacagiz. Bunu i¢in ilk 6nce (3.1) SDP den yararlanarak
olusturacagimiz yardimei sinir deger probleminin Green fonksiyonunu elde edip, bu
Green fonksiyonunu kullanarak, lineer olmayan SDP lineer olmayan integral denkleme
indirgeyecegiz. Daha sonra tanimlayacagimiz bir koni ilizerinde pozitif ¢éziimlerin
hangi sartlar altinda var oldugunu arastiracagiz. Bu noktada en az bir pozitif ¢oziimiin
varligin1 Krasnosel’skii sabit nokta teoremi yardimiyla, en az ii¢ pozitif ¢dziimiin varl-
gin1 ise Leggett-Williams sabit nokta teoremi yardimiyla inceleyecegiz.

Asagidaki kosullarin saglandigin1 kabul edelim.

HD) £ >,
m—2 m—2

(H2) Egerm > 3ise, v Y, ap > a »_ bpyve2 < j < m — 2i¢in eger m > 3 ise,
k=1 k=1

-1 -1
ad >y > ap > a ), by > fydr
k=1 k=1

m—2

m—2
H3) ad >a >  by+7v > ap.
p=1

p=1
3.1 Green Fonksiyonu ve Ozellikleri

Simdi ele aldigimiz SDP den yararlanarak olusturacagimiz yardimci SDP nin Green

fonksiyonunu olusturup, 6zelliklerini inceleyelim.
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m—2 m—2
Lemma 3.1.1. K == ay(ta —t1) +ad —a > by +v8+7v >, a,ve Ji = [t1,&],
=1 =1

b= b=
[51752] o) m 2 — [fm 37£m 2] Jmfl = [£m72>t2] olmak iizere
([ () =0, te [t

m—2

ay(t) — By (t) = > ay™ (&), (3.2)

p=1

Yy(ta) + 6y>(t2) = mf by (&)

\ p=1

probleminin Green fonksiyonu

( (a(s—t1)+ﬂ+kzlar) (v(tz—t)+5—ngbp)

r=1 p=k
k—1 m—2
+ZbT(a(t—s)+ ap>,t23,sEJk
=1 p=k
1) k=1,2,.
G(t,s) = I k1 (3.3)
<7(t2—5)+5— Z b)(at—tl —i—ﬁ—i—Zar)
r=1
+Zap< (t—s) i ) s, s €Jy
p=k r=1
| k=12,
seklindedir.
Ispat. h € C[ty,t,] olarak alalim ve
A2 (1) _
-y~ (t) =h(t), t€ [tlatQ]
ay(t) — By>(t) = Z ayy* (&),
Ty(ta) +0y=(ta) = Z y> (&)
L -
problemini olusturalim. Buradaki denklemin ¢oziimiiniin
¢
) = ylta) + (¢ = )y (e0) — [ (¢ s)h(s) s (3.4)

t1
oldugu kolayca bulunabilir. Olusturdugumuz SDP deki sinir kosullar dikkate alinacak

olursa, (3.4) ¢oziimiinii
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olarak elde ederiz. Simdi bu ¢6ziimii gozoniine alarak Green fonksiyonunu olusturalim.

Ik 6nce s € J, t > s durumuna bakalim.

(i) s € Jy = [t1,&] vet > s olsun. Bu durumda

Glts) = —(t—s)+ %{a(’y(tg — ) +6)+ i(*yap - osz)}

p=1

+ %{(64‘7”;_2@13—@751)(7(752 — ) +9)

- %{o«s(s—tl)+cw<t2—t><s—t1>+ (mmZ)

m—2

m—2 m—2
X (6— pr) —|—7(6—|—Zap)(tg—t)+a2bp(t—s+t1)
p=1 p=1 p=1
m—2 m—2 m—2
+ WtZap—athp—v(tQ—tl)Zap
p=1 p=1

p=1
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m—2 m—2

- (5_Zb)zap_mzap}

p=1 =

= %{a(s —t1) <5 - ””‘12 bp) + ad(ty — t)(s — 1)

+ YB(ta —t) + 6(5 — m_pr)}

= {4 (ae —t>+6—§bp)}
elde edilir.

(1) k=2,3,...,m — 2 olmak iizere s € J; ve t > s olsun. Bu takdirde

-2

3

G(t,s) = —(t—s)+ i{a(y(tg —5)+0)+

e (va, — abp)}

Il
B

p

+ %{(BJFW:Q%—%)(V(@ —5) +0)

_ [1({04(5(3—t1)+047(t2—t)3—t1 (ﬁ+zap)

X (5—5@,) +fy<ﬂ+mzccp)(t2—t)+a2bp(t—s)

- atlzb +7tzap—at2bp—y ty—ty) Zap
p=k
- (5—pr>2ap—t1'yzap}
p=1

= %{a(s—tl (5 nfbp)+av(t2—t>(s—t1)

k

2 k—1
+ 75(t2—t)+ﬁ(6— bp)+aZbT(t—s)
k

p= r=1

]
[
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k—1 m—2
+ b, (oz(t —5)+ ap) }
1 =k

oldugu goriiliir.

(i) s € Jy_1 = [§m_2, 2] vet > s olsun. O halde

Glts) — —(t—s)+%{oz(7(t2—s)—l—5)}
+ %{(ﬁ+§ap—atl>(y(t2—s)+6)

_ %{o«s(s —t) +ay(ts —t)(s —t1)

+ 7<B+m_2ap)(t2 —t) +amz_2bp(t—s)

p=1

olur.

Bulunan bu sonuclar gozoniine alinirsa k = 1,2,....,m—1oldugunda s € J, vet > s

icin

=] =

G(t,s) = {(a(s—t1)+ﬁ+§ar> (7(t2—t)+6—mz_2bp)

= p=k

o

-1

+ lbr<oz(t—s)—|—mz_2ap)}

T p:k’

oldugunu sdyleyebiliriz. Diger taraftan s € Ji, t < s durumuna bakalim.
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(i) s € Jy = [t1,&] ve t < s olsun. Bu durumda
1 m—2
G(t,s) = ?{tcw(tg —5)+tad +t pzl(’yap — aby)

m—2

5+5 a, - atl) (1(ts — ) + 6)

elde edilir.

(i) k=2,3,...,m — 2 olmak iizere s € J; ve t < s olsun. Bu takdirde

m—2
G(t,s) = %{t@’)/(lfg —s)+tad +t Z(”yap — aby)

p=k
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bulunur.

(1) s € Jypo1 =

G(t,s)

olur.

Elde edilen sonuglar birlestirilecek olursa £ = 1,2, ..

t < sigin

G(t,s)

yazabiliriz.

m—2 ﬁ m—2
Y ap<a—t2+t)+’}/(ﬁ+ ap)(t2—8>

=k r= P

k—1 m—2

b, ap}
r=1 p=k
1 m—2 k—1
E{ <7(t2 —s)+4d— pr> (a(t —t)+ 8+ Zar)

p=k r=1

m—2 k—1

w(r-9+ X0

[Em_2,t2] ve t < s olsun. O halde

%{am(tg—sm (B+Zap—at1) t2—5>+5)}

1

Hot9ro(at-1+5+5 )}
p=1
.,m — 1 oldugunda s € J; ve

%{(wz —s) +5—§bp) (ate =12 +ﬁ+§ar)

Sonug olarak (3.2) denkleminin Green fonksiyonunun (3.3) de verildigi gibi oldugu-

nu soyleyebiliriz.

]

Simdi (3.3) ile verilen G(¢, s) Green fonksiyonunun bazi 6zelliklerini inceleyelim.
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Lemma 3.1.2. (¢,5s) € [t1,t2] X [t1, t2] igin (3.3) ile tanimlt G(t, s) Green fonksiyonu
0<G(t,s) <G(s,s)
esitsizligini saglar.

Ispat. (H1),(H2), (H3) kabulleri gozoniine alinacak olursa, G(t,s) > 0 oldugu ko-

layca goriilebilir. G(t,s) < G(s, s) oldugunu gosterelim.

(i) s € Jyvet > solsun. G(t,s), t ye gore azalan oldugundan G(t,s) < G(s, s)

olacaktir.

(ii) s € Jy vet < solsun. G(t, s) fonksiyonu ¢ ye gore artan oldugundan G(¢, s) <

G(s, s) esitsizligi saglanir.

(i) £k =1,2,...,m — 2 oldugunda s € J; ve t > s olsun. (H2) kabulii g6zoniine
almirsa G(t, s) fonksiyonu ¢ ye gore azalan olacaktir. Bu nedenle G(t,s) <

G(s, s) esitsizliginin saglandigini soyleyebiliriz.

(iv) k=1,2,...,m — 2 oldugunda s € J; ve t < solsun. G(t, s), t ye gore artan
olacagindan G(t, s) < G(s, s) elde edilir.

(v) s € Jyu_1 vet > s olsun. (H2) kabulii ile birlikte G(¢,s) fonksiyonu ¢ ye
gore azalan olacaktir. Bu nedenle G(t,s) < G(s, s) esitsizliginin saglandigint

sOyleyebiliriz.

(vi) s € Jpo1 vet < solsun. G(t,s) fonksiyonu ¢ ye gore artan oldugundan

G(t,s) < G(s,s) esitsizligi saglanur.
Tiim bu sonuglar bize (¢, s) € [t1,ta] X [t1, t2] i¢in G(¢, s) Green fonksiyonunun
0<G(t,s) <G(s,s)
esitsizligini sagladigin1 verir. [

Siradaki lemmaya ge¢gmeden 6nce kolaylik olmasi icin asagidaki tantmlamalar ya-

palim.
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m—2 m—2 m—2
6— > by (@b —a 3 by =7 > ap)(ta — )
p=1 p=1 p=1
1= m—2 c2 = m—2
Ve =) +0— 3 by Y(ta —t1) +0 = 32 bp)(alta —t1) + 8
p=1 p=1
m—2
0 — b
z 1;;2 ’ zZ g — b Z d
3 = A4 = 5 A5 = T — 140
’Y(t2—t1)+5— bp Of(tz—tl)—F@‘{‘ Z Qg ,Y( 2 1)
2
6 = m—2
alta—t1) +B8+ > ar
r=1
ve
z =min{zy, 29, 23, 24, 25, 26} (3.5
olarak alalm. ||z| = r?ax] |z(t)| normunu tanimlayalim.
te[ty to

Lemma 3.1.3. (3.3) ile tamml1 G(¢, s) Green fonksiyonu

min G(t,s) > 2G(s,s) = z||G(-, s)]| (3.6)

tefty,ta]
esitsizligini saglar.
ispat. Eger incelenecek olursa : = 1, 2, 3, 4, 5, 6 olmak iizere 0 < 2; < 1 oldugu
kolayca goriilebilir. Simdi lemmanin ispatina bakalim.

(1) s € Jy vet > s olsun. Bu durumda

min G(ts) — l(a(s—tl)w)(a—mj%)

tE€[t1,t2) K =
o o)
> ~lals—t)+8) (6 - bp) o
p=1 (’y(tg —t)+0d— 21 bp>
m—2 .
=S
= ol =) + )
’}/(tg—tl)—i‘é— ;bp
m—2
X (’)/(t2—8)+5— pr>
p=1
= 2G(s,s)
= allGE 9l
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(17) s € Jy ve t < s olsun. Bu takdirde

oldugu goriiliir.

i ESER B
Al I

— |
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<5 45 Nal
_ _ +
— S + =
~ Z ¥ F|°
— | S 2a
-~ N — — ]
| +>
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g

b,,) (s — ) +6)}

Is%

Aty — 5) +6 -
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20G (s, 8)
= 2[G(, 9]

.,m — 2 oldugunda s € Ji ve t > s olsun. Buradan

olarak elde edilir.
(1it) k=1,2,..



p=2
m—2 k—1 m—2

X (’y(tg —5)+0 — b,,) + ) b, a,p}
p=2 r=1 p=k

= z3G(s,$)

= z)|G(,9)ll

elde edilir.

(iv) k=1,2,...,m — 2 oldugunda s € J; ve t < s olsun. O halde

m—2 m—2
. 1 o]
Juin, G(t,s) = E{” > %(5 —t+ tl) + 7(B + ,;1 ap) (ts — 5)

p=

m—2
m—2 ’yzap k—1 m—2
Ao S B
p=k a r=1 p=k
k—1 m—2
+ b, ap}
r=1 p=k

AV
| —
—N
2
V)
|
=+
+
)
+
i
S
3
7 N
Ol
|
S
N———
N
2
i~
)
|
&=
_.I_
(@Y
|
NN
o
'@T
N——
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m—3
alte—t1)+ 5+ > a,
r=1

oldugu goriilebilir.

(v) s € Jy—1 ve t > s olsun. Bu durumda

m—2 m—2
. 1
terﬁllilﬂ G(t,s) = g{(@(s—h)‘l—ﬂ—i— 1 ar>5+aZbT(t2 —S)}

: Jffiii)ﬁ?%{(@“—m+ﬂ+§%>5}

- 7(t2_(Stl)+5%{(a(s—t1)+ﬂ+§ar>(’7(t2_3)+5)}
= zG(s,s)

= z[|G(-s)|

elde edilir.

(vi) s € Jp—1 vet < s olsun. Bu takdirde

- alty —t1) + +%ljar%{(v<t2 o 5)@ ! t2> }
- R {0940
a(te —t1) + 5+ Z:lar
X (a(s—t1)+6+mz:2ar)}
= zG(s,$) -
= z[G( 9]

oldugu goriiliir.
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Bulunan tiim bu sonuglar ve (3.5) gbzoniine alinirsa (3.6) esitsizliginin saglandigini

sOyleyebiliriz. [

2 < j <nigin Gi(t,s) := G(t, s) olmak lizere
to

G,(t,s) = /Gj_l(t,r)G(r,s)Ar

t1
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde m > 3 ve 0 < i < n — 1 olmak lizere

(

(=1)"A" (1) =0, t € [ty,ta],
i i+1 m_2 i+1
ayAQ (tl) - ByAQ ! (tl) = Zl apyAQ ! (51))7
p:
) . m—2 i
P)/yAZl (t2) + 63/A2 o <t2) = Z bpyA2 o (5}0)7
\ p=1

homojen SDP nin Green fonksiyonu G, (¢, s) dir. Simdi G, (¢, s) Green fonksiyonunun

bazi1 ozelliklerini verelim.

Lemma 3.1.4. ,
2
L— / 1GC, 8) | As > 1 (3.7)
t1
sayisini tanimlayalim. z sayisi (3.5) ile tanimli olmak iizere, G, (¢, s) Green fonksi-
yonu
0< Glt,s) S LV UGE s, (ts) € [trta] x [t1, 8]

ve

Gu(t,s) > 2"L" YG(-,s)|l, (t,8) € [t1,ta] X [t1, 1]
esitsizliklerini saglar.

Ispat. Lemma 3.1.2 ve lemma 3.1.3 g6z6niine alinarak n iizerinden tiimevarimla ispat

kolayca yapilabilir. [

3.2 A Operatorii ve Koni

(3.1) SDP nin y(t) ¢6ztimiiniin bulunmasi

to

MﬂZ/Gﬁﬁﬁ@M@ﬁS (3.8)

t1
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integral denkleminin y(t) ¢6zlimiiniin bulunmasina denktir.
lyll = r?ax] |y(t)| normu ile tammli £ = C'[t;, t5] Banach uzayim ele alalim. z
te|t1,ta
ve L sirasiyla (3.5) ve (3.7) ile taniml1 olmak iizere

P={yecE: min y(t)=>="|yl} (3.9)

G[tl,tg]
olacak sekilde P C E konisini tanimlayalim.

Bu durumda (3.8) integral denkleminin P iizerinde ¢6ziimlerinin bulunmast

[

Ay(t) = /Gn(t,s)f(s,y(s))As, (3.10)

t1

ile tanimhi A : P — F operatoriiniin sabit noktalarinin bulunmasina, yani
y = Ay
olacak sekilde y € P elemanlarinin bulunmasina denktir.

Lemma 3.2.1. (H1), (H2) ve (H3) saglansin. Bu takdirde A : P — P operatorii

tamamen siireklidir.

Ispat. Kabul edelimki y € P olsun. Bu durumda Lemma 3.1.4 geregi, [t, t,] iizerinde
Ay(t) > 0 oldugu sdylenebilir. Diger taraftan, yine Lemma 3.1.4 den

to

(i ) = ter[r?ll,rtlg]/G”(t’s)f(s’y(s))As
t1
to
> 2" [ max G,(t,s)f(s,y(s))As

te(ty,t2]
t1

2" Ayl

v

oldugu soylenebilir. Bu dabize Ay € P oldugunu ve dolayisiyla A : P — P oldugunu
Verir.
Simdi A : P — P operatoriiniin tamamen siirekli bir operator oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in A operatdriiniin siirekli ve kompakt oldugunu gostermeliyiz.
Ik olarak A operatériiniin siirekliligini inceleyelim. f fonksiyonu siirekli oldugun-
dant € [t1,t5] icin y1(t), yo(t) € P oldugunda ||y (t) — yo(t)|| < 6* iken
€
[ty () = f @) <&'= 77
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kalir. O halde Lemma 3.1.4 diisiiniilerek, ||y;(t) — y2(t)|| < ¢* iken

tE[t1,t2]

[Ay1(t) = Ayo(t)]| = max I/Gn(t,S)[f(S,yl(S))—f(s,ya(S))]ASI

IN

max / Gt )| £ (1, 2(5)) — F(t, a(5))| As

te[ts,ta)

< &L 1/||G )| As

elde edilir. Yani A : P — P operatorii stireklidir.

Simdi A operatoriiniin kompakt yani her sinirli kiimeyi pre kompakt kiimeye doniis-
tiirdiigiinii gorelim. Keyfi simirh Y C P kiimesini ele alalim ve A(Y’) nin P de pre
kompakt oldugunu gosterelim. f fonksiyonu siirekli oldugundan s € [t1,ts] vey € YV
icin

f(s,y(s)) <c (3.11)
olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir. Bu durumda (3.11) ve Lemma 3.1.4 gozoniine
almarak

[Ayll = max [Ay(t)]

tE[tl tg]

~  max /Gts F(s,9(s))As

te(t,ta]

IN

/||G 91 (s y(s)As

<

bulunur. Bu takdirde A(Y') ayn1 dereceden sinirlidir.

Diger taraftan G, (¢, s) siirekli oldugundan |t} — 5| < §** iken

|Gn(t],8) — Gu(ts, s)| <" =
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yazilabilir. O halde |t} — t5| < 0** iken

t2

[Ay(t7) — Ay(6)] = max I/[Gn(ti‘as)—Gn(t;S)]f(S,y(S))ASI

te(t1,ta]
< max / G (t5,5) — Gt $)|f (s, y(s)) As
teftr,ta]

< ety —t)

kalir. Buda bize A(Y") nin ayni dereceden siirekli oldugunu verir. O halde Arzela-
Ascoli teoreminden A(Y') nin pre kompakt oldugunu ve dolayisiyla A operatdriiniin
kompakt bir operator oldugunu sdyleyebiliriz.

Sonug olarak A operatorii siirekli ve kompakt oldugundan tamamen siirekli bir

operatordiir. [

3.3 Bir Pozitif Coziimiin Varh@

Bu béliimde, (3.1) SDP nin en az bir pozitif ¢oziimiiniin varligr Krasnosel’skii sabit

nokta teoremi yardimiyla gosterilecektir.

Teorem 3.3.1. (H1), (H2) ve (H3) saglansin. Bu takdirde f fonksiyonu icin,
(@) (t,y) € [tr,t2] x [0, 7] igin f(t,y) < Zry(t),
(i) (t,y) € [t1,t2] X [R,00) igin f(t,y) > mpzy(t)

esitsizliklerini saglayacak sekilde 0 < r < R < oo sayilar1 varsa (3.1) SDP nin en az

bir pozitif ¢oziimii mevcuttur.

Ispat. O, = {y € P: |ly|| <7} veQ = {y € Pyl < Z} olacak sekilde F
nin agik ve stnirh altkiimelerini tanimlayalim. Lemma 3.2.1den A : PN (Qy\ ;) —
P operatoriiniin tamamen siirekli oldugunu soyleyebiliriz. Simdi Krasnosel’skii sabit
nokta teoreminin sartlarini saglatalim.

y € P N0 olarak alimirsa ||y|| = r olur. O halde (7) kabulii ve Lemma 3.1.4

kullanilarak
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Ay(t) = / Gt 5) (5. y(s)) As

1
< o [ Guttse)s
t1
1 /
< el [ lGcs)1as
t1

= |l

elde edilir. Bu nedenle y € P N 09 icin ||Ay|| < ||y|| oldugunu soyleyebiliriz.
Diger taraftan y € P N 0€) alalim. Bu durumda ¢ € [t;, t5] igin

y(t) = 2"lyll = R

olacaktir. Artik burada (i7) kabulii ve Lemma 3.1.4 g6zoniine alinirsa,

to

Ay(t) = / Gt 5)f (5, y(5)) As

t1

to
1
>
> i [ Galtoeas
t1
to
1
> ol [ Guteos)as
t1
>yl

bulunur. Bu da bize, y € P N 0 i¢in || Ay|| > ||ly|| oldugunu verir.
Krasnosel’skii sabit nokta teoreminin birinci kismi geregi A operatoriiniin PN (€, \
Q1) de r < |ly|| < £ olacak sekilde bir sabit noktas: vardir. Dolayistyla ele aldigimiz

(3.1) SDP nin en az bir pozitif ¢coziimii mevcuttur. [

3.4 Uc Pozitif Coziimiin Varhg

Tezin bu boliimiinde, (3.1) SDP nin en az ii¢ pozitif ¢oziimiiniin varlig1 icin yeter

kosullar1 Leggett-Williams sabit nokta teoremini kullanarak elde edecegiz.

Teorem 3.4.1. Kabul edelimki (H1), (H2) ve (H3) saglansin. Bu durumda f fonksi-

yonu i¢in,
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(i) (t,y) € [t1,t2] x [0, 7] i¢in f(t,y) < 77,
(11) (tvy) € [tlatZ] X [Oap] lgll'l f(t>y) < %7
(i) (f,y) € [t1,t2] % [q, Z]igin f(t,y) > ==,

olacak sekilde 0 < p < ¢ < L < r sayilar varsa, (3.1) SDP nin y;, y, ve y3 olacak

n
sekilde en az li¢ pozitif ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziimler

max t) < p, min t) > q,
tety,to] yl( ) b te(t,ta] yQ( ) 1

min t) < g ve max t) >
te[t,ta] yg( ) q te(ty,to] y3( ) b

esitsizliklerini saglarlar.

Ispat. Teoremin ispatin1 Leggett-Williams sabit nokta teoreminden yararlanarak ya-
pacagiz. Bu yiizden negatif olmayan, siirekli, konkav ¢ : P — [0, oo) fonksiyonelini
Y(y) = . erﬁlli,rtlﬂ y(t) olarak tanimlayalim ve P konisini (3.9) da tanimlanmig haliyle
alalim. Bu durumda her y € P i¢in ¢)(y) < ||y|| esitsizligi saglanir.

Simdi A : P, — P, operatdriiniin tamamen siirekli operator oldugunu gosterelim.

y € P, olsun. Bu durumda, ¢ € [t;, 5] i¢in 0 < y(t) < 7 olur. O halde, (i) kabulii ve

Lemma 3.1.4 diisiiniilerek

)
Ayl = max [ Gt o) (s, u(s)As
te[tl,tz]
t1

to
< 1 [IGE s s
t1

< r
elde edilir. Buradan A : P, — P, oldugu goriiliir. Lemma 3.2.1 gozoniine alinacak
olursada A : P, — P, operatoriiniin tamamen siirekli bir operator oldugunu soyleyebiliriz.

y(t) = % olarak alimirsa, z < 1 oldugundan y(t) = % € P(v,q, %) ve (%) > ¢
ozellikleri saglanir. Bu da

{ye P.a. ) o) > a) #0

oldugunu verir. Diger taraftan her y € P(v,q, %) vet € [ty t5] icin ¢ < y(t) < %

n
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esitsizligi saglanir. Bu takdirde (#ii) kabulii ve Lemma 3.1.4 kullanilirsa

t2

vy = min [ Gult9)f(su9)as

> e / IGC, 9)l1F (5. y(s))As

> q

bulunur. O halde Leggett-Williams sabit nokta teoreminin () kosulu saglanmis olur.
lly|l < p alindiginda, ¢ € [t1, 5] igin 0 < y(t) < p esitsizligi saglanir. Bu durumda
(77) kabulii ve Lemma 3.1.4 gozoniine alinirsa

to

lAy| = max / Golt, 5) (5. y(s)) As

te [t1 ,tg]

< / IGC $)I1 (5 y(s))As
p 1

<

elde edilir. Boylece, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (#7) kosulu saglanir.
Son olarak, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (7i7) kogulunu inceleyelim.

y € P(,q,7) ve ||Ay|| > % olarak alalim. Bu durumda

Y(Ay) = min Ay(t) > 2"|| Ayl > q

tE[t1,t2]

oldugu goriiliir.
Leggett-Williams sabit nokta teoreminin biitiin sartlar1 saglandigindan (3.1) SDP

nin y1, Yo ve y3 olacak sekilde en az li¢ pozitif ¢dziimii mevcuttur ve bu ¢oziimler

max t) < p, min t) > q,
telt1,to] () <p te[t1,ta] alf) > 4

min t) < g ve max t) >
te[tm]ys() q te[tlmyz() p

esitsizliklerini saglarlar. O

3.5 Ornekler

Bu kisimda ortaya koydugumuz teoremler i¢in birer 6rnek verecegiz.
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Ornek 3.5.1. T = {(2)" : n € No} U{0} U [2,3] olsun. (3.1) SDPden =1, m =
3,t1 = %,fl =1t =3, a=v=0=3,0 = 12,a; = by = 1 se¢cimlerini
yaparsak,
—yA(t) = f(t,y), te (2,3 CT,
3y(3) —12y°2(3) = y>(1), (3.12)
3y(3) +3y2(3) = 3y (1)
problemini elde ederiz. Burada gerekli hesaplamalar yapilarak, L = % = 145.5 ve

z = 0.041 oldugu goriilebilir.

[1k olarak bu problem igin Teorem 3.3.1 y1 gdzoniine alalm. Eger f(¢,y) = 1;3—%’13,

r = 107% ve R = 1 segimlerini yaparsak, 0 < r < R < oo olur ve Teorem 3.3.1 nin
tiim sartlarinin saglandig1 kolayca goriilebilir. Bu durumda (3.12) SDP nin en az bir y
¢Oziimii vardir ve bu ¢6ziim 1076 < t éf%%fg] y(t) < 1/(0.041) esitsizligini saglar.

Son olarak, yine bu problem i¢in Teorem 3.4.1 yi gézoniine alahm. Eger f(t,y) =
1533%;2, p=T710",¢ = 3.107* ve r = 146000 olarak alirsak, 0 < p < ¢ < £ < r
esitsizligi saglanir ve Teorem 3.4.1 nin biitiin sartlar1 gerceklenir. Bu takdirde (3.12)

SDP nin y1, y2 ve ys3 olacak sekilde en az li¢ pozitif ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziimler

max () < p, min y(t) > g
te(2,3] te(2,3]

max ys3(t) > pve min ys(t) < ¢

te[2,3] te[2,3]

esisizliklerini saglarlar.
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4. YUKSEK MERTEBE m-NOKTA KESIRLI SDP ICIN POZITIiF
COZUMLERIN VARLIGI

Tezimizin bu bdliimiinde, Dg+, 1. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirev ve

n,m € Nsayillartm > 3,n > 3,n — 1 < n < n seklinde olmak iizere,
—DJ u(t) + f(t, u(t)) =0, tel0,1],
u"(0) = u"(0) = =2(0 )—0, u"(1) =0,

m—

< au(0) — Bu'(0) = z (&), @D

p:

vu(1) + 5w (1) = 3 bl (E,),

\ p=1

yiiksek mertebe ¢coklu nokta kesirli SDP ni inceleyecegiz. Burada 5 > o > 1, v, § >
0, ap, b, > 0 verilen sayilar ve 0 < &; < ... < ,,—2 < 1 seklinde olacaktir. Ayrica
f:]0,1] x [0,00) — [0, 00) fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olacaktir.

Bu problemin incelemesini yaparken, ilk once Green fonksiyonlarindan yararla-
narak problemimizi bir integral denklem haline getirecek, sonra bu integral denklemi
bir operator olarak diislinerek bu operatoriin sabit noktalarini arastiracagiz. Bunu ya-
parken en az bir pozitif ¢6ziim i¢in Krasnosel’skii sabit nokta teoremini, en az ii¢ po-
zitif ¢ozlim icin Legget-Williams sabit nokta teoremini kullanacagiz.

Bu problem incelenirken asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

m—2

(H1) Egerm > 3ise, vy Y, ar > « Z by dir. Eger 2 < 7 < m — 2 iken m > 3 ise,
kl k=1

a5>72ak2&2bk>57dlr.
k=1 k=1

m—2

(H2) a5>aZb +7Zap

4.1 Green Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Tamim 2.2.3 den D\2u(t) = u(t) oldugunu sdyleyebiliriz. O halde D!, u(t) =
DI2(DPu(t)) = DIZ*(w”(t)) oldugundan (4.1) SDP,

-0ﬁwm+mw» ,mmu
u//(O) — U///(()) = . (O) ///(1) — 0,
au(0) — fu/'(0) = ; apu! (&), 4.2)
() + (1) = 5 ()



seklinde yazilabilir. Burada —u” (t) = y(t) ve n — 2 = ¢ tamimlamalarin1 yapalim. Bu

takdirde (4.2) SDP icerisinden segerek olusturdugumuz

_Dg+_2(u”(t)) + f(tv u(t)) =0, te [0’ 1]

“4.3)
u”(0) =u"(0) = ... = u("*Q)(O) =0, " (1)=0
problemi
D y(t)+ f(t,u(t)) =0, te€|0,1
out) + f(tult) 0.1 s
y(0) =9/ (0) = ... =y"(0) =0, y/(1) =0
halini alir.
Ik olarak (4.4) SDP nin ¢oziimiinii arastiralim.
Lemma 4.1.1. (4.4) SDP nin tek ¢oziimii
(178)0'_215”_1 t < s
H(t,s) = Pe) 7 7 4.5)
(1_5)0 2ta 1_(t_s)a 1 t> s
T'(o) » Y=
olmak tizere |
y(t) = / H(t, ) f(s, u(s))ds .6)
0

seklindedir.

Ispat. Lemma 2.2.8 g6zo6niine alinarak,

t

1
) /(t —8)7 7 f(s,u(s))ds + et 4 ot 4 L+ ot (A7)

y(t) = “T0)

oldugu sdylenebilir.

(4.4) probleminin sinir kosullart dikkate alinirsa gerekli hesaplamalar sonucu, ¢ =

1

C3=..=¢Cho=0vec, = ﬁ [(1 = 5)772f(s,u(s))ds oldugu kolayca gbriilebilir.
0

Bu takdirde (4.4) probleminin tek ¢coziimiiniin

t 1

- <1 — S)U_th_l — (t — 8>0_1 S, uls S (1 — S)U_2t0_1 S,uls S
o) = [ e fls.uts)is + [ st s u)a

0 t

oldugu sdylenebilir. Buradan (4.5) ile tanimli H (¢, s) Green fonksiyonu ile birlikte bu

¢Ozim
1
oit) = [ Ht5) (s, u(s))ds
0
seklinde yazilabilir. [
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Lemma 4.1.2. (H1) ve (H2) saglansin. K := ay + ad — « Z b, + Y8 + v Z a,
ve Ji = [O 51] Jy = [51 52} ) —2 = ['fm 3, Em— 2] m—1 — [fm 2,1] olarak

tanimlayalim. Bu durumda y € C[0, 1] igin

() = y(t), telo 1],
au(0) — pu'(0) = - apu'(&p) (4.8)
m—2
yu(1) 4 0w/ (1) = > bptt/ (€p)

probleminin tek ¢oziimii

4 k—1 m—2
(ozs—l—ﬁ—i— Zar) (7(1—t)+§— > bp)
r=1 =k
k—1 m—2 ?
+Zbr(a(t—s)—|— > ap>,t2$, s e Jy
=1 p=k
1 k=1,2,. —1;
G(t,S) = ? m—9 (49)
(7(1 )+ — > bp) (at + 5+ Z ar)
m—2 - kk—l
+Zap< (t—s)+ )t<s s € Jy
p=k r=1
 k=1,2,..,m—1,
olmak iizere )
:/G(t, s)y(s)ds (4.10)
0

seklindedir.

Ispat. Ispatimizi bir 6nceki boliimde inceledigimiz problemden yararlanarak yapacagiz.
Eger (3.1) SDP de zaman skalas1i T = R, n = 1, ¢ = 0, to = 1 ve f(t,y(t)) =
y(t) olarak segilirse bu problem (4.8) SDP ne doniigiir. O halde bir 6nceki boliimiin
sonuglarindan yararlanabiliriz. Bu takdirde (4.8) SDP nin tek ¢6ziimiiniin G(¢, s)

Green fonksiyonu (4.9) ile taniml1 olmak iizere
1

u(t) = /G(t, s)y(s)ds

0

seklinde oldugu sdylenebilir. 0
Lemma 4.1.3. (4.9) ile tamimli G(¢, s) Green fonksiyonu (¢, s) € [0, 1] x [0, 1] i¢in

0 < G(t,s) <G(s,s)
esitsizligini saglar.
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Ispat. T =R, t; = 0 ve t, = 1 secilerek Lemma 3.1.2 gozoniine alimirsa esitsizligin

saglandig1 soylenebilir. [

Siradaki lemma i¢in asagidaki tanimlamalar1 yapalim.

m—2 m—2 m—2
o= > b (@b —a 2 b, — (v X ap)
p=1 p=1 p=1
LT T s 2T m—2
T+ — 3 by TH+I— 3 by)(a+p)
p=1 p=1
m—2
d— b
=" 21 5
o= AT > B =
y+d— 3 b, atB+ Y a 7
p=2 k=1
5_1
6 = - m—2
a+B4+ > a
r=1
ve
z =min{zy, 29, 23, 24, 25, 26} 4.11)
olarak alalim. ||z|| = r?ax] |(¢)| normunu tanimlayalim.
te|t1,ta
Lemma 4.1.4. (4.9) ile tamimli G(¢, s) Green fonksiyonu
min G(t,s) > zG(s,s) = z||G(-, s)]| (4.12)

te[tl,tg]
esitsizligini saglar.
Ispat. T = R, t; = 0 ve t, = 1 secilerek Lemma 3.1.3 diisiiniiliirse esitsizligin
saglandig1 goriilebilir. [
Lemma4.1.5. ¢t,s € [0,1] icin 0 < H(t,s) < H(1,s) dir.
Ispat. H(t,s) Green fonksiyonunun ifadesi incelenecek olursa, H(t,s) > 0 oldugu
goriilebilir. Simdi H (¢, s) < H(1,s) oldugunu gorelim.

(i) Egert < sise, H(t,s) = (1_5);(;?150*1 < (1}2‘;72 = H(1,s) olur.

(ii)) s < tigin H(t,s), t ye gore artan oldugundan H(t¢,s) < H(1,s) olacad

sOylenebilir.

Bu takdirde, t,s € [0,1] i¢in 0 < H(t,s) < H(1,s) esitsizliginin saglandigini

gbérmiis oluruz. [

42



Lemma4.1.6. k& € (0, &,,_2) bir sabit olmak iizere 0 < ¢, s < 1li¢in énin : H(t,s) >
t€|&m—2,

k°1H(1, s) esitsizligi saglanr.

ispat. (1) t < s olsun. O halde

min H(t,s) = (1—9)72%0 > (1—s)°"2(k)°!

=k 'H(1
te[Em—2,1] ['(o) - ['(o) (1)

oldugu goriiliir.

(1) s < tigin,

(1—8)77260 5 — (§n2 — )7

te[rfril_nz,l] Ht5) = ['(o)
< (1—5)7267 75 — (§nz — Em—25)"""
I'(o)
ma((1=5)7% = (1 =5
- [(o)
Em2H(1,5)
> k°'H(1,s)

oldugunu soyleyebiliriz.
Boylece, [min ]H (t,s) >k 'H(1, s) esitsizliginin saglandig1 bulunmus olur. [
tel€m—2,1

4.2 Integral Denklem ve Operator

Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 gdzoniine alinirsa (4.1) SDP nin u(t) ¢6ztimiiniin

1 1

u(t) = /G(t,s)/H(S,T)f(T,u(T))des (4.13)

0
seklinde oldugu soylenebilir. Boylelikle (4.1) SDP ni, (4.13) te oldugu haliyle bir
integral denkleme indirgemis oluruz. Artik bu integral denklemin ¢oziimleri (4.1) SDP
nin ¢oziimlerine kargilik gelecektir.

Bu kisimda ||u|| = tmaul(] |u(t)| normu ile tanimhi E' = C[0, 1] Banach uzayin1 ele

€lo
alacagiz. Buradan z sayisi (4.11) ile tanimli olmak tizere

P={u€ E: min u(t) > z|u|} (4.14)

te(0,1]

olacak sekilde P C E konisini tanimlayalim.
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Bu takdirde (4.13) integral denkleminin P iizerinde ¢6ziimlerinin bulunmasi

1 1

Au(t) = /G(t, s)/H(S,T)f(T,u(T))deS, (4.15)

0

ile tanimhit A : P — F operatoriiniin sabit noktalarinin bulunmasina denktir.

Lemma 4.2.1. (H1) ve (H2) saglansin. Bu durumda A : P — P operatorii tamamen

sureklidir.

Ispat. Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.5 gozoniine aliacak olursa, [0,1] de u € P igin

Au(t) > 0 oldugu agiktir. Diger taraftan Lemma 4.1.4 kullanilarak,

win Au(t) = min / G(t, ) / H(s, 7)f(r, u(r))drds

t€[0,1] t€l0,1

1

1

> 2 maXG(t,S)/H(S,T)f(T,U(T))deS
t€[0,1]

0 0

> z||Au|

oldugu elde edilir. Boylece, Au € P, yani AP C P olur.
Bunun yaninda A : P — P operatoriiniin tamamen siirekli oldugu Lemma 3.2.1
deki ispata benzer sekilde kolayca gosterilebilir. O halde A : P — P operatorii

tamamen siireklidir. L]

Bu boliimiin devaminda kolaylik olmasi icin

1
M:/H(l,T)dT (4.16)
0
1
L:/G(s,s)ds 4.17)
0
1
= / G(s,s)ds (4.18)
Em—2

tanimlamalarini yapalim.
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4.3 En Az Bir Pozitif Coziimiin Varhg:

Bu kisimda, (4.1) SDP nin en az bir pozitif ¢dziimiiniin varlik sonucu Krasnosel’skii

sabit nokta teoremi yardimiyla incelenecektir.

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) saglansin. f fonksiyonu i¢in eger,
(i) (t,u) €[0,1] x [0,7] i¢in f(t,u) < ﬁu(t);
(i) (t,u) € [0,1] x [R, 00) igin f(t,u) > m—rorrrul(t),

sartlarini saglayan 0 < r < R < oo olacak sekilde r ve R sayilar1 mevcutsa, ele alinan

(4.1) SDP nin en az bir pozitif ¢oziimii mevcuttur.

Ispat. £ Banach uzaymin agik ve simrli ; = {u € P : ||ul| <7} ve Qy = {u epP:

|lul| < %} alt kiimelerini tamimlayalm. Lemma 4.2.1den A : PN (Q \ ;) — P
operatoriiniin tamamen siirekli oldugu soylenebilir. Simdi Krasnosel’skii sabit nokta
teoreminin kosullarinin saglandigini gorelim.

u € PN oY segilirse, ||u|| = r olur. O halde (i) kabulii, Lemma 4.1.3 ve Lemma
4.1.5 kullanilarak, ¢ € [0, 1] i¢in

1

Au(t) = /G(t, s)/H(s,T)f(T,u(T))des

1

< ﬁ / G(t, ) /1 H(s, 7)u(r)drds

0

1 1
1
< —
< ol [ Gtes) [ HGsryads
0 0
1 / ;
< —
< oaplull [ Gtss) [ naras
0 0

oldugu goriiliir. Yani, u € P N 0% i¢in || Au|| < ||u|| oldugu elde edilir.

Diger taraftan u € P N 02, alinirsa, t € [0, 1] i¢in

u(t) = zljull = R
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olur. O halde (i7) kabulii, Lemma 4.1.4 ve Lemma 4.1.6 gdzoniine alinarak,

1

Au(t) = /G (t, 5) /1H (5,7) f(r, u(r))drds

0

H(
> = 1221]\/[/ ts/ s, T)u(T)drds

1
> mz”u“/ (t,s /H s, T)drds

1

1
> o—1 H 1
> —k”—lz2IMZHuHZk / / T)drds

m—2 0

olur. Dolayisiyla u € P N0y icin ||Au|| > ||u|| oldugu bulunur.
Sonug olarak Krasnosel’skii sabit nokta teoreminin birinci kismu geregi (4.1) SDP

nin PN (Qy \ Q1) de r < [|u]| < £ olacak sekilde en az bir u ¢oziimii meveuttur. [

4.4 En Az Ug Pozitif Coziimiin Varhg

Bu kisimda, (4.1) SDP nin en az {i¢ pozitif ¢dziimiiniin varlig1, Leggett-Williams sabit

nokta teoremi yardimiyla arastirilacaktir.

Teorem 4.4.1. (H1) ve (H2) saglansin. z, M, L ve I sayilar sirasiyla (4.11), (4.16),
(4.17) ve (4.18) ile verilsin. k sayis1t Lemma 4.1.6 daki sekliyle alinsin. Bu takdirde, f

fonksiyonu icin,
(i) (t,u) €[0,1] x [0,r] igin f(t,u) < 377
(i) (¢t,u) €[0,1] x [0,p] igin f(t,u) < +£;
(iii) (t,u) € [0,1] x [q, 4] igin f(t,u) > =itpz»

sartlarin1 saglayan 0 < p < ¢ < 2 < r olacak sekilde p, g ve r sayilart varsa, (4.1)

SDP w4, us ve us seklinde en az li¢ pozitif ¢Oziime sahiptir ve bu ¢oziimler,

t) < I t) >
< gy e > a

t) > i t) <
iy ) = e el <

esitsizliklerini saglarlar.
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Ispat. Teoremin ispatin1 yaparken Leggett-Williams sabit nokta teoreminden yarar-
lanacagiz. Bunu i¢in P konisini (4.14) deki sekliyle alalim. Bunun yaninda negatif ol-
mayan, siirekli ve konkav ¢ : P — [0, co) fonksiyonelini ¢ (u) = tren[(i)ﬂl] u(t) seklinde
tanimlayalim. Bu takdirde, her u € P i¢in ¢(u) < ||u|| oldugu agiktr.

Ik olarak A : P, — P, operatériiniin tamamen siirekli oladugunu gosterelim. Eger
u € P, alimirsa, her ¢ € [0, 1] i¢in 0 < u(t) < r olur. Bu takdirde (7) kabulii, Lemma

4.1.3 ve Lemma 4.1.5 kullanilacak olursa,

Aul| = Ault
|| Au| E&S"ﬁ’ u(t)]

1 1

— max / G(t, s) / H(s,7)f(r,u(r))drds

te[0,1]
0 0
1

/G 5, 8 /H (1, 7)f (7, u(r))drds

0

1
< / /HleTds
0

< r

IN

elde edilir. O halde A : P. — P. seklindedir. Bununla birlikte, Lemma 4.2.1 den
A : P, — P, operatoriiniin tamamen siirekli oldugu asikardur.

z<lu(t)=12€ P, q,1) ve(?) > qoldugundan

{u € P(.q.%) s (u) > q} £0.

olur. Diger taraftan Vu € P(v, ¢, %) alindiginda, ¢ € [0, 1] i¢in ¢ < u(t) < ? olacaktur.
O halde (7i7) kabulii, Lemma 4.1.4 ve Lemma 4.1.6 kullanilarak,

1

¥(Au) = min /G (t,s) /IH (5, 7) f (7, u(r))drds

te[0,1]

> z/l /1H u(t))drds
. /G jH s
> kol /1 G(s,s)jH(l,T)f(T,u(T))des
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1
> k”’lzﬁ / G(s,s /H (1,7)drds
91z

£m—2 0
= g
olarak buluruz. Boylece, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (7) sart1 saglanur.
|lu|| < p segilirse t € [0,1] i¢in 0 < u(t) < p olur. Bu durumda (i) kabuli,

Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.5 g6zoniine alinarak,

tel0,1

1
|Au|| = maX/Gts/HST 7,u(7))drds
0
1

IN

/G 5, 8 /H (1, 7)f (7, u(r))drds
< ML/
» 0

elde edilir. Boylece, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (i) sart1 saglanmusg olur.

H(1,7)drds

O\H

Son olarak, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (¢i¢) sartin1 kontrol edelim.
|Aul| > 4 olacak sekilde u € P(¢,q,r) elemamm secelim. O halde alinan koninin
ozelligi geregi,

Y(Au) = min Au(t) > z||Au|| > ¢ 4.19)

te(0,1]
olacaktir.
Boylelikle, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin biitiin sartlar1 saglanmis olur.

O halde (4.1) SDP wu;, us ve ug seklinde en az ii¢ pozitif ¢oziime sahiptir ve bu

cOzlimler,
t i t
< gy e > a
t) > ' t) <

iyt = e gy el <
esitsizliklerini saglarlar. [
Ornek 4.4.2. (41)SDPden—5m—3£1: ,a=7=0=3,0=4a, =
by=1,k=10=23vef(tu(t) = % secimleri yapilirsa,
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— D (u(£)) = 100002 4 ¢ [o, 1]
u”(0) =u"(0) =0, (1) =0

3u(0) — 4u'(0) = u/(

| su) 43y ) =w(d)

SDP elde edilir. Buradan basit hesaplamalarla X' = 30, M = %, L = %, 1 =

0,45, z = 3—35 ve kol = k3 = 0.125 degerleri elde edilir. Eger p = 7.1077,¢ = 10

(4.20)

3)
1
2

ve 7 = 130000 sayilar segilirse, 0 < p < ¢ < £ < 7 olur ve Teorem 4.4.1 un tiim
kosullarinin saglandigi goriilebilir. O halde, Teorem 4.4.1 geregi, (4.20) SDP nin u;,
uy ve ug olacak sekilde en az li¢ pozitif ¢dziimii mevcuttur ve bu ¢oziimler,

t) <p, mi t) >
N T

t) > ' t) <
) e et <

esitsizliklerini saglarlar.
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5. YUKSEK MERTEBE m-NOKTA KESIRLI INTEGRAL SINIR
KOSULLU SDP iCiN POZITiF COZUMLERIN VARLIGI

Tezimizin bu boliimiinde D, ile a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirev goste-

rilmek tlizere
Dgult) + f(t.u(t) =0, t€[0,1],

u(0) =u'(0)=...= u("_Q)(O) =0, (5.1

pr

SDP ni ele alacagiz. Bu problemde n € Niginn > 3, n—1 < a < n,a, > 0
ve 0 < & < ... < &no < 1 olacaktir. Ayrica, f : [0,1] x [0,00) — [0,00)
fonksiyonunun siirekli oldugunu kabul edecegiz.

(5.1) SDP incelenirken ilk olarak problemimimizi Green fonksiyonu yardimiyla in-
tegral denklem haline indirgeyip, bu integral denkleme bir operator goziiyle bakacagiz.
Daha sonra, tanimlayacak oldugumuz koni iizerinde pozitif ¢éziimlerin varlig1 ince-
lenecektir. Bu incelemeyi yaparken en az bir pozitif ¢oziim icin sabit nokta indeks
teorisi, en az iki pozitif ¢oziim i¢in Avery-Henderson sabit nokta teoremi ve en az li¢

pozitif ¢oziim i¢in Legget-Williams sabit nokta teoremi kullanilacaktir.

5.1 Green Fonksiyonu ve Ozellikleri

Bu kisimda (5.1) SDP nin Green fonksiyonunu elde edip baz1 6zelliklerini verecegiz.

m—2 o
Lemma5.1.1. y € C[0,1, K :=1— Y 4,2 > 0ve J; = [0,&], J» = [61, &),
p=1
Im—o = [&m—3,&m—2]s Jm—1 = [Em—2, 1] olsun. Bu durumda,
_Dg+u(t) + y(t) = 07 te [07 1]7

u(0) = ' (0) = ... = u"2(0) = 0, (5.2)
m—2 &p
u(l) = ; ap [u(s)ds

P 0

probleminin tek ¢oziimii
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( m—2

p=k
Gito 1 k=1,2,..m—1;
y8) = m—2
B (= spmiomt - K — 59 = 206, — )0,
p=k
(=5, s€d, k=1,2,..,m—1
olmak tizere )
= /G(t, s)y(s)ds
0
seklindedir.
Ispat. Lemma 2.2.8 den
t
1
u(t) = T /(t — ) ly(s)ds + it N+ ot P 4 et

0

oldugunu soyleyebiliriz. (5.2) SDP nin sinir kosullar1 kullanilarak ¢, = c3 = ...

¢, = 0 elde edilir. Boylece,

olur. Buradan da,

ifadesi elde edilir.

Diger taraftan, p = 1,2,...,m — 2 i¢in

=]
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Jras =~ / / (@ — 5!
_ _ﬁ//(a:—s)o‘_lys

(I—s) et = 3 2 —s)*t* Lt < s, s € Jy,

dS + Clta !

y(s)dsdx + ¢, /sa_lds
0
&p

0

y(s)ds + cl%x

(5.4)

(5.5)

(5.6)



olur. Buradan

o & &

/ > 2(‘r<1a>/(5p;5)a s ey )

p=1

3

3
I
o

olarak yazilabilir. (5.6) ifadesi

sinir kosuluyla birlikte diisiiniiliirse,

! a—1 m2£p
_/(1_5) /(p
C1 = ds
KT («) Kal'(«
0 =17

olarak bulunur. Boylece,

—/%y(s)ds%—/ a —;l)jé;)to‘_ y(s)ds

0

iS]

m—

5 _ S ata 1
Z “Kal@) V%
=1

olur. Buradan da, Green fonksiyonunun ifadesi (5.3) seklinde bulunarak

= /1 G(t, s)y(s)ds

olarak ¢oziim elde edilir. [

Kolaylik olmasi icin

_ 1 = o m2ap5a1 éa)

3

sayilarin1 tanimlayalim. Bu tamimlamalarla birlikte, tezimizin bu boliimiinde M > m

oldugunu kabul edecegiz.

Lemma 5.1.2. (5.3) ile tammli1 G(¢, s) Green fonksiyonu (¢, s) € [0, 1] x [0, 1] i¢in
G(t,s) < Ms(1—s)*!

esitsizligini saglar.
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Ispat. t < sves € J,, k=1,2,...m—1icin G(t, s) Green fonksiyonunu diisiiniirsek

m—2

KT(a)G(t,s) = (1—s)* 1ot~ %ﬁ—so‘ta_l
a p
p=k
m—2 a m—2 e
a a
= (1_2 pé—p)(l_ alta 1+Z pg 1_80( ltal
p=k “ p=k “
m—2 o «
_ ap 4 (1_i> ta—l
p=k “ &
m—2 a
< (1 _ apfp > (1 )a lya—1
p=k @
— ap g a—1 a—1 5 \" a—1
+ t 1=s)"=(1-——) (1—y5)
p=k “ &
m—2 o
S (1 o apfp > (1 - S)Cvfltafl
p=k @

VAN
3
VR
—_
|
N
‘ |
[\
@9
(o}
<3
~~
—~
—
wn
S~—
2
L
”n
~
2
N

IA
3
VA
—~
—_
|
VA
~—
Q
L
|
—_

< ns(l—s)*! [1 +

sonucu elde edilir. Diger taraftant > sve s € Ji, k = 1,2,...,m — 1 i¢cin Green

fonksiyonu ele alinirsa,

l\')

m—

KT(a)G(t,s) = (1—s) 41— K(t—s)° (g, — sy
Oé
p=k
m—2
< 1 — a—1lja—1 % _ o\ara—1
< (- e =3 O )
p=k
m—2 a m—2 a—1
4 a
S n8<1_8)a—1 |:1_Z pép _}_Zi}
(07 (07
p=1 p=1
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sl ‘“[HZ i f“)]

olacaktr.
Boylece, (t,s) € [0,1]x[0,1] i¢in G(t, s) < Ms(1—s)*"! esitsizliginin saglandig

goriilmiis olur. [

Lemma 5.1.3. (5.3) ile tamimli G(¢, s) Green fonksiyonu (¢, s) € [0, 1] x [0, 1] i¢in
G(t,s) > ms(l —s)* 1!

ve G(t,s) > 0 esitsizliklerini saglar.

Ispat. G(t,s) Green fonksiyonunda t < sves € Ji, k = 1,2,...,m — 1 secimi

yapilirsa,
m—2 a
KT(a)G(t,s) = (1—s)* 1! —ng@—s)ata*
p=k
m—2 a
> (1 S)a—lta—l pgp <1 . i) ta—l
=1 @ &
m—2 a ga
> (1 S)a—lta—l _ P>p (1 S)ata 1
p=1 @
m—2 a éa
= (1—s)* 1! [1 -y 21— s)}
p=1 @
m—2 a m—2 o
= (1—s)* 1! {1 SN + it }
p=1 @ p=1 @
m—2 a, a

>

oldugu goriiliir. Bunun yaninda, ¢ > sve s € Ji, k =1,2,...,m — 1 secimi yapilacak

olursa
m—2
KT(@)G(t,s) = (1—s) ot K(t—s)2"' = 5 22(g, — s)oo?
p=k @
m—2 a fa
> (1 )oc lta 1 (1 o P p)(t . S)oz—l
p=1 @
m—2 a
_ Z af oztoc 1
p=1
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SN—

m—2 a.£Q

+ PSp 8(1 S)a—lta—l
p=1 @
m—2 a

> apgp S(l S)a—lta—l
p=1 @

elde edilir.
Boylece, (t,s) € [0,1] x [0,1] igin G(t,s) > ms(1 — s)* 1t esitsizliginin
saglandig1 bulunmus olur. Bu sonu¢ gozoniine alinirsa, (¢,s) € [0,1] x [0, 1] igin

G(t, s) > 0 oldugu kolayca soyylenebilir. O

5.2 Koni ve Operator

Bu kisimda, daha 6nceki incelemelerimizde oldugu gibi buldugumuz sonuglara uygun
birer koni ve operator tanimlayacagiz.

Lemma 5.1.1 den (5.1) SDP nin u(t) ¢oziimiiniin bulunmasi

u(t) = / G(t, 5)f (s, uls))ds. (5.8)

integral denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasina denktir.

B Banach uzayini ||ul| = m[ax} |u(t)| normu ile birlikte C'[0, 1] olarak alalim. m ve
telo,1
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M sayilar1 (5.7) ile verilmek iizere

P={ucB:Vte|0,1]igin u(t) > 0,u(t) > —t*ul}

SE

olacak sekilde P C B konisini tanimlayalim.

Boylece, (5.8) integral denkleminin P iizerindeki ¢oziimleri,

1

Au(t) = /G(t, s)f(s,u(s))ds

ile tanimhit A : P — B operatoriiniin sabit noktalaridir.

Lemma 5.2.1. A: P — P operatorii tamamen siireklidir.

(5.9)

(5.10)

Ispat. u € P alinirsa, [0, 1] iizerinde Au(t) > 0 oldugu Lemma 5.1.3 ten soylenebilir.

Bunun yaninda, Lemma 5.1.2 den

1

|Au|| = max/G(t,s)f(&u(s))ds

te[0,1]
0
1

< /Ms(l —5)* 1 f(s,u(s))ds

olur. Bu durumda Lemma 5.1.3 kullanilarak

Au(t) = / G(t, 5) (s, u(s))ds

> /ms(l —8)* 1 f (s, u(s))ds

m

>
- M

27| Au|

elde edilir. Bu takdirde, Au € P oldugu ve dolayisiyla AP C P oldugu goriilmiis

olur.

Diger taraftan, A : P — P operatoriiniin tamamen stirekli oldugu Lemma 3.2.1

dekine benzer sekilde yapilabilir. Boylece, A : P — P operatoriiniin tamamen siirekli

bir operator oldugu elde edilmis olur.

Ilerleyen kisimlarda kolaylik olmast icin

1

L:= /5(1 —5)*lds

0

]

(5.11)

olarak tamimlayalim. Bunun yaninda, 0 < 1 < 1 olacak sekilde n keyfi sabitini alalim.
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5.3 En Az Bir Pozitif Coziimiin Varhg:

Bu kisimda (5.1) SDP nin en az bir pozitif ¢oziimiiniin varlig1 i¢in yeterli kosullari
Lemma 2.3.10 ile birlikte sabit nokta indeks teorisi yardimiyla elde edecegiz.
(5.9) ile tamiml1 P konisini ve herhangi bir pozitif r reel sayisini ele alalim. Bu-

radan
P.:={ueP:lul|<r} (5.12)
konveks kiimesini ve m ile M sayilari (5.7) ile taniml1 olmak iizere

m
Q, = P: mi ) < — 5.13
{ueP: min u(t) < 377} (5.13)
kiimesini tanimlayalim.
Teorem 5.3.1. f icin, eger;

() (t,u) €[0,1] x [0,7] i¢in f(t,u) < 57 ve u # Au;

(i) (t,u) € [n,1] x [f5r, 7] icin f(t,u) > m ve u # Au,

sartlarin1 saglayacak sekilde r > 0 sayisi varsa (5.1) SDP nin en az bir u € P,\Q,

pozitif ¢oziimii mevcuttur.

Ispat. Ispatimizi Lemma 2.3.10 u gozoniine alarak yapacagiz.
u € 0P, olsun. Bu durumda, ¢ € [0, 1] i¢in 0 < u(¢) < r olur. O halde (i) kabuld,
Lemma 5.1.2 ve (5.11) den

Au(t) = /G(t,s)f(s,u(s))ds

< M/s(l $)* (s, u(s))ds
< %/3(1 5)* tu(s)ds
<

ifadesi elde edilir. Yani, u € OF, i¢in ||Au|| < ||u|| olur. Boylece, Lemma 2.3.10 un

() sonucu geregi ip(A, P,) = 1 oldugu bulunur.
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u € 09, olsun. Q, C P, ve u € 99, oldugundan t € [n, 1] igin Tr<u(t) <r
olur. ¢t € [0,1] i¢in b(t) = 1 olarak alirsak b € JP; olur. Kabul edelim ki, uy =
Aug + Aob olacak sekilde ug € 09, ve A9 > 0 var olsun. Bu takdirde (ii) kabulii,
Lemma 5.1.3 ve (5.11) den

up(t) = Aug(t) + \ob(t)

— /G(t, s)f(s,up(s))ds + Ao

1

> min G(t, s)f(s,up(s))ds + Ao
ten,1]
0
1
> min mt* 's(1 — s)* 1 f (s, uo(s))ds + Ao

t€(n,1]
0

1

_ mno‘_l/s(l )L (s, 0(s))ds + Ao

Z %T—F)\O

olarak bulunur. Fakat, buradan §;r > 777 + Ag ¢eligkisi oldugu goriilebilir. O halde,
ug € 09, ve \g > 01i¢in ug # Aug + Aob olacaktir. Bu durumda, Lemma 2.3.10 un
(11) sonucu geregi ip(A, Q2,.) = 0 oldugu bulunur.

Sonug olarak, Lemma 2.3.10 un (iii) sonucundan A operatdrii P\, de bir sabit
noktaya sahiptir. Bu nedenle, (5.1) SDP nin v € P,\(, olacak sekilde en az bir pozitif

¢Oziimii mevcuttur. [

5.4 En az Iki Pozitif Coziimiin Varhg

Bu kisimda (5.1) SDP nin en az iki pozitif ¢oziimiiniin varligin inceleyecegiz. Bu

incelemeyi yaparken Avery-Henderson sabit nokta teoreminden yararlanacagiz.

Teorem 5.4.1. m, M ve L sayilar sirasiyla (5.7) ve (5.11) ile verilsin. f fonksiyonu
icin eger;
@) (t,u) € [n,1] x [r, i=rligin f(t,u) > e
(i) (t,u) €[0,1] x [0,qicin f(t,u) < 377
(iii) (¢,u) € [0,1] x [0, p] i¢in f(t,u) > 2=,
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kosullarin1 saglayacak sekilde 0 < p < ¢ < r sayilar1 varsa (5.1) SDP nin u; ve u,

olacak sekilde en az iki pozitif ¢6zlimii mevcuttur ve bu ¢oziimler
|lui|| < q ile birlikte p < ||uq || ve n%in] us(t) < rile birlikte ¢ < [Jus||
ten,1
esitsizliklerini saglarlar.

ispat. (5.9) ile taniml1 P Kkonisini ele alalim. Lemma 5.2.1 den AP C P dir ve A
operatorii tamamen siirekli bir operatordiir. P lizerinde negatif olmayan, artan, siirekli

@, 0 ve 1 fonksiyonellerini,

P(u) = Eﬂ}“(t% O(u) = ¢(u) = tem[%w) = ||ull

seklinde tanimlayalim. Bu tamimlamalarla birlikte, herhangi bir v € P i¢in ¢(u) <
O(u) < ¥(u) olur ve
O(u) = min u(t) > min " ul] = 2" ul
olarak elde edilir. Bunun yaninda, 6(0) = 0 dir ve Vu € P ve A € [0, 1] i¢in O(Au) =
A0(u) olur.
Simdi Avery-Henderson sabit nokta teoreminin kosullarini inceleyelim.
u € OP(¢,r) alinirsa, t € [n, 1] igin r < wu(t) < #r olur. Bu takdirde, (7)

kabulii ve Lemma 5.1.3 kullanilarak
1

o(an) = min [ Glt.s)f(s.uls)ds

1

> min mt* ! /3(1 —5)* 1 f(s,u(s))ds

te(n,1]
0

> r

oldugu goriilir. Bu durumda, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin (i) kosulu
saglanmus olur.
u € OP(6,q) olsun. Buradan ¢ € [0, 1] i¢in 0 < wu(t) < ¢ saglanir. O halde, (i7)

kabulii ve Lemma 5.1.2 den

0(Au) = max/G(t,s)f(s,u(s))ds

te[0,1]

< M/s(l—s)o‘_lf(s,u(s))ds
q
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bulunur. Boylece, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin (77) kosulunun saglandigi
bulunmus olur.
0 € P ve p > 0 oldugundan, P(¢,p) # 0 dir. Eger u € OP(1), p) olarak alirsak,

t € [0,1]i¢in 0 < u(t) < p saglanir. Buradan (4i7) kabuliinden

1

vldn) = max / G(t, 5)f (s, u(s))ds

1

> 7&6111[3})1(} mt*? / s(1—s)*""f(s,u(s))ds
1 0
= m [ s(1—35)*"f(s,u(s))ds
/
> D

olarak elde ederiz.
Boylece, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin biitiin kosullar1 saglanir. O halde
(5.1) SDP nin u; ve uy olacak sekilde en az iki pozitif ¢oziimii mevcuttur ve bu

coziimler
|u1|| < ¢ ile birlikte p < [Juq]| ve II[liIl] ug(t) < rile birlikte g < [|uzl|
ten,1

esitsizliklerini saglarlar. [

5.5 En Az Ug Pozitif Coziimiin Varhg

Tezimizin bu kisminda (5.1) SDP nin en az {i¢ pozitif ¢oziimiiniin varligini aragtiracagiz.

Leggett-Williams sabit nokta teoremi bu arastirmay1 yaparken bize yol gosterecektir.

Teorem 5.5.1. Sirasiyla (5.7) ve (5.11) ile tanimli m, M ve L sayilarim ele alalim. Bu
durumda f fonksiyonu i¢in eger;
(@) (t,u) €10,1] x [0, r]igin f(t,u) < 5775
(i) (t,u) € [n,1] % [g, soa=ra] icin f(t,u) > s
(iii) (t,u) € [0,1] x [0, p]i¢in f(t,u) < 77,

kosullarim saglayacak sekilde 0 < p < ¢ < —2L+¢ < r sayilar1 mevcutsa, (5.1) SDP

mn

nin en az ii¢ pozitif uy, us ve uz ¢oziimii vardir ve bu ¢éziimler

llui|| < p, min us(t) > ¢, min us(t) < g ile birlikte p < ||us||
t€ln,1] ten,1]

60



esitsizliklerini saglarlar.

Ispat. P konisini (5.9) ile tanimlanan haliyle alalim. 1 : P — [0,00) negatif ol-
mayan, siirekli ve konkav fonksiyonelini ¢)(u) = trer[lg’rh u(t) seklinde tanimlayalim. Bu
durumda, her v € P igin ¢)(u) < ||u|| olur.

u € P, alimirsa, hert € [0,1]igin 0 < u(t) < 7 olur. O halde, (7) kosulu ve Lemma
5.1.2 g6zoniine alinirsa,

1

|Aul| = maX/G(t s)f(s,u(s))ds

t€(0,1]

< M [ s(1—8)*" f(s,u(s))ds
M

<

elde edilir. Boylece, A : P, — P, oldugu soylenebilir. Diger taraftan Lemma 5.2.1
diisiiniilecek olursa A : P, — P, operatorii tamamen siirekli bir operatordiir.

Benzer yolla (iii) kosulu ile birlikte A(P,) C P, oldugu kolayca bulunabilir.
Boylece, Yu € P, igin ||Aul| < p oldugu, yani Leggett-Williams sabit nokta teo-
reminin (4i) sartinin saglandigi gbrijlebilir.

# > 1 oldugundan, ;- M, e P(@Zz,q,m rq) ve YAt mma=tq) > ¢ olur. Bu
takdirde,

fue P(b,q f)flcn b(u) > ) £ 0

olacaktir. Bunun yaninda Vu € P (v, q, #q) alindifinda, t € [n, 1] i¢in ¢ < u(t) <

%q olur. Bu durumda, (¢7) kosulu ve Lemma 5.1.3 ten

Y(Au) = min Au(t)

ten,1]
1

- tg[lgg]o/G(t,s)f(s,u(s))ds

1

> min mt*” 1/5(1 —5)* 1 f(s,u(s))ds

ten,1]
0

> q

olarak buluruz. O halde, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (7) sart1 saglanir.
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Kabul edelim ki, ||Au| > #q olacak sekilde u € P(1),q,r) eleman1 alinsin.
Bu takdirde,

W(Au) = min Au(t)

ten,1]

m
> min —t*7|A
> min oo [ Aul|

m .1
— e
) Au
- m .., M
M77 mne—t

= g

q

elde edilir. Boylece, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (i77) sart1 gerceklenir.
Sonug olarak, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin tiim sartlarini saglandigindan,

(5.1) SDP nin en az ii¢ pozitif u;, us ve us ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler
llui|| < p, min us(t) > ¢, min us(t) < q ile birlikte p < ||us||
t€ln,1] ten,1]
esitsizliklerini saglarlar. ]

Ornek 552. n =3, a = g, m=3a =1,& = % ve n = 0.9 secimleri yapilirsa,
(5.1) SDP:
( 5 9
D¢, u(t) + 2?32}; =0, tel0,1]

u(0) =4/(0) =0

3
u(1) = [u(s)ds
\ 0
halini alir. Buradan gerekli hesaplamalar pratik olarak yapilarak K ~ 0.92928932,
m ~ 0.05723976, M ~ 2.60019693 ve L = % oldugu bulunabilir. Eger p = 0.00001,

(5.14)

g = 10 ve r = 2000 seklinde secilirse, 0 < p < ¢ < —4 ¢ < r olur ve Teorem

mn

5.5.1 in tiim kosullar1 saglanir. Bu nedenle, (5.14) SDP en az li¢ pozitif u;, us ve us
cOziimlerine sahiptir ve bu ¢oziimler
lur]| < p, min wus(t) > ¢, min us(t) < g ile birlikte p < ||us|

t€[0.9,1] t€[0.9,1]

esitsizliklerini saglarlar.
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6. YUKSEK MERTEBE COKLU NOKTA KESIRLI INTEGRAL
SINIR KOSULLU SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu béliimde 7 — 2. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi D, % ile gosterilmek

lizere )

&p
au(0) — Bu/'(0) = 3 ap“()fu(s>d8’ (6.1)

yu(l) +0u'(1) = by [u(s)ds,

\ p=1 0
SDP incelenecektir. Burada n,m € Nigin m,n > 3, n—1 <n < n, ap, b, > 0,

a, B,7,0>0ve0 <& <...<&,o < 1olacaktir. Ayrica, f : [0,1] x [0,00) —
[0, 00) fonksiyonunun siirekli oldugunu kabul edecegiz.

(6.1) SDP arastirilirken 6nceki boliimlerde oldugu gibi, ilk olarak problemimizin
Green fonksiyonunu elde edip integral denklem haline indirgeyecegiz. Bu integral
denklemi bir operator olarak degerlendirerek tamimlayacak oldugumuz koni iizerinde
pozitif ¢coziimlerin varlig1 incelenecektir. Bu incelemeyi yaparken en az bir pozitif
¢Oziim i¢in dort fonksiyonel sabit nokta teoremi, en az iki pozitif ¢oziim i¢in Avery-
Henderson sabit nokta teoremi ve en az ii¢ pozitif ¢oziim icin Legget-Williams sabit

nokta teoremi kullanilacaktir.

6.1 Green Fonksiyonu ve Ozellikleri

—u"(t) = y(t) olarak alinirsa,

—DI () + [t ult) =0, te 0,1,

(6.2)
u”"(0) = u"(0) = ... = u™2(0) = 0, u"(1) =0
problemi
Dy y(t) + f(tult) =0, t€0,1], 63)
y(0) =y'(0) = ... = y™=9(0) =0, y/(1) = 0.
halini alir.
Lemma 6.1.1. (6.3) sinir deger probleminin tek ¢oziimii
(1—s)n—4gn—3 t<s
H(ts)=q o0 e (6.4)
(1—s)1= 413 —(t—s5)1—3 L >
O =
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olmak tizere ,
olt) = [ Ht5) (s, u(s))ds 6.5)
0
seklindedir.

Ispat. Lemma 2.2.8 den

t
/(t —8)T3 f(s,u(s))ds 4 c1t"P et 4 L A ot (6.6)
0

1

M=

oldugu goriilebilir. (6.3) teki sinir kosullarindan, ¢co = ¢3 = ... = ¢,_2 = 0 ve
1

o = ﬁ (1 = s)"*f(s,u(s))ds oldugunu elde edebiliriz. Boylece (6.3) sinir
0

deger probleminin tek ¢oziimii

t

oo = [ T s
+ /u;(?—n__Q?_f(s,u(s))ds
- /0 H(t, ) f(s, u(s))ds
seklinde elde edilir. O
Simdi
(t) = (1), te[0.1),
m—2 &p
au(0) — pu'(0) = 2 apofu(s)ds 6.7)
m—2 &p
yu(l) + 0u'(1) = > bpb[u(s)ds

sinir deger probleminin ¢éziimiinii elde edelim. Bu noktada
W (t) = 0 6.8)
homojen denkleminin 6(t) ve ¢(t) ¢oztimlerini

0(0) =8, 0'(0) = o,

p(1) =10, ¢'(1) = —
baglangic kosullarin1 saglayacak sekilde tanimlayalim. (6.9) baslangi¢ kosullarini kul-
lanarak (6.8) denkleminden

6.9

0(t) = at + 3, (6.10)
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ve
oty =7+ —t (6.11)

oldugunu elde edebiliriz. D := ay+ ad + 7 sayisin1 tanimlayalim. (6.8) denkleminin

herhangi iki ¢6zlimiiniin Wronskian’1 hesaplanacak olursa,

W(l,0) = 0@)¢'(t) —0'(t)e(t)
= (at+B)(—y) —aly +a—t)
= —(ay+ad+ By)
= -D

bulunur. Burada D # 0 olur. Bu durumda 6 ve ¢ ¢oziimleri lineer bagimsiz iki ¢oziim

olur. Artik buradan (6.7) SDP nin Green fonksiyonunun

I/\
I/\
I/\

.0 1
(6.12)
.0 1

G(t,s) = —

|/\
I/\
I/\

seklinde oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi (6.7) in ¢oziimiinii elde edelim.

Lemma 6.1.2. (6.7) SDP nin ¢oziimii, G(¢, s) (6.12) ile verilmek tizere
2 P m—2 617

915 — gp(t
u(t) :/G(t s)y(s) —= > b / —~ Y a / s)ds (6.13)
D - p D P

0 p= =1

3

olur.

Ispat. D +# 0 oldugundan (6.8) homojen denkleminin € ve ¢ ¢oziimleri lineer bagimsiz-
dir. Parametrelerin de8isimi yontemi uygulanarak (6.7) denkleminin ¢oziimii ¢; ve co
keyfi sabitler olmak iizere

1

u(t) = c10(t) + cop(t) + / G(t, s)y(s)ds, (6.14)

0

seklinde yazilir. Artik (6.7) probleminin sinir kosullarini saglayacak sekilde c¢; ve ¢y

sabitleri secilecektir. Bu igslemler yapildiginda

m—2 &
1
a=5 Z bp/u(s)ds
p=1 0



veE

. &
a, / u(s)ds.
Lo

olarak elde edilir. Bulunan ¢, ve ¢, (6.14) de yerine konulursa (6.13) integral denklemi

3

1
D
P

Coy =

bulunur. ]
Lemma 6.1.3. (6.12) ile verilen G(¢, s) Green fonksiyonu, 6(t) ve (t) fonksiyonlar
(t,s) € 10,1] x [0,1] i¢in
0<G(t,s) < G(s,s),
0<6(t) <6(1),
0 < (t) < ¢(0)
esitsizliklerini saglarlar.

Ispat. G(t,s) Green fonksiyonunun (6.12) ile verilen ifadesinden G/(t, s) > 0 oldugu
kolayca goriilebilir. Simdi G(t, s) < G(s, s) oldugunu gorelim.

(i) s € [0,1] ve t < s olsun. G(t,s) fonksiyonu ¢ ye gore artan oldugundan
G(t,s) < G(s,s) esitsizligi saglanir.

(i) s € [0,1] ve t > s igin, G(t,s) fonksiyonu ¢ ye gore azalan oldugundan
G(t,s) < G(s,s) oldugu goriiliir.

Diger taraftan ¢ € [0, 1] igin,
0<t)=at+p<a+p5=1060(1)
ve
0< () =7+0—9t <v+0=(0)
ifadeleri elde edilir. 0

Lemma 6.1.4.

z:min{a+6,m}€(0,l) (6.15)

olmak iizere (t, s) € [0, 1] x [0, 1] i¢in (6.12) ile verilen G(t, s) Green fonksiyonu, §()
ve p(t) fonksiyonlart

Q
=
v

2G (s, s),

)
—~
~+
~—
v

26(1),

2(0)

s
=
v
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esitsizliklerini saglarlar.

Ispat. Oncelikle G(t, s) Green fonksiyonu icin lemmay1 inceleyelim.

(i)t, s€[0,1]vet < sigin, at + > O%ﬁ(as + ) oldugundan,

G(t,s) = %(&t+5)(7+5—’75)
> aiﬁ%(awﬂ)(’wé—w)
> z2G(s,s)

oldugu goriiliir.

(i) t, s € [0,1] ve t > s alahm. Bu durumda v + 6 — vt > %(’y + 0 — 7s)

olacagindan,
1
Glt,s) = Hlas+B)(y+0—t)
o 1

> - - _

> 7+5D(0z8+5)(7+5 78)

> 2G(s,s)
elde edilir.

O halde z = min {a%ﬁ, %} icin G(t,s) > zG(s, s) ifadesinin saglandig1 sdylenebilir.

Diger taraftan

0(t) = at + 5> —2(a+8) > 26(1)
+ 5
ve
(t) +0—t> 0 (v +9) > z¢(0)
= = — z
¥ v "=z Y10 v Z zp
olacak sekilde esitsizliklerin saglandig1 goriilmiis olur. 0

Lemma 6.1.5. ¢, s € [0,1] i¢in, 0 < H(t,s) < H(1,s) esitsizligi dogrudur.

Ispat. (6.4)ifadesinden 0 < H (¢, s) oldugu soylenebilir. H (¢, s) fonksiyonu ¢ ye gore
artan oldugundan H (¢, s) < H(1, s) oldugu bulunur. N

Lemma 6.1.6. k& € (0, &,,,_2) bir sabit olmak iizere 0 < ¢, s < 1i¢in énin ]H(t, s) >
te m—27]-

k"3 H(1, s) esitsizligi mevcuttur.
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Ispat. (i)t < salalm. H(t,s) artan bir fonksiyon oldugundan,

1— n—4¢n—3 1— n74kn73
min H(t S) ( 8) £m72 Z ( S)
t€[Em—2,1] I'(n—2) I'(n—2)

oldugu goriiliir.

=K"3H(1,s)

(i1) s < ti¢in,
(1= 9)""G % = (Ema = 9)"

min H(t,s) =
t€[€m—2,1] ( ) F(n — 2)
(1= )14 — (Eno — Ems)"™
>
I'(n—2)
I (e L
I'(n—2)
= GhH(Ls)
> K"PH(1,s)
elde edilir. Sonug olarak [Enin . H(t,s) > kK" ®H(1, s) esitsizliginin mevcut oldugunu
te&m—2,
sOyleyebiliriz. [

6.2 Koni ve Operator

Bu kisimda, daha 6nceki incelemelerimizde oldugu gibi buldugumuz sonuglara uygun
birer koni ve operator tanimlayacagiz.

Lemma 6.1.1 ve Lemma 6.1.2 den SDP nin u(t) ¢dziimiiniin bulunmasi

u(t) = Ofl (t,s fH s, 7)f(T,u(T))drds

m— &p m—2 &p (616)
+20 5™ b, [u(s)ds + 22 S a, [u(s)ds
p=1 0 p=1 0
integral denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasina denktir.
B Banach uzaym ||u|| = m[ax |u(t)| normu ile birlikte C'[0, 1] olarak segelim. z
sayis1 (6.15) ile verilmek {izere
P={ueB: n%ln]u( ) > z||ull}, (6.17)
tel0,1
olacak sekilde P C B konisini tanimlayalim.
Buradan, (6.16) integral denkleminin P tizerindeki ¢oziimleri,
JG(t,s) [ H(s,7)f(r,u(r))drds
m—2 &p m—2 &p (618)
+% > by [u(s)ds + % ap [ u(s)ds,
p=1 0 p=1 0

ile tamiml1 A : P — B operatoriiniin sabit noktalar1 oldugunu soyleyebiliriz.
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Lemma 6.2.1. A : P — P bir operatordiir.

Ispat. u € P olsun. Lemma 6.1.3 ve Lemma 6.1.5 kullanilirsa [0, 1] iizerinde Au(t) >
0 oldugu goriilebilir. Diger taraftan, Lemma 6.1.4 gdzoniine alinacak olursa

1

min Au(t) = min ( / G(t, s) /1 H(s,7)f(r,u(r))drds

te€(0,1] te[0,1] )
— glﬂ —92 fp
0(t) = 1)
+ - bp/u(s)ds—f—T ap/u(s)ds
=10 p=l 9

AV
N
VRS
o\'_l -
)
—=
\.03
=
= o\
o
uCIJ
\]
S~—
=
n
<
=
2
=
\]
QL
V>

o)l | 02 f
2
+ T bp/u(s)d +T ap/ (s)ds)
p=1 0 p=1 0
> z||Aul|

elde edilir. Buradan Au € P oldugunu ve dolayisiyla A : P — P bir operator

oldugunu soyleyebiliriz. [

Bundan sonraki kisimlarda kolaylik olmasi i¢in

M= /H(l,r)dT, (6.19)
:/G(s,s)ds, (6.20)
1
I = / G(s, s)ds (6.21)
Em—2
ve m—2 m—2
B(r) = (a+ﬁ D b+ (v +0) Zapgp) (6.22)
p=1 p=1

sayilarini tantmlayalim.

6.3 En Az Bir Pozitif Coziimiin Varhg:

Tezimizin bu kisminda (6.1) SDP nin en az bir pozitif ¢éziimii icin dort fonksiyonel

sabit nokta teoreminden yararlanacagiz.
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Teorem 6.3.1. 0 < r < w < p < Rsayillann r < zu ve w < zR 0Ozelliklerini

saglayacak sekilde var olsun. Eger f fonksiyonu:

(i) (t,u) €[0,1] x [r, R] igin f(t,u) < BB,

(i) (t,u) €[0,1] x [, p] igin f(t,u) > m=izpaps

kosullarin1 saghyorsa (6.1) SDP nin » < u < R olacak sekilde en az bir u pozitif

¢Oziimi mevcuttur.

Ispat. Ispatta dort fonksiyonel sabit nokta teoreminden faydalanacagiz.
AMu) = ¥(u) = mi t
(u) = ¥(u) i u(t),

() = ®(u) = max [u(t)| = .

fonksiyonellerini tanimlayalim. Bu tanimlamalarla birlikte A ve W, P iizerinde negatif
olmayan, siirekli, konkav fonksiyoneller, v ve @, P iizerinde negatif olmayan, siirekli,
konveks fonksiyoneller olurlar. Bunun yaninda her u € Q(\, @, r, R) igin

lull = maxc [u(t)] = (u) < R
oldugundan, Q(\, ®, 7, R) sinirh bir kiimedir. A : Q(A\, ®,r, R) — P operatoriiniin
tamamen siirekli oldugunu 6nceki boliimlerde oldugu gibi Arzela-Ascoli teoremini
kullanarak kolayca gorebiliriz.

Simdi dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin kosullarini saglatalim.

Tanimladigimiz fonksiyonellerle birlikte

Mw)=w>r, VY(w)=w?>uw,

O(w) =w < R, v(w)=w < pesitsizlikleri saglanir. Buradan w € {u €
UV, w) : ®(u) < R}N{u € V(v,u) : r < Au)} oldugu goriiliir. Boylece dort
fonksiyonel sabit nokta teoreminin (i) kosulu saglanir.

AMu) = r ve v(Au) > p olacak sekilde her u € Q(A, @, 7, R) i¢in

AMAu) = trg(i)g} Au(t) > z|Au|| = zv(Au) > zp > r
oldugu goriiliir. O halde dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin (i¢) kosulu saglanr.

Diger taraftan, A\(u) = r olacak gekilde Yu € V (v, ) alindiginda ¢ € [0, 1] i¢in

r < u(t) < polur. Bu durumda (i7) kosulu, Lemma 6.1.4 ve Lemma 6.1.6 gzoniine

alinirsa
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v
N
o \
)
—~
“CIJ
N
o
v(‘JJ
\]
S~—
=
\]
=
-
=
\]
Q
V2)

Y
W

/ G(S,S)/H(S,T)f(T,u(T))deS
Em—2 0

k132 / G(s,s) / H(1,7)f(r,u(r))drds

fm—?

v

r

kn73 I
“kn32IM

IM

v

= r

bulunur. Boylece dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin (7i¢) kosulu saglanir.
Simdi dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin (iv) kosulunu inceleyelim. ®(u) =
Rve V(Au) < w igin Yu € Q(\, , 7, R) alinirsa,
w > V(Au) = trer%’rll}(Au) > z|| Aul|
olur. Buradan ||Au|| < Z elde edilir. Buradan hareketle ®(Au) = [|Aul| < 2 < R
oldugu goriilebilir.
Son olarak dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin (v) kosulunu saglatalim.

®(u) = R olacak sekilde her u € U(V¥,w) elemam alindifinda, ¢ € [0, 1] i¢in

w < u(t) < Rolur. O halde (7) kabulii, Lemma 6.1.3 ve Lemma 6.1.5 dikkate alinirsa

¢(Au) = max (/1G(t, s)/lH(s,T)f(T,u(T))des

te(0,1]
&p €p
o) 5~ Plt)
t+ 5 by u(s)ds%—? ap/u(s)ds
p=1 0 p=1 0
1 1

IN
D\
!
@
2
~—
—
X
W
2
=
\]
£
—~
2
=
=
.
V2
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L & L, &
0(1) = (0)
+ o bp/u(s)ds—l— B ap/u(s)ds
p=1 0 p=1 0
R — B(R)
< ML+ B
< 7T + B(R)
= R

oldugu goriiliir.
Sonug olarak dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin tiim kosullar1 saglandigindan

(6.1) SDP nin » < u < R olacak sekilde en az bir u pozitif ¢oziimii mevcuttur. 0

6.4 En az Iki Pozitif Coziimiin Varhg

Bu kisimda (6.1) SDP nin en az iki pozitif ¢oziimiiniin varligini inceleyecegiz. Bunu
yaparken Avery-Henderson sabit nokta teoremini kullanacagiz. Oncelikle tamamen

stireklilikle ilgili bir lemma verelim.

Lemma 6.4.1. z, M ve L sayilar sirasiyla (6.15), (6.19) ve (6.20) ile verilsin. Bu

durumda, f fonksiyonu igin (¢, u) € [0, 1] x [0, Z] oldugunda f(t,u) < K;\Z(f) sartint

saglayacak sekilde K > B(Z) olan K ve r sayilari varsa, A : P(A,r) — P operatorii

tamamen siureklidir.

ispat. Lemma6.2.1den A : P(\,7) — P oldugu soylenebilir. Simdi A ope- ratériiniin
tamamen siirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in operatoriin siirekli ve kompakt
oldugunu gostermeliyiz.

[k olarak siireklilige bakalim. Yani, Ve > 0 igin 3§ > 0 vardir yleki [Ju; —us|| <

" iken [|Auy — Aus|| < € oldugunu gorelim.

, eD
5 - m—2 m—2
210(1) > b6y +0(0) > apéy
p=1 p=1

secelim. f fonksiyonu siirekli oldugundan ||u; — ua|| < 8" iken |f(t,uy) — f(t, u2)| <

5 ]@ i olur. Bu takdirde

|Aup — Augl| = max |Aug(t) — Aus(t)]

te[0,1]
1 1

< /G(s,s)/H(l,T)|f(T,u1(T)) — f(r,uy(7))|drds

0 0
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&p &p
0(1 m—2 0 m—2
+ %pr/ml ) — uz(s)|ds + % ap/| ) — uz(s)|ds
p=1 0 p=1 0
L E,¢
2 2
= ¢

elde edilir. O halde A operatorii siireklidir.
Simdi A operatoriiniin kompakt oldugunu gorelim.
Vu € P(A,r) alahm. Vt € [0, 1] i¢in 0 < u(t) < Z olur. Bu takdirde

1

|Au| = max ( / G(t, s) /1 H(s,7)f(r,u(r))drds

+ @ml bp/u(s)der%n: p/u(s)ds)
< /1 G(s, s) /1 H(s,7)f(r,u(r))drds

D
p=1 p=1
K — B(%)
< ML+ B(-
<~ + B(-)
= K

olur. Bu durumda A operatorii ayni dereceden sinirlidir.

Diger taraftan ¢1,t5 € [0, 1], ¢; < t5 olsun. O halde

1

| Au(ty) — Au(ts)]| < /|G fy ) — Glta, s )|/H(s,r)f(7,u(7))d¢ds

m—2 &
n 0(t1) — 0(t2)] pr/u(s)ds—i— |90(751)l—)90(t2)|

olur. Buradan t; — t5 igin ||Au(t;) — Au(ts)|| — 0 oldugu kolayca goriilebilir.
Bu takdirde A operatorii ayni1 dereceden siirekli olur. Boylece Arzela-Ascoli teoremi

geregi A operatoriiniin kompakt oldugunu sdyleyebiliriz.
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Sonug olarak ele alinan A : P(\,r) — P operatorii tamamen siireklidir. [

Teorem 6.4.2. 2, M, L ve I sayilan sirastyla (6.15), (6.19), (6.20) ve (6.21) ile, k

sayist da Lemma 6.1.6 daki gibi tanimlansin. f fonksiyonu icin eger,
@) (t,u) €[0,1] x [r, Z)igin f(t,u) > m=ag3ps

(i) (t,u) €[0,1] x [0,q] igin f(t,u) < 522,

(iii) (t,u) € [0,1] x [2p, p] igin f(t,u) > mrir

(iv) (t,u) €[0,1] x [0, ] igin f(t,u) < K;/J[BL(S)’

0 < p < ¢q < r olacak sekilde K > B(%) sartim saglayan p, ¢, v ve K sayilari
mevcutsa ele alinan (6.1) SDP nin
|us|| < g ile birlikte p < [|us]| ve i uy(t) < r ile birlikte ¢ < ||us||
te|0,

0,1]

olacak sekilde en az iki pozitif u; ve uy ¢Oziimii vardir.

Ispat. (6.17) ile tanimli P konisini ele alalim. Lemma 6.4.1 den A : P(\,r) — P
operatOriiniin tamamen siirekli bir operator oldugunu sdyleyebiliriz. P konisi lizerinde
negatif olmayan, artan, siirekli )\, v ve ® fonksiyonellerini,

p— 1 :@ p— p—
Alu) t‘&éﬁ]““)’ v(u) = @(u) trg[gg}U(t) [[ul

olarak tamimlayalim. Bu tamimlamalarla birlikte, herhangi bir u € P i¢in A\(u) <
v(u) < ®(u) olur ve

1 1
< — mi t)= -\
Jull < < min u(t) = ZAw)

saglanir. Bununla birlikte, v(0) = 0 dir ve Vu € P ve ¢ € [0, 1] i¢in v(Cu) = (v(u)
olur.

Simdi Avery-Henderson sabit nokta teoreminin sartlarini aragtiralim.

u € OP(\,r) segilirse, ¢t € [0, 1] i¢in r < u(t) <  olur. Bu durumda, (7), Lemma
6.1.4 ve Lemma 6.1.6 kullanilarak

74



1

AMAu) = min ( /1 G(t, s) / H(s,7)f(r, u(r))drds

v

Z/G(S,S)jH(S,T)f(T,u(T))deS

/ G(S,S)/H(S,T)f(T,u(T))deS

m—2

v

z
3
1 1

k13, / G(s, 5) / H(1,7)f(r, u(r))drds

£m72

Y

n—3 r
k Zk’i*3z[M]M

v

oldugu goriiliir. Boylece, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin (7) kosulu saglanmig
olur.
u € 0P(v,q) alahm. Buradan ¢ € [0, 1] i¢in 0 < u(t) < ¢ saglanir. O halde, (i),

Lemma 6.1.3 ve Lemma 6.1.5 g6zoniine alinarak

1

v(Au) = max ( / G(t, s) /1 H(s,7)f (7, u(r))drds

te[0,1] )

o(+ m—2 &p " m—2 &p
+ % bp/u(s)ds%—% ap U(S)d8>
< G(s,s) | H(s,7)f(T,u(r))drds

[ee]

&p &p

0(1) = (0) =
+ T;bpo/ (s)ds+T 2 apo/u(s)ds
S )
= q

bulunur. Bu takdirde, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin (¢7) kosulunun saglandig1

bulunmus olur.
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0 € P ve p > 0 oldugundan, P(®,p) # 0 dir. Eger u € OP(®, p) olarak alirsak,

t € [0, 1] i¢in zp < u(t) < p saglanir. Buradan (ii7) kabuliinden

®(Au) = min ( /1 G(t, s) /1 H(s,7)f(r,u(r))drds

te(0,1]
0
&p &p
0(t) <=~ Plt) =~
+ 3 bp/u(s)ds—l—? ap/u(s)ds
p=1 0 p=1 0

AV
I
O\H
2
\E‘JJ
&
O\H
o
\_Cn
-
=
\]
£
\]
=
SH
\]
QL
V)

vV
N
\
«Q
\.CIJ
N
O\H
=
—
\.CD
2
g
\‘
£
2
=
3
IS
»

vV
o
3
&
N
«Q
\.OD
NP
o\ .
=
—
=
\‘
SN~—
=
R
<
=
2
=
ﬂ
QU
V)

olarak elde ederiz.
Boylece, Avery-Henderson sabit nokta teoreminin biitiin kosullari saglanir. O halde
(6.1) SDP nin u; ve uy olacak sekilde en az iki pozitif ¢6ziimii mevcuttur ve bu

¢cOzlimler
|uy|| < q ile birlikte p < ||uy|| ve rr%(i)rh uy(t) < 7 ile birlikte ¢ < ||us)|
te|0,

esitsizliklerini saglarlar. 0

6.5 En Az Uc Pozitif Coziimiin Varhig

Tezimizin bu kisminda (6.1) SDP nin en az ii¢ pozitif ¢6ziimiiniin varli§ini i¢in kosullar
elde edecegiz. Asagidaki teoremin ispatinda Legget-Williams sabit nokta teoremi kul-

lanilacaktir.

Teorem 6.5.1. z, M, L ve [ sayilar sirastyla (4.1), (6.19), (6.20) ve (6.21) ile tanimhi

ve k sayist Lemma 6.1.6 ile verilsin. Bu durumda f fonksiyonu icin eger;

(i) (t,u) €[0,1] x [0,7] igin f(t,u) < "2,
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(i) (t,u) € [0,1] x [g, 2] igin f(t,u) > m=pyps

(iii) (t,u) € [0,1] x [0,p] igin f(t,u) < 522,

kosullarini saglayacak sekilde 0 < p < ¢ < ¢ < r sayilari mevcutsa, (6.1) SDP nin en

az li¢ pozitif uy, uy ve uz ¢ozlimii vardir ve bu ¢oziimler

|ur|| < p, min uy(t) > ¢, min us(t) < q ile birlikte p < ||us]|
t€[0,1] t€0,1]

esitsizliklerini saglarlar.

Ispat. (6.17) ile tanimli P konisini alalm. ¢ : P — [0, 00) negatif olmayan, siirekli
ve konkav fonksiyonelini ¢(u) = trer%ggl u(t) olarak tanimlayalim. Bu durumda, her
u € Pigin ¢ (u) < ||u|| olur.

u € P, segilirse, her t € [0,1] i¢in 0 < u(t) < 7 olur. O halde, (), Lemma 6.1.3

ve Lemma 6.1.5 kullanilirsa,

|Au|| = max (/G(t,s)/IH(S,T)f(T,u(T))deS

te(0,1]
0
& &
0(t) = plt) S
+ - by [ u(s)ds+ N ap/u(s)ds
p=1 0 p=1 0
1 1
< /G(s,s) H(s,7)f(r,u(r))drds
0 0
9(1) m—2 &p (0) m—2 &p
2
+ - Z b, [ u(s)ds+ - a, [ u(s)ds
p=1 0 p=1 0
r— B(r)
< ML+ B
< " B0y ey
= 7

elde edilir. Boylece, A : P, — P, oldugu sdylenebilir. Ayrica, A : P, — P, op-
eratoriinlin tamamen siirekli bir operator oldugu kolayca goriilebilir.

z < 1 oldugundan u(t) = £ € P(3,q, %) ve ¥)(%) > q olur. Bu durumda

{ue P(Y.g, D) 0(u) > g} #0

olacag goriiliir.
Diger taraftan, her u € P(¢, ¢, %) alndiginda ¢ € [0, 1} i¢in ¢ < u(t) < £ olur. Bu

takdirde (77) kabulii, Lemma 6.1.4 ve Lemma 6.1.6 diisiiniiliirse,
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1

b(Au) = mn(/G / (s,7) f (7, u(r))drds

t€[0,1]
&p &p
e(t)m 2 gp(t m—2
+ - bp u( 5 Zap/u(s)ds
p=1 p=1 0
1 1
> Z/G /H u(T))drds
0 0
1 1
> 2 / G(S,S)/H(S,T)f(T,u(T))deS
§m72 0
1 1
> k732 / G(S,S)/H(l,T)f(T,U(T))deS
§m72 0
> 13 a
z k kn 32[MIM

olarak bulunur. Bu durumda Legget-Williams sabit nokta teoreminin (7) kosulu saglanur.
|lu|]| < p olacak sekilde alalim. Buradan ¢ € [0, 1] igin 0 < u(¢) < p olur. O halde
(#i1) kabulii, Lemma 6.1.3 ve Lemma 6.1.5 den

1

Hmm::mw</G@QjH@ﬂﬂmme%

t€(0,1]
0
G(t) m—2 &p (t) m—2 &
+ —= ) b, [ u(s)d + 22 » u(s)ds)
1 1
< G(s,s) [ H(s,7)f(T,u(r))drds
[ee]
m—2 &p m—2 &p
+ %pr/u(s)ds—l—@ a, [ u(s)ds
p=1 0 p=1 0
< p_MBLp)MLJrB(p)

I
S

olur. Bu durumda Legget-Williams sabit nokta teoreminin (i¢) kosulu saglanir.

> 4 olacak sekilde u € P(¢,q,r) eleman: almsmn. Bu
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takdirde,

. q
¥ (Au) i u(t) 2 zllAu| > 2~ = ¢

elde edilir. Boylece, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin (i¢) sart1 saglanr.
Sonug olarak, Leggett-Williams sabit nokta teoreminin tiim sartlarini saglandigin-

dan, (6.1) SDP nin en az ii¢ pozitif u;, us ve uz ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler

ui || < p, tmin us(t) > g, min ug(t) < ¢ ile birlikte p < [Jus]|
€[0,1] te[0,1]

esitsizliklerini saglarlar. [

6.6 Ornekler

6rnek6.6.l.n:5,m:3,£1:%704:7:5:5:1’@1:51:17]@:lve
n= % olarak almirsa, (6.1) SDP

— D (u"(1) = f(tu(t)), t€0,1],
W(0) = u”(0) = 0, w”(1) = 0,

4 u(()) — UI(O) _ szu(s)ds, (6.23)
| () = uls)as

16 _ 13y _ 13
45\/7T’L_ 18’[_36’

0.5, D =3ve k"3 = k2 = 0.125 olarak bulunur. f stirekli fonksiyonunu

seklini alir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak M =

z =

~ 560u?
14 u?

ftu(t))
olacak sekilde tanimlayalim.

Egerr = 0.5, w = u = 1 ve R = 300 segilirse, r < zu, w < zR ve B(R) = 200
olur. Bu takdirde 0 < r < @w < pu < R olur ve Teorem 6.3.1 in biitiin sartlar1 saglanir.
Bu nedenle, (6.23) SDP en az bir pozitif ¢oziime sahiptir.

p = 0.0003, ¢ = 0.5 ve r = 300 almrsa, B(r) = 200 ve B(p) = 0.0002 olarak
bulunur. Bu durumda 0 < p < ¢ < £ < r olur ve Teorem 6.5.1 in tiim kosullari
saglanir. O halde (6.23) SDP nin uy, us ve ug olacak sekilde en az ii¢ pozitif ¢oziimii
vardir ve bu ¢ozlimler

|lu1]] < p, min us(t) > ¢, min uz(t) < q ile birlikte p < [Jus||
te(0,1] te[0,1]
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esitsizliklerini saglarlar.
0 < g(u) < 45, g(0.18) = 0.4 ve g(0.2) = 45 6zelliklerini saglayan g(u) siirekli

fonksiyonu olmak iizere (6.23) SDP i¢in

0.4, te]0,1], u€[0,0.18],
ftu(t) =4 g(u), te€l0,1], ue[0.18,0.2],
45, te[0,1], u € [0.18,0.2],

fonksiyonunu ele alalm. p = 0.0016, ¢ = 0.18, » = 0.2 ve K = 40 secimleri
yapilirsa, B(q) = 0.12 ve B(%) ~ 0.26666 olarak bulunur. Boylece 0 < p < ¢ <7
olur ve Teorem 6.4.2 deki sartlar saglanir. Dolayisiyla (6.23) SDP en az iki pozitif u,

ve us ¢coziimiine sahiptir ve bu ¢oziimler
||ui|| < g ile birlikte p < ||uq]| ve rr%érh ug(t) < rile birlikte ¢ < ||us|
te|0,

esitsizliklerini saglarlar.
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7. SONUC

Bu tez calismasinda yiiksek mertebe ¢oklu nokta sinir deger problemlerinin pozitif
coziimleri ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Wang ve Ge (2007) ve Yaslan (2013) calismalarindan hareketle ilk olarak, zaman
skalasi lizerinde yiiksek mertebe coklu nokta sinir deger problemi ele alinmistir. Bu
problem i¢in en az bir ve en az li¢ pozitif ¢ozlimleri i¢in varlik kosullar sirastyla Krass-
nosel’skii sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi yardimiyla
ispatlanmustir.

Ikinci olarak, Nymoradi ve Javidi (2012) ¢alismasindan yararlanarak, yiiksek mer-
tebe ¢coklu nokta kesirli sinir deger problemi ele alinarak en az bir ve en az li¢ pozitif
cOziimlerinin varligi i¢in yeter kosullar olusturulmustur. Burada Krassnosel’skii sabit
nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi kullanilmistir.

Uciincii olarak, Wang ve Zhang (2014) ¢alismasindan esinlenerek, yiiksek mer-
tebe coklu nokta kesirli integral sinir kogullu bir sinir deger problemi caligilmustir.
Bu problem i¢in, en az bir pozitif ¢oziimiin varlik kosullart sabit nokta indeks teorisi
yardimiyla, en az iki pozitif ¢oziimiin varlik kosullar1 Avery-Henderson sabit nokta
teoremi yardimiyla ve en az ii¢ pozitif ¢6ziimiin varlik kosullar1 Leggett-Williams sabit
nokta teoremi yardimiyla gosterilmistir.

Son boliimde ise benzer sekilde farkli bir yiiksek mertebe ¢oklu nokta kesirli in-
tegral sinir kosullu sinir deger problemi incelenmis ve bu incelemede en az bir, en az
iki ve en az ii¢ pozitif ¢oziimiin varlif1 elde edilmistir. Bu problemin en az bir pozitif
cOziimiiniin varlig1 dort fonksiyonel sabit nokta teoremi yardimiyla, en az iki pozitif
cOziimiiniin varlig1 Avery-Henderson sabit nokta teoremi yardimiyla ve en az ii¢ pozitif

coziimiiniin varlig1 Leggett-Williams sabit nokta teoremi yardimiyla gosterilmistir.
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