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1.BiRiINCi BOLUM

Bu bolimde, daha sonraki boliimlerde kullanilan temel tamim ve teoremler

verilecektir.

1.1.Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1:

+ n
Cesaro matrisiA >0, o >-1,y reel bir say1 ve €’ :g y% S, = Zar
n &

olmak lizere

doniistimii ile tanimlanir (Borwein 1959).

Tanim 1.1.2:

sp s ise  a, serisis ye(C,a) toplanabilirdir denir(Borwein 1959).

n=0

Tamm 1.1.3:
Eger
A
"= =o(l)

ise S a, serisi s yeh indisiyle (C,a +1) kuvvetli toplanabilirdir veys[C,a +1],
n=0
toplanabilirdir denir (Borwein 1959).

Tanim 1.1.4:



Eger

(o]
ny)\+)\—1 a _ .«

S

< 00
n n-1

S

n=1
[ee]

ise Za serisi s ye y, A indisiyle (C,O() mutlak toplanabilirdir veydC,a,yh

n
n=0

toplanabilirdir denir (Borwein 1959).

[Ca+1], ve

C,O(,y| N toplanabilme yoOntemleri sirasiyla [C1 ,Cyq ])\ ve |Ca ,y| N
seklinde de gosterilebilir.
Tamm 1.1.5:

Q= (qn,r) reel veya kompleks terimli sonsuz matris olsun(yg dizisi verilsin.

n

s, — s oldugunda Q(sn)= o, = iqn,rsr (n = 0,1,2,...) serisi yakinsak ve
=0

O, - S

n

oluyorsa Q doniisiimii (matrisi) regulerdir denir (Hardy 1949).

Teorem 1.1.6 (Toeplitz Teoremi):

Q= ( n,r) matrisininregiiler olmasi igin gerek ve yeter sart

i) OnOIN igin
> |a..|<H

olacak sekilde H sayis1 vardir.

i) Her rigin,n — o oldugunda

qn,r -0

dir.

iii) n - oo icin

q, = zqn,r -1

olmasidir (Hardy 1949).



Teorem 1.1.7:
Q =(q,,) sonsuz matrisie (s,) dizisi verilsin.o, = iqmsr (n=0,1,2,...)serisi
=0

yakinsak ve s, — 0 oldugunda O, — O olmasi i¢in gerek ve yeter sart Qe — 0

(r=0,1,2,...) ve On OIN igin

<H

00
Qo v

r=0

olacak sekilde H sayisinin mevcut olmasidir (Hardy 1949).

Teorem 1.1.8:

A=1 ve a>0 olsun. Bu taktirde herhangi bir serinin bir s degerine [C,c(])\

toplanabilir olmasi igin gerek ve yeter sart ayn1 s degerine (C, O() toplanabilir ve

= ofn)

n A

Al a a
Zr Sr _Sr—l

r=0

olmasidir. (Hyslop 1951).

Tanim 1.1.9 (Abel toplanabilirligi):
Eger 0<t<l1 icin Z a, t" serisi yakinsak ve
n=0
hfrll;) a t'=s<o

ise bu taktirdeZ a, serisi s ye Abel toplanabilirdir denir ve A ile gosterilir.

n

Teorem 1.1.10:

C,a

u>1 a>-1/u, B>a-1/u" ve 1/p+1/u' =1 olsun. Zan serisi .
n=0

toplanabilir ise bu taktirde A toplanabildigi her zaman (C,B) toplanabilirdir (Flett
1956).



P ve Q toplanabilm@ectodlari olmak iizere
PO Q
gosterimi s ye P toplanabilen her seri, s ye Q toplanabilirdir anlaminda kullanilir. Bu
duruma ayn1 zamanda Q, P yi kapsar da denir. Eger her iki metot birbirini

kapsiyorsa bu metotlara denk metotlar denir ve P JQ ile gosterilir.

Tanim 1.1.11:

(€, ) reel bir dizi;

n-—r v _r ‘
X, = %‘EVZO(_I) gv Ezm ,0<r<nise

E) , diger durumlarda
olsun ve(Xn’r) matrisini (h,£,,) ile gésterelim. Bu tipteki matrislere reel Hausdorff

matrisleri denir (Borwein, 1959).

X =(h,&,), Y =(h,n,) olsun. Bu durumda
XY =YX = (h,&,n,)
olur. Sonug olaraké, # 0 oldugunda X' =(h,1/&,) olur. Bu durumdaX 0 Y

olmasi i¢in gerek ve yeter sart YXlin regiiler olmasidir.

Ayrica X in regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmasidir. Burada )((t), [0,1] araliginda sinirli salinimli reel bir fonksiyon dyle ki
x(0+)=x(0)=x(1)-1
..(1)

ve &, igin 0° =1 dir.

Ote yandarc, = (h,1/e%) (k>-1)ve
C,Cy OC,yy (@>-LB>-La+p>-1)

..(2)
dir (Hardy 1949).



Tamm 1.1.12:
(H,l) matrisi, (C,l) matrisi ile aynidir. Her k (k=1,2,...) Icin (H,k) matrisi
(H,l) ’in kendi kendisiyle k defa ¢arpimi olarak tanimlanir.

Her o reel sayist igin (h,(n+1)_“) Hausdorff matrisine karsilik gelen
toplanabilme metoduna Hélder metodu denifie veya (H,a) ile gésterilir.

Buna goreH,1) = (C.1) ve (H,a)(H,B) = (H,a +B) oldugu agiktir.

Teorem 1.1.13:

a > -1 igin (C,a) ve (H,a) toplanabilme yéntemleri denktir (Hardy 1949), yani
(C,a)0(H,0)
dir.

Teorem 1.1.14:

ot)orr(o,1), p>1, (x) bir Hausdorff matrisi olmak tzere

£, = [rooln

olmasi icin gerek ve yeter sart

n

(1)

r=0

olmasidir. Burada H, n den bagimsizdir (Hardy 1949).

P
P
Xpr <H

Teorem 1.1.15 (Stirling Formula):

z kompleks say1 olmak iizere pozitif reel eksen Uzerinde - oo igin

r(Z + 1) ~ \/E[ZZH/Ze—Z
dir.

Stirling Formiiliinde her iki tarafin logaritmasi alinirsa
1 1
loglh(z+1)=—1lo 2T[+Bz+—Bo YA/
g (z +1)= - log2m+ [z + -~ Hog

bulunur.a >-1ves=0+it,0>-0-1=¢,¢c<0



) = Mo +1)r (s +1)(S 1)

Ma+s+1)

olmak Uzere
logr(z+1)= %10g21‘[+ Q& +%§ogz -z
formulinde yeterince bUyU|k| Icin 0 >c¢ oldugunda z yerine s+ alinirsa
logF(O( +s+1)= %10g2n+§s+a +%Eiog(s+0()—(s +O()

elde edilir.

Es+0( +1Eiog(s+0( s+O( Es+0(+ Bogs+1 s+1

O 20
oldugundan

logF(O( +s+1)=§s+a +%§og(s+1)—(s+1)+%10g2n+0 ;E

bulunur. Bu durumda > ¢ oldugunda yeterince biiyiik |s| igin

rs+1) _ 1
logm = alog(s +1)+ O%E

olur. Su halde

elde edilir (Rogosinski 1942).

Teorem 1.1.16:

2c+ 2
t

@*(t)OL olmak tizere

F(Z):J'tch'(t)dz (Oz>c)

seklinde tanimlanan F(z) fonksiyonlarinin smifi M, olsun. Bu durumda

M., Oz >cigin regller olan ve

i|F(Z)|2dY = j:]F(X +iy) |2dy <c (x > c)

esitsizligini saglayan F(z) fonksiyonlar sinifi ile aynidir (Rogosinski 1942).



Tamm 1.1.17 (Holder Esitsizligi):

p>1l, —+—=1, aj,a,,.,a, 20 ve b;b,,...,b, =0 olsun. Bu durumda

Zakbk < %(ak)p E(p@g(bk)q gq

Q| =

1
p

olur.

Tanim 1.1.18 (Minkowski Esitsizligi):

p=1, a;,a,,..,a, 20 ve b,,b,,..,b, =0 olsun. Bu durumda

QZ( +b, ) E( < QZU Ef +§:Z(bk)p Ef

olur.

Q=( ) (n,r=0,1,2,...) bir sonsuz matris ves, =iar olmak Uzere her
r=0
nOIN igin
On = Q(Sn)= zqn,rsr
r=0

serisi yakinsak olsun.

Tanim 1.1.19:

Eger limo, =s ise Zan serisi Q matrisiyle s ye toplanabilirdir denir ve

n - oo
n=0

s, — s(Q) ile gésterilir (Borwein 1959).

Asagidaki kisimlarda P=(p,.) (n,r=0,1,2,.) negatif olmayan matrisi

gOsterecektir.

Tanim 1.1.20:



Eger

ise Ya, serisi, s yeA indisiyle (P,Q) kuwvetli toplanabilirdir veydP,Q],
n=0
toplanabilirdir denir ves, — s[P,Q])\ ile gosterilir (Borwein 1959).

Tanim 1.1.21:

Eger
°° A
YA+A-1 _
> n 0, -0, <o
n=1

ise Zan serisiy, A indisiyle Q mutlak toplanabilirdir ya dh),y|A toplanabilirdir
=0

denir (Borwein 1959).

QR, [P,QR];,

olmak uzere,R(s,)=T1,, 0, =Q(t,) olarak alacagiz. Birim matrisi ise I ile

QR,y|A carpim formlarin1 tanimlarken, R herhangi bir matris

gosterecegiz. Bu durumda I(s, ) =s, oldugu aciktir.

Teorem 1.1.22:

X ve Y Hausdorff matrisleri olmak tizere, eger X 1 Y ise
AX O AY
dir (Borwein 1958).

Teorem 1.1.23:

a>-1, y>B>-1 olmak Gzere

C, 0 AC, 00 AC

Y

dir (Borwein 1958).
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2.IKINCi BOLUM

Bu bolimde o6ncelikle herhangi bir Q matrisinin mutlak toplanabilmedaha

sonra Hausdorff matrislerinin mutlak toplanabilmesini ve bunlarin " sinifindan
fonksiyonlarla iliskilerini ortaya koyan teoremler verilecektir.

2.1.Mutlak Toplanabilme
Teorem 2.1.1:

AZu>0, y>9 ise

i) §n6p+p—l|wn|u SM@nV)‘”‘_qu
=] =1

dir. Burada M, ((.L)n ) dizisinden bagimsizdir.

i) Her Q matrisi icin

Q.9

QY O

v
dir.

Ispat:

1) A = durumu agiktir. A > olsun. Bu durumdaéldlder esitsizliginden

in6“+“_l|wn|” - in€'>u—vu+vu+u—u/h—(k—u)/A |wn|u
n=1

n=1

= i (nvuw—u/A |°°n |“ )(néu—vu—(k—u)/h )

n=]

- A A-p)/A
< Ez (ny‘““_“/ A |oon|“)\ " %‘ E‘Z (n Bu-yu-(A-p)/A y\/ (-n)
=1 =1
w /N — o —H/A

_ QZ ) Ef %Z 1 V() H

=1 D =1 EI

A+A-1
n"*

wn

yazilabilir.
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@-y)ur/(\ —u)-1=a diyelim. Bu durumda>-y <0 oldugundan a <-1 dir.

[ee]

a < -1 oldugundan Z n® serisi yakinsaktir. Dolayisiyla esitsizligin her iki tarafinin

u=1/A
1/u -iincti kuvvetini alip & n® g =M dersek istenen esitsizlik elde edilir.

(o]
N : - A . ..
i) Biliyoruz ki Zny“)‘ 1|0n ~0,|" < olmasi i¢in gerek ve yeter sart serinin
n=1

, limitlenebilir olmasidir.. Bu durumda (i) sonucunda w, yerine 0, -0,

alinirsa

0 Q,6|IJ elde edilir.

Lemma 2.1.2:

1
:J‘ E —J't |dx <oo (n :0,1,...)
0
olmak iizereX = (h,€,), X =(n,%,) veA=1 ise her(w, ) dizisi icin
@) <€) (o)
olur.
Ispat:

X= (Xn,r), X = ()N(n,r) olsun.X = (h,En) oldugundan 0 <r <n igin

AT

51 e ax(e)

v

n-—r

(1)
1)’

[ITTT]

v=0

[TTTT 1]
oh»—
-
|:|
IIiV‘ |
(= -
g
=
<
< |
-
<
LI
>
=
N

]
g
]

[ITTT 1]
oh.—
-
O
|
=]
|
o]
N
-

+
N
-
LI
N
+
—+
—
[—
N
[=]
‘-:1
>
—
N
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2

H
g

olur. Benzer sekilde

[IIIT]

[ (-0 ()

LTI ]

dx(t)|

1
X,, = E‘E{tr(l —t)"”
0

dir.
Hélder esitsizliginden, p=A/(A 1), ¢ =\ igin

A
X(('On)|)\ = ZXn,rwr
r=0

I/\

rf
%z -
2

)\1/)\ 1/)\
m@

)\ “1)/AN/(A-1) (0= n( )1/>\>\ 'I/A
~ . A
an wI'

B

~ _1 n ~ )\
Xn,r zXn,r|wr|

r=0

IN

%Z
2

n
=0

= (Eo )Hi( A)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

w

n




Teorem 2.1.3:

1
(n 0,1,...)
ol

X, [0,1] araliginda sinirli salinimli reel bir fonksiyon olmak Uzer¥ = (h,En),

1

It‘V|dx(t)| <o

0

(3

ve A 21 ise bu taktirde
i) S " X(na, )[* <M S n""|na, |
> " [Xlna, )T <MD 0" na, |

dir. Burada M, (an) dizisinden bagimsizdir.

i) Her Q matrisi icin

dir.

Ispat:

i) Ik olarak y< 0 oldugunu kabul edelim. n >r igin ™ <t olur.

Lemma 2.1.2 den

X(na, )" < & ) %(
- (go
=&

/)

1 t)n r

dx(t)|

dir. Boylece

Zn"A 1|X na, dx(t)

“EF g g f o

= (EO )\_l‘:[|dx(t)| 2 r |rar|A t’ Z a? E‘—_ll %1 —t)'”"

13



A

<My " |ra,
r=I

elde edilir.

Yy >0 oldugunu kabul edelim ve 0 <t <1 olmak Uzere

()= z E?Efo ) ra,

olsun. Bu durumdalolder esitsizliginden p = A, q = ﬁ Icin

ZE‘E!‘(I —t) ra,

A

£, @) =

A(A-1)A

olur ve buradan da

in“‘ﬂfn ©)" <M,
n=1

8

- A
gr\{)\—l E:‘ %r (1 _ t)n—r|rar|
1 r=1

0

=M, ;aﬁ-ﬂrarr Y e (- o)

n=r

n

<M,t ™" irw‘_l |rar|7\

r=1

elde edilir. BuradaM, ve M,, (an) dizisinden bagimsizdir.

14
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oldugundan ve Minkowski esitsizliginden
A Er)‘

E‘in“‘ﬂx(nanw a = %nwl ﬁ
5 j)'|dx(t)| E‘an-qfn ok g

1 o A
< le/)‘.[t_y|dx(t)| EZ rVA_1|rar|)\ a
0 =1

elde edilir. Boylece (ihin ispati tamamlanir.

1, 0ax()

X,y

Bir X Hausdorff matrisi iginz a, nin , toplanabilir olmast i¢in gerek ve

yeter sart
S " X(na, )| <o
3 " X(na, )
olmasidur, ¢iinkii X(na, )=n(o, —0o,,) (n=1,2,...) dir. (i) nedeniyle
S " X(na, )| <M S nna [}
3 0 x(on,) £ M3 0",

oldugundan

X,y

Ly|, U , oldugu goriiliir. Boylece I yerine Q alindiginda (ii)

sonucu elde edilir.
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Teorem 2.1.4:

) a>-1, A=1, y<min(ll+a)ise

C,a,y

\ U

H,a,y

A

dir.

i) a>-1, A=1, y<lveyaa=23,.., A=l y<2ise

H,a,y

\ U

C.a,y

A
dir.

Bu teoremin ispati i¢in dnce asagidaki lemmay1 ifade ve ispat edelim.

Lemma 2.1.5:

Eger 0, <0 ve g(s), 0 >0, bolgesindes = o +it nun analitik bir fonksiyonu

ve yeterince buyuls| icin, K, 3 sabitler ved >% olmak Uizere

)=k +o{ )

ise bu taktirde

)= [P (20)

1
olur. Buraday, her ¢ > g, igin J’t°|dx(t)| <o olmak tizere0,1] arahginda sinirh
0

salnimh bir fonksiyondur.
Ispat:
f(s)=g(s)-K olsun. Bu durumda > g, +& >0 igin
}|f(c +it)[*dt < M,

olur. BuradaM,, ¢ den bagimsiz sonlu bir sayidir. Bu durumda Teorem 1.1.16 dan,

her ¢ >0, +¢ i¢in ve dolayisiyla her ¢ > g, igin t°@(t)0L(0,1) olmak tizere

i0)=[rol)d  (az20)
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elde edilir. Sonug olarak

)= [rax) (020

t 1
bulunur. Buradad <t <1 igin x(t):J'(p(u)du ve x(l):K+J'(p(u)du dur. Bu, her
0 0

1
c>0, igin J't°|dx(t)| < o0 oldugunun ispatidir. Lemma boylece ispatlanir.
0

Teorem 2.1.4’iin ispati:

ofs)= s+ 1)ye LB+ a*)

Foa+1)r(s+1)

ve w, =w(n) olmak tizere, W#h, w, ) seklinde Hausdorff matrisi olsun.

i) Stirling formaliinden, w(s) déniisimiic =1, 0, =max(-1,-1-a) igin Lemma
2.1.5 dekig(s) nin hipotezlerini saglar. Bu durumda Teorem 2.1.3 de X=W alinirsa

-y >0, yaniy<min(L1 +a) igin

0 IWC,q.Y

ICq.Y \

olur. WC, =H, oldugundan (1) nin ispat1 tamamlanir.

i) % fonksiyonu,a > -1 igin 6=1,0, =-1 ve a =23,... igin 6=1, 0, =2
wls

olan Lemma 2.1.5 delg(s) nin hipotezlerini saglar.

Bu durumda Teorem 2.1.3 dé= W™ almirsa o > -1 oldugunda —y > -1 icin

ve a =2,3,... oldugunda —y> -2 igin

y O [WHG,y

[He.y \

olur. W'H, =C, oldugundan bu (i) nin ispatini tamamlar.



Teorem 2.1.6:
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g, = It“(p(t)dt, ot)oL(o,1), "V Pe(t)OLr(0,1)

olmak tizereX = (h,€, ) olsun. Bu durumda

i) %nw 1|X na, g <M§nYA 'Ina,, | a

burada M,(an) dizisinden bagimsizdir.

i) Her Q matrisi igin

dir.
Ispat:

) n, t ve (an) dizisinden bagimsiz olan pozitif sayilari

goOsterelim. 0 <t <1 olmak lizere
—  \A- A
S=ZnYA 'Ina,, [ <o

ve

olur. Dolayistyla

1 1 n
(e E () de < o (e E 1- tnrra dt
[0 [0S o)

:nV)\ c |ra |)‘§l%tw\+r 1 1 - tn r
E r
r=1

M,,M,,M;, M, ile
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|ra| EEF YA +1)0 r+1)
r1 n+y)\+1

=nyxi|ra |7\ n! (V)\+r—1)!(n—r)!

£ (=) (n+yA)!

(YA +r-1)!

...(4)
elde edilir.

Ayrica y>0 icin Teorem 2.1.3(i) den
inw‘_l |fn (t)|)\ < Mzt_y)‘ i ry)‘_1|rar|)\ = MZSt_yA

.(5)

bulunur.y =0 durumu igin de Teorem 2.1.3(ijn ispatina benzer olarak

ﬁﬁ%%ﬁ__f%
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0zdesliginden yararlanarak esitsizligin gecerliligini gosterebiliriz. Gergekten,

n=l| n=l1 r=0
= itr|rar|)\ iig‘%l —t)n '
r=l1 n=r

1
-
=
o

o
—

S A
r |rar|

olur. Béylecey = 0 durumu i¢in de esitsizligin dogrulugunu gostermis oluruz. Simdi
1
c=l-y-1, w()=telt) k= [lwP d
p 0

olsun. Bu durumda k sonludur ve

1 A

X(na, )" = (W), ()t

O

{1v0)

= %|Ll)(t)|p'l/pt‘°|fn (t)|dt§

IN

t—C

- %|W(t)|p(l+l/“_l/)\)t_°|fn (t)|dt§

_ %w(t)|p(1—1/>\)|w(t)|p/ut—c £, (t)|dt§



iy
%W |p>\ 1)/AN (-1 dt%\ %W |p>\/u —c)\|f ()|Adt§

-1

1
%W |pdt )|p7\/u 1=cA-Ay ¢ Ay- 1|f ()|)\dt

s 1Jat (wy-1)((=A )/ p+2/p) |fn (t)|A((u—7\)/u+7\/u)|w(t)|p-A/ut1—)\c—)\ydt

— k)\—lj—t()\y—l)(u—)\)/ut(Ay—l))\/u|fn (t)|7\(l1‘7\)/ll|fn (t)|M/u|q,(t)|p.h/ut1—xc—xy dt
0

éu-h)/ "
<M %t()\y—l)(p—)\)/u.u/(p—)\)|fn (t) |A(u—x)/u.u/(u—x) dt

]

/H
%W(t) |px/u.u/x £ (Y= /A (IFAc=AY /A | £ (t)|7\7\/|.l.|.1/7\ dt g

H
-Mu H\/u

%t(”‘lﬂfn ()] dt %|LIJ(1:)|p &y (o)) dtH
= k! %t(”‘lﬂfn ()] dt

I
—
T

I

I

-\ %“P(t”p t)‘y|fn (t)|)\ it E\/u

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin pu/A kuvvetini alirsak
HAYA
"t kO %t”ﬂfn (£)]" dt I|Lp

- - - (AN -
W = VA ) -t = (nvk) ™!

|X(nan)

|dt

bulunur.

-1 “YA+tyA-1 -yA
nw _nWV Y _nWVn

oldugundan

nw_1|X(nan)|u < k()\—l)p/)\ y}\j—t)\y 1
0

AL
) dt% _ﬂw )P ()] dt
0

21
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olur ve dolayisiyla (4) ve (5) den

) ! ad
S 0 X(na, )" < kOB (M S [l S e, ()] de
0 n=]

n=]

< k(A—1)p/AMlu/k-lsu/k—lhtp(t)|pt)‘VMZSt_V)‘dt
0

1
= M3S”/A'IMZSI|W(t)|pdt
0

=M,M,kS** =M s

bulunur. Bu esitsizlikte her iki tarafin 1/p kuvveti alinir ve S yerine yazilirsa

o H o A
%Z nW_l|X(nan)|Ll E( < M%Z nVH|nan|A E(
=1 D =1 D

elde edilir. Bu ise|Ly|, U X,y . demektir. Ote yandan I yerine Q alinarak (ii)
bulunur.
Lemma 2.1.7:

Q herhangi bir matris ve
DA=u=1 y=20, a+l1>y>9d, B=2a-y+d, B>-1,
veya
) A>u=1 y=20, a+l1>y>9, >a-y+0, B>-1, ise

IC.Q.y

A b |CBQ’6

T}
dir (Borwein 1959).

Sonug 2.1.8:

Q herhangi bir matris ve
) U=A=L p>1/A-1/H, a+1>y>0
veya

i) u>A>1, p=1/A=1/u, a+1>y=0
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ise bu taktirde

D|C

olur.

Ispat:

i) € /€a+p_It elehde,  oft)= % t*(1-t)f", X=(h,aﬁ/eg+p) olmak

uzere

Caup =CaupCq 'Cq =XC,

olur. ilk olarak A =p oldugunu varsayalim. Bu durumda o-y+1>0, p>0

oldugundan

1 0(+p+1

1
-v t = a—vl_ P14
‘([t -([r @) (1-t)""dt

integrali yakinsaktir. Dolayisiyla t_y(p(t)DL(O,l) olur. Teorem 2.1.3 den

Cas¥, O [Casps¥|,

elde edilir.

Simdi u>A ve I/p=1+1/u-1/A oldugunu kabul edelim. Bu durumda
p(p-1)>-1 vea+1-y>0 oldugundan p(a +1-y—-1/p)>-1 olur. O halde

I(P(t dt—Ira p+1) “1-t) "t

O(+1

ve

J-|t1 Y- l/Pq:(t | j‘E a+ Z':-ll) %tp(a_y_l/pﬂ)(l _t)p(p—l) dt
0

integralleri yakinsaktir. Buradan (p(t)DL(O,l) ve ‘tl_y_l/p(p(‘[)DLp (0,1) elde edilir.

Istenen sonuc Teorem 2.1.6 dan bulunur.
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3.UCUNCU BOLUM

Bu boliimde kuvvetli toplanabilme kavramini herhangi bir Q matrisi igin

incelendikten sonra Hausdorff matrislerinin kuvvetli toplanabilmesi aesdorff

matrislerinin L* sinifindan fonksiyonlarla iliskilerini ifade eden teorem ve lemmalar

ele alinacaktir.

3.1.Kuvvetli Toplanabilme
Teorem 3.1.1:

Q herhangi bir matrisP = (p,, , ),

Z Pnr <M (n=0,1,...)
r=0

.(6)

olan bir matris ve\ > 1 >0 ise bu taktirde
[P.Ql, 0 [P.Q],
dir.

Ozel olarak\ > >0 ve Pregiiler ise teorem saglanir.
Ispat :
Her (con ) dizisi igin Holder esitsizliginden,

8 — ad (p l—u/)\+u/)\)
T ; n,r

) [

wl‘

0
> P
r=0
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=3 o Joo M)

r=0

© A Do “H/A

< WA /U(w u)\/“%‘ & A1)/ /(A‘“)a
Sl 2 (T = Y )

o N — o —H/A
:§pn,r wr)\g &pn,rH

=0 |:| =0 |:|
< Eip w | M

Cr n,r T |:|

(<] (<] /)\
'S Dol s@zpn,rwg M
r=0 =0

n

olur. Buradas, = Za
r=0

o, =Q(s,) olmak tizere(w, ) dizisi yerine(c, —s) dizisi

T’ n

alinirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.1.2:

Q herhangi bir matris va >y >0, BA >ap >0 ise bu taktirde
[ca-0 0 [cp.0,

,q= ve (w,) herhangi bir dizi olsuna >0, B>0,

=(BA-a u)% > 0 oldugu i¢in Holder esitsizliginden

u

Cy ( W, W,

“)zalﬁi 853—1

n r=0




26

W, A )}l/p an + l)dq/p-Bq (I‘ + I)Bq-aq/p-l %

D r=0 EI

avfe,|

olur ve buradan da

ot}

n
elde edilir. M, ve M sayilari, n den ve (w, ) dizisinden bagimsizdir. s, = Z a,,
r=0

o, =Q(s, ) olmak tizerew, =o, —s alindiginda istenen sonug elde edilir.

n

Teorem 3.1.3:

P, X reguler Hausdorff matrisleri, Q herhangi bir matris\vel ise bu taktirde
[P.Ql, O [P.xQ],
dir.

Ispat:

X =(h,&,)ve o, =X(s,) olsun. Xregiiler oldugundan

1

o, -s=X(s, -s) ve &, =J't“dx(t)
0

olur. Buradax, (1) sartin1 saglayan, [0,1] araliginda sinirli saliniml bir

fonksiyondur. Bu durumda Lemma 2.1.2 den
o, - < (&) x(s, ~5")

bulunur. P negatif elemani olmayan bir Hausdorff matrisi veX bir Hausdorff

matrisi oldugundan
Plo, o)< @) x{s, )= 6) " Sels 1) e

elde edilir. Teorem 1.1.7 den, - 0 oldugunda X(u,) - 0 olur. (X mn regiiler
olmas1 gerekli degildir.)
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Bu durumdaP(|sn —s|A) - 0 ise (8) denP(|0n —s|A) -~ 0, yani[p,1], O [P,X],
bulunur. I yerine Q matrisi aldigimizda [P, Q])\ U [P,QX])\ elde edilir.

Asagidaki sonuglar bu teoremden kolayca gorliir.

Sonug 3.1.4:

A =1, P, Y, Z Hausdorff matrisleri, P reguleY, = (h,r]n), n,z0veYDO Z ise
[P.Y], O [P,Z], olur.

Sonug 3.1.5:

X bir Hausdorff matrisi ve\ 21 ise Zan serisinin s ye[Cl,X]A toplanabilir
n=0

olmas: i¢in gerek ve yeter sart s ye C,X toplanabilir ve na, — O[CI,CIX])\

olmasidir.

(2) denC,C,_; OC4 (a>0) ve dolayisiyla Sonug 3.1.4 den
[c1.¢1Cqu], D[Cy.Caly (@>0121)

olur. Bu durumda Sonug 3.1.5 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.6:

A=1,a>0 ise bir Z a, serisinin s ye[C,O(])\ toplanabilir olmasi igin gerek ve
n=0

yeter sart serinin s ye (C, 0() toplanabilir olmasi ve z C, (nan ]A = o(m) olmasidir.
n=0
Bu sonuc¢Hyslop (1951) tarafindan verilmis ve a =0 degeri icin [C,O])\

toplanabilme metodu asagidaki sekilde ifade edilmistir:

a, serisinin s degerine [C,O])\ toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n=0

serinin s ye yakinsak ve
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S na, | = o(m)

n=0

olmasidir.

Teorem 3.1.7:
a=0, A=1ise

[c.a], O[H,al,
dir.

Ispat:
Oncea >0 alalim. Bu durumda Teorem 1.1.13 den
CC(—I DHG—l
olur. C, = H, oldugundan Sonug 3.1.4 nedeniyle
[Cl’ca—l])\ u [CI’H(X—I])\ :[HlﬂHor—l A
elde ediIir.[C,O(]A :[CI,C(H]A ve [H,O(]A :[HI,HG_I]A gosterimlerinden
[c.a], O [H,q],

bulunur. Benzer sekilde [H,a], O [C,a], elde edilir.

a=0 icin Sonu¢ 3.1.5 de X=H, =C," olarak alahm. Bu durumda
S, — sl.Cl,Cl_IJ olmasi i¢in gerek ve yeter sart s, — s(Cl,Cl_l) vena, - O[CI,I])\
olmasidir. Buradan s, — s ve
1 m
na
m+lnZI "

=0

Y0

elde edilir. [C,O])\ nin tanimi geregince [C,O]A Dl_Cl,Cl_lJA bulunur. Ote yandan

[H,O])\ =[H1,H_1])\ :l.Cl,Cl_IJ oldugu dikkate alinarak [C,O])\ D[H,O])\ oldugu

gorular.

Lemma 3.1.8:

ot), p>1 olmak tizereL* (0,1) simifindan reel bir fonksiyon ve

d)fdt (h=01.), X=(hE,), x»=(ng0)

1 1
En :Jvtn(dt)dt, EH(P) :J'tn
0 0
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olsun.u>A>1 ve 1+1/u—1/A =1/p ise her(w, ) dizisi igin

X(o, )" < £,2) ¢ c (|w|;)l} X0 [, )

dir.

Ispat:

0<t<1 olmak lzere

-§Ee-r

olsun. Teorem 2.1.3 iin ispatina benzer olarak

)\sng‘gltnr

IIMD‘

%‘%[tr(l— ) dt
_ i|‘*’r|A %%r(r +1)M(n-r+1)

I'(n+2)

0 n! (r)'(n r)'
_Z| | (n r)'r' (n+1)

1
n+l4

=, (j[*)

A

T

...(9)
ve dolayisiyla
O = 3 0= ol
r=0

elde edilir. Buradan da
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1

[lee)["]e, (1)]dr < Z %tr@ )

0 r=0

=x0 o, ")

A

o) dt i
L

...(10)

bulunur. Ayrica iki kez Holder esitsizligini uygulayarak

o
o
o

(-1)
T e nad G

-1

<ol

= %kp(t)r(lﬂ/u—l/k)

IN

iy
£ ()] dt %

j[ |(p(t)|(p/u)->\

0

£, (t)]" dt

LITT 1

= %Idt)l"dt

= %I(P(t)l"dt

£)y

-1

f (t)|k((u—k)/u+k/u)dt

[ITTL

[l

0

f (t)|h(u—k)/u

fn (t)|7\-7\/l1|q:(t)|p)\/kl dt

—MH
Ll

/u
< (EO(P))\ﬂ% fn (t)|)\)\/u‘u/x |q(t)|p)\/p.p/)\ dt%
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L]

= (ao“’))“% £, ()" e %/%

bulunur. (9), (10) ve (11) den

x(,)" = 6,) {c (o, ol

A ))\/u
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin /A kuvveti alinirsa

o =6 o 50 )

n n

.(11)

wl’l

olur.
Teorem 3.1.9:

1
W>A=1,1/p=1+1/u—1/A olsun. Ayrica (t)0L"(0,1) &, =It“(p(t)dt, g, =1
0

olmak tizereX = (h,&, ) alahm. Bu durumda her Q matrisi icin

[c..Q], O [c,.xq],
dir.

Ispat:

X regiiler bir Hausdorff matrisi v ©, vV, — 0 oldugunda X(")(vn) - 0 olan

bir Hausdorff matrisidir. Kabul edelim ki, — s[Cl,Q]A olsun. Kisalik igin

@, =Q,)-s=0, =5, v, =C,[j,['), k=&, sup(y,
n=0

wﬂ

alalim. Bu durumda

')=c(l6.)-9") - 0

olur. v, - 0 oldugundan k sonludur ve Lemma 3.1.8 den

v :Cl(

n

wﬂ

¢, (xe.,)-5*)=c (x(,)P)
<k, X0, )

= kX(p)C1(|wn|A)
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=1x0,)=of)

elde edilir. Bu ises,, — s[Cl,XQ] y Olmasidir. Bu ise ispati tamamlar.

Sonucg 3.1.10:
Q herhangi bir matris ve
) u=A=1, p>1/A-1/p
veya
i) u>A>1, p=1/A-1/u ise bu taktirde

[c..q], 0 [c.cQ),
dir.

Ispat:
i) A =p durumu Teorem 3.1.3 de P matrisi yeridg matrisi, X matrisi yerineC,
matrisi alinmasiyla elde edilir.
W> A oldugunu varsayalim ve 1/p =1+1/u—1/A olsun.qt)=p(1-t)*" olmak

uzereC, = (h,1/e?) ve

I

1/gP =It“(p(t)dt

0

olur. Ayrica p—1>-1-1/pu+1/A ==1/p, p(p—1)> -1 oldugundan
I|(p(t ° dt—J'p £t = pr J't £ gt

integrali yakinsaktir. Buradan (p(t)D L’ (0,1) elde edilir. Boylece Teorem 3.1.9 dan

istenen sonug bulunur.
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4.DORDUNCU BOLUM

Bu boliimde daha onceki bdliimlerde ortaya koydugumuz teorem, lemma ve
sonuglarin yardimiyla adi, mutlak ve kuvvetli toplanabilme arasindaki iliskileri ele

alacagiz.

4.1.Adi, Mutlak ve Kuvvetli Toplanabilme Arasindaki fliski
Teorem 4.1.1:
P, Q herhangi iki matris ve P regtler ise bu taktirde
1) A>0 icin
QU [P.Ql,
i) A=1 icin
[P.Ql O PQ
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. .. . A ..
i) s,=)a  olmak uzere, Q(sn):on -~ s ise on—s| -0 dir. P reguler

=0

-

oldugundan P(|crn —s|A) ~ 0 olur. BuiseQO [P,Q], demektir.

i) s, - s[P,Q]A olsun. Teorem 3.1.1 dex=1 oldugundan s, — s[P,Q]l olur.

|P(crn —s)| < P(|On —s|)= 0(1)
esitsizliginden ve P regiiler oldugundan P(Gn) - s elde edilir. Bu da[P,Q]A 0 PQ

demektir.

Teorem 4.1.1 in (i) sikkinin bir sonucu olarak sunu elde ederiz:

Sonucg 4.1.2:
P,Q reguler matrisler v > 0 ise bu durumdzﬁP, Q]A regulerdir.
Ispat:
s, — s olsun. Qregiiler oldugundan
0, =Q(s,) — 8
olur. o, — s ise|o, —s|)\ — 0 dir. P regiiler oldugundan
p(o, -s') - 0

olur. Buradans — s[P,Q], olur. Su halde [P,Q], regiilerdir.
Simdi Teorem 1.1.8 in genellestirilmesi olan bir teorem verelim.

Teorem 4.1.3:

P reguler bir matris, Q bir matris vex1 ise bu taktirde bir serinin s ),{(P, Q])\

toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart serinin s ye PQ toplanabilir ve 0’a

[P, (1 - P)Q])\ toplanabilir olmasidir.

Ispat:
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P(o,) olsun. Bu durumda

Q
=)
1
“»n
=
~—
—-
=
1

..(12)
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
T, - S
...(13)
ve
P(|c5n —rn|A): o(1)
...(14)

oldugunu gostermeliyiz.

1) (12) nin saglandigini kabul edelim. Bu durumda Teorem 4.1.1(ii) den (13) saglanir.

P regiiler oldugundan P(|Tn - s|)\ ) = 0(1) olur. Minkowski esitsizliginden ve (12) den

(o, -0 P )" =55 =
P On_Tn zipn,ror_-[r EI
=0 Il
o0 d/A
- gzm(or —5)+6-1)' D
=0 D

ad A lj/A ad A d/x
< U pn,r c)-n _S| U +E| pn,r Tn _S| U
=0 EI =0 D

el )"+l <
=o(1)

olur ve buradan da (14) saglanir.

i) (13) ve (14) 1in saglandigint kabul edelim. P regiiler oldugundan

P(|Tn —s|)\)= o(1) olur. Bu durumdalinkowski esitsizliginden ve (14) den

/A hd
o, )" <.
=0 '
= @an,r
=0

|)\

Dm
o, -s| [
U

/A
A
O, ~T,+T, 5| E
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o d/A o Dl/)\
<§zpnr|o ~u,l'g +§zpnr|r -0

0 D D
=0(1)

olur ve buradan (12) saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4:

A>1, 2>p>-1, X bir Hausdorff matrisi ve Zan
n=0

toplanabilirse veii) s'ye AC X toplanabilirse, seri s’y{z()l,X]A toplanabilirdir.
A =1 icin (ii) sartina gerek yoktur.

Ispat:
s, =%Ya,,1,=CXna,), o, =CX(s,) olsun. Bu durumda

n

Tn = CIX(nan): n(on - On—l)

, toplanabilir oldugundan

— - A
;n | <o
dur. Buradan
- - ° A
Y n*o, —o,.[" = Y n7'n(o, —o,)| = Z% <o
=l n=i A=l
bulunur. Dolayisiyla
1 o n n
L
z L LS )
Lot n+1rl r n+l4& r

elde edilir. Bu durumda
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olduguna gore
na, - 0[C,,C,X],
olur. Nihayet, Sonug 3.1.5 den ispat1 tamamlamak i¢in
S, — s(ClX)
...(15)
oldugunu gostermemiz yeterlidir. A =1 oldugunda (15), (i) hipotezinden elde edilir.

Dolayisiyla (ii) hipotezi gereksizdir. CunkiUh =1 igin (i) hipotezine gbére seri
IC,X,0

, toplanabilir olduguna gore

00

Z |C1X(Sn ) - C1X(Sn—1 )| = i

n=l n=I

0,0, <o

n n

olur. Bu ise(o, ) dizisinin yakinsak olmasi yani
s, - s(C,X)

olmasidir.

Simdi A >1 ve 2 >p=1+1/A oldugunu varsayalim. Diyelim ki

C,X(s,)=w, = iu

o] r
r=0

olsun. CpX(nan ) = n((x)n - (,on_l) (n = 1,2,...) oldugu i¢in
nu, = CpX(nan)
olur. Bu durumda (ii) den

w, - s(A)

n

...(16)
bulunur, yaniZun serisi s’ye A toplanabilirdir. Ote yandap,—1>1/A -1/u ve
n=0

olduguna gdre Sonug 2.1.8 nedeniyle

IC,X,0 (>2)

, 0 [CpuX0 )

=[c,x.0

u

olur. Dolayisiyla (ii) den Seri|CpX,O

} toplanabilir yani
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.(17)

dir. Teorem 1.1.10, (16) ve (17) nedeniyle her d>1/u~1 igin zun serisi s'ye
n=0

(C,) toplanabilirdir, yani
Ca((,on) -S
...(18)
olur. u istenildigi kadar biiyiik alinirsa her &> —1 i¢in (18) saglanir. Sonug olarak

0 =1-p almirsa, C,_,C, OC, oldugundan

I-p~'p

C_(w)=cC_CX,)=CX,)-s

1-p 1I-p~'p

elde edilir. Bu durumda (15) saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.1.5:
X bir Hausdorff matrisiA =1, a >y >0, = a -y-1 ise bu taktirde

e, 0 lecyx

dir.
Ispat:

Y =C,”'C,_,X olsun. Bu durumda (2) den

YOC, . X ve C,YUCX

a-y-1 y+1
olur. Dolayisiyla Lemma 2.1.7 dgu =1,0=0,3=a aliirsa ve Teorem 1.1.23 den
herp > -1 igin

IC. X,y

, 0 ]C.X,0

0 C.X OACY
bulunur. Ayrica Lemma 2.1.7()) d& =0, 3 =a —y alinirsa

IC. X,y

WU

CoyX,0

L =[C.Y.0

A
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bulunur. Su halde B=a-y-1 oldugundan Y OC, X0 C;X oldugu igin

a-y-1
Sonug 3.1.4 ve Teorem 4.1.4 den
c. X\, O [c, Y], O |c,.cx]

elde edilir.
Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 g6z Oniine alinarak bazi sonuglar verilebilir.
Oncelikle su iki basit sonucu ifade edelim.

Sonuc 4.1.6:

A>1 B>a-1+I/A ise

[H.a], O (H.8)
dir.

Ispat:
B-a+1>1/\ olduguna gore Teorem 3.1.2 den

[H’a])\ D[C’a])\ D[Cl’ca—l])\ D[Cl’Ha—l])\ D |.C|3—or+19Ha—1J

1

elde edilir. Teorem 4.1.1(ii) ve Teorem 1.1.13 den

[H,C(])\ u CB—GHHG—I DHB

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Benzer olarak su sonucu da verebiliriz.

Sonug 4.1.7:

A>1, B>a-1+1/A, a=0 ise

[c.al, O (C.B)
dir.

Bu sonucuro =1, a >1/A ve a >0 durumlan sirasiyla Kuttner (1946), Hyslop

(1951) ve Chow’a (1954) aittir.

Sonucg 4.1.8:
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A>1, 1+a>p olsun. Eger Zan serisi
=0

)] |H,0(,OA toplanabilir veii) s ye AH, toplanabilir ise bu taktirde seri s )[H,O(]A

toplanabilirdir. Dolayisiyla Sonug 4.1.6 dan her B>a-1+1/A igin s ye (H, [3)

toplanabilirdir.

Ispat:

0, 2>0=2p+1-a olacak sekilde ise pozitif bir sayr olsun. Bu durumda
Teorem 1.1.13 den
H, O HH,, OC;H,_
olur. Teorem 1.1.22 den
AH, O AC;H,_,

elde edilir. Teorem 4.1.4 da>1, 2>0>-1 i¢in p yerine &, X=H__, olarak

a-1

alinirsa ian, |C1Ha_1,0

n=0

toplanabilir ve s yeAC H__, toplanabilir oldugundan,

A a-1

seri s ye[Cl,Ha_1 ]A toplanabilirdir. Sonug 4.1.6in uygulanmasiyla
[c..Ho. ], O[H.a], O (1.p)

elde edilir.

Benzer sekilde asagidaki sonug ispat edilebilir.

Sonug 4.1.9:

C,a,0

, toplanabilir

Eger A>1, 1+a>p=0, B>a-1+1/A ve Zan serisii)

ve
ii) s ye AC, toplanabilir ise bu taktirde seri s {H,B) toplanabilirdir.

Sonug 4.1.10:
A>1, y>0, B>a-1-y+1/A ise
[Ha.y, O [Ha-y], O (Hp)
dir.
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Ispat:

p>y olmak lzereX = Cp_lHa olsun. Bu durumdaC X = H,oldugundan ve

Teorem 1.1.13 den

C,, X OH,_,,

p-y-1
olur. Teorem 4.1.5 dex yerine p, B yerine p—y—1 almirsa, Sonu¢ 3.1.4 ve

Sonuc 4.1.6 dan
Ha.v, =|c, X\ O [c.c,,.x], oH.H,,.] =[Fa-y], O (#Hp)
bulunur.

Benzer yolla asagidaki sonug da ispat edilebilir.

Sonug¢ 4.1.11:
A>L a>-1, y>0, B>a-1-y+I/\ ise

Ca,y, O (H,p)

dir.

Bu sonucuro >y —1/A durumuFlett (1958) tarafindan ispat edilmistir.
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