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     This thesis consists of four chapters.
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1.BĐRĐNCĐ BÖLÜM

     Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılan temel tanım ve teoremler

verilecektir.

1.1.Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 1.1.1:

     Cesáro matrisi, ,0>λ  ,1−>α γ   reel bir sayı ve 




 γ+
=ε γ

n

n
n , ∑

=

=
n

0r
rn as

olmak üzere

∑
=

−α
−α

α
α ε

ε
==

n

0r
r

1
rn

n

nn s
1

s)s(C

dönüşümü ile tanımlanır (Borwein 1959).

Tanım 1.1.2:

     ss n →α  ise ∑
∞

=0n
na  serisi s ye ( )α,C  toplanabilirdir denir(Borwein 1959).

Tanım 1.1.3:

     Eğer

)1(oss
1n

1 n

0r
r =−

+ ∑
=

λα

 ise ∑
∞

=0n
na  serisi s ye λ  indisiyle ( )1,C +α  kuvvetli toplanabilirdir veya [ ]λ+α 1,C

toplanabilirdir denir (Borwein 1959).

Tanım 1.1.4:
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     Eğer

∞<−∑
∞

=

α
−

α−λ+γλ

1n
1nn

1 ssn

 ise ∑
∞

=0n
na  serisi s ye  λγ,  indisiyle ( )α,C  mutlak toplanabilirdir veya λγα,,C

toplanabilirdir denir (Borwein 1959).

     [ ] λλ γα+α ,,Cve1,C  toplanabilme yöntemleri sırasıyla [ ] λαλα γ,CveC,C1

şeklinde de gösterilebilir.

Tanım 1.1.5:

     ( )r,nqQ =  reel veya kompleks terimli sonsuz matris olsun ve ( )ns  dizisi verilsin.

ssn →  olduğunda ( ) ∑
∞

=
=σ=

0r
rr,nnn sqsQ  ( ),...2,1,0n =  serisi yakınsak ve

sn →σ

oluyorsa Q dönüşümü (matrisi) regülerdir denir (Hardy 1949).

Teorem 1.1.6 (Toeplitz Teoremi):

    ( )r,nqQ =  matrisinin regüler olması için  gerek ve yeter şart

i) INn ∈∀  için

Hq r,n <∑
olacak şekilde H sayısı vardır.

ii) Her r için, ∞→n  olduğunda

0q r,n →

dır.

iii) ∞→n  için

1qq r,nn →= ∑
olmasıdır (Hardy 1949).
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Teorem 1.1.7:

     ( )r,nqQ =  sonsuz matrisi ve ( )ns  dizisi verilsin. ∑
∞

=

=σ
0r

rr,nn sq ( ),...2,1,0n = serisi

yakınsak ve 0s r →  olduğunda n 0σ →  olması için gerek ve yeter şart 0q r,n →

( ),...2,1,0r =  ve INn ∈∀  için

Hq
0r

r,n <∑
∞

=

olacak şekilde H sayısının mevcut olmasıdır (Hardy 1949).

Teorem 1.1.8:

     1≥λ  ve 0>α  olsun. Bu taktirde herhangi bir serinin bir s değerine [ ]λα,C

toplanabilir olması için gerek ve yeter şart aynı s değerine ( )α,C  toplanabilir ve

( )nossr
n

0r
1rr =−∑

=

λα
−

αλ

olmasıdır. (Hyslop 1951).

Tanım 1.1.9 (Abel toplanabilirliği):

     Eğer  1t0 <<  için ∑
∞

=0n

n
n ta  serisi yakınsak ve

∞<=∑
∞

=→
stalim

0n

n
n

1t

ise bu taktirde ∑
∞

=0n
na  serisi s ye Abel toplanabilirdir denir ve A ile gösterilir.

Teorem 1.1.10:

     µ′−α>βµ−>α>µ 1,1,1  ve 111 =µ′+µ  olsun. ∑
∞

=0n
na  serisi µα,C

toplanabilir ise bu taktirde A toplanabildiği her zaman ( )β,C  toplanabilirdir (Flett

1956).
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     P ve Q toplanabilme metodları olmak üzere

QP ⇒

gösterimi s ye P toplanabilen her seri, s ye Q toplanabilirdir anlamında kullanılır. Bu

duruma aynı zamanda  Q, P yi kapsar da denir. Eğer her iki  metot birbirini

kapsıyorsa bu metotlara denk metotlar denir ve QP ≅   ile gösterilir.

Tanım 1.1.11:

     ( )nξ  reel bir dizi;

( )







≤≤ξ




 −
−





= ∑

−

=
+

durumlardadiğer,0

isenr0,
v

rn
1

r

n

X

rn

0v
vr

v

r,n

olsun ve ( )r,nX  matrisini ( )n,h ξ  ile gösterelim. Bu tipteki matrislere reel Hausdorff

matrisleri denir (Borwein, 1959).

       ( ) ( )nn ,hY,,hX η=ξ=  olsun. Bu durumda

                                                     ( )nn,hYXXY ηξ==

olur. Sonuç olarak 0n ≠ξ  olduğunda ( )n
1 1,hX ξ=−  olur. Bu durumda YX ⇒

olması için gerek ve yeter şart 1YX−  in regüler olmasıdır.

     Ayrıca  X in regüler olması için gerek ve yeter şart

( )∫ χ=ξ
1

0

n
n tdt

olmasıdır. Burada ( ) [ ]1,0,tχ  aralığında sınırlı salınımlı reel bir fonksiyon öyle ki

                                                        ( ) ( ) ( ) 1100 −χ=χ=+χ

...(1)

ve 0ξ  için 100 =  dır.

     Öte yandan ( ) ( )1k1,hC k
nk −>ε=  ve

                                   ( )1,1,1CCC −>β+α−>β−>α≅ β+αβα

...(2)

dir (Hardy 1949).
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Tanım 1.1.12:

     ( )1,H  matrisi, ( )1,C  matrisi ile aynıdır. Her k ( ),...2,1k =  için ( )k,H  matrisi

( )1,H ’in kendi kendisiyle k defa çarpımı olarak tanımlanır.

     Her α  reel sayısı için ( )( )α−+1n,h  Hausdorff matrisine karşılık gelen

toplanabilme metoduna Hölder metodu denir ve αH  veya ( )α,H  ile gösterilir.

     Buna göre ( ) ( )1,C1,H =  ve ( )( ) ( )β+α=βα ,H,H.,H  olduğu açıktır.

Teorem 1.1.13:

     1−>α  için ( )α,C  ve ( )α,H  toplanabilme yöntemleri denktir (Hardy 1949), yani

( ) ( )α≅α ,H,C

dır.

Teorem 1.1.14:

     ( ) ( ) ( )r,n
p x,1p,1,0Lt >∈φ  bir Hausdorff matrisi olmak üzere

( )∫ φ=ξ
1

0

c
n dttt

olması için gerek ve yeter şart

( ) p
n

0r

p

r,n
1p Hx1n <+ ∑

=

−

olmasıdır. Burada H, n den bağımsızdır (Hardy 1949).

Teorem 1.1.15 (Stirling Formülü):

     z kompleks sayı olmak üzere pozitif reel eksen üzerinde ∞→z  için

( ) z21z ez21z −+π≈+Γ

dir.

      Stirling Formülünde her iki tarafın logaritması alınırsa

( ) zzlog
2

1
z2log

2

1
1zlog −





 ++π≈+Γ

bulunur. 0c,c1,isve1 <=−α−>στ+σ=−>α
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( ) ( ) ( )
( ) ( )α+

++αΓ
+Γ+αΓ=θ 1s
1s

1s1
s

olmak üzere

( ) zzlog
2

1
z2log

2

1
1zlog −





 ++π≈+Γ

formülünde yeterince büyük s  için c>σ  olduğunda z yerine α+s  alınırsa

 ( ) ( ) ( )α+−α+




 +α++π≈++αΓ sslog

2

1
s2log

2

1
1slog

elde edilir.

( ) ( ) ( ) ( )1s1slog
2

1
ssslog

2

1
s +−+





 +α+≈α+−α+





 +α+

olduğundan

( ) ( ) ( ) 





+π++−+





 +α+=++αΓ

s

1
o2log

2

1
1s1slog

2

1
s1slog

bulunur. Bu durumda c>σ  olduğunda yeterince büyük s  için

( )
( ) ( ) 





++α−=

++αΓ
+Γ

s

1
o1slog

1s

1s
log

olur. Şu halde

( ) ( )


















++αΓ=θ

s

1
o11s

elde edilir (Rogosinski 1942).

Teorem 1.1.16:

     ( ) Ltt 21c2 ∈φ′+ olmak üzere

( ) ( ) ( )czdzttzF
1

0

z >ℜφ′= ∫

şeklinde tanımlanan F(z) fonksiyonlarının sınıfı cM  olsun. Bu durumda

cz,M c >ℜ için regüler olan ve

( ) ( ) ( )cxcdyiyxFdyzF
22 >≤+= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

eşitsizliğini sağlayan F(z) fonksiyonlar sınıfı ile aynıdır (Rogosinski 1942).
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Tanım 1.1.17 (Hölder Eşitsizliği):

     ,1p >   1
q

1

p

1 =+ ,  0a,...,a,a n21 ≥   ve  0b,...,bb n2,1 ≥   olsun. Bu durumda

( )
q1n

1k

q

k

p1n

1k

p
k

n

1k
kk b)a(ba 











≤ ∑∑∑

===

olur.

Tanım 1.1.18 (Minkowski Eşitsizliği):

     0a,...,a,a,1p n21 ≥≥  ve 0b,...,b,b n21 ≥  olsun. Bu durumda

                        ( ) ( )
p1n

1k

p

k

p1n

1k

p
k

p1n

1k

p

kk b)a(ba 




+





≤





 + ∑∑∑

===

olur.

     ( ) ( ),...2,1,0r,n,qQ r,n ==  bir sonsuz matris ve ∑
=

=
n

0r
rn as  olmak üzere her

INn ∈  için

( ) ∑
∞

=
==σ

0r
rr,nnn sqsQ

serisi yakınsak olsun.

Tanım 1.1.19:

     Eğer slim n
n

=σ
∞→

 ise ∑
∞

=0n
na  serisi Q matrisiyle s ye toplanabilirdir denir ve

( )Qssn →  ile gösterilir (Borwein 1959).

      Aşağıdaki kısımlarda ( )r,npP =  ( ),...2,1,0r,n =  negatif olmayan matrisi

gösterecektir.

Tanım 1.1.20:
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     Eğer

( ) )1(ospsP
0r

nr,nn =−σ=−σ ∑
∞

=

λλ

ise ∑
∞

=0n
na  serisi, s ye λ  indisiyle (P,Q) kuvvetli toplanabilirdir veya [ ]λQ,P

toplanabilirdir denir ve [ ]λ→ Q,Pssn  ile gösterilir (Borwein 1959).

Tanım 1.1.21:

     Eğer

∞<σ−σ λ
−

∞

=

−λ+γλ∑ 1nn
1n

1n

 ise ∑
∞

=0n
na  serisi λγ,  indisiyle Q mutlak toplanabilirdir ya da λγ,Q  toplanabilirdir

denir (Borwein 1959).

     [ ]
λλ γ,QR,QR,P,QR  çarpım formlarını tanımlarken, R herhangi bir matris

olmak üzere, nn )s(R τ= , )(Q nn τ=σ  olarak alacağız. Birim matrisi ise I ile

göstereceğiz. Bu durumda nn s)s(I =  olduğu açıktır.

Teorem 1.1.22:

     X ve Y Hausdorff matrisleri olmak üzere, eğer YX ⇒  ise

AYAX ⇒

dır (Borwein 1958).

Teorem 1.1.23:

     1,1 −>β>γ−>α  olmak üzere

γβα ⇒⇒ ACACC

dır (Borwein 1958).
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2.ĐKĐNCĐ BÖLÜM

     Bu bölümde öncelikle herhangi bir Q matrisinin mutlak toplanabilmesini, daha
sonra  Hausdorff matrislerinin mutlak toplanabilmesini ve bunların pL  sınıfından
fonksiyonlarla ilişkilerini ortaya koyan teoremler verilecektir.

2.1.Mutlak Toplanabilme

Teorem 2.1.1:

     δ>γ>µ≥λ ,0  ise

i) 
λ∞

=

λ−λ+γλ
µ∞

=

µ−µ+δµ






ω≤





ω ∑∑

1

1n
n

1
1

1n
n

1 nMn

dır. Burada M, ( )nω  dizisinden bağımsızdır.

ii) Her Q matrisi için

µλ δ⇒γ ,Q,Q

dır.

Đspat:

i) µ=λ  durumu açıktır. µ>λ  olsun. Bu durumda Hölder eşitsizliğinden

     ( )∑∑
∞

=

µλµ−λ−λµ−µ+γµ+γµ−δµ
∞

=

µ−µ+δµ ω=ω
1n

n
1n

n
1 nn

                                ( ) ( )( )∑
∞

=

λµ−λ−γµ−δµµλµ−µ+γµ ω=
1n

n nn

                                 ( ) ( )( ) ( )
( ) λµ−λ∞

=

µ−λλλµ−λ−γµ−δµ
λµ∞

=

µλµλµ−µ+γµ












ω≤ ∑∑

1n1n
n nn

                                 ( ) ( )
λµ−∞

=

−µ−λµλγ−δ
λµ∞

=

λ−λ+γλ 










 ω= ∑∑

1

1n

1

1n
n

1 nn

yazılabilir.
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     ( ) ( ) α=−µ−λµλγ−δ 1  diyelim. Bu durumda 0<γ−δ  olduğundan 1−<α  dir.

1−<α  olduğundan ∑
∞

=

α

1n

n  serisi yakınsaktır. Dolayısıyla eşitsizliğin her iki tarafının

µ1 -üncü  kuvvetini alıp Mn

11

1n

=




 λ−µ∞

=

α∑  dersek istenen eşitsizlik elde edilir.

ii) Biliyoruz ki ∞<σ−σ∑
∞

=

λ
−

−λ+γλ

1n
1nn

1n  olması için gerek ve yeter şart serinin

λγ,Q  limitlenebilir olmasıdır.. Bu durumda (i) sonucunda nω  yerine 1nn −σ−σ

alınırsa µλ δ⇒γ ,Q,Q  elde edilir.

Lemma 2.1.2:

( )∫ χ=ξ
1

0

n
n tdt ,  ( ) ∞<χ=ξ ∫

1

0

n
n tdt

~
  ( ),...1,0n =

olmak üzere ( )n,hX ξ= ,  ( )n
~

,hX
~ ξ=   ve 1≥λ  ise her ( )nω  dizisi için

( ) ( ) ( )λ−λλ ωξ≤ω n

1

0n X
~~

X

olur.

Đspat:

     ( ) ( )r,nr,n X
~

X
~

,XX ==   olsun. ( )n,hX ξ=  olduğundan nr0 ≤≤  için

     ( ) vr

rn

0v

v

r,n v

rn
1

r

n
X +

−

=

ξ




 −
−





= ∑

              ( ) ( )tdt
v

rn
1

r

n 1

0

vr
rn

0v

v χ




 −
−





= ∫∑ +

−

=

              ( ) ( )tdt
v

rn
1t

r

n 1

0

rn

0v

vvr χ












 −
−





= ∫ ∑

−

=

              ( ) ( ) ( )tdt1...t
2

rn
trn1t

r

n 1

0

rnrn2r χ







−++




 −
+−−





= ∫ −−
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               ( )( ) ( ) ( ) ( )tdt...t
2

rn
trn1t

r

n 1

0

rn2r χ







−++−




 −
+−−+





= ∫ −

               ( ) ( )∫ χ−





= −

1

0

rnr tdt1t
r

n

olur. Benzer şekilde

( ) ( )∫ χ−





= −

1

0

rnr
r,n tdt1t

r

n
X
~

dır.

     Hölder eşitsizliğinden, ( ) λ=−λλ= q,1p  için

     ( )
λ

=

λ ∑ ω=ω
n

0r
rr,nn XX

                    
λ

=






ω≤ ∑

n

0r
rr,nX

                    
λ

=






ω= ∑

n

0r
rr,nX

~

                    ( )( )
λ

=

λ+λ−λ






ω= ∑ r

n

0r

11
r,nX

~

                   ( )( ) ( )
λ

=

λλ−λ






ω= ∑

n

0r
r

1

r,n

1

r,n X
~

X
~

                    ( )( ) ( )
( )

( )
λλ

=

λλλ
λ−λλ

=

−λλλ−λ






ω





≤ ∑∑

1.n

0r
r

.1

r,n

1.n

0r

1.1

r,n X
~

X
~

                    ∑∑
=

λ
−λ

=
ω





=

n

0r
rr,n

1n

0r
r,n X

~
X
~

                    ( ) ( )λ−λ
ωξ= n

1

0 X
~~

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.
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Teorem 2.1.3:

( )∫ χ=ξ
1

0

n
n tdt   (n=0,1,…)

     [ ]1,0,χ   aralığında sınırlı salınımlı reel bir fonksiyon olmak üzere ( )n,hX ξ= ,

                                                   ( ) ∞<χ∫ γ−
1

0

tdt

...(3)

ve 1≥λ  ise bu taktirde

i) ( ) ∑∑
∞

=

λ−γλ
∞

=

λ−γλ ≤
1n

n
1

1n
n

1 nanMnaXn

dır. Burada M,  ( )na   dizisinden bağımsızdır.

ii) Her Q matrisi için

λλ γ⇒γ ,XQ,Q

 dır.

Đspat:

i) Đlk olarak 0≤γ  olduğunu kabul edelim. rn ≥  için γλγλ ≤ rn  olur.

Lemma 2.1.2 den

     ( ) ( ) ( )λ−λλ ξ≤ n

1

0n naX
~~

naX

                    ( ) ∑
=

λ−λ
ξ=

n

1r
rr,n

1

0 raX
~~

                    ( ) ( ) ( )∫∑ χ−





ξ= −

=

λ−λ
1

0

rnr
n

1r
r

1

0 tdt1t
r

n
ra

~

dır. Böylece

     ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∫∑
∞

= =

−λ−γλ−λ∞

=

λ−γλ χ−





ξ≤

1n

n

0r

1

0

rnr
r

11

0
1n

n
1 tdt1t

r

n
ran

~
naXn

                                  ( ) ( ) ( )∑∑∫
∞

=

−γλ
∞

=

λ−−λ
−





−
−

χξ=
rn

rn

1r

r
r

1
1

0

1

0 t1
1r

1n
ntrartd

~
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                                  ∑
∞

=

λ−γλ≤
1r

r
1 rarM

elde edilir.

     0>γ  olduğunu kabul edelim ve 1t0 ≤≤  olmak üzere

( ) ( )∑
=

−−





=

n

0r
r

rnr
n rat1t

r

n
tf

olsun. Bu durumda Hölder eşitsizliğinden 
1

q,p
−λ
λ=λ=  için

     ( ) ( )
λ

=

−λ ∑ −





=

n

0r
r

rnr
n rat1t

r

n
tf

                  ( )
( )

( )
λ

=

λ−λ+λ
−∑ 








−





=

n

0r
r

11

rnr rat1t
r

n

                ( ) ( ) ( )
( ) λ

=

λ−λ
−

λ
−∑ 








−













−





=

n

0r

1

rnr
r

1

rnr t1t
r

n
rat1t

r

n

                   ( ) ( )
1

n

0r

rnr
n

0r
r

rnr t1t
r

n
rat1t

r

n
−λ

=

−

=

λ−









−





−





≤ ∑∑

     ( ) ( )∑
=

λ−λ −





≤⇒

n

0r
r

rnr
n rat1t

r

n
tf

olur ve buradan da

     ( ) ( ) λ−

=

∞

=

−γλ
∞

=

λ−γλ −





ε≤ ∑∑∑ r

rnr
n

1r1n

1
n1

1n
n

1 rat1t
r

n
Mtfn

                              ( )∑∑
∞

=

−−+γλ
−

∞

=

λ−γλ −εε=
rn

rn1r
rn

1r

r
r

1
r1 t1traM

                              ∑
∞

=

λ−γλγλ−≤
1r

r
1

2 rartM

elde edilir. Burada ( )n21 a,MveM   dizisinden bağımsızdır.
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     ( ) ( )∑
=

=
n

0r
rr,nn raXnaX

                  ( ) ( )∑ ∫
=

− χ−





=

n

0r

1

0

rnr
r tdt1t

r

n
ra

                  ( ) ( )∫∑
=

− χ−





=

1

0

n

0r

rnr
r tdt1t

r

n
ra

                  ( ) ( )∫ χ=
1

0

n tdtf

olduğundan ve Minkowski eşitsizliğinden

     ( ) ( ) ( )
λ

∞

=

λ
−γλ

λ∞

=

λ−γλ














χ=




 ∑ ∫∑
1

1n

1

0

n
1

1

1n
n

1 tdtfnnaXn

                                         ( ) ( )
λ∞

=

λ−γλ






χ≤ ∑∫

1

1n
n

1
1

0

tfntd

                                           ( )
λ∞

=

λ−γλγ−λ






χ≤ ∑∫

1

1r
r

1
1

0

1
2 rartdtM

elde edilir. Böylece (i) nin ispatı tamamlanır.

     Bir X Hausdorff matrisi için ∑ na  nin λγ,X  toplanabilir olması için gerek ve

yeter şart

( ) ∞<∑
∞

=

λ−γλ

1n
n

1 naXn

olmasıdır, çünkü ( ) ( )1nnn nnaX −σ−σ=  ( ),...2,1n =  dir. (i) nedeniyle

( ) ∑∑
∞

=

λ−γλ
∞

=

λ−γλ ≤
1n

n
1

1n
n

1 nanMnaXn

olduğundan λλ γ⇒γ ,X,I  olduğu görülür. Böylece I yerine Q alındığında (ii)

sonucu elde edilir.
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Teorem 2.1.4:

i) ( )α+<γ≥λ−>α 1,1min,1,1  ise

λλ γα⇒γα ,,H,,C

dır.

ii) 1,1,1 <γ≥λ−>α  veya 2,1,,...3,2 <γ≥λ=α  ise

λλ γα⇒γα ,,C,,H

dır.

     Bu teoremin ispatı için önce aşağıdaki lemmayı ifade ve ispat edelim.

Lemma 2.1.5:

     Eğer 00 <σ  ve ( )sg ,  0σ>σ  bölgesinde τ+σ= is  nun analitik bir fonksiyonu

ve yeterince büyük s  için, K, δ  sabitler ve 
2

1>δ  olmak üzere

( ) ( )δ−+= s0Ksg

ise bu taktirde

( ) ( ) ( )0ntdtng
1

0

n ≥χ= ∫

olur. Burada χ , her 0c σ>  için ( ) ∞<χ∫
1

0

c tdt  olmak üzere [ ]1,0  aralığında sınırlı

salınımlı bir fonksiyondur.

Đspat:

     ( ) ( ) Ksgsf −=  olsun. Bu durumda σ>ε+σ> 0c  için

( ) ε

∞

∞−

<+∫ Mdtitcf
2

olur. Burada εM , c den bağımsız sonlu bir sayıdır. Bu durumda Teorem 1.1.16 dan,

her ε+σ> 0c  için ve dolayısıyla her 0c σ>  için ( ) ( )1,0Ltt c ∈φ  olmak üzere

( ) ( ) ( )0ndtttnf
1

0

n ≥φ= ∫



17

elde edilir. Sonuç olarak

( ) ( ) ( )0ntdtng
1

0

n ≥χ= ∫

bulunur. Burada 1t0 <≤  için ( ) ( )∫φ=χ
t

0

duut  ve ( ) ( )∫φ+=χ
1

0

duuK1  dur. Bu, her

0c σ>  için ( ) ∞<χ∫
1

0

c tdt  olduğunun ispatıdır. Lemma böylece ispatlanır.

Teorem 2.1.4’ün ispatı:

( ) ( ) ( )
( ) ( )1s1

1s
1ss

+Γ+αΓ
+α+Γ+=ω α−

ve ( )nn ω=ω  olmak üzere, W=( )n,h ω  şeklinde Hausdorff matrisi olsun.

i) Stirling formülünden, ( )sω  dönüşümü ( )α−−−=σ=δ 1,1max,1 0  için Lemma

2.1.5 deki ( )sg  nin hipotezlerini sağlar. Bu durumda Teorem 2.1.3 de X=W alınırsa

0σ>γ−  yani ( )α+<γ 1,1min  için

λαλα γ⇒γ ,WC,C

olur. αα = HWC  olduğundan ( )i  nin ispatı tamamlanır.

ii) ( )s
1

ω
 fonksiyonu, 1−>α  için 1,1 0 −=σ=δ  ve ,...3,2=α  için 1=δ , 20 −=σ

olan Lemma 2.1.5 deki ( )sg  nin hipotezlerini sağlar.

     Bu durumda Teorem 2.1.3 de 1WX −=  alınırsa 1−>α  olduğunda 1−>γ−  için

ve ,...3,2=α  olduğunda 2−>γ−  için

λα
−

λα γ⇒γ ,HW,H 1

olur. αα
− = CHW 1  olduğundan bu (ii) nin ispatını tamamlar.
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Teorem 2.1.6:

     1≥λ>µ , 
λ

−
µ

+= 11
1

p

1
, 0≥γ  ve

( )∫ φ=ξ
1

0

n
n dttt ,  ( ) ( )1,0Lt ∈φ ,  ( ) ( )1,0Ltt pp11 ∈φ−γ−

olmak üzere ( )n,hX ξ=  olsun. Bu durumda

i) ( )
λ∞

=

λ−γλ
µ∞

=

µ−γµ






≤




 ∑∑
1

1n
n

1

1

1n
n

1 nanMnaXn ,

burada M, ( )na  dizisinden bağımsızdır.

ii) Her Q matrisi için

µλ γ⇒γ ,XQ,Q

dır.

Đspat:

i) n, t ve ( )na  dizisinden bağımsız olan pozitif sayıları  4321 M,M,M,M  ile

gösterelim.  1t0 ≤≤  olmak üzere

∞<= ∑
∞

=

λ−γλ

1n
n

1 nanS

ve

( ) ( )∑
=

−−





=

n

0r
r

rnr
n rat1t

r

n
tf

olsun. Bu durumda Teorem 2.1.3 ün ispatına benzer olarak

( ) ( )∑
=

λ−λ −





≤

n

0r
r

rnr
n rat1t

r

n
tf

olur. Dolayısıyla

     ( ) ( )∑∫∫
=

λ−−γλγλλ−γλγλ −





≤

n

1r
r

rnr
1

0

1
1

0

n
1 dtrat1t

r

n
tndttftn

                                    ( )∑ ∫
=

−−+γλλγλ −





=

n

1r

1

0

rn1r
r dtt1t

r

n
ran
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( ) ( )

( )∑
=

λγλ

+γλ+Γ
+−Γ+γλΓ







=

n

1r
r

1n

1rnr

r

n
ran

                            ( )
( ) ( )

( )∑
=

λγλ

γλ+
−−+γλ

−
=

n

1r
r

!n

!rn!1r

!r!rn

!n
ran

                                            

( )
( )

( )
!n

!n
!1rr

!1r

ran
n

1r
r γλ+

−
−+γλ

= ∑
=

λγλ

                                             

( )
( ) ( )

( )
( )

∑
=

λγλ

γλ
γλ+
−γλ
−+γλ

=
n

1r
r

!n!

!n
!1r!

!1r

r

1
ran

                                      ∑
=

λγλ






 +γλ







−

−+γλ

=
n

1r
r

n

n

1r

1r

r

1
ran

                                      ∑
=

γλ

γλ
−−λγλ

ε
ε

=
n

1r n

1r1
r rran

                                      
λ

=

γλ
−

−
γλ

γλ

∑ ε
ε

= r

n

1r
1r

1

n

rar
n

                                      SMrarM 1

n

1r
r

1
1 =≤ ∑

=

λ−γλ

...(4)

elde edilir.

     Ayrıca 0>γ  için Teorem 2.1.3(i) den

                                   ( ) γλ−
∞

=

λ−γλγλ−
∞

=

λ−γλ =≤ ∑∑ StMrartMtfn 2
1r

r
1

2
1n

n
1

...(5)

bulunur. 0=γ  durumu için de Teorem 2.1.3(i) nin ispatına benzer olarak







−
−

=





1r

1n

r

1

r

n

n

1
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özdeşliğinden yararlanarak eşitsizliğin geçerliliğini gösterebiliriz. Gerçekten,

     ( ) ( )∑∑∑
=

λ−
∞

=

−
∞

=

λ− −





≤

n

0r
r

rnr

1n

1

1n
n

1 rat1t
r

n
ntfn

                            ( )∑∑
∞

=

−
∞

=

λ −





=

rn

rn

1r
r

r t1
r

n

n

1
rat

                            ( )∑∑
∞

=

−
∞

=

λ −





−
−

=
rn

rn

1r
r

r t1
1r

1n

r

1
rat

                            ( )∑∑
∞

=

−
∞

=

λ− −





−
−

=
rn

rn

1r

r
r

1 t1
1r

1n
trar

                             ∑
∞

=

λ−=
1r

r
r

r
1

t

1
trar

                             ∑
∞

=

λ−=
1r

r
1 rar

olur. Böylece 0=γ durumu için de eşitsizliğin doğruluğunu göstermiş oluruz. Şimdi

( ) ( ) ( )∫ Ψ=φ=Ψ−γ−=
1

0

pc dttk,ttt,
p

1
1c

olsun. Bu durumda k sonludur ve

     ( ) ( ) ( )
λ

−λ ∫ Ψ=
1

0

n
c

n dttfttnaX

                      ( ) ( )
λ

−






Ψ≤ ∫

1

0

n
c dttftt

                       ( ) ( )
λ

−










Ψ= ∫

1

0

n
cp1.p

dttftt

                       ( ) ( ) ( )
λ

−λ−µ+











Ψ= ∫

1

0

n
c111p

dttftt

                        ( ) ( ) ( ) ( )
λ

−µλ−











ΨΨ= ∫ dttfttt n

c
1

0

p11p
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                        ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
λλ

λλ−µλ
λ−λλ

−λλλ−λ











Ψ










Ψ≤ ∫∫

1.1

0

n
c.p

11

0

1.1p
dttfttdtt

                         ( ) ( ) ( ) dttftttdtt
1

0

n
1c1.p

11

0

p ∫∫ λ−λγλγ−λ−µλ
−λ

Ψ









Ψ=

                         ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) dttttftk c1.p
n

1

0

11 λγ−λ−µλµλ+µλ−µλµλ+µλ−µ−λγ−λ Ψ= ∫

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dttttftfttk c1.p
nn

1

0

111 λγ−λ−µλµλλµλ−µλµλ−λγµλ−µ−λγ−λ Ψ= ∫

                         

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
µλ

λµµλλλµλγ−λ−λµµλ−λγλµµλ

µλ−µ
λ−µµµλ−µλλ−µµµλ−µ−λγ−λ











Ψ











≤

∫

∫
1

0

.
n

c1.1.p

.
n

1

0

.11

dttfttt

dttftk

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
µλ

λ−λγ
µλ−

λ−λγ−λ










Ψ










= ∫∫

1

0

n
1p

1

n

1

0

11 dttftttdttftk

                        ( ) ( ) ( ) ( )
µλ

λλγ
µλ−

λ−λγ−λ










Ψ










= ∫∫

1

0

n
p

1

n

1

0

11 dttfttdttftk

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafının λµ  kuvvetini alırsak

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )∫∫ λλγ

λλ−µ
λ−λγλµ−λµ Ψ





≤

1

0

n

p
1

0

n
11

n dttfttdttftknaX

bulunur.

( ) ( )( ) 11111 nnnnnnnn −γλλλ−µγλ−γλλ−µγ−γλγλ−γµ−γλ+γλ−γµ−γµ ====

olduğundan

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ λ−γλλγ

−λµ
λ−λγγλλµ−λµ−γµ Ψ





≤

1

0

n
1p

11

0

n
11

n
1 dttfnttdttftnknaXn
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olur ve dolayısıyla (4) ve (5) den

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑ λ
∞

=

−γλλγ−λµλµ−λµ
∞

=

−γµ Ψ≤
1

0

n
1n

1p1

1
1

n
1n

1 dttfnttSMknaXn

                                 ( ) ( )∫ γλ−λγ−λµ−λµλµ−λ Ψ≤
1

0

2
p11

1
1 dtStMttSMk

                                 ( )∫ Ψ= −λµ
1

0

p
2

1
3 dttSMSM

                                 λµλµ == SMkSMM 423

bulunur. Bu eşitsizlikte her iki tarafın µ1  kuvveti alınır ve S yerine yazılırsa

( )
λ∞

=

λ−γλ
µ∞

=

µ−γµ 




≤





 ∑∑

1

1n
n

1

1

1n
n

1 nanMnaXn

elde edilir. Bu ise 
µλ

γ⇒γ ,X,I  demektir. Öte yandan I yerine Q alınarak (ii)

bulunur.

Lemma 2.1.7:

     Q herhangi bir matris ve

i) ,1,,1,0,1 −>βδ+γ−α≥βδ>γ>+α≥γ≥µ=λ

veya

ii) ,1,,1,0,1 −>βδ+γ−α>βδ>γ>+α≥γ≥µ>λ  ise

µβλα δ⇒γ ,QC,QC

dır (Borwein 1959).

Sonuç 2.1.8:

     Q herhangi bir matris ve

i) 01,11,1 ≥γ>+αµ−λ>ρ≥λ≥µ

veya

ii) 01,11,1 ≥γ>+αµ−λ=ρ>λ>µ
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ise bu taktirde

µρ+αλα γ⇒γ ,QC,QC

olur.

Đspat:

i) ( )∫ φ=εε ρ+αα
1

0

n
nn dttt , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1t1t
1

1
t −ρα −

+αΓρΓ
+ρ+αΓ=φ , ( )ρ+αα εε= nn,hX  olmak

üzere

αα
−

αρ+αρ+α == XCCCCC 1

olur. Đlk olarak µ=λ  olduğunu varsayalım. Bu durumda 0,01 >ρ>+γ−α

olduğundan

( ) ( )
( ) ( ) ( )∫∫ −ργ−αγ− −

+αΓρΓ
+ρ+αΓ=φ

1

0

1
1

0

dtt1t
1

1
dttt

integrali yakınsaktır. Dolayısıyla ( ) ( )1,0Ltt ∈φγ−  olur. Teorem 2.1.3 den

λρ+αλα γ⇒γ ,C,C

elde edilir.

     Şimdi λ>µ  ve λ−µ+= 111p1  olduğunu kabul edelim. Bu durumda

( ) 11p −>−ρ  ve 01 >γ−+α  olduğundan ( ) 1p11p −>−γ−+α  olur. O halde

     ( ) ( )
( ) ( ) ( )∫∫ −ρα −

+αΓρΓ
+ρ+αΓ=φ

1

0

1
1

0

dtt1t
1

1
dtt

ve

     ( ) ( )
( ) ( )

( )( )∫∫ −ρ+−γ−α−γ− −





+αΓρΓ
+ρ+αΓ=φ

1

0

)1(p1p1p

p1

0

pp11 dtt1t
1

1
dttt

integralleri yakınsaktır. Buradan ( ) ( )1,0Lt ∈φ  ve ( ) ( )1,0Ltt pp11 ∈φ−γ−  elde edilir.

Đstenen sonuç Teorem 2.1.6 dan bulunur.
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3.ÜÇÜNCÜ BÖLÜM

     Bu bölümde kuvvetli toplanabilme kavramını herhangi bir Q matrisi için

incelendikten sonra Hausdorff matrislerinin kuvvetli toplanabilmesi ve Hausdorff

matrislerinin pL  sınıfından fonksiyonlarla ilişkilerini ifade eden teorem ve lemmalar

ele alınacaktır.

3.1.Kuvvetli Toplanabilme

Teorem 3.1.1:

     Q herhangi bir matris, ),p(P r,n=

                                              Mp
0r

r,n <∑
∞

=
  (n=0,1,…)

...(6)

olan bir matris ve 0>µ>λ  ise bu taktirde

[ ] [ ]µλ ⇒ Q,PQ,P

dır.

     Özel olarak 0>µ>λ  ve P regüler ise teorem sağlanır.

Đspat :

     Her ( )nω  dizisi için Hölder eşitsizliğinden,

     ( )∑∑
∞

=

µλµ+λµ−
∞

=

µ ω=ω
0r

r
1

r,n
0r

rr,n pp
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                         ( ) ( )∑
∞

=

λµ−µλµ ω=
0r

1
r,nrr,n pp

                         ( ) ( ) ( )
λµ−∞

=

µ−λλλµ−λ
λµ∞

=

µλµµλλµ












ω≤ ∑∑

1

0r

)()(
r,n

0r
rr,n pp

                         
λµ−∞

=

λµ∞

=

λ 










 ω= ∑∑

1

0r
r,n

0r
rr,n pp

                         λµ−
λµ∞

=

λ 




 ω< ∑ 1

0r
rr,n Mp

     λµ−
λµ∞

=

λ
∞

=

µ






ω≤ω⇒ ∑∑ 1

0r
rr,n

0r
rr,n Mpp

olur. Burada ( )nn

n

0r
rn sQ,as =σ= ∑

=

 olmak üzere, ( )nω  dizisi yerine ( )sn −σ  dizisi

alınırsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.1.2:

      Q herhangi bir matris ve 0,0 >αµ>βλ>µ>λ   ise bu taktirde

[ ] [ ]
µβλα ⇒ Q,CQ,C

dır.

Đspat:

     
µ−λ

λ=
µ
λ= q,p    ve  ( )nω   herhangi  bir  dizi  olsun.  ,0,0 >β>α

0
q

)(
p

q
q >

λ
αµ−βλ=α−β  olduğu için Hölder eşitsizliğinden

     ( ) ∑
=

µ
−

−β
β

µ
β ωε

ε
=ω

n

0r
rn

1
r

n

n

1
C

                      
( )

( )
( )
( )∑

=

µ
−

−β

−α

−α

βα

α

ωε
ε

ε

εε

ε
=

n

0r
rn

1
rp11

r

p11
r

n

p1

n

p1

n



26

                     
( )
( )

( )
( )

q1
n

0r
pq1

r

q1
r

q

n

pq

n

p1
n

0r
rn

1
r

n

1













ε

ε

ε

ε









ωε
ε

≤ ∑∑
= −α

−β

β

α

=

λ
−

−α
α

                     ( ){ } ( ) ( )






 ++ω≤ ∑

=

−α−ββ−αλ
α

n

0r

1pqqqpqp1

n1 1r1nCM

olur ve buradan da

                                               ( ) ( ){ } p1

nn CMC
λ

α
µ

β ω≤ω
...(7)

elde edilir. 1M  ve M sayıları, n den ve ( )nω  dizisinden bağımsızdır. ∑
=

=
n

0r
rn as ,

( )nn sQ=σ  olmak üzere snn −σ=ω  alındığında istenen sonuç elde edilir.

Teorem 3.1.3:

     P, X regüler Hausdorff matrisleri, Q herhangi bir matris ve 1≥λ   ise bu taktirde

[ ] [ ]λλ ⇒ XQ,PQ,P

dır.

Đspat:

     ( ) ( )nnn sXve,hX =σξ=   olsun. X regüler olduğundan

( ) ( )∫ χ=ξ−=−σ
1

0

n
nnn tdtvessXs

olur. Burada  χ , (1) şartını sağlayan, [ ]1,0   aralığında sınırlı salınımlı bir

fonksiyondur. Bu durumda Lemma  2.1.2 den

( ) ( )λ−λλ −ξ≤−σ ssX
~~

s n

1

0n

bulunur. P negatif elemanı olmayan bir Hausdorff matrisi ve X
~

  bir Hausdorff

matrisi olduğundan

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ−λλ−λλ −ξ=−ξ≤−σ ssPX
~~

ssX
~

P
~

sP n

1

0n

1

0n               ...(8)

elde edilir. Teorem 1.1.7 den 0u n →  olduğunda ( ) 0uX
~

n →  olur. (X
~

 nın regüler

olması gerekli değildir.)
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    Bu durumda ( ) 0ssP n →− λ
  ise (8) den ( ) 0sP n →−σ λ

, yani [ ] [ ]λλ ⇒ X,PI,P

bulunur. I yerine Q matrisi aldığımızda [ ] [ ]λλ ⇒ QX,PQ,P  elde edilir.

     Aşağıdaki sonuçlar bu teoremden kolayca görülür.

Sonuç 3.1.4:

     ,1≥λ  P, Y, Z Hausdorff matrisleri, P regüler, ( ) ZYve0,,hY nn ⇒≠ηη=   ise

[ ] [ ]λλ ⇒ Z,PY,P   olur.

Sonuç 3.1.5:

     X bir Hausdorff matrisi ve 1≥λ  ise ∑
∞

=0n
na  serisinin s ye [ ]λX,C1  toplanabilir

olması için gerek ve yeter şart s ye XC1  toplanabilir ve [ ]λ→ XC,C0na 11n

olmasıdır.

     (2) den ( )0CCC 11 >α≅ α−α  ve dolayısıyla Sonuç 3.1.4 den

[ ] [ ]λαλ−α ≅ C,CCC,C 1111    ( )1,0 ≥λ>α

olur. Bu durumda Sonuç 3.1.5 den aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.6:

     0,1 >α≥λ  ise bir ∑
∞

=0n
na  serisinin s ye [ ]λα,C  toplanabilir olması için gerek ve

yeter şart serinin s ye ( )α,C  toplanabilir olması ve ( ) ( )monaC
m

0n
n =∑

=

λ
α  olmasıdır.

     Bu sonuç Hyslop (1951) tarafından verilmiş ve 0=α  değeri için  [ ]λ0,C

toplanabilme metodu aşağıdaki şekilde ifade edilmiştir:

     ∑
∞

=0n
na  serisinin s değerine [ ]λ0,C   toplanabilir olması için gerek ve yeter şart

serinin s ye yakınsak ve
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( )mona
m

0n
n =∑

=

λ

olmasıdır.

Teorem 3.1.7:

     1,0 ≥λ≥α  ise

[ ] [ ]λλ α≅α ,H,C

dır.

Đspat:

     Önce 0>α  alalım. Bu durumda Teorem 1.1.13 den

11 HC −α−α ≅

olur. 11 HC =  olduğundan Sonuç 3.1.4 nedeniyle

[ ] [ ] [ ]λ−αλ−αλ−α =⇒ 111111 H,HH,CC,C

elde edilir. [ ] [ ]λ−αλ =α 11 C,C,C  ve [ ] [ ]λ−αλ =α 11 H,H,H  gösterimlerinden

[ ] [ ]λλ α⇒α ,H,C

bulunur. Benzer şekilde [ ] [ ]λλ α⇒α ,C,H  elde edilir.

      0=α  için Sonuç 3.1.5 de  1

11 CHX −
− ==  olarak alalım. Bu durumda

[ ]1
11n C,Css −→ olması için gerek ve yeter şart ( )1

11n C,Css −→  ve [ ]λ→ I,C0na 1n

olmasıdır. Buradan ssn →  ve

∑
=

λ →
+

m

0n
n 0na

1m

1

elde edilir. [ ]λ0,C  nın tanımı gereğince  [ ] [ ]λ−
λ ≅ 1

11 C,C0,C  bulunur. Öte yandan

[ ] [ ] [ ]1
1111 C,CH,H0,H −

λ−λ ==  olduğu dikkate alınarak [ ] [ ]λλ ≅ 0,H0,C olduğu

görülür.

Lemma 3.1.8:

     ( ) 1p,t >φ  olmak üzere ( )1,0Lp  sınıfından reel bir fonksiyon ve

( )∫ φ=ξ
1

0

n
n dttt ,  ( ) ( ) dttt

1

0

pnp

n ∫ φ=ξ   ( ),...1,0n = ,  ( )n,hX ξ= ,  ( ) ( )( )p

n
p ,hX ξ=
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olsun. 1≥λ>µ   ve  p1111 =λ−µ+   ise her ( )nω  dizisi için

( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )λ−λµλλ−µµ ωωξ≤ω n
p1

n1
11p

0n XCX

dır.

Đspat:

     1t0 ≤≤  olmak üzere

( ) ( )∑
=

− ω−





=

n

0r
r

rnr
n t1t

r

n
tf

olsun. Teorem 2.1.3 ün ispatına benzer olarak

( ) ( )∑
=

λ−λ ω−





≤

n

0r
r

rnr
n t1t

r

n
tf

olur.

     ( ) ( )∫ ∑∫
=

λ−λ ω−





≤

1

0

n

0r
r

rnr
1

0

n dtt1t
r

n
dttf

                       ( )∑ ∫
=

−λ −





ω=

n

0r

1

0

rnr
r dtt1t

r

n

                       
( ) ( )

( )∑
=

λ

+Γ
+−Γ+Γ







ω=

n

0r
r

2n

1rn1r

r

n

                  ( )
( ) ( )

( )∑
=

λ

+
−

−
ω=

n

0r
r

!1n

!rn!r

!r!rn

!n

                            ∑
=

λω
+

=
n

0r
r

1n

1

                            ( )λω= n1C

...(9)

ve dolayısıyla

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

λ−λ ωφ−





≤φ

n

0r
r

prnr
n

p
tt1t

r

n
tft

elde edilir. Buradan da
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     ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∫
=

λ−λ ω







φ−





≤φ

n

0r
r

1

0

prnr
1

0

n

p
dttt1t

r

n
dttft

                               ( )( )λω= n
pX

...(10)

bulunur. Ayrıca iki kez Hölder eşitsizliğini uygulayarak

     ( ) ( ) ( )
λ

λ ∫φ=ω
1

0

nn dttftX

                    ( ) ( )
λ







φ≤ ∫

1

0

n

p1.p
dttft

                     ( ) ( ) ( )
λ

λ−µ+







φ= ∫

1

0

n

111p
dttft

                     ( ) ( ) ( ) ( )
λ

µλ−







φφ= ∫

1

0

n

p11p
dttftt

                     ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
λλ

λλµ
λ−λλ

−λλλ−λ







φ





φ≤ ∫∫

1.1

0

n

.p

1.1

0

11p
dttftdtt

                     ( ) ( ) ( )∫∫ λλµ
−λ

φ





φ=

1

0

n

).p(

11

0

p
dttftdtt

                     ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ µλ+µλ−µλµλ
−λ

φ





φ=

1

0

n

.p

11

0

p
dttftdtt

                     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ µλµλλµλ−µλ−λ
φξ=

1

0

.p.

nn

1p

0 dtttftf

                     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
µλ

λµµλλµµλλ
µλ−

λ−µµµλ−µλ−λ







φ





ξ≤ ∫∫

1

0

..p..

n

11

0

.

n

1p

0 dtttfdttf
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                     ( )( ) ( ) ( ) ( )
µλ

λ
µλ−

λ−λ







φ





ξ= ∫∫

1

0

p

n

11

0

n

1p

0 dtttfdttf

...(11)

bulunur. (9), (10) ve (11) den

( ) ( )( ) ( ){ }( ) ( )( )( ) µλλµλ−µλ−λλ ωωξ≤ω n
p

n1

1p

0n XCX

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafının λµ  kuvveti alınırsa

( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )( )λ−λµλλ−µµ ωωξ≤ω n
p

1

n1
11p

0n XCX

olur.

Teorem 3.1.9:

     1≥λ>µ , λ−µ+= 111p1  olsun. Ayrıca ( ) ( )1,0Lt p∈φ  ( )∫ φ=ξ
1

0

n
n dttt , 10 =ξ

olmak üzere  ( )n,hX ξ=  alalım. Bu durumda her Q matrisi için

[ ] [ ]µλ ⇒ XQ,CQ,C 11

dır.

Đspat:

     X regüler bir Hausdorff matrisi ve ( )pX , 0n →ν  olduğunda ( )( ) 0X n
p →ν  olan

bir Hausdorff matrisidir. Kabul edelim ki [ ]λ→ Q,Css 1n  olsun. Kısalık için

( ) sssQ nnn −σ=−=ω ,  ( )λω=ν n1n C ,  ( )( ) ( ) ( ) 1

n
0n

11p

0 supk −λµ

≥

λ−µ
νξ=

alalım. Bu durumda

( ) ( )( ) 0ssQCC n1n1n →−=ω=ν λλ

olur. 0n →ν  olduğundan k sonludur ve Lemma 3.1.8 den

     ( )( ) ( )( )µµ ω=−σ n1n1 XCsXC

                               ( )( )λω≤ n
p

1XkC

                               ( ) ( )λω= n1
p CkX
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                               ( )( ) ( )1okX n
p =ν=

elde edilir. Bu ise [ ]µ→ XQ,Css 1n   olmasıdır. Bu ise ispatı tamamlar.

Sonuç 3.1.10:

     Q herhangi bir matris ve

i) 1≥λ≥µ ,  µ−λ>ρ 11

veya

ii) 1>λ>µ ,  µ−λ=ρ 11  ise bu taktirde

[ ] [ ]
µρλ ⇒ QC,CQ,C 11

dır.

Đspat:

i) µ=λ  durumu Teorem 3.1.3 de P matrisi yerine 1C  matrisi, X matrisi yerine ρC

matrisi alınmasıyla elde edilir.

      λ>µ  olduğunu varsayalım ve λ−µ+= 111p1  olsun. ( ) ( ) 1t1t −ρ−ρ=φ  olmak

üzere ( )ρ
ρ ε= n1,hC  ve

( )∫ φ=ερ
1

0

n
n dttt1

 olur. Ayrıca p11111 −=λ+µ−−>−ρ , ( ) 11p −>−ρ  olduğundan

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dtt1tdtt1dtt

1

0

1p0p
1

0

1pp
1

0

p ∫∫∫ −ρ−ρ −ρ=−ρ=φ

integrali yakınsaktır. Buradan ( ) ( )1,0Lt p∈φ  elde edilir. Böylece Teorem 3.1.9 dan

istenen sonuç bulunur.
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4.DÖRDÜNCÜ BÖLÜM

     Bu bölümde daha önceki bölümlerde ortaya koyduğumuz  teorem, lemma ve

sonuçların yardımıyla adi, mutlak ve kuvvetli toplanabilme arasındaki ilişkileri ele

alacağız.

4.1.Adi, Mutlak ve Kuvvetli Toplanabilme Arasındaki Đlişki

Teorem 4.1.1:

     P, Q herhangi iki matris ve P regüler ise bu taktirde

i) 0>λ  için
[ ]λ⇒ Q,PQ

ii) 1≥λ  için
[ ] PQQ,P ⇒λ
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dır.

Đspat:

i) ∑
=

=
n

0r
rn as  olmak üzere, ( ) ssQ nn →σ=  ise 0sn →−σ λ

 dır. P regüler

olduğundan ( ) 0sP n →−σ λ
 olur. Bu ise [ ]λ⇒ Q,PQ  demektir.

ii) [ ]λ→ Q,Pssn  olsun. Teorem 3.1.1 den 1≥λ  olduğundan [ ]1n Q,Pss →  olur.

( ) ( ) ( )1osPsP nn =−σ≤−σ

eşitsizliğinden ve P regüler olduğundan ( ) sP n →σ  elde edilir. Bu da [ ] PQQ,P ⇒λ

demektir.

     Teorem 4.1.1 in (i) şıkkının bir sonucu olarak şunu elde ederiz:

Sonuç 4.1.2:

     P,Q regüler matrisler ve 0>λ  ise bu durumda [ ]λQ,P  regülerdir.

Đspat:

     ssn →  olsun. Q regüler olduğundan

s)s(Q nn →=σ

olur. sn →σ   ise 0sn →−σ λ
 dır. P regüler olduğundan

( ) 0sP n →−σ λ

olur. Buradan [ ]λ→ Q,Pssn  olur. Şu halde [ ]λQ,P  regülerdir.

      Şimdi Teorem 1.1.8 in genelleştirilmesi olan bir teorem verelim.

Teorem 4.1.3:

      P regüler bir matris, Q bir matris ve 1≥λ  ise bu taktirde bir serinin s ye [ ]λQ,P

toplanabilir olması için gerek ve yeter şart serinin s ye PQ toplanabilir ve 0’a

( )[ ]λ− QP1,P  toplanabilir olmasıdır.

Đspat:
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     ( ) ( )nnnn P,sQ σ=τ=σ  olsun. Bu durumda

                                                           ( ) ( )1osP n =−σ λ

...(12)

olması için gerek ve yeter şartın

                                                                sn →τ

...(13)

ve

                                                       ( ) ( )1oP nn =τ−σ λ

...(14)

olduğunu göstermeliyiz.

i) (12) nin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda Teorem 4.1.1(ii) den (13) sağlanır.

P regüler olduğundan ( ) ( )1osP n =−τ λ
 olur. Minkowski eşitsizliğinden ve (12) den

     ( ){ }
λ∞

=

λλλ







 τ−σ=τ−σ ∑

1

0r
rrr,n

1

nn pP

                                 ( ) ( )
λ∞

=

λ









τ−+−σ= ∑
1

0r
rrr,n ssp

                               
λ∞

=

λ
λ∞

=

λ







 −τ+







 −σ≤ ∑∑

1

0r
nr,n

1

0r
nr,n spsp

                                ( ){ } ( ){ } λλλλ −τ+−σ=
1

n

1

n sPsP

                                ( )1o=

olur ve buradan da (14) sağlanır.

ii) (13) ve (14) ün sağlandığını kabul edelim. P regüler olduğundan

( ) )1(osP n =−τ λ
 olur. Bu durumda Minkowski eşitsizliğinden ve (14) den

     ( ){ }
λ∞

=

λλλ







 −σ=−σ ∑

1

0r
rr,n

1

n spsP

                                
λ∞

=

λ







 −τ+τ−σ= ∑

1

0r
rrrr,n sp
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λ∞

=

λ
λ∞

=

λ









−τ+








τ−σ≤ ∑∑
1

0r
nr,n

1

0r
nnr,n spp

                                ( )1o=

olur ve buradan (12) sağlanır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.4:

     1>λ ,  12 −>ρ> ,  X bir Hausdorff matrisi ve ∑
∞

=0n
na  serisi i)

λ
0,XC1

toplanabilirse ve  ii) s’ye XACρ  toplanabilirse, seri s’ye [ ]λX,C1  toplanabilirdir.

     1=λ  için (ii) şartına gerek yoktur.

Đspat:

     ∑
=

=
n

0r
rn as , ( )n1n naXC=τ , ( )n1n sXC=σ  olsun. Bu durumda

( ) ( )1nnn1n nnaXC −σ−σ==τ

olur. (i) hipotezinden yani seri 
λ

0,XC1  toplanabilir olduğundan

∞<σ−σ∑
∞

=

λ
−

−λ

1n
1nn

1n

dur. Buradan

( ) ∞<
τ

=σ−σ=σ−σ ∑∑∑
∞

=

λ∞

=

λ
−

−
∞

=

λ
−

−λ

1n

n

1n
1nn

1

1n
1nn

1

n
nnn

bulunur. Dolayısıyla

     ∑∑∑∑
=

λ

=

λ

=

λ

=

λ τ
+

τ
−

τ
+

=τ
+

n

1r

r
n

1r

r
n

1r

r
n

1r
r

rrr

r

1n

1

1n

1

                          ( )∑∑∑
=

λ

=

λ

=

λ τ
+

+
−

τ
+

+
τ

=
n

1r

r
n

1r

r
n

1r

r

r
1n

1n

1

r

r

1n

1

r

                          ( )∑∑
=

λ

=

λ τ
−+

+
−

τ
=

n

1r

r
n

1r

r

r
r1n

1n

1

r

                          ( )1o=

elde edilir. Bu durumda
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( ) ( )1o0raXC
1n

1

1n

1 n

1r
r1

n

1r
r =−

+
=τ

+ ∑∑
=

λ

=

λ

olduğuna göre

[ ]λ→ XC,C0na 11n

olur. Nihayet, Sonuç 3.1.5 den ispatı tamamlamak için

                                                           ( )XCss 1n →

...(15)

olduğunu göstermemiz yeterlidir. 1=λ  olduğunda (15), (i) hipotezinden elde edilir.

Dolayısıyla (ii) hipotezi gereksizdir. Çünkü 1=λ  için (i) hipotezine göre seri

11 0,XC  toplanabilir olduğuna göre

( ) ( ) ∞<σ−σ=− ∑∑
∞

=
−

∞

=
−

1n
1nn

1n
1n1n1 sXCsXC

olur. Bu ise ( )nσ  dizisinin yakınsak olması yani

( )XCss 1n →

olmasıdır.

      Şimdi 1>λ  ve λ+≥ρ> 112  olduğunu varsayalım. Diyelim ki

( ) ∑
=

ρ =ω=
n

0r
rnn usXC

olsun. ( ) ( )1nnn nnaXC −ρ ω−ω=  ( ),...2,1n =  olduğu için

( )nn naXCnu ρ=

olur. Bu durumda (ii) den

                                                          ( )Asn →ω

...(16)

bulunur, yani ∑
∞

=0n
nu  serisi s’ye A toplanabilirdir. Öte yandan, µ−λ>−ρ 111  ve

olduğuna göre Sonuç 2.1.8 nedeniyle

( )λ>µ=⇒
µρµ−ρ+λ

0,XC0,XC0,XC 111

 olur. Dolayısıyla (ii) den seri 
µρ 0,XC  toplanabilir yani
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     ∑ ∑∑∑
∞

=

µ−

==

−µ
∞

=

µ
−

−µ −=ω−ω
1n

1n

0r
r

n

0r
r

1

1n
1nn

1 uunn

                                     ∑
∞

=

µ−µ=
1n

n
1 un

                                     ∞<= ∑
∞

=

µ

1n

n

n

nu

...(17)

dır. Teorem 1.1.10, (16) ve (17) nedeniyle her 11 −µ>δ  için ∑
∞

=0n
nu  serisi s’ye

( )δ,C  toplanabilirdir, yani

                                                             ( ) sC n →ωδ

...(18)

olur. µ  istenildiği kadar büyük alınırsa her 1−>δ  için  (18) sağlanır. Sonuç olarak

ρ−=δ 1  alınırsa, 11 CCC ≅ρρ−  olduğundan

( ) ( ) ( ) ssXCsXCCC n1n1n1 →==ω ρρ−ρ−

elde edilir. Bu durumda (15) sağlanır. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.5:

      X bir Hausdorff matrisi, 1≥λ , 0>γ>α , 1−γ−α≥β  ise bu taktirde

[ ]
λβλα ⇒γ XC,C,XC 1

dır.

Đspat:

      XCCY
1

1 γ−α
−=  olsun. Bu durumda (2) den

XCYCveXCY 11 α+γ−γ−α ≅≅

olur. Dolayısıyla Lemma 2.1.7 de α=β=δ=µ 0,1,  alınırsa ve Teorem 1.1.23 den

her 1−>ρ  için

YACXC0,XC,XC
1 ρααλα ⇒⇒⇒γ

bulunur. Ayrıca Lemma 2.1.7(i) de γ−α=β=δ ,0  alınırsa

λλγ−αλα =⇒γ 0,YC0,XC,XC 1
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bulunur. Şu halde 1−γ−α≥β  olduğundan XCXCY 1 β−γ−α ⇒≅  olduğu için

Sonuç 3.1.4 ve Teorem 4.1.4 den

[ ] [ ]
λβλλα ⇒⇒γ XC,CY,C,XC 11

elde edilir.

      Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 göz önüne alınarak bazı sonuçlar verilebilir.

Öncelikle şu iki basit sonucu ifade edelim.

Sonuç 4.1.6:

      λ+−α>β>λ 11,1  ise

[ ] ( )β⇒α λ ,H,H

dır.

Đspat:

      λ>+α−β 11  olduğuna göre Teorem 3.1.2 den

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1111111 H,CH,CC,C,C,H −α+α−βλ−αλ−αλλ ⇒≅≅α≅α

elde edilir. Teorem 4.1.1(ii) ve Teorem 1.1.13 den

[ ] β−α+α−βλ ≅⇒α HHC,H 11

bulunur. Bu da ispatı tamamlar.

     Benzer olarak şu sonucu da verebiliriz.

Sonuç 4.1.7:

     0,11,1 ≥αλ+−α>β>λ  ise

[ ] ( )β⇒α λ ,C,C

dır.

     Bu sonucun 1=α , λ>α 1  ve 0>α  durumları sırasıyla Kuttner (1946), Hyslop

(1951) ve Chow’a (1954) aittir.

Sonuç 4.1.8:
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     ρ>α+>λ 1,1  olsun. Eğer ∑
∞

=0n
na serisi

i) 
λ

α 0,,H  toplanabilir ve ii) s ye ρAH  toplanabilir ise bu taktirde seri s ye [ ]λα,H

toplanabilirdir. Dolayısıyla Sonuç 4.1.6 dan her λ+−α>β 11   için s ye ( )β,H

toplanabilirdir.

Đspat:

     δ , α−+ρ≥δ> 12  olacak şekilde ise pozitif bir sayı olsun. Bu durumda

Teorem 1.1.13 den

11 HCHHH −αδ−αδρ ≅⇒

olur. Teorem 1.1.22 den

1HACAH −αδρ ⇒

elde edilir. Teorem 4.1.4 de 12,1 −>δ>>λ  için ρ  yerine δ , 1HX −α=  olarak

alınırsa ∑
∞

=0n
na , 

λ−α 0,HC 11  toplanabilir ve s ye 1HAC −αδ  toplanabilir olduğundan,

seri s ye [ ]λ−α 11 H,C  toplanabilirdir. Sonuç 4.1.6 nın uygulanmasıyla

[ ] [ ] ( )β⇒α≅ λλ−α ,H,HH,C 11

elde edilir.

     Benzer şekilde aşağıdaki sonuç  ispat edilebilir.

Sonuç 4.1.9:

     Eğer λ+−α>β≥ρ>α+>λ 11,01,1  ve ∑
∞

=0n
na serisi i)

λ
α 0,,C  toplanabilir

ve
ii) s ye ρAC  toplanabilir ise bu taktirde seri s ye ( )β,H  toplanabilirdir.

Sonuç 4.1.10:

     λ+γ−−α>β>γ>λ 11,0,1  ise

[ ] ( )β⇒γ−α⇒γα λλ
,H,H,,H

dır.
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Đspat:

     γ>ρ  olmak üzere α
−

ρ= HCX 1  olsun. Bu durumda αρ = HXC olduğundan ve

Teorem 1.1.13 den

11 HXC −γ−α−γ−ρ ≅

olur. Teorem 4.1.5 de α  yerine ρ , β  yerine 1−γ−ρ  alınırsa, Sonuç 3.1.4 ve

Sonuç 4.1.6 dan

[ ] [ ] [ ] ( )β⇒γ−α=≅⇒γ=γα λλ−γ−αλ−γ−ρλρλ
,H,HH,HXC,C,XC,,H 1111

bulunur.

     Benzer yolla aşağıdaki sonuç da ispat edilebilir.

Sonuç 4.1.11:

     λ+γ−−α>β>γ−>α>λ 11,0,1,1  ise

( )β⇒γα
λ

,H,,C

dır.

     Bu sonucun λ−γ>α 1  durumu Flett (1958) tarafından ispat edilmiştir.
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