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OZET

SPIN-1/2 ISING MODELININ CREUTZ “CELLULAR AUTOMATON?”
PROGRAMININ iNCELENMESI

Erdem, isa
Yiiksek Lisans Tezi, Fizik ABD
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mestan KALAY

Mayis 2006, 58 Sayfa

Dogrusal boyutu L=10, 12 olan orgiilerde en yakin komsu spin etkilesmelerini igeren
bes boyutlu Ising modelinin Creutz “cellular automaton”inda simiilasyonlar yapilmaktadir.
Daha Once yapilan bes boyutta Ising modelinin Creutz “cellular automaton”
simiilasyonlarindan farkli olarak demon sayis1 artirilmis ve simiilasyonlarin bir kismi da
dis manyetik alanin varlifinda gergeklestirilmistir. Bunlar1 yapabilmek i¢in simiilasyon
programi detayli bir sekilde incelenmis ve gerekli degisiklikler yapilmistir. Dis manyetik
alanin varliginda ti¢ bitli ve dort bitli demonlar kullanilarak elde edilen sicaklik degerleri
ve bu sicaklik degerlerine karsilik gelen manyetizasyon degerleri hesaplanmis ve sonucun
ortalama alan teorilerinin 6ngdrdiigli sekilde oldugu ve arttk H=0"1n T, kritik sicakliginda
faz gecisi olmadig1 goriilmiistiir. Ikinci olarak da yine L=10, 12 6rgii uzunluklar igin
simiilasyonlar demon sayis1 dorde artirilarak yapilmistir. Sicakliga karsit manyetizasyon,
Binder parametresi, 0z 1s1 ve manyetik alinganlik grafikleri ¢izilmistir. Binder parametresi
L=10 ve L=12 egrilerinin kesisme noktasindan kritik sicaklik T.=8,7797(9) olarak
bulunmus ve bunun da daha Once yapilan bes boyutlu c¢alismalarla uyumlu oldugu
gozlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Faz Gegisleri, Ising Model, “Cellular Automaton”, Dis Manyetik
Alan

Prof. Dr. Nuri KOLSUZ
Yrd. Dog. Dr. Murat SARI
Yrd. Dog. Dr. Mestan KALAY



ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE SPIN-1/2 ISING MODEL CREUTZ “CELLULAR
AUTOMATON” PROGRAM

Erdem,isa
M. Sc. Thesis in Physics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mestan KALAY

May 2006, 58 Pages

The five-dimensional nearest-neighbour Ising model is simulated on the Creutz
“cellular automaton™ using the finite-size lattices L=10,12. Simulations are made by
increasing the number of demons distinctly from those being made before in five
dimensions on the Creutz “cellular automaton”, some of the simulations are made in the
presence of the external magnetic field. In order to achieve these, the simulation program
was studied in detail and was modified necessarily. First of all, temperatures and their
corresponding magnetization values are calculated by using three and four demons in the
presence of the external magnetic field and results are in accordance with those of mean
field theories, hence phase transition from ferromagnetism to paramagnetism does not
occur anymore at the critical temperature Tc of H=0. Next, simulations for L=10,12 are
made by increasing the number of demons to four. Then, temperature versus
magnetization, Binder parameter, specific heat and magnetic succeptibility are illustrated.
The critical temperature T, is found to be 8,7797(9) from the intersection point of Binder
parameter curves of L=10 and L=12, as a result this value is compatible with the studies
done before in five dimensions.

Key Words: Phase Transitions, Ising Model, “Cellular Automaton”, External Magnetic
Field
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1. GIRIS

Bu tez c¢alismasinin amaci bilimsel aragtirmalarda deneysel c¢alismalarla teorik
caligmalarin arasinda kendisine yer edinmis, koprii gorevi goren ve teknolojinin
gelismesiyle 6nemi her gegen giin daha da artan simiilasyon calismalarinin bir érnegini
vermektir. Birinci boliimde tezin kisa bir 6zeti niteliginde olan giris yapildiktan sonra
ikinci boliimde faz gecisleriyle ilgili temel noktalara dikkat gekilmistir. Once faz
gecisleri tanimlanmis sonra da faz gegislerinin siniflandirilmasinda en c¢ok kullanilan
Ehrenfest ve Fisher smiflandirmalart karsilastirmali olarak ele almmustir. Faz
gegislerinin teorik olarak aciklanmasi ¢abalari yeni yeni modellerin ortaya atilmasini da
beraberinde getirmistir. Faz gecislerinin iki farkli 6rneginden sivi-buhar yogunluklari
farkinin sicakliga bagimliligin1 belirleyen kritik {ssiin, tek dogrultu eksenli bir
miknatista manyetizasyon farkini sicakliga baglayan kritik iisle ayn1 olmasi ¢ok sasirtici
ve bir o kadar da heyecan verici bir bulgudur. Bu durum ancak 20. yiiz yilin son
ceyreginde “evrensellik” terimiyle agiklamasini bulmustur Moore (2003). Sistemin faz
gecisini  gézlememize yarayan en belirgin 6zelligi diizen parametresi olarak
secilmektedir ve bu parametrenin uzay ve zaman dalgalanmalarina ya da uzun bir
periyot lizerinden termal ortalamasina bakilarak olay yorumlanmaktadir. Faz gecisinin
gergeklestigi kritik sicaklik T, civarinda sistemin termodinamik 6zelliklerini agiklarken
bu 6zelliklere ait fonksiyonlarin davranislar1 hakkinda bilgi veren kritik {isler denilen bir
dizi sabitler kullanilmaktadir. Bu fonksiyonlarin termodinamik kare olarak adlandirilan
bir semadan yola ¢ikilarak kolayca elde edilmesi, buradan da kritik iislerin elde edilmesi
ve kritik islerin de kendi aralarinda olusturdugu bir takim bagintilara da yine bu
boliimde deginilmistir. Ising model ve ona en yakin modellerden olan Heisenberg
modelinin tanimlar1  karsilagtirmali  olarak  verilmektedir. Ferromanyetizmadan
paramanyetizmaya faz gecisini agiklamak i¢in ortaya atilan ortalama alan teorilerinden
Weiss teorisi anlatilip grafik ¢oziimii hakkinda bilgi verilmektedir. Sonra da degisik

uzay boyutlar1 i¢in gelistirilen teorilerle birlikte bu teorilerin olay1 agiklamaktaki



basarilarinin ~ smirlart  ¢izilmektedir. Bu teorilerin  ortak  6zelliklerini  sOyle
aciklayabiliriz: Uzay boyutu kritik iist limit olan dordiin lizerine ¢iktiginda verdikleri
sonuglar ortalama alan teorileriyle hemen hemen ayni olmaktadir. Faz gecislerini
aciklamada klasik teorilerin en basarililarindan bir tanesi de kuskusuz Landau teorisidir.
Fakat bu teori de deney sonuclarin1 agiklamakta yetersiz kalmaktadir. Bunun nedeni de
teorinin kurulmasinda temel olan “bir termodinamik potansiyel kritik nokta civarinda
seriye acilabilir” seklindeki gercekei olmayan varsayimdir. Bu teori hakkinda da kritik
nokta tahminleriyle birlikte bilgi verilmistir. Sistemin farkli kisimlarinin birbirleriyle
etkilesmesinin bir Olclisii olan korelasyonlar matematik temelleri ve fiziksel
anlamlariyla birlikte agiklanmistir. Simiilasyonlarda birbirinden istatistiksel olarak
bagimsiz konfigiirasyonlar1 elde etmenin bir Sl¢iisii olan dinamik kritik iisslin 6rnek
verilerek agiklamasi yapilmaktadir. Simiilasyonlarda sistemin dengeye ulagmasini

saglamanin yolu bir durumdan diger duruma ge¢is olasilik dagilimlarinin,

P(C):%eBE Boltzmann dagilimma uygun olmasidir. Bu durumun detayli denge

kullanilarak elde edilebilecegi anlatilarak modelin tarihsel gelisimi ve matematik

temelleri hakkinda bilgi verildigi ikinci boliim sona ermektedir.

Uciincii  boliimde ise Ising modelinin simiilasyonu igin algoritmalardan
bahsedilmektedir. Literatiire bakildiginda Sun(2005), Moore(2003) bu algoritmalarin
olduk¢a biiylik sayilarda oldugu goriilmekte ise de bunlarin en yaygin olarak
kullanilanlarini belirli bagliklar altinda toplamak ve o algoritmanin mantig1 hakkinda
bilgi vermek miimkiindiir. Bunlardan ilki Metropolis ve arkadaslarinin gelistirdigi
stokastik (rastgele) algoritmadir. Monte Carlo simiilasyonu diye meshur olan bu
algoritma iki boyutlu Ising modelinin simiilasyonu i¢in bir program 6rnegi ile birlikte
incelenmistir. Kiime algoritmalar1 olmalarindan dolay:1 ayni katagoride ele alinmalarina
ve biiylik benzerlik gostermelerine ragmen Swendsen-Wang ve Wolff algoritmalar1 da
ayr1 ayr1 ele alinmistir. Daha sonra deterministik algoritmalar hakkinda Creutz’un
gezgin demon algoritmasindan baslanarak incelenmistir. Bu algoritma stokastik bir
algoritma olan Monte Carlo yontemi ile onun alternatifi olan ve tamamen deterministik
yontem olan molekiiler dinamik yontem arasinda yer alir. Hiicre otomasyonu anlamina
gelen “cellular automaton” algoritmalarin genel mantig1 irdelenmis ve tam sayilarla

calisma prensibi olan bir yontem ile model olustururken;



a) Sistemin yapisina uygun diizenli bir 6rgii (iki boyutta kare ve licgen, ii¢ boyutta
kiip vb. daha yiiksek boyutlarda soyut kiip) secilir.
b) Orgiiyii olusturan hiicrelerin sahip olabilecegi hallere karsilik gelen degisken
veya degiskenler belirlenir.
¢) Hiicrelerin birbiriyle etkilesme seklini ve gelisimini saglayan bir bolgesel kural
tanimlanir.
“Cellular automaton” algoritmalar1 iki bashikta incelenmekte. Bu algoritmalar Q2R
“cellular automaton” ve bizim de kullandigimiz yontem olan Creutz “cellular
automaton” algoritmalaridir. Her ikisi de sabit enerjili mikrokanonik kiimede
simiilasyona uygun olmalarina ragmen Q2R CA “Feedback Catastrophe” denilen ve
belirli bir zaman adimindan sonra hep ayni konfiglirasyonlarin iiretilmesi gibi bir
olumsuz durum igermektedir. Bu durum asilsa da baska olumsuzluklar igermekte,
Creutz CA ise ¢ok daha etkili simiilasyonlar yapilmasina imkan vermektedir, demon
denilen ve spine eslenik momentum olarak da degerlendirilen serbestlik derecesi
tanimlanmaktadir. Simiilasyon siiresince toplam enerji sabit kalmasina ragmen i¢ enerji
ve kinetik enerji dalgalanmalarina izin verilmekte, sistemin sicaklii da demon
enerjisinin beklenen deger formiiliinden hesaplanmaktadir. Sicaklik ve diger
termodinamik hesaplamalar Boltzmann dagilimina uygun formiiller yardimiyla
yapilmaktadir. Bu formiiller {igiincii boliimiin sonunda ele alinmistir. Creutz CA detayh
bir sekilde incelenmistir. En yakin komsu spin etkilesme enerjileri ve varsa manyetik
alan ile spin etkilesme enerjisi sistemin Ising enerjisini olusturmaktadir. Bir spinin yon
degistirmesiyle Ising enerjisindeki de§isim AE hesabi irdelenmistir. Demonlarin
enerjilerinin hesab1 da oOrneklerle aciklayici bir sekilde yapilmistir. Spin ters
cevrildiginde enerjideki degisme demonlarin alip verebilecegi miktarda ise spin ters
cevrilir degilse spin cevrilmeden bir sonraki spine gecilir temel prensibiyle orgii

binlerce kez islemden gegirilir.

Bu giine kadar Creutz CA’inda termodinamik nicelikler {izerinde boyut etkisinin ve
teorik c¢alismalarin Ongordiigii sonuglarin dogrulugunu arastirmak icin d=2 (Kutlu
1994), 3 (Aktekin 1995), 4 (Aktekin 1996), 5 (Aktekin 1999), 6 (Merdan 2005), 7
(Aktekin 2001), 8 (Merdan 2005) boyutlu Ising modelleri i¢in simiilasyonlar
yapilmistir. Bes boyutta Ising modelin Creutz CA ile simiilasyonu yapilirken {i¢ demon
kullanilmigtir, bu c¢aligmada ise program modifiye edilerek demon sayisi dorde

cikarilmigtir. L=10 oOrgii uzunlugunda demon sayisi li¢ ve dort i¢in simiilasyonlar



yapilmistir. Spin-spin etkilesmelerinin iki kat1 mertebesinde dis manyetik alanin var
oldugu kabul edilmis ve elde edilen sicaklik-manyetizasyon egrilerinin dort boyut
tizerindeki boyutlarda gegerliligi tartisilmayan ortalama alan teorilerinin tahminleri
dogrultusunda sonuglar verdigi gozlenmistir. Sonra da L=10 ve L=12 i¢in dort demon
kullanilarak simiilasyonlar yapilmis, sicakliga karsi manyetizasyon, Binder parametresi,
manyetik alinganlik ve 6z 1s1 grafikleri ¢izilerek sonuglar boliimiinde verilmistir. Binder
parametresinin sicaklik degisim egrilerinin kesisme noktasindan kritik sicaklik
T.=8,7797(9) olarak bulunmustur. Bu deger de simdiye kadar farkli yontemlerle yapilan

bes boyut simiilasyonlarinin sonuglartyla uyumludur.

Manyetik alanin malzemeler iizerindeki etkileri ¢ok wuzun yillardan beri
arastirmacilarin ilgi alanlarindan birisidir. Bu ¢alismalardan 6zellikle faz gegisleriyle
ilgili olanlarin tip, elektronik ve haberlesme basta olmak iizere birgok teknoloji alaninda

yeni ¢igirlar agilmasina sebep olmasi beklenir.



2. FAZ GECISLERININ TARIHSEL GELISiMi

2.1 Faz Gegisleri

Ehrenfest’in meshur siniflandirmasina gore faz gecisleri n. dereceden faz gecisleri
seklinde siniflandirilir. Faz gegisinde serbest enerji veya uygun bir termodinamik
potansiyelin bilesenlerinden birinin n. tiirevinde siireksizlik goriiliir. Tabii ki o zamanlar
Ornegin 0z 1s1 gibi bir ¢cok termodinamik niceligin ikinci derece gecislerde Ehrenfest’in
iddia ettigi gibi siireksizlik degil, aslinda iraksama gosterdigi bilinmiyordu. Ustelik 2.
derecenin iizerinde faz gegisleri olduguna dair deneysel bir kanit da yoktur. Sonug
olarak faz gecislerinin simiflandirilmasinda Fisher’in teklif ettigi yontem daha
giivenilirdir. Buna goére faz gegisi, serbest enerjinin birinci tiirevleri siirekli ise stirekli

faz geg¢isi, en az bir tanesi siireksiz ise birinci dereceden faz gegisi olarak nitelendirilir.

Normal sartlar altinda H,O’nun faz gecisleri (kati-sivi-gaz) ya da eritilmis bir
metalin katilagmasi birinci dereceden faz gecisleridir. Gizli 1s1 iceren faz gecisleri
birinci derecedendir. Bir madde yiiksek sicakliktaki bir fazdan disiik sicakliktaki bir
faza birinci dereceden faz gecisini su sekilde yapar: Gegis sicakligi denilen bir T
sicaklig1 civarinda sicakligin kiigiik araliklarindan gecerek sogurken sifirdan farkli bir
181, gizli 1s1 digart verilir. Gegisteki bu 1s1 yayimi maddenin yapisinda T sicakliinda
koklii bir yeniden diizenlenme oldugunu gésterir. Ornegin L ~334Jg™" su-buz gegisi
gizli 1sis1 diizensiz ve ¢Ozilmeyen sikisikliklarda basibos gezinmektense H,O
molekiilleri kendini fcc (yilizey merkezli kiibik 6rgii) yapisina doniisiirtiiriirken disari
verilir. Stirekli faz gecisinin 6rnegi ise, T,=1043 K Curie sicakliginda demirin
paramanyetik sekilden ferromanyetik sekle gegmesidir. T > T, sicakliklarinda demir de

bakir ya da cinko gibi paramanyetiktir. Yani dis manyetik alan yoklugunda madde



miknatislanmaz eger zayif bir H alan1 uygulanirsa maddenin hacim basina manyetik

dipol momenti, uygulanan alanla orantilidir, m~uH , (burada p pozitif bir sabittir).

Ferromanyetik durumda (T<T.) madde alan uygulanmasa dahi miknatislanir ve bir dis
H alan1 uygulandiginda miknatislanma (manyetizasyon) alan dogrultusunda olmak igin
ani olarak dalgalanir. Sonu¢ olarak, manyetizasyon artik H’ye lineer olarak bagl
degildir. Sifir dis alanda manyetizasyonun biiytikliigi mo(T), T, kritik sicakligina alttan
yaklagirken azalir. Buna gore dig manyetik alan yoklugunda demir 6rnegini 1sitirsaniz
ilging olan hicbir sey olmaz sadece manyetizasyon diizgiin olarak azalir; T, ve lstii
sicakliklarda hi¢ kalmaz. T.’de kesikli olarak degisen my’in kendisi degil degisim
oranidir. Siirekli faz gegisinin 6zii sudur: T, kritik sicakliginda kesikli olarak degisen
sistemin 6zellikleri degil en az onlardan birinin degisim oranidir. Halbuki su donarken
sistemin Ozelliklerinde Ornegin yogunluk p ve 6z 1s1 c,’de ani bir degisiklik vardi

onlarin degisim oraninda degil (Binney vd 1992).

Sonug olarak sifirdan farkli bir gizli 1s1 varsa faz degisikligi birinci dereceden faz

gecisi diger gecislerin hepsi de siirekli faz gecisi olarak nitelendirilir.

Manyetik faz gecislerinin anlasilmasi 20. yiizyilin baglarinda gelistirilen yeni
teorilerle birlikte hizlanmistir. Bunlardan ilk gbéze carpani Pierre Weiss’in 1907°de
gelistirdigi  ferromanyetizma teorisidir. Bu teori, sistemi olusturan manyetik
momentlerin birbirleriyle etkilesmesi ve bu etkilesmenin de ortalama manyetizasyonla
orantili olan yapay bir molekiiler alan yoluyla olmasi ilkesine dayanmaktadir. Bu
modellerin ortak 6zelligi manyetik momentlerin sabit 6rgli konumlarina (noktalarina)
yerlestirilmesi ve momentlerin paralel olmasi durumunda enerjisi maksimum olan ¢ift
etkilesmeleri seklinde olmasidir. Bu etkilesmelerin 6zellikle iki ¢esidi onemlidir: Ilki
Wilhelm Lenz’in kurdugu fakat Ising model diye meshur olamidir. Bu modelde
manyetik momentler sadece iki yonelime sahip olan bir boyutlu klasik cubuklar
seklinde diisiiniilmiistiir. ikinci model ise Heisenberg modelidir. Manyetik momentleri
kuantum mekaniksel ti¢ boyutlu spin operatorleri (islemcileri) seklinde degerlendirip,
enerjilerinin bu operatorlerin skaler carpimlariyla orantili oldugunu kabul eder.
Modeller manyetik faz gegisleriyle ilgili yorumlar yapilmasina 6nemli katkilarda

bulunur (Stanley 1971).



2.1.1 Evrensel davrams

Argon, Kripton, Azot ve Oksijen gibi gazlarin s1v1 ve buhar yogunluklarinin gergek
degisimleri evrensel bir davranig 6zelligi gosterir. Eger sicaklik ve yogunluk normalize
edilirse, farkli gazlar icin veri degerleri hemen hemen ayni birlikte varolma egrisi

lizerine diiser. Birlikte varolma egrisi parabolik 6zellik tasir (Huang 1987).

Sicaklik T, kritik sicaklik T.’ye yaklasirken sivi ve buhar yogunluklari farki ~Jt |?
(T-T)

bagintisindaki [ kritik {issiine bagli olarak azalir t= boyutsuz birimlerde

sicakligin kritik sicakliktan sapmasini Olgen indirgenmis sicakliktir. Sivi ve gaz

yogunluklar arasindaki fark

B
T-T
pS1v1 _pGaz z( CJ (211)

Buradaki B kritik iissiiniin maddelerin kritik sicakliklar1 degisik olmasina ragmen, sivi-
gaz gegislerinde deneysel olarak f = 0,31 civarinda bir deger aldig1 goriilmiistiir. Benzer
olarak ayni dogrultu eksenli basit bir miknatista da kritik nokta civarinda manyetizasyon

farkinin

B
T-T
MT—M¢z( j (2.12)

seklinde indirgenmis sicakliga baglilik gosterdigi ve degisik manyetik maddeler olsa
bile bu kritik iissiin deneysel ve teorik degerinin tek dogrultu eksenli olmak (sadece
yukart ve asagi gibi) sartiyla B = 0,31 civarinda oldugu tesbit edilmistir. Bu ilging
durumun 1970’lerde RG (renormalizasyon grup) teorisinin boyut ve simetriyle
belirledigi “evrensellik” terimiyle aciklamasi yapilmistir. Farkli sistemlerin ayni kritik
iislere sahip olmas1 6zelligine evrensellik denir. Kritik iisleri ayn1 olan sistemler ayni
evrensellik sinifinda yer alirlar. Ornegin iki boyutlu uzayda iiggen ve kare érgiiler farkli

kritik sicakliklara sahip olduklar1 halde, kritik {is degerleri aynidir. Sc (basit kiip), fcc



(ytizey merkezli kiip) ve bcc (hacim merkezli kiip) orgiilerin kritik sicakliklar1 farkl

oldugu halde, kritik iis degerleri aynidir (Moore 2003).

2.1.2 Diizen parametresi

Adindan da anlasildig1 gibi ele alinan sistemin ne kadar diizenli oldugunu anlatan bir
degiskendir. Ornegin manyetik sistemler i¢in manyetizasyon bdyle bir parametredir.
Manyetizasyon sifir ise sistem tamamen diizensiz bir haldedir. Diizen parametresi
gecisin bir tarafinda (0rnegin yiiksek sicaklik tarafinda) degismez bir sekilde hig
kalmazken diger tarafinda sifirdan itibaren degisir. Diizen parametresini y ile
gosterirsek, y’nin uzay ve zaman dalgalanmalarina bakarak olay1 yorumlayabiliriz.
Ama uygulamada daha ¢ok y’nin sabit sicaklikta uzun bir periyot lizerinden ortalamasi
olan termal ortalamasi kullanilir. a, 8, y ve & gibi kritik tisler y’nin termal ortalamasinin
sicaklik, manyetik alan vb. ile degisimini verir. Diizen parametresini segmek i¢in belli
bir kural yoktur, problemin dogasina uygun parametre sivi-gaz gegcislerinde yogunluk,

akiskan karisimlari i¢in mol kesirleri arasindaki fark secilebilir (Binney vd 1992).

2.1.3 Termodinamik potansiyeller

Karaoglu (2003) termodinamik potansiyeli sdyle tanimlamaktadir: Sicaklik, hacim,
basing vb. degiskenlerden herhangi ikisi bagimsiz degisken olarak segildiginde, bu iki
bagimsiz degisken cinsinden tam diferansiyel olan bir biiyiikliik daima vardir. Ornegin
S ve —M bagimsiz degiskenleri secildiginde U=U(S,-M) bir termodinamik potansiyel
olur. Sekil 1.1°deki termodinamik kare sdyle olusturulmustur: Potansiyeller enerji U,
Helmbholtz serbest enerjisi A, Gibbs serbest enerjisi G ve entalpi E karenin sol
kenarindan baglayarak saat ibreleri yoniinde karenin kenarlarinin ortalarina yerlestirilir.
Yine sol kenarin koselerine asagidan baglayarak saat ibreleri yoniinde entropi ve
manyetizasyonun — isaretlisi (S,-M) ve sag kenarin koselerine de saat ibreleri yoniinde
olacak sekilde sicaklik ve manyetik alan (T,H) yerlestirilir. Her potansiyel iki yanindaki
degiskenin fonksiyonu olur, 6rnegin A=A(-M,T). Potansiyelin tam diferansiyeli,
yanindaki degiskenlerin diferansiyelleri ile karsi kosegendeki degiskenle c¢arpimlari
toplamidir, ancak diferansiyelden karsi koseye ok yoniinde gidiliyorsa +, zit yonde

gidiliyorsa — isaretle katilir.



Stanley (1992) kritik tsleri anlatmadan Oonce manyetik bir sistemin termodinamik

fonksiyonlarmin elde edilmesinin konunun anlagilmasini kolaylastiracagini sdyler.

-M A T
U><G
S E H

Sekil 1.1 Termodinamik kare (Stanley,1992)

dU =TdS + HdM (2.1.3)
dE = TdS — MdH (2.1.4)
dG =-SdT - MdH (2.1.5)
dA =-SdT + HdM (2.1.6)
T- (G_Uj H= (a_Uj @17)
oS )y oM )
T [Ej M= [G_EJ (2.1.8)
oS )y oH )4
_sz(@j _M:(@j 2.1.9)
oT ), oH ),
_S:(G_Aj H:(a—Aj (2.1.10)
oT )y M ),
Manyetik tepki fonksiyonlari: 6zis1 ve alinganlik
2
Cy :T[ﬁj :(a—Uj =-T 0 é (2.1.11)
ar )y, \oT )y ar” ),
2
Cy = T(ﬁj = (G_Ej =-T 0 Cz} (2.1.12)
or), \odT )y or” ),
2
izotermal alinganhk . = (G_MJ =| - 0 C;I (2.1.13)
oH ), oH" ).

%r =(Cy —Cy)=Ta,’ burada a,

oM
(a_T]H (2.1.14)
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C,—-C, =Ta,’x; burada a,, E(@_Hj =2 (2.1.15)
aT )y Xt

2.1.4 Kritik tsler

Kritik noktada serbest enerjinin birinci tiirevi, manyetizasyon siirekli olmasina
ragmen ikinci tiirevleri yani 6z 1s1 ve alinganlik 1raksarlar.

Biitiin spin sisteminin mikroskopik durumu

{o}={01. 02, ... }

Boliistim fonksiyonu

Zy = {Zﬁ})exp(— BE({s})) (2.1.16)

Serbest enerji

A=-kTIhZ, (2.1.17)

Ortalama manyetizasyon

1 0A(H,T)
M(HT)=(c)=-—— 2 2.1.18
(HT)=(o) =~ (2.1.18)
Alinganlik
2
= OMH,T) _ 10 A(I{2,T) (2.1.19)
oH N OH
Enerji

U:A_TM:_TZM (2.1.20)
oT oT
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Oz 1s1

_OU(H,T)
aT

C (2.1.21)

Faz gecisinin tanimin1 yaparken kritik noktada niceliklerin singiiler (tekil) davranislarini
da belirtmek gerekir. Kritik olayin modern teorilerinin bir basaris1 da Ol¢ekleme
teorisidir ki, degisik kritik tsler arasinda bagmtilar bulur. Kritik iisler ailesinin ilk

bireyleri a, B, y ve 8’dir. Bunlar 6z 1sinin, diizen parametresinin, alinganligin ve durum

(T-T.)

denkleminin tekilliklerini tarif eder. Indirgenmis sicaklik t= cinsinden onlar1

su sekilde tarif edebiliriz.

Oz 1s1 Co |t|_a
Manyetizasyon M o |t|[3 (Diizen parametresi)
Alinganlik y oc |t|_y

1
Durum denklemi  Moc[H[s  (Tc’de)

Bir de sonlu orgii oOl¢eklemelerinde korelasyon uzunlugu & ve Kkorelasyon

fonksiyonunun t=0’da iistel bozunmasiyla ilgili kritik tisler vardir.

Eoclt ™ ve I'(x)~x™ buradap=d-2+n

Spinler birbiriyle etkilesiyorsa, korelasyon fonksiyonu onem kazanir. Korelasyon
fonksiyonu sistemin farkli kisimlarmin nasil iligkili olduklar1 ve etkilesmeler sonucu

ortaya ¢ikan birlikte dalgalanmalar hakkinda bilgi verir.

Manyetik sistemlerde manyetik momentlerin yonelimlerinin bir 6lgiisii olan sifir alan

manyetizasyonu M en uygun diizen parametresidir. Weiss teorisi diizen parametresinin

M? o (TC - T) seklinde bir bagimlilik gosterdigini 6ngoriir. Bunu su sekilde ifade etmek

T-T
(T—C) , B 0.3 ile 0.5 arasinda bir deger alir. Kritik

C

geleneksellesmistir: (-t)’ burada t =

iisleri belirlemek icin elimizde kesin sekilde tanimlanmis esitlikler olmasi gerekmez.

Ornegin M=B(-t)® seklindeki bir bagmtinin gegerli oldugunu biliyorsak kritik bdlgede
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B’nin degerini tespit etmek icin ii¢ tane dlgiim yeterli olacaktir. Pratikte ise genellikle
diizeltme terimleri olur. M sOyle bir sekle sahip olabilir: Bo(-t)*{1+B(-t)*+....} ve x > 0.

B i¢cin asagidaki gibi bir dogal tanimlama yapilirsa; limit durumunda diizeltme terimleri

diisecektir.
B=1lim InM yukaridaki esitlik ve I’Hospital kuralindan :M esitligi
50 In(~t) d{In(~t)}

saglanir. Kritik iisler deneysel verilerin log-log grafiklerinin egiminden belirlenir. Bu
iissii belirlemede ¢ok hizli bir yontem olmasina ragmen kritik sicaklikla ilgili bir 6n

18>

bilgi gerektirir. Bilinmiyorsa degisik  deneme degerleri icin M "’nin ¢izimlerine

basvurulur ta ki diiz bir ¢izgi veren deger bulunana kadar (Stanley 1992).

Stanley (1992) kritik iislerin elde edilmesindeki matematiksel mantig1 su sekilde tarif
etmektedir: Kritik nokta civarinda genel bir f(t) fonksiyonunun davraniginda rolii olan

kritik {issii tanimlamak igin

P VO N (2.1.22)
TC TC

indirgenmis sicaklik tanimi kullanilacak. Bu f(t) fonksiyonunun yeterince kiigliik ve

pozitif t degerleri i¢in tanimli oldugu ve

Inf(t
KElimn ®

2.1.23
-0 Int ( )

limitinin var oldugu varsayilacak. Buradaki A kritik istiir. f(t) ~ t* seklinde davrandig

diisiiniilebilir ama termodinamik fonksiyonlar bu kadar basit bir sekle sahip degildir,

genellikle diizeltme terimleri igerirler.
f(t) = At(1+Bt+...) [y>0] (2.1.24)
Kritik sicakligin ¢ok yakinlarinda fonksiyonun tam sekli belirlenemese bile ilk terimler

yeterince baskin olacagindan dolayr kritik iissiin bilinmesi fonksiyonun davranisi

hakkinda oldukca tatmin edici bilgi verir. Bu bolgedeki deneysel verilerin log-log
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grafigi cizildiginde (genelde bu bir dogru olacaktir) egimi kritik {iissii verir yani
fonksiyonun tam sekli belirlenemese bile kritik iissiin belirlenmesi miimkiindiir. A<0

icin f(t) fonksiyonu kritik sicaklikta sonsuza iraksarken, A>0 i¢in sifira yaklagmaktadir.
A=0 olmasi durumunda ise logaritmik iraksama, sivri uglu tekillik veya analitik bir

fonksiyonun sigrama siireksizligi durumlarindan biri olabilir. Ornek olmak iizere

My(T)_f TY
MO(O)—B(I TCJ [1+...] (2.1.25)
M~ (-t ) (2.1.26)

My(0) normalizasyon sabiti, B, sistemden sisteme kii¢lik farkliliklar gosterebildigi i¢in

konulmustur.

(2.1.27)

x
~
/_j_\
__
|
-
~—
<
—~~
—
+
—
| |
ﬁ
~
!
e

burada ) kritik noktada manyetik momentleri etkilesmeyen bir sistemin

(paramanyetik) manyetik alinganligidir.

%:D|MH(T:TC)/MO(T:0)|6 [T=T.] (2.1.28)

C

kT, . . .
H?! =— burada m, spin bagina manyetik momenttir.
m,

c {A(_t)-a' (14, )T(T.] 0] (2129
At (1+..)THT, ]

Kritik tsler arasinda bazi bagintilar vardir ki bunlar klasik teorilerden elde edilen iis
degerleriyle bazen esitsizlik bazen esitlik olarak saglanmakta; elde edilen bazi deneysel

veriler hata sinirlariyla birlikte ele alindiginda ise esitlik seklinde saglanmaktadir.



14

Ayrica sayisal ¢oziimlerle elde edilen iislerle de yine esitlikler seklinde saglanmaktadir.

Bunlardan bazilar1 sunlardir:

o +2B+7v =2 Rushbrooke esitsizligi (2.1.30)
¢ +2y —1/8>1 Coopersmith esitsizligi (2.1.31)
o +B(1+8)>2 Griffiths esitsizligi (2.1.32)
d-1 . e gens
dﬁ >2-mn  Buckingham-Gunton esitsizligi (2.1.33)
+
(2 - n)v >y Fisher esitsizligi (2.1.34)
dv' >2-a
v ¢ Josephson esitsizlikleri (2.1.35)
dv>2-a

2.2 Ising Model

Pathria (1996) konuyu su sekilde formiile ederek irdelemektedir. N tane 6rgii konum
noktasinin her biri buytikligi gu,+/J (J +1) olan, (2J+1) tane farkli yonelimi olabilen, p

manyetik momentine sahip atomlar tarafindan doldurulmus olsun. Bu durumda biitiin
orgii (2J+1)" tane sekillenime sahip olacaktir. Her bir dagilimn enerjisi E komsu
atomlarin birbirleriyle etkilesmeleri ve tiim orgiliniin de bir H dis manyetik alaniyla

etkilesmesinden kaynaklanacaktir. Kanonik kiimede yapilan istatistiksel inceleme

sonucunda M(H,T) net manyetizasyonun beklenen degeri ile belirli bir T, kritik

sicakligimin altinda kendiliginden manyetizasyon M(O,T) olmas1 ferromanyetik faz

gecisi oldugunu gosterir. Yapilan detayli teorik ve deneysel ¢alismalar bu kendiliginden
manyetizasyonun J=1/2 degerine uygun oldugunu goéstermistir ki bundan su sonucu
cikarabiliriz: Ferromanyetik olay, elektronlarin yoriinge hareketlerinden degil sadece

spinlerinden kaynaklanmaktadir. Yapilan deneylerden ilgili g degerinin 2’ye ¢ok yakin
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oldugu bunun da elektronu (S=1/2) isaret ettigi anlagilmistir. Bu durumda 6rgii konumu
icin iki yonelim mevcuttur. S,=+1/2 (u~+us) ve S,=-1/2 (u,=-pg) bu durumda 6rgii N
sekillenime sahiptir. Simdi de i ve j konumlarindaki komsu iki spinin etkilesme
enerjisini hesaplarsak kuantum mekanigine gore bu enerji K;£J;; sekline sahiptir. (+) zit
yonelimli spinler, (-) paralel yonelimli spinler i¢in. Kjj iki spin arasindaki Coulomb

enerjisi, J;; ise degis-tokus enerjisidir.

Kij = _[Wi*(l)\l’j*(2)uij\l’j(2)‘4’i(l)d71drz (2.2.1)

Ji = IWj*(l)\lli*(z)uij\vj(z)“,i(l)dTIdTZ (2.2.2)

Buradaki uj; etkilesme potansiyelidir. Paralel ve anti-paralel spin ¢iftleri arasindaki

enerji farki

Ji>0 i¢in enerji minimumu agisindan ™ durumu, Ty durumundan daha tercih
edilir bir durumdur ve ferromanyetizma ile ilgilidir. J;;<0 i¢in bunun tam tersidir ve anti-
ferromanyetizma durumudur. Spinler arasi etkilesme enerjisini gj=sabit-2J;(S;S))
seklinde yazabiliriz. Buradaki sabit terimin 6nemi yoktur. J;; degis-tokus etkilesmesi de
spinler aras1 uzaklik arttikga hizla diismektedir ve en yakin komsular i¢in J sabit

degerinde alinabilir. O zaman 6rgiiniin etkilesme enerjisi

E =sabit—J ) (s;s,) (2.2.4)

e.y.k.

burada toplama (e.y.k.) en yakin komsular iizerinden yapilmaktadir. Enerjisi bu sekilde
verilen bir sistem Heisenberg modeli seklinde adlandirilir. (S;.S;) skaler carpimi

(SixSjxtSiySiy+SizSi») seklindedir. Bu ¢arpimu S;,S;, seklinde aldigimizda

E =sabit—J Zcicj (2.2.5)

e.y.k.
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o, =+1 spin yukari, o; =—1 spin asag1 durumunu gosterir.

olur. Etkilesme enerjisi (2.2.5) seklinde olan sisteme Ising model denir. J, >> J,, Jy
sistemin Hamiltonyenine giren spin bilesenini n ile gosterirsek Ising model i¢in n=1 ve
orgii uzay boyutu d ile birlikte kritik olayda belirleyici bir etkiye sahiptir. Sekil 2.1°de

iki boyutlu bir 6rgii goriilmektedir.

Faz gecisleri agisindan inceleme yapmak i¢in atomlarin kinetik enerjileri gz ardi
edilip sadece etkilesme enerjileri goz Oniline alinacak ve hesab1 kolaylastirmak igin +z
yoniinde kiigiik bir H dis manyetik alan1 uygulandigi kabul edilecektir. Bu durumda

sistemin Hamiltonyeni

H{Gi } = —JZGiGJ - ;,LHZ o} (2.2.7)

e.y.k

Sekil 2.1 iki boyutlu 6rgii konumlarinin asag1 ve yukari yonlii spinler tarafindan rastgele doldurulmus bir
konfigiirasyonu.
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boliisiim fonksiyonu da

Z,(H,T)=33...>exp[-BH{c, }] (2.2.8)

O; 0 Oy

=y>..2exp/ B X GiGj+BMHZGi (2.2.9)
oro o e.y.k i

olacaktir.

2.3 Ortalama Alan Teorisi

Stanley (1992) ortalama alan teorisini su sekilde tanimlamaktadir: Her bir manyetik
momentin diger momentlerle esit siddette etkilestigi sistemin modelidir. Dogadaki bir
cok sistem kisa menzilli fakat giicli etkilesmeler igerir, konu agisindan énemli olan bu

etkilegsmelerin diizeni bir pargaciktan digerine yayma seklidir.

Ise etkilesme olmayan N pargacikli bir sistemle baslayalim. Bir H dis manyetik

alaninda Hamiltonyen
N
H,ionyen = —8Hp 2 Si-H 2.3.1)
i=1

Si.H=m;. H (m=-S, -S+1, ...,0, ..., S-1, S)
g Lande faktorii Mg = ef/2mc Bohr magnetonu
spin ile manyetik momenti arasindaki —p=gu,S bagntisi kullanilip, her bir durum
uygun Boltzmann ¢arpami agirhg ile dikkate alindiginda sistemin (2S+1)" durumu

tizerinden toplami sonucunda boliistim fonksiyonu elde edilir. ﬁ =gu, alip

Z= Zs: ZS: exp(ximi) (2.3.2)

m=-s my=-$



=2" coshN(%x)

Genel S spinli bir sistem iginse

s}
=5

N

7=

18

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

etkilesme olmadigr durum i¢in boliisim fonksiyonu elde edilir. Paramanyetik bir

sistemin bolisim fonksiyonu ve onunla ilgili diger termodinamik fonksiyonlart

hesaplayabiliriz.

G(T,H)=-kTInZ

M(T,H):—(Qj = NKT —1InZ
t

oH

= MOBS(SX)

M, = M(T = 0,H =0)= NSp = NSgu,

manyetizasyonun en biiyiik degeridir.

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)
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B.(y)= ZszglcothizszglyJ—Lcoth[ ! y} (2.3.10)

Brillouin fonksiyonudur. S=1/2 6zel durumu i¢in

1 X

Ortalama alan teorisinin en temel kabulii sudur ki: Spinler arasi1 etkilesme H dis
manyetik alanina Hy, seklinde bir katki getirir ve bu katki da molekiiler alan parametresi
A ile manyetizasyona su sekilde baglhidir:

Hewin=H + AM(T,H) (2.3.12)
Bu durumda sistemin manyetizasyonu su sekilde olur:

M = M,B, BuS(H + AM)} (2.3.13)
D1s manyetik alan yoklugunda

M =M,B, [BusiM) (2.3.14)
Bu esitlik kapali formdadir ¢linkii M esitligin her iki tarafinda da bulunmaktadir. M=0
biitiin T degerleri igin bir ¢oziimdiir. M # 0 igin ise diger ¢oziim su sekilde elde edilir.

Sekil 2.2°den de goriildiigii gibi esitligin sag tarafinin baslangic egimi sol tarafinin

baslangi¢ egiminden biiyiiktiir. Brillouin fonksiyonunun seri agilimi

B (y)=S+1 _S+128*+2S8+1

2.3.15
’ 3S Y 3S 30S* ( )

kullanilarak sag tarafin baslangic egimi

Mo(ﬁ)“s—k=c§ (2.3.16)
33 JkT T
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M, = NSu kullanilarak

NE'S(S+1)
3k

C (2.3.17)

Curie sabiti bulunur. T< AC i¢in fiziksel olarak anlamli bir ¢6ziim bulmak miimkiindiir,

buna gore de kritik sicaklik T.=AC seklinde verilir.

A=0 i¢in etkilesme olmadigi durum i¢in T,=0 elde edilir. Ortalama alan teorisi i¢in kritik

iisler: B=1/2, 6=3, a=0, y=1.

¥ = M, B, (£t e

T, H=0)

Sekil 2.2 Esitlik (2.3.14)’lin sag ve sol taraflarinin M’ye kars1 grafikleri. M=0 biitiin T degerleri i¢in
¢ozlim varken, M # 0 i¢in Brillouin fonksiyonunun egimi 1’den biiyiik oldugu i¢in sadece yeterince
kiigiik T degerleri igin ¢6ziim olacaktir

Ayrica Heisenberg modelinde tek bir spini kiime olarak kabul edip diger spinler i¢in de
Si,=<S,> ve S;=Siy=0 alinarak da ortalama alan teorisi yaklasimi elde edilebilir.

Kiime Hamiltonyeni

H itonyen; = (— 22 J,(S,) - EHJSQ olur. (2.3.18)
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Bu modelin kritik sicaklik tahmini
k%zéqS(S—i-l) (2.3.19)

ifadesi ile verilir. Burada q koordinasyon (en yakin komsu) sayisidir, elde edilen kritik
sicakliklar deneysel sonucglarla uyusmaz. 2 boyutta tiggen orgiiniin ve 3 boyutta basit
kiibik yapinin en yakin komsu sayisi 6’dir ve kritik sicakliklar1 ayni olarak tahmin

edilir. Halbuki kritik olayda belirleyici konulardan birisi de boyuttur.

Kritik iis degerleri ortalama alan teorisinde boyut dikkate alinmadigi ve her
parcacigin digerleriyle etkilesmesi ortalama bir alan iizeriden hesaplandigindan
deneysel sonuglarla pek ortiismez. Bu yiizden gercek fiziksel sistemlere benzetebilmek
icin yeni modeller gelistirilmistir; bunlardan bir ¢ogunun bir ve iki boyutta (sadece
kiiresel modelin ii¢ boyutta) tam ¢6ziimii yapilabilmisse de li¢ ve {lizeri boyutlarda tam
¢cOziimleri ya da dis manyetik alan varliginda iki ve iizeri boyutlarda tam ¢ozlimleri

yapilamamustir.

HP)  —_jyg (). P) (2.3.20)

amiltonyen i ]

En genel sekilde yazilmig Hamiltonyen ifadesinde Si(D) D-boyutlu birim vektorlerdir
ve —J; 1 ve j konumlarma yerlesmis en yakin komsu paralel spin ¢iftlerinin <ij>

enerjisidir.

Ornegin D=1 igin spinler bir boyutlu (yukar1 ya da asagi yonelimli) ¢ubuklar
seklinde bir sistem olusturur. Yarim spinli Ising model Hamiltonyeni olusur ve bu
Hamiltonyen tek bilesenli akiskanlar ve ikili karigimlara da uygundur. Bu model Lenz
modeli ya da bir ve iki boyutta ¢oziildiikten sonra Ising-Onsager modeli olarak

adlandirlir.

D=2 i¢in diizlemsel Heisenberg modelinin Hamiltonyeni elde edilir. D=3 boyutlu

spinler i¢in klasik Heisenberg modeline indirgenir. Klasik Heisenberg modeli kuantum
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Heisenberg modelinin S— oo limiti seklinde diisiiniilebilir. (2S+1) farkli yonelim
yerine tim yoOnlere yoOnelebilen (siirekli) bir modeldir. Klasik Heisenberg modeli
kuantum modelin diistik sicaklik bolgesinde 1yi olmayan bir yaklasimi olmasina ragmen
T, kritik sicakligr yakinlarinda kritik iisleri elde etmek icin son derece gercekei bir
yaklagimdir. Kuantum Heisenberg modeline uyan EuO ya da EuS gibi ¢ok az madde
vardir, ¢linkii gergek hayatta maddelerdeki spinler ya ¢ok diizgiin dagilmamislardir ya
da etkilesmeler tam olarak izotropik degildir. Hamiltonyen (2.3.20)’deki en diisiik enerji
seviyesi J’nin isaretine baglhdir. J>0 i¢in paralel komsu spinler, J<O i¢in anti-paralel

komsu spin yonelimleri en diigiik enerjilidir.

D — o limitinde d>1 i¢in modeli ¢6zmek ¢ok kolaydir. d=3 boyutunda Berlin-Kac

modeli D — o limitinde ¢6ziimii yapilan tek modeldir.

d=1 dogrusal zincir veya bir boyutlu zincirin spin boyutu D=1 i¢in Hamiltonyeni
Ernest Ising tarafindan tam olarak ¢6ziilmiistiir. Lenz-Ising model olarak da bilinen bu
modeli bir boyutta H=0 ve T#0 durumunda faz gecisinin var oldugunu gostermek
icin ¢ozen Ising faz ge¢isinin sadece T=0’da olacagim1 gormiis; ¢ok sasirmis ve bu
sonucunu 2 ve 3 boyuta da genellestirmistir. Evet ama sadece 1 boyut i¢in elde ettigi
sonuglar dogruydu; boliisim fonksiyonu, iki spin korelasyon fonksiyonu, manyetik

alinganlik, 6z 1s1 ve diger fonksiyonlar1 dogru bir sekilde elde etmeyi basarmisti.

Transfer matris metodu denilen yontemin kullanilmasi d=2 boyutta H=0 igin
Onsager’in tam ¢oziimiine giden yolu agmistir. Tam ¢oziimiin yapilamadigi durumlarda
sayisal yaklagim tekniklerine basvurulur, bu tekniklerde elde edilen sonuglar cogu
zaman deneysel sonuglardan daha kesindir yani hata oran1 daha diisiiktiir. Bu teknikler
¢ogu zaman fizigi geri planda biraksa da kuvvet kanunu seklindeki tekillik sayisal bir

calisma sonucunda bulunmustur.

Basaril1 yaklagim metotlar1 ya ilgili termodinamik fonksiyonu sicakligin (T) artan
kuvvet serisine (diisiik sicaklik serisi) agmak ya da sicakligin tersinin kuvvet serisine

(yiiksek sicaklik serisi) agmak seklindedir. exp(— BH) “1n yiiksek sicaklik serisini

exp(— BH)=1—BH+%(BH)2 ¥ (2.3.21)
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boliistim fonksiyonunu da
Z.(T,H) = Tr(exp(— BH)) (2.3.22)

seklinde yazip Tr ifadesini kesikli degerler alan sistemler i¢in izinli durumlarin toplama,
stirekli sistemler i¢in ise manyetik momentlerin faz uzayinda izin verilen kisimlarinin

integrali seklinde diislinecegiz.

Boliisiim fonksiyonu serisinin ilk N terimini yazabilirsek diger termodinamik
fonksiyonlarin da ilk N terimlerini elde edebiliriz. Korelasyon fonksiyonu bdliisiim
fonksiyonunun igermedigi bir takim bilgileri (korelasyonlarin menzili vb. ) i¢cerdiginden
onun da yiiksek sicaklik seri agilimi hesaplanmalidir. Bu hesaplanirken kritik davranisin
orgli boyutuna bagl oldugu sonucuna ulasilir. Tabii ki bu serilerin kaginci terimde
kesilecegine ekstrapolasyon ile karar verilir yoksa kestigimiz seri Ongoriilen

termodinamik fonksiyonun tekilligini vermeyebilir.

Pathria (1996) ortalama alan teorisinin komsu spinler arast etkilesme
dalgalanmalarini ihmal ettigini ve komsularinin ortalamasiyla etkilestigini kabul ettigi
icin kritik sicaklikta faz gecisini aciklamakta yetersiz kaldigini ileri siirer. Ancak
etkilesimler uzun menzilli oldugu ya da uzay boyutu artirildiginda (d24) bu
dalgalanmalarin ortalamasi alindigindan ya da alakasiz degisken durumuna

geldiklerinde dogru sonuglar verdigini sdyler.

2.4 Uslerin Klasik Landau Teorisi
2.4.1 Kritik nokta civarinda a¢cilhimlar

Klasik teorilerin 6ngdrdiigli durum denklemleri kritik nokta civarinda deneysel
olarak gozlemlenen davranislar1 tahmin etmede basarisiz olmaktadir. Bir termodinamik
potansiyelin kritik nokta yakinlarinda miimkiin genel formlariyla ilgili en basit ve en
miikemmel kuramlardan biri Landau teorisidir. Landau teorisinin kritik nokta degerleri

klasik teorilerinkilerle aynidir yani bu degerler deney sonuglariyla uyumsuzluk gosterir.



24

Bu uyumsuzlugun nedeni olarak da Landau teorisinin kurulmasiin temeli olan “bir
termodinamik potansiyel kritik nokta civarinda seriye acilabilir” seklindeki gergekei
olmayan varsayimdir, bu seri her zaman yakinsak olmayabilir. Ornegin manyetik bir
sistemin Gibbs potansiyeli G(T,H), T=T,, H=0’da seriye a¢ilmak istenirse T ve H

degiskenlerine gore kismi tiirevler olacaktir:

0°G
_(asz =y, (T=T,,H=0) (2.4.1)
T=T,,H=0

Kritik noktada manyetik bir sistemin izotermal alinganlig1 sonsuz olacagindan Gibbs
potansiyelinin seriye ag¢ilimi yakinsak olmayacaktir. Bunun yerine Helmholtz

potansiyeli A(T,M) seriye acilirsa

0’A .
( asz =y (T=T,,M=0) (2.4.2)
T=T, M=0

sonlu (aslinda sifir) olacaktir ama

2
B s =Cy(T=T,,M=0) (2.4.3)
oT? M ¢
T=T,,M=0

ifadesi muhtemelen sonsuz olacaktir. Boylelikle kritik noktada yakinsak bir kuvvet
serisi liretme c¢abalar1 sonugsuz kalacaktir. Kuvvet serisinin yiiksek mertebeden
katsayilarinda tekillikler olabilir. Landau katsayilardaki tekilliklerin mertebesinin
hesaplamalarda kullanilan acilim terimlerinin mertebelerinden yiiksek olacagini
varsaydigi icin, kritik bolge ile ilgili tahminleri elde etmek icin diisiik mertebeli

katsayilar1 incelemenin yeterli olacagini kabul etmistir.
2.4.2 Landau teorisinin varsayimlari

Helmholtz potansiyelinin M=0, T=T. civarinda iki degiskenli fonksiyonlarin

standart Taylor serisi seklinde agilim1
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A(T,M)= XL (TIM’ =L, (T)+ L, (T)M> + L, (T)M* +... (2.4.4)

=0

burada Lj(T) katsayilar1 da T=T. civarinda agilabilir.

L(T)=31, (T-T,) =1, +1,(T-T,)+.. (2.4.5)

=1

A(T,M) M’nin ¢ift fonksiyonu oldugundan tek j degerleri i¢in L;(T)=0. Bu durumda

Landau teorisindeki durum denklemi H = (S—f\zj denklemi de kullanilarak
T

H=H(M,T)=3jL,(T)M"™ = 2L,(T)M +4L,(T)M" +... (2.4.6)

j=1

olur. M’ye gbére Helmholtz potansiyelinin bir kez daha tiirevi alinirsa izotermal

duyarliligin tersi

L_(@A) (o
-(28) () 24
i = Sii- 1)L, (M =21, (T)+12L , (T)M? +.. (2.4.8)

elde edilir. Manyetik sistemlerle ilgili bilgilerimiz L;(T) katsayilarina bazi sinirlamalar
daha getirir. Ornegin T — T, limitinde sifir alan manyetik duygunlugunun sonsuza

yaklagmasi beklenir (2.4.5) ve (2.4.8) denklemlerinden
17 (T,0)= 2L, (T) = 2{L,y +1,, (T=T, )+ 1, (T =T, F +...} (2.4.9)
elde edilir. Burada 1,, sifir olmasi gerektigi sonucu ¢ikar. Diger bir sinirlama da sabit

sicaklikta Helmholtz potansiyelinin, manyetizasyonun dis biikkey bir fonksiyonu

olmasidir. T>T, i¢in tim 1, katsayilari 1, >0 secilirse A(T,M) M’nin dis biikey bir
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fonksiyonu olacaktir. Fakat bu se¢cim de A(T,M)’nin sicakligin i¢ biikey bir fonksiyonu
olmas1 sartimi ihlal edecektir. T<T, i¢in A(T,M)’nin M’ye gore dis biikey olacagini
garanti edemeyiz. Denklem (2.4.9)’da 1,, 20 olmast durumunda T asagidan T.’ye
yaklagtigi zaman izotermal duygunluk negatif olacaktir. T.nin altinda M’ye gore
A(T,M)’nin dis biikeyligini yeniden saglamak i¢in (2.4.4) ve (2.4.5) denklemlerinde
basit bir degisiklik yapilarak (T-T.) nin yerine |T-T¢| konulur. Bu degisiklik de bir bagka
olumsuzluk igerir. (2.4.5) denkleminde |T-T|’nin varligt M’nin sabit bir degeri i¢in
(hentiz sifir degil) A(T,M)’de T=T.’de matematiksel 1raksamalar olacaktir. Halbuki

M #0 durumlarinda A(T,M)’nin T’nin analitik bir fonksiyonu olmast istenir.

2.4.3 Landau teorisinin kritik nokta tahminleri

(2.4.6) durum denkleminde H=0 ve kiigiik M degerleri i¢in

0={L,(T—T,)+..}+2M*{l,, +1, (T~ T,)+..}+... (2.4.10)
b Per 1)
M_LmJ (T,-T) (2.4.11)

buradan manyetizasyon kritik {issiiniin =2 oldugu goriiliir.

(2.4.8) denkleminden izotermal alinganlik

2 (M) =2{1, (T =T, )+ ..} +12M* {I, + 1, (T =T, )+...} (2.4.12)
bu denklemde T>T. ve H=0 oldugunda M=0 olacagindan sifir alan alinganligin

7 (T,0)=21,(T-T,)+... (2.4.13)

v=1 oldugu goriliir. T<T, durumunda ise sifir alan manyetizasyonu sifirdan farklidir

denklem (2.4.11)’deki M? denklem (2.4.12)’de yerine yazilirsa

Xr =4, (T, =T)+... (2.4.14)
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y=1 ve y=y oldugu goriiliir. T<T.’de alinganhigin T>T.’dekinden 2 kat daha hizli
sifirdan uzaklagtigi sonucuna varilir ki Landau teorisinin ortalama alan teorilerinin
kritik tslerini tahmin etmekle kalmayip bu orani bile tahmin edebilecek kadar basarili
oldugu anlagilir.

T=T. de essicaklik egrisini elde etmek i¢in denklem (2.4.6)’da T yerine T, yazilirsa
H(T,,M) =41, M’ +... (2.4.15)

ve 0=3 elde edilir.

2
a ve o isleri CH(T=H:0):_T(2TC2}

] in davraniglarint tanimlamada kullanilir.
H

(2.4.4)’deki Landau acilimi A(T,M) Helmholtz potansiyeli i¢in oldugundan once

2
Cy = —(T( ZT?D yi hesaplamak ve sonra da C,, —C,, = Ta.,,’y; denkleminden Cy’1
M

elde etmek en iyi yaklagim olacaktir.
T>T, i¢in H=0 durumunda M=0 olacaktir. (2.4.4) denkleminden

Cy =Cy =TIy, 461, (T-T,)+0(T-T,} )} (2.4.16)

T<T. i¢in (2.4.11) denklemini kullanarak

Cy = —T{2loz +{6103 —(%}}(T—TCM..} (2.4.17)

Oy = (Z—I;Ij ve . i¢in gerekli denklemler kullanilarak
M

2

C,-C, = T(IA]{H@(T—TC )} (2.4.18)

40

(2.4.17) ve (2.4.18) denklemlerinden T=T.’de Cy’1n
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12
AC, =1 =2 |21, T, (2.4.19)
2140

biiyiikliigiinde basit bir sigrama siireksizligine sahip oldugu gériiliir a=a=0.

Landau teorisi kritik olay1 aciklamada iki ydénden basarisizdir. 1lki (2.4.4) agilimu
A(T,M)’nin T ve M’ye gore kismi tiirevlerinin var ve sonlu olduklarini kabul eder.
Ozellikle (2.4.4) acilimi 6z 1s151 sonsuza iraksayan sistemler icin gegerli degildir.
Ornegin Fisher’e gore iki boyutlu Ising model i¢in (sifir alan Helmholtz potansiyeli

Gibbs potansiyeline 6zdestir) T>T, durumunda
A(T,0)=A(T,,0)+a(T-T,)+b(T-T,)’ In(T-T,)+... (2.4.20)
seklinde yazilabilir. Sonug olarakta sicakliga gore ikinci tiirevi alinarak 6z 1sinin
C, =—2bTIn(T-T,)-3bT (2.4.21)

seklinde logaritmik bir tekilligi olmasi gerekir. Kritik sicaklikta ¢ogu manyetik
sistemler sonlu 0z 1siya sahip olmaktadir. Herhangi bir niceligin sonsuz oldugunu
deneysel olarak ispatlamak miimkiin degildir. Sistemler lizerindeki dl¢timler de C(T=T.)
sonlu olabilecegini T=T.’ de sivri uglu tekillik oldugunu gdsterir. Sonug olarak Landau
teorisi bir iist mertebede bile hala bagarisizdir. Bu teori daha ¢ok gecis sicakliginda 6z
1s1s1 sonlu olan ferroelektrik, siiper iletkenlik gibi sistemleri daha iyi tanimlamaktadir.
Ikinci olarak ise Landau teorisinin tahmin ettigi kritik nokta {islerinin ¢ogu deneylerle
elde edilen iis degerleriyle uyumlu degildir. Landau teorisiyle ilgili daha kapsamli bilgi
icin Stanley (1971)’e bagvurulabilir.

2.5 Korelasyonlar

Baxter (1982) 1. ve j. spinler arasinda korelasyonu

g; =<Sisj>_<si><sj> (2.5.1)
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seklinde belirtir. Eger sistemin enerjisi Oteleme altinda degismez kaliyorsa
<si> = <sj> = M(H,T) , 8 = g(rij) olur ve g(r) korelasyon fonksiyonu i. ve j. spinler

arasindaki mesafeye r;; bagl olarak degisir.

Kritik sicakliktan uzakken korelasyon fonksiyonu r’nin biiyiimesiyle iistel olarak

azalir, k sabit birim vektér olmak iizere

X

g(xf(): x e & X —> 00 (2.5.2)

burada t herhangi bir say1 ve & de korelasyon uzunlugudur. Korelasyon uzunlugu H ve

T’nin bir fonksiyonudur ve kritik sicaklikta oo olur (1raksar).

£(0,T)~t™ t—>0"
~(-t)” t—0
v ve v korelasyon uzunlugu kritik tisleridir. Kritik sicaklikta uzun mesafe korelasyonlar

1zotropik olur ve kritik iisler de yonden bagimsiz olur, korelasyon fonksiyonu da kuvvet

kanununa uygun olarak azalir:
g(r)~ ez (2.5.3)
6l¢ekleme hipotezine gore T kritik sicaklig1 yakinlarinda r~& olur.

Pathria (1996) g(i, j)= <sisj>—<si><sj> fonksiyonunu i=j i¢in i konumundaki spin

degiskeninin ortalama kare dalgalanmalar1 olarak da diisiiniilebilir demektedir.

gli,j)= <(Si (s, >)( i~ <SJ>)> (2.5.4)

seklinde de yazabiliriz. Sistemin 1 ve ] konumlarindaki diizen parametresinin
dalgalanmalarinin korelasyonunun bir 6l¢iisii olarak da yorumlayabiliriz. Dalgalanma-
dagilma teoremine gore manyetik alinganlik korelasyon fonksiyonlarinin i ve j

tizerinden toplanmasina esittir.
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x= ﬂ(W—W) (2.5.5)

=B u > el (2.5.6)

homojenlik oldugunda (r=r; —;)

7% =NBu Y g(r) (2.5.7)

2.6 Olcekleme Teorisi

Stanley (1971) termodinamik fonksiyonlarin dlgekleme hipotezine iligskin
calismasinda kritik nokta tisleri arasindaki esitsizliklerin bazi durumlarda esitlik olarak
saglandigina deginir. Heniliz kesin olarak ispatlanamamis olmasina ragmen statik
Ol¢ekleme yasasi veya homojen fonksiyon yaklasimi da denilen bu yonteme gore bu
esitsizliklerin esitlik seklinde saglandig1 gosterilmektedir ve heniiz tersi de ispatlanmig
degildir. Kritik iislerin ortalama alan teorisindeki degerlerini aldigini ileri stiren Landau
teorisinin aksine dl¢cekleme yaklagimi kritik iis degerlerini vermek yerine onlar arasinda
bagintilar verir ve durum denklemini tahmin etmeye calisir. Statik Slgekleme fikrini
Widom, Domb ve Hunter ileri siirmiisler Kadanoff ise bunu korelasyon fonksiyonuna

uygulayan ilk isim olmustur.

Huang (1987) bu konuya soOyle yaklagmaktadir. Adindan da anlasilacagi gibi
Olcekleme teorisi uzunluk 6l¢eginin degismesiyle niceliklerin nasil degisecegini belirler.
Boyutlu bir niceligin degeri uzunluk 6lgeginin standart birimleri cinsinden ifade edilir
ve standart birim degisirse o da degisir. Bu durumda boyutlu birimler boyutlarina uygun
bir sekilde degisirken boyutsuz bir nicelik degismez kalacaktir. Onemli &lgekleme
kanunlar1 kritik sicaklik yakinlarinda & korelasyon uzunlugunun sistemin karakteristik
tek uzunlugu oldugunu ve diger termodinamik fonksiyonlarin 6lgekleme kanunlarinin

bu uzunluk cinsinden tiiretilebilecegi varsayimindan yola ¢ikar.
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Dobrosavlijevic (2005) kritik nokta yakinlarinda & korelasyon uzunlugu orgii
noktasinin uzunlugundan c¢ok daha uzun &>>a oldugu icin, kritik davranista uzun
mesafe dalgalanmalarinin baskin gelip sistemin kisa Ol¢ekli detaylari siipiirdiigiinii
alakasiz hale getirdigini ileri siirer. Zaten Olgekleme hipotezlerinde bu kisa menzil
detaylar degil diizen parametresinin simetrisi ve boyutun énemi vardir. Aymi ¢aligsmada
Kadanoff’un kritik sicakligin ¢ok yakinlarinda tek tek spinleri ele almaktansa spin
kiimelerini ele alarak yeni bir yaklasim gelistirdigi, bunun da Wilson’un

renormalizasyon grup metodunu gelistirmesine neden oldugundan bahseder.

Sun (1999)’a gore &>>L oldugunda sonlu orgii etkileri goriliir. E>>L(t,H,)
oldugunda sistem boyutu uzun menzil korelasyonlarmi keser ve kritik noktadaki
tekilliklerde kayda deger bir yuvarlaklasma hatta bir miktarda kayma goriiliir. Ornegin
L dogrusal boyutlu bir sistemde manyetik alinganlik T.’den farkli bir Ty sicaklifinda
pik (tepe) yapar, onun maksimumu i¢in sdyle bir yaklasim yapilabilir;

w(LT )~ T, -T,[" (2.6.1)

buradaki Tr, degeri & korelasyon uzunlugunun iist limiti L degerine ulastig1 sicakliktir.

-1

t’;(L, T, ) ~L~ |TL -T, ~LY L— oo limitinde T, = T, olacagindan

" buradan [T, - T,

—B

i o
%(L,T.)~L" benzer islemler yapilarak M(L,T,)~L" ve C(L,T,)~L" elde edilir.

Bunlardan baska bir de dinamik kritik s z vardir ki, kritik yavaslamanin bir
Olctistidiir. Kritik yavaslamay1 su sekilde tanimlayabiliriz: Kritik sicakliga yaklastikca
korelasyon fonksiyonu 1iraksamaya baslar. Ornegin Ising modelde degis-tokus
etkilesmesinden dolay1 spinler komsulartyla ayni1 yonde olma egilimindedirler. Sistemde
biiyiik spin kiimeleri vardir ve bu kiimelerdeki spinlerin hepsi ayni yonii gosterirler. Bu
kiimedeki spinlere correlated (iligskilendirilmis) goziiyle bakabiliriz. Kritik noktada her
biiyiiklilkte kiime bulmak miimkiindiir, bunlarin en genisinin Olgilisii korelasyon
uzunlugu &’dir. Var olan bu kiimelerin bozulmasi ve yeni bir kiimeler konfigiirasyonu

olusturmak i¢in ge¢en zamana dekorelasyon zamani t diyelim.
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Kritik noktada bir kiimenin ortasindaki bir spinin yOniiniin degismesi olasilig1
oldukga diisiiktiir. Spin kiimeleri sadece sinirlardan (kenarlarindan) degistirilir bu da
korelasyon uzunluguna kuvvet kanunuyla bagl olan dekorelasyon zamaninin artmasina

neden olur.

Toc & (2.6.2)

buradaki z dinamik kritik {stiir. Simiilasyonlarda dogrusal boyutu L olan orgiiler

kullanildig: i¢in sonlu 6rgiilerde korelasyon uzunlugu L 6rgii uzunlugu ile sinirlandirilir.

Toc L (2.6.3)

Sonlu sistemlerde kritik sicaklikta korelasyon uzunlugu 1raksamaz sadece keskin bir
egimle pik degerine ulagir. Simiilasyonlarda dekorelasyon zamani dogrusal boyut L’ye
kuvvet kanunuyla bagldir. Iki boyutlu Ising modelde z dinamik kritik {issii 2
civarindadir. L=32 6rgii boyutlu bir sistemde birbirinden istatistiksel olarak bagimsiz
100 konfigiirasyon elde etmek icin gecen siire t ise sistemin boyutu 2 carpani ile
artirlldiginda L=64 olan sistemde birbirinden istatistiksel olarak bagimsiz 100
konfigiirasyon elde etmek icin gegen siire 16t olacaktir. Genel olarak L dogrusal boyutlu
bir sistemde sabit sayida istatistiksel olarak bagimsiz konfigiirasyonlar elde etmek i¢in
gerekli CPU zamam L ile orantilidir. Burada d uzay boyutu ve z ona uygun dinamik

kritik Ustur.

Aktekin (2000)’e gore geleneksel sonlu 6rgii 6lcekleme bagintilar1 d >4 boyutlarina

uygulanamaz, d >5 boyutlardaki sonlu 6rgii 6lgekleme bagintilar1 onlardan farklidir.

Detayli denge

Fiziksel bir sistem temel bir degiskenler kiimesi ile tanimlanir ve bu degiskenlerin
alabildigi tim degerlerde konfigiirasyon uzayimi olusturur. Konfigiirasyon uzayinda
herhangi bir anda sistem bir nokta ile temsil edilir. Ornegin diizlemde hareket eden
parcacik koordinatlar1 x, y ve momentumunun Py, P, bilesenleri ile tanimlanir ve

sistemin gelisimi konfigiirasyon uzayinda bir noktanin hareket etmesiyle temsil edilir.



33

Dengedeki bir sistemin kopyalarindan olusan bir koleksiyon alalim ve her bir
kopyanin zaman igerisinde gelismesine izin verelim. Herhangi bir anda farkli kopyalar
miimkiin olan biitiin konfiglirasyonlarda bulunabilirler bu da faz uzayinda bir olasilik
dagilimi olusturur. Bir kopyanin konfigiirasyon uzayinda bir t aninda C noktasinda

bulunma olasilig1 P(C,t) su temel denklemi saglar.
%P(C, t)=>[ P(C,.t)W(C, - C)-P(C,t)W(C—>C,) ] (2.6.4)

Burada C, konfigiirasyon uzayinda herhangi bir nokta, W(C —C,) ve W(C, —C)

sirastyla C noktasindan C, noktasina gecis yapma olasilig1 ve tam tersidir. Koleksiyon
dengede oldugundan olasilik dagilimi zamandan bagimsizdir ve biitiin t’ler igin
P(C,t)=0 herhangi bir anda C’den ve C’ye gecislerin sayisi esittir. Konfigilirasyon
uzayinda her nokta i¢in (2.6.4) seklinde denklemler mevcuttur ve bunlarin tamami temel
denklemi olusturur. Dengedeki sistemlerin simiilasyonunda algoritmalarda gegis
olasiliklart W’lar oyle secilmelidir ki temel denklem sifira esit olmalidir; sistemin
ergodik olmak sartiyla dengeye ulasmasi ve dengede kalmasi garantilenmis olsun.
Detayli denge sartt iki konfiglirasyon arasinda gecis olasiliklarini su sekilde

iligkilendirir:

P(C,)W(C, - C,)=P(C,)W(C, > C,) (2.6.5)
zamandan bagimsiz oldugu icin zaman belirtilmedi. (2.6.5) esitligi temel denklemi
saglamaktadir. Olasiliklarin dagilimi i¢in en uygun dagilim Boltzmann dagilimidir.

Sistemin E enerjili C noktasinda bulunma olasilig:
P(C)=—e** (2.6.6)

B=1/kT ve Z boliistim fonksiyonudur. Denklem (2.6.5)’1 (2.6.6)’da yerine yazarsak

W(Cl - Cz) _ AB(E-E;)

WE 50)°° (2.6.7)

Gegis olasiliklart i¢in gereken sart elde edilmis olur.
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3. ALGORITMALAR VE SIMULASYONLAR

3.1 Ising Modelinin Simiilasyonu icin Algoritmalar

Kalay (2001) bu konuyu inceledigi ¢aligmasinda su bilgileri vermektedir: Fiziksel
sistemlerin davranislarini inceleyebilmek igin cesitli modeller vardir: Orgii gaz1 model,
Potts modeli, X-Y ve Heisenberg modeli, Gausyen ve kiiresel model, perkolasyon
modeli vb. Ising modeli faz gegisi yapabilen bir sistemi en etkili bir bi¢imde anlatan
modeldir. Bu modeli W. Lenz (1920) basit bir ferromanyetik model olarak bulmustur.
Ising modelin bir boyutlu uzayda ¢6ziimii 1925 yilinda Ernest Ising tarafindan
gergeklestirilmistir. Ising bir boyutlu uzayda paramanyetizmadan ferromanyetizmaya
faz gecisi olmadigin1 géstermistir, yani T # 0 durumunda faz gegisi yoktur. Onsager iki
boyutlu uzayda Ising modelinin analitik tam ¢6ziimiinli dis manyetik alan yoklugunda
gerceklestirmistir (1944). Onun bu ¢oziimiinden iislerin Landau teorisinin o ana kadar
dogru verdigi diisliniilen kritik iislerden oldukga farkli oldugu goriilmiistiir. Ne dis
manyetik alanin varliginda iki ve ne de alan yoklugunda {i¢ boyutlu Ising modellerinin
analitik ¢6zlimii heniiz yapilamamustir. Ising modeli ferromanyetik maddenin
termodinamik o6zelliklerini incelemek i¢in kurulmus bir modeldir. Ising modelinin
simiilasyonu yapilirken incelenen sistem sabit noktalardan olusan ¢ok boyutlu periyodik
bir érgii olarak almir. Orgiiniin geometrik yapisi iki boyutlu uzayda kare, iicgen vb. iic
boyutlu uzayda kiip vb. daha yiiksek boyutlu uzaylarda genel olarak soyut kiip
(hypercube) olabilir. Her orgii konumuna +1 veya -1 degerlerinden birini alabilen S;
(i=1, 2, ..., N) spin degiskeni takilmistir. Sistemde bundan bagka degisken yoktur. Eger
Si=+1 ise i. konumdaki spinin yukar1 yoneldigi ve Si=-1 ise i. konumdaki spinin asagi
yoneldigi sodylenir. Verilen bir {S;} spin kiimesi biitiin sistemin konfigiirasyonunu
belirtmektedir. {S;} ile belirtilen konfigiirasyona sahip olan bir sistemin enerjisi

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
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E, :_%Jijsisj_HZISi (3.1.1)
ij i=

Burada I alt indisi Ising enerjisini, <ij> de toplamin en yakin komsu spin ciftleri
izerinden alinacagini gostermektedir. Sistem diizgiin bir H manyetik alani ile ya ayni
yonde ya da zit yonlii olmaya zorlanan miknatislar seklinde diisiiniilebilr. J;; eslesme
sabiti, H ise dis manyetik alandir. Izotropik etkilesmelerin sdz konusu oldugu durumda
Ji=J almir. Eger J>0 ise, komsu spinler hem birbiri hem de H ile ayn1 yonde olmaya
caligirlar, boylece model ferromanyetik olur. Eger J<O0 ise, komsu spinler hem birbirine
hem de H’ye zit yonde olmaya c¢aligirlar, bdylece model antiferromanyetik olur. J=0
icin, bir paramanyetigin Hamiltonyeni elde edilir; spinleri diizenleyici tek etki dig
manyetik alan H’dir. Spinler karsilikli etkilesmediginden dolayr da faz gecisi
gozlenmez. Ising modelinin tanimi ¢ok basit olmasina ragmen, genis uygulama alan
vardir. Faz gecisi gosteren sistemler igin gelistirilen modellerin tam ¢oziimleri hem
uzun ve zor, hem de ¢ok az durumda basarili olmuslardir. Ornegin Ising modeli dis
manyetik alan yokken sadece iki boyutlu uzayda tam olarak ¢oziilebilmistir. Boyle bir
durumda bu sistemleri ele almakta bilgisayarin kullanilip kullanilamayacagina bakmak
dogaldir. Esasen faz gegisleri ve kritik olaylarin anlagilmasindaki ilerlemelerin biiyiik
boliimii tamamen ya da kismen bilgisayar simiilasyonu sonuglarina dayanmaktadir.
Bilgisayar simiilasyon ¢alismalar1 deneysel caligmalarla teorik ¢aligmalar arasinda bir

koprii gérevi gortir.
3.1.1 Metropolis algoritmasi

Kalay (2001)’a gore istatistik sistemlerin simiilasyonu Metropolis ve arkadaslarinin
gelistirdikleri algoritmaya dayanmaktadir. Bu algoritma markovian bir yontem ile
konfigiirasyonlar {iretir. Markov yontemi (sistemin var olan konfigiirasyonundan yeni
bir konfigilirasyon iiretme) icin ¢ok 6nemli ve ¢ok sik kullanilan algoritma ilk olarak
Metropolis ve arkadaslar1 tarafindan tiiretilmistir (1953). Konfigiirasyonun o
durumundan o durumuna degisimi sonucunda sistemin enerjisindeki degisiklik

hesaplanir. Enerji degisimi negatif ise yeni konfigiirasyon otomatik olarak kabul edilir,

plE_-E,)

fakat degisim pozitifse yeni konfigiirasyon e olasilig1 ile kabul edilir. Fan

(2004) detayli denge kullanildigimi ve spinlerin tek tek ¢evrildigini sdyler. Karaoglu
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(2004)’nun 6rnegi konuyu daha anlasilir yapacaktir. Ising modelinin simiilasyonunda
ilk olarak tek spinin ters ¢evrilmesi i¢in ugrasilir. Bu spin rastgele olarak segilir ya da
ornek spinlerden her biri ters gevrilebilir. Daha sonra yeni ve eski konfigilirasyonlarin
enerjileri karsilastirilir. Bir spinin ters ¢evrilmesi iizerine enerji degisimi sadece spinin
en yakin komsularmin degerini igerir. Bilgisayar yoluyla rastgele sayi iireteci verilen
olasiliga uygun olarak kabul ya da red edilerek kullanilir. Bunu daha ayrintili incelersek
(iki boyutlu) Monte Carlo simiilasyonu algoritmasi su adimlardan olusur:

1. Bir kenarinda L sayida spin olan ve toplam L* spinden olusan bir kare orgii alinir.
Once T sicakliginda rastgele bir baslangic konfigiirasyonu olusturulur. Yazi-tura
atilarak tiim spinlere(+1) degerlerinden biri verilir. Bu durumun E enerjisi ve M
manyetizasyonu not edilir.

2. Monte Carlo déngiisii: Orgiideki spinlerden biri rastgele secilip alt-iist edilir. Bu
spinin x- ve y- yoniindeki indisleri (i,j) olsun. Bu yeni durumda, o spinin komsulariyla
olan AE enerji artis1 hesaplanir. (Bkz. Sekil 3.1) Iki durum olabilir:

a. AE<0 ise, yeni konfigiirasyon dogrudan kabul edilir, enerjisi ve manyetizasyonu
hesaplanir.

b. AE)0 ise, Boltzmann formiiliiyle bu duruma gecis olasilig1 p hesaplanir.

—AE

P=c¢ /' (3.1.2)

Bu durumu kabul edip etmemek iizere zar atilip [0,1] araliinda rastgele bir q sayis1

tiretilir. Yine iki durum olabilir.

e q<p ise, pozitif enerjili bu yeni konfigiirasyon kabul edilir, enerji ve

manyetizasyon hesaplanir.

o qQ)p ise, bu yeni konfigiirasyon reddedilir, eskisiyle devam edilir.
3. Monte Carlo dongiisii binlerce kez tekrarlanir. Her doniiste hesaplanan M
manyetizasyon degerleri kiimiilatif (birikimli) olarak toplanir.
4. Dongii bittiginde, kiimiilatif degerler dongii sayisina ve toplam N spin sayisina
boliinerek, spin bagina M manyetizasyonu bulunur.

5. yeni bir T sicakliginda 1-4 adimlar tekrarlanir.
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Sekil 3.1 (Karaoglu,2004) Bir spinin 4 komsusuyla etkilesmesi. Merkezdeki spin alt-iist oldugunda,
enerjiye farkli katkilarda bulunan 5 durum olusabilir.
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3.1.2 Spin kiimesi (cluster) algoritmalar:

3.1.2.1 Swendsen-Wang algoritmasi

Fan (2004)’a gore hem Swendsen-Wang hem de Wolff algoritmasi komsu spin
ciftleri arasinda baglarin kuruldugu kiime algoritmalaridir. Uygun kiime
konfigiirasyonlart olusturup kiime ya da kiimelerin bir kerede ters cevrilmesiyle
dinamik kritik {is azaltilir. Swendsen-Wang algoritmast:

1- Baslangic spinleri rastgele yonlendirilir. Komsu spinler arasinda baglar olusturulur ve
bu baglar tek tek incelenir.

2- Komsu iki spin zit yonlii ise silinir, ayn1 yonlii ise 1-e2? olasilikla bu bag dondurulur
veya e olasilikla silinir. Boylelikle biiyiik spin kiimeleri kiigiik kiimelere boliiniir.
Tek bir spinin higbir komsusuyla bagi yoksa o da tek bagina bir kiime sayilir.

3- Bu kiimeler p="% olasilikla ters ¢evrilir.

4- Baslangictaki spin orgiisii yeniden olusturulur.

Bu adimlar tek bir MC adimidir. istenilen adim kadar gidilip program durdurulur.

Benzer iki spin arasindaki bagin silinmesinin miimkiin olmas1 ve herhangi bir durum
tek basamakta baska birinden elde edildiginden, bu islemin girilebilirlik kriterini
destekledigi anlasilmaktadir. Bagli numunelerin belirli ¢ifti igin tek bir Swendsen-Wang
admminda bir durumdan diger bir duruma déniisen o ve o konfigiirasyon ¢ifti géz oniine
alinmas1 halinde silinen adimdan sonra benzer bag hiicreleri boyunca o
konfigiirasyonundan a konfiglirasyonuna bir yol vardir. Belirli yollar boyunca ileri ve
geri gecis olasiliklart  exp [— B(E, —E, )] ’dir.  Bu  durum kiigiik tersinirlik
(microreversibility) ic¢in gereklidir. Tim miimkiin ileri ve geri yollar bu gecis

olasiliginin i¢ine girer.
3.1.2.2 Wolff algoritmasi
Fan (2004)’a gore bu algoritma Swendsen-Wang algoritmasina ¢ok benzerdir. Tek

farki bu algoritmadaki kiime p = 1 olasilikla cevrilir. Algoritma soyledir:

1- Baslangi¢ konfigiirasyonu olusturulur.
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2- Rastgele bir spin c¢ekirdek spin olarak segilir ve bu spine paralel olan
komsularindan bir ¢evre listesi olusturulur.

3- Cevre listesinden bir spini sil ve bu spini 1-e” olasilikla kiimeye bagla. Bir
zaman adiminda ¢evre spin ile komsularindan biri arasinda bag kurma denemesi
yapilmissa o komsuya bu zaman adiminda bir daha ugranmaz.

4- Eger cevre spin kiimeye eklenmemisse paralel komsularimi belirle, kiimede ve
cevre listesinde olmayanlar varsa ¢evre listesine ekle.

5- 3-4 basamaklarini yeni bir spin eklenmeyinceye kadar tekrar et ve kiimeyi ters
gevir.

Bu adimlar istenilen miktarda tekrarlanir.

Bu islem erisilebilirlik kriterine uygundur ¢iinkii kiimenin tek bir spin igermesinin
sifirdan farkli bir olasil§ vardir ki; tek spinlerin ters cevrilmesiyle diger bir
konfigiirasyona ulasilabilir. Swendsen-Wang algoritmasi ile Wolff algoritmasi arasinda
yakin benzerlik vardir. Spin kiimesine yeni bir spin baglanma ihtimali Swendsen-Wang
algoritmasindaki bir bagin muhafaza edilmesiyle aymdir. Iki ydntemde de spin
kiimesinin biliylimesi ayni ortalama {iizerinde olacaktir. Ancak Swendsen-Wang
algoritmasinda biitiin spin kiimeleri her basamakta bir spin yon degistirmesine maruz
kalir. Wolff yonteminde ise sadece baslama spinini i¢eren kiime maruz kalir. Bu daha
biiylik kiimelerin Wolff isleminde daha sik bdyle yon degistirmelere maruz kaldigini

gosterir. Bu biiyiik kiimelerde harcanan biiyiik gayret algoritmay1 daha etkin yapar.

3.1.3 Creutz’un gezgin demon algoritmasi

Kalay(2001)’dan 0grendigimize goére molekiiler dinamik olarak bilinen yontem
Monte Carlo yonteminin bir alternatifidir. Yontem, klasik bir dinamik sistem igin
Hamilton hareket denklemlerinin sayisal integrasyonunu igerir. Baglangi¢ sart1 olarak p
genellestirilmis momentum ve q genellestirilmis koordinatlar belirlidir. Toplam enerji
sabittir. Molekiiler dinamik hesaplamalarda rastgele say: iireteci kullanilmamaktadir.
Sistemin istatistik yapisi biiylik bir faz uzayinin karmasikligindan meydana gelmektedir.
Molekiil dinamigi metodunun anlasilmasi igin fiziksel sistemlerin mikroskopik
tanimlarinin ¢ok i1yi yapilmasi gerekmektedir. Bu sistemler birkag pargaciktan veya cok
parcaciktan olusabilir. Molekiil dinamigi 6zellikle kat1 ve sivilarin molekiil yapilari,
enerjileri ve hareketleri ile bulk (pargacik sayisinin sonsuz oldugu durum) 6zelliklerinin

ayrintili bir sekilde arastirilmasina imkan saglamaktadir. Sistemin deterministik (belli
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kurallara bagli) gelisimi uygun bir Hamiltonyen yardimi ile gergeklestirilmektedir. Bu
tiir algoritmalarda sicaklik bir giris parametresi olarak kullanilmamakta ve sicaklik
degeri farkli serbestlik dereceleri arasinda enerjinin es boliisimii kullanilarak

hesaplanmaktadir.

Metropolis ve arkadaglarinin algoritmasi ile molekiil dinamigi arasina giren diger bir
simiilasyon ydntemi Creutz (1983) tarafindan gelistirilmistir. Oncelikle "demon" (spine
eslenik momentum) denilen bir serbestlik derecesi tanimlanmaktadir. Bu yeni degisken
molekiil dinamigindeki eslenik momentumun benzeridir. Molekiil dinamigindeki
eslenik momentumun kinetik enerjinin hesaplanmasinda kullanilmasina benzer sekilde
demon da kinetik enerji tagir. Sistemin toplam enerjisi korunacak sekilde gezgin demon
rastgele olarak spinleri ziyaret eder. Demon bir hiicreye ulastig1 zaman uygun bir spini
ters cevirmek i¢in girisimde bulunur. Eger spinin enerjisi diisikkse demon spine enerji
aktarir ve spinin ters ¢evrilmesine yetecek kadar enerji aktarilmigsa spin ters cevrilir.
Aksi takdirde baska uygun bir hiicredeki spini ters ¢evirmek i¢in hareket eder. Demon
enerjisini Ustel olarak aktarir. Biiyiik sistemlerde demonun enerjisi toplam enerjinin
sadece kiiciik bir kismin1 gosterir. Demon’un rastgele olarak spinleri ziyaret etmesinden
dolay1 bu algoritmaya Creutz’un gezgin demon algoritmasi denilir. Bu algoritmada tek

bir gezgin demon kullanilacagi gibi birden fazla gezgin demon da kullanilabilir.

3.1.4 "Cellular automaton'lar

Merdan (2002) bu konuda oldukg¢a kapsamli bilgi verir. "Cellular automaton" ilk
olarak Neuman ve Ulam tarafindan "Cellular space" adi ile biyolojik sistemlerin
simiilasyonu i¢in Onerilmistir. CA’lar i¢in ilk temel teori Wolfram (1983) tarafindan
verilmistir. Bir CA’da orgii hiicrelerine ait olan bir veya daha ¢ok degisken verilen bir
kurala uyarak es zamanli olarak degisir. Bolgesel ic etkilesmeye sahip ¢ok sayida farkl
elemanlar igeren fiziksel sistemler CA olarak modellenmistir. Trafik, kum ve benzeri
tanecikli sistemlerin akisi, diflizyon, "dendritic" kristallerin biiyiimesi, "turbulent"
stvilarin uzaysal yapisinin modellenmesi 6rnek olarak verilebilir. CA’larda uzay ve
zaman kesikli degerlere sahiptir ve sonsuza kadar genisletilebilen diizenli bir hiicreler
orgiisiinden olusur. Orgiiniin her bir hiicresinde kesikli degerler alabilen degiskenler yer
almaktadir. Bir CA’un davraniginda bu hiicre degiskenlerinin degerleri de belirleyicidir.

CA kesikli zaman adimlarinda gelisir ve gelisim esnasinda bir hiicre degiskeni bolgesel
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bir kurala uyarak bir 6nceki zaman adiminda kendisi ve kendisine komsu hiicrelerdeki
degiskenlerin degerlerine baglh olarak yeni degerini alir. Bir hiicrenin komsular: ifadesi
ile genellikle hiicrenin kendisi ve ona en yakin komsu hiicreler kastedilmektedir.
Herhangi bir zaman adiminda tiim hiicre degiskenlerinin degerleri 6zdes bir kural
yardimiyla es zamanl olarak elde edilmektedir. Genel olarak d-boyutlu bir CA’un
gelisimi icin periyodik smir sarti kullanilmaktadir. Periyodik smir sartinda orgiiler
olusturulurken periyodikligi saglamak i¢in N+1’inci Orgili noktasinin 1’inci Orgii
noktasina denk oldugu (N+1)E(l) kabul eldir. Bunun disinda serbest sinir sart1 da

kullanilmaktadir. Bu smir sartinda N+1’inci 6rgii noktasmm sifir oldugu (N +1)=(0)

kabul edilir.

Cesitli fiziksel problemlerin bir CA olarak modellenmesi ve simiilasyonu Vihniac
tarafindan Onerilmis, bir ve iki boyutlu orgiiler icin bir ¢ok CA kurali verilmistir.
Ornegin kural 0, 90, 150, 204 vs. Bu kurallar etkilesmeye giren hiicrelerin sayisina
pozisyonuna bagli olarak isimlendirilmektedir. Bir boyutlu CA’da ii¢ komsu vardir.
Bunlar g6z 6niine alinan hiicrenin bir 6nceki zaman adiminda kendisi ile sagindaki ve

solundaki hiicrelerdir.

Iki boyutlu basit kare orgiilii CA’larda iki farkli komsuluk cinsi vardir. Bunlardan
ilki bes komsuluklu, ikincisi de dokuz komsuluklu CA olarak adlandirilmaktadir. Bes
komsguluklu CA’larda komsu hiicre olarak s6z konusu hiicrenin kendisi ile onun kuzey,
giiney, dogu ve batisindaki hiicreler anlatilmaktadir. Dokuz komsuluklu CA’larda ise
komsu hiicreler olarak en yakin bes komsu hiicrenin yam sira kosegenlerdeki komsu
hiicreler gdz 6niine alinmaktadir. Iki boyutlu CA kuralinda herhangi bir merkezi (i,j)
hiicresine ait a;; degiskeninin bir sonraki zaman adiminda alacag: deger, bu degiskenin
ona komsu hiicrelerdeki degerlerinin fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Ornegin bes
komsuluklu CA’larda kurallar, asagidaki gibi en yakin komsu hiicrelerin bir fonksiyonu
olarak yazilmaktadir.

“ = flal.al.al,.al ) (3.1.3)

a; ii> Qii—t> Ao Aigj> Ay

Bu ifadedeki f kurali agiklayan bir fonksiyondur. Herhangi bir fiziksel sistem i¢in

CA ile bir model olustururken:
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a. Sistemin yapisina uygun diizenli bir 6rgii (6rnegin iki boyutta kare ve licgen, li¢
boyutta kiip vb. daha yiiksek boyutlarda soyut kiip) secilir.

b. Orgiiyii olusturan hiicrelerin sahip olabilecegi hallere karsilik gelen degisken
veya degiskenler belirlenir.

¢. Hiicrelerin birbiriyle etkilesme seklini ve gelisimini saglayan bir bolgesel kural

tanimlanir.

3.2 Ising Modeli Simiilasyonu i¢in "Cellular Automaton'lar

3.2.1 Q2R "cellular automaton"

Q2R algoritmasinda spin-spin etkilesme enerjisi (Ising enerji veya i¢ enerji) sistemin
toplam enerjisine karsilik gelmektedir. Kalay (2001) bu algoritmay1 sdyle anlatir. Q2R
automaton’inda bir 6rgiliniin her bir hiicresi +1 veya -1 degerinde bir spin ile isgal edilir.
Rastgele bir konfiglirasyonla hesaba baglanilir. Her zaman basamaginda eger degisecek
spin ayni sayida paralel ve paralel olmayan komsu spine sahipse veya géz Oniine alinan
konfigiirasyonda degisecek spin sistemin toplam enerjisini degistirmeyecek sekilde
olursa spinin yonii degisir ve sistemin toplam enerjisinde bir degisme olmaz. Bu ylizden
simiilasyonun bu tipi sabit enerjili mikrokanonik kiimeye uyar. Sabit sicaklikli kanonik
kiimeye uymaz. Q2R automaton’inda bir kerede biitiin spinler yenilenmez. Kare 6rgii
iki alt 6rgiiye ayrilir. Once bir yaris1 daha sonra da diger yarisi yenilenir. Merdan (2002)
bunun sebebinin "Feedback Catastrophe" denilen durumu Onlemek i¢in oldugunu
sOyler. Feedback Catastrophe olayinda belli bir adimdan sonra hep ayni
konfigiirasyonlar tiiretilmekte ve bunun sonucu olarakta istenilen adim sayis1 kadar
gidilememektedir. Q2R automaton’inda dis manyetik alan dikkate alinmaz.
Kendiliginden manyetizasyon Curie sicakliginin altindaki sicakliklarda goriiliir. Q2R
kuralinda bir bolgenin enerjisi sistemin toplam enerjisini gosterir. Q2R algoritmasi ile
toplam enerjinin korundugu mikrokanonik bir kiime olusmakta yani simiilasyon
siiresince herhangi bir spin degisiminde i¢ enerjinin korundugu konfigiirasyonlar
iiretilmektedir. I¢ enerji biitiin simiilasyon siiresince sabit kaldigindan 6z 1s1 enerji

dalgalanmalar1 kullanilarak hesaplanamamaktadir.
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3.2.2 Creutz "cellular automaton"

Aktekin (1999) ve Merdan (2005)’a gore bu algoritma 2 <d <8 boyutlu uzaylardaki
Ising modellerinin simiilasyonlarinda basarili olmustur. Bu modelde her bir hiicreye n
ikili "bit" karsilik getirilmekte ve bir hiicredeki bir degiskenin alacagi deger o
degiskenin bir 6nceki zaman adimindaki kendi degeri ile ona en yakin komsularindaki
degerlerinden elde edilmektedir. Bu n ikili bit’ten ilki, B; Ising spini i¢indir; "0" veya
"I1" degerlerini alabilir. S;=2B;-1 olmak {lizere, Orgiiniin i¢ enerjisi veya potansiyel

enerjisi anlamina gelen Ising spin enerjisi Hy asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

H, =-1)'SS, (3.2.1)
W)

Burada <ij> biitiin en yakin komsu hiicre ¢iftleri iizerinden toplami gostermektedir.
Kalan bitlerden n-2’si demon veya spine eslik eden momentuma kars1 gelmektedir. Dy,
Dy,...,Dno ile gosterilen bu bit’ler "0" veya "1" degerini alabilmekte ve
(20xD1+21xDz+...+2“'3an_2) ifadesine  gore (0,2"%-1) araligindaki tamsayilari
olusturmaktadir. Momentum degiskenine karsilik gelen kinetik enerji Ep bu tamsay1

degerlerinin 4 katin1 almaktadir.
ED=4(20xD1+21xDZ+. ) ,+2n'3an_2) (3.2.2)

Kinetik enerji bu degerleri aldiginda, bir spin degisiminde Ising enerjisinde olusan ve
degerleri 4’iin katlar1 olan enerji degisimi karsilanabilmektedir. Bu sirada, orgiiniin
toplam enerjisi H=H;+Hk korunmaktadir. Hx orgilinlin toplam kinetik enerjisidir, yani

E,, ’inci Orgii goziine ait demon’un enerjisi olmak iizere H, = Z E,, ’dir. Verilen bir
i

toplam enerji i¢in sistemin sicakligi T ( J/kg biriminde; burada kg Boltzmann sabitidir)

bir demon’un kinetik enerjisinin ortalama degerinden elde edilir.

(Ep)=—"t—— (3.2.3)
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T=— dir. n. bit CA’in zamanla dama tahtas1 diizeninde gelisimini saglamakta ve

bdylece Ising modelinin CA ile simiilasyonunu miimkiin kilmaktadir. Her bir zaman
adiminda dama tahtasinin siyah hiicrelerine kural uygulanip rengi beyaza gevrilir; beyaz
hiicrelerin ise sadece rengi siyaha ¢evrilir. Rengi beyaza cevrilen siyah hiicrelerin spini
ters ¢evrilerek Ising enerjisindeki enerji degisimi hesaplanir. Eger enerji degisimi bu
hiicrenin momentum degiskenine aktarilabilecek veya momentum degiskeninden
alinabilecek bir degerde ise, toplam enerji korunmak iizere spin ters cevrilir. Buna
uygun olarak momentum degistirilir, aksi halde spin ve momentum degistirilmez. Bu
islem oOrgiideki biitiin siyah hiicrelere ayni zaman adiminda uygulanmakta ve gelisim
siiresince periyodik sinir sarti kullanilmaktadir. Baslangigta sistemin biitiin spinleri
asagl veya yukari yonde almabilir. ilk kinetik enerji beyaz hiicrelerdeki demonun
bit’leri vasitasiyla Orgiliye rastgele verilir. Toplam enerjide sinirlama devam ettigi

miiddetce rastgele hareket, konfigiirasyon uzay1 boyunca devam eder.

3.3 Demon Enerjisinin Hesaplanmasi

Kalay (2001) demon enerjisinin hesab1 yapilirken bit sayisinin goz Oniinde
bulunduruldugunu séyler. Ciinkii demon enerjisinin alacagi enerji degerleri bit sayisina
bagh olarak degismektedir. ki bitten olusan demon (0’dan 3’e kadar) dort enerji
seviyesine, Ui¢ bitten olusan demon (0’dan 7’ye kadar) sekiz enerji seviyesine, dort
bitten olusan demon (0’dan 15’e¢ kadar) onalt1 enerji seviyesine, bes bitten olusan
demon (0’dan 31’°e kadar) otuz iki enerji seviyesine sahiptir. Demon enerjisi demon’un
bit sayisina gore hesaplanir. Demon’un bit sayis1 2 ise enerjisi Ep=4x(2°xD;+2'xD,), 3
ise enerjisi Ep=4x(2°xD+2'xD,+2°xD;). Bilgisayarda ikili say1 sistemi kullanildig1 igin
D;, Dy, D3 1 ve 0 degerlerini alabilir. 3 bitli demon’un olabilecegi enerji diizeyleri
asagidaki tabloda verilmistir. Demonlarin bit sayisina gore enerji seviyelerini yukarida
belirtmistik, demonlar bu seviyelerdeki tamsayi1 degerlerini alabilmektedir. Demon
enerjisi de bu tam say1 degerlerin 4 kat1 biiytikligtindedir. AH; Ising enerji degisiminin
iki boyutlu uzayda 8, 4, 0, -4, -8 degerlerini, ii¢ boyutlu uzayda 12, 8, 4, 0, -4, -8, -12
degerlerini, dort boyutlu uzayda 16,12, 8, 4, 0, -4, -8, -12, -16 degerlerini aldig1

goriilmektedir.
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Tablo 1.1 Ug bitli demon’un enerji diizeyleri

Ds D, D Ep
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 2
0 1 1 3
1 0 0 4
1 0 1 5
1 1 0 6
1 1 1 7

Benzer sekilde diisiiniilerek bes boyutlu uzayda AH; 1in 20, 16,12, 8, 4, 0, -4, -8, -12, -
16, -20 degerlerini alacagi bu miktar enerjinin ise iki bitli demonlarla saglanamayacagi
anlagilmaktadir. Ciinkii iki bitli demonlarla saglanan enerjinin en biiylik miktar
Ep=4(2°xD; + 2'xD2)=4(1 + 2)=4(3)=12 dir. Sonug olarak diyebiliriz ki dort boyut ve
iizerindeki ¢alismalarda demon sayis1 ihtiyaci karsilayacak sekilde artirilmalidir. Ornek
olarak bes boyut icin ii¢c bitli demonlar kullanilirsa ED:4(20XD1+21XD2+
2°xD;)=4(1+2+4)=4(7)=28 simiilasyon kolaylikla yapilabilecektir.

3.4 Creutz "Cellular Automaton'"inda Termodinamik Niceliklerin Hesabi

Merdan (2002)’a gore standart istatistiksel mekanik tartismalar ve simiilasyon
sonuglar1 demon enerjisinin P(ED)oc exp(—BED) dagilimma sahip oldugu yani

Boltzmann dagilimma uydugunu gostermektedir. Bu oOzellikten yararlanarak [’nin
degeri, dolayisiyla sistemin sicakligi

1
T=— 324
8 ( )

demon enerjisinin beklenen degerinden elde edilebilir. Orgii sayis1 biiyiik olan
sistemlerde demon’un enerjisi toplam enerjinin sadece kiigiik bir kismin1 gosterir. CA
modelinde toplam enerji korundugundan dolay1 mikrokanoniktir. Simiilasyon siiresince
kinetik enerji ve Ising enerji (i¢ enerji) dalgalanmaktadir. Bir spin ters g¢evrildiginde

Ising enerjisindeki degisme demon’un alacagi veya verecegi enerji miktari kadardir.
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Boltzmann dagilimina uygun olarak 5 bit icin demon enerjisinin beklenen degeri

asagida verilmektedir

31
> dne™*"
(Ep) :21—45 (3.2.5)
e "

n=0

Burada her bir zaman adimi i¢in orgiiniin biitiin gozlerindeki kinetik enerji (Hk)’ler
icin toplanip toplam spin sayisina bdliindiigli zaman o zaman adimi i¢in <Ep> beklenen
degeri bulunur. Her bir zaman adimi i¢in elde edilen <Ep> toplanip toplam adim
sayisina boliinmesiyle <Ep> beklenen degeri bulunur. Bulunan <Ep> degeri yukaridaki
denklemde yerine yazilir. Buradan  degeri bulunur. Elde edilen bu sicaklik degerine
karsilik gelen kendiliginden manyetizasyon M, i¢ enerji (Ising enerji) Hj, manyetik
alinganlik x ve 6z 1s1 C, olusturulan konfigiirasyonlardan asagida verilen formiiller

yardimiyla hesaplanir.

Mo %isi (3.2.6)
i=1
1 N
H, =E%sisj (3.2.7)
ij
M?)— (M)’
Y= ‘21\1;[ e < >kT< ) (3.2.8)
k oT (kT)’ -

Esitliklerde N=L° 6rgiideki hiicre sayisidir. < > zaman ve 6rgii {izerinden ortalamaya
karsilik gelmektedir. M ve Hj hiicre basina ve adim basma ortalama degere, H da
diizenli bir dis manyetik alana karsilik gelmektedir. Ising Hamiltonyeninde diizenli bir

dis alanin varliginda, spin-alan etkilesmesinin olusturdugu bir ek enerji mevcuttur.
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4
S
Binder (1985) tarafindan g, =< >L —3 ifadesi ile verilen (burada s spin bagina
2

2

S
L

manyetizasyonu ifade etmektedir) Binder parametresinin sicaklikla degisim grafigi
cizilebilir. Bu grafikteki egrilerin kesisim noktasinin, L — o iken T, sicakligina

karsilik geldigini soyler.
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4. MATERYAL VE METOT

Simiilasyon i¢in kullanilan Fortran kod programi 5 basamaktan olugmaktadir:
Birinci Basamak: Bu basamakta RNG (random number generator) rastgele sayi tireteci
olarak bilinen bir program kullanilmaktadir. Dongli ayarlanilarak istenilen miktarda O
ile 1 arasinda say1 iiretilmekte ve bu sayilar bir sonraki asamada kullanilmak iizere bir
dosyaya yazdirilmaktadir. Cok sayida RNG programlar1 olmasina ragmen simiilasyonun

saglikli ve kaliteli sonuglar vermesi bakimindan Gausyen dagilima uygun sayilar iireten
rastgele sayi iiretecleri tercih edilmelidir. Bes boyutta simiilasyon yapilacag: igin L’ / 2

adet say1 Uretip bir sonraki agamaya gegilir.

Ikinci Basamak: Bu basamakta simiilasyonun yapilacagi 6rgii boyu L ve smir olarak
adlandirilabilecek bir say1 girilmektedir. Program bir dnceki asamadan sayilari sirasiyla
okumakta ve sinir olarak verilen sayi ile karsilastirmakta bu sayidan kiiclik olanlart 1
bliyiik olanlar1 ise 0 yaparak baska bir dosyaya yan yana ikiser tane olmak {lizere
kaydetmektedir. Artik rastgele sayilar degil 11 veya 00 seklinde sayilardan olusan bir
dosya bir sonraki agsamada kullanilmak iizere hazirlanmistir. Bu ikili sistemdeki 1 ve
0’larmn anlamini su sekilde agiklayabiliriz. Bilindigi gibi 6rnegin 4 demonlu bir sistemde
demon enerjisi su sekilde hesaplanmaktaydi. Ep=4(D;+2D,+4D3;+8D,) buradaki D,
degerleri 1 oldugunda demon enerjisine katkida bulunmakta yani sisteme enerji

verilmektedir.

Ucgiincii Basamak: Bu basamaga gecerken 1 ve 0’larin oldugu dosyanm ilk satirma
hesaplama yapmak istedigimiz adim sayist gerekli formatta yazilmakta (6rnegin
960x200) ve ikinci satirina da orgii boyu L yazilmaktadir. 3. basamaktaki program ilk
olarak biitiin spin degerlerini ve demon degerlerini sifira esitlemektedir. Simiilasyonun
4 demon ile yapilmasit demek her bir 6rgii konumundaki spine 4 tane demonun eslik

ettigini anlatmaktadir. Sistemdeki toplam L’ adet spinin yarismm demonlarmdan
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ikisinin degeri bir onceki asamada olusturulan dosyadan okutulmakta yani sisteme
kinetik enerji eklenmekte diger yarisinin demonlarina ise higbir sey yapilmamakta yani
baslangictaki sifir degerlerini aldigi kabul edilmektedir. Sisteme ilk kinetik enerji
yiiklendikten sonra biitiin spinler agsag1 veya yukari ¢evrilerek baslangi¢ konfigiirasyonu
olusturulmaktadir. Baslangi¢ konfiglirasyonu icin periyodik sinir sartlar1 da kullanilarak
Ising enerjisi, demon enerjisi, toplam enerji ve manyetizasyon gibi degerler
hesaplanmaktadir. Daha sonra sistem toplam dongii sayisi kadar taranacaktir. Her bir
taramada spinler dama tahtasinda oldugu gibi birer atlanarak yani 1. siranin 1, 3, 5, ...
seklindeki tek numarali spinleri sonrada ¢ift numarali spinleri tek tek ele alinmakta
demon enerjileri de dikkate alinarak ¢evrilmeye (yonii degistirilmeye) calisilmaktadir.
Enerji korunuyorsa ¢evrilmekte degilse aynen birakilarak siradaki spine geg¢ilmektedir.
Tarama islemi bitince yukaridaki degerler Ising enerjisi vb. hesaplanmakta ve yeni bir
tarama baslatilmaktadir. Ornegin 960x200 dongii sayisi olan bir taramada her 200.
adimda hesaplanan degerler bir dosyaya kaydedilmektedir. Bu sekilde tiim taramalar

bittiginde bir sonraki agsamada kullanilacak olan dosya olusturulmaktadir.

Dordiincii Basamak: Bu asamada bir 6nceki asamada olusturulan dosyadan adim sayisi,
spin basina kinetik enerji, spin basina toplam enerji, spin basina toplam enerjinin karesi
ve onun dordiincii kuvveti ile spin basina manyetizasyon, manyetizasyonun karesi ve
dordiincti kuvvetleri okutulmaktadir. Hesaplamalarin giivenilirligi a¢isindan ilk 10
adimdaki degerler dikkate alinmamaktadir. Sonra bu degerlerin adim sayisina gore
ortalamalar1 hesaplanmaktadir. Binder parametresi de bu asamada hesaplanmaktadir.

Bu ortalamalar bir dosyaya kaydedilmektedir.

Besinci Basamak: Bu basamakta 0.000005 seklinde bir sapma degeri belirlenip
Boltzmann dagilimia uygun olarak demon enerjisinin beklenen degeri formiilii de
kullanilarak yukarida belirtilen sapma degerinden daha kiiciik bir hata payi ile sistemin
sicakligi, 6z 1s1s1, manyetik alinganligi hesaplanmaktadir. Hesaplanan sicaklik, 6z 1s1,
manyetik alinganlik, diizen parametresi, sicakligin tersi, demon enerjisinin ortalamasi
ve beklenen degerleri bir dosyaya kaydedilerek programin caligmasi sona ermektedir.
Simiilasyon L=10 ve L=12 6rgii uzunluklar1 i¢in 22’ser adet farkli enerji degerleri i¢in
ve her bir enerji degeri de 7’li takimdan olusacak sekilde yapilmistir. Simiilasyon

stiresini en ¢ok 3. basamak etkilemektedir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada daha onceki bes boyutta yapilan CA calismalardan farkli olarak,
simiilasyonlarda demon sayis1 3 yerine 4 alindi. Toplam enerji hesaplamalarinda spin-
dis manyetik alan etkilesmesinden gelen ek enerji terimi de dikkate alinarak programda
degisiklik yapildi. Ancak CA simiilasyonu tam sayilar kullanilarak yapildigindan
eklenen dig manyetik alan spin-spin etkilesmelerinin iki kati mertebesinde olabildi.
Daha kii¢iik mertebelerde olacak sekilde uygulanan alan azaltilarak fizikte dogrudan

uygulama bulabilecek ¢ok etkili simiilasyonlar yapilabilir.

Bu caligmada grafiklerdeki fiziksel niceliklerin birimleri etkilesme sabiti j’nin
birimine baghdir j hangi birim sisteminde ise nicelikler de o birim sistemindedir. Ug
bitli ve dort bitli demonlar kullanilarak elde edilen sicaklik degerleri ve bu sicaklik
degerlerine karsilik gelen manyetizasyon degerlerinin grafikleri de Sekil 4.2 ve Sekil
4.3’te verilmistir. Sekil 4.1 ile Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 karsilastirildiginda goriilen sudur:
Dis manyetik alan yoklugunda kritik sicaklikta T.=8,7797(9) K ferromanyetizmadan
paramanyetizmaya faz gegisi oldugu gozlenirken, H=2J/u spin-spin etkilesmelerinin iki
kat1 mertebesinde bir dis manyetik alan uygulandiginda spinlerin tamaminin 6nce alan
yoniinde yoneldikleri fakat sistemin sicakliginin artmasi sonucunda termal hareketliligin
artmasiyla manyetizasyonun azalmaya basladigr ama yine de bu azalmanin faz gegisi

gosterebilecek mertebelere kadar inemedigi gozlenmistir.
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v

Sekil 4.1. (Pathria, 1996) Manyetik bir sistemin H>0 ve H — 0 i¢in M(T,H) grafigi. Burada M, sistemin
kritik sicaklik altindaki bir sicaklikta T,<T, kendiliginden miknatislanma gosterir.
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0,2 ™ 1 o H:2
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0’0 2 2 2 2 . 2 2
4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Sekil 4.2 3 demon kullanilarak dis manyetik alan yoklugunda H=0 ve dis manyetik alan varliginda
simiilasyondan elde edilen M-T grafigi
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Sekil 4.3 4 demon kullanilarak dis manyetik alan yoklugunda H=0 ve dis manyetik alan varliginda
simiilasyondan elde edilen M-T grafigi
Ayrica 4 demon kullanilarak yapilan simiilasyondan elde edilen sonuglardan diizen
parametresinin sicaklik ile degisimi Sekil 4.4°de verilmistir.
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diizen parametresinin sicaklikla degigimi.

Sekil 4.4 4 demon kullanilarak L=10 ve L=12 iki farkli 6rgii uzunlugu i¢in dig manyetik alan yoklugunda
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Sekil 4.5 4 demon kullanilarak L=10 ve L=12 iki farkli 6rgii uzunlugu i¢in dis manyetik alan yoklugunda
Binder parametresinin sicaklikla degisimi.

Binder parametresinin sicaklik ile degisimi Sekil 4.5, 6z 1sinin sicaklik ile degisimi
Sekil 4.6’da verilmistir.

0,8

0,7 b . + L=10
0,6 F o a [=12
0,5 F o

Cc04 F
0,3 F o
0,2 F s,

L R 3PS
0,1 p

0 [l [l [l [l

8,65 8,70 8,75 8,80 8,85 8,90
T

Sekil 4.6 4 demon kullanilarak L=10 ve L=12 iki farkli 6rgii uzunlugu i¢in dig manyetik alan yoklugunda
0z 1smn1n sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.7 4 demon kullanilarak L=10 ve L=12 iki farkli 6rgii uzunlugu i¢in dis manyetik alan yoklugunda
manyetik alinganligin sicaklikla degisimi

Manyetik alinganligin sicaklik ile degisimi Sekil 4.7°de gosterilmistir. Teorilere
ongoriildigi gibi kritik sicaklikta dogrusal boyut L’nin azalmasiyla sonlu orgii etkileri
kendisini hissettirmekte ve 6z 1s1, manyetik alinganlik gibi ozelliklerin tekillikleri

azalmakta hatta bir miktar da yuvarlaklagma goriilmektedir.

Sistemin L=10 ve L=12 6rgii uzunluklar i¢in Binder parametresinin sicaklik ile degisim
egrilerinin kesisme noktasindan sistemin kritik sicakliginin T.=8,7797(9) oldugu
goriilmektedir. Bu degerin yapilan diger calismalarla karsilagtirmasi Tablo 4.1°de

verilmis ve uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.1 Poyraz (2004)’dan alinan ve bu ¢alismada elde edilen kritik sicaklik (T.) degerleri.

T, Yontem

8,7774(35) Monte Carlo
8,77832(54) Seri Agilimi
8,77886(77) Dinamik Monte Carlo
8,7779(5) CA (3 demon)
8.7797(9) Bu Calisma (4 demon)
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6. SONUCLAR

Bes boyut, kritik boyut olan dort boyutun iizerinde oldugu i¢in ortalama alan
teorilerinin dis manyetik alanin varliginda manyetizasyonla ilgili 6ngoriileri
simiilasyonla gosterildi (Sekil 4.1, 4.2 ve 4.3). Uzay boyutu d>4 oldugunda,
dalgalanmalarin  ortalamalar1 alindigindan, sistemin davranisi klasik teorilerin
ongordiigi sekilde gergeklesmistir. Demon sayisinin 4’e ¢ikarilmasi durumunda; L=10
ve L=12 6rgii uzunluklari i¢in diizen parametresi egrilerinin kesisme noktasina karsilik
gelen sicaklik degerinin sonsuz Orgii kritik sicaklik degerinden sapma gosterdigi, bunun
da sonlu orgii etkisinden kaynaklandigi sonucuna varildi (Sekil 4.4). L=10 ve L=12
sonlu oOrgiileri icin elde edilen manyetik alinganlik degerleri incelendiginde; L orgii
boyunun artirilmasiyla alinganligin sonsuza 1raksayacagi, azaltilmasi ile de tepe
noktasinda yuvarlaklasma oldugu ve kayma gosterdigi gozlendi(Sekil 4.7). Oz 1s1
egrileri incelendiginde; dogrusal boyutun artmasi ile maksimumlarin (tepelerin)
keskinliginin (sivriliginin) arttigi, L dogrusal boyutu arttikca sonsuz oOrgii kritik
sicakligina dogru kayma oldugu gozlendi (Sekil 4.6). L=10 ve L=12 6rgii uzunluklar
icin Binder parametresinin sicaklik ile degisim egrilerinin kesisme noktasindan sonsuz
orgii kritik sicakligt T.=8,7797(9) olarak bulundu. Creutz “cellular automaton”in
fiziksel sistemlerin simiilasyonunda alternatif bir yontem olarak kullanilabilecegi

anlasildi.

Bu calismada simiilasyon, dis manyetik alan varliginda basariyla gergeklestirilmistir.
Programinda yapilan degisiklik de bu dogrultudadir. Deneysel veriler elde edilerek dis
manyetik alanin varliginda simiilasyonun bu verileri aciklayabilecek sekilde sonuglar
vermesi, programda gerekli degisiklikler yapilarak saglanabilir ya da ihtiyaca gore
yeniden yazilabilir. Boylece 10 K gibi diisiik sicaklik mertebelerinde laboratuar

ortamlar1 olusturmaya gerek kalmaksizin simiilasyonlar yapilabilir.
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