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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 
 
C/                Kompleks sayılar cümlesi. 
BV              Sınırlı salınımlı diziler uzayı. 
C                Kompleks veya reel terimli yakınsak diziler uzayı. 

∞l                Kompleks veya reel terimli sınırlı diziler uzayı. 

pl                { ,0p,x:)x(x
p

1k
kk >∞<= ∑

∞

=

 kx∀   reel veya kompleks sayıdır. }  

(C,1)           1. mertebeden Cesáro toplanabilme. 

k
1,C           k indisli 1. mertebeden mutlak Cesáro toplanabilme. 

)p,N( n        Riesz ortalaması. 

k
np,N         k indisli 1. mertebeden mutlak Riesz toplanabilme 

[ ]B,A          ∑ nx  serisi A toplanabilir olduğunda  nnx λ∑    serisi  B  toplanabilir 

olacak   

                       şekilde tüm   ( )nλ=λ    dizilerinin cümlesi. 
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BİRİNCİ BÖLÜM 

 
     Bu bölümde, bundan sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

ifade edilecektir. 

 

1.1 Temel Tanım ve Teoremler: 

 

Tanım 1.1.1 (Lineer uzay):  

 

     X boş olmayan bir cümle, F reel veya kompleks sayıların bir cismi olsun. Bu 

durumda, 

           ,XXxX:T →   yx)y,x(T +=  

           ,XFxX:Ç →     x.)x,(Ç α=α  

fonksiyonları  X∈z,y,x∀   ve  F∈β,α∀    için aşağıdaki şartları sağlıyorsa, X 

cümlesine F cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzay) denir; 

           1) Xyx ∈+  

           2) z)yx()zy(x ++=++  

           3) xxx =+θ=θ+   olacak şekilde bir tek X∈θ  vardır. 

           4) θ=+−=−+ x)x()x(x   olacak şekilde bir tek X)x( ∈−   vardır. 

           5) xyyx +=+  

           6)  Xx. ∈α   

           7) x.x.x).( β+α=β+α  

           8)  )x..(x)..( βα=βα  

           9)  xx.1 =  
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Tanım 1.1.2 (Lineer dönüşüm) : 

 

     L   ve /L    aynı  F  cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere    T : L → /L    

dönüşümü verilmiş olsun. Eğer Lyx ∈∀ ,    ve F∈α  için 

                   )y(T)x(T)yx(T +=+  

           )x(T.)x.(T α=α  

şartları  sağlanıyorsa T’ye  Lineer dönüşüm  denir. Özel olarak Kompleks değerli lineer  

dönüşüme ise lineer fonksiyonel adı verilir. 

 

Tanım 1.1.3 (Sınırlı lineer dönüşüm): 

 

     X ve Y iki normlu uzay ve YX:T →  lineer dönüşüm olsun. Eğer Xx ∈∀  için 

           )x(T ≤ x.K  

olacak şekilde   K>0  reel sayısı varsa  T’ye  sınırlı lineer dönüşüm denir. Bir sınırlı 

lineer dönüşümün normu ise, 

           
x

)x(T
supT

ox≠

=  

biçiminde tanımlanır. 

 

Teorem 1.1.4 : X ve Y iki normlu uzay ve  YX:T →   lineer dönüşüm olsun. Bu 

takdirde T dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter şart T’nin sınırlı olmasıdır  

( Bayraktar, 1998 ). 

 

Tanım 1.1.5 (Norm ve Normlu uzay) : 

 

     X, F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Eğer  : X →R    fonksiyonu   Xy,x ∈∀    

ve C/∈α∀   için 

           N1 )   θ=⇔= x0x  

           N 2 )   x.x α=α  

           N 3 )   yxyx +≤+  
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şartlarını  sağlıyorsa,      fonksiyonuna  X   üzerinde bir norm ve  ).,X(  ikilisine  

normlu lineer uzay veya kısaca normlu uzay denir. 

 

Tanım 1.1.6 (Yarınormlu uzay) : 

 

     X bir lineer uzay olsun. Eğer RX:P →   fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlıyorsa,  

P’ye  X  üzerinde  bir yarınorm, (X,P)  ikilisine de yarınormlu uzay adı verilir. 

            1Y )  )x(P.)x.(P α=α       ,Xx( ∈∀  )C/∈α∀  

            2Y )  )y(P)x(P)yx(P +≤+    )Xy,x( ∈∀  

 

Tanım 1.1.7 : A bir cümle, B yarınormlu uzay ve Φ , BA:f →   olacak şekilde   

fonksiyonların ailesi olsun. Eğer  her bir Aa ∈   için  { }Φ∈f:)a(f    B’de sınırlı bir 

cümle ise Φ ’ye noktasal sınırlıdır denir (Wilansky 1964).   

 

Tanım 1.1.8 :  A ve B yarınormlu uzay   Φ ,  BA:f →     lineer fonksiyonların bir 

ailesi veya A üzerinde tanımlı yarınormlar olsun.  Φ∈∀f   için Mf ≤   olacak şekilde 

bir M sayısı varsa Φ ’ye  düzgün sınırlıdır denir (Wilansky 1964).   

 

Teorem 1.1.9 (Resonance Teoremi) : 

 

     Φ   tam yarınormlu uzay üzerinde tanımlı sürekli yarınormların noktasal sınırlı bir 

ailesi olsun. Bu takdirde Φ  düzgün sınırlıdır (Wilansky 1964).   

 

Tanım 1.1.10 ( Cauchy dizisi)  : 

 

     )x( n ,   ( ,X )  normlu uzayında bir dizi olsun.Eğer ε∀ >0  için n,m > 0n  

olduğunda   ε<− nm xx    olacak şekilde bir 0n   sayısı bulunabiliyorsa,   )x( n  

dizisine X ’de bir Cauchy dizisi denir. 
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Tanım 1.1.11 (Normlu uzayda yakınsaklık) : 

 

     )x( n ,   ( ,X )  normlu uzayında bir dizi ve Xx ∈   olsun.Eğer  ε∀ >0  sayısına 

karşılık n > 0n    olduğunda  xx n −  < ε   olacak şekilde bir  0n    sayısı varsa,   )x( n   

dizisi x   noktasına yakınsaktır denir  ve  

           xx n →    veya    xxlim n
n

=  

biçiminde gösterilir. Norm fonksiyonunun özelliğinden 

          mn xx − = ≤−+− mn xssx  sxsx mn −+−  

olduğu açıktır. Buna göre Normlu bir uzayda yakınsak her dizi aynı zamanda bir 

Cauchy dizisidir. Bu iddianın karşıtı ise her normlu uzayda doğru değildir. 

 

Tanım 1.1.12 (Banach uzayı) : 

 

     ( ,X )  normlu uzayı olsun. Eğer X’de alınan her Cauchy dizisi    normuna göre 

yakınsak ise bu uzaya  Banach uzayı (tam uzay)  denir.  

 

Tanım 1.1.13 (Banach - Steinhause teoremi) : 

 

     Eğer  )A( n   bir X  Banach uzayından  Y normlu uzayı içine sınırlı lineer 

dönüşümlerin bir dizisi  ve X  üzerinde   )x(Asup n
n

< ∞     ise   bu takdirde   

n
n

Asup < ∞ ’dur. Yani ( nA  ) normlar dizisi sınırlıdır. 

 

Tanım 1.1.14 (Matris Dönüşümü) : 

 

     )a(A nk= ,   (n,k=1,2,…)  kompleks veya reel terimli sonsuz bir matris, X ile Y’de 

herhangi iki dizi uzayını göstersin. Eğer X)x(x k ∈=∀   için, 

 ∑
∞

=

=
1k

knkn xa)x(A         )...,2,1n( =  
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serisi yakınsak ve   Y))x(A()x(A n ∈=   ise bu takdirde A’ya  X’den  Y’ye  bir matris 

dönüşümü denir. X’den  Y’ye olan bütün  matris dönüşümlerinin  kümesi )Y,X(  ile 

gösterilir. Hemen görüleceği gibi matris dönüşümleri özel lineer dönüşümlerdir. 

 

     Bu arada bütün  kompleks veya reel terimli bütün dizilerin kümesi   s  ile gösterilir. 

Açıktır ki,  s  kümesi  )x(x k=   ,  )y(y k=  s∈ ve C/∈α      için 

               )yx(yx kk +=+    ,     )x(x kα=α   

işlemlerine göre lineer uzaydır. Öte yandan 

               








∞<−== +

∞

=

∑ 1k
1k

kk xx:)x(xBV  

                 C = { }mevcutxlim:)x(x k
k

k=   

                =∞l






 ∞<= k

k
k xsup:)x(x  

                =pl












>∞<= ∑
∞

=

0p,x:)x(x
p

1k
kk  

dizi  uzayları, normlarına göre Banach uzayıdır. 

 

Lemma 1.1.15 :  ∞<≤ k1  olsun. 
k

1n
nv

v
k,1nv asup)ll()a(T ∑

∞

=

⇔∈= < ∞   (Maddox 

1970).  

 

Lemma 1.1.16 : k1 ≤ < ∞  , r1 ≤ < ∞  olsun. ( ) ( ) ( ) ( )nnnn vv,uu,yy,xx ====  

dizilerini,  

           v
0v

nvn xay ∑
∞

=

=    (n=0,1,2,…)   

           ∑
∞

=

=
0n

vnvv uav   (v=0,1,2,…)    

şeklinde tanımlayalım. Bu takdirde  klx ∈∀     için  rly ∈    olması için gerek ve yeter  

şart  *r
lu ∈∀   için  *k

lv ∈   olmasıdır. Burada  *r    ve  *k   sırasıyla  ve  r   ve   k ’nın 

eşleniğidir (Mehdi 1959). 
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Lemma 1.1.17 :  1 < k < ∞   olsun.  Eğer  ( ) ( )1knv l,laA ∈=   ise  bu takdirde   

*knn l)a( ∈ ’dır (Mehdi 1959). 

 

Teorem 1.1.18 (Minkowski Eşitsizliği) : 

 

     p ≥ 1,   ,0a,...,a,a n21 ≥   0b,...,b,b n21 ≥   olsun. Bu takdirde 

               ( )
p

1
n

1k

p

k

p

1
n

1k

p

k

p

1
n

1k

p

kk baba 







+








≤








+ ∑∑∑

===

 

olur. 

 

Teorem 1.1.19 (Hölder eşitsizliği) : 

 

     p>1  ,  1
q

1

p

1
=+   ,   0a,...,a,a n21 ≥     ve   0b,...,b,b n21 ≥  

olsun. Bu takdirde, 

                   
q

1
n

1k

q
k

p

1
n

1k

p
k

n

1k
kk b.ab.a 
















≤ ∑∑∑

===

 

dır. 
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İKİNCİ BÖLÜM 

 
     Bu bölümde mutlak Riesz toplanabilme metotları ile tanımlanan dizi uzaylarının 

temel özelliklerinin yanısıra  kullandığımız bazı lemmaların sadece ifadelerini veya 

ispatlarını vereceğiz. 

 

Tanım 2.1: ∑ nx   kısmi toplamlar dizisi )s( n  olan bir seri olsun. Bu durumda  

           nu = ∑
=+

n

ov
vs

1n

1
 

eşitliği  ile tanımlı   )u( n  dizisine  ∑ nx   serisinin birinci mertebeden Cesáro 

ortalaması denir. Eğer   sulim n
n

=
∞→

  ise   ∑ nx  serisi   s’ye   )1,C(  toplanabilir ve 

BV)u(u n ∈=   ,  yani 

           ∞<−∑
∞

=

−

1n
1nn uu  

ise    1,C  toplanabilirdir denir. Eğer  1k ≥   için           

            ∞)x(u)x(un∑
∞

1n

k

1nn
1k <−

=

−

−  

ise   ∑ nx   serisi  
k

1,C   toplanabilirdir denir (Flett 1957). 

 

Tanım 2.2: ∑ nx   kısmi toplamlar dizisi )s( n  olan bir seri ve   )p( n  ise 

           0pP,)n(p...pppP 11n210n ==∞→∞→++++= −−  

olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi olsun. Bu durumda INn ∈∀  için 

         v

n

ov
v

n

n sp
P

1
u ∑

=

= ( )∑
n

0v

v1vn

n

xP-P
P

1

=

−=  
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biçiminde tanımlanan )u( n ’e  )s( n  dizisinin   )p,N( n   ( Riesz ortalaması ) dönüşüm 

dizisi denir. Bu dönüşüme karşılık gelen  )a(A vn=  matrisi,                       

               








>

≤≤
=

nv,0

nv0,
P

p

a n

v

nv  

dır. Eğer  sulim n
n

=
∞→

  ise  ∑ nx   serisine ( veya   )s( n   dizisine )  s’ye   )p,N( n  

toplanabilir (limitlenebilirdir)  denir. 

 

Tanım 2.3: ∑ nx   kısmi toplamlar dizisi )s( n  olan bir seri olsun. )x(u n ,  )s( n   

dizisinin  )p,N( n  ortalaması olmak üzere eğer   ( ))x(u n   sınırlı salınımlı yani   

               ∞<− −

∞

=

∑ )x(u)x(u 1nn
1n

            

ise  bu takdirde  ∑ nx   serisine   np,N  toplanabilirdir denir. Açıktır ki, n∀  için  

1pn =   alınırsa   np,N    metodu   1,C    metoduna indirgenir. 

 

Tanım 2.4: ( ))x(u n , ∑ nx  serisinin )p,N( n   ortalaması olsun. Eğer 1k ≥  için  

               ∞<−







−

∞

=

−

∑ k
1nn

1n

1k

n

n )x(u)x(u
p

P
  

ise bu takdirde  ∑ nx  serisine  
k

np,N  toplanabilirdir denir (Bor 1985). Eğer  1k=  

alınırsa  
k

np,N  toplanabilme  metodu, np,N  toplanabilme metoduna dönüşür. 

Ayrıca n∀  için 1pn =  alırsak  
k

np,N  toplanabilme metodu,  
k

1,C  toplanabilmeye 

dönüşür.  

 

Tanım 2.5: ∑ nx   kısmi toplamlar dizisi ( )nss =  olan bir seri  ve ( )vnaA =   pozitif 

normal bir matris olsun. s dizisinin A dönüşüm dizisini ( ))s(A)s(A n=   ile gösterelim, 

yani,  

               ),2,1,0n(sa)s(A
n

0v
vnvn …==∑

=

    

alalım. Eğer, 
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               ∞<−∑
∞

=
−

−

1n

k

1nn

k1

nn )s(A)s(Aa  

ise  ∑ nx   serisi   
k

A    toplanabilirdir denir (Sarıgöl 1994). Açıktır ki  A’nın Riesz 

matrisi olması durumunda   
k

A  toplanabilme metodu   
k

np,N   toplanabilme 

metoduna indirgenir. 

 

Tanım 2.6:   ∑ nx herhangi bir seri ve A ile B iki toplanabilme metodu olsun. Eğer A 

toplanabilen her  ∑ nx  serisi için    nnx λ∑    serisi  B  toplanabiliyorsa, bu takdirde 

( )nλ=λ ’e  A’dan  B’ye bir toplanabilme dizisi denir ve [ ]B,A    biçiminde gösterilir 

(Sarıgöl ve Bor 1995). 

 

Tanım 2.7: Pozitif terimli ( na )  ve  ( nb )   dizileri verilsin. Eğer her 0nn ≥   için  

nn b.ca ≤  olacak şekilde c >0  ve  0n ≥1  tamsayısı varsa, )b(O=a nn  ,   ∞→n    

şeklinde yazılır. 

 

Tanım 2.8: A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. Eğer A toplanabilen her dizi 

aynı zamanda B toplanabiliyorsa A , B’yi gerektirir denir ve BA ⇒   ile gösterilir. Eğer 

BA ⇒   ve  AB ⇒   ise A metodu B metoduna denktir denir ve  BA ⇔   ile gösterilir. 

      

Teorem 2.9: Eğer pozitif sabitlerin )p( n    dizisi için     )P(O=np nn   ve    

)np(O=P nn   şartları sağlanıyorsa, bu takdirde    
k

nk
p,N1,C ⇒ ’dır (Bor 1985).       

 

     Şimdi ifade ve ispatından çokca yararlandığımız bir lemmayı ifade ve ispat verelim. 

 

Lemma 2.10: Kabul edelim ki 0k >  ve ∞→n   için  ∞→+++= n10n p...ppP    

olsun. Bu takdirde 1≥v∀  için  

               
k

1v

∞

vn
k

1nn

n
k

1v P

N≤
PP

p≤
P

M ∑
−−−−==== −−−−−−−−
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olacak  şekilde  )p( n   dizisinden  bağımsız pozitif   M ve N sabitleri vardır (Sarıgöl 

1991). 

 

İspat:         [ ) R→1,0:f  

               )x-1(
x1

1
)x(f k

1

−
=   

fonksiyonunu gözönüne alalım. Açıktır ki bu fonksiyon sürekli ve pozitiftir. Öte yandan     

               01→x −    için     
k

1→)x(f .   Çünkü ,  
0

0

x1

)x1(
lim)x(flim

k

1

01→x01→x
=

−

−
=

−−
     

belirsizliği mevcut olduğundan  L’Hospital kuralı uygulanarak, 

               
k

1
xlim

k

1
x

k

1
lim

x1

)x1(
lim)x(flim k

k1

01→x

k

k1

01→x

k

1

01→x01→x
===

−

−
=

−

−

−

−−−
   

elde edilir. Dolayısıyla  [ )1,0x∈∀   için  

               N≤)x(f≤M  

olacak  şekilde  k’ya bağlı   M  ve N  sabitleri vardır.  Şimdi INn∈∀   için   

               

k

n

n

k

n

1n

P

p
1

P

P
x 








−−−−====








==== −−−−        

alalım. Bu durumda,  

               )
P

P
1(

P

P
1

1

x1

x1
)x(f

n

1n

k
n

k
1n

k

1

−

−

−

−

=
−

−
=  

                      
k

1nn

n
k

1n
k
n

k
1n

k
n

n

n

k
n

k
1n

k
n PP

p
.

PP

PP

P

p

P

PP

1

−−

−

− −
=

−
=  

olduğuna göre, 

               M 







−

−
k
n

k
1n P

1

P

1
≤

k
1nn

n

PP

p

−

≤  N 







−

−
k
n

k
1n P

1

P

1
 

               ∑∑∑
∞

= −

∞

= −

∞

= −








−≤≤








−

vn
k
n

k
1nvn

k
1nn

n

vn
k
n

k
1n P

1

P

1
N

PP

p

P

1

P

1
M  

bulunur. Öte yandan,   

               ∑
∞

vn
k

n
k

1n P

1

P

1

= −









−  
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serisi yakınsaktır. Çünkü  kısmi toplamlar dizisini  )s( m  dersek    

               ∑
= −

∞→∞→ 







−=

m

vn
k
n

k
1n

m
m

m P

1

P

1
limslim    

                           







−++−+−=

−+−
∞→ k

m
k

1m
k

1v
k
v

k
v

k
1v

m P

1

P

1

P

1

P

1

P

1

P

1
lim �  

                           
k

1v
k
m

k
1v

m P

1

P

1

P

1
lim

−−
∞→

=







−=  

dır. Böylece,       

               
k

1v

∞

vn
k

1nn

n
k

1v P

N≤
PP

p≤
P

M ∑
−= −−

              

elde edilir. 

    

Lemma 2.11 : ∞s≤k1 <<  olsun. Ayrıca  B  ve C  matrisleri aşağıdaki şekilde 

tanımlansın; 

               ( )










≥

−≤≤
















ε+ε∆







= +−

−

nv,0

1nv1,
P

p
QQ

p

P

Q

1

Q

q
b

*k

1

v

v
1vvv1v

v

v

1n

s

1

n

n

nv  

               










≠

=ε















=

nv,0

nv,
p

P

Q

q
c n

k

1

n

n
s

1

n

n

nv  

 

Bu takdirde, 

               ( ) ⇔∈ sk l,lB )Q(O
P

p
Q)Q(

p

P *

*

k
m

v

v

k
m

1v
1vvv1v

v

v =ε+ε∆∑
=

+−   ,  1
k

1

k

1
*

=+  

               ( ) ⇔∈ sk l,lC  





























=ε

k

1

n

n
s

1

n

n
n

P

p

q

Q
O  

dır (Bennett 1987). 

 

     Şimdi  
k

np,N   toplanabilme metodu ile tanımladığımız dizi uzayının çok 

kullandığımız temel bir özelliğini veren bir lemmayı ifade ve ispat edelim. 
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Lemma 2.12:  k1 ≤ < ∞  olsun. Bu takdirde, 

               { ∑== iikp x:)x(xN ,
k

np,N   toplanabilir } 

dizi uzayı, 

              
k

1
k

n

1v
v1v

1nn

n

1n

1k

n

nk

0 xP
PP

p

p

P
xx





















+= ∑∑

=
−

−

∞

=

−

 

normuyla birlikte Banach uzayıdır (Sarıgöl 1991).    

 

İspat: Önce  
k

pN ’nın lineer uzay olduğunu gösterelim. Bunun için   

)x(x i=  ,  
k

pi N)y(y ∈=    ve   C/∈α    alalım. 

        .)..,yx,...,yx,yx(yx nn2211 +++=+   ve  )...,x,...,x,x(x n21 ααα=α  

olduğuna  göre  Minkowski  eşitsizliği nedeniyle, 

       
k

1

k

nn
0n

1k

n

n
k

1

k

n
0n

1k

n

n )y(U)x(U
p

P
)yx(U

p

P
yx





+














=





+














=+ ∑∑

∞

=

−
∞

=

−

 

                      ∞<


















+



















≤ ∑∑

∞

=

−
∞

=

−
k

1

k

n
0n

1k

n

n
k

1

k

n
0n

1k

n

n )y(U
p

P
)x(U

p

P
 

ve dolayısıyla   ∈+ yx
k

pN bulunur. 
k

pNx ∈α    olduğu ise açıktır. O halde 
k

pN  

lineer uzaydır. Şimdi de x ’in  
k

pN    üzerinde bir norm olduğunu gösterelim. 

               N1)  )...,0,...,0,0(x =θ=    ise    0x = ’dır. Tersine 

                        

.0xP
PP

p
,0n

0)x(U,0n

0)x(U
p

P
x

n

1v
v1v

1nn

n

n

k

1

k

n
0n

1k

n

n

∑

∑

=

−

−

∞

=

−

=≥∀⇒

=≥∀⇒

=


















=

, 

                                     ( ) 0xxU 00 ==⇒  

                        
0x

0xP)x(U

1

101

=⇒

==⇒
 

    Bu şekilde devam edilerek  0...x...xxx n210 ======    yani,  θ=x  bulunur. 
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               N2)   
k

1

k

n
0n

1k

n

n )x(U
p

P
x





α














=α ∑

∞

=

−

 

                               x.)x(U
p

P k

1

k

n

k

0n

1k

n

n α=




α














= ∑

∞

=

−

 

               N3)  Minkowski eşitsizliğinden , 

                     
k

1

k

n
0n

1k

n

n )yx(U
p

P
yx





+














=+ ∑

∞

=

−

 

                     ( )
k

1

k

nn
0n

1k

n

n )y(U)x(U
p

P





+














≤ ∑

∞

=

−

 

                    

yx

)y(U
p

P
)x(U

p

P k

1

k

n
0n

1k

n

n
k

1

k

n
0n

1k

n

n

+=



















+



















≤ ∑∑

∞

=

−
∞

=

−

 

elde edilir. Şu halde 
k

pN   normlu uzaydır. Nihayet   
k

pN ’nın tamlığı için keyfi bir 

)x( m  Cauchy dizisi alalım. Bu durumda her bir Ν∈ Im  için 

               .)..,x,...,x,x()x(x m
i

m
2

m
1

m
im ==

k
pN∈      

olur. Bu takdirde  0>ε∀     için 0nn,m >  olduğunda,  

               ε<




−














+−=− ∑∑

=

−

−

∞

=

−
k

1
i

1v

n
v

m
v1v

1ii

i

1i

1k

i

i
kn

0
m
0nm

k
)xx(P

PP

p

p

P
xxxx       * 

olacak şekilde 0n  mevcuttur. Buradan da =v  0, 1, 2, ...   ve   0nn,m >    için  

ε<− n
v

m
v xx   yazılabilir. Şu halde  her bir v  için ...),x...,,x,x( m

v
2
v

1
v  dizisi C/ ’de bir 

Cauchy dizisidir. C/  tam olduğuna göre bu Cauchy dizisi yakınsaktır. Yani 

v
m
v

m
xxlim =

∞→
 olacak şekilde Cx v /∈   vardır. Diyelim ki  .)..,x,...,x,x(x v10=  olsun.  

xxiçinm m →∞→  ve ( )∈= kxx
k

pN    olduğunu göstermek yeterlidir. *’ dan 

0nn,m >   için   ε<− n
0

m
0 xx   ve  Nj ∈∀   için 

               ε<−







∑ ∑

= =

−

−

−j

1i

i

1v

n
v

m
v1v

1ii

i

1k

i

i )xx(P
PP

p

p

P
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bulunur. Bu eşitsizlikte   ∞→n   için limite geçilirse  onm >   için   

               kk

0
m
0 xx ε<−   ve    k

k
j

1i

i

1v
v

m
v1v

1ii

i

1k

i

i )xx(P
PP

p

p

P
ε<−








∑ ∑

= =

−

−

−

 

elde edilir. Son eşitsizlik Nj ∈∀   için sağlandığına göre  0nm >∀  için 

)1(2
k

)xx(P
PP

p

p

P
xxxx kk

k

1
i

1v
v

m
v1v

1ii

i

1i

1k

i

i
k

0
m
0m <εε<ε+ε<





−














+−=− ∑∑

=

−

−

∞

=

−

bulunur ki  bu ise   ∞→m    için   0xx m →−    yani    xx m →      demektir. Ayrıca 

Minkowski’s eşitsizliğinden mm xxxx +−≤ < ∞  olduğundan   

( )∈= kxx
k

pN ’dır. Şu halde   
k

pN    Banach uzayıdır. 

 

Teorem 2.13 (Abel- Dini Teoremi): 

 

     ∑
∞

=1n
np   pozitif  sabitlerin keyfi ıraksak bir serisi  ve n21n p...ppP +++=   ,  yani 

serinin kısmi toplamı olsun. Bu takdirde, 

∑∑
∞

=
α

∞

=

≡
1n n

n

1n
n

P

p
a





≤α

>α

ise1,ıraksak

ise1,yakınsak
 

dır (Knopp 1944).  
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

 
     Bu bölümde toplanabilme çarpanlarını karakterize eden temel teoremler ile bazı 

sonuçlarını inceleyeceğiz. 

 

     Aksi söylenmediği sürece bu bölümde  )p( n  ve )q( n ,      

               ,P,p...pppP nn210n ∞→++++=    ( 0pP 11 == −− ) 

ve 

               ,Q,q...qqqQ nn210n ∞→++++=  0qQ( 11 == −− ) 

olacak  şekilde pozitif sabitlerin dizilerini ve ...,2,1,0n =  için   1nnn +ε−ε=ε∆    

eşitliğini gösterecektir.  

 

     Açıktır ki genel olarak  
knp,N  ve 

knq,N    her  bir  1≥k  indisi için farklı farklı 

toplanabilme metotlarıdır. Diğer  bir ifadeyle bu metotlar birbirinden bağımsızdır. 

Dolayısıyla bir toplanabilme çarpanı ile iki metottan birinin toplanabilme alanından 

diğerinin toplanabilme alanına geçilip geçilemeyeceğini sormak doğaldır. Bu bağlamda  

(Bor, 1993) ,  aşağıdaki teoremi vermiştir. 

 

Teorem 3.1:  1k ≥   olsun. Eğer  
knp,N    toplanabilen   her   ∑ nx  serisi  için 

∑ nn xε  serisi 
knq,N   toplanabilirse, bu takdirde 

               (i) 
















=ε

k

1

nn

nn
n

Pq

Qp
O         

ve 
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               (ii) 
















=ε∆

k

1

n

n
n

P

p
O                                 

dır (Bor 1993). 

 

     Şimdi  bu teoremi genişleterek  gerek ve yeter formda  ortaya koyan  Sarıgöl ’e 

(1994)  ait olan bir teoremi ifade ve ispat edelim. 

 

Teorem 3.2: ∞sk1 <≤<  olsun. Bu takdirde   ( ) [ ]
snknn q,N,p,N∈ε=ε    

olması için gerek ve yeter şart 

               (a)   





























=ε

k

1

n

n
s

1

n

n
n P

p

q

Q
O           

               (b)   )Q(O
P

p
Q)Q(

p

P *

*

k
m

v

v

k
m

1v
1vvv1v

v

v =ε+ε∆∑
=

+−  ,         1
k

1

k

1
*

=+            (1) 

olmasıdır.  

 

     Bu teoremi ispatlamak için önce aşağıdaki lemmayı ifade ve ispat edelim. 

 

Lemma  3.3: ∞<≤≤ sk1  olsun. Eğer  ( ) [ ]
snknn q,N,p,N∈ε=ε    ise  

bu takdirde  (1 a)  sağlanır (Sarıgöl 1994). 

 

İspat: ( ))x(u n  ve ( ))x(t n  sırasıyla ∑ nx   ve ∑ nn xε serilerinin  ( )
np,N  ve ( )

nq,N    

Riesz ortalamalarını göstersin. Bu durumda,  

               ∑
n

0v

vv

n

n sp
P

1
)x(u

=

=  

                         ∑∑
v

0i

i

n

0v

v

n

xp
P

1

==

=  

                         ∑ ∑
n

0i

i

n

iv

v

n

xp
P

1

= =









=  

                         ( )∑
n

0v
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
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
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eşitsizlikleri nedeniyle ∑ nx  serisi 
knp,N  toplanabilir olduğunda    ∑ nn xε  serisi 

snq,N  toplanabilirdir ⇔  ∞<)x(U
k*

n∑  olduğunda ∞<)x(T
s*

n∑  dır. Bu da 

( ) ( )sknv l,l∈aA =  olmasıdır. Lemma 2.11’deki   B ve C matrislerinin tanımları 

nedeniyle  

               ∑
∞

1v

*
vnv

*
n )x(Ua)x(T

=

= )()( ** xUcxUb n

1n

1v

nnvnv∑
−

=

+=                                        (7)  

yazılabilir ve dolayısıyla   C+B=A  olur. Şu halde  

               )x(C)x(B)x(T nn
*
n +=   (8) 

olur. 

 

Yeterlilik: Eğer (1 a) ve (1 b) sağlanıyorsa   Lemma  2.11’dan  ( )sk l,l∈C,B    ve  (8) 

eşitliğinden   ( )sk l,lA ∈    bulunur. Şu halde  (1 a) ve (1 b)  yeterlidir. 

 

Gereklilik:  Eğer  ( )sk l,lA ∈   ise  Lemma  3.3 nedeniyle  (1 a)  sağlanır. Dolayısıyla 

Lemma  2.11’dan  ( )sk l,l∈B   olur. Öte yandan  )x(B)x(T)x(C n
*
nn −=  eşitliğinden  

( )sk l,l∈C   ve Lemma  2.11’dan  (1b)  elde edilir.Şu halde (1a) ve (1b)  gereklidir. 
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3.4. Sonuçlar: 

 

     Teorem 3.2, mutlak toplanabilme metodları arasında ilişki kuran, bilinen bir çok 

teoremi özel durum olarak kapsamaktadır. Şimdi bunların bazılarını ifade edelim. 

     Teorem 3.2’de 1=ε=p nn  ,   s=k   ve  nn q=p  alınırsa aşağıdaki sonuç  elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.4.1: ∞<k<1  olsun 
k

1,C  toplanabilen her seri aynı zamanda 
k

np,N   

toplanabilirdir ⇔   








=+

=

=

     )P(O
v

1
p)1v(-P ii.)

)P(Onpi.)  

**
k
m

m

1v

k

vv

nn

∑
                           (9) 

şartlarının sağlanmasıdır. Burada *k , k’nın eşleniğidir. 

 

     Dikkat edilmelidir ki bu sonucun şartları  Teorem 2.9’un şartlarından daha zayıftır. 

Çünkü  )P(O=np nn   ve   )np(O=P nn    sağlanıyorsa,   

               
v

1
P)1(O

v

1
p)1v(-P ∑∑

n

1v

k
v

kn

1v

vv

*

*

⋅=⋅+
==

 

                                                 







⋅=

=

−

v

P
P)1(O v

n

1v

1k
v∑ *

                                          

                                                v

n

1v

1k
v pP(1)O ∑ *

=

−=   

                                               ∑
=

−=
n

1v
v

1k
n pP)1(0

*

 

                                               )P(O
*k

n=     . 

Tersi ise doğru değildir. Dolayısıyla  Sonuç 3.4.1, Teorem  2.9’u kapsar. 

 

Sonuç 3.4.2:  k1 < < s < ∞ olsun.  Bu takdirde   
k

np,N   toplanabilen her seri ,   
s

np,N     

toplanabilirdir ⇔   

                             )np(O=P nn                                                   (10) 

şartının sağlanmasıdır. 
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İspat: Teorem 3.2’de nn q=p  ve 1=ε n  alalım. Bu durumda               
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
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n
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n
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                                                  
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
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


⇔

n

n

P

p
K≤1                              

                                                  )p(OP nn =⇔ ’dir. 

Şimdi (10) şartını sağlayan bir ( )np  dizisinin mevcut olup olmadığı sorulabilir. Bunun 

için bir örnek verelim. 1x,...2,1,0v,xp v
v >==  olacak şekilde ( )vp  dizisi alalım. 

Bu durumda, 

           
1x

x≈
p

P

v

v

−
   ,  yani  

v

v

p

P
  ,  

1x

x

−
   ifadesine asimtotiktir.  Çünkü,  

           1
x

)1x)(x...xx(
lim

x

1x

p

P
lim

1v

v10

∞→x
v

v

∞→x
=

−+++
=

−
⋅

+
  . 

 

Sonuç 3.4.3: ∞<k<1  olsun.  Pozitif sabitlerin  ( )np  dizisi için  

                     





=

=

)Qp(OPq)b(

)Pq(OQp)a(

nnnn

nnnn

                                                  (11) 

şartları sağlansın. Bu takdirde    
k

n
k

n q,Np,N ⇔ ’dır. 

 

İspat: Teorem 3.2’de  1=ε n  ve s=k  alalım. Bu durumda  

(1 a)  ve  (1 b)   şartları sırasıyla  

          ve        
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şartlarına dönüşür. Dikkat edelim ki  (11 a)  ve (11 b)  şartları  (12) eşitliğini gerektirir. 

Gerçekten  her Nv∈  için  vv1vv QpK≤qP   ve   vv2vv PqKpQ ≤   olacak şekilde 1K   

ve 2K   sabitleri mevcut olduğuna göre, 
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bulunur. Şu halde   
k

np,N ⇒  
k

nqN,   olur.  Nihayet  np ve nq ’ nin rolleri 

değiştirilerek   
k

nqN, ⇒
k

np,N   ve dolayısıyla  
knp,N ⇔

knq,N    elde edilir. 

    

Sonuç 3.4.4: ∞<k<1  olsun. Bu takdirde 
knp,N ⇔  

knq,N   olması için gerek ve 

yeter şart (11 a) ve (11 b) şartlarının sağlanmasıdır. 

 

İspat: Teorem 3.2’de s=k  ve 1=ε n  alınarak istenen elde edilir.  Sonuç 3.4.3 ve  

sonuç 3.4.4  Bor ve Thorpe ile Sarıgöl tarafından verilmiştir. 

 

     Şimdi mutlak toplanabilme metodları ile ilgili toplanabilme çarpanlarını karakterize 

eden teoremleri ifade ve ispat ederek bilinen bir çok sonucu genelleştireceğiz. 

 

Lemma  3.5: 1≥k   olsun. Eğer  ∑ na   serisi   np,N    toplanabilir  olduğunda  

nnλa∑    serisi    
knq,N    toplanabilir ise bu takdirde )1(O=λ n   olur. 

 

İspat: )t( n    ve  )T( n   sırasıyla   ∑ na   ve  nnλa∑   serilerinin  ( )
np,N   ve  ( )

nq,N     

Riesz ortalamaları olsun. Bu takdirde, 
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               v
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− =−= ,    1≥n   ,  00 a=x                       (13) 

ve benzer olarak   1≥n   için 
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−   ,      o00 λa=y                         (14) 

yazabiliriz. Hipotez  nedeniyle  ∑ na  serisi   np,N    toplanabilir  olduğunda  nnλa∑    

serisi    
knq,N    toplanabilir  olduğuna göre  

               ∑
∞

=

∞<
1n

nx                                                                                             (15) 

olduğunda, 

               ∞y
q

Q k
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∞

1n
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n

n∑ <
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




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−

                                                                            (16) 

yazabiliriz. (15 ) şartını sağlayan diziler uzayı,  ∑
∞

0=n
nx=x    normuyla birlikte Banach 

uzayı ve  (16)  şartını sağlayan  )y( n   diziler  uzayı    Lemma  2.12’deki   
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y ∑
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
=

=

−

   

normuyla birlikte Banach uzayıdır. (14) eşitliği ile verilen dönüşüm   (15)  şartını 

sağlayan dizileri  (16)  şartını sağlayan  dizilere  dönüştürdüğüne  göre  Banach-  

Steinhause teoremi nedeniyle  her  x   için 

               x.C≤y                                                                                            (17) 

olacak şekilde  C  sabiti bulunabilir. Gerçekten, bunun için 

                              

               






>

≤≤
=

nv,0

nv0,)x(T
)x(A

v

n  

olmak üzere   
k

p1n Nl:A →    dönüşümünü göz önüne alalım. Bu durumda her bir  

INn∈   için 

               )...,0,0,)x(T,...,)x(T,)x(T()x(A n21n =               
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olduğuna göre  nA   lineerdir. Çünkü 1ly,x ∈∀   ve  C/∈α   için nT ’nin lineerliğinden  

               )...,0,)yx(T,...,)yx(T()yx(A n1n ++=+  

                    )...,0),y(T)x(T,...,)y(T)x(T( nn11 ++=  

                    )...,0,)x(T,...,)x(T( n1= + )...,0,)y(T,...,)y(T( n1  

                                )y(A)x(A nn +=        , 

 

                  )...,0,)x(T,...,)x(T()x(A n1n αα=α  

                                )...,0,)x(T,...,)x(T( n1 αα=        

                                )...,0,)x(T,...,)x(T( n1α=  

                                )x(A nα=  

dır. Öte yandan her bir  nA   süreklidir (sınırlıdır),  zira 1lx∈∀   için iT ’nin   sınırlılığı 

nedeniyle 
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                          ( ) x.KM k
1

n0 +≤  

dır. 1l   tam uzay  ve  )x(T)x(Asup n
n

≤     ( Burada  ( ) ( ))x(Tyy)x(T nn ===  aldık. ) 

olduğuna göre  Banach-Steinhause teoremi nedeniyle  Nn∈∀   için  CA n ≤    yani  

INn∈∀   ve 1lx∈∀   için  

               x.Cx.A)x(A nn ≤≤  

olacak şekilde  0C>  sayısı vardır. Buradan da  1lx∈∀    için  

               x.C)x(T)x(Asup n
n

≤=  

elde edilir. Şimdi bu eşitsizlik  özel olarak  1v ≥  için  1a v =   ve   r ≠ v   için  0a r =    

olmak üzere  ( ) 1v lxx ∈=   dizisine uygulanırsa,  (13) ve  (14)  eşitsizlikleri nedeniyle 

sırasıyla,  
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olur. Böylece (17) eşitsizliği  ve Lemma  2.10  nedeniyle v∀  için 
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bulunur ki, bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.6:  ∞<k≤1 olsun. [ ]
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İspat : Lemma 3.5’teki notasyonları  kullanacağız. (13)  eşitliğinde va  terimini, nx  

terimi cinsinden çekip  (14)  ifadesinde yerine yazılırsa, 
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  yazalım. Bu durumda ( )nY   dizisi,  ( )nva   matrisi  
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olmak üzere  ( )nx   dizisinin  A  dönüşüm dizisi olur. Buna göre lemma 1.1.15’ten 
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yazılabilir. Açıktır ki terimlerin pozitif olduğu dikkate alınırsa  (20) şartının sağlanması 

için gerek ve yeter şart 
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olmasıdır. 2.10. lemması göz önüne alarak    (22)  şartı  denk olarak  
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yazılabilir. (21)’den, 
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olduğuna göre   (23)  şartı  
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şartına denk olur. Şu halde  (21)   ve   (24)  nedeniyle   (a) ,  (b) ,  (c)  hipotezleri  

yeterlidir. Bununla birlikte lemma 3.5 ,  (21)  ,  (24)  şartlarından Teorem 3.6’nın 

hipotezlerinin  gerekli olduğu görülür. Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 
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İspat: Lemma 3.5’ teki notasyonlara göre, 
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elde ederiz. Bu durumda  ( )ny   dizisi,     )a(A nv=    matrisi 
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olmak üzere  ( )nX   dizisinin  A-dönüşüm  dizisi olur. Böylece   ∑ na   serisi    
knp,N    

toplanabilir olduğunda    nnλa∑    serisi    nq,N    toplanabilir   olması için gerek ve 

yeter şart     ( )1k l,lA∈  olmasıdır. Lemma 1.1.16’dan  aynı durum için gerek ve yeter 
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yazalım. Burada , 
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dır. Bu seri )1(Oz n =  olduğunda yakınsaktır.Dolayısıyla teoremin doğruluğu için gerek 

ve yeter şartlar, )1(Oz v =  olduğunda  
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olur.  Bu takdirde (26) ifadesinden, 
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bulunur. Öte yandan  Lemma   1.1.18’den 
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dır. Dolayısıyla  teoremin hipotezleri gerek şartlardır. Nihayet  )1(Oz v =  olduğunda  

teoremin hipotezleri  ve  
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           )ba(2)ba(
*k*k*kk*

+≤+         )0b,a( ≥  

eşitsizliği dikkate alınarak  (26)  elde edilir ki bu da yeterliliğin ispatını tamamlar. 

  

3.8 Sonuçlar: 

    Teorem  3.6  ve Teorem 3.7  bilinen bazı sonuçları özel durum olarak içerir. Bu 

sonuçları ifade edelim. 

 

Sonuç 3.8.1: 
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Teorem 3.6’da  k=1  alınarak elde edilen bu sonucun yeterlilik  kısmı Khan-Alauddin  

(1976) tarafından daha kuvvetli şartlar olan (28b), (28c) ve )Pq(O=Qp nnnn  altında 

ispatlanmıştır. 
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dır. 

İspat:Teorem 3.6’da   k=1  ve  
nn

nn
n Pq

Qp
=λ   alınarak istenen elde edilir. Bu sonucun 

yeterlilik kısmı Kishore ve Hotta (1970) tarafından daha kuvvetli şartlar altında 

ispatlanmıştır. 

 

Sonuç 3.8.3 :   nn q,Np,N ⇒     olması için gerek ve yeter şart  )Qp(O=Pq nnnn     

olmasıdır. 
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      Teorem 3.6’da  1=λ=k n   alınarak elde edilen bu sonucun yeterlilik kısmı 

Sunouchi (1949)  ve  gereklilik kısmı ise Bosanquet (1954) tarafından verilmiştir. 

 

Sonuç 3.8.4 : 1k ≥  olsun. 
k

nn q,Np,N ⇒    olması için gerek ve yeter şart       

           )pQ(O=Pq k
nn

k
nn  

olmasıdır. 

 

     İspatı için Teorem 3.6’da   1=λ n  almak yeterlidir. Öte yandan Teorem 3.7’ de   

1=λ n  alırsak   (25 a)  şartı ,                  
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P

p∑
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v       

şartına dönüşür ki Abel-Dini teoremi nedeniyle bu mümkün değildir. Bu nedenle 

aşağıdaki sonuç  Sarıgöl (1993)  tarafından ortaya atılan  problemi çözer. 

 

Sonuç 3.8.5:  ∞<k<1   olsun.  Bu takdirde  nkn q,Np,N ⇒/ ’dır, yani    
k

np,N   

toplanabilen fakat  nq,N   toplanamayan bir seri vardır. 
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