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Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL

Temmuz 2006, 39 Sayfa

Ucg boliimden olusan bu calismada toplanabilme teorisi alaninda 6nemli bir yer tutan
mutlak Riesz Toplanabilme metotlar1 ve bu metotlarin toplanabilme carpanlar
incelenmistir.

Birinci boliimde, ikinci ve iigiincii bolimde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Ikinci boliimde mutlak Riesz toplanabilme metotlar: ile tammlanan dizi uzaylarmin
temel Ozelliklerinin yami sira kullandigimiz bazi lemmalarin sadece ifadeleri veya
ispatlar verilmigtir.

Uciincii boliimde toplanabilme carpanlarim karakterize eden temel teoremler ile bazi
sonuclar1 verilmistir.
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July 2006, 39 Pages

In this study which is prepared as three chapters, Riesz Summability Methods that are
important in Summability Theory and these methods’ summability factors are
examined.

In the first chapter, basic definitions and theorems that will be used in the others are
given.

In the second chapter, the basic properties of the sequence spaces defined by
Absolute Riesz Summability Methods and some lemmas with or without their proofs
that we used are given.

In the third chapter, The theorems which chracterize summability factors and some
corollaries are given.
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olacak

SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks sayilar ctimlesi.

Sl salinimh diziler uzay1.

Kompleks veya reel terimli yakinsak diziler uzayi.
Kompleks veya reel terimli sinirhi diziler uzayi.

o0 p

{ x =(x,): Z|xk| <o ,p>0, Vx, reel veya kompleks sayidir. }
k=1

1. mertebeden Cesaro toplanabilme.

k indisli 1. mertebeden mutlak Ceséro toplanabilme.

Riesz ortalamasi.

k indisli 1. mertebeden mutlak Riesz toplanabilme

ZXH serisi A toplanabilir oldugunda ZXHKH serisi B toplanabilir

sekilde tim A =(A,) dizilerinin ciimlesi.



BiRINCi BOLUM

Bu boliimde, bundan sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanmim ve teoremler

ifade edilecektir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler:

Tamm 1.1.1 (Lineer uzay):

X bos olmayan bir climle, F reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun. Bu

durumda,

T: XxX > X, T(x,y)=x+Yy

C:FxX—>X, C(o,x)=0a.x
fonksiyonlart Vx,y,ze X ve Voa,fe F icin asagidaki sartlart sagliyorsa, X
ciimlesine F cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzay) denir;

1) x+ye X

2) x+(y+z)=(x+y)+z

3) x+6=0+x=x olacak sekilde bir tek 6 X vardir.

4) x4+ (—x) =(—x)+x =0 olacak sekilde bir tek (—x)e X vardir.

5) x+y=y+x

6) axe X

7) (a+p).x =ox +B.x

8) (a.p).x =o.(B.x)

9) 1x=x



Tanmm 1.1.2 (Lineer doniisiim) :

L ve L' aym F cismi iizerinde iki lineer uzay olmak iizere @~ T :L—L
doniigiimii verilmis olsun. Eger Vx,ye L. ve o€ F i¢in
T(x +y) = T(x) + T(y)
T(ox) = a.T(x)
sartlar1 saglamyorsa T’ye Lineer doniisiim denir. Ozel olarak Kompleks degerli lineer

doniisiime ise lineer fonksiyonel ad1 verilir.
Tamm 1.1.3 (Simrh lineer doniisiim):

X ve Y iki normlu uzay ve T: X—Y lineer doniisiim olsun. Eger Vx € X icin
TGOl < K-[x]

olacak sekilde K>0 reel sayis1 varsa T’ye smirh lineer doniisiim denir. Bir sinirlt

lineer doniisiimiin normu ise,

[T
[~

biciminde tanimlanir.

[T}/ = sup
X#0

Teorem 1.1.4 : X ve Y iki normlu uzay ve T:X—Y lineer doniisiim olsun. Bu

takdirde T doniisiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T ’nin sinirli olmasidir

( Bayraktar, 1998 ).

Tamm 1.1.5 (Norm ve Normlu uzay) :

X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger || || X—R fonksiyonu Vx,ye X
ve VaeC igin
N)) ||X||=O<:>X=9
N o] =1od ]

N[ty <+



sartlarim1 sagliyorsa, || || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||) ikilisine

normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.
Tamm 1.1.6 (Yarmormlu uzay) :

X bir lineer uzay olsun. Eger P: X — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa,
P’ye X iizerinde bir yarinorm, (X,P) ikilisine de yarinormlu uzay adi verilir.

Y,) P(ax)=|o|P(x) (Vxe X, Voel)

Y, P(x+y)<Px)+P(y) (Vx,yeX)

Tanmm 1.1.7 : A bir ciimle, B yarinormlu uzay ve &, f:A —> B olacak sekilde
fonksiyonlarin ailesi olsun. Eger her bir ae A igin {f(a):fe ®} B’de simrh bir

ciimle ise @ ’ye noktasal simirlidir denir (Wilansky 1964).

Tanmm 1.1.8 : A ve B yarmormlu uzay &, f:A — B lineer fonksiyonlarin bir

ailesi veya A iizerinde tanimli yarinormlar olsun. Vf e @ icin || f || <M olacak sekilde

bir M sayist varsa @ ’ye diizgiin sinirhidir denir (Wilansky 1964).
Teorem 1.1.9 (Resonance Teoremi) :

& tam yarmormlu uzay iizerinde tanimh siirekli yarinormlarin noktasal sinirlt bir

ailesi olsun. Bu takdirde & diizgiin sinirlidir (Wilansky 1964).

Tanmm 1.1.10 ( Cauchy dizisi) :

(x,), (X," ||) normlu uzaymnda bir dizi olsun.Eger Ve>0 i¢in m,n>n,

oldugunda ||xm— X,||<€ olacak sekilde bir n, sayist bulunabiliyorsa, (x,)

dizisine X ’de bir Cauchy dizisi denir.



Tamm 1.1.11 (Normlu uzayda yakinsakhk) :

(x,), (X,|| ||) normlu uzayinda bir dizi ve x€ X olsun.Eger Ve>0 sayisina

karsilk n>n, oldugunda |x A6 — x|| <e& olacak sekilde bir n, sayisi varsa, (X,)

dizisi x noktasina yakinsaktir denir ve
X, =X veya hrllnxn =X

biciminde gosterilir. Norm fonksiyonunun 6zelliginden

X, —xm“:"xn —s+s—xm|| < ||xn —s||—i-||xm —s||

oldugu aciktir. Buna gore Normlu bir uzayda yakinsak her dizi ayni zamanda bir

Cauchy dizisidir. Bu iddianin karsit1 ise her normlu uzayda dogru degildir.

Tamm 1.1.12 (Banach uzay) :

(X,

||) normlu uzay1 olsun. Eger X’de alinan her Cauchy dizisi || || normuna gore

yakinsak ise bu uzaya Banach uzayi (tam uzay) denir.
Tamm 1.1.13 (Banach - Steinhause teoremi) :

Eger (A,) bir X Banach uzaymdan Y normlu uzayi i¢ine sinirh lineer

doniisiimlerin bir dizisi ve X {iizerinde sup||An(x)||<oo ise  bu takdirde

sup||An || <co’dur. Yani (||An || ) normlar dizisi sinirhdir.

Tanmm 1.1.14 (Matris Doniisiimii) :

A=(a,), (nk=l2,...) kompleks veya reel terimli sonsuz bir matris, X ile Y’de

herhangi iki dizi uzayini gostersin. Eger Vx =(x, )e X icin,

A, (x)=Da,x, (n=1,2,..)
k=1



serisi yakinsak ve  A(x)=(A,(x))e Y ise bu takdirde A’ya X’den Y’ye bir matris
doniisiimii denir. X’den Y’ye olan biitiin matris doniisiimlerinin kiimesi (X,Y) ile

gosterilir. Hemen goriilecegi gibi matris doniistimleri 6zel lineer doniisiimlerdir.

Bu arada biitiin kompleks veya reel terimli biitiin dizilerin kiimesi s ile gosterilir.
Aciktir ki, s kilmesi x=(x,) , y=(y,) € s veoaeC icin
X+y=(x, +y,) , ox=(0x,)

islemlerine gore lineer uzaydir. Ote yandan

BV= {x =(xk):i‘xk —xk+1|<oo}
k=1

C={x =(x,): lilgnxk mevcut }
1, = {x =(x,): 31]1(p|xk| <oo}
w P
1, = {x :(xk):;|xk| <oo,p>0}
dizi uzaylari, normlarina gére Banach uzayidir.

k

<o (Maddox

Lemma 1.1.15 : 1<k<eco olsun. T=(a,)e (1)< sup).

V. on=l

a'I’IV

1970).

Lemma 1.1.16 : 1<k<oo , I <r<eo olsun. x:(xn ), y:(yn), u:(un), v:(vn)
dizilerini,

y, = Z:am,xV (n=0,1,2,...)

v=0

v,=Ya,u, (v=0,1,2,..)

n=0

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde Vxel, i¢in yel  olmasiigin gerek ve yeter
sart Yuel. i¢in vel. olmasidir. Burada r ve k' smasiyla ve r ve k’'nmn

eslenigidir (Mehdi 1959).



Lemma 1.1.17 : 1 < k < o olsun. Eger A:(anv)e(l

(a,,) € 1. dir (Mehdi 1959).

Teorem 1.1.18 (Minkowski Esitsizligi) :

p=1, a,,a,,.,a, 20, b,,b,,..,b, =0 olsun. Bu takdirde

olur.

Teorem 1.1.19 (Holder esitsizligi) :

p>1 ., l%—l=1 , a,,a,,...,a, 20 ve b,,b,,..,b, 20
P q

olsun. Bu takdirde,

1 1
Zn:ak.bk S(Zn:aijp . (Zbﬁjq
k=1 k=1 k=1

dir.

»1,) ise bu takdirde



IKiNCi BOLUM

Bu boliimde mutlak Riesz toplanabilme metotlar ile tamimlanan dizi uzaylarinin
temel Ozelliklerinin yamisira kullandigimiz bazi lemmalarin sadece ifadelerini veya

ispatlarim verecegiz.

Tamm 2.1: 2 x, kismi toplamlar dizisi (s, ) olan bir seri olsun. Bu durumda

1 n
uH: SV
n+14o

esitligi  ile tamiml (u,) dizisine ZXn serisinin birinci mertebeden Cesaro

ortalamasi denir. Eger limu, =s ise an serisi s’ye (C,1) toplanabilir ve

n—oeo

u=(u,)e BV , yani

oo

D, —u,, <o
n=l
ise |G| toplanabilirdir denir. Eger k =1 icin

un(x)—un_l(x)|k <o

k-1
2n
n=l

ise Y x, serisi |C,1|, toplanabilirdir denir (Flett 1957).

Tamm 2.2: ZXH kismi toplamlar dizisi (s, ) olan bir seri ve (p,) ise
P =p,+p, +p,+..+p, > (n—o) P, =p =0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda ¥n € IN icin

13 I <
u, :P_vasv :P_E(Pn -PV—I)XV

n V=0 n v=0



bi¢iminde tanimlanan (u,)’e (s,) dizisinin (N,pn) ( Riesz ortalamasi ) doniisiim

dizisi denir. Bu doniisiime karsilik gelen A =(a,,) matrisi,

dir. Eger limu, =s ise an serisine ( veya (s,) dizisine ) s’ye (N,pn)

n—oo

toplanabilir (limitlenebilirdir) denir.

Tamm 2.3: an kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir seri olsun. u (x), (s,)

dizisinin (N,p,) ortalamasi olmak iizere eger (un (x)) swurlt saliiml yani
n=|

ise bu takdirde an serisine |F1,pn

u, (x)—u,_, (x)| <o

toplanabilirdir denir. Ag¢iktir ki, ¥n i¢in

p, =1 alnirsa |N,pn| metodu |C,l| metoduna indirgenir.

Tanim 2.4: (un (x)), ZXH serisinin (N,p,) ortalamasi olsun. Eger k >1 igin

- P k-1
é(ﬁ

1se bu takdirde an serisine ‘N,pn

u, (x)-u,, (x)| K< oo

) toplanabilirdir denir (Bor 1985). Eger k=1

aliirsa ‘N, p. N, P,

) toplanabilme metodu, toplanabilme metoduna doniisiir.

Ayrica Vn i¢in p, =1 alirsak ‘ﬁ,pn

) toplanabilme metodu, |C,1k toplanabilmeye

doniigiir.

Tamm 2.5: an kismi toplamlar dizisi s =(s,) olan bir seri ve A = (anv) pozitif

normal bir matris olsun. s dizisinin A doniisiim dizisini A(s) = (An (s)) ile gosterelim,

yani,

A)=Da,s, (=0,12,..)

v=0

alalim. Eger,



i TIAL ) -A () <o

n=1

ann

ise an serisi |A|k toplanabilirdir denir (Sarigdl 1994). A¢iktir ki A’nin Riesz
matrisi olmasi durumunda |A|k toplanabilme metodu ‘N,pn‘k toplanabilme

metoduna indirgenir.

Tanimm 2.6: an herhangi bir seri ve A ile B iki toplanabilme metodu olsun. Eger A
toplanabilen her an serisi i¢in ankn serisi B toplanabiliyorsa, bu takdirde
A= (kn )’e A’dan B’ye bir toplanabilme dizisi denir ve [A,B] biciminde gosterilir
(Sarigol ve Bor 1995).

Tammm 2.7: Pozitif terimli (a,) ve (b,) dizileri verilsin. Eger her n>n, igin
a, <cb, olacak sekilde ¢>0 ve n >l tamsayis1 varsa, a, =O(b,) , n-—>o

seklinde yazilir.

Tanim 2.8: A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. Eger A toplanabilen her dizi
ayn1 zamanda B toplanabiliyorsa A , B’yi gerektirir denir ve A = B ile gosterilir. Eger

A=B ve B= A ise A metodu B metoduna denktir denir ve A < B ile gosterilir.

Teorem 2.9: Eger pozitif sabitlerin (p, ) dizisi i¢in np, =O(P,) ve

P, =O(np,) sartlart saglaniyorsa, bu takdirde |C,1|k = ‘N,pn

) “dir (Bor 1985).

Simdi ifade ve ispatindan ¢okca yararlandigimiz bir lemmayi ifade ve ispat verelim.

Lemma 2.10: Kabul edelim ki k>0 ve n—>e ig¢in P, =p,+p, +..+p, =
olsun. Bu takdirde Vv 2 1 icin

M_svpn N
Pt P P* P*

v=1 n=v - n" n-1 v=1
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olacak sekilde (p,) dizisinden bagimsiz pozitif M ve N sabitleri vardir (Sarigol

1991).

Ispat: f:[01)» R

1

F(x) = —(1-x¥)
I-x

fonksiyonunu gozoniine alalim. Aciktir ki bu fonksiyon siirekli ve pozitiftir. Ote yandan

N 1 L _ 1
x—-> 1-0 igin f(x)—> P Clinkd , xlfrll}of(x)_xlfrf}o 1—x

belirsizligi mevcut oldugundan L’Hospital kural1 uygulanarak,

1

ek -k -k
im £ = lim S = gim Lx v =L g xr =1
x> 1-0 x>1-0 1 —x x-1-0 k k x-»1-0 k

elde edilir. Dolayisiyla Vxe[O,l) icin
M= f(x) SN

olacak sekilde k’yabagli M ve N sabitleri vardir. Simdi VneIN icin

p k k
x=|-—2L] = l_p_n
Pn Pn

alalim. Bu durumda,

1

xk 1

1- P
f(x)= = 1——=2-
=15 . PHEI( Pn)
_PT
1 pn _ Pr:(Pr:(—l pn
P[ll( _Pf—l Pn Pri( _Pri(—l .Pn P:—l

Pk

olduguna gore,

bulunur. Ote yandan,

N 1 1
z [ Pnk—l - P_kj

n=v




11

serisi yakinsaktir. Ciinkii kismi toplamlar dizisini (s, ) dersek

dir. Boylece,

Moy P oo

PL, T SRPL TP

n=v - n" n-1

elde edilir.

Lemma 2.11 : 1<k < s<wo olsun. Ayrica B ve C matrisleri asagidaki sekilde

tanimlansin;

0 , V#n
Bu takdirde,
o |p . 11
BE (lk’15)<:> Z . A(Qvflsv)-{_Qvngrl p_V = O(Q:(n ) > —+ * :1
v=l v Pv k k
1 1
S k
Cce(l,.l)e e =0{$J (p—ﬂJ
d4, ) \ P,

dir (Bennett 1987).

Simdi ‘N,pn

) toplanabilme metodu ile tamimladigimiz dizi uzaymin cok

kullandigimiz temel bir 6zelligini veren bir lemmay: ifade ve ispat edelim.



12

Lemma 2.12: 1<k <o olsun. Bu takdirde,
|Np|k :{x =(x;): in s |N,pn

dizi uzayi,

k-1
(P
||X||={|Xo|k +Z[ j
n=1 pn

normuyla birlikte Banach uzayidir (Sarigol 1991).

) toplanabilir }
k}

‘nin lineer uzay oldugunu gosterelim. Bunun igin
k

|-

Pli)n ZPvflxv

nn-1 v=l

Ispat: Once |ﬁp

x=(x;) , Yz(yi)€|ﬁp|k ve o€ C alalim.

X+y=X,+Y,,X,+Y¥,, . X, +Y,,-...) VE OX=(0X,,0X,,...,00X, ,...)
olduguna goére Minkowski esitsizligi nedeniyle,

- P k-1 . i - P k-1 . .
et {z(p—j U, (x4 ) } {z(p—j U, 00+ U, ) }

n=0 n n=0 n

> (P ! K i =P ! K i
S{Z(p—“] U, () } +{Z(p—“] U, )| } <o

ve dolayisiyla x+ye |Np|k bulunur. ox e |Np|k oldugu ise aciktir. O halde |Np|k

lineer uzaydir. Simdi de ||x|| ’in |Np| tizerinde bir norm oldugunu gosterelim.
k

N1) x=6 =(0,0,...,0,...) ise ||X||=O’d1r.Tersine

(P, . K ﬁ
M= 5[5 ot | o

=Vn>0, U, (x)=0 ,

= Vn>0,—2 3P x, =0

n' n-1 v=1

= U,(x)=x,=0

=U,x) =Px, =0
= x,=0

Bu sekilde devam edilerek x,=x,=x,=...=x,=...=0 yani, x=06 bulunur.

n
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U, (ax)* }k

k-1
(_nj
n=0 F n

k-1 L
| (5 W | -l

n=0 n

N2) o] {

N3) Minkowski esitsizliginden ,

1

k-1
(P
sl ={z(p—“ vl |
n=0

n

k-1

s{i(P_n (U, ) +|u, ) }k

n=0 pn
- (p k-1 ) i - (p k-1 ) %
< Z[—“j U, (x) }+ Z[—“j U, () }
n=0\ Px n=0\ Py
=[x+

elde edilir. Su halde |Np|k normlu uzaydir. Nihayet |ﬁp|k ‘nin tamhig i¢in keyfi bir
(x,,) Cauchy dizisi alalim. Bu durumda her bir me IN i¢in
X, =X =X,X5, . 0nX ) € |ﬁp|k

olur. Bu takdirde Ve >0 i¢in m,n >n, oldugunda,

1
k-1 . _
k < (P P; 1 kl«x
X —X || =<4x —x5] + — —>»P (x"-x" <€ *
|| m n {| 0 0 ;(plj PiPi_le:I: v—l( v v) }
olacak sekilde n, mevcuttur. Buradan da v= 0, 1, 2, ... ve mn>n, igin

X" —x.|<¢& yazlabilir. Su halde her bir v igin (XIV,Xﬁ,...,x‘V“,...) dizisi € ’de bir
Cauchy dizisidir. € tam olduguna goére bu Cauchy dizisi yakinsaktir. Yani

lim x]' = x, olacak sekilde x € C vardir. Diyelim ki x =(x,,X,,..., X, ,...) olsun.

m—yoo
m-—o i¢in X, 6 —X Ve X= (xk)e |ﬁp|k oldugunu gostermek yeterlidir. *’ dan

m,n >n, igin |x3‘—x3|<8 ve VjeN igin

(P k-1
;(pi]

p' . m n
— E P (xI'-x
PP_ < e (8 =%

<€
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bulunur. Bu esitsizlikte n — oo igin limite gegilirse m >n_ i¢in

k

<ek

PP ZP_I(X -x,)

iti-1 v=l

. k-1
k (P
m k i
|x0 —x0| <e* ve ) (—J

i=1 \ D

elde edilir. Son esitsizlik Vje N i¢in saglandigina gére Vm > n, i¢in

fa=s] =fhs -l + 52 2

bulunur ki buise m —c igin "xm

PP ZPvl(X -x,)

iti-1 v=l

1
} <e"+e¥<2e (e<))

- x| —0 yani x, > x  demektir. Ayrica
Minkowski’s esitsizliginden ] < [jx = x || + X ]l <00 oldugundan

x=(x,)e [N,

) “dir. Su halde |Np|k Banach uzayidir.

Teorem 2.13 (Abel- Dini Teoremi):

an pozitif sabitlerin keyfi raksak bir serisi ve P, =p,+p, +...+p, , yani

n=1
serinin kismi toplami olsun. Bu takdirde,

z yakinsak , a>1 ise
a
- — P°‘ raksak , o<l ise

dir (Knopp 1944).



15

UCUNCU BOLUM

Bu bolimde toplanabilme carpanlarin1 karakterize eden temel teoremler ile bazi

sonuclarini inceleyecegiz.

Aksi sdylenmedigi siirece bu boliimde (p,) ve (q,),
P =p,+p,+tp,+...+p,, P, =00, (P,=p,=0)
ve
Q,=q,+q,+q, +..+q,, Q, =, (Q,=q,=0)
olacak sekilde pozitif sabitlerin dizilerini ve n=0,1,2,... icin  Ag =€ —¢_,

esitligini gosterecektir.

Aciktir ki genel olarak |N,pn

. ve |N,qn her bir k21 indisi i¢in farkli farkli

k
toplanabilme metotlanidir. Diger bir ifadeyle bu metotlar birbirinden bagimsizdir.
Dolayisiyla bir toplanabilme carpani ile iki metottan birinin toplanabilme alanindan
digerinin toplanabilme alanina gegilip gecilemeyecegini sormak dogaldir. Bu baglamda

(Bor, 1993) , asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.1: k= 1 olsun. Eger |N,pn . toplanabilen her EXn serisi i¢in

zgnxn serisi |N,qn

(i) e, = o{[lz;nQP: jk }

. toplanabilirse, bu takdirde

veE



.. _ )| Pa K
(i1) Ag, = O{[ PHJ }

dir (Bor 1993).
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Simdi bu teoremi genisleterek gerek ve yeter formda ortaya koyan Sarigol ’e

(1994) ait olan bir teoremi ifade ve ispat edelim.

N.q,

]

Teorem 3.2: 1 <k < s <« olsun. Bu takdirde €=(g, )€ “N,pn

’

k

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

_ &Ep_nf
R i

b 3

v=1

K"

p K 1 1
~=0 , —+—
P Q) k k

v

Il
—_

P
_VA(QV—IEV ) + QVEV-H

v

€y

olmasidir.

Bu teoremi ispatlamak i¢in 6nce asagidaki lemmayi ifade ve ispat edelim.

Lemma 3.3: 1<k <s<oo olsun. Eger e€=(g,)e [|N,pn g] ise

k ’|N’qn

bu takdirde (1 a) saglanir (Sarigdl 1994).

Ispat: (un(x)) ve (tn(x)) sirastyla an ve anxn serilerinin (N,pn) ve (N,qn)

Riesz ortalamalarim gostersin. Bu durumda,

%®=§imm

n v=0

= Plipvzlei

n v=0 i=0

LSS )

n i=0 \v=i

1 n
= P_Z(Pn _Pv—l )Xv

n v=0



olduguna gore U (x)=u,(x)=s, =X,

U,x)=u,x)-u,,(x)

1
=R, PR - o

ve n=1 igin

n v=0 n-1 v=0

-1

:_ZP

n v=0 Pn—l v=0
—ZX —ZX +—ZP
n =1 v=0
- _Pu _
=X, P P z‘lf)v—lX

n- n-l v=0

LSp

n—

n-1 v=0 n v=0

n-1

P_ZPV—IXV - (

n v=0

Po g —x, +2uy

H n n

n n

=P P, (P, =0)

PP

n-n-1 v=0

bulunur. Benzer olarak,

tn(X)_ qu v
nVO
__Eq zslxx
nvO i=0
“a -3 Za e
n i=0 \ v=i

=é§@qumv

ve

T (x)=t (x)—t,_(X)=

Qin

olur. s,k >1 i¢in

F:{ X:(Xi):zxi’ |ﬁ’pn Kk

lineer uzayi ,

1

" p k-1 K ‘
| 22 o]

ve benzer olarak

G={ (ex,):2gx, |N

P

n

1
V+P_Z v—l v ZP—lx

ZQV £.x,  , Ti(x)=¢gX,

v=l

toplanabilir }

toplanabilir }

P_
. pn)X

n

2

3)

“4)

17
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lineer uzayi,

K, ={ 22 )
n=0 qn

normlartyla birlikte birer Banach uzayidir. Hipotezden Fc G oldugundan |[|x[. < ise

T, (x)

||x||G <o dir. Her bir ne IN icin

N
T i T— 1~v >y
! (X) QnQn—l %Qv_ e

seklinde tanimlanan T, : F—» € doniisiimiinii goz oniine alahm. Vx,yeF ve oaeC
icin T, (x+y)= T, (x)+ T, (y) ve T, (ax)=0a.T,(x) oldugu agik¢a goriildiigiine
gore T, doniigiimii lineerdir. Ote yandan T, smirlidir. Bunun igin Teorem 1.1.4

nedeniyle bu doniisiimiin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Her bir ne IN icin

£, (x) = {Z[&j T, o) }

i=0 i
fonksiyonelini gbz oniine alalim. f_, F iizerinde bir yarinormdur. Ciinkii, her bir ie N

icin T, lineer oldugundan Minkowski esitsizliginden,

f(x+y)= {Z[g—j T, (x+y) }

Ty o]

n s—1
s {Z[&j |Ti (x)
dir. Ayrica f (ox) :|oc| .f,(x) oldugu ise aciktir. Su halde f , F iizerinde bir

i=0 i

=, +£,(y)

yarinormdur. Bunun yam sira Vi igin T, ’lerin F iizerinde smirhi lineer fonksiyonel
olmasi nedeniyle f  F iizerinde sinirhdir. Eger f(x)=1limf (x) dersek

f(x)=||x||G < (6)
olur. Bu ise {fn} ailesinin F {izerinde noktasal smirli olmas1 demektir. Resonance

teoremi ( Wilansky 1964 ) nedeniyle bu aile F iizerinde diizgiin sinirhdir, yani Vne N

icin ” f, “SM olacak sekilde bir M sabiti vardir. Dolayisiyla VxeF icin
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fl’l

<M (neN) =

£, 0|=f(x) < M.|}x|.
= [xg < M.[x[,
yazilabilir. Ozel olarak ve N icin e, =(0,...,0,1,0,...) (v.terim 1) olmak lizere

(3) ve (4) ifadelerinde x=e, —e,,, almirsa,

0 ,n<v
U, (x) = I;_V n=v
_ P\Pa n>v

PnPn—l

bulunur. Ciinkii,

n<v igin U,(x)=—2>Pp_x, =0

n~ n-1 v=l

Py Py

Pvflxv =
P

v©ov-l v

n=v i¢cin U (x)=

olur. n > v icin ayni incelemeyi yapalim.
n=v+l1 ise,

v+l
pv+1 pv+1 pvpv+l
U.x)==2e Sp x =P p py__PPwn
V+l( ) PV+1PV g -1 PV+1PV( v-1 V) PVHPV
n=v+2 ise,

v+2

UV+2 (X) = pv_{;ZtPi—lXi = F)"—+2(Pv_l _PV) — pvpv+2

v+27 v+l i=1 V427 v+l Pv+2Pv+1

ve bu sekilde devam edilirse,

p
U (x)=- 1
n( ) pv PnPn—l

elde edilir. Benzer sekilde,

0 ,nN<v
T,(x) = Séqv n=v
AQ, g, )—n n>v

QnQn—l

bulunur. Ote yandan,



20

U, }

i=)

» P k-1
M.~ {3(%)
n=0 n
v1(p k1 P o p %
— ~n U k v k n
{ n—O(pn J “(X)| " Pv +pvn:V+1 PnPIi(—l }

1

pv k N pn C
_+ _

{ P by P P’ }

v n=v+l * n" n-1

(o) o |
n=0 qn

ve

T, (x)

[l

N

|
:{
|

Q) e . < (Q) ] g ae
<v Yo+ =n — 1 A €,
[qvj Qv n%l(qnj QnQn—l (QV78 ) }
s AN q s
=13le — HAQ, €, -
! QV | (QV ) n—valrlQnQil }

elde edilir. ||x|| S M||x||F esitsizliginde bu sonuclar yerine koyulursa Lemma

2.10°dan,

Q, o1 ,Q5 P P P*

v n=v+l * n~ n-1

1 1
> s > k
{evs LA e > =4 } SM{p_V+p5 Pu }

1

1
sqv S<M P_V+ k N pn k
}‘ p, TY & Pppr }

v n=v+l * n~" n-1

k
. s k
s 9y } <M PV+K( P, )j

8V
QV PV PV
k-1
<MP ek 2| [eMa+k)Be
PV PV PV
M B
P

bulunur. Buradan da,
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1 1
s k
q, ) \ P,
elde edilir ki bu ise (1 a)’nin saglanmasi demektir.

Teorem 3.2°nin ispati: Lemma 3.3’te tanimlanan sembolleri kullanarak once bazi
esitlikler elde edelim. (2)’nin tersini (3)’te yerine yazarsak,

Un(x) - ZPV—I v

nnlvl

olduguna gére n=>1 icin

PP L
n_rH.Un(X):ZPHXV —
n v=1
P P n—1
—nnl U (x )_Lﬂ. L (x)= Z XV_ZPHXV:PMXn:
n n—1 v=1
P P _
x,=—"-U, (x)——=2-U,,(x) ve U,(x)=x,
n n-1

bulunur. Buradan da,

Tn (X) = q—nZQv—lgva

QnQn—l v=l
= U P U,
~Q QM;QV‘S[ T )j

q,P
= e U +———¢, U
Q Qn 1 VZI’ QV_ (X) ann (X)

n

qn Pv2Q
- E & U (x)
Qinvlpvl 1 1
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SP g e u0+LPie U x)

_Qinvl ann

n

_ qn ZPV2Q SU (X)
Q,Q,. 5P - -

q q,P,
—_ n . U n—n nUn
=3 in; Q, & U, (x)+—1n op (x)

_qn"El

Qv v+lUv(X)+ qn z

QV V+1Uv (X)

Q Qn 1 v=l1 v QnQn 1 v=1
= Qqén 1 E{P €,)+QE }U (x)+ ql;pi e, U, (x)

vn>1 igin U;(x)=(5J k.Un(x) ve T:(X)=(Q“
P,

n

durumda,

U, () {P—"]k UL ()
P

veE

QinV—

T;(X)=(&j R Z{ —AQ,8,)+Q.E,., Hp

1 1

| —-1
s q P P |k .
+(&] q“_nen(_nJ Un(x)
qﬂ ann pn

o 2

= iaani (X) ’

v=l

yazalm. Bu takdirde (T (x)) dizisi, (U’ (x)) dizisinin

A(Qv 18 )+Qv8v+l }(I;/Jk UTI(X

1- =
j ‘.Tn(x) alalim. Bu

v PU*
— X
P v (X)
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1
s P K
(q"j LR v e+, }(p_vj 1< v< -1

Qn n-1 v PV
a_ = 1 1
nv s( P k
(qn J (_nj 8“ ’ V ) n
Qn n
0 , v>n

matrisiyle yapilan doniisiim dizisi olur. Ote yandan,

Uf,(x):(lf—"j U, Z\UZ(x)\k=Z(P—“j U,

n Pa

veE

Ti(x){%j T,(x) . 2T§<x>r=2(%J

n

T, ()|

n

esitsizlikleri nedeniyle an serisi |N,pn . toplanabilir oldugunda anxn serisi

[N.q,|. toplanabilirdir & XU, (0| <= oldugunda DT, (x) <= dir. Bu da

A=(a,)e (1,,]1,) olmasidir. Lemma 2.11’deki B ve C matrislerinin tanmimlari

nedeniyle

0 n—1
T (x)=2.a, U.(x) = 2b Ul(x)+c, U (x) )

v=1 v=1
yazilabilir ve dolayisiyla A = B+ C olur. Su halde
T, (x)=B,(x)+C,(x) ®)

olur.

Yeterlilik: Eger (1 a) ve (1 b) saglaniyorsa Lemma 2.11°dan B,Ce (lk,ls) ve (8)

esitliginden Ae (lk,ls) bulunur. Su halde (1 a) ve (1 b) yeterlidir.

Gereklilik: Eger Ae (lk,ls) ise Lemma 3.3 nedeniyle (1 a) saglanir. Dolayisiyla
Lemma 2.11’dan Be (lk,ls) olur. Ote yandan C, (x) =T, (x)—B, (x) esitliginden

Ce (1k ,ls) ve Lemma 2.11°’dan (1b) elde edilir.Su halde (1a) ve (1b) gereklidir.
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3.4. Sonuclar:

Teorem 3.2, mutlak toplanabilme metodlar1 arasinda iliski kuran, bilinen bir ¢ok

teoremi Ozel durum olarak kapsamaktadir. Simdi bunlarin bazilarim ifade edelim.
Teorem 3.2’de p, =¢, =1, k=s ve p,6 =q, almrsa asagidaki sonu¢ elde

edilir.

Sonug 3.4.1: 1<k < olsun |C,1|  toplanabilen her seri ayni zamanda ‘ﬁ,pn‘ )

i) np, =O(P,)
toplanabilirdir < m . 9)
i) D P, -(v+Dp,|* %: oY)

v=l

sartlarinin saglanmasidir. Burada k*, k’nin eslenigidir.

Dikkat edilmelidir ki bu sonucun sartlar1 Teorem 2.9’un sartlarindan daha zayiftir.
Cinkii np, =O(P,) ve P =O(np,) saglaniyorsa,

Y S
=0 PF -~
\Y%

\%

2 [P, -(v+1)p,

v=1

v=1

—omYpr ! (P—]
A%

v=1

—O()Y P ! p,

v=l
=0(PF " 'p,
v=1
=O(P")

Tersi ise dogru degildir. Dolayisiyla Sonug 3.4.1, Teorem 2.9’u kapsar.

Sonuc¢ 3.4.2: 1<k< s <ooolsun. Bu takdirde ‘N,pn

) toplanabilen her seri , ‘ﬁ,pn

toplanabilirdir <
P =O(np,) (10)

sartinin saglanmasidir.
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Ispat: Teorem 3.2°de p, =q, ve ¢, =1 alalim. Bu durumda

(2]
q, ) \ P,

olduguna gore

1< K(Q_J
q.

1 1
S

X
Py @ISKP—“
Pn Pl‘l
1< K[p—“j
Pn

&P, =0(p,) dir.

|-
@ | -

Simdi (10) sartim1 saglayan bir (pn) dizisinin mevcut olup olmadigi sorulabilir. Bunun

icin bir ornek verelim. p, =x", v=0,1,2,... x>1 olacak sekilde (pv) dizisi alalim.

Bu durumda,
P P
v X , yani — X ifadesine asimtotiktir. Ciinkii,
p, x-1 P, x—1
. -1 & x A x)(x -1
lim—. % :hm(X X +1X & )=1 )
zrpy X T X"

Sonuc 3.4.3: 1<k <» olsun. Pozitif sabitlerin (p, ) dizisi icin
{ (@) p,Q,=0(q,P,)
(®) q,P, =0(p,Q,) (1)

sartlar1 saglansin. Bu takdirde ‘ﬁ,pn‘k & ‘N,qn‘k “dir.

Ispat: Teorem 3.2’de &, =1 ve k =s alalim. Bu durumda

(1 a) ve (1b) sartlart sirasiyla
q,P, =0(p,Q,)

. (12)
2

Py _o0F
< P 0Q..)

v

ve
P
Qv VqV

4
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sartlarina doniisiir. Dikkat edelim ki (11 a) ve (11 b) sartlar1 (12) esitligini gerektirir.
Gergekten her veN i¢cin P q, < K,p,Q, ve Q p,<K,qP, olacak sekilde K,

ve K, sabitleri mevcut olduguna gore,

y “p 3 Pa,) p
5 L) LR

v

P
QV _ VqV

v v v=1 v

P P

v v=l v

< KliQt p_V — Klinj-l vav
v=I1

<K,>.Q q, =K,Q5" X,
v=1 v=I1

= Kle:n
bulunur. Su halde ‘N, P.| = ‘N,qn ) olur. Nihayet p, ve q,’ nin rolleri
degistirilerek ‘ﬁ,qn = ‘N,pn Ve dolayisiyla |N,pn e |N,qn . elde edilir.

Sonu¢ 3.4.4: 1<k <« olsun. Bu takdirde |N, P, © |N,qn olmasi icin gerek ve

k

yeter sart (11 a) ve (11 b) sartlarinin saglanmasidir.

Ispat: Teorem 3.2°de k=s ve & =1 almarak istenen elde edilir. Sonug 3.4.3 ve

sonug¢ 3.4.4 Bor ve Thorpe ile Sarigdl tarafindan verilmistir.

Simdi mutlak toplanabilme metodlar ile ilgili toplanabilme carpanlarin1 karakterize

eden teoremleri ifade ve ispat ederek bilinen bir ¢cok sonucu genellestirecegiz.

Lemma 3.5: k= 1 olsun. Eger zan serisi |N,pn toplanabilir oldugunda

Zankn serisi |N,qn toplanabilir ise bu takdirde A, = O(1) olur.

k
Ispat: (t,) ve (T,) swrasiyla Zan ve Zankn serilerinin (ﬁ,pn) ve (N,qn)

Riesz ortalamalari olsun. Bu takdirde,

1 n 1 n v 1 n
tn :P_zpvsv :P_zpvzai :P_E(Pn _P—l)av

n v=0 n v=0 i=0 n v=0
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X =t -t =%2Pv_lav, nz 1, x,=a, (13)
n-n-1 v=I

ve benzer olarak n 2 1 igin

1 n 1 n v 1 n
Tn :_zquv :_quzai}\‘i :_Z(Qn _Qv—l)av}\‘v
Qn v=0 Qn v=0 i=0 Qn v=0
Ao N
Yn =T‘n _Tn—l =mvz_;Qv—lav?\’v ° yO = aO}\’o (14)

toplanabilir oldugunda 2 ah,

yazabiliriz. Hipotez nedeniyle Ean serisi |ﬁ,pn

toplanabilir olduguna gore

serisi |N,qn .

oo

3 [x, | < oo (15)
n=1

oldugunda,
~(Q k-1
Z( ] y,| <= (16)
n=l n

X

n

K=

n=0

yazabiliriz. (15 ) sartim saglayan diziler uzayz, normuyla birlikte Banach

uzay1 ve (16) sartinisaglayan (y,) diziler uzay1 Lemma 2.12’deki

"y||={2((j"J , }

normuyla birlikte Banach uzayidir. (14) esitligi ile verilen doniisim  (15) sartim

n

saglayan dizileri (16) sartim saglayan dizilere doniistiirdiigiine gore Banach-

Steinhause teoremi nedeniyle her x igin
I3l = clix (17

olacak sekilde C sabiti bulunabilir. Ger¢ekten, bunun icin

{Tv(x) , 0<v<n
A (x)=

0 , v>n

olmak iizere A :1, —>‘Np ‘k doniisiimiinii goz Oniine alalim. Bu durumda her bir
neIN i¢in
A, () =(T,(x),T,(x),... T, (x),0,0....)
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olduguna gore A lineerdir. Ciinkii Vx,ye l, ve ae C icin T, 'nin lineerliginden
A x+y)=(T,(x+y),..T,(x+Yy),0,...)
=(T,(x)+T,(y),.... T,(x)+ T, (y),0,...)
=(T,(x),....T,(x),0,..)+(T,(y),.... T, (y),0,...)
=A0+A (),

A, (ax) =(T,(0x),..., T, (0x),0,...)
=(aT,(x),...,aT, (x),0,...)
=a(T,(x),....T, (x),0,...)
=0A, (x)

dir. Ote yandan her bir A siireklidir (simrlidir), zira Vxel, igin T, 'nin smirlihg

.
Tv<x>|k}

1

o5 e

< {Méllxll +x| {Z(q_] MJ}

<(v, + K]

nedeniyle

ol o + (%)

4

dir. 1, tamuzay ve sup|A, (x)|<|T(x)| (Burada T(x)=y =y, )=(T,(x)) aldik. )

olduguna gore Banach-Steinhause teoremi nedeniyle Vne N icin ||An

<C yani
VnelN ve Vxel, igin

[A.Gol<[a,

= x|

olacak sekilde C>O0 sayist vardir. Buradan da Vxel, icin

supl, (0= [renf< x|

elde edilir. Simdi bu esitsizlik 6zel olarak v>1i¢in a, =1 ve r#v icin a, =0
olmak iizere x :(xv)e 1, dizisine uygulanirsa, (13) ve (14) esitsizlikleri nedeniyle

sirastyla,



0 , n<v
Xn =
l;vil)pn n > v
n- n-1
0 ,n<v
Yo =
Q(i—lgn}\‘v ,n > v
n <n-1
elde edilir. Ote yandan,
x| = N Z V—lpn _ V pn : 1 :1
|| || n=0 n=v PnPn 1 11; n n -1 Pv—l
ve
» Q k-1 é - Q k-1 Q q }\‘ k %
n k n v=1"1n""v qn
¥ = AREDY IR S N
|| || {E( qn J } {g( qn j QnQn—l } 1| {I;Q Qn 1

olur. Boylece (17) esitsizligi ve Lemma 2.10 nedeniyle Vv icin

W cog
{;Q in}

1

Mk
Qv—l
A |=0q)

Qv—l 7\’\/ ’ < C

bulunur ki, bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.6: 1<k<w olsun. Ae [ |N,pn|,|ﬁ,qn k] =

(a) A, =0()
(b) AA, = o(g—"j . (18)

on-ofeef]
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Ispat : Lemma 3.5°teki notasyonlar1 kullanacagiz. (13) esitliginde a, terimini, x

terimi cinsinden ¢ekip (14) ifadesinde yerine yazilirsa,

n QV V v = QV 7\' ( XV_ ]
Q Qn 1 ; 1 Q Qn 1 ; 1 pv—l 1
an 7\’n qn N v-2

= Qv 7\'V v Xn - QV V vV—
Qin\/Z v 1 ann Qinépvl 1 -

— qn nzi Q x ann 7\’ X qn i v=2 Q
Qinv_ v VIVV ann o QinvZPvl VIVVI

qn HZI‘P Q 7\’ _ qn nZ_I‘]‘)quk’vX _ qn nzllp Q 7\’v+1

Q Qn 1 v=1 pv V QnQn—l v=1 pv ! QnQn 1 v=1 pv V

ZQVKV-FIX +ann7\’n n
Q Qn 1 v=l ann

_ qn z{ PVQVAA’V _ qVPVkV +QV7\'V+1 }XV+ n-n’¥n Xn
Q Qn 1 v=1 pv pv ann

1

1-—
k
“J y, diyelim. Butakdirde n 2 1 igin

(@)

olur. n2 0 i¢in Y, :(

el

n
1

1
- el -
Yn :(q_“]k( 1 J { PVQVAA’V _ quvA’v +QV7\'V+1 }XV +(qn Jk(ijknxn
Qn Qn—l v=] pv pv Qn pn

- Zanv v

yazalim. Bu durumda (Y,) dizisi, (a,,) matrisi
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1
- P A P
(qn )k 1 (Qv N }\‘v _qv v7\'v +QV}\‘V+1) ’15 VS n—l

Qn Qn—l pv pv

e -
Q,/) \p,

nv

olmak iizere (xn) dizisinin A doniisiim dizisi olur. Buna gore lemma 1.1.15’ten

k

A=(A,) € [ |ﬁ,pn IN,q, k](:) Ae (1,,1,) & supZ a, | <e (19)
Vo=l
olur. (19) ifadesinden
PAJ)  [QPAL,  q.PA "<
(q_vj( v v J + Qv v v _qv vitv +QV}\‘V+1 Z an :O(l) , V — oo , (20)
Qv pv | pv v n:v+1QnQn—l

yazilabilir. Ac¢iktir ki terimlerin pozitif oldugu dikkate alinirsa (20) sartinin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart

v

q, P, A ‘
Q_ _p =0(1) (21)

veE

|QVPVA7\'V _ qVPVkV +QV7\4

Py P,

v+l

{ > q—} — o) 22)

k
n=v+1 Qn Qn—l

olmasidir. 2.10. lemmas1 géz Oniine alarak (22) sart1 denk olarak

PAr, _a.PA 5 o -
Pv QP

yazilabilir. (21)’den,

1
\

q. Y[ P.n
2220
&) oo




q,PA

EaRE
Q.p, Q,

olduguna gore (23) sartt

=0(1)

-1
J K

P AN,
+
P
sartina denk olur. Su halde (21)

A, =00

(24) nedeniyle
2y

ve

yeterlidir. Bununla birlikte lemma 3.5 ,
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(24)

(@), (b), (c) hipotezleri

(24) sartlarindan Teorem 3.6 nin

hipotezlerinin gerekli oldugu goriiliir. Bdylece teoremin ispati tamamlanir.

|o

Teorem 3.7 : 1<k <~ olsun. Ae [ |N,pn . ,|ﬁ,qn

< oo

)z(pv

V

)Ak +A,,

' P q,P
) > (O] A (25)
v=I1 Pv pva
Ispat: Lemma 3.5’ teki notasyonlara gore,
Yn ZQV 1 v v = ZQV 1}\’ ( P Xv—l]
Qinvl Qinvl pv—l
qn n7\'n qn \ v—2
-4 $P “Quabx, ¥ X, - >P2q ax,
QQnm Q,p, QQ. ap T
ann qn \ v—2
= 2 QV— 7\‘V % knxn —Z QV V v—1
Qinvl nlt'n QinvZPvl :
n—1
q, PQA
= z Qvl v v_ z 1 v
Q Qn 1 v=I V QnQn 1 v=1 pv

ZQVA'V+1X +qn nkn n
Q Qn 1 v=l1 ann
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P A
{ 2 AQ A )+QA,, Jx, +Tbby s
QQM; P, : : Q.P.

n= 1 igin an(Pn

1-—
k

j x, koyarsak;

Pa

1 1

——1 —=1
ol P P, \k P P \k
yn :q—n . 'A(QV*IQ\'V)+QV}\'V+I )( VJ XV+M(_HJ XH
p p Q.p, \p,

v

elde ederiz. Bu durumda (y,) dizisi, A=(a, ) matrisi

1
— -1

q P, ¥
o ) - , 1< vsn-1
QQM{V AQA)+Q, }(p} ven

nv 1
annkn (Pn Jk 1 V p— n
Q.p. \p, ’

olmak iizere (Xn) dizisinin A-doniisiim dizisi olur. Boylece Zan serisi |ﬁ,pn .

toplanabilir oldugunda Zankn serisi |N,qn toplanabilir olmas1 icin gerek ve

yeter sart A€ (1k ,11) olmasidir. Lemma 1.1.16’dan ayn1 durum i¢in gerek ve yeter

sartlar  her z, =0O() igin z,anvzn (v=1,2,3,...) yakinsak ve z, 6 =0(1)

n=v

oldugunda

>

v=]

K

Y.z,

n=v

olmasidir. Simdi,

1

] Az, + Z Q {pv AQ, A,)+Q, ’“HE J z,

1 1

= (PJ Az +{ “AQ,A,)+Q, AVHHP J d,
v \ Py P, p,

Zanv n
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yazalim. Burada,

v _ 4
d = —_-n .
' n—zv-:—lQnQn—l Zn

dir. Bu seri z, = O(1) oldugunda yakinsaktir.Dolayisiyla teoremin dogrulugu i¢in gerek

ve yeter sartlar, z, = O(l) oldugunda

L L
ig_v(&jk}\‘vzv +{&A(Qvl>\’ )+Q >\’v+l}(P jk dv <o (26)
v=1 v p pv pv

v

serisinin yakinsak olmasidir. VveIN i¢in z, =1 alimrsa

N 1
d . e p—
! n%lQ Qn 1 n%lQ Qn 1 Qv

olur. Bu takdirde (26) ifadesinden,

& oq, (P ), [P P 1
OB P 15 AQUA ) +QA, S
é' Q, (pvJ ' {pv Qu2)+Q }[pv] Q, |

[q\,;\.v q, 7\’ +(A7\. )+7\‘ p_j |k*
Q, Q 'P,

K

3 )k (AL, +pv o) |

v=l v
S Py P )

=Z(P—)—Mv+xv+l <o Q27)
v=I1 v v

bulunur. Ote yandan Lemma 1.1.18’den

EPV {qvpv } <o

Q,p,

dir. Dolayistyla teoremin hipotezleri gerek sartlardir. Nihayet z = O(1) oldugunda

teoremin hipotezleri ve
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(a+b)* <25 @ +b*)  (a,b>0)

esitsizligi dikkate alinarak (26) elde edilir ki bu da yeterliligin ispatin1 tamamlar.

3.8 Sonuclar:
Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 bilinen baz1 sonuglar 6zel durum olarak igerir. Bu

sonuclar ifade edelim.

Sonug 3.8.1:
a) A =0()
Le [ |ﬁ,pn , N,qn| ] < {b) A), =O(Il))—“) (28)
o) A, = o(%

Teorem 3.6’da k=1 alinarak elde edilen bu sonucun yeterlilik kismi Khan-Alauddin
(1976) tarafindan daha kuvvetli sartlar olan (28b), (28¢c) ve p,Q, =O(q,P,) altinda

ispatlanmistir.

Jo p.Q,=0®q,) ve
A&_i_[ Pn J[Qm—lj(Aan:O(l)
qn Pn+1 qn+1 pn

p.Q,

n-n

N.q,

B

Sonug 3.8.2: (1;“1?“ j € [ |N,pn

n-n

dir.

Ispat:Teorem 3.6’da k=1 ve A, = alinarak istenen elde edilir. Bu sonucun

yeterlilik kismi Kishore ve Hotta (1970) tarafindan daha kuvvetli sartlar altinda

ispatlanmistir.

Sonug 3.8.3 : ‘N,pn‘:‘ﬁ,qn

olmasi i¢in gerek ve yeter sart q,P, =O(p,Q,)

olmasidir.
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Teorem 3.6’da k=X, =1 alinarak elde edilen bu sonucun yeterlilik kismi

Sunouchi (1949) ve gereklilik kismi ise Bosanquet (1954) tarafindan verilmistir.

Sonug¢ 3.8.4 : k >1 olsun. ‘ﬁ,pn‘: ‘ﬁ,qn ‘k olmasi i¢in gerek ve yeter sart

q,Py =0(Q,p;)

olmasidir.

Ispat1 i¢in Teorem 3.6’da A, =1 almak yeterlidir. Ote yandan Teorem 3.7° de

A, =1 alirsak (25 a) sart1,
Yy By
< ®©
v=l Pv

sartina doniigiir ki Abel-Dini teoremi nedeniyle bu miimkiin degildir. Bu nedenle

asagidaki sonug Sarigol (1993) tarafindan ortaya atilan problemi ¢ozer.

Sonu¢ 3.8.5: 1<k <o olsun. Bu takdirde |ﬁ,pn

k:ﬁ>|ﬁ’qn

“dir, yani ‘ﬁ, P,

k

toplanabilen fakat ‘N, q,| toplanamayan bir seri vardir.
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