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MINKOWSKI UZAYINDA MEKANIK SISTEM UYGULAMALARI
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Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Sevket CIVELEK

Subat 2010, 103 Sayfa

Bu c¢alismanin ilk iki boliimiinde Lorentz-Minkowski uzay1 tamitilmis olup daha
sonra bu uzayda egriler ayrtili olarak anlatilmistir. Uciincii boliimde; Lagrange
Sistemleri diferansiyel geometrik kavramlarla ifade edilmistir. Dordiincii boliimde ise;
Galile ve Minkowski uzay-zamaninda klasik fizik kavramlar1 verilmistir. Besinci
boliimde de, Hiperbolid iizerindeki geodezik ornekleri verilmis ve serbest bir parcacigin

yoriingesi Lagrange denklemleri yardimiyla ifade edilmistir.
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Lorentz-Minkowski space is introduced in the first two sections of this thesis and
the following sections explain the curves in this space in detail. In the third section,
Lagrange systems are defined by differential geometric terms. Classical physical
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1. BOLUM : LORENTZ-MIiNKOWSKIi UZAYI

1.1 Temel Aciklamalar

R? bilinen  vektdr  yapisiyla  gercel bir  vektdr uzayr  olsun.
El(l,O,O),EZ(O,I,O),E3(0,O,1) olmak iizere, R> iin dogal bazi B:{El,EZ,E3} ile

gosterilir.

Bir vektoriin B ‘ye gore koordinatlarni (x,y,z) ya da (xl,xz,x3) seklinde
gosterilebilir. {el,....,em} sonlu bir vektor kiimesi olmak {izere; <el, ..... ,em> ile
gosterilen vektor altuzayi, e; vektorlerinin lineer bilesimleri ile,

< ey yy >= {Zaiei ;a; € R1<i< m} seklinde gosterilebilir.
Tamm 1.1.1.

u=(uy,up,u3),v=_,vy,v3) olmak iizere (u,v) =upvy +uyvy —uzvy ile

tanimlanan metrige Lorentz metrigi ve bu metrikle tanimlanan El3 = (R3,<,>) metrik

uzayma Lorentz-Minkowski uzayi denir. Lorentz metrigi non-dejeneredir ve indeksi 1

dir. Bu metrik soyle de yazilabilir.

Vektor uzayr Oklid metrigini de destekler, burada kavramlar1 karistirmamak icin

Oklid metrigi (), ile, E3 OKlid metrik uzay1 ise (R*,(),) ile gosterilecektir.



Bundan sonraki tanimlamalarin ve sonuglarin biiylik ¢ogunlugu, Lorentz metrigi

yardimiyla daha yiiksek boyutlara yani Eln = (R ", <,>) uzayma genellenebilir.

Metrigin matrisi, 1 ve -1 rakamlarindan olusan kosegen matris oldugunda,

B= {el,ez,e3} ortonormal bazi diisiiniiliirse, bu matris her zaman diag [1,1,—1] seklinde
gosterilebilir. Genel olarak, verilmis bir B bazi icin, metrik katsayilar G,'j = <e,-,e j> ile

gosterilir.
Tanimm 1.1.2.

Ve E13 vektorii;

L. (v,v)>0 veya v=0 isespace-like
2. (v,v) <0 ise time-like
3. (v,v)=0vev#0 ise light-like
olarak isimlendirilir. Ayrica v =0 vektorii; (v, v> =(0denklemini saglamasina ragmen

space-like olarak diisiiniiliir.

C= {(x, y,z)€ E13;x2 + y2 —7?= O}— {(0,0,0)} ile El3 uzaymin 1s1k konisi yani, E13
uzaymin light-like vektorlerinin kiimesi tanimlanir.

T= {(x, y,2)€ E13 ;x2 + y2 —2< O} kiimesi Time-like vektorler toplulugunu gosterir.

C 151Kk Konisi

Light-like

Sekil 1.1: Minkowski uzayinin nedensel karakteri.



Verilen bir U < R® bir alt vektor uzay1 i¢in, U iizerinde uyarlanmis (induced)

(u, v>u = <u, v>; u,ve U metrigini diisinelim: Eger uyarlanmis metrik pozitif tanimliysa,

U alt-uzayina space-like denir. Eger metrigin indeksi 1 yani; non-dejenere bu uzay
time-like’dir ve metrik dejenere ve U # {0} doguruyorsa; o zaman bu uzay light-like

uzay olarak adlandirilir.

Bir vektor veya altuzayin nedensel karakteri; space-like, time-like veya light-like

olmasina baglidir. Herhangi bir altuzay yukarida sayilan ii¢ 6zellikten birine baglidir.
Ornek 1.1:

1. E| ve E, vektorleri space-like ve E3 vektorii time-like olup; E, + E3 vektorii
light-like’dur.
2. <E1,E2> diizlemi space-like’dur; <E1,E3> ve <E2,E3> diizlemleri time-like’dur;

<E1 JEy + E3> diizlemi light-like’dir.

3. E|+E)+E;5 vektorii space-like’dir fakat (El,El +Ey + E3> diizlemi light-
like’dur.

4. E, + E5 vektorii light-like’dir, fakat <E2 + E3,E3> diizlemi time-like’dur.

Eger (V,g) metrik uzayinda, g metrigi non-dejenere bir metrik ise;
ut :{ve V,gu,v)=0, Vue U}
ile gosterilen uzaya U 'nun ortogonal uzayi denir.

Lemma 1.1.3:

g non-dejenere metrik olmak iizere, (V,g) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

U c V bir altuzay olmak tizere;

1. boy(UJ‘): boy(V)—boy(U)
2. (Ul)l =U

3. U non-dejenere bir altuzay ise U 1 da non-dejenere bir altuzaydir.



Ispat:
1. {el ,....,em} U’nun bir bazi olsun ve bu bazi V’nin B = {el ,....,en} bazi olana kadar

geniglettigimizi varsayalim. Eger,

n n
M:le-el-eUJ‘ ise;0:<2xl-el-,ej >:Zgl-jx,-:0, ....... I1<Sj<m

i i=1 i=1
olur. Buradaki m tane denklem matrissel olarak ifade edilirse;

g11 - &nl M 0

8im - 8nm N\*Xn 0

veya AX =0, A=(8;j)mxn- boy(V)=n, boy(U)=m, m<n olduguna gore A

matrisinin boyu m olur. (bu metrigin non-dejenere olmasi ile ilgilidir.). Sonugta,

AX =0 denkleminin ¢oziimii (n—m) boyutlu altuzay olusturur.

2. U J‘)J‘ c U olduguna gore boy(U J‘)J‘ =boy(U) sonucuna varilir.

3. B= {el,....,em} U ’nun ortonormal bir bazi olsun, yani g|;; metriginin matrisi 1
ve -1 den olusan kdsegen matris olsun. V’nin ortonormal bazini elde etmek i¢in bu baz

genigletilirse, yani; B:{el,....,en} boy(UL):n—m olduguna gore, {em+1,....,en}

U 1 nun bir bazidir.

Simdi altuzaylarin nedensel karakterlerine bagl olan tanimlar verilebilir.

Teorem 1.1.4.

1. ve E13 olsun. v ancak ve ancak <v >~ space-like (sir. Time-like) bir altuzay ise

time-like (sir. Space-like) vektordiir. Bu ylizden E13 —<v>®<y>T yazilir.

2. U cV bir altuzay olsun. U ancak ve ancak U L time-like ise space-like’dir.

3. U cV bir altuzay olsun. U ancak ve ancak U L light-like ise light-like’dir.



Ispat:
1.”=" v time-like bir vektor olsun; v vektorii E13 uzayina ait olup, B = {el,ez,v}

ortonormal bazinin bir pargasi olarak yazilabilir. Bu durumda < v >t=c e],ep > dir. Bu

ise space-like bir altuzaydir.

“e” <p>t space-like altuzay olsun; {el,ez 1 <,> L pozitif tanimli bir metrik

l<v>

iken, <v > nin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda; {el,eQ,v} metrigi
kosegenlesen bir bazdir. gy; =g,y =1 olduguna gore, g33 <0 yani, v time-like bir

vektordiir.

2. U time-like bir altuzay olsun. ve U time-like bir vektdr olsun. Bu durumda;
Ut c<v>t dir. <v>t space-like olduguna goére, U L space-like’dir. Tersi benzer

sekilde (U J‘)J‘ =U olacaktir.
3. Bu madde yukaridaki diger iki maddenin dogal bir sonucudur.

Oklidyen uzay iyi bilindiginde, time-like vektorlerin varlig: ve light-like vektorlerin,
diger bir deyisle birbiriyle ¢arpildiklarinda birbirini yok eden vektorlerin varligindan

dolay1 Lorentz-Minkowski uzayi bize baz1 degisik sonuglar verir.

Teorem 1.1.5.

1. u ve v iki light-like vektorleri, ancak ve ancak (u, v> =0 ise lineer bagimlidir.

2. Egeruvev, (u,v} =0 kosulunu saglayan iki time-like veya light-like vektor ise;

0 zaman u,v light-like’dir.

3. U light-like bir altuzay ise, boy(U NU J‘) =1 olur.
Ispat:

1. u ve v orantiliysa, bu ortogonal olduklarin1 gosterir. Farzedelim ki u,v ortogonal
olsun. E13 =< E3 >t @< Ez > aynsiminda, u=w+x, v=w+y yazlabilir.

(u, v> =0 oldugundan ve her iki vektor de light-like oldugundan dolayi,



yazilabilir. Bu ii¢ esitlik birlestirilirse; | x 12 41 y 12 —2<x, y> =0 esitligi elde edilir, yani,
lx—y >=0. Boylece; x=y olur, c¢iinki x—y bir space-like vektordiir

(x —ye<w >t ) Buradan u =v sonucu ¢ikar.

2. Eger iki vektorde time-like ise, <u,v> #0 olup; <v >+ space-like bir altuzay
oldugundan E13 =<y>t®<v> esitligini kullanarak, u =x+Av yazilir; bundan
dolayi; (u, v> = (v,x) + /l<v, v> = ﬂ(v, v> dir. (u, v> =0 olursa, A=0 ve u=x vektorii

space-like olurdu. Bu bir c¢eliskidir. Bundan dolayi; her iki vektdor de light-like

olmalidir.

3. uveUNU™T ise; (u,v)=0 olur. Buradan u ve v lineer bagimhdirlar. Bu da;
dim(U NnU J‘)Sl oldugunu kanitlar. Boyut tam olarak; O ise, E13 =Utou ve

bundan dolay1 E13 iin herhangi bir vektorii light-like olacaktir.
Teorem 1.1.6:
UcCE 13 iki-boyutlu bir altuzay olsun. Bu durumda asagidaki dnermeler denktir:

1. U time-like bir altuzaydir.
2. U iki lineer bagimsiz light-like vektor igerir.
3. U time-like bir vektor icerir.

Ispat:

“1=27 {e,ep,e3} El3 ‘iin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda; e, +e3 ve

e, — ey lineer bagimsiz light-like vektorlerdir.



“2 =37 uve v iki lineer bagimsiz light-like vektorlerse, u +v veya u—v time-like

vektordiir. Ciinkii; <u +v,u iv> = $2<u,v> dir ve her iki vektoriin time-like olmasina

bagli olarak <u,v> #0 dir.

“3=1" ve U time-like bir vektor olsun. Buradan U 1< % >J‘, ve <V >+ space-

like bir altuzay olur. Bundan dolay1 U L space-like’dir, ve U time-like’dur.

Yukaridaki sonug¢, U’nun hiperdiizlem oldugunu gozoniinde bulundurarak, istege

bagh boyutlarda genellenebilir.

Teorem 1.1.7.

UcE 13 bir altuzay olsun. Bu durumda asagidaki onermeler denktir:

1. U light-like bir altuzaydir.
2. U light-like bir vektor igerir ama hig bir time-like vektor icermez.
3. UNC=L-{0}, ve boy(L)=1.

Ispat:

“1= 27 U’daki metrik dejenere bir metrik oldugundan, light-like bir vektor vardir.

Teorem 1.1.6 ya gore higbir time-like vektor yoktur.

“2 = 37 Light-like vektorler var olduguna gore; U N C bos kiime degildir. Teorem
1.1.6 y1 kullanarak; eger iki lineer bagimsiz light-like vektor varsa; ayn1 zamanda time-

like vektor de olacak. Buradan sadece bir light-like vektor oldugu goriiliir.

“3 =1 Teorem 1.1.6 U’nun space-like ve time-like olmadigini sdyler.

Teorem 1.1.8.

P diizlemi, E13 ‘tin bir diizlemi olsun. Oklid metrigiyle ortogonal bir vektor n ile

gosterilirse, n vektoril ancak ve ancak P diizlemi space-like (sir. time-like, light-like) ise

time-like’dir (sir. space-like, light-like).



Ispat:
P= {(x y, 7)€ R? ;ax+by+cz = 0} seklinde yazilabilir. Buradan, n vektori,

a,b, c) vektori i1le orantili demektir. u se e de yazilabilir.
(a,b,c) vektorii il 11 demektir. P su sekilde de yazilabili

P= {(x, y,z)€ R3;ax+by —(~¢)z= O}:< (a,b,—c) >+
Bu; (a,b,—c) vektorii P diizlemine ortogonal demek olur, n vektorii de P’ye
ortogonal idi yani; (a,b,—c) ile n vektorlerinin nedensel karakteri ile aynidr.

Tanim 1.1.9.

. . 3 N _ , . _
Verilen bir u€ E} vektorii igin |u| =./IK u,u > sayisina u'nun normu denir. |u| =1

ise, bu vektore birim denir. Buradan; u space-like (sir. Time-like) bir vektorse

|u| = \/<u,7 (s1r. |u| = \/m) olur.
Teorem 1.1.10.
P=<v >J‘, (v,v> = —1 kosuluyla space-like bir diizlem ise | v 21 dir.
Ispat:
P= {(x, v, 7)€ R3;ax +by+cz= 0}, n=(a,b,c) ve a?+b?+c? =1 yazilabilir.

(a,b,—c)

c2 —a2 -b

Buradan, (v, v> =—1 olacak sekilde,v = secersek, P =<v >1 olur. v’nin

Oklid normunu hesaplayarak, asagidaki sonug elde edilir:

Bu sonug, space-like bir diizleme ortogonal bir vektor ¢izildiginde onun oklidyen

biiyiikliigii , neden 6klid birim ortogonal vektdrden biiyiik oldugunu agiklar.(Sekil 1.2)



F-----

v

Sekil 1.2: P space-like diizlemine ortogonal olan v vektorii, P’nin Oklid normal vektorii
%
n den daha biiyiik goriiniir.

1.2 Time-like vektorler

T ile E13 in time-like vektorler kiimesi gosterilsin. Her bir # € 7 icin, u'nun time-

like konisi C(u) ={ve z‘;(u,v> < O} seklinde tanimlanir. ue€ C(u) olduguna gore bu
kiime bos kiime degildir. Ayrica; 7; C(u)ve C(—u) nin ayrik bilesimidir. Eger ve 7
ise (u,v) #0 olur, ve bu yizden ve C(u) veya ve C(—u) olur. Dahast

C(u) N C(—u) =D olur. Time-like konilerin baz1 6zellikleri sunlardir:

Teorem 1.2.1.

1. u ve v iki time-like vektor olmak iizere, u,v ancak ve ancak (u,v> <0 ise aym
time-like koni icinde yer alirlar.

2. C(u) = C(v) ancak ve ancak ue C(v)

3. Time-like koniler yakinsak kiimelerdir.
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Ispat:
1. <u,v><0 ise; ue C(v) olur. Farzedelim ki u,ve C(w) olsun. Buradan

(w, w> =—1 oldugu kabul edilebilir. u = x+aw ve v =y +bw yazilirsa,

X, yE<W >+ olur. <w >t space-like altuzay olduguna gore;

I <x, y> I< |x||y| olur ve (u,v) =—ab+ <x, y> <—ab+ |x||y| olur.

<x,x> <a’ ve <y, y> <b? oldugundan <u,v> <—ab+ |x||y| < 0 istenen sonug cikar.
2. ue C(v) ise, <u,v> <0 olur. Bu durumda ve C(u) anlamina gelir.

3. u,ve C(w) ve te [0,1] oldugu kabul edilirse,

(tu +(—-1t)v, w> = t(u, w> +(1- t)(v, w> <0,buda; tu+(1-t)ve C(w) demektir.

Teorem 1.2.2.

<u, v>| > \/— <u, u> \/— (v, v> esitsizligi

sadece u ve v vektorleri orantili ise saglamir. Her iki vektoriin aym time-like koni

u ve v iki time-like vektor olsun. Bu halde;

izerinde yer aldigr durumda (u,v} :—|u||v| cosh @ denkleminden; ¢ >0 olan unik bir

say1 ortaya cikar ki, bu ¢ sayis1 u ve v arasindaki hiperbolik acinin degeridir.
Ispat:

u ve v lineer bagimsiz time-like vektorlerini diistiniiliirse, U =< u,v > time-like bir

diizlem olur. Teorem 1.1.6 ya gore a ve b tizerindeki esitlik su sekildedir:
<au +bv,au + bv> = a2<u,u> + b2<v,v> + 2ab<u,v> =0

Buradan a #0 olur. Zira a =0 olsaydi v light-like olurdu, halbuki v time-like’tir.
% = A denirse; <u,u>+ 2/1<u,v>+/12 <v,v> =0 denklemi elde edilir. Bu denklemin bir
¢Oziimii vardir. Dolayisiyla denklemin diskriminanti pozitif olmalidir. Yani;

A= 4<u,v>2 — 4<u,u><v,v> >0 yani <u,v>2 > <u,u><v, v>

olmalidir.

Denkleme gore A >0 ise u ve v lineer bagimsiz, A =0 ise u ve v orantilidir.
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Teoremin ikinci kismu i¢in, su yazilir:

2
Sy > >1 (1.1)
(—<u,u>)(—<v,v>)

u ve v ayni1 time-like koni i¢inde ise, <u,v> < 0 olur ve (1.1) ifadesinden

—-< >
u,v >1

J-<uu>y-<vy>

oldugunu gosterir. Hiperbolik kosiniis fonksiyonu cosh:[O,oo)—) [l,oo) birebir
oldugundan burada unik bir say1 olup;

—-<u,v>

ho=
cosne = <uu>\—<v,v>

olur.

Sonug 1.2.3.

u,v time-like koni igcinde yer alan iki time-like vektor ise,

u+ v| 2 |u| + |v| esitligi

ancak ve ancak u ve v orantili olursa saglanir.

u = (0,cosh(z),sinh(¢)) ve v =(0,1,0) birim vektorleri icin, <u,v> = cosh(z) diizlemi

time-like olur, bu da 1’den biiyiik gelisigiizel bir deger ortaya ¢cikmasina yol agar. Buna
karsin; u ve v space-like diizlem ortaya cikarirlarsa, P iizerindeki uyarlanmis metrik

pozitif olur ve buradan, Genel Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir. Buradaki u,v

spacelike vektorleri arasindaki ac1 (u, v> = |u||v| cos @ ile verilebilir.

Bu boliimii time-like yonelim tanimiyla bitirelim. Oncelikle herhangi bir vektor

uzaymda yoOnelim kavramini hatirlayalim. Bunun icin, R3iin Bve B’ bazlarnmn

degisim matrisinin determinantinin pozitif oldugu, BRB’ ile verilen R denklik
bagintisin1 gézoniine alalim. R? in yonelimleri olarak adlandirilan tam olarak iki
denklik smifi vardir. Bunlardan herhangi biri sabitlenirse R bu yonelim ile
yonlendirilmistir denir. Tam olarak R’ yonlendirilmis denildiginde bunun anlami

(R3,[B]) sirali ¢iftidir. Boyle bir durumda B’ herhangi bir baz olmak iizere eger

B'e [B] ise pozitif yonlii, aksi halde negatif yonlii denir.
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R? metrik uzay olarak degil, vektor uzay1 olarak tanimlandigindan, Minkowski

uzayimda yani E13 "de, tekrar yonelimden bahsetmeye gerek yoktur. Tanitilmak istenen

time-like yonelim, Lorentz metrigi kullanildig1 i¢in metrik bir kavramdir.

E13 de biitiin ortonormal bazlarin kiimesi B y1 gézoniine alalim. Eger e3 ve €3 ayni

time-like koni i¢indeyse yani <e3,e§> <0 ise B~ B’ ile denklik bagintis1 tanimlanir.

Time-like yonelimler olarak adlandirilan iki adet denklik sinifi vardir. Dahasi, herbir
denklik smifi; unik bir time-like koniyi belirler, diger taraftan, bir time-like koni
verildiginde, dyle bir unik time-like yonelim vardir ki bu yonelime ait olan tiim bazlarin

son vektorleri bu tiir bir time-like koni igerisinde yer alir.

Yonelim sabitlendiginde diger bir deyisle baz1 B ler icin (R3,[B]) strall ikilisi
gbzoniinde bulunduruldugunda E 13 time-like yonlendirilmistir denir.

Tanm 1.2.4.

E3 =(0,0,1) olsun. v time-like bir vektor olmak iizere, ve C(E3) ise, (v, E3> <0
yani v ileri-yonlenmistir, ve C(—E3) ise (v,E3)>0 yani v geri-yonlenmistir.
v=(v,vp,v3) vektorii v; >0 ise ileri yonlenmis demeye esdegerdir. Her zaman E13

time-like koni C(E5) ile yonlendirilir, yani, (Ef,[Bu]) dir. B, R® iin dogal bazidir.

1.3 Lorentz Vektor Carpimi

Vektor carprminin tanimu, Oklid sistemindeki ile aymidir.

Tanim 1.3.1.

u,ve E13 ise; u ve v'nin Lorentz vektor carpmm uXxv ile gosterilen tek bir

vektorle tanimlanir.
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Bu da su esitligi saglar:

<u><v, w> = det(u, v, w) (1.2)

u, v ve w vektorlerinin koordinatlarin1 kolonlara koyarak elde edilen matrisin

determinant1 det(u,v,w) ile gosterilir.

Dogal bazin vektorlerinin bir tanesi w yerine konursa;

i j -k
UXv=uy up ujz (1.3)
i V2 V3

su sonuca varilir.

Metrigin bilineerligi vektoriin unikligini ve varligim garantiler. Boylece; Oklid
carptmi u X, v ile gosterilirse, uXv vektorii uX,v nin {z=0} diizlemine gore

yansimast olur.

Teorem 1.3.2.
Vektor carpimi agagidaki ozellikleri saglar:
1. uxv=—vXxu
2. uXv ;uve v ye ortogonaldir.

3. uxv =0 ancak ve ancak {u,v} orantili ise saglanir.

4. uxv #0 vektoril, ancak ve ancak P light-like olursa P =<u,v > diizleminde yer

alir.
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1.4 E{ izometrileri

Bu bolimde E Minkowski uzaymin izometrileri iizerinde durulacaktir. E] ‘in

biitiin vektor izometrilerinin kiimesini Oy(3) ile gosterelim. B ve B’ iki ortonormal

baz ise, A koordinat degisimi matrisi; A’GA = G esitligini saglar. Bu;
0,(3) ={Ae GI(3,R); A'GA = G} demektir.

Ozellikle det(A) =1 dir. Bu da O;(3) iin en azindan iki baglantili &gesi oldugu
anlamina gelir. SO;(3) ile determinanti 1 olan izometrilerin kiimesini gosterilir. Bu

kiimeye Ozel Lorentz Grubu denir. Bu grup R 3 {in yonelimi kavramu ile ilgili olarak

ortaya ¢ikar. Tam olarak; dogal baz ile verilen yon sabitlenirse ve B ortonormal bazi

ancak ve ancak pozitif yonlendirilmis ise B e SO;(3) demektir.

01+ (3) ={A € 0,(3); A timelike yonliidiir} seklinde tamimlanan gruba Ortokron
grup denir. Verilen bir B ortonormal bazi ileri-yonelimli ise ve B’= AB sonucunda

elde edilen baz da ileri-yonelimli olursa A ‘ya time-like-yonelimli denir. Ortokron

grubun bagka bir tanim1 da 01+ (3) ={Ae 0,(3) © a3z > 0} seklindedir. 01+ (3) kiimesi
iki bileseni olan bir gruptur. Bunlardan bir tanesi 01+ (3)NSO;(3) bir digeri ise

01 3)-0; (3) NS0, (3) dir.

Biz;, 07 (3)=50,3)n0;{ 3)={Ac 0,(3); det(A)=1, A timelike yonliidiir}
seklinde tanimlanan ve Ozel Lorentz Ortokron grubu olarak isimlendirilen grupla
ilgilenecegiz. I € 01+ *(3) dir. Topolojik bakimdan 01+ *(3) kompakt bir kiime degildir.
Ornegin;

1 0 0

O cosh(r) sinh(¢) ;€ R
0 sinh(z) cosh(z)

alt kiimesi sinirh degildir.
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Teorem 1.4.1

O;(3) iin bagl bilesenleri;

1. 0" (3),

2. 0 (3)={Ae SO;(3);a33 < 0},

3. 077 (3) ={Ae Of 3);det(A) =-1},

4. 07~ (3)={Ae 0, (3);det(A) = 1, azz <0} dir.

Eger Tj=diag[1,1,-1] ve T,=diag[1,-1,1] ile verilen izometriler ise, son ii¢ bilesen
sirasiyla 71.7,.01 7 (3), T,.0{ " (3), T;.0{ ¥ (3) seklinde ifade edilebilir.
E13 iin rijid hareketleri, bir vektdr izometrisi ve El3 iin bir doniisiimiiniin

birlesimidir. Bundan sonra iki boyutlu E12 Lorentz-Minkowski uzayinin izometrileri

tizerinde duralim. Bu sayede time-like yonelimi saglayan veya saglamayan izometrilerin

ayirt edilmesinin sebebi anlagilir.

b
A= [a d} seklinde verilmis bir matris olsun.
c

Ae 0)(2) ise A'GA =G olmali;

a c|l Ofa b| |1 O
b d|0 -1|c 4| |0 -1
Bu matris ¢arpimindan;

a?—cr=lab—cd=0:d*-b* =1

esitlikleri ortaya c¢ikar. Bu ii¢ esitligin ¢oziimlenmesinden dort ihtimal ortaya ¢ikar.



16

1. a = cosh(¢t) ve ¢ = sinh(z) d =cosh(s) ve b =sinh(s) = s=t¢

2. a = cosh(t) ve ¢ = sinh(t) d = —cosh(s) ve b =sinh(s) = s=—t
3. a =—cosh(t) ve ¢ = sinh(¢) d =cosh(s) ve b =sinh(s) = s=—t
4. a = —cosh(t) ve ¢ =sinh(¢) d =—cosh(s) ve b=sinh(s) = s=t

Sonug olarak, dort cesit izometri elde edilmis olur. Yukaridaki siraya gore

izometriler su sekilde siralanir:

cosh(¢) sinh(r) cosh(z) sinh(?)
sinh(r) cosh(7) /' | —sinh(r) —cosh(z)

—cosh(t) sinh(¢) ) (—cosh(t) sinh(?)
—sinh(f) cosh(¢) )| sinh(f) —cosh(f)

Bu matrislerin  her biri swrasiyla Teorem 1.4.1 deki gosterim ile,
01+ +(2),01_ “(2),01 + (2),01" (2) kiimelerine aittir. Bu izometriler ile E 2(: Rz) nin
izometrileri arasindaki farkin ne oldugu goriilebilir. A’GA=G esitligini kullanarak,
x? +y2 =1 tipinde esitlikler bulunur, bunun da ¢oziimii x=cosfd ve y=sinf

seklindedir. Bu durum x% - y2 =1 durumundan farklidir, burada x degerinin pozitif mi

negatif mi olduguna bakmak gerekir.

Sabit bir L dogrusu birakan, Ofr + (3) izometrilerine boost denir. Bu tip izometriler,

L’nin nedensel karakterine bagh olarak, ii¢ ¢ceside ayrilir.

1. L time-like’dir. L =< E3 > olsun.

ajp app a3 |0 |0
A.E3 = E3 = |dazy apy ajg 0|=(0
1

azp a4z asj

Buradan Cl13 = 6123 :0, Cl33 =1 olur.



ajp apy az |1
G= AtGA =G = ajp djxp aszp 0 1 0 any
aj3 az3 azz |0 0 —l1jaz
Buradan;
L2 2 _q. _n. 42 2 _
az| =asy :0.a11 +an —1.a11a12 +ajian) —O.a12 +aj =1

denklemleri ¢ikar. Denklemlerin ¢oziimii yapilirsa A matrisi;

cos@ —sind 0
A=|sin@ cosd O
0 0 1
gibi olur.
2. L space-like’dir. L =< E| > olsun.
1 0 0
A=|0 cosh¢ sinh¢

0 sinh¢ coshe

olur.

3. L light-like’dir. L =< E, + E5 > olsun.

1 0 -0
2 2
a=|-0 1-2 &
2 2
2 2
-0 _0_ 1+0_
L 2 2 ]

olur.

0 0 |ay a2 a3
az, ay
aszp dsj

(=

o = O

o O
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Son olarak siklikla kullandigimiz diizlemsel egrilerden birini inceleyelim. Bu egriler

tam olarak Oklid sistemindeki dairelerle aym sekilde hareket ederler. Oklid dairesini

tanimlamanin bir yolu sudur:
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G, L dogrusunu birakan rotasyonlarin bir grubu ve pg & L olsun. {A-pg;Ae G}

kiimesi, pg noktasini iceren L’ye ortogonal diizlemde yer alan bir dairedir.

E13 Minkowski uzayinda, dogrunun nedensel karakterine bagli olarak, ii¢c duruma

bakmak gerekir. G; L’ye ait boostlarin grubu olsun ve pg¢ Lolsun. E13 iin bir

izometrisinden sonra, L asagidaki ii¢ durumdan birine dahildir:

1. L time-like’dir. L =< E3 > olsun.

cos@ —sinf O
G=3Tyg =|sinf cosd O0|HfeR
0 0 1

Simdi G grubuna gore bir p( noktasinin yoriingesine bakalim.

cosd —sinf 0| x x
sin@ cos@ Ofyy|=|Yy
0 0 1 20 <

Matris ¢carpimi yapilirsa;
xpcos@—ygsind=x
Xpsin@+ ypcos@ =y

0 =%
cikar. Ilk iki esitligin kareleri alimip; taraf tarafa toplanirsa; X2+ y2 :x(% + y(%

sonucuna ulasilir. Bu, {z = ZO} diizleminde ve \/x(% + y(% yarigapl bir dairedir.

2. L space-like’dir. L =< E;| > olsun.

1 0 0
G=1Tp=|0 coshy sinhg
0 sinh¢ coshe

Po ‘In yoriingesi y2 —x? = y(% - zg hiperboliiniin, {x = xo} diizleminde bir koludur.
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3. L light-like’dir. L =< E, + E3 > olsun.

1 0 -0
2 2
G=1Tg=|-0 1—% % ;0e R
2 2
-0 _9_ 1+0_
L 2 ]

Ty(E|)=E| —6(Ey + E5) olduguna gore, G’nin < Ej,E, + E3 > diizlemini sabit
biraktig1 goriilebilir. (v, E, + E3> =1 olacak sekilde E; e ortogonal unik bir light-like
vektor v’'yi alalim. Bu durumda, v=E, — E5 olur ve P= <E1,E2 - E3> diizlemi goz
Oniine alalim. A bir izometri olduguna gore A(E, —E;) light-like vektori,
A(E))=E|-0(E, +E3) ve A(E,+E3)=FE,+E; ‘e ortogonaldir. Buradan
v = E, — E5 oldugu goriiliir. A(P)= P demektir. {Ty(py) @€ R} kiimesi pg e P iken,

P diizlemi i¢inde yer alan bir paraboldiir, ve ekseni p, boyunca E, — E3 e paraleldir.

Tg(x,y,z)z(x+2y¢9,y—xt9—y¢92,—y—x9—y02) X =x+2y6 ve Y=y—x6’—yt92

x2

olursa, Y = y+—+ L x2 iliskisi elde edilir.
4y 4y

_|_
o ETE, E,- E,

.
\

E,

Sekil 1.3: Boostlarn etkisiyle sekillenen bir nokta yoriingesi. Solda bir hiperbol, sagda

ise parabol elde edildigi goriiliir.
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Tam olarak yukaridaki diizlemlerde yer aldiklarinda, bu yoriingelerin daire, hipebol
ve parabol olduklar goriiliir. Ornegin, L =< (0,1,2)> time-like dogrusuna gore olan
rotasyonlar dikkate alinirsa; bir noktanin yoriingesi P =<¢(1,0,0),e,(0,2,1) >
diizlemine paralel bir diizlemde yer alan g +cos(t)e; +sin(f)e, yani afin bir elipstir.

Diger durumlarda; sirasiyla afin hiperboller ve paraboller elde edilir.



21

2. BOLUM : MiNKOWSKIi UZAYINDA EGRILER

Bu boliimde El3 deki egriler icin Frenet ii¢yiizliisiiniin teorisi gelistirilecektir. Bu

baglamda; Oklid ortaminda neler olduguna benzer sorular irdelenecektir. Ornegin;
egriligi sabit olan biitiin diizlemsel egriler bulunacaktir. Ayrica; biitiin helisler ve

Bertrand egrileri iizerinde durulacaktir.

I aralig1 R de bir agik aralik olmak {izere; regiiler bir &: I — R? egrisi tiirevlenebilir

olsun. I ile ilgili olarak gdzoniinde bulundurulmas: gereken husus, & nin, uyarlanmis

metrigi tiirevlenebilir geometrik kavrama doniistiirmesidir. Yapilmasi gereken E13 deki

Oklid egrileri icin yapilmasi gerekenle aymdir. Bununla beraber; E13 de bir dogruya

sahip olabilen farkli nedensel karakterler bu incelemeyi daha da zorlagtiracaktir. Ciinkii

her bir nedensel karakterin ayrica degerlendirilmesi gerekmektedir.

Bu bolimde I; Oe I olacak sekilde bir agik aralik olsun. «:I c R —>E13 nin

tiirevlenebilirligi tanimlanacaktir.

2.1 Parametrize Egriler

Tanim 2.1.1.

a, E13 de bir egri olsun. '(t) space-like (sir. time-like,light-like) bir vektor ise, &

egrisi t noktasinda space-like’dir (sir. time-like,light-like) denir. & egrisi Vfe I igin

space-like (sir. time-like,light-like) ise & space-like’tir (sir. time-like,light-like) denir.
Egri orneklerini gostermeden once; genelde E13 ‘deki herhangi bir egrinin yukaridaki

tiplerden biri olmadigina dikkat etmek gerekir. Tabii ki, her e I icin, o(¢) space-like,

time-like veya light-like olacaktir ama bu 6zellik her I araliginda gecerli olmaz.
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Ornegin; alr) = (cosh(t),tz,sinh(t)) egrisi diisiiniiliirse; (@'(r), /(1)) = 412 ~1 elde

edilir. Boylelikle, egri;

(—o0,~1/2)U(1/2,0) arahiginda space-like,
(1/2,1/2) araliginda time-like,

{1/2,1/2} noktalarinda ise light-like’dir.

Space-like (veya time-like) kosulunun acgik bir 6zellik oldugunu da burada

vurgulamak gerekir, yani, & :ty € I noktasinda space-like (veya time-like) iken, & ‘nin
ayn1 nedensel karaktere sahip oldugu (to —d,1p + ) araligi vardr. to € I noktasinda,
(a(tg).a(tg)) > 0(<0) ise, egrinin siirekliligi o civarinda (a(tg).a(t)) >0 (<0)

olan bir araligin varligini1 gosterir.

Nedensel karakterin tanimim1 dogrulamanin bir yolu da su sekildedir.

a:l— E13 tiirevlenebilir bir egri olsun. V¢ e [ igin

(da), :T,1 =R = Ty()E; =R

ile gosterilen diferansiyel eslemi gbzoniine alalim. Bu;

(da), (s)=

| a(t + su) = s.O/(t) veya (da)t = O/(t)
Uly=0

dir. Simdi; (de), (aﬁJ = ¢/(r) oldugunu inceleyelim.
t

05*<,>t(m,n) = <(d05)t (m),(de), (n)> >= mn(a"(t), a"(t)> ile tanimlanan R =T,/ da &

daki uyarlanmis metrik a*<,> yi gozoniine alalim. ai ile tanimlanan 7,/ daki dogal
t

Jd d

.. . . *
baz gdzoniine alinirsa, o <,> EVEEW
"\ or ot

j: ()0 olur.
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(Ttl ,a*<,>) bir boyutlu metrik uzaydir. ¢ min t noktasindaki nedensel karakteri

(Ttl , a*<,>) metrik uzayinin nedensel karakteri ile aynidir. Yani;

a egrisi t noktasinda;
Uzay pozitif tanimhysa, veya a'(r)= 0 ise space-like,
Uzay negatif tanmimliysa, time-like,

Uzay dejenere ise light-like oldugunu sdylenir.

to € I noktasinda a'(ro);&O ise a egrisi t; noktasinda regiiler denir. I agik

araliginda her bir ¢ i¢in a'(to )# 0 ise o egriye regiiler denir.

E13 "deki diizlemsel egrilerden, yani, R3 "tin afin bir diizlemindeki egrilerden, bazi

ornekler verelim. p,ve R3ve r> 0 olsun.

1. a(r)= p +tv dogrusu v ile ayn1 nedensel karaktere sahiptir.

2. alt)= p + r(cos(r),sin(¢),0) dairesi space-like bir diizlemde space-like bir egridir.

3. alr)= p+r(0, sinh(t), cosh(t)) hiperbolii time-like bir diizlemde space-like’tir.

4. a(t)= p + r(0,cosh(t),sinh(z)) hiperbolii time-like bir diizlemde time-like’tir
Simdi de diizlemsel egrilerin 6rneklerini gorelim:

1. a(t) = (cos(t).sin(t),ar) a#0 helisi. Bu egri bir Oklid helisidir.

2. a(r) = (at,sinh(t),cosh(r)) a#0

3. alr) = (at,cosh(r),sinh(r)) a#0
Minkowski uzayindaki bir egrinin nedensel karakteri egrilerin regiilerligi

topolojisi tizerinde etkilidir.

ve
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Teorem 2.1.2
Herhangi bir time-like veya light-like egri regiilerdir
Ispat:

acegrisi time-like olsun. a(r) = (x(r), y(r), z(r)) yazalim. x,y,z fonksiyonlari £’ye gore
tiirevlenebilir olsun. (a‘ (t). (t)> = x'(t)2 + y'(t)2 - z'(t)2 <0 ozellikle z'(r)# 0 dir. Bu

da «a egrisinin regiiler oldugu anlamina gelir.

o egrisi light-like ise yine z'(f)# 0 dir. Dolayisiyla egri regiilerdir. Ciinkii z(¢) =0
olsaydi x’(t)=y’(r)=0 olurdu ve @’(r)=0 olurdu. Bu ise egrinin space-like oldugunu

gosterirdi.

[spatin sonucu olarak 7 civarlarinda herhangi bir time-like veya light-like egri lokal

olarak f ve g gibi diizgiin fonksiyonlar i¢in su sekilde yazilabilir:
alt)=(f(e) glehe) re(tg—d.1g +3)

Space-like bir egri i¢in 7y € I; & >0 soyle ki;

a(t) = ( f (t),t, g(t)) veya a(t) = (t, f (t), g(t)) sonucuna varilir.
Nedensel karakter ile ilgili bir sonugta su sekildedir.
Teorem 2.1.3

o egrisi E13 de P afin diizleminde yer alan kapali bir egri olsun.

1. « egrisi space-like ise P space-like bir diizlemdir.

2. Egri time-like veya light-like degildir.



25

Ispat:
1. Genelligi bozmadan P diizlemini bir vektor diizlemi kabul edelim ve
P:<E2,E3> time-like diizlemini gozoniine alalim. Bu durumda a(t)= (0, y(¢), z(r))

olur. y:R — R olarak verilen eslem #; a yakin bir noktada maksimuma ulagir. Bu

durumda y'(to)z 0 olur ve &'(t)=(0,0,z'(¢)) time-like bir vektordiir.

P= <E1 JEy + E3> light-like diizlemini g6zoniine alalim. alr) = (x(r), y(t), y(r)) olur.
10, x(t)  fonksiyonunun  maksimum  noktass  olsun. Bu  durumda;
a'(to )= (0, y'(to ), y'(ro )) light-like bir vektordiir: Celiski, buradan P diizleminin space-

like oldugu ortaya ¢ikar.

2. a time-like bir egri olsun. Bu durumda; space-like veya light-like diizlemlerde

time-like vektorler olmadigina gore, diizlem time-like olmak zorundadir. P = <E2,E3>

ise, z(t) fonksiyonunun maksimuma ulastigi f; noktasi a'(to)z(O, y'(to ).0)

denklemini saglar: bu vektor space-like’dir. Bu bir celiskidir. Benzer mantik light-like

egriler icin de yiiriitiilebilir.

Sonug 2.1.4

E 13 ‘de time-like veya light-like olan kapali egriler yoktur.

Space-like olmayan diizlemlerde (kapali olmayan) space-like olan egrilerin oldugu

goriilebilir. Ornegin a(s) = (0,sinh(s),cosh(s)) egrisi, <E2,E3> time-like diizleminde
space-like bir egridir. Benzer sekilde; <E1,E2 +E3> light-like diizleminde yer alan

als)= (s, 52 .S 2 ) egrisi ise space-like’dir.

Buradan itibaren bahsedilen egrilerin regiiler oldugu kabul edilmistir.
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Lemma 2.1.5

a egrisi space-like veya time-like olsun. Bu durumda|a"(s)| =1 olacak sekilde bir
parametre degisimi vardir. Tam olarak; verilen bir #; noktasinda J5,e>0 ve
d:(-€,e) > (t,—0,t,+0) diffeomorfizmi vardir 6yle ki f=ao® ile verilen
B:(—€.€) —>E13 egrisi |,B'(s]:1 Ozelligini saglar. Boyle bir durumda egrinin yay

uzunlugu parametrelendirilmistir denir.

Ispat:

Time-like egriler i¢in ispat yapilirasa; S : I — R eslemini su sekilde tanimlanir.

S(t)=- (a'(u), a"(u)} du

Iy
S'(t0)>0 oldugundan, S:f=t; noktas: civarinda lokal bir diffeomorfizmdir.

Ciinkii S(tg)=0 dir ve 8,€>0 vardir S:(~€,e)— (¢, —.t, +0) diffeomorfizmdir.

Aranan eslem & =S 1 dir.

Light-like egriler icin, @’(r) vektorii light-like’dir ve yay uzunlugunu tekrar
paremetrelerle ifade etmek ise yaramaz. Ama <0/(t), a'(t)> =0, ifadesinin tiirevi alinirsa
(a’(t),e(t)) =0 esitligi elde edilir. Farzedelim ki; &”(¢)# 0 olsun. &”(t) space-like bir

vektordiir ve |(Z"(t1 =1 ielde etmek i¢cin & parametrelerle ifade edilebilir.
Lemma 2.1.6

o egrisi E13 de light-like bir egri olsun. Verilen B(s)= a(®d(s)), | ,b’”(s) =1ile &

egrisinin yeniden parametrizesi vardir. @ yay-uzunlugu rastgele-parametrizedir denir.

Ispat:
,B(s):a(CI)(s)), @ bilinmeyen fonksiyondur. Bu ifadenin iki kez tiirevi alinirsa;
B(s)="(s)e'(r) + ®'(s)?’(t) olur. Bu durumda; { B(s), ﬂ”(s)) =o' (s)* 1a(¢)1? dir.

1

Boylece; @ fonksiyonu; ®'(s)= ————
y y (s) FiCOl

, <I>(O):to diferansiyel denkleminin

¢Oziimii olacak sekilde tanimlanir.
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2.2 Egrilik ve Burulma

Bu boliim bu konu i¢in anahtar konumundadir. Regiiler bir egri verildiginde; egrinin
herhangi bir noktasi i¢in egrinin geometrisini tanimlamak icin gereken ortonormal baz
Frenet igyiizlisiiyle ifade edilir. Bu bazin egri boyunca degisimi, egrinin ortam

uzayinda nasil deforme oldugu hakkinda bilgi verir.

Egrilerin en basit sekli dogrudur. pe E13 ve v#0 iken, p noktast boyunca, v

vektorii yoniindeki dogru a(r)= p +1v seklinde parametrelerle ifade edilir ve a”(s)=0

olur. Ivmenin katsayis1 sifirdir, dogrunun egriliginin sifir oldugu sdylenir.

Diger taraftan, @ egrisi, herhangi bir s noktasinda &”(s)=0 sartim saglayan regiiler
bir egri olsun. Bazi v # 0 vektérleri ve a(s)= p+sv i¢in @'(s)=v sartim saglar. Bu da

o nin p noktasindan gecen v vektorii yoniindeki bir dogruyu parametrize ettigini
gosterir. R? ‘de bir dogru verildiginde, bu dogru baska parametrelerle de ifade

edilebilir. Ornegin afs)= s3E1 dogrusu < E;| > in parametrelerle ifade edilmesidir ve

a’(s)=0 esitligini saglamaz.

Yay-uzunlugu veya sahte-yay-uzunlugu parametreleriyle ifade edilen regiiler bir

egri diisiinelim. T(s)=a'(s) vektoriine s noktasindaki teget vektorii denir. Ozellikle,
<T(s),T'(s)> =0 olur. T/(s)#0 oldugu ve her s noktasi icin 7’(s) nin 7'(s) e orantih

olmadig1 varsayilir. Bu da egrinin dogru olmasini engeller.

Simdi nedensel karakterlerine gore egrilerin egrilik burulma ve Frenet denklemlerini

bulalim.
2.2.1 Time-like durum

a egrisi time-like bir egri olsun. T’(s)# Ospace-like vektorii, T(s) den bagimsiz
bir vektordiir. @ egrisinin s noktasinda egriligi x(s)= |T'(s)| olarak tanimlanir.

N(s)— T'(s) _ a'(s)

=222 jle Normal vektorii, B(s)=7(s)xN(s) ile Binormal vektorii

kls) o)

tanimlanir. Buradan K(s) = <T'(s), N (s)> yazilabilir.
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B(s) birim vektordiir ve space-like’dir. Her s icin, {T', N, B} E13 iin ortonormal bir
bazidir ve buna «’nin Frenet ii¢ yiizliisii denir. @ nin s noktasindaki burulmasi

7(s)=(N"(s), B(s)) seklinde tanimlanur:

Frenet vektorlerinin tiirevlerinin, aynt Frenet bazina bagli olarak ifade edilmesiyle

Frenet denklemleri elde edilir. Yani; 7 time-like, N ve B space-like vektorlerdir.

N’=aT +bN +cB
<N'T>a<T,T>+b<N,T >+c<B,T >=—-a

<N, T>=<N'T>+<N,7T > =0=—a+<N, ;N> =a=k
<N'N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=0
<N'B>=a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =7T=c

N’ =T +1B

B’ =aT +bN +cB
<BT>=a<T,T>+b<N,T >+c<B,T >=-a
<BT>=<BT >+<B'T> =0=—a+<B,xN> =a=0
<B ,N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=-1
<B B>a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =c¢=0

B =-mN
T 0 x 0T
Frenet denklemleri | N'|=|x O 7| N | olur.
B' 0 -z O\B

2.2.2 Space-like durum

a space-like bir egri olsun. T’(s) in nedensel karakterine baglh olarak ii¢ olasilik

vardir:

1. T'(s) vektorii space-like’dir.

K(s) = T'(5) 1. N(s) = L)
x(s)

ve B(s)=T(s)XN(s)

olarak yazilir. @ nin burulmasi 7(s) = —(N '(s),B(s)> ile tanimlanir.



T ve N space-like ve B ise time-like vektorlerdir.

N’ =aT +bN +cB

<N T>a<T,T>+b<N,T >4+c<B,T >=a
<N,T>=<N,T>+<N,T"> O0=a+<N,;N> =a=-k
<N'N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=0
<N'B>=a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =7=c

N’ =—«T +18B

B =aT +bN +cB
<BT>=a<T,T>+b<N,T >+c<B,T >=a
<BT>=<B,T>+<BT > 0=a+<B,xN> =a=0
<B N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=1
<B,B>a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =c¢=0

B’ =N

T 0 x 0YT
Frenet denklemleri | N' [=|—-x O 7| N | olur.
B' 0O 7z O\B

2. T'(s) vektorii time-like’dir.

K(s) = /- <T'(5),T'(s) > oldugunda N(s)= T'(s)
K

a nin burulmasi z(s) = <N '(s),B(s)> ile tanimlanir.

T space —like, N time — like ve B space — like vektorlerdir

N’=aT +bN +cB
<N'T>a<T,T>+b<N,T >4+c<B,T >=a

<N, T>=<N'T>+<N,T'>=0 =0=a+<N,k;N> =a=k
<N'N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=0
<N'B>=a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =7T=c

N =T +1B

) B(s)=T(s)X N(s)dir.
s

29
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B’ =aT +bN +cB
<BT>=a<T,T>+b<N,T>+c<B,T>=a
<BT>=<B,T>+<BT > =0=a+<B,sN> =a=0
<B ,N>>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=r1
<B B>a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =c¢=0

B’ =N

Frenet denklemleri;

T 0 x 0\T
N'|=|x 0 7|N
B' 0 = O\B

olur.
3. T’(s) herhangi bir s i¢in light-like’dur.

(T’(s)# 0 oldugunu ve T(s) ile orantili olmadigmi ammsayalim). Normal vektdr;
N(s)=T"(s) dir ve T(s) ile lineer bagimsizdir. B unik (tek tiirlii) bir light-like vektor
olsun oyle ki <N ,B> =1 olup T’ye ortogonal olsun. B(s) vektorii s noktasinda & nin

binormal bir vektoriidiir. 7" space-like, N light-like ve B light —like vektorlerdir.

N’ =aT +bN +cB
<NT>=a<T,T>+b<N,T>+c<B7T>=a

<N, T>=<N'T>+<N,7T > =0=a+<N,kxN> =a=0
<N N>=a<T,N>+b<N,N>4+c<B,N> =c=0

<N B>=a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =1=b

N =1N

B =aT +bN +cB
<BT>=a<T,T>+b<N,T >+c<B,T >=a
<BT>=<B,T>+<BT > =>0=a+<B,N> =a=-1
<B N>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =c=-T
<B,B>a<T,B>4+b<N,B>+c<B,B> =b=0
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Frenet denklemleri;

T 0 1 0T
N|={0 7 0 |N
B -1 0 -7\ B

olur.

7 fonksiyonuna egrinin burulmasi denir. Egrinin egriliginin bir tanimi yoktur.
2.2.3 Light-like durum

a sahte-yay-uzunlugu ile parametrize edilen light-like bir egri olsun, yani, a’(s),
space-like tipinde birim vektordiir. 7 =@  teget vektorii goz oniinde bulundurulurak

normal vektdrii N(s)=7"(s) seklinde tanimlanir. B binormal vektorii ise unik bir light-

like vektor olsun 6yle ki (T, B> =1 olup N’ye ortogonal olsun.

T light —like, N space — like ve Blight —like vektorlerdir

N’=aT +bN +cB
<N'T>a<T,T>+b<N,T>+c<B,T>=c
<N,T>=<N'T>+<N,7'> =>0=c+<N,N> c=-1
<N'N>=a<T,N>4+b<N,N>+c<B,N> =b=0
<N'B>=a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =7T=a

N =1 -B

B =aT +bN +cB
<BT>a<T,T>+b<N,T>4+c<BT>=c
<BT>=<B,T>+<BT > =0=c+<B,N> =c=0
<B ,N>>a<T,N>+b<N,N>+c<B,N> =b=-1
<B,B>a<T,B>+b<N,B>+c<B,B> =a=0

B =—N
olup, Frenet vektorleri;

T 0 1 0T
N'l|=|7 0 -1|N
B' 0 - 0O\B

olur. 7 fonksiyonu @ nin burulmasidir.
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a nm light-like, 7° niin space-like oldugu durum gosterilmisti, egrinin egriligi

tanimlanmamugtir.

Bu boliimii egrilerin genel teorisi iizerine bazi noktalara dikkat cekerek bitirelim.

Egrilik kavrami ve burulmanin izometrik sabit oldugu gosterilebilir. Yani,
M :El3 —>E13, eslemi E13 iin rijid hareketi iken B(s)=M oal(s) egrisi gdzoniine

almirsa; buradan x B (s)= Ky (s) ve 7 B (s)= 7, (s) olur.

Benzer sekilde Oklid ortaminda oldugu gibi, egri, yay-uzunlugu parametrileri ile
ifade edilmedigi durumda egrilik ve burulmanin formiilii bulunabilir. ilk olarak; bu tip

egriler icin egrilik ve burulmay1 tanimlamamiz gerekir.

pB=aoa yay-uzunlugunun herhangi bir parametre ile ifade edilen sekli olsun.

Kq(t)= Kpg o o ! ile egrilik, benzer sekilde de burulma tanimlanir. Bu tanimlamanin

tekrar parametre ile ifade edilmesine bagl olmadig1 gosterilebilir. Ornegin; time-like

egriler icin agsagidaki denklemler gecerlidir.

|’ l=v, T'=viN, N’ =v(kT+1B), B =-viN
_a ’_
T = A:a—vT

& =vT+TY=vT +v2 i
axa” la’xa” |
axa =viB, = k= = —_

V3B o P
a” =V'T +vV(vKkN) + 2w kN + V2N + VZK'(VKT +v1B)
& =T +v k2)+ NGwW Kk +v2 k) + B k)

(a'xa’,a”) = vox2B

. (a'xa”,a”) R det(e’, 0, ")
(@'xa’)? ’ l(a'xa”)|

Diizlemsel egrilerden bahsederken, time-like egriler i¢in asagidaki sonuglara varilir

ve bu sonuclar Oklid diizlemsel egrilerindeki sonuglara benzerdir.
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Teorem 2.2.4.

k:1 — R diizgiin bir fonksiyon ve P time-like bir diizlem olsun. P diizleminde,
egriligi K olan unik bir space-like egri vardir. Ayni sonug, x egrilik fonksiyonu oldugu

durumda P diizleminde time-like bir egrinin varligini1 garantiler.
Ispat:

1. Genelligi kaybetmeden, P=<E,E3> ve pg= (OOO) oldugunu varsayalim.
a(0)=(0,0,0), a(0)=E; ve x,(s)=x(s) esitligini saglayan a space-like egrisi

bulunabilir.

8(s): I — R fonksiyonu olsun.

N

:jl((t)dt, ve x(s) jcosh
0

0

smh

O'—;H

a(s) = (x(s),z(s)) aranan egridir. Oncelikle; a(O) (0 0)01ur
a’(s) = (cosh(8(s)), sinh(6(s)))
" (s) = x(s)(sinh(6(s)), cosh(6(s)))

a(s) egrisi a'(s):(cosh(O),sinh(O)):(l,O) ile yay-uzunluguna gére parametrize

edilen space-like bir egridir. a(s) nin egriligi x(s)=la’(s)! dir.
2. Eger E;5 hiziyla baslayan time-like bir egri aranirsa,

N

6ls)= [ {0k, ve x(s)=[sinn(@(0)dr, <(s)= [cosh(@(0kir
0

0

olur.
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2.3 Sabit Egriligi Olan Diizlemsel Egriler

Diizlemsel bir egri gbzoniine alalim, yani afin bir diizlemde yer alan E13 ’in bir

egrisini diistinelim. Rijid bir hareketten sonra, bu diizlemin bir vektor diizlemi oldugu

kabul edilebilir. Bu boliimde sabit egriligi olan diizlemsel egriler incelenecektir.

Oncelikle Oklid diizlemindeki bir egri Lorentz ortamina uyarlanabilir. & E 2 de, yay-

uzunlugu ile parametrik ifade edilmis diizlemsel bir egriyse ve v sabit birim yon ise,
T(s) ve v arasindaki olan 6(s) acist cos(6(s))=(T(s),v) sarim saglar. @ egrisinin

egriliginin | 6'(s)! oldugu kamitlanabilir.

Lorentz ortaminda, acidan bahsetmek gerekli oldugu halde, bu sonug genisletilemez.

Bu sadece time-like egriler i¢in yapilabilir.

Teorem 2.3.1.

o yay-uzunlugu ile parametrik ifade edilmis time-like bir diizlemde yer alan time-

like bir egri ve v ileriyi gosteren diizlemin birim sabit vektorii olmak iizere; ®(s), T(s)

ve v arasindaki hiperbolik a¢1 olsun. K(s) = CI)'(s)I olur.
Ispat:
Genellemeyi kaybetmeden P=<FE;,E3> ve v= (O, V2,V3), v3>0. Sunu

animsanirsa;

—cosh CID(s) = <T(s), v>
Bu ifadenin tiirevi alinirsa su elde edilir:

—®’(s)sinh ®(s) = K(s)(N(s), v>

{N ,T} P’nin baz1 olduguna gore v =aT +bN yazilabilir. a,b sabitlerini bulabilmek

icin esitligin iki tarafimi sirasiyla 7 ve N ile carpariz:
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(v.T)=a(T.,T)+b(N.T) = a=~(v,T)
(v,N)=a(T,N)+b(N,N)=b=(v,N)

V= <v, N(s)>N(s)— <v,T(s)>T(s)

olarak bulunur. Bulunan esitligin her iki tarafi v ile carpilirsa;

1= <v,N(s)>2 —<V,T(S)>2 = <v,N(s)>2 —cosh(CID(s))2

(v, N(s)>2 =-1+ cosh(CID(s))2 = (v, N(s)> = +sinh(P(s))
Buradan | CI)'(s) |= K(s) sonucuna ulagilir.

Asagida egriligi sifirdan farkli ve sabit olan diizlemsel egriler iizerinde durulacaktir.
(egrilik sifir olursa, egri dogru olur). Bu egrilerin iizerinde ¢alisirken egrilerin nedensel
karakteri ayirt edici olmalidir. Boliim 1 deki Egrileri bir boost grubunun hareketleri

vasitasiyla bir noktanin yoriingeleri olarak yeniden kesfedilebilir.

1. (Time-like durum) Egriyi iceren diizlem time-like olmalhidir. Boylece;
P=<E,,E5 > oldugu kabul edilir. Boylece als)= y(s)E2 +z(s)E3 olur. Egri yay-
uzunlugu ile parametrik ifade edilebildigine gore;

<0/, 0/> = y'(s)2 - z'(s)2 = -1 Bu durumda;
7/(s) = cosh®(s), y'(s)=sinh®(s),
o nin egriligini su sekilde hesaplanir:

k(s)=la’(s)I= ®'(s)I:= a dersek, ®(s)=as+b olur. Bu da sunu getirir;

y'(s)=sinh(as +5) z'(s)=cosh(as +b)

Sonra; af(s) = 1 (cosh(as + b)E2 + sinh(as + b)E3 )
a

Bu egri P diizleminde bir Oklid hiperboliidiir.
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2. (Space-like durum) Sabit egriligi olan diizlemsel space-like egriler bulunabilir.

(a) P=<Ej,E, > oldugu kabul edilirse, P iizerinde Lorentz metrigi ile uyarlanmis
metrik Oklid metrigi ile uyum saglar. Boylece; egriligin gostergeleri her iki durumda
aymdir. Yani ¢ bir Oklid dairesidir.

(b) Diizlem time-like ise, {y =0} ile verilen diizlem almirsa, a(s)=(x(s),0,z(s))
olarak; (o, a’) = x(s)? = 2(s)> =1 yazilabilir. Béylece; @ R fonksiyonu vardir ve

sunu saglar:
x'(s)=cosh(6(s)) z'(s)=sinh(8(s))  ®(s)=as+b olarak diisiiniirsek;

als) = (x(s). 2(s)) = (l sinh{as +b).  cosn(as + b)j = Lsinh(as + b)cosnlas + 1)

Bu egri bir Oklid hiperboliidiir.

(c) Diizlemin light-like oldugunu varsayalim. Bu durumda; bir egrinin egriliginin
gostergesi yoktur. Rijid bir hareketten sonra; a egrisini iceren diizlemin {y—z =0}

oldugu kabul edilirse egri a(s)=(x(s), y(s), y(s)) seklinde yazilabilir., & yay-uzunlugu
ile parametrik ifade edilen, space-like bir egri olduguna gore: (&', &) = X(s)? =1.
x(s)=s+c; olur. T'(s)=(0,y"(s),z”(s)) vektorii light-like olduguna ve. diizlemde

tek bir light-like yon olduguna gore; T'(s) vektorii sabit bir vektdr ile mesela,

v =(0,1,1) vektorityle orantilidir. integral yardimu ile;

2
” ’ N
y=l=y=s5s+c; :>y=?+czs+03

2
a(s): (S+Cl)E1 +(S7+C2S+C3J(E2 + E3)

2
=pot SEl +(S7+C25J(E2 + E3)

a , P diizleminde, ekseni light-like yone paralel olan bir paraboldiir.
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3. (Light-like durum) ¢, P diizleminde yer alan light-like bir egri olsun. P diizlemi
light-like ya da time-like olabilir.

(a) Diizlem light-like ise, P =< Ej,E, + E5 > olsun. a'(s) light-like olduguna ve
sadece bir light-like yon olduguna gore, bu durumda baz tiirevlenebilir f fonksiyonlar
icin @'(s)= f(s)(E, + E3) olur. Boyle bir durumda; a diiz bir ¢izgidir. Bu durumda

Frenet ii¢ yiizliisii dikkate alinmaz.

(b) Diizlem time-like ise, P =< E,, E3 >olsun. Sadece iki yon olduguna ve her ikisi
de lineer bagimsiz, yani, E, + E5 ve E, — E3 olduguna gore ve a'(s)=f (s)(E2 + E3)
olduguna gore, v=0 vektoriinin light-like olmadiginin kamti sunu gosterir: 1
araliginda a'(s)= f(s)E, + E3) veya a'(s)= f(s)(Ey — E3) olur. Her durumda; egri
diiz bir cizgidir.

Buna benzer bir konu hatirlanacak olursa; o« space-like ve N light-like oldugu
durumda, I araliinda 7 =0 ise egrinin sabit bir egriligi oldugu sdylenebilir. Boylece
N’(s)=0. integrasyon ile N(s)=v nin space-like bir vektér oldugu durumda;
a'(s)=sv+w olur. Ama <T,N> =0 oldugunda, her s i¢in s+<v, w> =0: celiski. Tek

olasilik v =0, yani, & nin diiz bir ¢izgi olmasidir.
Teorem 2.3.2.

El3 iin rijid bir hareketinden sonra; Oklid daireleri, hiperboller ve paraboller sabit

egriligi(sifir olmayan) olan diizlemsel egrilerdir.

24 E13 Helisler ve Bertrand Egrileri

Oklid uzayinda; teget dogrularmin sabit yonde sabit ag1 yaptigi bir egriye helis

denir. Bu yone helisin ekseni denir. Lancret’e gore bir egrinin helis olamas1 ancak ve
ancak % nin sabit bir fonksiyon olmasidir. Ornegin diizlemsel egriler helistir.

Egriligi ve burulmasi sabit olan helise silindirik helis denir.
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Bu ifade Lorentz anlaminda su sekilde genisletilebilir. Vektorler arasinda bir agidan
bahsedilememesine ragmen; sabit bir v yonii i¢in (T,v} fonksiyonu gdzoniine alinabilir

ve bu fonksiyonun da sabit oldugu sdylenebilir.

Tanm 2.4.1

El3 de helisler reguler egrilerdir, 6yle ki baz1 sabit v+ 0 vektorleri icin <T(s), v>

fonksiyonu sabittir. v yoniinde herhangi bir paralele de helis ekseni denir.

Egrinin diizlemsel olmadigim diistinelim.

Teorem 2.4.2.

E13 de o egrisi (time-like veya space-like) helis ise, % fonksiyonu sabittir.

Ispat:

Space-like ve time-like olan durumlari ayiralim:

1. o space-like bir egri olsun. Bu durumda ii¢ olasilik vardir:

(a) T space-like bir vektordiir. <T,v> = sbt tirevi alinirsa; I((N ,v> =(0. Buradan,
<N ,v> =0 v=aT+bB olacak sekilde a, b fonksiyonlar1 vardir. s ‘e gore tiirev ve

Frenet denklemlerini kullanarak su elde edilir:

v=aTl +bB

<vT>=a=<v,T'>+<V,T>=ad =<v,kN >=a"=0
<v,B>=b=<v,B'>+<V,B>=b"=<v,B>=<v,IN >=0
a=b'=0

v=aT +bB=Vv' =a'T +aT +b'B+bB’ =akN +bwN

_ T/ —_b
0—aK‘+bT:%(— A
a=b'=0, ak+bt=0

sonucuna ulasilmis olur.

(b) T’ time-like bir vektor ise, ispat (a) dakine benzer olarak yapilir.

(¢) T’ light-like bir vektor olsun. Tiirev ve Frenet denklemleri ile:
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v=aT +bB=Vv =a'T+a(N)+b'B+b(-T +1B) =0
0=(a’"-b)T+aN +(b'-b7)B,buda a=b=0,

v=0

elde edilir ki bu celiskidir.

2. o nin time-like oldugu durum ile @ ve N nin her ikisinin space-like oldugu

durum benzerdir.

Bu teoremin tersini sOylemek i¢in, egriligin ve burulmanin ifadelerine ihtiyacimiz

vardir. Bu nedenle;
Teorem 2.4.3.

a , time-like bir egri olsun veya normal vektorii light-like olmayan space-like bir egri

olsun. O zaman % sabit ise, & bir helisdir.

Ispat:

T=ck,ce R oldugunu varsayalim. Sadece ¢« ’'nin time-like oldugu durum
incelenirse;. Vektor fonksiyonu su sekilde tammlamr: v(s)=cT(s)+ B(s) dir. Tiirev

alimirsa, vV =cT+cT'+B =ckN+(—7)N =0 olur. Buradan da v’nin sabit bir
fonksiyon oldugu goriiliir. Ayrica; <T,v> = ¢ = sabit olur, yani ¢ bir helistir.

o, normal vektorii light-like olan space-like bir egri oldugu durum veya ¢ nin

light-like bir egri oldugunda neler oldugu iizerinde diisiiniilebilir.

o nin normal vektorii light-like olan space-like bir egri oldugunu diisiinelim.

Herhangi bir diizlemsel egrinin bir helis oldugunu gosterelim:

P =<E|,E, + E5 > alinirsa; &(s) bu diizleme ait olduguna gore ve E, + E3 € pt

olduguna gore; (T(s), E, + E3> =0 olur.

Diger yandan; ¢, (T(s), v> = a esitligini saglarsa, Frenet denklemleri kullanilarak,

v vektorii v:aT+b(s)N (s) seklinde yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinrsa,
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b'+b7+a=0 elde edilir. Simdi normal vektorii light-like olan space-like egrinin helis
oldugunu gorelim. b'(s)+b(s)r(s)+a=0 denkleminin ¢oziimii b =b(s) olsun.

v(s)= aT(s)+ b(s)N (s) seklinde tanimlanr.
V=a'T+aT’+b’N+bN =aN +b'N+btN =Nb'+bt +a)

Bu fonksiyon v'(s)=({®"+b7t+a)N =0 olduguna gore bir sabittir. Ayrica
<T,v> =a, ve bu yiizden, o bir helisdir. Bu durumda; v vektorlerinin kiimesi sonsuz bir

kiime oldugu ortaya ¢ikar.
Simdi bertrand egrilerine bir géz atalim.

Oklid ortaminda bir bertrand egrisi Oyle bir reguler egridir ki, bu egriyle es

noktalarindaki tegetleri paralel olan bagka bir f egrisi vardir. S egrisine o es egrisi

denir. Bu yiizden; diizlemsel egriler Bertrand olur. 7 # 0 oldugu durumda, bir Bertrand

egrisinin Ozelligi su sekildedir:

o egrisi, ancak ve ancak bazi A ve B sabitleri icin Ak + B7 =1 oldugu durumda bir
Bertrand egrisidir.( Ax+ B7 =0 olursa, helis olur). ¥ ve 7 nin sabit fonksiyonlar

oldugu silindirik helisler Bertrand Egrilerine 6rnektir.
El3 de Bertrand egrisinin tamimi aym Oklid sistemindeki gibidir. Simdi time-like

egrileri gbzoniine alalim.

Teorem 2.4.4.

a, El3 de time-like bir egri olsun. ¢ 'nin bir Bertrand egrisi olamasi i¢in gerek ve

yeter sart A ve B gibi iki sabit olmak iizere; Ax + B7 =1 olmasidir.
Ispat:

“=" a bir Bertrand egrisi ve f ise @ nimn es egrisi olsun. Bu durumda; £ su

sekilde parametrik ifade edilir:
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B (S) = (S ) + ﬂ(s )N (S) Frenet denklemlerini kullanarak,

B(s)=a'(s)+ A (s)N(s)+ A(s)N"(s)

B =T+AN+AB+iT)=1+A)T + AN + AB
B(s)=(1+A)T + AN + AB

elde edilir. Boylece; A" =0, yani, A sabit bir fonksiyondur.

B nin light-like bir vektoér oldugunu kabul edelim. 1+ Ax =+A7 olur ve sonuca

ulagilir.

[ nin non-dejenere egri oldugu duruma bakalim. Ornegin, S bir space-like egri
olsun. B nin normal yoniinii bulalim. Bunun i¢in; A yi yay-uzunlugu parametresiyle

ifade edelim.

7(s)= B(®(s)). Bu durumda S nin normal yonii ”(s) seklindedir. Simdi;

Y(s)=@(s)B(s) ve ¥ =@"f+0p

7.7 )=(@p.®p)=1 . f)=1=d? = ﬁ

(V7)) = (@D B+ ) =0 O3B )+ V(B ) =0

VSR /.Y s NN (-3
= ) 0= = BB g

Bu durumda; »” nin @ nin Frenet ii¢ yiizliisii cinsinden tanimi vardir. T ve B de

koordinatlar sifirlanir.
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Bu da su anlama gelir:

Ak (1+ k) - ot N AK 0o
[/122'2 —(1+ ﬂlc)z]z Ar% -1+ Ak)?

(1+ Ax)

, _ 2 ,
Tﬂlc(1+/11c) A*rr Ak 0o

A =
[/121'2 —(1+ ﬂlc)z]z A% - (1+ Ak)?

veya

At(Axt -7 - Axt") =0

AN+ A At -7 - AxTt’) =0

Bir noktada 7 =0 ise, 7 =0 olur ve & diizlemsel bir egridir. 7 # 0 , bu durumda,

Akt —1"—Axkt’=0,buda J(Ej = —(lj sonucunu getirir;
T T

E + 1 = b olacak sekilde bir be R gibi bir deger vardir. A=—1 ve B=Db ise,

T T

teoremin bir kismi ispatlanmis olur.

“="A,Be R gibi sabitler icin Ax+Br=1 olsun. Bu durumda

B(s)= als)+ AN(s) seklinde tanimlanan egri @ ‘nin es egrisi olur.
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3. BOLUM : LAGRANGE SiSTEMLERI

3.1. Lagrange Sistemleri ve Yaklasik Tanjant Geometri

Bu boliimde; J yaklasik tanjant yapisi kullanilarak; klasik mekanikte onemli bir yer

tutan Lagrange formiilasyonu iizerinde durulacaktir.

Kabul edelim ki; M bir m-boyutlu manifold ve 7,,:7TM — M Kkanonik

projeksiyonu ile birlikte TM, M’nin tanjant demeti olsun. TM, M Konfigiirasyon
manifoldunun konum-hiz uzayr ve L:TM — R tiirevlenebilir fonksiyonu Lagrange

fonksiyonu olarak adlandirilir. TM {izerinde;
(0] L= —dd J L

ile tamimli kapal1 2-formunu goz oniine alalim. Bu durumda,

E;, =CL-L

TM iizerinde L’ye birlesmis enerji fonksiyonu olarak adlandirilir.
Teorem 3.1.1:
i jar = 0’dir.

Ispat: Aslinda;

iJ(UL :—ijdeL:inJdL (de :—djd)
:d‘]i‘]dL:d%L:O (dJiJ:ide)

iXa)L :dEL 3.1.1)

esitligini géz Oniine alindiginda, o zaman (3.1.1) X iizerinde belli bir sart altinda Euler-

Lagrange hareket denklemleri veren bir denklem oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.2:

TM iizerindeki herhangi bir (qi,vi) koordinat sistemi i¢in ®; form, TM lizerinde

2
bir simplektik formdur ancak ve ancak; ——— | Hessian matrisi maksimal ranka
oviov/
sahiptir.
Ispat:
’L .97 : ,
0y =——dq' ndq! + ——dq' ~dv’
dg’/ov! ov'lov/
formunun m kez dis carpimu;
m azL 1 m 1 m
W7 =0O;A..A0p =cdetl ——|dg A..Adg" Adv A .AdY
ov'ov/

olup, burada c sifir olmayan sabit fonksiyonudur. Boylece; ®; simplektik ise ancak ve

ancak (J)'i1 bir hacim elementidir, yani;

det(

)20
ov'iov’

dir.

Eger w; simplektik ise, bu durumda L:TM — R lagrange fonksiyonu regiiler

veya dejenere olmayan; aksi takdirde, L’nin tekil, irregiiller veya dejenere oldugu

soylenebilir.

L’nin regiiler oldugunu farz edelim. O zaman (3.1.1) denkleminin tek bir  ¢dziimii

vardir. Yani, @y, simplektik oldugundan ig@w; =dE} " dir.



45

Teorem 3.1.3:

(3.1.1) ile verilen & vektor alani bir yar piiskiirtmedir. (yani ikinci mertebeden

diferansiyel denklemdir)
Ispat:

Teoremin ispati i¢in JE = C oldugunu gostermek yeterdir. Bunun igin;

icwy =—icdd jL=icdjdL (dd; =—d ;d)
=ijdL—dicdL=d;L-d;(CL) (icdy +djic =iy)
=d;(L-CL)=—d E|

=—ijdE; =—ijiz

= ié:i](()L _ifiwa = l'Jé‘fCUL

dir. Boylece; J&=C olup, @; simplektiktir. Eger &, (3.1.1) ile verilen bir yar

pliskiirtme ise, o zaman lokal olarak;

0
aqi

. .90
_ LEl 2
g=v &av,

esitligi yazilabilir. Ayrica bu esitlik yardimiyla, i car, hesaplanacak olursa,

, L ; °L ; L .| ;. 9L
g0y =| V' v & |dg' + ———v/dv (3.1.2)
dg'ov’ dg’ ov ov'ov’ ov'ov’
e, £, =vi 25 1 o
olur. E; =v T olup,
’L , oL . L ;
dE;| = —— /) ——ldg' +———v’dv (3.1.3)
dg'ov’ oq' ov'ov/

denklemi elde edilir. g0y =dE] esitligi gdzoniine alinirsa, dqi ve dv' terimlerinin

katsayilari esit olmali. Buradan;
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’L ;. 9*L _; oL
—y) & ——— =
og’ o' ov'ov/ oq'

: 1<i<m (3.1.4)

esitligine ulagilir.

6:R —> M, & vektor alanin izi, yani 6:R — TM, & 'nin bir integral egrisi olsun.

dg' (1)

Eger o(t) = (qi(t)) ise, 0 zaman, &(r)= (qi(t), J olup, ¢ egrisi;

%L y 2L . oL

" : + : n "
aiog T T agiagl T T oy

esitligini gercekler. Tiirevlerin zincir kurali geregince;

IO L 4 i<i<m (3.15)
dt aql aql

esitligine ulasilir. (3.1.5) esitligi ile verilen denklemler Euler -Lagrange denklemleri
olarak bilinir.
Teorem 3.1.4:

Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimleri, & *nin integral egrileridir.

Tanim 3.1.5:

L:TM — R bir regiiler lagranjyen olmak iizere; g0y =dE| esitligini gercekleyen
bir tek & yan piiskiirtmesi vardir, ve buna Euler-Lagrange vektor alam olarak

adlandirlir. Genellikle & ; ile gosterilir.
Teorem 3.1.6: (Enerji korunumu yasasi)

Le Ep = &1 Er =0 oldugundan, E; , &; 'nin integral egrileri boyunca sabittir.
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Ornek 3.1.7:

1
LTR> >R lagrange fonksiyonu; L(x, y,u,v)= 5[(142 - vz) —x?- yz] seklinde

tanimlansin. Bu durumda;

djL = udx — vdy ve Wy =—ddjL=dx Andu—dyndv

1 O
olup, L’nin Hessian matrisi, { 0 J dir.

Boylece, L regiiler ve o, TR? iizerinde bir simplektik formdur. L icin Euler-

Lagrange vektor alam da;

& :M%+V§_y_x%+y% seklinde olup, J§; = u%%—v%: C

esitligini gercekler. Ayrica; tanimlanan bu L lagrange fonksiyonu icin, Euler-lagrange

denklemleri;
T Cis B
dt? dt?
seklinde ifade edilir.
Tanimm 3.1.8:

M n boyutlu bir manifold, F TM iizerinde bir tiirevlenebilir fonksiyon ve p, TM

tizerinde kuvvet alam olarak adlandinlan yar1 basit bir form ise bu durumda
M= (M, F,p) ugclisiine bir mekanik sistem denir.
Teorem 3.1.9:

M= (M, F,p) bir mekanik sistem ve @

F =—dd jF simplektik 2-form olsun. Bu

durumda F’nin enerji fonksiyonu Ep = CF — F olmak lizere;

denklemini gergekleyen bir tek & yari piiskiirtmesinin integral egrileri, p = pl-dqi

. d| oF oF , . e L
olmak iizere; —| — | ——— =—-p; 1<i<m denklem sisteminin ¢oziimleridir.
dl aql aql
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Ispat:

J& = C sonucu ve (3.1.6)’den;

F ;. 9*F _; OF
— VJ + - - - =
g’ ' ov'ov’ dqi

—p; , 1<i<m (3.1.7)

olup, eger () = (qi (¢)), p'nun bir izi ise, (3.1.7)'den;

d| oF | OF <ic
E a_ql —aqu.=—pi 1<i<m (3.1.8)

esitligi kolayca elde edilir.
Tamm 3.1.10:

Eger p kuvvet alam1 kapali bir yar1 basit form ise; bu durumda M= (M, F,p)
mekanik sistemine korumali sistem denir. Eger, M= (M, F,p) korumali bir mekanik

sistem ise, o zaman;

L&COF :dl.(t:(ﬂF :d(dEF+p):0

denkleminden p kuvvet alaninin kapali oldugu,
p=dV igin Le(Ep +V)=0

olup, enerjinin de korundugu sonucuna varilir.

Tanim 3.1.11:

M= (M, F,p) korumali bir mekanik sistem ise; p= T?VI dU)=dUoty) ile
tanimh tiirevlenebilir bir U: M — R fonksiyonu varsa; bu mekanik sisteme Lagrange

mekanik sistemi denir.
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Eger L=F +U oTM seklinde alinirsa; o zaman (3.1.6) ve (3.1.8) denklemlerinden,

ii(&)L:dEL

i B_L —a—L.ZO,ISiSm
dt aq’ aq’

esitlikleri yazilabilir.
Sonug 3.1.10:

Korumali mekanik sistemler Lagranjyen sistemlerdir. p kuvvet alami kapal

olmayan yar1 basit form ise, bu durumda mekanik sistem korumasiz bir mekanik
sistemdir.
3.2. Homojen Lagranjyenler

Bu boliimde, homojen Lagranjyenler i¢in Klein formiilasyonunu gelistirilecektir.
Tanim 3.2.1:

Eger L:TM — R Lagranjyen fonksiyonu 2. Dereceden homojen, yani CL =2L ise

o zaman L’ye homojen Lagranjyen denir.

Sonu¢ olarak; L bir homojen Lagranjyen ise, viF:ZL(q,v) olup, enerji
v

fonksiyonu E; =L sekline doniisiir.

Teorem 3.2.2:

L homojen bir Lagranjyen olsun. O zaman;

1. o, 1. Dereceden homojendir.

2. Euler-Lagranjyen vektor alani & bir spraydir.
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Ispat:

1. Eger, L homojen ise, o zaman ®; =—dd ;L ve Lc®; = yazilabilir. Yani,

7 , 1. Dereceden homojendir.
2. i, @y =dE; ve  simplektik oldugu i¢in;
e, £, 101 = Leig, @ —ig, Loy, =LodEp —ig @]

=L.dL—dE; =d(L.L)—dL=d(CL-L)=dE;

Buradan [c,& L] =& olup, Euler-Lagrange vektor alam & bir spraydir.

Teorem 3.2.3:

F ve p k. dereceden homojen olmak iizere; M= (M, F,p) bir mekanik sistem olsun.

O zaman ig @ =dEp +p denklemini gergekleyen & bir yar1 piiskiirtmedir.
Ispat:

i[c,f]wF =Lci§wF _ichwF

Ep =CF—-F=kFF-F=(k-1)F

Lciwa =L.(dER +p):d(LCEF)+LCp:k(k—1)dF+kp

LCa)F = (k —l)wF

igloop =(k=Digop =(k-DdEp +(k-Dp=(k -D>dF +(k-1)p

olup,
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il £ =k(k=DdF +kp—(k=1)>dF - (k=Dp

=(k-1)dF +p=dEp +p =i§mF
oldugundan ®  simplektiktir. Yani, [C, &] =& dir.

3.3 Konneksiyonlar ve Lagranjyen Sistemler

TM iizerinde & herhangi bir yar piiskiirtme olsun. O zaman, her Ye TM vektor
alan i¢in; I'(Y) = —[&,JY ] +J [&,Y] denklemini gercekleyen I = —LeJ endomorfizmi

TM’de bir konneksiyondur. Ayrica;
h= %(Id FLed)  v= %(Id - LgJ|

esitlikleri sirasiyla I'' min yatay ve dikey projektorleri olsun. Boylece her Ze TM

tanjant vektorii yatay ve diisey bilesenlerine ayrilabilir ve
1
T(TM)=Imh®Imv (Boylmh = > Boy(TM)) = m, BoyM = m) dir.

Bu ayrisimdan ¢ikan ilging iki sonug, asagidaki lemma ve Teoremle verilebilir.
Lemma 3.3.1:

N manifoldunda tanimhi Q 2-form ve F (1,1) tipinde tensor alani olsun. O zaman;
(X.Y)->(FIQ)(X,Y)=Q(FX.Y)

esitligi ile tanimh Q, N {izerinde (0,2) tipinden bir tensor alamidir. Ayrica X, N {izerinde

herhangi bir vektor alani ise, o zaman;

Ly (F1Q)=LyF1Q+F J(LxyQ) du.
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Teorem 3.3.2:

L TM lizerinde regiiler bir Lagranjyen olsun. Bu durumda TM’nin her bir

noktasindaki tanjant uzaylarint ®; icin birer Lagranjyen olacak sekilde diisey ve yatay

alt uzaylara ayiran TM’de tek bir I'; konneksiyonu vardir.
Ispat:

L icin Euler-lagranjyen vektor alamm &; ve simplektik 2-form ®; =—dd iL

olmak uizere; Lemma 3.3.1 ve LéL ® ; =0 kullanilarak;
Ly, (J Jop) =L, D)oy,

Aynica, T'y =—Lg J'den Lg (JJOJL) = —FLJQ)L elde edilir. Ayrica, i;m; =0
oldugu icin, J]w; ve Le (J Jw,) simetrik yani, ir, @y =0 olur. Boylece TM

izerinde tanimli tiim X ve Y vektor alanlar icin,
OJL(FLX,Y) +OJL(X,FLY) =0

denklemi elde edilir. Ayrica I'; 'nin

1 1
h=5(ld+L§LJ), V=E(Id—L§LJ)

yatay ve diisey projektorleri kullanilarak;

0 (hX,Y)+0 (X, hY) =0 (X,Y)
O,X, )+ (X,vY)=0,(X,Y)
;X Y)-o(X.vY)=0

o (hX,hY)=o;(vX,vY)=0

elde edilir.
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Teorem 3.3.3:

L, TM lzerinde regiiler bir Lagranjyen olsun. Bu  durumda;
E(JX ,JY)=—w; (JX,Y) denklemi V(TM) diisey demeti iizerinde bir g metridi

tanimlar.
Ispat:

1. § iyi tamumli olup, eger JX = JY' olacak bicimde TM iizerindeki iki vektor alani

Yve Y' ise,0zaman J(Y—-Y")=0 olup Y —-Y’ diisey vektor alanlaridir. Boylece ;
o;(JX,Y)=0,(JX,Y") dir.
2. § simetriktir, yani;
gUx,0Y)=-w, (JY,X)=0w, (X,JY)=-0, (JX,Y)=g(X.Y)

3. § dejenere degildir. Ciinkii; TM {iizerinde herhangi bir JY vektor alani igin

E(JX ,JY)=0 olup, o (JX,Y)=0’dwr. @ dejenere olmadigindan JX = Oolur.

Ayrica, TM'nin (qi ,vi) Lokal koordinatlar1 yardimiyla;

_( 9 9 J (a d j 9°L
8l ——— = O —,— |~ - -
o' v/ ' v/ ov'ov/

olur.

Boylece I', TM icin herhangi bir konneksiyon ise, § TM iizerinde bir g Riemann
metrigi tammlar. Ayrica, (TM,F, gr) yaklasitk Hermit yapisim1 goz Oniine alinirsa;

asagidaki Teorem elde edilir.

Teorem 3.3.4:

Kr, (TM,F, gr ) nin Kohler formu olsun. Bu durumda Ky =i, "dir.



54
Ispat:

ivop(X,Y)=w;, vX,Y)+ap (X,vY)=aw; (vX,Y)—a; (vY, X)
=—gr (X, JY)+gr(vY,JX)=—gr(X,JY)+ gr(JX,Y)=Kp(X.,Y)

olur.
Teorem 3.3.5:

Eger, L bir homojen Lagranjyen ise, o zaman, Euler-Lagrange denklemlerinin

¢oziim egrileri geodezikler olan, TM’de bir tek I'; homojen konneksiyonu vardir.

Homojen olmayan Lagranjyenler goz 6niine alindiginda, TM'de tammli, &; yari-

sprayi ile birlestirilmis bir konneksiyon olusturulmak istenirse, O zaman ayrisim

teoreminden TM iizerinde tanimh T +§z =0 esitligini gercekleyen yaribasit bir T

vektor 1-formuna ihtiya¢ duyulacaktir.

Teorem 3.3.3. de belirlenmis V(TM) iizerinde taniml1 § metrigini ele alalim. Yani;

E(JX ,JY)=w; (JX,Y) olsun. Eger asagidaki denklem kurulursa;

O(X,Y) = g(TX,JY) (3.3.1)

0 zaman;

O(JX.Y) = g(TJX,JY)=0
O(X,JY)=g(TX,JY)=0

sonuclar elde edilir. (Burada, ® yari-basit 2-formdur.)
©° (Y)=(ig, O)¥) =O(&L,Y) = g(TE, JY)
o (T°,Y)= (i 0@ )(Y)

@0 — lTo wL (3.3.2)

Simdi T, T° :—fz gibi olmalidir. Béylece (3.3.2); ®° =—i .« @; olur.
L
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O=(.0;)®y ile tammli 2-formu goéz Oniine alalim. Burada ¥, y(JX)=0

kosulunu gerg¢ekleyen TM iizerinde bir 1-form ve ® simetrik carpimi ifade eder.
Boylece; ® (1) ve (2)’yi gercekler. Eger ® 'nin potansiyeli olusturulursa, o zaman;
O°=(i.w;)°y+y°G.ar)
yani;
_ifL* wy ={.@p)°y+7y°0.cp)
denklemi elde edilir. Buradan,

(_ifi wr)° =2(.w7)°y°

RN

2 (ica)L)o 2 a)L(c,é:L)

Buradan da;

1 - 1o (&1.E1)
- = . Lot oL7 3.33
14 o Ey) tgr @ + 2 o) (i.op) ( )

esitligi elde edilir.

Teorem 3.3.6:

L, TM iizerinde bir regiiler Lagranjyen olsun. Bu durumda L i¢in Euler-Lagrange
denklemlerinin ¢oziimleri, TM’de I 'nin egrileri olan bir tek kanonik I' konneksiyonu
vardir. Bu konneksiyon; ﬁ =Ty +T=-L&; J+T denklemi ile verilir. Buradaki T

(3.3.1) ve (3.3.3) ile tammmlanmustir.
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Tamm 3.3.7:
Eger irw; =0 ise I' basittir denir.
Teorem 3.3.8:
I' "nin basit olmasi i¢in < K Kohler formunun ® ; ile uyumlu olmasi gerekir.
Ispat:

Teorem 3.3.4’ten K =i, olup, v, I' 'nin diisey projektoriidiir. Boylece;

Kr=i,w; =i a)—li(o—li(o—w—liw
FVL%(I_F)LZILZFL L2FL

olur.
Kr = @ olmasiicin & irw; =0’dr.

Simdi, E; = CL— L’nin L regiiler lagranjyen ile birlestirilmis enerji fonksiyonu

oldugunu kabul edelim.
Tanm 3.3.9:
Eger d,E; =0 ise, I' koruyucudur denir. (h, I' 'nin yatay projektoriidiir.)
Ispat:
dpE; =0 olmasi, E; nin I"’ya gore yatay egriler boyunca sabit oldugu sonucunu
dogurur. Yani;
dyE; =iydE; =h'(dE;)

olup,

(dyL)Z)=(dE} )hZ)=(hZ)E, dir.
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Teorem 3.3.10:

' basit olsun. O zaman, I" degismelidir ancak ve ancak &; nin & yari piiskiirtmesi

ile birlesmelidir.
Ispat:

[ basit olsun. O zaman, Kp =) esitligi yazilabilir. Boylece, & yatay

oldugundan;
ligw, XX)= (&, X)=Kr(&.X)=gr(J&.X) - gr(£.JX) = gr(C.X)
denklemleri yazilabilir. Bu denklemlerden de:

lizw, NX)=gr(C.vx)=gr(C.JFX)  (v=JF)

=2(C,JFX) =~ (§,JX)=~licao FX)=(ipicw, )X)
olup,
g®p =—ipicO[
esitligi elde edilir. Teorem 1.1.3 e gére ic®; = —d ;E; oldugundan;
gy =ipd;Ep =ipi;dE; =ijpdE; =i,dE] =d,E|

esitligi elde edilir. Fakat dE; =d,E; +d,E; (Id =h+v) olup, d,E; =0 ise o

zaman iz, = dE; dir . Baska bir deyisle § =&; <d,E; =0 dur.

Teorem 3.3.11:

L homojen bir Lagranjyen olsun. Bu durumda torsiyonu sifir olan bir tek korumal

konneksiyon vardir.
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Ispat:

L homojen oldugundan E; = L’dir. §; bir puskiirtme ve I'; = —Lg, J olup &1

ile birlestirilmis bir yan piiskiirtme konneksiyondur. Yani I'; basittir. Bundan dolay1

I'; korumalidir. Simdi I" sifir torsiyonlu korumali bir konneksiyon olsun. Bu durumda;

j dy L =0 denklemlerinden faydalanarak,

lin-d;]=ind; +djiy =d;
ith = —lhddjL = lhdjdL = djlhdL-i'djdL = djdL: —ddjL =y,

olur, bdylece;

1, I, .
Sir®y =iy jq®p =0 —0; =0
2 2

olur.

Uyan 3.3.12:

Eger L, M iizerinde tanimli bir g Riemann metrigi ile belirlenen kinetik enerji ise, o

zaman Teorem 3.3.11 Riemann geometrisinin temel teoremidir.

3.4 Yan Piiskiirtmeler ve Lagranjyen Sistemler

Yukandaki sonuclardan, klasik mekanikteki Lagranjyen formiilasyonun aslinda bir
simplektik yapi i¢in de gelistirilebilecegi goriildii. Bununla birlikte bu formiilasyon
Lagranjyen fonksiyonun se¢imine direk olarak baglidir. Bu Hamiltonyen durumundan
ozel bir farklilik gosterir. Hamiltonyen durumu oldugu yerde bir asil simplektik yapi,
Hamiltonyen fonksiyon se¢iminden bagimsiz verilen bir konfigiirasyon manifoldun

kotanjant demeti iizerinde kanonik bir sekilde belirlenir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler (vektdr olanlar1) simplektik yap1 ile
Hamiltonyen fonksiyonlar1 ile ilgilidir. Simdi Lagranjyen sistemler ile ikinci
mertebeden Diferansiyel denklemler(semi-sprays)(yari-piiskiirtmeler) ile ilgili bazi

sonuclar inceleyelim.
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& TM iizerinde bir keyfi yar piiskiirtme olsun. O zaman & tarafindan tanimlanan

konneksiyon I' = —Lg] ile ifade edilsin. Bu durumda; F,zvi %ﬂi’% olmak iizere;
q Vv
J
9 |=2,% 9 r{ij:-i.
oq' | 9q" 9q' ov’ ' o'
. e
xHoxi 9 _1yids 9 (3.4.1)
a¢" 2 9q' o’
olup, X, M iizerinde bir vektor alanidir. (3.4.1) kullanarak;
) .2 9
,XV = —+& — X/ —
[E) ] oq' : o' ov’
RN L SR LR
dq' ag’ o' v’ o'
. 9 %L Y B G
——2Xl—.—XJi.—.+X’—.+vJ -—
dq' v’/ ' dq' v’/ '
=—oxt 4 x€

olup, [&,XV]:—XH—(XH—XC) esitliginden X7 - x€, [&.,XV]’nin diisey

bilesenleridir.

Teorem 3.4.1:
® TM iizerinde tanimli bir 2-form olsun. O zaman

1. L&OJ =0

2. Her Z € TM noktasindaki diisey alt uzay1 ® ve iydw 'ya gore Lagranjyen ve Y

keyfi bir yatay vektor alani olup ® kapalidir.
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Ispat :

do(X,Y,2)=Xw(Y,Z)-Ya(X,Z)+ Za(X, Z)

=—a([X. Y] 2)+ 0((X. 2] Y) - 0(X.[Y. Z])

ifadesinden; dw(XV,YV,ZV): 0 olup,

da)(W,YV, ZV): da)(hW + vW,YV,ZV)
= da)(hW,YV,ZV)
= (lyw dw)(YV Z" )
=0

olur. Simdi

(Ledw)X.Y.Z)= (XY, Z)-da(é.X] Y, Z)
—do(X,[¢, Y] 2)-do(X, Y [£,Z])

Boylece 1. den;

EdoX?)Y",2")=0

dm([g,XH],YV,zV) +dm(XH,[<:,Y],zV)+dm(XH,YV[§,ZV]) =0

denklemleri elde edilir. ikinci denklemdeki birinci terimde iki dikey yiikseltme

oldugundan, sifira esit olup, [&, Y’ ] ve [F,, A ] ' nin bilesenleri;
v eyt -ty -x€)
k2 ]=z (-2

seklinde elde edilir. Boylece;

da)(XH,YH,zV)z dw(XH,zHYV)

olup,
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)=
:—da)(ZH,YH,XV): d(o(YH,ZH,XV)
= dw(YH,XH,zV):—da)(XH,YH,zV)

denkleminden;
da)(XH ,YH,ZV): 0
elde edilir.

Boylece; ZH —ZzC diisey olup, dw(XH,YH,lf,ZVD:—dw(XH,YH,ZH) ve (1)

esitligi kullanilarak;
do(x" ¥ 7") icin; do(x" Y [£.2"]) = 0

denklemine ulasilir.
Teorem 3.4.2:

o Teorem 3.4.1 gercekleyen bir form olsun. J TM iizerinde kanonik yaklasik tanjant

yapt olmak iizere, ® =—dd ;K olacak bi¢cimde TM 'nin bir agik altcimlesi iizerinde

tanimh bir C* K fonksiyonu vardir.
Teorem 3.4.3:

TM iizerinde tanimli bir & yar1 piiskiirtmesinin (regiiler) bir Euler-Lagrange vektor
alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Teorem 3.4.1 'in (1) ve (2) kosullarin1 gercekleyen

TM iizerinde bir ® 2- formu vardir.
Teorem 3.4.4:

(LyJ)od =J,Jo(LyJ)=~J (3.4.2)

denklemini gercekleyen TM iizerinde bir X vektor alani, TM nin bir (qi ,vi ) lokal

koordinat sistemine gore;
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+Xi(q,v)i_

i M

X = (vi +/1(q)) J

bilesenlerine sahip olup, X ayn1 zamanda, A (9) € X (M) 'ye iz diisiiriilebilir bir yan

i

piiskiirtmedir.

Simdi, bir J integral tanjant yapisina bagh olarak; W 2m-boyutlu bir manifold ve v,

(3.4.2) esitligini gercekleyen W iizerinde bir vektor alani olsun.
Tamm 3.4.5:
Eger m, W iizerinde bir simplektik form olmak iizere;

1. her ze W i¢in ®, ye gore T.W 'nin (ImJ), altuzaylari birer lagranjyen,

2. Lym:O

kosullart gercekleniyorsa, Yya bir regiiler Lagranjyen dinamik sistem denir. Eger v,

bir integrallenebilir dinamik sistem ise o zaman; L. lagrange fonksiyonu icin;

(ﬂ:—deL
ho=dE; , B =(/,)L-L

esitlikleri daima gerceklenir.

3.5. Lagrange Dinamiklerinde Bir Ters Problemin Geometrik Yaklasimm

Bu bolimde Teorem 3.4.2. 'nin Mekanikteki eski bir problemin bir geometrik
uygulamasini verdigi gosterilecektir. Helmholtz tarafindan ortaya atilan; "TM iizerinde
verilen bir & yar piiskiirtme icin, & 'yi bir Euler-Lagrange vektor alam yapan bir
L Lagrange fonksiyonunu bulmak miimkiin miidiir?" problemi Lagrange
dinamiklerinin ters sonug¢ problemi olarak bilinir. Bu problemin ¢oziimii ise, Helmholtz

sartlar1 olarak bilinen ve bir (o ii(q,9) ) matrisinin belirlenebilmesi ile miimkiindiir.



63

Eger (q,q) lokal koordinatlarina bagli olarak FEuler-Lagrange denklemlerini

gelistirirsek o zaman;
84’ +hi =0
olup, burada gij ve h;, (qk ,q") lokal koordinatlarina bagli fonksiyonlar olup,

XL
= — dir.
9¢'dg’

gi

Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem sisteminin tiirevlenebilmesi icin

Lagranjyenin matrisi self adjoint olmaldir. Self adjointlik sartlar1 incelenirse;

i' = fl(q.9)

seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerini gbzoniine alalim. O zaman

Lagrange'nin tiirevlenebilmesinden, (g;;) matrisi regiiler bir matristir yani;

gquj _gijfl =0

olup sef adjointtir. Buradaki f i fonksiyonlariin gercekledigi sartlart ise

det(g;;) #0 (3.5.1)

8ij = 8ji 3.5.2)

0g;; .

g,jc =ag—’lf (3.5.3)

9" 9q’

d 1 - gk

= Sii +EEgik *5 o 8k =0 (3.5.4)

k k l k k k l k

ik 4 (%— —2J—.—liil =g 4 dff —2‘30—.—1i40—‘l (3.5.5)

dr | dy’ &’ 2d' d dr | ' d' 2" d

seklinde olacaktir. Bu ise (3.5.1)-(3.5.5) denklemlerinin yeniden elde edilebilecegini,

yani;
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) 2
g’ '

&=’

olacak sekilde bir & yari piiskiirtmesi igin ' = =Ll € ile belirlenmis bir konneksiyon

olur. Boylece; yatay dagilim (I ’ya gore)
J
AN AR
d; \2\ ' )n/

P o
ile gerilir. Eger {Dl- V, = a—l} ’nin dual bazi {9’ ,n’} ise 0 zaman;
%

. . . i . .
0" =dq' n' z—(lj((y.]dqj +dv'

Y

seklinde olup, & ile bu 1-formlarinin Lie tiirevleri de asagidaki gibidir.

Le6' = Gj[i—;jef +1; (3.5.6)
Len' =—% 67 +(%j(@‘i)(avj)nj (3.5.7)
burada;

L EHE

olup, Teorem 3.4.2.'nin kosullarim1 gercekleyen ® formu; ® = a,-jei N g,-jei /\T]j

ile lokal olarak ifade edilebilir. Burada ajj +aj; =0 olup, eger (3.5.6) ve (3.5.7)

kullanilirsa asagidaki denklemlere varilir.
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k) o
ngZ{f(aly)Jraik[%J—Egik}’lf 6' A6 +

1 gk 1 I . . .
{2alj+§(glj)+3glkﬁ+5gkj[avl N +gl_j77[/\77]

Lew=0 oldugundan;

gij = &ji ve a; =0 olup,

k k
1 " 1 "
é:(gij)*'agikﬁ"'ggkj Py =0
k k
8ikVj = 8ik"Vi

esitlikleri yazilabilir. Boylece, ® = gijni /\nj maksimal ranka sahip((g;;) regiler)

yani; det(g;;) # 0 olur.

Sonug olarak; dw=0 dan (3.5.3) sarti elde edilir. do icindeki 6’ Am/ An*

o 98jj
terimlerin katsayilar _k olup,
v
9ij g
ki

kosulunu gercekler. Boylece,

9gij 9gik 98

ovk - o' _avk

Teorem 3.4.2. yi ger¢ekleyen @'nin self-adjointlik sartina denktir.
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3.6. Legendre Transformasyonu

L:TM — R bir lagranjyen ve o.; =d ;L 1-form olmak iizere; o ,
oL

oy = —.dqi
L o'

seklinde lokal olarak ifade edilir.

Boylece, o; , TM iizerinde bir yar basit 1-formdur.
Teorem 3.6.1:
Leg

™ T*M

v

TMm Tym
M
Sekil 3.1 Diyagram degismeli olacak bicimde bir Leg:TM — "M dontigiimii vardir.

(Tt ve my, kanonik projeksiyonlardir.)

Lokal olarak; Leg:(q",v")—>(q",p,-) olup, p, =— ve Ay, "M lizerinde

i
%

Liouville formu olmak tizere;
Leg*kM =a. olur.

Boylece, ®; =—d\y, T*M  iizerinde kanonik simplektik form olup,

®; =—dd jL olmak iizere;

*
Leg oy =0

esitligi elde edilir.
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Teorem 3.6.2:
Asagidaki onermeler denktir.
1. L regiiler bir Lagranjyendir.
2. ®; , TM iizerinde bir simplektik formdur.

3. Leg:TM — T * M bir lokal diffeomorfizmdir.

Tanim 3.6.3:

Teorem 3.6.2.'nin kosullarin1 gercekleyen Leg doniisiimiine L tarafindan belirlenen

Legendre transformasyonu denir.

6:R— M M de bir egri ve 6:R — TM de TM'de nin dogal prolangasyonu olsun.

O zaman ¢ boyunca;

i dq'
dt

, 6(1) = (¢' (1)),4' (1)) olmak iizere;

v

oL
pi = E)—l elde edilir. Boylece 6 boyunca,
q

i . i l' L aL .
Leg:(q ,q )—) (q ’_-i) olup, 8_’ = p; 1<i<m momentum olarak adlandirilir.

q q

Genel olarak regiiler bir Lagrange tarafinda belirlenmis Legendre transformasyonu,
global olarak bir diffeomorfizm degildir. Eger Legendre transformasyonu global olarak

bir diffeomorfizm ise o zaman L Lagrange fonksiyonu hiperregiiler olarak adlandirilir.

Ty © Leg =T, olup Leg’in bir global diffeomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Tps;:TM — M ’nin her bir life kisitlanmis1 birebirdir.
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L regiiler olsun. E; = CL— L L’nin enerjisi olmak iizere ig; @ = dE denklemini
ele alalim.

Budurumda T" M iizerinde tanimli bir E =TLego&; o Leg_1 vektor alani i¢in;

iy =d(EpoLeg™)
gy =iz (Leg™) @ )= (Leg™) (ig, ©1)

(Leg ) (dEL)=d(E o Leg™")

esitlikleri gerceklenir.

Teorem 3.6.4:

Eger v, &, ’nin bir integral egrisi ise, Y= Legoo, E ‘nin bir integral egrisi olup,

T oY =Ty o0 esitligini gergekler./16/

Regiiler bir L Lagrange'nin enerji fonksiyonu hiperregiiler olmak iizere, "M

lizerinde Ej o Leg_l ile tammmli E; enerji fonksiyonuna L' nin yerini tutan Hamilton

enerjisi olarak adlandirilip, H ile gosterilirler. Leg Legendre doniisiimii, bir regiiler

Lagrange formiilasyonundan bir Hamilton formiilasyonuna ge¢meye izin verir. Boylece

yukaridaki E vektor alani, H=E o Leg_1 Hamilton enerji fonksiyonunun Hamilton

vektor alant olarak bilinir. Ayrica hiperregiilerlik durumunun klasik mekanikteki

Hamilton ve Lagrange formiilasyonlar1 arasindaki bagintiyr verdigi goriiliir.

L:TM — R’nin bir Lagrange fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Bu durumda her

ve T, M tanjant vektorii i¢in;
©,: T, M > T,(T,M) ve ¢,:T M —T, (T, M)
doniisiimlerini tammlayalim. L,:7, M — R L’nin T, M ’ye kisitlanmag1 olmak lizere;

Leg;:TM — T* M doniisimii; Leg; (v) = ((p:)_l(de (v)) ile tamimlansin. Boylece

(qi ,vi) ve (qi ,p;) sirast ile TM ve T*M lokal koordinatlar olmak iizere;
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(Pv(i] :(ij (3.6.1)
Jq' oq' )

X

ile verilen @, bir izomorfizmdir. Ayrica;

@i((dqi )xj = (dq"), (3.6.2)

o oL
olup, (3.6.1) ve (3.6.2) 'ten her biri LegL(q’,v’) = (q’,;} yani, Leg; ile Leg aynmi
v

anda gerceklenir. Bu durum literatiirde Leg; icin Legin lifli tiirevi olarak ge¢gmektedir.
Ornek 3.6.5:

M iizerinde bir g Riemann metrigine bagl kinetik enerji fonksiyonu L olmak tizere;

1 o
Lv) = ng(v,v) ,veT,M olup, (¢',v") lokal koordinatlari i¢in;

L(qi,vi) zégijvivj

9’L
elde edilir. Boylece E; = L olup, L regiilerdir yani; ——— = g;;
wviov/ 7Y

Legendre transformasyonu Leg(qi ,vi) = (qi , gl-jvj ) seklinde tanimlanir.

Leg(v) € T:M kotanjant vektorii icin; <u,Leg(v)>=g,(u,v),YueT , M ile

tanmimlanan Leg:TM — T * M bir global diffeomorfizmdir.

Aym durum, L =L+V o1, esitligi ile tammli L:TM — R lagrange fonksiyonu
icin de gecerlidir. Burada L, M {izerinde bir g Riemann metriginin kinetik enerji

fonksiyonu ve V: M — R potansiyel enerji fonksiyonudur.
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4. BOLUM: KLASIK MEKANIK TEORILERI

4.1 Galile Uzay-zamaninda Hareket Prensipleri
4.1.1 Euler-Lagrange Denklemleri:

Bir mikroskopik sistemin durumu, sistemin parcalarinin hizlart ve konumlar

tarafindan tekil olarak belirlenir. (Hareket denklemleri zamana gore 2. derecedir)

L= L(q, g t) Lagranjyen, {a}= {qi} , {a}= {c),-} sirastyla  genellestirilmis
koordinatlar ve hiz olmak iizere sistemin S hareketi

p)
S = ILdt seklinde tanimlanir.
|

En kiigiik hareket prensibine gore 0S5 =0 olur. Einstein’in kisa notasyonu

kullanilirsa,

58 = jaLdz jdt[aL +—5} jdz[ . aLéq,}
I 1 dq aq;

04q; :di54i’ t=tyveyat =ty iken dq; =0
t

esitlikleri kullanilarak,

olur. Buradan,
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oL _d oL _ 4.1.1)

denklemler elde edilir. q= {Qi} koordinatlarina bagli olarak p = {Pi} genellestirilmis
oL oL . -
momentumu  p; =a—. veya p :8_' seklinde tamimlanir. L=7-V i¢in, T ve V
i q
sistemin kinetik ve potansiyel enerjisi olmak iizere; (4.1.1) denkleminde Newton’un 2.

Kanunu elde edilir.

%_BL _BV_

dp JdL 9V

R e L i W W

Burada f genellestirilmis kuvveti gostermektedir.

4.1.2 Uzay-zaman ve Simetriler
4.1.2.a) Zaman Otelemesi Altinda Degismezlik

g(t) bir boyutlu metrik tensér ve 7 zaman manifoldunun lineer dl¢iisii olmak iizere

yani d7 tvet+dt arasindaki mesafe olacak sekilde Galile zamani dr? = g(t)dt2
seklinde tamimlanan metrige sahiptir. Acikca eger zaman koordinati olarak 7

kullanilirsa, metrik tensor g(z’) =1 sartin1 saglayan sabit bir skaler olacaktir.

t koordinati g(t) =1 sart1 ile birlikte ger¢cek zaman olarak adlandirilir. t’nin gergek

zaman olup olmadigini anlamak i¢cin Newton’un 1. yasast kullanilabilir.
Tamma gore serbest bir parcacigin lagranjyeni tiim t gercek zamanlar igin aym

olmalidir. Yani L(x,x,7+1")= L(x, x,t) = L(x, %)

Baska bir deyisle L zaman 6telemesi altinda degismezdir.
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4.1.2.b) Uzaysal Oteleme Altinda Degismezlik

Galile uzay-zamaninda bahsedilen uzay O©klidyendir. Bu nedenle, kartezyen

koordinatlar gozoniine alinirsa tiim x degerleri i¢in metrik tensor sabit bir tensor alanidir

ve g(x) =1 sartim saglar.
Acikca g metrigi uzaysal dteleme altinda degismezdir x — x + xg.

Bu yiizden, Oklidyen uzay homojendir. Sabit bir diizlemde, serbest bir parcacigin

Lagranjyeni her noktada ayni olmalidir. Yani

L(x, %)= L(x+x", %)= L(x) <> xsabit diizlem
4.1.2.c) Rotasyon Altinda Degismezlik

Onceki konuda belirtildigi gibi g Oklidyen metrik tensorii, uzaysal doniisiim altinda
degismez oldugu belirtilmisti. Buradan 6klidyen uzaym izotropik oldugu sdylenebilir.
Sabit bir diizlemde serbest bir parcacik i¢in Lagranjyen herhangi bir rotasyon altinda

degismez olmalidir. Yani;

R rotasyonel operator ve |x| = /i .x olmak iizere L(Rx)= L(x)= L(|x|)

4.1.2.d) Galile Doniisiimii Altinda Degismezlik

S ve S sistemlerinin koordinatlar1 v izafi hizla baglantili olarak Galile doniisiimleri

ile asagidaki gibidir.
X' =x—-vt t'=t (4.1.2)

Ozellikle, eger S, Newton’un 1. yasasim saglayan eylemsiz bir sistem ise S’ de

eylemsiz bir sistemdir. Boylece, Newton fizigi Galile doniisiimii altinda degismezdir.

Serbest bir parcacik icin X :%|X|2 iken LQX‘): L(X) olur.



aizi(lxzj:x
ox ox\2

yardimiyla, Euler-Lagrange denklemleri

Ozi(a_szi[a_Xd_Lj:i[xd_Lj
dt\ ox dr\ ox dX dr\  dX

olur. Buradan,

d(dLj .0 (dLj .. d°L
—|—|= | — |=Xx——
dr\ dX ox \ dX dx 2
cikar. (4.1.3) denklemi kullanilarak,

J(dLY . .d(dL .dL ... \d°L
0=X| — |+x—| — =x—+x(xx)—
dt\ dX dX dx ?

elde edilir.

Galile doniisiimii altinda (4.1.2) denklemleri;

e/

X = X=x-v X - ¥=X

X - X':%()‘c—v)()'c—v)zX—)’cv+%v2

haline gelir. (4.1.4) denklemi degismez kalirsa;

—=0 —=sabit=m
ax

Buradan,

olur.
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(4.1.3)

4.1.4)
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4.1.3 Lagranjyen

Ozet olarak serbest bir parcacigin lagranjyeni veya kinetik enerjisi galile uzay-
zaman tarafindan kararh hale getirilir. Benzer sekilde birbirine etkisi olmayan parcalar

sisteminin lagranjyeni tiim parcalarin kinetik enerjilerinin toplam1 olmalidir.

Eger parcalar bir V({xi }’,{xl }) potansiyeli yardimiyla;
Uzaysal oteleme altinda degismezlik V = V({xl— —X; JL,{xl }) olmasim gerektirir.
Galile doniisiimii altinda degismezlik V({xi —X; JL, {)'c,- —X; }) olmasini gerektirir.

Rotasyon altinda degismezlik V’nin sadece asagidaki gibi bir rotasyonel skalere

bagli olmasin1 gerektirir:

(x; _xj)(xk —x). _xj)x(xk —x)} iy, — %)

rj =x;—x; kabul edilirse

1 .2 )
L= Z Emi X "'V({’”zj;{’”kl }}) yazilir.
i
Bununla beraber, buradaki V(x), “kiiciik” sistemimiz tarafindan etkilenmeyen
dinamiklere sahip “Biiyiik” bir sistem tarafindan desteklenen bir dis potansiyel olarak

diistiniilmelidir.

Boylece; spacetime simetrileri kiiciik sistem tarafindan korunmamakla birlikte,

simetriler birlesik izole sistem tarafindan korunmaktadir.

4.2 Simetri ve Korunum Kanunlari

4.2.1 Enerjinin Korunumu:

Zaman oOtelemesi altinda degismezlik bize L=L(q,q) veya a—L—O oldugunu

t_

soyler. Buradan,
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dL _dg; oL  dg; OL _ . OL . OL _ 0L .OL

+ — —_— -
A di 9g;  dt 9, Vag, Tag  Taq Tag

qz{qi} ve q:{q'i} sistemin gercek yoriingeleri oldugunda, FEuler-Lagrange

denklemlerini saglarlar Yani,

dL _ . d(aL}rdq',-a_L_d(. BLJ

ar ar\og; ) ar 0 ar\ "o,
E=g 2k _p-q% o @.2.1)
dq; Jq

denkleminden faydalanilarak asagidaki denkleme ulasilir.

df, oL dE
By 422
dt[q’ 34, J dr (422

E ifadesine sistemin enerjisi adi verilir. Boylece (4.2.2) denklemi, zaman
otelemesinin degismezliginden dolayi, izole bir sisteminin enerjinin korundugunu

gosterir.

4.2.2 Noether Teoremi
Sonsuz kiigiik koordinat Stelemesi diisiiniiliirse f = £(q,q,) ve € =0 olmak iizere,
g = q; +Ef; icin §; > q;+Ef; veya g q+efve 4o g+ef,

yazilabilir. Buradan Lagranjyen

L(q+gf,c'1+gf,t)=L(q,q‘,t)+g[a—Lf +a—lff}+0(gz)
dg~  9q

seklinde ifade edilebilir.

%L _ fim L(q+5f’q'+8f’f)—L(q,éJ):0 [a—Lf+%f=0j
q

de  £50 £ dq

sartlar1 altinda L. degismezdir denir.
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Euler-Lagrange denklemlerini kullanarak; Noether teoremi olarak bilinen;

d(JL oL . d|(dL d
o) =al G atn=o

:>a—lff:pf:F:sabit
dg

denklemi elde edilir.

4.2.3 Ornek: (Toplam lineer momentumun korunumu)

Bir sistemin pargalari i¢in, x; — x;+€a uzaysal Otelemesini diislinelim. (j

J J
parcacik indisi ve a sabit bir vektor) Burada x ; degismez oldugu goriilebilir. Eger L bu

oteleme altinda degismez ise Noether teoremi bize Za.p j = a.P = sabit sonucunu
J

verir. Yani L uzaysal oOteleme altinda de8ismez oldugunda toplam momentum

P= Zj Pj korunur.

4.3 Hamiltonyen

Lagrange formiillerine gore sistemin durumu (q,q) ile belirlenir. Hamilton

formiillerinde p = 3—L olmak iizere (q,p) tarafindan belirlenir. H (q,p) Hamiltonyeni
q

Legendre doniisiimii ile L(q,q) lagranjyeninden elde edilir.

JL . ) . )
H(q.p)= 39 L(q.q)=pq-L(q.q) 4.3.1)

H biitiin (q,p) degerleri icin tanimhdir. Tersi olarak (4.2.1) denkleminde gecen E

sadece sistemin gercek yoriingesi iizerinde tanimlidir.

dL = a—qu+a—?dq = a_qu +pdq (4.3.2)
dq Jq dq

(4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri kullanilarak;
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dH = qdp +pdq —dL = qdp + pdq —g—qu —pdq =qdp— 3—qu (4.3.3)
q q

denklemi elde edilir.
Gergekten de H fonksiyonu (q, p) bagimsiz degiskenlerine baglidir. Simdi,

_OH , OH

dH = a—dp + > dq denklemi ile (4.1.3) denkleminin esitliginden faydalanarak
P q

o OH_ oL_doL__

=% o  oq diog ¥

elde edilir. Bu denklemler Hamilton denklemleri olarak bilinir.

4.4 Poisson Parantezi ve Oteleme Operatorleri
4.4.1 Poisson Parantezi

Newton mekanigi alaninin Otesinde yeni teorilerin dizayninda ¢ok Onemli olan
Lagranjyen ve Hamiltonyen formiilleri, klasik mekanikte kullanilan ©nemli
matematiksel ozellikler ortaya ¢cikarmistir.

A(q, p) rastgele fonksiyonunu diisiinelim. Fonksiyonun zaman gore tiirevi alinirsa,

_0AOB 0A OB

Poisson parantezi, (q,p) koordinatlarinda, {A, B} P —— seklinde
dq dp  dp dq
tanimlanir ve {A,B} p ile gosterildigi diisiiniiliirse;
dAla.p) _9A AL OAOH OAOH g\ (4.4.1)

g 9q ' 9p' 9q9p dp 9q

yazilabilir.
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Sadece (q, p) koordinatlar1  i¢in sistemin ger¢ek yoriingeleri iistiinde

uygulanabileceginden (4.4.1) denkleminde hamiltonyen denklemlerinden

yararlanmilmustir.

JH yardimiyla asagidaki lineer diferansiyel operator tanimlanabilir.

OH 0 OJH 0
H=ilH }p = [aq g—gaj (4.4.2)

Bu tiim (q,p) degerleri icin gecerlidir ve i faktorii kuantum mekanigi ile sadece

daha yakin benzerlikler icin dahil edilir. (4.4.1) denklemi asagidaki sekilde de ifade
edilebilir.

dA =iHA veya id—A =—HA (4.4.3)
dt dt

(q,p) yi saglamak sistemin [q(t),p(t)] gercek yoriingesi lizerindedir, yogunluk

fonksiyonunu kullaniriz:

p(a.p.1)=6[q-q()]6[p-p(r H5[q q(@)lelp—p)]

— A(e)= Alq(t).p(e)]= [ dq [ dp p(a,p.1)A(q. p)
buradan, (4.4.1) asagidaki gibi olur.

‘;_?:quj ap(gp,) Alq.p)=iHA= jdqfdppqp, ) i34 (q.p)]

‘;—f: = [dqf dp i3 (pA)- [ dq[ dp iHp)A (4.4.4)
Simdi,

[dafdp i3t (pa) =~ d jdp(a_HaLA_a_Haij
— [ ap2-{ 1224|294
= IdQIdpaq(H apJ aq(H aq]_o

Son esitlik icerisindeki tiim terimler bir yiizey integralidir. ve sonucu 0 dir.
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. dA P, . . .
Buradan (4.4.4) denklemi I J. qu dpa—t =- J. dq J. dp (z.’]-[p)A haline gelir.
Bu denklem herhangi bir A fonksiyonu i¢in gegerlidir.

=—iHp — z— Hp
az

Bu denklem Liouville denklemi olarak isimlendirilir.

4.4.2 Oteleme Operatorleri

A(")(O) ile A(t) fonksiyonunun # =0 noktasinda zamana gore n. dereceden tiirevi

gosterilsin.  A(t)= exp(zt}[ ) i l(zt.’i’-[ )n i t— 0) (taylor serisi)
- n =0 n!

seklinde formal ¢oziimii olan i fl—A =—7A denklemi (4.4.1) denkleminden ayrilmalidir.
t

Burada exp(it H ) ile A y1 zaman i¢inde t kadar Oteleyen zamansal Oteleme

operatoril gosterilir. Burada H ise zaman 6teleme iiretecidir.

Benzer sekilde, P uzaysal oteleme iireteci iken exp(ia P) uzaysal dteleme operatoril

yardimiyla f (x) fonksiyonunu a kadar f (x+ a) ya otelenebilir.

Taylor serisinden yararlanilirak,

fera)= T L (a2 ] 1= X L) 10

n=0" n=0""
P = —iai elde edilir. 3 boyutlu oklidyen uzaydaki N parcacikli bir sistem i¢in bu
X
denklem,
N3
~ Ox ;
j=1""J
seklinde genellestirilebilir. Aym sekilde x; “a” kadar yer degistirirse x;+a olur.

(4.4.2) de bahsedildigi iizere, P total lineer momentum olmak iizere; P = i{P, } » icin
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Niop, 9 op, 9 Niorp, o
?(ZZIZ( o — aax. :_lz _a_
J

ERNR

seklinde yazilabilir.

4.5 Minkowski Uzay-zamanminda Hareket Prensipleri
4.5.1 Minkowski Uzay-Zamani

Rolativistik uzay-zamanlar bir metrikle beraber 4 boyutlu uzaylardir. Manifold
tizerinde iki nokta arasindaki uzakliga gercek zaman araligi denir ve A7 ile gosterilir.

Sonsuz kiiciik boliinmeler i¢in g bir metrik tensor olmak iizere,

dr* = g (x)dxtdx”  pv=1230

yazilir. Minkowski uzayi, icinde bir c¢esit eylemsiz kartezyen koordinat sistemi

barindiran bir uzay olarak tamimlanir 6yle ki metrigi asagidaki gibidir.

-1 u=v=0
guv(¥)=nyy =41 p=v=123 Vx
0 u=zv
xO
Eger g,y (x)=7n uv Olusa zaman ¢ = — sekliden tammlanir. Burada ¢ 151k hizidur.
c

Uzaysal oteleme 3 boyutlu x = x' vektorii ile verilir. Genel olarak, bir koordinat
sistemi, g metriginin degigsmedigi bir oteleme tarafindan sabit bir kartezyen koordinat

sisteminden elde edilebiliyorsa sabittir denir
4.5.2 izometriler

Simetri doniisiimii yapildiginda g degismiyorsa bu doniisiime izometri denir. Simdi

metrik tensorii farkli koordinat sistemlerinde tanimlarini gérelim.
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(g),UV g,uv
(g,)luv - gﬂ 14
oxH
— AH _
(A)yy =N, = G
T
(A ),UV = All/u/
’ ﬂ
-1 Y/ a.x
) -t -2

olmak tiizere;

ds® = guvdxﬂdxv = gu'v'dxﬂ,dxv, = gﬂfv'/\‘;{/\‘f,,dx”dxv

= 8uv = g,u'V'A//lJ A5, veya Suv' = A'ftll All// 8uv

Yukaridaki ifade matris formatinda da yazilabilir.

[ T _ -1 7 a—1

g=NgA =g=IA g A

A izometri «<>g ve g’ aym fonksiyonel yapidadir. izometriler sabit bir sistemi bir
baska sabit sisteme cevirir.

izometri 6rnekleri

a) Otelemeler: a sabit bir vektor olmak iizere otelemeler x# = x# +a#

formundadir.
Buradan dx# = dx* icin
ds® = gﬂvdx”dxv = gﬂvdx”,dxv, = gufvfdx”,dxv, = &uv = &y'y’ olur.

b) Lorentz Doniisiimii:

Izometrik doniisiimlere Lorentz doniisiimii denir. Bu doniisiimlerin grubuna

Lorentz grubu denir ve asagidaki gibi ifade edilir.
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TN TN
x =N ux
det‘A//‘;‘ =1 gercek Lorentz grubu

det‘A'Lj;‘ =—1 sanal Lorentz grubu

x! koordinati etrafinda @ acist kadar doniis

1 0 0 0

0 1 0 0
A= )

0 O cos@ sin@

0 0 —sin@ cosé@

x!' koordinati boyunca v vektorii kadar boost

cosha —sinha 0 O
3 —sinha cosha O O
10 0 1 0
0 0 0 1
1
Burada sinha =y cosha=y f= 4 V= 5 kabul edilmistir.
C 1_ ﬁ

¢) Poincare Doniisiimii:

Hem otelemeleri hemde ortogonal doniisiimleri iceren Izometrilere Poincare
doniisiimleri denir. Bu doniisiimler poincare grubu adiyla bir grup olustururlar ve
asagidaki gibi ifade edilirler.

xH = A’ffl xH +a

det‘A‘Z‘ =1 gercek Poincare grubu

det‘A’Z" =—1 sanal Poincare grubu

Poincare grubu Minkowski uzay1 i¢in aym1 zamanda bir izometri grubudur.
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4.5.3 Tensorler

f (x) ; x# kartezyen koordinatlarinda tanimli skaler bir fonksiyon olsun.

Poincare déniisiimii ile x# = A//Il oM+ at

’ ’ af af
N f = VR SN
dx” =N, dx aﬂf_axﬂ, W Aﬂaﬂf

olur.

V#, 4 bilesenli ve doniisiimler dx* ile ayni1 oldugundan Kontravaryant 4-vektor

denir. Ayn sekilde V,, 4 bilesenli oldugundan ve 0 uf "ye benzediginden kovaryant

4-vektor denir.

Nesnemiz m,n indisler olmak iizere doniisiimii asagidaki gibiyse karisik 4-tensor

denir ya da m. Dereceden kontravaryant n. Dereceden kovaryant 4-tensor denir.

T Rt NG BRGNS

Himebly =V Vi M My

Son olarak, biitiin tensor indislerinin kisaltmasi Tiim Lorentz doniisiimleri altinda

degismez Lorentz skaleridir. Yani 7 yvU HyV

4.5.4 Serbest Bir Parcacigin Lagranjyeni

Bir parcacigin hareketi 7 gercek zaman olmak iizere minkowski uzayinda bir

U o . 7 dx'u .

x*(z) yoluyla tanimlanir. Eger 7 skaler olursa, yolun tanjanti — :d_ 4-vektor
T

olur ve buna 4-hiz denir.

Rolativite prensibi tiim koordinat sistemlerinde ayni metrik tensore sahip olmasi igin
izole bir sistemin denklemlerine ihtiya¢ duyar. Bagka bir deyisle hepsi tiim izometrik

(Poincare) doniisiimler altinda degismezdir.
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Bu, hareketin Lorentz skaleri olmasi ve otelenebilir sekilde degismez kalmasi

durumunda saglanir. Buradan , serbest bir pargacik i¢in, X = %7] ﬂV)'c'u %V iken,

So = j er(anﬂxV)z j drL(X) 4.5.1)
Olur. Ayni sekilde, 9% = 9L _ 90X oL
oxH oxH oM X
X

_1
2

ax_ﬂzéxiﬂ(ﬂaﬁxaxﬁ):%(ﬂaﬁfsﬁxﬁ+”aﬁ*a55) 557 + )= 5,

A [(dly)_dX d Ly
dr\ dX ) dr gx?

Euler-lagrange denklemlerinden yaralanarak

dL, L, L, L
d[dlo|_d (. udlo :xﬂd_o”ui dLy
dr\ gyt dr dX ax dr\ dX

2
dL L
S N dX dLy _
dX dr gx?

(4.5.2)
sonucuna varilir.
Galile uzayinda, L(X ) fonksiyonu ancak bu fonksiyonun Galile doniisiimii altinda

degismez olmasi halinde belirlenir.

Burada, benzer Lorentz degismezligi zaten bizim X se¢imimizden etkilenir.

Parcacigin gercek yoriingesi iistiinde X :%cz oldugu icin L(X) aslinda

onemsizdir. Yani (4.5.2) denklemi Xﬂj—)l;:O haline doner. Bu nedenle dr #0

dX

oldugu siirece hareketin denklemi herzaman X u= 0 olur.
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Islemleri basitlestirmek i¢in m pargacigin kiitlesi olmak iizere:

1
L=-mX =——mn,,,x*z" 453
3 Muv ( )

Eksi isareti L’ye, goreli olmayan dogru bir limit vermek i¢in konulmustur. yani,

iken L= —%(cz —v2)

olur.

4.5.5 Enerji-Momentum 4-Vektorii

x# ye karsilik gelen p u= _E)_Lﬂ kanonik momentuma enerji-momentum 4-vektor
ox

veya 4-momentum denir. kartezyen koordinatlarda,

n=nu)=diag(l—1,-1-1) (4.5.4)

Serbest bir par¢acik i¢in,

oL _ v .
Pu= ok =mi] X = m(c,—x)

Otelemelere karsi korunur. Kanonik momentumlar tanima gore 1-formlardir yani

kovaryant vektorlerdir. Bunlara karsilik gelen kontravaryant vektorler ise;
p* =n"" p, = mi# = mlc, %)

Yukarida 7#" ile 7, birbirinin tersidir. 74?74, = &' (4.5.4) denklemine gore

Nuy = n*¥ olur. Parcacigin hizi ve koordinatlari (ct,xl,xz,x3): (ct.x) , u= fl_x
t
2
denkleminden ; ac S U 1
dt 2y

4-hiz: i ——dXﬂ _ﬂ_dx” = ylc,u)
’ dr dr dt ’
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4-momentum: p* = (po,p):mjc” = ym(c,u)

Serbest bir parcacik korundugu icin, zaman bileseni ile E enerjisi arasinda iligki

kurulabilir ve po = E olmak iizere;
c

pupt =m i i :mz},z(cz _uz):mzcz

yazilabilir.

4.5.6 Serbest Bir Parcacik Grubu icin Lagranjyen

Birbirini etkilemeyen N parcacikli bir sistem icin (4.5.1-4.5.3) denklemlerini

N
genellersek S =->"dr; %min Wx;‘ % olur.
i=1

Galile uzayinda, Parcacik yogunlugu “n” ve gecerli yogunluk 4 asagidaki gibi

tanimlanir.
n(t,x) = 253(x—xi(t)) 4.5.5)
Hex) =3 250 530 0) @5.6)

dt

i

Bunlar siireklilik denlemini saglarlar.

a_n +V.j=0 (4.5.7)

ot

dx?

TZC kullanilarak (4.5.5-4.5.6) denklemleri tekil bir 4-vektdr icinde
t

birlestirilebilir.
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dx(¢)
dt

7 ()= (enlx), j(x)) =3 5 (x=x;(1)

i

Bu gercekten bir 4-vektordiir ve yeniden diizenlenirse asagidaki gibi goriiliir.
) 4
= cZ dr; — 6" (x—x;(z;))

(4.5.7) denkleminden 8 j#* =0 cikar. Bu denklemi saglayan A 4-akim

korunumludur denir.

Benzer sekilde, A miktarinda bir degerin parcaciklarca taginmasiyla ilgili akim

ch A ( )54( ( )) seklinde tammlanr.

A elektrik sarj1 olarak diisiiniilirse elektromanyetik akim elde edilir. A 4-

momentum olarak diisiiniiliirse enerji-momentum gerilim tensorii elde edilmis olur.

Vi dx* (z;) dx (z;)
TH (x)_c;.[d’[imi iz, i, 54(x—xl-(2',-))

T nin simetrik (T#V =Ty, ) ve korunumlu (avT'” Y =0) oldugu kolayca goriilebilir.

Serbest parcaciklar sisteminin enerji ve momentum korunumu ifadesinden dolayr T

korunumludur demek basittir.

Ideal akigkanin yogunlugu uzaysal olarak sabit ve parcaciklarimin ortalama hiz1 sifir

olan bir durgun yiizeyi vardir.

T= (T'UV): diag(p, p, p,p) . Burada p enerji yogunlugunu ve p ise basimnci ifade

etmektedir.



4.6 Klasik Elektrodinamik

4.6.1 Maxwell Denklemleri
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Heaviside-lorentz i¢indeki mikroskobik Maxwell denklemlerini diigiinelim.

Gauss Yasast: VE=p,

Kutup yok: VB=0
Faraday Yasasi: VXE+ la_B =0
c of
Ampere Yasast:: VXB-— 1 a—E = 1 Je
codt ¢

Baz1 gecerli birlesmis teoriler, manyetik uclarin
heniiz deneylerle desteklenmemistir. Homojen

potansiyalleri kullanilarak saglanabilir:

E=—vg_194 B=VxA
c ot

4.6.1)

(4.6.2)

(4.6.3)

(4.6.4)

varligim1 kabul etsede,bu iddialar

denklem (4.6.2-4.6.3); (4,A)

4-vektor A¥ =(p,A) ile Ay = (¢, A) kullanarak, 4-tensor anti-simetrik alan giicii

asagidaki gibi tanimlanabilir.

Fyy =0,A, =0, A,

Kartezyen Koordinatlarinda;

0 9 1 10
2, =|—,—|=|-9,,0, |=|——.,V
# {8}60 ax’} [C ! t] [C ot ]

FHY =9gH AV —9Y AH



&9

. J .
FOJ =lai+a_¢'=_E]
c oty
.. J i J
ox!  ox/ ox!

Son 2 denklem tensor denklemi degildir. Oyleyse,

o -g' -g* -3
F:(F/”’): E'' 0o -B B?
E> B> o -B!
E> -B> B! 0

(4.6.1-4.6.4) denklemleri birlestirilirse;

1,
9 FH = e
olur. Burada;
jH = (cpe ,J e) ile 4-akim yogunlugu gosterilmektedir.
4.6.2 Lagranjyen Alan

Maxwell denklmeleri enkiiciik hareket prensibinden tiiretilebilir. A, (x) 4-vektorii

icin; L Lagranjyen yogunluk olmak iizere asagidaki denklem yazilabilir.

S:J'dt L=Idtjd3x£=%jd4x£

L(x) == Fy (P A ()= 54, () 46.5)
1
oL _ L



=Pt 3 - 85 Vs + g o - 54 )
_ (77#7771’5 _ VYt )F;/5 +Fap (ﬂ““f?ﬁv o ,7/3#)
=FH* —F"M 4 FFY " = 4FHY

Euler-Lagrange denklemleri kullanilarak;

oL . o
oA, /‘a(aﬂAV)

=0

1.
istenen denklem elde edilir.
4.6.3 Yiiklii Parcacikla Etkilesim

4.6.3.a) Lagranjyen

Bir pargacigin q sarji i¢in, akim yogunlugu:

= (x) = cqf dr (28 (+=x(e)

olup; Buradan;

Zjd4XJe )AM = Id4 Jd’cx 84(x x(’c))Au(x)
Id’tx “[x( )]

90
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(4.5.1) ve (4.6.5) denklemleri birlestirilerek, elektromanyetik alana maruz kalan

yiiklii bir pargacigin hareketi;

1 - q .
L:—Emnﬂ‘,xﬂxv Ly z—zx'uA,u(x)

r-—Lp

v (xX)F*(x) L = L i# (x)A,u (x) olmak iizere
4c c

S=[deL+[ad*x L +[d*xL=[drL+[drLip +[d*xL

seklinde olacaktir.

4.6.3.b) Hareket Denklemleri

Dinamik degiskenler, x*(z) ve A*(x) ‘dir ve A#(x) ‘teki x terimi icin 2 tamm

bulunmaktadir.

A*(x) dinamik bir degisken gibi davranirken x; L and L icerisinde sadece bir
degiskendir. Ancak, A*(x) L;,¢ 'teki gibi bir parcacik iizerinde potansiyel olarak

islediginde, x dinamik bir degisken olarak islem goriir. Benzer bir yorumlama j# (x)ce

de uygundur.

Bir dinamik degiskenin varyasyonlarinda, tiim digerleri sabit olarak alinmalidir.

Bu durumda, parcacik serbestlik derecesi icin x“(z), dA# =0 olarak belirlenir,

boylece 0L =0 ve



mnw)'c'v +

olur. Simdi, A

]

. 0A
EAH _ng ZVv :O
c c oM
dA V 0A
= Su A T ), A, (4.6.6) dan;
dr dt 9xV
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(4.6.6)

v q. q.
mnﬂ,,xv zzxv(BﬂAv —BVAﬂ)zszFﬂV
- mjéﬂ=%5chﬂv
. q .y q .vouv _ 4 . v
mx, :;x F‘}u :;x FH :;ﬂvo.xaF'u
veya
ct 0 -—-E' —E2 _E3Yci Ex
" 5! _q| E! _g3 B2 | q cE'i+B3i? - B33
2| c|g2 B3 o _B'[i*| c|cE*-B3i'+ B
i 5 —g2 gl o \& cE3i+B2i — Bli2

. dt 1 . dy dy dx
dr 2 dr " di dr
-2
2
dx d Y dp
X=—= = —_— = —_—— =m
ac dr m dr p=mm
icin,
dy
mcy—-
Ydt
Lars q cE'+ B3u? — BXS3 el li?u
Ydiz "¢ '| cE* - B+ BUW? dap —4 E+;u><B
dt cE> + BXu' - B2 dt
3
d,
YL




x# ‘e karsilik gelen kanonik momentler ise,

0 v . q
=——— L+ Ly )=m x +=A
Pu axﬂ( 1nt) Muv o H

=

pﬂ = miH +2A,U
c

olur.
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5. BOLUM : HIPERBOLID UYGULAMASI

X3

Sekil 5.1 Hiperbolid Negatif egrilige sahip bir uzay

x; = Cosh (a).Cos(6),
x, = Cosh(a).Sin(6);
x3 = Sinh (a);

denklemleri parametrik olarak x12 + x% - x32 =1 denkleminin ¢oziimiidiir.

Buradan uyarlanmis metrik elde edilebilir.
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dx| = Sinh (a)Cos(8)da — Cosh(a).Sin(6)d8;
dx, = Sinh (a).Sin(8)da + Cosh(a).Cos(6)d6;
dxy = Cosh(a)da;

ds* = dx12 + dx% - dx32

a ve 6 ile uzayin koordinatlarin1 gostermektedir. Metrik iic boyutlu Lorentz
metrigidir. Bu metrik yardimiyla egrinin uzunlugu hesaplanabilir. Yiizey tizerindeki bir
egri t parametresine bagh olarak verilen koordinat fonksiyonlar1 tarafindan belirlenir.

Bu durumda; egri iizerindeki 74 noktas: ile 7 noktas: arasindaki yaymn uzunlugu

asagidaki integral vasitasiyla hesaplanabilir.

= o [40) o[ (),
AB dt dt dt

TA

Bu degere gravitasyonel alan denir.

Sekil 5.2 Hiperbolidin bogazinda hareket eden top

Biikiimlii uzaydaki dogru ile diiz uzaydaki dogrular birbirinden farklidir. Ornegin

sekildeki hiperbolidin bogazinin icinde hareket eden topun takip ettigi goriilen kirmizi
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cizgi bir dogrudur (geodezik). Diger taraftan uzay-zaman, i¢inde hareket eden maddenin

agirligi tarafindan biikiiliir.

Egrilerin geodezikleri kiigciik deformasyonlar karsisinda degismezler. Geodezikler
vektorlerimize paralel tasima yaptigimiz egrilerdir.

Xp

Sekil 5.3 Paralel tasima esnasinda ac1 ve tanjant vektor degismez.

Hiperbolid iizerinde 3 tip geodezik vardir:

1. ds®> <0 Time-like geodezik: Kiitleli bir parcacik icin evren c¢izgisi

(worldline) olabilir.

2. ds®>0 Space-like geodezik: Herhangi bir pargacik takip edilemez. Ciinkii

1siktan hizli hareket etmektedir.
3. ds?=0 Light-like geodezik: Foton benzeri kiitleli bir parcacik i¢in evren

cizgisi olabilir.

7 gercek zaman aralifi olmak iizere uyarlanmis metrige gore dr=—-ds® ve

s = jd 7 = [ yazilabilir. Buradan uzunluk,

da\* a6\’
lzj. —[=| == | +cosh?a] =2 dt integrali vasitasiyla hesaplanir.
dt dt
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I = j\/[@f —cosh? a(%f dt = [JLar

dt
1
5I:jﬁ5£dt:0 =6L=0

Buradan £ = a2 —cosh? a 6 siradan bir mekanik problemin Lagranjyeni yerine

diisiiniilebilir.

Euler-Lagrange denklemleri:

Ozata—L.—a—Lzat(—2c0sh2a 9)
00 96
0:8t£—£:28,(—8td+cosha sinha 9)
da da

Yukaridaki denklemlerin 1.si, € ‘nin periyodik bir degisken oldugunu gosterir ve bu

denklemin ¢oziimii yapilacak olursa,

cosh?a 6 = p = sabit olur.

Time-like ve light-like durumlarinda p degeri, geodezik iizerindeki parcacigin

enerjisini ifade eder.

1; space—like
Ko g _
DT AY 2 cosh2a 6% =k=10: light —like
ds ds . ;
—1; time—like
Bu béliimlenmeden direkt olarak yoriingelerin denklemlerini elde edebiliriz:

c'z2 zcoshza 492 +k

2 2 2
(ﬂﬁj = cosh2 a P +k (ﬂj P = cosh2 a P +k
de dt
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da _ \/p2 cosh? a+kcosh* a
de p

Yoriingelerin diferansiyel denklemini elde etmek i¢in bu model, daha gercekg¢i olan

4 boyutlu modellere uyarlanabilir.
Genelde bu uyarlama 3 tip geodezik ailesi verir.

1. Space-like tipi geodezikler:

sinh a

\/pz +cosh? a

tand = p

- o X1

x) 7 A

X3 T

Sekil 5.4: Space-Like geodezik

Hiperbolid iizerindeki bu egriler space-like tipindedir. —o dan +co a gerilir. Bu

egriler hiperbolidin bogazinin etrafinda bir miktar donerler fakat asla tam tur atamazlar.
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2. Time-like tipi geodezikler:

tan @ = p sinh a

p2 —cosh? a

X3

X

Sekil 5.5: Burada nedensellik a¢isindan kapali Time-like egrilerde bir problem olabilir.
Bunlar hiperbolid iizerindedirler ve hiperbolidin bogazinin etrafinda donebilirler.
Fakat asla sonsuzluga uzanmazlar. Bu egriler hareketin ilk integrali tarafindan da

siniflandirilabilirler. Burada E enerjisinden yararlanilabilir.

3. Light-like tipi geodezikler

a 0
tanh—=tan—+
2 2
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X3

Sekil 5.6: Light-Like geodezikler konformal doniisiimler altinda korunurlar.

Hiperbolid iizerindeki bu egriler dogrudurlar ve agis1 o kadar dondiiriilen hareketin

ilk integrali tarafindan tanimlanirlar.
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