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Bu tez cabmasinda; Diferansiyel Dogim Metodunun tanimi ve bazi genel
Ozellikleri verilmistir. Diferansiyel Dongim Metodu bazi 6rneklere uygularyme
bulunan sonuclar ger metotlar ve tam ¢ézimlerle kdastiriimistir.

Birinci bolimde; bu metot hakkinda genellbbarattr 6zeti verilmgtir.
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verilmistir.
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teoremlerin ispatlari verilngiir.
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In the present thesis; some definition andperties of the Differential Transform
Method have been presented. The Differential Tanshtion Method has been applied
to some examples and results have been comparbadivase of other methods and
exact solution.

In the first section; a general literature @binis method have been summarized in
detail.

Some definitions of DTM have been presenth@ second section of this thesis.
Thus, it was aimed to establish a relationship betwthe sections of this thesis.

Section three begins with some proofs of thexw some properties of the
Differential Transform Method for different dimenss.
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1. DIFERANSIYEL DONU SUM METODUNUN TAR IHCESI

1. 1. Giris

Bu yiksek lisans tez cghasinda, Diferansiyel DOgiim Metodu (DTM)
kullanilarak, bazi adi, kismi ve fark denklemlenimtmerik ve analitik gozumlerinin
bulunmasi amaclangtir. Cesitli miihendislik bilimleri, dga bilimleri (fizik, kimya
v.b) ve ekonomi problemlerinin matematiksel modualderinde kagilasilan
diferansiyel denklemler ve verilggartlar altindaki ¢ézimlerinin bulunmasi problemi

ile karilagiimaktadir.

Herhangi bir diferansiyel denklemin ¢6zUmunin yapimesi icin bir ¢ok farkh
yontem gektirildigi  bilinmektedir. Son yillarda bu tir problemlerirectik
¢bzimlerinin bulunmasina ilaveten, bu ¢ozimlerintdojide kullanilabilir olmasi
¢cok daha buyuk bir 6nem kazargtm. Bu ise diferansiyel denklem problemlerinin
¢6zUmunin; gkar formunda bulunmasi sorununu veya herhangbhika yontem
kullanarak ndmerik ¢6zumlerinin bulunmasi problemortaya cikarmgtir. Bu
sekilde birbirlerini etkileyen yeni gereksinimlerrgblemlerin ¢6zilebilmesi igin
niamerik ve yaklgk c¢c6zim yodntemlerinin gsfiriimesinin gereklilgini ortaya
koymustur.

Lineer problemlerden ziyade lineer olmayanbpgmlerin de varfii diferansiyel
denklemlerin ¢ozimlerinin analitik bicimde verilnm@sdaha da zorkdirmaktadir.
Bu sorun numerik ve yakjgk ¢co6zim yontemlerin gafliriimesini daha da 6nemili

kilmaktadir.

Hizli bilgisayarlarin varg, mihendislik dallarinda ortaya c¢ikan kagrka
problemlerin teorisinin pratikte uygulanabilglibakimindan nimerik yontemler ¢ok
onemli rol oynamaktadir. Daha basit algoritmalatéha hizli ve daha az bir hata

miktari ile sonuca ukan ¢6zum ydntemlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Son donemde en c¢ok gdAn numerik yontemlerden bazilagu sekilde

siralanabilir:



Laplace Yontemi Fourier Yontemi, Adomian Decomposition Yontemi,awelet

Calsmamizda dier metotlardan daha kolay ve daha iyi ¢6ziim verdieransiyel

Do6nisim metodu incelenip metodun

mKdv Lattice (Ablowitz ve Ladic 1977 ) ;

% = (a' - Un2 (t)XUnﬂ(t) - un—l(t))

Schrédinger (Dai ve Zhang 2006) ;

du(;t(t) = (U (8) + Ups (€) = 20, (€)= [uy O] (Upn (1) + U4 (1))

Toda Lattice (Suris 1997) ;

du_(t
el =4, 00,0 -, 0)
t
dv_(t
A =y 0,40 -u, )
t
Manyetikhidrodinamik aki (Shercliff 1953);
DZ\/+MX0—B+M B o
ox Y oy
O°B + an—v+ Mya—V:O
ox oy

denklem ve denklem sistemlerine uygulanmasi ineslekiir.

Ik olarak Zhou (1986) tarafindan ortaya atilaredifhsiyel dongiim metodunun
en Onemli avantajlarindan birisi, verilen bir adiya kismi diferansiyel denklemi
sade ve basit bir dogiim yardimiyla cebirsel bir denkleme d&tiirtiyor olmasidir.
Laplace ve Fourier gibi ger yontemlerde denklemin mertebesiyle ilgili olara
karmalk integrallerle kagilasilmaktadir. DTM de sadece turev ifadeleri giducin
hem daha hizli sonu¢ vermekte hem de c¢ok daha basgaplamalar
gerektirmektedir. Lineer olmayan denklemlere deatikia uygulanabilmektedir.

Zhou (1986) caijmasinda ilk olarak bu yontemi, elektrik devre ariatinde
ortaya clikan lineer ve lineer olmayanslaagic dger problemlerini ¢ézmek icin
ortaya koymstur.

Chen ve Ho (1996) makalesinde, diferansiyehigidm metodunu, 0z dger
problemlerine uygulamlardir. Oz dgerlerin ve 6z fonksiyonlarin bulunmasinda

Ritz ve Galerkin yontemlerinde> 2 icin i. 6z degerin bulunmasi oldukca gii¢ olup



Chen ve Ho yaptiklari camada diferansiyel dogsim metodu ile 6z dgrleri ve 6z
fonksiyonlari elde etmgtir.

Jang ve Chen (1997) gahasinda, lineer olmayan sonumli bir sistemin
tepkisinin analizinde diferansiyel ddgiim yontemi kullanilmy olup elde edilen
sonugclarla, sistemin Runge-Kutta yontemi ile ¢cozsdiyle elde edilen sonuclar
karsilastirilarak diferansiyel doniim metodu ile daha hassas sonuglar elde
etmislerdir.

Yu ve Chen (1998) ise yaptiklari galada, Blasius diferansiyel denklemi olarak
bilinen ve Uc¢lncu mertebeden lineer olmayan bir ditkransiyel denklem olan
denklemin diferansiyel dogim yontemi ile ¢6zUmunu yapshardir.

Chen ve Liu (1998) diferansiyel daiiin yardimiyla lineer olmayan isi iletimi
problemlerinin ¢ozimd ile birlikte analitik c6zimgpektrumunun elde edilebilmesi
icin bir yontem gelitirmisler ve ¢6zimu Taylor serileri yardimiyla ifade egieidir.

Chen ve Ho (1999-1) donerek bukukmbmoshenko kiginin serbest titrgm
problemini ¢ozmek icin diferansiyel dogiim yontemini kullanmy, ¢ozumler ise
analitik olarak bu caymada verilmgtir.

Chen ve Ho (1999-2) makalesinde yalnizca afdirahsiyel denklemler icin
uygulanabilen diferansiyel dosiim metodunu, ilk olarak kismi turevli diferansiyel
denklemlere gegleterek iki boyutlu diferansiyel dogimi tanimlanglardir.

Jang ve dgerleri (2000) de yaptiklari agmrmada, ilk olarak lineer ve lineer
olmayan bglangic dger problemleri gridler yardimiyla diferansiyel d@iin
yontemi kullanilarak ¢ozmglerdir. Numerik yontemlerde siklikla gridlerden
faydalaniimasina ggmen, ilk olarak boyle bir ¢calmada dikkate alinmiolmakla
birlikte hem daha iyi sonuclar elde edikthem de ¢ézimin global hatasi kontrol
altina alinmgtir.

Hassan Abdel-Halim (2002-1) makalesinde, difieryel donglm yontemi
yardimiyla, Sturm-Liouville 6z dgr problemi igin 6z dger ve normallgtiriimis 6z
fonksiyonu elde edilngtir. Bununla birlikte 6z dgerlerin yakinsakfi incelenmg ve
bilinen analitik sonuclar ile elde edilen sonugtarsilastiriimistir.

Hassan Abdel-Halim (2002-2) géir bir calsmasinda, bir boyutlu diferansiyel
donim yontemini ikinci ve dordinct mertebe diferankigenklemlerin 6z dger
ve normallgtiriimis 6z fonksiyonlarinin bulunmasini incelgtm. iki boyutlu
diferansiyel déngim yardimiyla sabit katsayili birinci ve ikinci nbelpe Kismi

diferansiyel denklemlerin ¢oztumleri elde edigmelde edilen sonucglar, ayni



problemlerin fark denklemleri yardimiyla bulunamaglar ve analitik sonuclar ile
karsilastiriimistir.

Jang ve gerleri (2003) DTM den faydalanilarak parametre rdama
probleminde maksimum ihtimal gerlerinin bulunmasini gamuislardir. Bu para-
metrelerin tanitim kriterleri fonksiyonu diferanslydonim metodu yardimiyla
kurulmustur. BoOylece; sistem modelinin spektrumunun biliyere parametre ve
onceden belirlenmgi degiskenin balangic dgeri yardimiyla bulunuyor olmasi,
sungulerlik ve duyarhlik probleminin ters problergerek olmadan ¢ozilebilmesi,
c6zillen problemin iterasyonla yapiliyor olmasi wéaklikla nimerik hesaplamalara
dongmesi ve hem lineer, hem de lineer olmayan problemgla farkli yontemlere
donim yonteminin tercih edilmesindeki 6neme dikkatrgektedirler.

Ayaz (2003) yapti aragtirmada iki boyutlu diferansiyel dogiim icin bazi temel
teoremler verngi ve bununla birlikte lineer ve lineer olmayan kisimevli bglangic
deger problemleri ¢ozmyidr.

Ayaz (2004) makalesinde ise lineer, cebirs@rdnsiyel denklemlerin ¢6zimu
diferansiyel déngiim metodu ile inceleyerek konuyla ilgili 6rneklendelde edilen
sonugclar analitik cozumlerle kalastirmistir.

Chen ve Ju (2004) makalesinde, sureksiz adgedispersive tanim denkleminin
¢cb6zimu diferansiyel dégum metodunun sonlu fark metodu sonuclari ile
karsilastirilip sonuclarin daha hassas elde edilmesi i@rini ortaya koymstur.

Chen ve Chen (2004) makalesinde, lineer olmagbest conservative sistemin
¢bzUmU diferansiyel dogum yontemi ile incelenrgj elde edilen sonuglar Runge-
Kutta Yonteminden elde edilen sonuclarla skastiriimis ve daha iyi sonuclar
verdigi gozlenmitir.

Arikoglu ve Ozkol (2005) makalesinde, integral denklemilgn diferansiyel
donisum teorisi verilerek, nadiren analitik ¢ozimlerillmabilen bu denklemler igin
analitik ¢cozumleri bilinen bir takim lineer ve liee olmayan integro diferansiyel
denklemlerin ¢oézimlerini agarmis, Wawelet-Galerkin ve ADM ile ¢dzulen bu
ornekler icin kagilastirmalari yapilmgtir.
arandgl araliktaki ¢c6zim fonksiyonu gridlere boélinerelstemlere uygulanmi

bdylece ¢o6zim fonksiyonu her bir alt aralik icinlumarak ¢cozime yak$dmistir.



Bununla birlikte hata kontroli yapilarak hata i@isteme girilen Ust sinira ga
olarak, alinmasi gereken minimum grid sayisi tegpiilmistir.

Kurnaz ve dierleri (2005) yaptiklari incelemelerde, kismi tilrediferansiyel
denklemlerin ¢6zimdi icin genejteme yapmg ve n boyutlu diferansiyel dégim
metodunu tanimlarglardir. Bazi lineer ve lineer olmayan kismi difesgrel denk-
lemleri gbzerek sonuclari test edip metodun Usgimi gosterngierdir.

Ozkan ve Keskin Y (2005) makalesinde, intediferansiyel denklem sistem-
lerinin ¢ozumleri belirli sinirsartlari igin incelemlerdir.. integro diferansiyel
denklem sistemleri icin de DTM nin iyi sonuclar gggini gostermglerdir.

Bildik ve dgerleri (2006) incelemede, farkli turlerdeki kismfedansiyel denk-
lemlerin ¢6zimuni hem diferansiyel dgiin metodu ile hem de ADM ile yapgni
olup elde edilen sonuclar kaestirmiglardir.Metodun Ustunkil bir kez daha ortaya
konmustur.

Ertlrk ve dierleri (2008) makalesinde, caputo anlaminda tirevéahip coklu
mertebeli lineer ve lineer olmayan kesirli diferigie$ denklemlerin sayisal ¢oztumleri
icin DTM uygulanmasini ve gili érnekleri icermektedir.Ayni zamanda DTM nin
bir genellgtiriimesi sunup bununla ilgili gitli 6rnekler cézmglerdir.

Singh ve Lal (1978) makalesinde, sonlu farlseelu eleman metotlari yardimiyla
kiicuk Hartman sayilar igin MHD ¢OzUlrgtir.

Gardner ve Gardner (1995) makalesinde, 100'daha kicuk Hartman sayilari
icin bi-cubic B-spline elementleri FEM ile kullamistir.

Tezer ve Sezgin (2004) makalesinde MHD denklerdQM ile M=10 dan 50 ye
kadar Hartman sayilar civarinda ¢ozteidir.

Wu ve dgerleri (2007) makalesinde, lineer olmayan difergeisfark denklem-
lerini (mKdv, Schodinger, Toda Lattice) ADM yardyta ¢cozmilerdir.



2. DIFERANSIYEL DONUSUMU METODU

Diferansiyel dongimi metodu ile lineer veya lineer olmayan adi venki
diferansiyel denklem ve denklem sistemlerindsldagic kagullari  kullanilarak
kolayca ¢ozimler bulunabilir. Bu metot materpeti bircok alaninda kullanilgi
gibi muhendislik ve fizik bilimlerinde, elektrik deesi analizlerinde, dalgalarda,
nifus arty modellerinde de kammiza cikmaktadir. Bu metot ilk olarak Zhou

tarafindan ortaya atilmidaha sonra galirilmistir. Bu bolimde bir, iki, U¢ ve son

2.1. Bir Boyutlu Diferansiyel Donisiim Metodu
flk olarak bir boyutlu diferansiyel dogiim metodu tanimlanacaktir.

Tanim 2.1
y(X) : orijinal fonksiyon

Y (K) : diferansiyel dongiim fonksiyonu
Y (K) :l d_k (X) (2.1)
| ax< e '

Y (K) 'nin ters diferansiyel dogiim fonksiyonu

V() = Y (x= %)Y () (2.2)

(2.1) ve (2.2) den

y(x):i(x‘kfo) {d Y(X)} 2.3)
k=0 - X=,

dx“

olur.



X, =0 i¢in ;
Y09 =2 Ly 2.4)
k| dx* <o '
o0 Xk dky(x)
X)=) — 2.5
y(3) gk![dxk (2.5)
olur.y(x) fonksiyonu, ix"Y(k) ifadesi artik terim oldgundan
k=n+1
y(x) = > x“Y(Kk) (2.6)
k=0

sonlu serkeklinde de alinabilir.

2.2.1ki Boyutlu Diferansiyel Déniisiim

Simdi de iki boyutlu diferansiyel dogiim metodu tanimlanacaktir.

Tanim 2.2
w(X, ) : orijinal fonksiyon

W(k,h) : donim fonksiyonu

k+h
Wk h)=—= |9 ‘f’(x'hy) 2.7)
kiht|  ox“dy ©0)

W(k, h) 'In ters diferansiyel doriiim fonksiyonu;

wW(X,y) = iiW(k, h)x*y" (2.8)

k=0 h=0

(2.7) ve (2.8) den sonugc olarak;

W(X,Y) = iill{w} XX yh (2.9)
) 0.0)

bulunurw(x,y) fonksiyonu, w(x,y)= > > x“y"W(k,h) ifadesi artik terim

k=n+lh=n+1

oldugundan



WX, y) = anzn: x“y"W(k, h) (2.10)

k=0 h=0

sonlu serkeklinde alinabilir.

2.3. U Boyutlu Diferansiyel Dongum:

Ayni sekilde devam ederek l¢ boyutlu diferansiyel ddmi tanimlanacaktir.

Tanim 2.3
w(X, y,t) : orijinal fonksiyon

W(k,h,m) : donim fonksiyonu

W(k,h,m) = 1| 0wl y,t) (2.11)
Khimi| - ox“oy"at™ | .o

W(k,h,m)"in ters dénigiim fonksiyonu

S Wk, hm)x<y"t” 2.12)

h=0m=0

Me

W(x, y,t) =

=
I}

o

o

seklindedir. (2.11) ve (2.12) den sonug olarak;

o o o 1 ak+h+mW(X y t) K. h
w(X, y,t) = o Xy o
(% ¥.1) ghzc:)n;) k!h!rri{ ox"“ay"ot" (000) ’ -

bulunur. w(x,y,t) fonksiyonu w(x,y,t)= > > > x“y"t"W(k,h,m) ifadesi
k=n+lh=n+1m=n+1

artik terim oldgundan

w(X, y,t) = Zn:zn:i x“y"t™W (K, h, m) (2.14)

k=0 h=0m=0

sonlu serkeklinde alinabilir.

2.4. m Boyutlu Diferansiyel D6nigum:

Son olarak da diferansiyel d@Gin metodunun genellenmesi verilecektir.

Tanim 2.4

W(X;, X5, Xg,...,X,) - Orijinal fonksiyon

W(k;, K, ,Ks,....K,) : donisim fonksiyonu



1 9t Mo Xy, Xy, X,
W (K, Ky Kook ) = WG X X X) (2.15)
k!'K,!.. K 0X;'0X,? 0X3® .. OX," 00

W(k;, Kk, ,K;,....K,) 'in diferansiyel déngim fonksiyonu

WX, Xy yeve X)) = zzz z W(K,, Ky, Ky, Ko ) XEEXE2 XS L XK (2.16)

k =0k, =0ky=0 K=

seklindedir. (2.15) ve (2.16) den sonug olarak;

1
W(Xy5 %oy X3y X)) = zz z m

k =0k,=0
(2.17)
0t (X | Xy, Xgyeeey X
k(x1k 21 %3 m) X x| ko
)(116)(26)(3 ﬂx (0,0,...0)
bulunurw(x,, X,, X;,....X,, ) fonksiyonu
W(X,, Xy yeren X ) = z z > ZW(kl,kz,ks, K, ) XS Xhe xb L o
ky=n+1k,=n+1k;=n+1 =n+

ifadesi artik terim oldgundan

n n n

W(X ) Xy yere X, ) = Zn: DD WKy Ky Ky Koy ) X0 X2 X X (2.18)

ki=0k,=0ks=0 k=0

sonlu serkeklinde alinabilir.
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3. TEMEL TEOREMLER

Bu bolumde DTMuygulamalari icin kullanilabilecek batin teorembgmintili bir

sekilde verilmitir.
3.1.Bir Boyutlu Diferansiyel Donisimin Temel Teoremleri:

Literattrde iyi bilinen ggidaki 3.1.1-3.1.8 teoremleri 2.bdlimde verilen (2vé
(2.5) denklemlerinden gosterilebilir.

Teorem 3.1.1 ¢ sabit, g(x) analitik fonksiyon ise f(x) =c.g(x) fonksiyonunun

diferansiyel dongiimi F (k) =c.G(k) dir.

Teorem 3.1.2 g(x) ve h(x) analitik fonksiyon isef (x) = g(x) £ h(x )fonksiyonunun

Ispat: f(x) = g(x)+h(x)

F(k)=%{:7g(x)ih(x)} =%{%g(x)} t%[&h(x)} = G(K) £ H (k)

Teorem 3.1.3 g(x) analitik fonksiyon isef(x):$ fonksiyonunun diferansiyel
X

donistma F(K) = (k +)G(k + 1) dir.
Ispat

J1jd"dgeg ) _ 1) d™ k1 fd =
F(k)—k![dxk ™ } kl[dxkﬂ g(x)LO (kﬂ)!{dxm g(x)Lo (k+DG(k+1)
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d"g(x)

n

Teorem 3.1.4 g(x) analitik fonksiyon isef (x) = fonksiyonunun diferansi-

yel dongumu
|
F (k) :@G(k +1)
dir.

Ispat: f(x) =% fonksiyonunun diferansiyel dogiimu alinirsa,
X

_1 d_kdgn(X) zl dk+n
F (k) - kI |:ka dxn :|x:0 k! |:ka+n g(X)j|x:o
_ (k+D.(k+2)fkt) A
B (k +n)! dx<n 9 o
(k +n)!

=(k+2).(k+2)...k+n)G(k +n) = T'G(k +n)
dir.
Teorem 3.1.5g(x) ve h(x) analitik fonksiyon isef (x) = g(x)h(x Yonksiyonunun
diferansiyel dongiimi F (k) = zk:G(I)H (k=1) dir.
=0
Ispat: f(x) = g(x)h(x) fonksiyonunun ters diferansiyel dégiimi kullanilirsa,
f(x) = ZN:G(k).x" ZN: H()x'
k=0 =0

=[6O) +G@x+...+ GMX"|[H ©) + H @x+...+ H(n)x"]
=[GO)H )] +[G(O)H @) + GWH O)]x+[G(O)H (2) + GWH (1) + G(2)H (0)} X2

+...+[GO)H (N) + GMH (N-1) +...+ G(n—1H (1) + G(N)H O)]x" +...

f(x) :iiea)H(k—l)x' =  F(K) = ZK:G(I)H(k—I)

k=0 1=0

Teorem 3.1.6(Arikoglu ve Ozkol 2005)g,(X),d,(X),....,d,(x )analitik fonksiyon

ise f(x)=g,(x)g,(x)..9,,(x).g,(x) fonksiyonunun diferansiyel désiimii



Ko ko ks ko

z z zGl (kl)'GZ (kz - kl)"'Gn—l (kn—l gl )'Gn (k - kn—l)

Ki,=0k, =0 k,=0k;=0

F (k)
dir.

Teorem 3.1.7 f(x) = x" fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

1 k=n

F(k)=5(k—n)={o con

dir.

Teorem 3.1.8c sabit isef (x) = > fonksiyonunun diferansiyel dogiimii
_ )
=5

dir.

Teorem 3.1.9 f (x) = (1+ x)" fonksiyonunun diferansiyel dosiimii

m(m-1)..(m-k +1)

Flk)= K

dir.

Teorem 3.1.10f (x) = sin(wx + a) fonksiyonunun diferansiyel dogiimii
k

F(k)= % .sin[% + aj

dir.

ispat: f(x)=sin(wx+a)

_1ld*
F(k)—g WSln(VVX+a)j|X:O

1 B dk—l
= 197 o a)}

L x=0

[ k-2
=% (;jx"‘z (-w?).sin(wx + a)}

x=0

W [ﬂ( j
=— sin —+a
k! 2



13

Teorem 3.1.11f (x) = codwx + &) fonksiyonunun diferansiyel dégiimii

dir.
Ispat: 3.1.10’a benzegekilde ispatlanabilir

3.2.1ki Boyutlu Diferansiyel Dénusimiiniin Temel Teoremleri
Bu bolimde iki boyutlu diferansiyel dogiimiin temel teoremleri verilecektir.

Teorem 3.2.1 (Chen ve Ho 1999)u(x,y), Vv(x,y) analitik fonksiyon ise
W(X, Y) =u(X,y) £Vv(X,Y) fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

W(k,h) =U (k,h) £V (k, h) dir.

ispat: _ 1 [0""w(xy)
PR Wik hy = kihi| ax“ay"
L (0,0)

_ 1 0% (u(x y) £ vix.y))
kthi| ox“ay" 00

_ 1 L 9<Mu(x, ) L9V, y)}
kihi| ox*ay" ox“oy"

_ 1 [9<Mu(x, y) L 1 19"Vv(xy)
Kbt ox“oy" |, K| ox‘oy" | o

=U (k,h) £V (k, h)

Teorem 3.2.2(Chen ve Ho 1999)(x,y )analitik fonksiyon isew(x, y) = cu(Xx,y)
fonksiyonunun diferansiyel dogiimu W (k,h) =cU (k,h) dir.

ispat: W(k,h) = — 0"cu(xy) | _ ¢ | 9"u(xy) = cU (k, h)
K| ox“oy" |, KhH[ oxoy" ],

Teorem 3.2.3(Chen ve Ho 1999)(x,y )analitik fonksiyon isew(x, y)= augx, y)
X

fonksiyonunun diferansiyel dogiimii W(k,h) = (k +2)U (k +1,h) dir.
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Ispat:
3" au(x, y) ksl
L] e | (kD) [0uey)
W(K.h) = - =(k+)U(Kk+1h
(k.h) ki hl 6Xkayh (k +1)!h!{ axkﬂayh 00) ( POl

(0.0)

Teorem 3.2.4(Chen ve Ho 1999)(x, y) analitik fonksiyon ise/v(x, y) = augx, y)
y

fonksiyonunun diferansiyel dégiimii W(k,h) = (h+2)U (k,h +1) dir.

Ispat:
0**"au(x, y)
k+h+1
W(k, h) — 1 (zy - - (h +1) a . U(i(,IY) - (h +1)U (k, h +1)
kihi|  ox*“oy (h+1ykt| axtoy™ |,

(0.0)

Teorem 3.25 (Chen ve Ho 1999) u(x,y ) analitik fonksiyon ise

w(x, y) _ 9" ulx,y) fonksiyonunun diferansiyel dogiimii
ox'ay*®
W(k,h) = (k +2(k +2)..(k +r)h+1)(h+2)..(h+s)U(k+r,h+s)
dir.

Ispat:

Kin| ax*ay"ox’ dy®
- (k + 1)(k + 2)(k + r)(h + 1)(h + 2)(h + S) ak+h+r+s
= (k+r)|(h+r)l 'axk+rayh+s (00)
=(k+1.(k+2)....k +1).(h+D).(h +2)....h+s)U (k +,h + )

k+h qr+s
WK h) = 1 {6 0 W(x,y)}
(0,0)

Teorem 3.2.6 (Chen ve Ho 1999)u(x,y )y(x,y) analitik fonksiyon ise

w(x, y) = u(x, y)v(x, y) fonksiyonunun diferansiyel dosiimi
h

>U(rh-s)v(k-r,s)

k
r=0 s=0

W(k,h) =

dir.
ispat: w(x,y)=u(x, y)v(x, y) fonksiyonunda ters diferansiyel daiin kullanilirsa
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wW(X, y) = i iu (k,h)x*y" i iV(k, h)x*y"

=[ u(00)+U(10)x+U(02).y +U(20).x2 +U (11)x.y +..+U(0,n)y" +... |
M(00)+V(10)x+V(01).y +V(20)x% +V(11)xy +...+V(0,n)y" +.. |

+V(20)x? +V(1)xy +V(02).y? +..+V(0,n)y" +.. |

donigim fonksiyonu
k h
Wk,h)=>>U(r,h-s)V(k-r,s)
r=0 s=0
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.2.7 (Ayaz 2003) u(x,y), V(X Y), «(x,y) analitik fonksiyon ise
w(x, y) = u(x, y)v(x, y)a{x, y) fonksiyonunun diferansiyel dogiimii

k k-r h h-s

W(k,h)zzzzz U(r,h-s-p)V(t,s)W(k-r-t,p)

r=0 t=0 s=0 p=0

dir.

Teorem 3.2.8(Chen ve Ho 1999%(x, y) = x™y" fonksiyonunun diferansiyel donii-

sumu
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1 k=mveh=n

W(k,h):J(k—m,h—n):5(k—m).5(h—n):{o, k#m veya h#n

dir.

Teorem 3.2.9 (Ayaz 2003) u(xYy), v(x,y) analitik fonksiyon ise

fonksiyonunun diferansiyel doégiimui

wx, y) = ou(x, y) | OVS;, y)

o0x

Wik, h) = Zi:(r+1).(k—r+1).U(r+lh—s).\/(k—r+ls)
dir.
ispat: w(x, y):aug;’ y) = Wi(k,h)=(k+1U(k +1,h)
W(x,y):av(axx'y) ~ Wlkh)=(k+DVv(k+1h)

wx, y) =u(x, y)v(x,y) = W(k,h):Zk“zh:u(r,h—s).\/(k—r,s)

r=0 s=0

afx,y) = 2] vxy)

0X 0X
k h
Wik,h)=>> (r+D)(k-r+Ju(r +1h-s)V(k-r +1s)
=0 5=0
Teorem 3.2.10(Ayaz 2003)(x, y ),Vv(x, y) analitik fonksiyon isenm(x, y) =g—;g—;

fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

Wk, h) =33 (s+1)(h-s+ U (r,h-s+ IV (k—r,s+1)

r=0 s=0

dir.

ispat:w(x, y):aug;’ y) = W(k,h)=(h+2U(k,h+1)

wix,y) = avg; Y) - W(k.n)= (h+1)v(k,h+1)

w(x, y) = u(x, y)v(x,y) =w(k,h)= ZK:Zh:U (r,h-s)V(k-r,s)

r=0 s=0
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wix,y)= aug; y).avg;, y) N

w(k,h):ﬁz(su).(h-su).u(r,h-s+1).v(k-r,s+1)

0 s

Teorem 3.2.11 (Ayaz 2003) u(xYy), v(x,y) analitik fonksiyon ise

w(x, y) = au((;)((, y)_avg;, y) fonksiyonunun diferansiyel dogiimi

Wikh)=3 3 (h-s+D(k-r +DU (k-r + 1V (r,h-s+1)

r=0 s=0

ispat: w(x,y)= oulx.y) = W(k,h)=(k+2U(k +1,h)

~—

oo y)= 2

y = W(k,h)

(h+2)v(k,h+1)

w(x, y) =u(x, y)v(x,y) = W(k,h)=Zk:Zh:U(r h-s)V(k-r,s)

r=0 s=0

donigim formdallerinden yararlanilarak diferansiyel dgimgn fonksiyonu

Wk,h) =Y (h-s+1k-r +U(k-r +1s)V(r,h-s+1)

r=0 s=0

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.2.12 (Ayaz 2003) u(x,y), v(x,y) ve a(Xxy) analitik fonksiyon ise

w(x, y) = u(x, y). GVS;, y)_aa‘(ﬁ, Y fonksiyonunun diferansiyel dégiim

=~

h_

S S+ k- —t+20(r,h-s- pPV(t+19W(k—r —t +1 p)

s=0

-

%]

w(k,h) = zk:

r=0

—
1l

o
°
1

o

dir.
ispat: w(x,y)=u(x,y) = W(k,h)=U(k,h)

v

wix y)= 2Y) Wi n) = (k+ DV (k+1h)

0X

wix,y) = ‘"’“g’ Y) _ wik.h)=(k+ )Wk +1h)
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donigum formdallerinden yararlanilarak diferansiyel dgingn fonksiyonu
h-s

W(k,h):zk: Zh: t+)(k-r-t+2U(r,h-s-p)V(t+1s)W(k-r-t+1p)

r=0 t=0 s=0 p=0

k-r

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.2.13(Ayaz 2003) u(x,y), v(x,y) ve a(xy) analitik fonksiyon ise

2
w(x, y) = u(x, y)v(x, y). a)( )fonk5|yonunun diferansiyel dogiimi

k-r h-s

Wik h)=3S > S k-rt+2)(k-r ~t+DU(r,h-s- pV{E)W(k-r -t+2,p)

r=0 t=0 s=0 p=

o

dir.
ispat: w(x,y)=u(x,y) = W(k,h)=U(k,h)

w(x,y)=v(x.y) = W(k.h)=V(k h)

wx,y) = 2‘*’(X Y) _ wikoh)= (k+ 2k + DW(k-+2h)

w(x, y) = u(x, y)v(x, y)a(x, y) =

seklinde ifade edilebilir.

3.3. Ug Boyutlu Diferansiyel Donigiimin Temel Teoremleri

Teorem 3.3.1u(x, y,t), v(x, y,t) analitik fonksiyon isew(x, y,t) =u(x, y,t) £v(x,y,t )
fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

W(k,h,m) =U (k,h,m) £V (k,h,m)
dir.
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_— _ 1 [9MMw(x, y.t)
ispat: W(k'h’m)_k!h!m_ ox“ay"ot™ | oo

1 [l ) ik et)
Kihimi | ox“ay"ot™ 00

_ 1 [aMMMu(x y,t) | 0™ v(x, yit)
Kihim| ax“oy"at™ ~ ox*oy"at™ | ..o

_ 1 _ak+h+mu(x, y,t) .\ 1 ak+h+mv(x, y,t)
kKihitm L anayhatm (0,00) N Kthim! axkayhatm (0,0,0)

=U (k,h,m) £V (k,h,m)
(Ayaz 2004-2)

Teorem 3.3.2u(X, y,t) analitik fonksiyon isew(x, y,t) = cu(x,y,t) fonksiyonunun

diferansiyel donglimu
W(k,h,m) =cU (k,h,m)

dir.
Ispat:
Wk hm) = 1 6k+h+mc.u(x, y,t) _ c ak+h+mu(x, y,t) =cU (k,h,m)
U khm| o axfay"at™ |, Khim| o axtay"at™ | o
(Ayaz 2004-2)
_au(x, y,t)

Teorem 3.3.3u(X, y,t) analitik fonksiyon isevv(x, y,t)—a— fonksiyonunun
X

diferansiyel donglimu
W(k,h,m) = (k +2)U (k +1,h,m)

dir.
Ispat:
0*"™"u(x, y,t) -
Wik )= ; m axka(z;‘at’" K ; m F axkﬂal;’(h);tyn,t)lom
(0,00) |

(k+1) {ak*“”“”u(x, y:t)

(k +1)! hm| ox*'oy"ot™ }(0,0,0) ( ol )

(Ayaz 2004-2)
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Teorem 3.3.4(Ayaz 2004-2)u(x, y,t) analitik fonksiyon isew(x, y,t)= au(:;,yy,t)
fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

wW(k,h,m)=(h+2)U(k,h+1,m)
dir.

0**"mau(x, y,t)
kerhemd
Ispats Wik b = axka(;y“atm i F axkaylrj‘%t):"’t)} oo
(000) i
_ (h+1) {0"+“+mﬂu(x, y,t)}
(h+1ykim| ox“oy™at™ | .o

= (h+DU (k,h+1m)

a"=Pu(x, y,t)

Teorem 3.3.5u(x, y,t) analitik fonksiyon isen(x, y,t) = S avorr
X oy

fonksiyonunun diferansiyel dogiimu
W(k,h,m) = (k +2)(k +2)..(k +r)(h+1.(h+ 2)..(h + s)(m+1)(m+2)..(m+ p)

U(k+r,h+s,m+p)
dir.

. ar+s+p ' ,t
ispat: w(x,y,t) =W

m+k+h r+s+p
W(k,hm) = —= { 9 F “(X'y't)ﬂ
(0,0,0)

Kihim | ax*oy"ot™ | ox'dy°ot”

- (k +1)(k+ r)(h +1)(h+ S)(m+1)(m+ p) Qi Hhtstmp
(k+r)!(h+s)!(m+ p)l | an+rayh+saZ

=(k +2)(k +2)..(k +r)(h+2)(h+2)..(h+s)(m+1)(m+2)
.{m+plU(k+r,h+sm+ p)

(Ayaz 2004-2)

o u(x, y,t)

(0,0,0)
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Teorem 3.3.6u(Xx, Y,t), v(X,Yy,t) analitik fonksiyon isevv(x, y,t) = u(x, y,t).v(x, y,t)

fonksiyonunun diferansiyel domidimu

dir.
ispat: w(x,y,t)=u(x,y,t)v(x,y,t) fonksiyonunun ters diferansiyel désimiinden
yararlanilirsa

W(000) = [u(x, Y, )V(X, . t)]000) =U (000)V(000)

1 |ou_  ov
W(100)=—-— v(x, y,t =— | —Vv+—U
(10 10|oI [ Yloco 100! [ax ox LOO)

=u (10 ) (000)+V(200)U(000)

W(110)= [ulx, v, t)v(x, y.t)] 000 =U (120)v(000)

]_"I.O'a xoy

+U(200)v(010)+U(000)v(210)+U(010)Vv(100)

wiy =t -2

1N axdydt [ux, v t)v(x, y,t)] 000 =U (£L1V(0,00)+U (110)v (003)

+U(100V(010)+U (LOO)V (0LD)+U (LLDV (000) +U (00DV (L10)
+U 101V (010) +U (100)V (011)

2

1 9
W(200)=_ 5 ulx y.0v(x, v, t]iong

=U(200)Vv(000)+U(100)v(100)+U(000)V(200)
w(210)=U(210)v(000)+U(200)Vv(010)+U(110)v(1,00)+U(100)V(110)

+U(010)Vv(200)+U(000)V(210)

w(102) =U(2,02)v(000)+U(002)v(100)+U(101)Vv(0072)+U(001)V(101)
+U(000)v(10,2)+U (100)v(002)
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bulunur. (Ayaz 2004-2)

Teorem 3.3.7u(x, y,t), V(x, y,t) analitik fonksiyon isew(x, y,t) =%?
X oy
fonksiyonunun diferansiyel dégiimi

w(k,h,m) = > Zm:( k-r+1(h-s+)U(k-r +1s, p)V(r,h-s+1Lm-p)

r=0 s=0 p=0

dir.

ispat: w(x, y,t)= au(g,xy,t) = W(k,hm)=(k+2U(k+1h,m)

w(x, y,t) = a”%’yy’t) = W(khm)=(h+1U(kh+Lm)

w(x, y,t) =u(x, y,t)v(x, y,t) =

)= ou(x, y, t) av(x, y,t)

formillerinden ararlanilarak X, y,t
y w(x, y, ™ y

fonksiyonunu

diferansiyel dongii fonksiyonu

W(k,h,m)= Zk“zh: 3 (k-r+1(h-s+)U(k-r +1s,p)V(r,hn-s+Lm-p)

r=0 s=0 p=0

elde edilir. (Ayaz 2004-2)
3.4.Fark Denklemleri ile ilgili Teoremler

Teorem3.4.1 (Arikoglu ve Ozkol 2006-1)Eger f(x)=g(x+a) analitik ise

N - ooicin fonksiyonun diferansiyel dégumu

F(k)= i(hlj.a“fk G(h,)

Ak K
seklindedir.

ispat: f(x) = g(x+a) = g(x)
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fonksiyonunun diferansiyel dégiimu alinirsa

1 d* _1dee g(”)(x) b1, d™ g(x)
Fk) = x+a)= ok = o gk! dx™* i

n dn+k

i 2 Kl dx™ g(x) , (n=h—k) doniumi yapilirsa;

O

an  gh

z(h1 kLKl dx™ o)

=k

e art h,!
_Z;(hl—k!.k' dxhl g( )m

o (hy
=z( }am-k.e(m
oldugu gorular,

Teorem 3.4.2 Eger f(x)= )| analitik ise N - owigin fonksiyonun

diferansiyel donglimu

F(k)= (k+n) 3 ( i J.a“l""”.G(hl)

Kl Sanlk+n
seklindedir.
ot £ () < 99 (k +n)
ispat: f(x)= = F(k)= G(k +n)
dx” k!
G(k+n)= i Mg G(h,)
hn k+n) .
formaliini g6z 6nine alinirse (x) = (x+a)] fonksiyonunu diferansiyel
dontsumu
— (k+ n)' N hl h—k-n
=l (0 Javenghy)

elde edilir. (Arikglu ve Ozkol 2006-1)
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Teorem 3.4.3Eger f(x)= p(x).g™(x+a) analitik ise N - wigin fonksiyonun
diferansiyel donglimu
ko N (k-k, +n)(  h j ok
F(k)= 1 7 ah kT plk )G
©=3 3 fs e, (k)en)
seklindedir.
ispat: Diferansiyel déniiim gostermek igig™ (x +a) = ¢(x) diyelim.
k
y(¥) = p(¥e(x) = Y(k) =D P(k)C(k —k,)
k=0

Clk—k )= (k -k, +n)

3 (k_ " ja“l o(h)

(k - kl)I hy=k—k +n kl +n
formullerinden  yararlanilirsa f (x) = p(x).g™ (x+a) fonksiyonunun diferansiyel
donGumda,
LY (k-k +n)!( h, j o
Flk)= S A" p(k )G
=3, 3 ok 8 Lecpfololy

elde edilir. (Arikglu ve Ozkol 2006-1)

Teorem 3.4.4 Eger f(x)=g™(x+a,)gM)(x+a,) analitik ise N — o icin

fonksiyonun diferansiyel dogimu

F(k)zzk: i i (kll:l!nl)!(k_kl+n2)!( h, ](k—:;nz]

ke=0hy 2k +ny b, Sk, (k=k) \k+n,

e 6 (1), 1)

seklindedir.
ispat: Diferansiyel ~ dongimii  gostermek  icin ¢, (x)= g™ (x+a,),
c,(x)= gl (x+a,) diyelim.
k
y(X) =c,(X)c,(X) = Y(k) = zcl(kl)cz (k=k;)

k=0

c)=tet 3 (0 )

_ — (k B kl +n, )! N hz hy—k+ky 1y
Cz (k kl) - (k _ kl)l h2:I<—zl<l+nz k — kl + n2 -az Gz (hz)
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formiillerinden  yararlanilirsa f(x)= g™ (x+a,)g™(x+a,) fonksiyonunun

diferansiyel donglimu

F=3 3 3 &irﬂw-m+m)[raJ[ h, }

kg =0hy =k +n; hy =k +n, (k - k1)| k1 n k- k1 +n,

ap e G (h) G, (h,)
elde edilir. (Arikoglu ve Ozkol 2006-1)

Teorem 3.4.5Eger f(x)=g™(x+a,)g™ (x+a,).9™(x+a,)g™ (x+a,)

n

analitik iseN - o icin fonksiyonun diferansiyel dogimu

iy sEy b g

n-1=0Ky2=0  Kp=0Ky=0hy =k +my 1y =Ky g =Ky +my g hy=k=k,_y +my

3
(kz - kl + m2 )I (kn—l ~ kn—2 + rn"l—l)! (k B kn—1 + mn)! hl h2
. (kz - kl)! (kn—l —Ki2 )! . (k ~ Ko )! k,+m Ak, -k +m,

hn—l hn
alhl_kl_ml agz‘kz"kl_mz ahn—ll‘kn—1+kn—z_mn—1
. . . e
kn—l - kn—2 + rn"l—l k - kn—l + mn

ay G, ()G, (h, ). G, (h,)

seklindedir.

Ispat: Diferansiyel dongiimi gostermek igire, (x) = gi(”‘)(x+ a1) 1=12,..n
diyelim. f (x) = ¢,(x)c, (x)..c,(x)c,(x) =
k Ko ks ky

F (k) = z z z 201 (kl)'CZ (kz - kl)"'Cn—l (kn—l - kn—2 )‘Cn (kn - kn—l)

Ki,=0k, ,=0 k,=0k;=0

cl(k1)=(kl(;1;‘l)’ 3 ( " j.a;rk-w.el(m)

hy =k, +my kl + m

(kz kl I I“Z)! N h2 hy =Ko +kq —
C,lk, -k )= E ay ™G, (h
2( 2 1) (k2 kl)l ks k2 kl , 2 2( 2)

- — (k B kn—1 + mn)! N hn hy—k+ky_y—m,
Cn (kn kn—l) - (kn _ kn_l)! 'hn:k—kznl+mn kn _ kn_l + m, a, Gn (hn)

formullerinden yararlanilirsa
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f(x)= g™ (x+a,) g™ (x+a,).90% (x+a,,) g™ (x +a,)

fonksiyonunun diferansiyel dogiimi

FR=3 .33 % . % 3 n(klzl!ml)!

n1=0kyp=0  ky=0k=0hy=ky+my g =k =Ko +My g hy =k—ky_; +m

(kz —k tm, )! (kn—l —Kopt mn—l)! (k —Koy t mn)! h, h,
. (kz _kl)! (kn—l_kn—Z)! . (k_kn—l)! ki +m \k, -k +m,

hn—l hn o _ _ _ _
hl kl m agz k2+k1 m, ahnil kn—l"’kn—z M1
. aj . R
Kng —Knp +m J{k =k, +m,

ay G, (h )G, (h,).. G, (h,)

elde edilir. (Arikglu ve Ozkol 2006-1)

Teorem 3.4.6Eger
t(9)= g™ (x+a,)gi™ (x+a,)..g% (x+a,.. )} g™ (x+a,)p, ()2 (x)..- P (X) P (%)

analitik iseN - o icin fonksiyonun diferansiyel dogumi

N R N $ N (kl + ml)! (kz -k, + mz)!

F= Y ST.3%Y S .Y 2 g (k, —k,)

Kimin-1=0Kmin-2=0  ky=0ky=0m=kj+my 3=k, —kKy_p+my 5 hy =k, =K,y +my,

(kn—l - kn—2 + mn—l) (k - kn—l + rnn)| ( hl J( h2 J ( hn—l j
(kn—l_kn—Z)! . (k_kn—l)! . k1+ml . kz _k1+mz ) kn—l_kn—z tm

hn k- —k,+ky — —Kq Koo — —k+k,_,—
(k K rmjafl ky ml_agz ky+hky mza::iil Kn-g+Kn_p =My _a:n K+kn-1 mnGl(hl)GZ (h2 )

'Gn—l (hn—l)Gn (hn )'Pl(kn+1 - kn ) I:)2 (kn+2 - kn+1)' . 'Pm—l (km+n—1 - km+n—2 ) I:)m (k - km+n—1)
seklindedir.
ispat: Diferansiyel dongumii gostermek igirg, (x) = g™ (x+a,) i=12..n

diyelim.

F(x) = & (x)e, (). €01 (x)0, (x): s (x) P, (X)-..prs (%) P (%) =

F( Z Zl 23 Zzl C -k ) Ca (kn—l - kn—2 )'Cn (kn - kn—l)'

ki1=0k, =0 k,=0k=0

Pl (kn+1 - kn ) PZ (kn+2 - kn+1 ) ) 'Pm—l (km+n—1 - km+n—2 ) I:)m (km+n - km+n—1)
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(k, —k +m) 3 ) e i)
(kZ_kl)! hy=leto+m, | K, =K, +m, 2 2\'

Ko, —K.,+tm_)
Cn—l(kn—l - kn—2) = ( . (lk _2k )' l)
n-1 n-2/J

N hn—l hyy=KyogHKp o —my g
z Ay G (h“_l)

kn 1 kn—2 + mn—l

Mg =Koy —Kgptmy g

(k_k—1+m)!
Cy (K, — k) =
( 1) (kn_kn—l)!

hy =k kg +m, (kn -k, +m,

formullerinden yararlanilirsa

f(x)= g™ (x+a,) o™ (x+a,).95 (x+a,, g™ (x+a,)p,(x).p, (X)...0p1 (X)- Py (%)

fonksiyonunun diferansiyel dogiimu

Fl)=y .Y Y. Y ¥

Kien-1=0Kmin-2=0  ky=0ky=0m=ky+my  hy_y =K,y ko +my_s b, =k, —k,; +m,

(kn—l _ kn—2 + mn—l)! (k _ kn—l + mn)| [ hl j[ h2 j hn—l
(kn—l_kn—Z)! . (k_kn—l)! . k1+ml . kz _k1+mz ) kn—l_kn—Z tm,

(kl + ml)! (kz L mz)'
k,! . (kz _kl)!

h e otk - _ Kk~
n N mn .alhl ky ml.ag'z kot mzl"a:iil Kn-g+Kn-2 =My .a:n K+kn-y mnG]_(h]_)'Gz(hz)"

[kn - kn—l
'Gn—l (hn—l)Gn (hn )'Pl(kn+1 - kn ) P, (kn+2 - kn+1 ) P (km+n—l - km+n—2 ) P (k - km+n—1)

elde edilir. (Arikglu ve Ozkol 2006-1)
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3.5.Integro Diferansiyel Denklemleriicin Temel Teoremler

Teorem 3.5.1Eger f(x)= [ g(t)dt analitik ise k=1 icin diferansiyel déngiimii

S ey

seklindedir.

ispat: Diferansiyel dongiimii gostermek icinf (x)= [g(t)dt fonksiyonunda ters

X ey

diferansiyel dongiim kullanilirsa

f(x)= [ glt)t
X0
_ fie(k)( = %,) dt
=3 [t -, )t (t-% =u, dt =du)
k:OX0
it k k+1 |X
=S My (k=k-1)
o k _ K
)
Bdylece
F(0)=0 ve F(k)= G(kk_l) k>1
donitim fonksiyonu elde edilir. (Arikgu ve Ozkol 2005)

Teorem 3.5.2Eger f(x)= j nf...ffJgg(t)dt.dxldxz.dx3...dxn_l analitik isek = n icin
X0 Xo

X X0 Xo

diferansiyel donglimu
F() = k=nk ;'n)!G(k—n)

seklindedir.
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Ispat: Diferansiyel dongiimii gostermek igin

:J' J'lf f f g(t)dt.dx,dx,.dx,..dx , fonksiyonunda ters diferansiyel dgtitn

X % XoXoXo

kullanilirsa

X Xpa X3 XX

F00 =] [ [ []olt)dtdx, dx,.dx,..ax,,

Xo X0 XoXoXo

X1 X3X0 X o

:f [ 26k~ %) dt.ox,dx, dx, . dx,

X0 X9 %o k=0
=S T ol -, b i, e,
K=0xy % %% %
:éx[x[...”kﬂ — X, )" dlx,.Ax, .0X,.. dX

% Glk "
j J’m(xz = X )" dX, 0%, OX,
X X ’

z G(K)

= (k +1)(k+2)...(k+ n).(X—XO)k+n ,k=k-n

diferansiyel dongiimi elde edilir.
(Arikoglu ve Ozkol 2005)

Teorem 3.5.3Eger f(x)= g(x).

X e—
=2
=
Kb
o
—
QD
>
8
=,
=
o
(]
=
\Y
=
Q.
=]
o
=
@D
=
QD
>
@,
<
@
o
(@]
£
3
c:

Fi)=3 L alk-k MMk, -1)

k=1 ™

seklindedir.
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ispat: f(x)=g(x).[h(t)dt fonksiyonunun diferansiyel dogiimii gosterilirken ters
Xo

diferansiyel dongiimi g6z 6niine alinirsa

F(k):zki.e(k-kl).H(kl-l), k>1

k=1 ™

diferansiyel dongiim fonksiyonu elde edilir. (Arikgu ve Ozkol 2005)

Teorem 3.5.4Eger f(x)= [g,(t)g,(t)dt analitik ise k=1 icin diferansiyel donii-
Xo

sim fonksiyonu

k)= 2.Gik)e.(k -k -1)

seklindedir.
ispat: f(x)= jgl(t).gz(t)dt = J'iGl(k).(x—xO)"iG2 ()(x-x,)' fonksiyonunun
% %o k=0 =0

diferansiyel dongiimi gosterilirken ters diferansiyel d@iiini g6z énidne alinirsa
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=35 [ota ) =lo0da.bl., =600

)= o [o o0 | =215, (a.6)+ 0.6 (...
- 16,5, 0+, 0.

(021 fol.te]
= 210" (0.0 + 2, (9", (9 + 9, ()", (x]
=3[6.2)6,(0)+ 6,06, (0 +6,(0)s, (2]

Bdylece
F(k):%iGl(kl).Gz(k—kl—l), k>1

diferansiyel dongiim fonksiyonu elde edilir. (Arikgu ve Ozkol 2005)
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4 .DIFERANSIYEL DONU SUM METODU UYGULAMALARI

Bu boélimde DTM, mKdV Lattice, Schrodinger, THod Lattice ve
Manyetikhidrodinamik Aki denklemlerinin yald cozumlerinin bulunmasinda
kullaniimistir. Sonuclar tam c¢o6zimlerle birlikte grafikler v@blolarla birlikte
verilmistir. Problemlerin ¢éziminde ve grafik ciziminde Mhat 7.5 programi
kullaniimistir. Algoritmasinin kolay olgu, hizli ve yiksek hassasiyette ¢ozime
ulasmasi ve de ¢ozum icin karmk integraller yerine kolay turevler kullanmasindan

dolayi gayet kullal bir metottur.

Ornek 4.1 nOZ, tOIR olmak lizere,

du_(t

oD (-0, )t (O~ ) @.1)
bicimindeki mKdV Lattice denkleminde

u, (0) = tanh,).tanhkn), k, IR 4.2

Denklemin genel ¢ozimig, O IR
u, (t) = tanhk,).tanhk,n+ 2tanhk)t) , k, JIR
dir. (Ablowitz ve Ladic 1977)
Buradau, (t) = u(t,n )ile gosterilecek ve ¢6zim yapilirkem sabit, t dezisken

alinip
u(t,n) :it"u (k,n) (4.3)

adi diferansiyel olarak alinip yakl& c6zim hesaplanacaktir.

(4. 1) denkleminin diferansiyel dogumunt alinirsak = 0,1,2,...,N igin;
(k+2U(k+1n)=a(U(k,n+1)-U(k,n-1)-

iiua,n).u (m-1,mJu(k-mn+1)-U(k -mn-1)

m=0 =0

elde edilir. (4.2pbaslangi¢c kgulunun diferansiyel doniimund alinirsa;



U (0,n) = tanhk,).tanhk,n)
elde edilir. Denklemdd = 0 igin;

(ln) a(U(o,n+1)-u(o,n-1))-u?(on)u(o,n+1)-U(0,n-1)
n)=[u(o,n+1)-u(0,n-1)}{e -U?(o,n))

elde edilirk = 1igin;

2U(2,:n)=a(U(Ln+1)-U(Ln-1)|e -u?(0,n)|-2u(0,n)uU (L n)
Ju(o,n+1)-u(o,n-1)
elde edilir.k = 2igin;

3U(Bn)=alU(2n+1)-U(2n-1)

_iZm:U(I,n).U (m—l,n).[U (2—m,n+1)—U(2—m'n_1)]

3U(@n)=aU(2n+1)-uU(2n-1)]a-u?(On)
~2U(0nu@n)utn+1)-uU(Ln-1)
~[2u(o.n)u(2n)+u@n)ju(o.n+1)-uU(0.n-1)]

elde edilir.k = 3igin;

4U(4,n)=a(U(3n+1)-U(38n-1)-

Z:i; u(l,n)U(m-1,nJu(3-mn+1)-U(3-mn-1)]
au(

4U(4n)=aUEn+1)-UEn-2a-u*(on)
-2U(o,nu(Ln)u(2n+1)-u(2n-1)
~[2u(o.n)u2n)+u2@n)u@n+1)-U@Ln-1)]

~[2u(0,n)u (3 n)+2uU(Ln)u (2 n)}ju(0,n+1)-U(0,n-1)]

elde edilirk = 4igin;

33
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5U(5,n)=a(U(4n+1)-U(4,n-1)

zz U1, (m=1,nu (4= mn+1)-U (4-m,n-1)
aU

(4n+1)-U(4n-1)|a-u?(o,n)

50(5.n) =
~2u(onuLn)u(En+1)-u(En-1)
~[2u(@n)u(2n)+u@n)u(2n+1)-u(2n-1)
~[2u(0,nU B n)+20 LU (2nU@n+1)-ULn-1)]
~[2u(0,n)u (4.n)+ 20 @ n)u (3 n)+U2(2N)]ju(0.n+1)-U(0.n-1)

elde edilirk =5 icin;

6U(6.n)=a(U(s.n+1)-U(5n-1)-
> 30U (=1, U (- mn+1)-U(5-mn-1)

m=0 =0

dizenlenirse
6U(6,n)=a(U(5,n+1)-U(5n-1)|a -U?(o,n)|
~2u(0,nu(Ln)u(4n+1)-u(4n-1)
-[2u(0.nu(2.n)+U 2@ n)|U(EBn+1)-U(3n-1)

)
~[2u(0,n)u (3 n)+2U(Ln)u(2N)}ju(2n+1)-U(2,n-1)]
~[20(0,n)u (4,n)+2U (1L,N)U (3 n)+U (2 N)U (LN +1)-U (Ln-1)]
~[2u(0,n)u(5,n)+2U (1, n)U (4,n)+ 2U (2,n)U(3,n)]

[u(o,n+1)-U(0,n-1)]
elde edilir.

Bulunan bu dgerler (4.3) de yerine yazilirsa,
u,(t) =U ©O,n)+U Ln)t+U 2 nt> +U @ n)t* +U @,n)t* +U G,n)t> +U (6,n)t°

fonksiyonun  yaklak deseri (DTM) hesaplanabilir.  Tablo 4.1'de
N=3 k =01 t=05 ve Tablo 4.3'deN =3 k, =014 t=15i¢cin DTM ile tam
cozim kagilastirnimistir. Tablo 4.2 ve Tablo 4.4'deN degerleri arttirilip
N=5 k =01 t=05 vet=15 icin DTM, ADM (Wu, Xie, Zhang 2007) ile tam
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cbzumlerin kagilastirmalari yapilarakN degeri arttikgca hatanin daha aza indirgidi

ve DTM nin ADM den daha Ustin olgu goralm@tar. Tam ¢ozim ile DTM

arasindaki bu yakinsama flekil 4. 1 veSekil 4. 2'de g0Osterilmsitir.

Tablo 4.1.N =3, k; =01, t = 05 icin DTM ile tam ¢6zimlerinin karastirilmast

n Tam Cozim DTM Mutlak Hata
-25 -0.0980419716685 -0.0980419745404 2.87192E-09
-15 -0.088248373764( -0.0882483704241 3.33984E-09
-5 -0.0378970609082 -0.0378970394159 2.14922E-08

0 0.0099009464692 0.0099008162933 1.30176E-07

5 0.0535031028299 0.0535031341523 3.13225E-08
15 0.0918558740145 0.091855875966p 1.95171E-09
25 0.0985736553800 0.098573652648b 2.73135E-09

Tablo 4.2.N =5, k; =01, t = 05 icin DTM, ADM le tam ¢dzumlerinin karlastiriimast

n Tam C6zUm ADM Mutlak Hata DTM Mutlak Hata
(ADM) (DTM)

-25 | -0.098041971668%5 -0.09804197166 8.5E-12 -0.098016679 6E-13
-15 | -0.0882483737640 -0.088248372P98 7.84E-10 -Q088736885 7.55E-11
-5 | -0.0378970609082 -0.037897066(0 5.19E-09 -0.930822547 1.35E-09
0 0.0099009464692 0.009900946992 5.23E-10 0.00992(EB8 1.04E-11
5 0.0535031028299  0.05350309813 4.7E-09 0.0535@3113 1.15E-09
15 | 0.0918558740145 0.09185587327 7.45E-10 0.09TBRER 2 7.3E-12
25 | 0.0985736553800 0.09857365542 4E-11 0.098573&%H63 3.5E-12

Tablo 4.3.N =3, k; =01, t =15 i¢in DTM ile tam ¢dzuimlerinin karlastiriimast

n Tam C6zUm DTM Mutlak Hata
-25 -0.09725511401201€ -0.097255847240229 7.33228E-
-15 -0.083118937378073 -0.083117708245280 1.229B3E-
-5 -0.019767387202623 -0.0197650237557996 2.36346E-D
0 0.028943671058017 0.028913020259932 3.06508E-D5
5 0.066127678611751 0.066137115576502 9.43696E-D6
15 0.094355966562706 0.094356172616496 2.060%4E-0
25 0.098932134016150 0.098931502773966 6.31242E-p7
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Tablo 4.4.N =5, k; =01, t =15 icin DTM, ADM ile tam ¢oziimlerinin karlastiriimast

n Tam Coziim ADM Mutlak Hata DTM Mutlak Hata
(ADM) (DTM)
-25| -0.09725511401 0.09725516662] 5.2608E-08 -0.09725511510  1.08514E-DP9
-15| -0.08311893738 [0.08311834180 5.95578E-07| -0.08311883901 9.83688E-0
-5| -0.01976738720 }-0.01977150813| 4.12093E-06| -0.01976821576  8.28553E-D
0| 0.02894367106 |0.02894478018| 1.10912E-06  0.02894469576  1.0247E-06
5| 0.06612767861 |0.06613063122| 2.95261E-06] 0.06612739719  2.814Z2E-0
15| 0.09435596656 |0.09435553904| 4.27523E-07|  0.09435603464  6.807®RE-0
25| 0.09893213402 |0.09893218337| 4.93538E-08)  0.09893213166  4.93583E-0
Ornek 4.2n0Z,t0IR, i =+/-1
. du, (1) 2
= = U+ U (0 =20, (0) =Ju, (O (U O+ Uy 0) (4.4)
bicimindeki Schrodinger denklemini
u, (0) = tanhk,) expfpn) tanhkn), k, JIR (4.5)

baslangic kaulu ile dikkate alarak ¢ozelim.

Denklemin genel ¢cozimik, [ IR

u, (t) = tanhk,) expfpn + (2 - 2cos(p) sed(k,))t) tanhk,n + 2sin(p) tanh)t)

dir. (Dai ve Zhang 2006)

Buradau, (t) = u(t,n )ile gosterilecek ve ¢d6zim yapilirkem sabit, t degisken

alinip

u(t,n) :ZN:t"U (k,n)

adi diferansiyel olarak alinip yakl& c6zim hesaplanacaktir.

(4.6)

(4. 4) denkleminin diferansiyel dogimuni alinirsak = 0,1,2,...,N igin;

denkleminin diferansiyel dégumu alinirsa

i(k+20U(k+1n)=[U(k,n+1)+U(kn-1)-20(Kkn)] -

iiu(l,n)u(m—m)[u(k—m,n+1)+u(k_m,n_1)]

m=01=0

elde edilir. (4. 5) denkleminin diferansiyel d@dint alinirsa

U (0,n) = tanh,) exp(pn) tanhk,n)

elde edilir.k =0 i¢in
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iu(Ln)=u(on+1)+uU(0,n-1)-2u(0,n)-U?(0,nfu(0,n+1)+U(0,n-1)]
elde edilir.k =1 i¢in
2iU(2,n)=U(Ln+1)+U(Ln-1)-20(Ln)-U?(O,nu(Ln+1)+U(Ln-1)
elde edilir.k = 2igin
3u(Bn)=u(2n+1)+u(2n-1)-20(2n)-u2(0,nfu(2n+1)+uU(2,n-1)
elde edilir.k = 3igin
4iU(4,n)=U(Bn+1)+U(3n-1)-20(3n)-U2(0,nfu(3n+1)+U(3n-1)]
elde edilir.k = 4igin
5iU(5n)=U(4,n+1)+U(4n-1)-20(4,n)-U?(0,nfu(4n+1)+U(4n-1)]
elde edilir.k = 5igin
6iU(6,n)=U(5,n+1)+U(5,n-1)-2U(5n)-U2(0,n)Ju(5n+1)+U(5n-1)
elde edilir.
Bulunan bu dgerler (4.6) denkleminde yerine yazilirsa
u, () =U O,n)+U @ n)t+U (2 n)t* +U 3 n)t* +U (4,n)t* +U (5,n)t> +U (6,n)t°
fonksiyonun yaklgik deseri (DTM) hesaplanabilir. Tablo 4.5'de glgik n ve t
degerleri icin DTM ile tam ¢6zUm arasindaki mutlak &dat(Dai ve Zhang 2006)
karsilastiriimis, mutlak hatalariyla birlikte verilngiir. Tam ¢6zum ile DTM arasin-

daki yakinsam@ekil 4.3'de N = 5 k, =01, t=1 p=01i¢in grafigi verilmistir.

Tablo 4.5DTM ile tam ¢6zum arasindaki mutlak hata

t=1 t=1.5 t=2 t=2.5 t=3
n=-40 | 3.889763e-010 9.813534e-009 9.623932e10080954De-007| 2.348130e-006
n=-20 | 6.978906e-010 1.526501e-008 1.378812e4{00708852e-007| 3.060422e-006
n=0 1.375211e-008] 2.285186e-007 1.645200e{006 2950€-006| 2.494993e-005
n=20 | 1.456220e-010 6.101938e-009 7.206301e{008 088374-007| 2.070075e-006
n=40 | 3.795945e-010 9.658237e-009 9.512766e{008 965®-007| 2.331590e-006

Tablo 4.5'den goruldiii gibi t degerleri 0'dan uzaklgtikca hata miktari

artmaktadir. Bu da =

@in DTM'nun uygulanmasindan kaynaklanmaktadir.
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Sekil 4.4 incelenirse hatanin 0 il8410°® arasinda oldgunu gorebiliriz.Ancak

ADM (Wu ve digerleri, 2007) de bu hata 0 il5.10° arasinda dgsmektedir. Bu da

DTM sonucunun tam ¢6zime bir basamak daha yakugofdi gostermektedir.

Ornek 4.3n0Z,d, c, tOIR igin

du,(t) _
a

dv, (t)
dt

Toda lattice denklem sistemini

u, (0) = —cothd)c + ctanh@n) , v, (0) = —cothd)c — ctanh@dn) (4.8)

U, (1), () =V, (1))
(4.7)

=V, (1) (U (1) —U, (1))

Denklem sisteminin genel ¢6zimu
u, (t) = —coth@d)c+ctanh@n +ct), v, (t) = —cothd)c—ctanh@n+ct)
dir. (Suris 1997)
Buradau, (t) =u(t,n ) v, (t) =v(t,n) ile gosterilecek ve ¢o6zim yapilirken

sabit,t degisken alinip
N N
u(t,n) =>t“U(k,n) , v(t,n) =D t"V(k,n) (4.9)
k=0 k=0
adi diferansiyel olarak alinip yakl& c6zim hesaplanacaktir.

(4.7) denklemlerinin diferansiyel dauimd alinirsak = 0,4,2,...,N igin

(k+1U(k+1n)=>U (W (k-1n)-S ULV (k-1,n-1) (4.10)

k
1=0 1=0

(k+2v(k+21n)=>V(,nU(k-1,n+2)->V(,nJ(k-1,n) (4.11)

k k
=0 1=0

elde edilir.
(4.8) balangi¢ kaullarinin da diferansiyel dégumleri alinirsa
U (0,n) = —coth(d)c + ctanh@n), V (0,n) = —coth(d)c — ctanh(dn)
elde edilir. (4.10) ve (4.11) denklemlerinde= 0,1,2  ,3 4J8erleri yazilarak gagi-
daki denklemler elde edilik =0 icin
u(Ln)=u(o,nVv(0,n)-u(o,nV(o,n-1)

V(Ln)=Vv(o,nu (0,n+1)-Vv(0,n)u(0,n)
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k=1 icin

20(2,n)=uU(0,nV(1n)+uU(LnNV(on)-[u(0.nV(Ln-1)+U(LnNM(0n-1)]
2v/(2,n)=v(0nULn+2)+V(Lnu (0,n+1)-[v(0,nu (1 n)+V(Ln)u(0,n)]
k=2 igin

KV (3, n) =U (0, n)\/(2, n)+U (l n)\/(l n)+U (2, n)\/(O, n)

~[u(@nV(2n-1)+u @ nV@Ln-1)+U(2nV(0,n-1)

3v(3n)=v(0,nu(2n+1)+V(LnU (Ln+1)+V(2n)Ju(0,n+1)

-[v(on (2.n)+V(@n (Ln)+V (200 (0n)
k=3 icin
4U (4, n) =U (O, n)\/(3, n)+U (l n)\/(2, n)+U (2, n)\/(l n)+U (3, n)\/(O, n)

~[u(e.nVv(3n-2)+U@LnV(2n-1)+U(2nV(Ln-1)

+U(3nNV(0,n-1) ]
av(4,n)=v(OnU(EBn+1)+VvV(@LnU(2n+1)+V(2nU@Ln+1)+V(3nJ(0,n+1)
~(,nuEn)+Vv(Lnu(2n)+Vv(2nUn)+v(3nu(on) ]
k=4 icin

50 (5,n)=U(0,nV(4,n)+U(1LnNV(3n)+U(2nN(2n)
+U(3nNV(@Ln)+U(4nNM(on)-[u(onNV(4n-1)+U(LnNV(3n-1)

+U(2nV(2n-1)+U(3nV(,n-1)+U(4nNM(0n-1) ]

5v(5n)=V(0,nU(4n+1)+V(LnU (B n+1)+V(2nU(2n+1)
+V (3 nU (L n+2)+V(4,nU(0,n+1)-[V(0,nU(4,n)+V(1nU(3n)

+V(2,nU(2,n)+V(3nu(Ln)+v(4nu(on) ]

k=5 icin
6U(6,n)=U(0,nV(5n)+U(LnN(4,n)+U(2nV(3n)+U(3nV(2n)
+U(4,nV(@Ln)+U(5nN(0n)-[u(onN(5n-1)+U(LnV(4n-1)
+U(2nV(@EBn-1)+U(3nV(2n-1)+U(4nV(Ln-1)+U(5nNM(0,n-1) ]



6v(6,n)=V(0,nU(5n+1)+V(L,nU(4n+1)+V(2nU(3n+1)
+V(3nU(2n+1)+V(4nULn+1)+V(5nU(0n+1)
~[v(0,nu (5,n)+V (LU (4,n)+V(2nU(3n)
+V(3nU(2,n)+V(4,nU(Ln)+V(5nu(0n) ]

Bulunan bu dgerler (4.9) denklemlerinde yerlerine yazilirsa

42

u,(t) =U ©O,n)+U L n)t+U 2 nt> +U GEn)t* +U @,n)t* +U (G,n)t> +U (6,n)t°

v (1) =V (O,n)+V@Lnt+V 2 nt* +V @ n)t® +V (4,n)t* +V (5,n)t° +V (6,n)t°

fonksiyonlarin  yaklak degeri

hesaplanabilir.

Tablo 4.6'daN=3d=01

c=01t=1 ve Tablo 4.8deN=3d=01c=0L4t= Rin DTM ile tam ¢6zim

karstlastiriimistir.

Tablo 4.7

ve

Tablo

4.9da N

deserleri

arttirithp

N=5d=0Lc=0%t=1vet=3icin DTM ile tam ¢oziumlerin karlastirmalari

yapilarak N degeri arttikga hatanin daha aza indirgidée DTM nin ¢ok iyi sonuglar

verdigi gosterilmgtir. Tam ¢6zim ile DTM arasindaki bu yakinsamaSail 4.4,
Sekil 4.5,Sekil 4.6 veSekil 4.7°de gdsterilmtir.

Tablo46N=3,d=01, c¢c=01, t=1 icin DTM ile tam ¢dzimlerinin karlastiriimasi.

N |Tam Cozimyy, DTM u, Mutlak Hata | Tam C6ziimy,, | DTM v, Mutlak Hatg
Un Vi
-40| -1.10324919979| -1.10324919998 1.9E-10 -0.9034130266.903413026471.8E-10
-20| -1.09895485904| -1.09895486383  4.79E-09 -0.90770¥B670.907707362624.79E-09
-10| -1.07496090025| -1.07496085208  4.82E-08 -0.93170AB260.931701374374.817E-08
0 | -0.99336431376| -0.99336444656 1.33E-0y -1.018P268| -1.013297779891.3279E-07|
10| -0.92328121105| -0.92328116665 4.44E-08 -1.0833831M[151.083381059794.439E-08
20| -0.90628591956| -0.90628592432  4.76E-09 -1.1003788061.100376302124.76E-09
40| -0.90338602886| -0.90338602903 1.7E-10 -1.1032761975.103276197421.7E-10
Tablo4.7N=5,d=01 ¢c=01,t=1 icin DTM ile tam ¢6zuimlerinin karlastiriimast
N |Tam Cozimu, DTM uj, Mutlak Hata | Tam Cozimy, |[DTM v, Mutlak Hata
Un Vn

-40| -1.10324919979-1.10324919979  2E-12 -0.9034130266590341302665 2E-12

-20 | -1.09895485904 -1.09895485903  1E-11 -0.90770736741.90770736741 1E-11

-10| -1.07496090025-1.07496090028  3E-11 -0.9317013262093170132617 3E-11

0 | -0.99336431376-0.99336431323  5.3E-10 -1.0132979126801329791322 5.4E-10

10 | -0.92328121105-0.92328121107] 2E-11 -1.0833810154D08338101538 2E-11

20 | -0.90628591956-0.90628591956/ 4E-12 -1.1003763068B10037630689 1E-11

40 | -0.90338602886-0.90338602886| 1E-12 -1.1032761975R10327619759 1E-12
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Tablo4.8 N=3,d =01, c=01, t =3 igin DTM ile tam ¢oztmlerinin karlastiriimast

Tam Cozumy,, | DTM u,

Mutlak Hata
Un

Tam Cozumy,,

DTM v,

Mutlak Hata
Vn

-40

-1.10320893735-1.10320898500

4.7647E-0§

-0.90345328§

909034532414

4.765E-08

-20

-1.09687202028-1.09687317624

1.15595E-(

60.9097902061

6:0.9097890502

.15596E-0¢

-10

-1.06376789098-1.06375536335

1.25276E-(

50.9428943355

1-0.942906863(

9.25276E-0

-0.97419985198-0.97423111322

3.12612E-(

51.0324623744

-1.0324311132

3.12613E-0

10

-0.91715879729-0.91714893859

9.8587E-0¢

-1.08950342

919895132878

©.85871E-0¢

20

-0.90532147359-0.90532261205

1.13845E-(

61.1013407528

51.1013396143

OO OGO Oy

9.13846E-0¢

40

-0.9033679276/0-0.90336796669

3.909E-08

-1.10329429

8841032942597

$.909E-08

Tablo4.9 N =5, d=01, c=01, t=3 igin DTM ile tam ¢oztmlerinin karlastiriimast

N |Tam Cézumu, DTM u, Mutlak Hat; Tam Cozimy, | DTM v, Mutlak Hat
Un Vn
-40 | -1.10320893735 1:1032089377] 3.87E-10 -0.903453289090.903453288713.8E-10
-20 | -1.09687202028 1:0968720028] 1.7468E-08 -0.9097902061)6-0.909790223631.747E-08
-10 | -1.06376789093 1:0637679954¢ 1.04568E07 -0.94289433551-0.942894230951.0456E-07
0 | -0.97419985198 0-9741987132] 1.13876EQ€ -1.03246237447-1.032463513221.1387E-06
1C | -0.91715879729 0.9171588118¢ 1.4568E-08| -1.0895034291/5-1.089503414581.457E-08
20 | -0.90532147359 0-9053214618] 1.1787E-08| -1.10134075285-1.101340764631.178E-08
40 | -0.90336792760 0-9033679279] 3.33E-10 -1.103294298841.103294298513.3E-10
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45 1 1 1 1 1 1 1

[ L
(o i L in £
T T T T T
1

u'nun mutlak hatas
=

—
m
T
—_
—_——— =

=
m
T

Sekil 410 N =5, d=01, c=0.1, t =05 i¢gin v’/nin DTM degerinin mutlak hatasi

Sekil 4.9 veSekil 4.10 incelenirse hatanin 0 14510 arasinda oldgunu gore-

biliriz. Ancak ADM (Wu ve dgerleri, 2007) de bu hata 0 ils5.10™° arasinda dgs-
mektedir. Bu da DTM sonucunun tam ¢6zime U¢ basatah& yakin oldgunu gos-

termektedir.

Ornek 4.4 Manyetikhidrodinamik aki; problemi niikleer reak&ide, jeneratorlerde,
pompalarda ve kan aki Olcimlerinde sikca keammiza c¢ikmaktadir.
Manyetikhidrodinamik; alkkan mekargi ile elektrodinamgin birlesiminden
olustugu icin basit kgullarda tam ¢6zUmini bulmak muumkidnddr. Bu 6rnekte
dikdortgensel bir boru icinde alan manyetik alan ve hizi farkh gerler icin DTM

ile hesaplanacaktir.

D2V+an—B+M Bo

ox Y oy

Y v (4.12)
0°B+M,—+M,—=0

0x oy



a7

Manyetikhidrodinamik aki denklemini

V(-Ly)=V@Ly)=V(x-)=V(xD) =0
B(-Ly)=B(lLy)=B(x-1) =B(x1) =0

baslangic kaullarint g6z ©Onine alarak c¢ozelim. Buradd(x,y , Hiz ve

B(X, y) ,olusan manyetik alani ifade etmektedir ;

M=(M,M,). M,=Msina, M, =Mcosz, M=(M?+Mm2)

dir.

Denklem sisteminde u, =V + B, u, =V - B desisken dongimu yapilirsa

U,y o

D%u, +M, —~+M =-1 4.13

1 X OX y ay ( )

20, -M, 2 o, P =y (4.14)
0x ay

sekline dongur. Ters dongiimu ise

V:ul B:ul_uz
2 2

seklindedir. Sinir kgullari ise ;

u(-1y)=u@y)=u -1 =u(x1) =0
U(-Ly) =u, L y) =u, (X =D =u,(x1) =0

sekline dongur.

Bger a :g ise (4.13) ve (4. 14) denklemlegiagidaki gibi olur.
O%u, +M —2=-1 (4.15)

0%, -M —2 =-1 (4.16)
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(4.13) ve (4. 14) denklemleri arasindaki fagdece —saretidir. u, ¢ézimunde
M yerine —M alinirsa u, =u,(-M) c¢ozumine ukalir. (4.12) denklemlerinin

diferansiyel donglimu alinirsa

(k+D)(k+2U,(k+2h)+(h+1)(h+2)U,(k,h+2) +
M sin(@)(k +DU, (k +1L,h) + M cos@)(k + DU, (k + 1 h) = -S(k)o(h)
(4.17)

denklemi elde edilir.u,(-Ly)=u, @& Yy) =u,(x,~1) =u,(x) =0 sinir kaullarinin
diferansiyel dongiimlerinden elde edilen denklem sistemiyle, (4.1&hkdeminde
k={01....N}, h={01,...,N} deserlerinin yaziimasiyla elde edilen cebirsel denklem
sisteminin birlgiminin ¢ozumundenU,(k,h) diferansiyel dongliim katsayilar
bulunur. Ters diferansiyel dogiim ifadesinde yerine yazilaral, (x,y) ¢6zumi
bulunur.

u, =u,(-M)
ifadesinden yararlanarak;, (X, y) ¢o6zumu bulunur. Boylece

V:u1+u2 B:ul_uz

2 2
¢6zUmU bulunurSekil 4.11 veSekil 4.12 daN =13 M = 10degerleri i¢in hiz(V) ve
olusan manyetik alanin(B) dik iz diimleri tam ¢6zumleriyle kadastiriimistir. Sekil
4.13 veSekil 4.14 deM =50 icin tam ¢ozime yakjmamiz icin N = 49 dezeri
alinarak hiz ve manyetik alanin tam ¢ozumleskagtirmalari yapilmgtir. Benzer
sekilde devam edilerekekil 4.15 veSekil 4.16 deN =75 M = 100 Sekil 4.17 ve
Sekil 4.18 deN =91, M = 200dezeri alinarak hiz ve manyetik alanin tam ¢6zimle
karsilastirmalar yapilmgtir. M , Hartman numarasini yikselterék degerlerini tam
cbzime yaklgacak sekilde arttiriimgtir. Grafiklerden de gorilege gibi sonuglar

tam ¢co6zume oldukca yakindir.

Daha sonra da :g alinirsa (4.13) denklemi

D2u1+M£%+M1%:—1
2 0x 2 oy
(4.14)
Dzuz— ﬁ%_ME%:—l
2 0x 2 oy
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sekline dongar. a :g icin yapilan glemleri tekrarlayarak DTM yakiak ¢cozumleri
elde edilebilir. N =13 M =10 icin sirasiyla hiz ve manyetik alanin dik izstinleri
Sekil 4.19 veSekil 4.20’de gosterilngtir. o :% icin tam ¢6zUm bulunmagii icin

sadece DTM sonuglari cizdirilgtir. Benzer sekilde ayni acgi dgeri igin
N =49 M =50ic¢in Sekil 4.21 veSekil 4.22. N =75 M = 100i¢in Sekil 4.23 ve
Sekil 4. 24.N =91, M = 200icin Sekil 4.25 veSekil 4.26 cizdirilmitir.

Son olarak da :§ acl degeri alinirsa (4.13) denklemi

D2u1+ Q%.FMQ%:_]_
2 0x 2 oy
(4.15)
Dzuz— Q%_MQ%:—]_
2 0x 2 oy

sekline dongur. a :g icin yapilan glemleri tekrarlayarak DTM yakiak ¢coztmleri
elde edilebilir. N =13 M = 10hiz ve manyetik alanin dik iz giimleri Sekil 4.27 ve
Sekil 4.28'de gosterilnir. a:% icin tam ¢6zim bulunmagh icin sadece DTM

sonuglari cizdirilmgtir. Benzer sekilde ayni ag¢i deeri igcin N =49, M = 50igin
Sekil 4.29 ve Sekil 4.30, N=75 M =100 icin Sekil 4.31 ve Sekil 4.32.

N =91 M =200 icin Sekil 4.33 veSekil 4.34 cizdirilmstir. a =g icin yaptgimiz

calismada tam ¢ozume cok yaklgimiz tezine dayanarakrzg ve a:% deki

cizimlerin de iyi old@gu distunilebilir. Bu problem Tezer (2004) tarafindan DQ#1
cozUlmigtir. Kullandgl metotta M Hartman sayisini en fazla 50'ye kadar
alabilmistir. Daha buyuk dgerler icin ¢ozum bulamastir. Bizim metodumuzda ise
yontemin kullanilmasinin basit olmasindan dolayni’200 dgerine kadar ¢6zum
yapilabilmgtir.
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Sekil 4.11N=13, M=10,a = 71/2 i¢in Hizin DTM(—) ve Tam ¢6ztumlerinin (-.-.-)

karsilastiriimasi

1 1 1 1 1 1 1 1 1

-0.00649 4

-1 08 08 04 02 a 0z 04 0o 08 1

'
—

Sekil 4.12N=13, M=10,a = 71/ 2 i¢in Manyetik alanin DTM (—) ve Tam ¢ozimlerinin
(-.-.) kasilastiriimasi
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1 a8 06 04 02 a 02 04 0B OB 1
X

Sekil 4.13N=49, M=50,a = 71/2 i¢in Hizin DTM (—) ve Tam ¢éziimlerinin (-.-.-)

kagilastiriimasy,
1 1 T 1 ||:||:I19?| 1 1 ’_ 1 I
P 00097
ngH{ . i
0gf |
400059 e
04f |
02t
h 0138 0.00592
= O 0.00955

02t

0 02 04 0B 08 1

W
Sekil 4.14N=49, M=50,a = 71/ 2 i¢cin Manyetik alanin DTM (—) ve Tam ¢ozumlerinin
(-.-.-) kalastiriimasiy,
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[ ]
—
=
[
]

O fn=3se

{0.000818

e

g.00245

7112 i¢in Hizin DTM (—) ve Tam ¢oziimlerinin (-.-.)

100,a

75, M

04 0B 0B

0.2

0.2
7112 icin Manyetik alanin DTM (—) ve Tam ¢ozimlerinin

0.4

0.6
100,a

75, M

(-.-.-) kagilastiriimasy,

kasilastiriimasi
1
0.8
06
0.4 F
02F
a
a2k
04k
nEL
_|:| B L
1

Sekil 4.15 N
=

Sekil 4.16 N
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0.00914 i
D.DDDE#%::

0.00504)

il
0.007091;

-1 ] Pt 4 e
-1 08 06 04 -0 a 0.z 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.17 N=91, M=200,a = 71/2 i¢in Hizin DTM (—) ve Tam ¢oziimlerinin (-.-.-)
katastiriimasi

0.8

0E 0.000403

0.4

0.000409

p.00205

= 0 il lgogg £00368 .

1p0123 .

o
[
'I'IJI

Sekil 4.18 N=91, M=200,a = 71/2 i¢in Manyetik alanin DTM (—) ve Tam ¢6ztumlerinin
(---.-) kdastiriimasi
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Sekil 4.20 N=13, M=10,a = 71/3 i¢in Manyetik alan

0.g
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Sekil 4.21 N=49, M=50,a = 71/3 i¢in Hiz

P.EIEIEEB 0RES

0114

116

-1 08 08 04 02 a 0z 04 0o 08 1

Sekil 4.22 N=49, M=50,a = 71/3 icin Manyetik alan
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Sekil 4.24 N=75, M=100,a = 71/3 icin Manyetik alan

0.g

56



0.8 f
0.6
0.4k

0.2k

0.8

0.6

0.4

0.2

0.00318
0. 00386

0.00454

[.00522

08 0B 04 02 0 02 04
HS
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Sekil 4.26 N=91, M=200,a = 71/3 igin Manyetik alan
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Sekil 4.28 N=13, M=10,a = 71/4 i¢in Manyetik alan
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Sekil 4.29 N=49, M=50,a = 71/4 igin Hiz
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Sekil 4.30 N=49, M=50,a = 71/4 i¢in Manyetik alan
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Sekil 4.31 N=75, M=100,a = 71/4 i¢in Hiz
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Sekil 4.32 N=75, M=100,a = 71/4 igin Manyetik alan
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Sekil 4.34 N=91, M=200,a = 71/4 igin Manyetik alan
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Indiiklenen manyetik alan ve hiz icin dikdortgen Inoiu geperlerine yakin sinir
katman formasyonu yiksek Hartmann sayilari icing§zlenmgtir. Sekillerden de
anlgilacazl gibi borunun merkezi civarinda hiz duzenli, sakdurgundur. Sinir
tabakalar hiz ve indiklenen manyetik alanin hesi ikin uygulanan manyetik alan

dogrultusundaki kgeler civarinda ygunlasmistir.
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SONUC

Fizik ve Muhendislik gibi uygulamal bilimige kagilasilan bir cok matematik
modelin ¢ézUmlerinin agariimasinda artik analitik yontemlerden daha zeyaelirli
dogrulukta sayisal yontemler 6n plana ¢ikmaktadir. Kiihizli sonug veren, kolay
algoritmasi yapilabilen ve hassasiyeti yiksek gi@memler hem zamandan hem de
maliyetten tasarruf ggamaktadir. Bu durum 0zellikle lineer olmayan mitetele
daha cok 6nem g¢amaktadir.Lineer olmayan denklemlerin ¢6zimiundemiesuk
integrallerle kagilagiimaktadir. Bu da tam ¢6zime gillaasini zorlatirmaktadir.

Hazirlanan bu ylksek lisans tezinde ilk olard886 vyilinda Adi tirevli
diferansiyel denklemler icin Zhou tarafindan ogdyonulan ancak son dénemlere
kadar pek de gbet gormeyen, bununla birlikte algoritmasinin kotdysu, hizli ve
yuksek hassasiyette ¢cozimesuatasi ve de ¢6zum icin kark integraller yerine
kolay turevler kullanmasindan dolay dikkat cekenyintem, mKdv, Schrodinger,
Toda Lattice ve Manyetikhidrodinamik Aki Denklemten ¢o6zimid igin
kullaniimistir. Ayrica bu yontemle c¢ozulmuolan 6rnekler ADM ve DQM ile
karsilastirilarak sonuclar tablolar ve grafiklerle verigni. Ekler boliminde de
Ornek 4.1 ve Ornek 4.4’e ait Matlab 7.5 algoritnnalerilmistir.

Goruyoruz ki DTM kagik goriinen adi, kismi ve fark diferansiyel denkleml
kolay cebirsel denklemlere dggtirmektedir. Sonuglarin da yakigligbz oninde
bulundurulursa tercih edilmesi gereken yontemletaiedir.

Sonu¢ olarak benzerlerinden daha etkili veulimasi kolay olan diferansiyel
donsim metodu gunimizde cokca $éasilan bircok problemin ¢6zimine
yardimci olmaya aday yeni ve oldukga etkili bir tgmdir. Bu metotla ilgili
argtirmalarin artmasi ile birlikte metodun ggiiilip birgok bilim dalinda daha etkin

kullanilabilecgini sdylemek mimkundur.
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Ek1: Ornek 4.1’in Matlab 7.5 programi icin ¢6ziim algows!

clc

clear all
symskntal
format long
s=0

k=0.1

t=0.5

al=1

h=figure

for n=-25:1:25

uOn=tanh(k)*tanh(k*n)
uOnal=tanh(k)*tanh(k*(n+1))

uOna2=tanh(k)*tanh(k*(n+2))
uOna3=tanh(k)*tanh(k*(n+3))
uOnad=tanh(k)*tanh(k*(n+4))
uOna5=tanh(k)*tanh(k*(n+5))
uOna6=tanh(k)*tanh(k*(n+6))

uOnel=tanh(k)*tanh(k*(n-1))
uOne2=tanh(k)*tanh(k*(n-2))
uOne3=tanh(k)*tanh(k*(n-3))
uOne4=tanh(k)*tanh(k*(n-4))
uOne5=tanh(k)*tanh(k*(n-5))
uOne6=tanh(k)*tanh(k*(n-6))

uln=(uOnal-uOnel)*(al-uOn"2)
ulnal=(uOna2-uOn)*(al-uOnal”2)
ulna2=(uOna3-uOnal)*(al-uOna2.2)
ulna3=(uOna4-uOna2)*(al-uOna3~2)
ulnad4=(uOna5-uOna3)*(al-uOna4”"2)
ulna5=(uOna6-uOna4)*(al-uOna5"2)

ulnel=(uOn-uOne2)*(al-uOnel”2)

ulne2=(uOnel-uOne3)*(al-uOne2.2)
ulne3=(uOne2-uOne4)*(al-uOne3"2)
ulne4=(uOne3-uOne5)*(al-uOne4”2)
ulne5=(uOne4-uOne6)*(al-uOne5"2)

u2n=(1/2)*((ulnal-ulnel)*(al-uOn”2)-2*uOn*uln*(udnralOnel))
u2nal=(1/2)*((ulna2-uln)*(al-uOnal”2)-2*uOnal*ulh@dna2-uOn))
u2na2=(1/2)*((ulna3-ulnal)*(al-uOna2"2)-2*uOna2*a2r(uOna3-uOnal))
u2na3=(1/2)*((ulna4-ulna2)*(al-uOna3"2)-2*uOna3*adr(uOna4-uOna2))
u2nad=(1/2)*((ulna5-ulna3)*(al-uOna4”2)-2*uOnad*adr(uOnas5-uOna3))

u2nel=(1/2)*((uln-ulne2)*(al-uOnel”2)-2*uOnel*ulh@bn-uOne?2))

u2ne2=(1/2)*((ulnel-ulne3)*(al-uOne2"2)-2*uOne2*a2(uOnel-udne3l))
u2ne3=(1/2)*((ulne2-ulne4)*(al-uOne3”"2)-2*uOne3*adr(uOne2-uOne4))
u2ne4=(1/2)*((ulne3-ulneb5)*(al-uOne4"2)-2*uOne4*aadr(uOne3-udnes))
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u3n=(1/3)*((u2nal-u2nel)*(al-uOn”"2)-2*uOn*uln*(ullralnel)-
(2*uOn*u2n+uln”2)*(uOnal-uOnel))
u3nal=(1/3)*((u2na2-u2n)*(al-uOnal”2)-2*uOnal*ulr@lna2-uln)-
(2*uOnal*u2nal+ulnal”2)*(uOna2-uln))
u3na2=(1/3)*((u2na3-u2nal)*(al-uOna2”2)-2*uOna2*a2f(ulna3-ulnal)-
(2*uOna2*u2na2+ulna272)*(uOna3-uOnal))
u3na3=(1/3)*((u2na4-u2na2)*(al-uOna3"2)-2*uOna3*adf(ulna4-ulna2)-
(2*uOna3*u2na3+ulna3”2)*(uOna4-uOna2))

u3nel=(1/3)*((u2n-u2ne2)*(al-udnel”"2)-2*uOnel*ulr@ln-ulne2)-
(2*uOnel*u2nel+ulnel”2)*(uOn-uOne2))
u3ne2=(1/3)*((u2nel-u2ne3)*(al-uOne2"2)-2*uOne2*a2f(ulnel-ulne3)-
(2*uOne2*u2ne2+ulne272)*(uOnel-uOne3l))
u3ne3=(1/3)*((u2ne2-u2ne4)*(al-uOne3"2)-2*uOne3*adf(ulne2-ulnes)-
(2*uOne3*u2ne3+ulne3”2)*(uOne2-uOne4))

u4n=(1/4)*((u3nal-u3nel)*(al-uOn”"2)-2*uOn*uln*(uZraznel)-
(2*uOn*u2n+uln”2)*(ulnal-ulnel)-(2*uOn*u3n+2*uln’w)2(uOnal-uOnel))
u4nal=(1/4)*((u3na2-u3n)*(al-uOnal”2)-2*uOnal*ulh@P2na2-u2n)-
(2*uOnal*u2nal+ulnal”2)*(ulna2-uln)-
(2*uOnal*u3nal+2*ulnal*u2nal)*(uOna2-uln))
u4na2=(1/4)*((u3na3-u3nal)*(al-uOna2"2)-2*uOna2*a2f(u2na3-u2nal)-
(2*uOna2*u2na2+ulna2~2)*(ulna3-ulnal)-
(2*uOna2*u3na2+2*ulna2*u2na2)*(uOna3-uOnal))

u4nel=(1/4)*((u3n-u3ne2)*(al-uOnel”"2)-2*uOnel*ulr@Pn-u2ne2)-
(2*uOnel*u2nel+ulnel”2)*(uln-ulne2)-(2*uOnel*u3nalriel*u2nel)*(uOn-
ulne2))
udne2=(1/4)*((u3nel-u3nel3)*(al-uOne2°2)-2*udOne2*a2r(u2nel-u2ne3)-
(2*uOne2*u2ne2+ulne272)*(ulnel-ulne3)-(2*uOne2*uBltrie2*u2ne2)*(uOnel-
uOne3))

usn=(1/5)*((u4nal-udnel)*(al-uOn”"2)-2*uOn*uln*(u3ra3nel)-
(2*uOn*u2n+uln”2)*(u2nal-u2nel)-(2*uOn*u3n+2*uln’2(ulnal-ulnel)-
(2*uOn*u4n+2*uln*u3n+u2n”2)*(uOnal-uOnel))
usSnal=(1/5)*((u4na2-u4n)*(al-uOnal”2)-2*uOnal*ulh@Bna2-u3n)-
(2*uOnal*u2nal+ulnal”2)*(u2na2-u2n)-
(2*uOnal*u3nal+2*ulnal*u2nal)*(ulna2-uln)-
(2*uOnal*ud4nal+2*ulnal*u3nal+u2nal”2)*(uOna2-uOn))
usnel=(1/5)*((u4n-udne2)*(al-uOnel”2)-2*uOnel*ulh@Bn-u3ne2)-
(2*uOnel*u2nel+ulnel”2)*(u2n-u2ne2)-(2*uOnel*u3rzdnel*u2nel)*(uln-
ulne2)-(2*uOnel*u4nel+2*ulnel*u3nel+u2nel”2)*(uOneaR))

ubn=(1/6)*((uSnal-usnel)*(al-uOn"2)-2*uOn*uln*(udira4nel)-(2*uOn*u2n-
uln”2)*(u3nal-u3nel)-(2*uOn*u3n+2*uln*u2n)*(u2na2nel)-
(2*uOn*u4n+2*uln*u3n+u2n”2)*(ulnal-ulnel)-
(2*uOn*ubn+2*uln*u4n+2*u2n*u3n)*(uOnal-uOnel))

s=s+1

u(s,1)=u0On+uln*t+u2n*t"2+u3n*t"3+u4n*t"4+usn*t"5+08"6;

ut(s,1)=tanh(k)*tanh(k*n+2*tanh(k)*t);
end



n=-25:1:25;

figure

plot(n,u,'--rs','MarkerSize',5)

hold on

plot(n,ut)

xlabel('n’);

ylabel('u');

legend('yaklstk CozUm','tam ¢6zim’)
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Ek2 Ornek 4.4'in Matlab 7.5 programi icin ¢6ziim algoasi

clearall
Digits= 40
formatlong
N=92
al=(pi)/2
m=300
M=zeros(N);
for i=1:N
for j=1:N
it (i==])&(j~=N)
M(i.j+1)=i;
end
end
end
M;
M2=M*M;
I=eye(N);
X=zeros(N"2+2*N,N"2);
for i=1:N
[
for L=1:N
for j=1:N
for k=1:N
X((I-1)*N+L,(j-
1)*N+k)=M2(i,j)*I(k,L)+1(i,j)*M2(L,k)+m*sin(al)*M(i ,j)*I(k,L)+m*cos(al)*I(i,j)*
M(L,K);
if mod((i-1)*N+L,N)==0
X((i-1)*N+L,(j-1)*N+k)=0;
X((-1)*N+L-1,(j-1)*N+k)=0;
end
end
end
end
end
B=zeros(N"2+2*N,1);
for i=1:N*N+2*N-1
if (i==1)
B(i,1)=-1;
elseB(i,1)=0;
end
end
BCX=zeros(N,1);
BCY=zeros(N,1);
for i=1:N
for j=1:N
BCX(i,1)=(-1)"(i-1);
BCY(i,1)=1,;
end
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end

for I=1:N

for j=1:N

for k=1:N

sl=k;

s2=(j-1)*N+l;

X(N"2-2*N-1+s1,s2)=BCX(j,1)*I(k,);

X(N"2-N-1+s1,52)=BCY(j,1)*I(k,));

X(N"2-1+s1,s2)=BCX(l,1)*I(k,));

X(N"2+N-1+s1,s2)=BCY(l,1)*I(k,));

end

end

end

m

T1=X\B;

clearX

X1=zeros(N"2+2*N,N"2);

for i=1:N

[

for L=1:N

for j=1:N

for k=1:N

XL((i-1)*N+L,(j-1)*N+k)=M2(i,j)*I(k,L)+I(i,j)*M2( L,k)-m*sin(al)*M(i,j)*I(k,L)-

m*cos(al)*1(i,j)*M(L,k);

if mod((i-1)*N+L,N)==0
X1((i-1)*N+L,(j-1)*N+k)=0;
X1((i-1)*N+L-1,(j-1)*N+k)=0;

end

end

end

end

end

clearm M2

for I=1:N

for j=1:N

for k=1:N

sl=k;

s2=(j-1)*N+l;

X1(N"2-2*N-1+s1,s2)=BCX(j,1)*I(k,);

X1(N"2-N-1+s1,s2)=BCY (j,1)*I(k,I);

X1(N"2-1+s1,52)=BCX(l,1)*I(k,));

X1(N"2+N-1+s1,s2)=BCY(l,1)*I(k,));

end

end

end

m

T2=X1\B;

clearxX1

Symsx y n

T=(T1+T2)/2;
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T3=(T1-T2)/2;

for i=1:N

for j=1:N

XY (((i-1)*N+j))=x"(i-1)*y"(j-1);
end

end

U=XY*T;

V=XY*T3;

m
r11=-1/2*m+1/2*(Mm"2+pi"2+4*pi"2*n"2+4*pi"2*n)N(1/2)
r12=-1/2*m-1/2*(m"2+pi"2+4*pi"2*n"2+4*pi"2*n)N(1/2,
r21=1/2*m+1/2*(m"2+pi*2+4*pi"2*n"2+4*pi"2*n)"N(1/2)
r22=1/2*m-1/2*(Mm"2+pi*2+4*pi*2*n"2+4*pi"2*n)"(1/2)
Topl=0;
Top2=0;

for n=0:1:N;
Topl=Topl+eval((-1)*n/(2*n+1)"3*(1+(exp(rll*x)*sif2)-
exp(r12*x)*sinh(rll))/sinh(rl1-r12)+(1+(exp(r21*»gmnh(r22)-
exp(r22*x)*sinh(r21))/sinh(r21-r22)))*cos((2*n+1)tty/2));
Top2=Top2+eval((-1)"*n/(2*n+1)"3*(1+(exp(rl1*x)*sif2)-
exp(r12*x)*sinh(rll))/sinh(rl11-r12)-(1+(exp(r21*x3inh(r22)-
exp(r22*x)*sinh(r21))/sinh(r21-r22)))*cos((2*n+1)tty/2));

end
v1=16/pi"3*Topl/2
b1=16/pi*3*Top2/2
Z=zeros(41,41);
Zl=zeros(41,41);
ZT=zeros(41,41),
ZT1=zeros(41,41);
fori=1:1:41
[
x=-1+0.05*(i-1);
for j=1:1:41,
y=-1+0.05*(j-1);
Z(i,j)=eval(U);
Z1(i,))=eval(V);
ZT(i,j)=eval(vl);
ZT1(i,j)=eval(bl);
end
end
[ty tx]=meshgrid(-1:.05:1,-1:.05:1);
figure
surf(tx,ty,Z);
figure
surf(tx,ty,Z1);
figure
cl=contour(tx,ty,Z,10);
clabel(cl)



figure
cl=contour(tx,ty,Z,10);
clabel(cl)

holdon

c2=contour(tx,ty,ZT,10,";

set(gcfrenderer'zbuffer);

figure
cl=contour(tx,ty,Z1,10);
clabel(cl)

figure
cl=contour(tx,ty,Z1,10);
clabel(cl)

holdon

c2=contour(tx,ty,ZT1,10,";

set(gcfrenderer'zbuffer);
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