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OZET

bv?, BK UZAYLARI VE MATRIiS DONUSUMLERI UZERINE

MutluU Ebru
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ABD
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL

Temmuz 2009, 41 Sayfa

Uc béliimden olusan bu tezde, bv® uzaylar ile bazn BK- uzaylar1 arasindaki
matris doniisiimleri ile kompakt operatorler incelenmistir.

Birinci boliimde sonraki boliimler dikkate alinarak bazi temel kavram ve
teoremler ifade edilmistir.

ikinci béliimde (bv® )B duali, (bv*,7,).(bv*,c),(bv".c,).(bv".7,) ve (bv®,bv)

matris simflarim karakterize eden Malkowsky, Rakofevi¢ ve Zivkovié (2002)
tarafindan yapilan teoremlerinin ispatlari verilmistir.

Uciincii boliimde ¢ok¢a faydalandigimiz Hausdorff kompaktsizhk él¢iisiiniin
temel teoremleri ile bir sonsuz matrisin bv® uzaylan ile bazi BK- uzaylan
arasinda kompakt operator olmasim karakterize eden teoremlerin ispatlar: detayh
olarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: bv® uzayl, FK uzayi, BK uzayl, AK uzayi, Hausdorff
kompaktsizlik dl¢iisii, matris doniisiimleri
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ABSTRACT

On bv?, BK Spaces and Matrix Transformations

Mutlu Ebru
M. Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL

July 2009, 41 Pages

In this thesis consisting of three chapters, the matrices and compact operators
between the spaces bv’ and BK- spaces are studied.

In the first chapter, by considering subsequent chapters, some basic concepts
and theorems are stated.

In the second chapter, the proofs of theorems of Malkowsky, Rakocevi¢ and

Ziwvkovié  (2002)  characterizing (bvp )B -duals and classes matrices,

(bv",éw),(bvp,c),(bv",co),(bv”,fl) and (bv",bv) are given.

In the third chapter, with theorems that we make use of so much, stating the
basic properties of Hausdorff measure of noncompactness, the theorems
characterizing an infine matrix to be compact operator between the spaces bv’
and some BK- spaces, are given in detail.

Keywords: bv’ space, FK space, BK space, AK space, Hausdorff measure of
noncompactness, matrix transformations
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1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler

verilmigtir.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1 (Baz1 gosterim ve diziler) :

yani;

l,

Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin kiimesi
¢ — o olacak sekilde sonlu dizilerin kiimesi

C, :{x =(x,)em: limx, :0}

c= {x =(x,)e: limx, mevcut}

X,|<o©

l., :{x:(xn)eco: sup

Reel veya kompleks terimli yakinsak serilerin kiimesi, yani;

C, = {X=(Xn)60)2 (Zn:xkjec}

Kismi toplamlar dizisi sinirli olan reel veya kompleks terimli serilerin kiimesi,

b, = {X=(Xn)ea): (anxkjefw}

(= {x:(xn)em: i|xk|<oo}



¢, 1< p<oo olmak iizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin

kiimesi, yani;

l, ={X=(Xk)ew:i|xk|p <00, 1Sp<oo}
k=0

bv : Reel veya kompleks terimli sinirli salinimli dizilerin kiimesi,

bv:{x:(xk)ea):im—xk1|<oo}

k=1

bv’: p>1 olmak lizere

bvP = {x:(xk)ew:i X = x,[f <oo}

k=1

1 =k
e®: M=y ! ve e® =(ef1k>) dizisidir.
0, nzk

B(X,Y): X normlu uzaymndan Y normlu uzay: i¢ine olan biitiin sinirl lineer

doniisiimlerin kiimesi

Tanmm 1.1.2 (Vektor uzayi): L bostan farkli bir kiime ve K reel veya kompleks

sayilarin cismini gostersin. Eger V x,y,zeL ve a,€ K olmak iizere

+:LxL—>L ve .-:KxL-—>L

fonksiyonlart i¢in

l,) x+yeL (kapalilik 6zelligi),

,) X+(y+2)=(X+Yy)+2z (birlesme 6zelligi),

I,) X+6=0+x olacak sekilde L vardir (birim eleman),

I,) X+(=X)=(=X)+Xx =86 olacak sekilde — xeL vardir (ters eleman),

i) X+y=y+X (degisme ozelligi),



I,) a-xel (skalerle ¢arpma isleminde kapalilik),
L) a-(X+y)=a-x+a-y
) (a+ ) X=a-X+f-X
) (@f)-x=a-(B-X)
l,,) 1eK birim eleman olmak iizere 1-x =x
sartlar1 saglaniyorsa, L ye bir vektor uzayi veya lineer uzay denir.

Tamm 1.1.3 (Normlu Uzay): X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger

|| . || : X —> R fonksiyonu i¢in

n,) VxeX, x#0icin ||X||>0 ,

x||:0<:>x:6
n,) VieK, VxeXicin ||Kx|| :|7\.|||X||
n,) Vx,yeXigin ||x+y|| < ||x||+||y||

sartlar1 saglaniyorsa || . || fonksiyonuna, X {izerinde bir norm ve X uzayina da normlu

uzay denir.

Tamm 1.1.4 (Banach Uzay1): Norma gore tam olan uzaya yani her Cauchy dizisinin

yakinsak oldugu uzaya Banach uzay ad1 verilir.

Teorem 1.1.5: Eger Y bir Banach uzay1 ise B(X,Y) bir Banach uzayidir (Kreyszig

1989).

Teorem 1.1.6 (Banach-Steinhause Teoremi): X bir Frechet uzay1 yani tam lineer

metrik uzay olsun. Eger (fn ), X iizerinde tanimli siirekli lineer fonksiyonellerin
noktasal yakinsak bir dizisi ise bu taktirde
f(x) =limf (x)

ile tanimli f:X — C fonksiyonu siireklidir (Wilansky 1964).



Tamm 1.1.7 (FK Uzay1): Koordinat fonksiyonelleri siirekli olan @ nin tam lineer

alt metrik uzayina FK uzay1 denir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004).

X, ¢yi kapsayan FK uzayi olsun. Eger Vx =(x, )€ X dizisi icin x = Y x,e* , yani;
Y1 Kapsay y g K ¢ k y

k=0

d(x—zn:xke(k)j—)O (n > )

k=0
olacak sekilde bir tek gosterimi varsa, X’ e AK 6zellige sahiptir veya kisaca AK uzay1

ad1 verilir.
Normlu FK uzayina ise BK uzayi ad1 verilir.

Tanim 1.1.8 (Schauder Bazi): X lineer metrik uzay olsun. Eger Vx € X i¢in

X:Z/Inb(”) yani d(x—gkkb(k)j—)O(n—)oo)

n=0

olacak sekilde skalerlerin bir tek (4,),_, dizisi bulunabiliyorsa, (bn )‘:20 dizisine X lineer

metrik uzaymda Schauder bazi ad1 verilir.

Onerme 1.1.9: bv’ uzay

1
o =[S -5

normuna gore BK uzayidir. Ustelik

k
b= (k=0,1,2,...)

olmak tizere (b“‘)) dizisi bu uzay i¢in bir Schauder bazidir (Malkowsky, Rakocevi¢,

Zivkovié, 2002).

Tamm 1.1.10 (Sinirh Lineer Operatdr) : X ve Y iki normlu uzay ve T: X —> Y bir

lineer operator olsun. Eger V x € X i¢in



7] < cfx|

olacak sekilde bir ¢ >0 reel sayis1 varsa T ye sirl lineer operatdr denir. (Burada
esitsizligin soldaki norm Y uzayindaki, sagdaki norm ise X uzayindaki normdur.) Bu

esitsizligi saglayan ¢ sayilarinin en biiyiik alt sinirina yani
||T|| =inf {C:Vx € X i¢in ||T(x)|| < c||x||}

sayisina T nin normu denir. Bu norm ayn1 zamanda

frj=sup [
xeX ]

esitligi ile de verilebilir. Ayrica B(X, Y), bu norma gore bir normlu uzaydir.

X tizerindeki biitlin sinirl lineer operatdrlerin olusturdugu B(X, C) normlu

uzayma X in duali denir ve X' ile gosterilir. A¢iktir ki X' {izerindeki norm

f(x)
“f“=i‘:£ﬁ=iﬁflf<x>l
x#0

<=t

dir (Kreyszing, 1980).

Tanim 1.1.11: X ve Y metrik uzay ve f:X — Y donilisiimii verilmis olsun. Eger

her sinirlh Q < X kiimesi i¢in f(Q) kapanig kiimesi Y de kompakt ise f ye kompakttir

denir ve kompakt doniisiimlerin kiimesi K(X, Y) ile gosterilir.
Kompakt doniisiim diziler cinsinden asagidaki bicimde karakterize edilebilir.

Teorem 1.1.12: X ve Y normlu uzay ve L:X —>Y lineer operatoér olsun. Bu

durumda L nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart X’ deki her sinirh (xn) dizisi

igin (L(x, )) dizisinin Y de yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir (Suhubi, 2001).

Tamm 1.1.13 (Carpim Uzay1): X ve Y , ® nin iki alt kiimesi olsun. Bu durumda

M(X,Y)={a=(a,)eo: Vx=(x,)eXicin ax=(a,x,)e Y]



kiimesine X ile Y nin ¢arpim uzayi denir (Malkowsky, Rako¢evi¢, Zivkovi¢, 2002).

Eger 6zel olarak Y =c alinirsa

X’ =M(X,c,) = {a =(a,)em: Vx eXigin(iakka € c}

k=0

= {a =(a,)em: VxeX i¢in Z:akxk yaklnsaktlr}

k=0

elde edilir. Buna X in B duali ad1 verilir. Eger X > ¢ bir BK uzay1 ise a € ® dizisinin

« 0
=Ssup zaka
k=0

bigiminde tamimlanir. Ornegin, a € X® ise bu norm mevcuttur (Wilansky, 1984).

normu tanimli olmak lizere

*
X _”a

a

x e Xve ||x||=1}

1
Asagidaki kisimlarda 1 <p <o ve LI olmak iizere (n+1)a ile
P q

- 1
(n+1)é:((n+1)i.j :[1,zq,3q,...,(n+1)$,...]
n=0
dizisini gosterecegiz.

Tamm 1.1.14: A=(a,, ) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve x = (%)

herhangi bir dizi olsun. Eger Vn=0,1,2,... i¢in

A (x)= Z a, X,
k=0

serileri yakinsak ise A(x)=(A,(x)) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen

doniigiim dizisi denir. Ayrica Vxe X i¢in A(x) doniisiim dizisi mevcut ve Y uzayina
ait 1se A ya X uzaymdan Y uzayima bir matris doniisiimii denir ve bu tiir matris

doniisiimlerinin kiimesi (X,Y) ile gosterilir.

Tamm 1.1.15: X, o nm bir alt kiimesi olmak iizere X, ={x ew: A(x)eX]|

kiimesine, A matrisinin X deki toplama alan1 denir.



A=(a, ) sonsuz matrisinin n. satir elemanlarinin dizisini A, (n=0,1,2,...) ile

gosterecegiz, yani

A, =(a, )10 = (80,8150 Bpyeree:)

alacagiz. Bu durumda

A (x)= Z a, X,
k=0

Ve

xeX,

An

An(x)|:x e X,

x| =1} = sup{

-1

Teorem 1.1.16: T iicgen matris ve X ile Y, @ nin iki alt kiimesi olsun. Bu taktirde

* o0
= Sup{ Zankxk
k=0

¥
X_|

An

olur.

A< (X,Y;) olmasi igin gerek ve yeter sart B =TA e(X,Y ) olmasidir. Ayrica eger X, Y
BK uzay1 ve Ae(X,Y,) ise bu taktirde

JLall= I
dir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004).

p > 1 olmak tizere A = (A, ) matrisi n >1 i¢in

1 k=n=0
-1 k=n-1
Ar1k =
1, k=n
0, diger durumlarda

bigiminde tanimlayalim. Bu durumda A bir {iggensel matris ve bv® = (f o )A dir.

Z =(Z nk) ve E =(Enk) matrislerini

1, 0<k<n

Ehk={a

k>n

veE



seklinde alacagiz.

Tanmm 1.1.17: X, ® nm bir alt kiimesi olsun. Eger xe X verildiginde
lvi|<[%] (k=0,1,2,...) esitsizligini saglayan her yew i¢in yeX oluyorsa, X’ e

normal kiime denir.

Teorem 1.1.18: X ,¢ yi kapsayan AK 06zelligine sahip normal bir FK uzay1 olsun.

Bu taktirde E matrisi i¢in

(XA)ﬂ = (Xﬁ M (XA’C))E

dir (Malkowsky, 2002).

Teorem 1.1.19: p>1 olsun. A e(£ ool m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sup Z:|ank|q <o
n k=0

olmasidir (Stieglitz ve Tiesz, 1977).

Teorem 1.1.20: p>1 olsun. A e(ﬁ 0> CO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

supi|ank|q<oo ve lima, =0 (k=0,1,..)
0 k=0 "

olmasidir (Stieglitz ve Tiesz, 1977).

Onerme 1.1.21: X, ¢ yi kapsayan AK 6zelligine sahip normal ve Y bir lineer uzay
olsun. Eger M (XA,C): M (XA,CO) ise bu taktirde Ae (XA,Y) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart R* € (X,Y )olmasidir. Burada

ri = ianj (n,k=0,1,..)
= (1.1)

ve her n=0, 1, 2... i¢in

R} eM(X,,¢) (1.2)



(Malkowsky, 2002).

Teorem 1.1.22: X, ¢ yi kapsayan bir uzay ve Y, BK uzay1 olsun. Bu taktirde

a-) Ae (X N w) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

L <® (1.3)

A, =supla,

olmasidir. Eger Ae (X ,(OO) ise

*
X

[Lall = 1A

dir.

['e]

b-) Eger ( b )k , X’1in bir Schauder bazi ve Y, Y nin kapal1 bir BK uzay1 ise bu
=0

taktirde, Ae(X,Y,) olmasi igin gerek ve yeter sart
Ae(X,Y) vek=0,12,...igin A(b*)eY,

olmasidir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004).

1

Teorem 1.1 23 1< p <o ve M(bv") ={a EW: (n +1)H ae Ew} olsun. Bu taktirde

a-) (bvp)ﬂ :(ﬁq N M(bv"))E

b-) Her a e (bVp )[5 icin |a

o =IEG@,

dir (Malkowsky, Rakocevic, Zivkovié, 2002).
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1.2. Hausdorff Kompaktsizhik Olgiisii Tanimi

Tanmm 1.2.1 (Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii): (X,d) metrik uzay ve Q X in bir alt

kiimesi olsun.

a-) Eger Ve>0 i¢cin QcC &JIB(xi,ri), r,<e (i=L2,..,n) olacak sekilde bir
n=n(e) e N sayis1 bulunabiliyorsa, Q ya X de total sinirlidir denir ve {XI,XZ,...,XH}

kiimesine ise Q 'nun ¢ -neti (ag1) ad1 verilir.
Total sinirlt her kiime sinirlidir. Fakat tersi genel olarak dogru degildir.

b-) Eger Q sinirlt ise

1(Q)=inf{e>0: QC;)IB(Xi’ri)’ x,eX, r<e(1=1L..,n) (1.4)

sayisna Q kiimesinin Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii ve 7 fonksiyonuna ise

Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii denir.

Q’yu orten yuvarlarin merkezlerinin Q ya ait olmak zorunda olmadigma dikkat

edilmelidir. Dolayistyla %(Q) Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii denk olarak

%(Q) =inf{e>0: Q, Xdesonlu &—agina sahiptir}

bi¢iminde ifade edilebilir.

Tamm 1.2.2: y, ve y, sirastyla X ve Y Banach uzaylar tizerinde tanimli Hausdorff
Kompaktsizlik Olgiileri ve p,, X’ in bostan farkli biitiin sinirl alt kiimelerinin simifi

olsun. L:X —Y operatorii verilsin. Eger
VQe py igin L(Q) e py

Ve
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1, (L(Q) <kx,(Q)

olacak sekilde 0<k<oo sayisi varsa, L ye (xl,xz)- sinirhidir denir. Bu operatoriin

(X1 s xz) - normu veya kisaca kompaktsizlik normu
”L”xl,xZ = inf{k >0: VQ e py iginy, (L(Q)) Skxl(Q)}
bi¢iminde tanimlanir.

Eger x, =y, 1se ||L||X1’Xz in yerine ||L||Xl yazilir.
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2 bv? UZAYININ B - DUALI VE MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde Malkowsky, Rakocevic ve Zivkovié, (2002) ye ait olan (bvp )B duali

ile (bvp,éw),(bvp,c),(bvp,co),(bvp,é 1) ve (bvp,bv) matris siniflarim karakterize eden

teoremlerin ispatlarin1 verecegiz.
2.1. bv® Uzaymin (3 - Duali
-
Teorem 2.1.1: 1 < p <o ve M(bv®) :{(n + l)q:| * ¢ olsun. Bu taktirde
a-) (pr)B = (éq NM (pr) )E

b-) ||a

o= [E@)],(va< (b))
dir.

Ispat: (bvp)ﬂ :(Kqﬁ M (bvp,c))E :(f M (bvp,c))E oldugunu  biliyoruz

(Malkowsky, 2002). Buna gore
M(bvp,c)c M(bv")c M(bvp,co)c M (bv",c)
yani M(bvp,c): M(bvp) oldugunu gostermek yeterlidir. a e M(bvp,c) alalim. Bu

durumda VX € bv? i¢in ax e ¢ olur. Ote yandan x € bv® olmasi durumunda gerek ve

yeter sart y = Ax € £ olmasidir. Daha agik bir ifadeyle

Y =X — Xl (X—l = 0)
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olmak lizere x € bv” olmast i¢in gerek ve yeter sart y € £ dir. Buna gore

%S

bi¢ciminde tanimlayalim. Bu durumda C e (( p,c) olacagindan Teorem 1.1.19°dan

0 q n
sup Y [e | =supDfa |’ = supa.(n+1)é <o

N k=0 n k=0

1
olur. Dolayistyla a.(n + l)E el dur. Buise

M (bvp,c)c M (bvp)
olmasidir.

1
Karsit olarak ae M(bvp) olsun. Bu durumda a.(n—i-l)E € ¢ olduguna gore

vn € Nigin (n+1)§|an|s K yani |an|£

olacak sekilde K sabiti vardir. Fakat
n+1)g

— — 0(n — ) olduguna gore

(n+1)q
(an)E Co 2.1)

dir. Tekrar C matrisini yukaridaki gibi tanimlarsak

o q n
Sl#p §|an| = Sljp kzzol|an|q = s%p(n + 1)|an|q < (2.2)
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olur. Ayrica (2.1) ve (2.2) gbz oniine alinirsa Teorem 1.1.20°dan C e (bvp,co) dir. Bu
ise

M(bvp)c M(bvp,c)

olmasidir. Tanimdan ise M (bv",co)c M (bvp,c) oldugu aciktir. Su halde istenen esitlik
elde edilir.

b-) ae(bvp)ﬂ olsun. Biliyoruz ki x ebv” olmasi igin gerek ve yeter sart

y=Axe/, dir. Abel kismi toplamasindan

ve Rn

n-+1

>ax =Y RY —RuX., (n=01..) (2.3)
k=0 k=0

dir. ae (bvp)ﬁ olduguna gore (a) sikki nedeniyle ae (Eq NM (bvp))E olacagindan,
R=E(a)e lyNM (bvp): R=E(a)eM (bvp) olur. (a) sikkindaki ispat yontemiyle

R e M(bv®,c, ) bulunur ve (2.3) den ise

Z X, = Z Re i (2.4)
k=0 k=0

elde edilir. ||X||bvp = ||y||p esitligi g6z Online alinirsa (2.4) den

" =R
bvP _”

olur. Diger taraftan / ~ ¢  oldugu dikkate alinirsa

a

*
fp

lall,» =[EC),

oldugu goriiliir.
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2.2. bv® Uzay1 Uzerine Matris Déniisiimleri

Teorem 2.2.1:

a-) Ae (bvp, 1 OO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1
0 | o q
|W|<W=sgp[; 32, J <o
R (2.5)
ve her k i¢in
1w
sup(kcl Zanj ] < (2.6)
n =k

olmasidir.

b-) Ae (bv", co) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.5), (2.6) nin saglanmasi ve

lim Y a, =0 (k=0,12,..) (2.7)
n—o0 o
olmasidir.

c-) Ae (pr , c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.5), (2.6) in saglanmasi ve

lim > a.=a, (k=0,12,.) (2.8)
=k

n—oo <
j=

olmasidir.

d-) Y, /7 ,c, veya C uzaylarindan herhangi birini gostersin. Eger A e (bvp,Y) ise

bu taktirde

[EAl=lA

(bvp,((x)

dur.
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Ispat:

a-) Teorem 2.1.1 nedeniyle M (bv”,c): M (bvp,co) olur. Buna gore Teorem 1.1.21
g6z Ontline alinirsa A e (bvp,E w) olmasi i¢in gerek ve yeter sart R = (rnk)e (f ool w) ve

n=0,1,...i¢cin R, e M (bvp,c)olma51d1r. Burada

re=>.a,(nk=012,..)
=k

ve
R, = (rnk )::0
dur. Simdi
1 1Y
M(bv",c) =<a=(a,)ew: n'a :[nqa] el,
n=0
oldugundan

1 1 1 1

RneM(bvp,c)QkaRneéw (:)ka(rnk)eéwc>51:pka =51§pk5

< oo

I‘nk

o0
Z Ay
=k

olur. Bu ise (2.6) sartidir. Bunun yani sira Teorem 1.1.19 nedeniyle

o0

Re(fp,ﬁw)csupi L, q :supz

n k=0 n k=0

q
a_.| <o

nj

0
=k

dir. Bu da (2.5) sartidir. Boylece elde edilen sartlarin denkliginden ispat tamamlanir.

b-) j<k igin b =0 ve j=>k igin bgk)=1(k=0,l,...) olmak tiizere Teorem

i

1.1.9°dan (b(k))fzo dizisi bv® uzayinin bir Schauder bazi oldugundan k =0,1,2,... i¢in

o0 0

A, (bY)=Ya b =D a,
k

j=0 j=

elde edilir.
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Teorem 1.1.21 (b) sikkina gore Ae(bvp,co) olmas1 icin gerek ve yeter sart

Ae (bvp,fw) ve k=0,1,2,...i¢in A(b(k)) e ¢, olmasidir. Ote yandan A(b(k))e C, olmasi

demektir. Boylece (b) sikkinin ispati (a) sikk1 g6z oniine alinarak tamamlanir.

¢-) Bu sikkin ispat1 da benzer olarak verilir.

d) Teorem 1.1.21°den biliyoruz ki, eger A (bvp,ﬁw) ise

Al =Ll

dir. Burada

]|

0
n |[pyP :Sllp Sup ‘Zankxk
n k=0

-1}

dir. Simdi n=0,1,... igin A, = (ank )f:o oldugu goz oniine alinirsa, Teorem 2.1.1 ‘den

bv?

1

q}q
1
} |l

bvP HE

H Z a’nk

o0
Z Aok
k=m

olup dolayisiyla (a) sikkindan

0

2.2

k=m

i)

Al

o = SHP[Z

m=0

bvp
elde edilir.

Eger Y =c, veya Y =c ise
(pr,CO)C (pr,c) c (pr,Ew)

kapsama bagintilar1 goz 6niine alinarak ispat yukaridaki gibi verilebilir.
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Teorem 2.2.2: X, ¢ yi kapsayan BK uzay1 olsun. Bu taktirde A e(X,/,)olmasi

icin gerek ve yeter sart

< oo

LA,

neN

Al =su
” (X,0,) N p

<N,
Nsonlu

olmasidir (Malkowsky, 1987). Ayrica, A e (X,El) ise

[l <IEal=41Akx 2.9)

dir.

Ispat: Sadece (2.9) un saglandigim gosterelim. Ae(X,ﬁl),meN0 olsun. Bu

durumda VN < {0,1,...,m} ve ||X|| =1 olan VX € X igin

o0

A< 2 JA, G =|AG)] <L,

m
n=0 n=0 A

DA (X))

neN

olur. Buradan da

[Al.c <l 2.10)

elde edilir. Ote yandan supremumun 6zelliginden Ve >0 igin

0

Al .= 2

n=0

A=

Ve

x| =1

olacak sekilde bir x € X vardir. Ayni sekilde

m(x)

2

n

Az, -3
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olacak sekilde bir m(x) tamsayis1 vardir. Boylece

m(x

> A, =3 >Lal =5 =5 =L l-e

n=0

elde edilir. Fakat (Malkowsky ve Rakocevic 2004) den biliyoruz ki

ZA (x)

4( maks

NC 0,.. m(x)

[ S izl
dir. Demek ki V €> 0 igin
Ay Z[Ea]-<

dir ve dolayisiyla
S LUNES N 2.11)

dir. Su halde (2.10) ve (2.11)’den (2.9) esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.2.3:

a-) Ae (bv", fl)olmam icin gerek ve yeter sart (2.6) nin saglanmasi ve

1

» al\a
”A” (ove.,) — Sup{z Z[Zank] J <o (2.12)
Nsonlu k=0[neN\ =k
olmasidir. Ayrica Ae (bv",él) ise
AT o <IAl <41 AL 213

(bv0.11)
dir.

b-) Ae (bvp,bv)olma51 icin gerek ve yeter kosul (2.6) nin saglanmasi ve
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1
0 0 a1 )a
” A (bv",bv) - I\SIUIE [Z Z (z(ank _anl,k)} ] < (214)
Ns%nla k=0| neN \_j=k

olmasidir. Ayrica Ae (bvp, bv) ise

| A (2.15)

<lL=4 ]

(bvp,bv (bvp,bv)

dir.
Ispat:

(a) sikkinin ispati Teorem 2.2.2 ve Teorem 1.1.23’den, (b) sikkinin ispat1 ise (a)

stkk1 ve Teorem 1.1.16°dan goriliir. (2.15) esitsizligine gelince, bv = (£ 1) esitligi ve

A

Teorem 2.2.2 nedeniyle
Aec (bvp, bv) olmasi igin gerek ve yeter sart B=AA¢e (bv”,fl)
dir. Buna gore Ae (bvp, bv) ise Be (bvp,f 1) olacagindan (2.13) esitsizliginden

|B

<o <48

(bvp A (bvp ,/1)

yazilabilir. Fakat B = (bnk ) = (ank - an—l,k) olduguna gore (2.12) ve (2.14) ten

] A

elde edilir. Boylece ||LB || = ||LA|| oldugu g6z oniine alinarak (2.15) esitsizligi bulunur.

a | =

|B

~ (bvp ,bv)

5[ Slea-a..)

o0
= Su Z
(bv7.11) ng’o Z

Nsonlu
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3 HAUSDORFF KOMPAKTSIZLIK OLCUSU ILE KOMPAKT
DONUSUMLERIN OZELLIKLERI

Bu béliimde c¢okca faydalandigimiz Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisiiniin temel

ozelliklerini iceren teoremleri ispat ettikten sonra sonsuz matrisin bv” uzaylari arasinda

kompakt olmasi icin gerek ve yeter sartlar1 ifade eden teoremlerin ispatlarini verecegiz.

3.1. Hausdorff Kompaktsizhik Olgiisiiniin Ozellikleri

Bu kisimda matris doniisiimleri ile kompakt doniisiimler arasindaki iliskileri ifade

eden teoremleri ve ispatlarini verecegiz.

Lemma3.1.1: (X,d) metrik uzay ve Q,Q,,Q,, X’ in smurh alt kiimeleri olsun. Bu

taktirde

a-) x(Q) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q nun total sinirli olmasidir.

b-) Q, <Q, ise x(Q,)<x%(Q,)

c) 72(Q)=x(Q)
d-) X(Ql UQz) :maks{x(Ql), X(Qz)}

e-) %(Q, NQ,)< min{y(Q)),x(Q,)}
dir.

Ispat:

a-) %(Q)=infle>0: QCQB(X. r

27

), t<e,i=L..,n{=0 ise infumumun

ozelliginden V4 >0 icin €<0+3 ve Q CQB(X ,1.), 1. <& olacak sekilde € >0 vardir.

1
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Buna gore V6 >0 i¢in ., <6 ve Q c_\iJlB(xi,ri) olacak sekilde sonlu n € N bulunur ki,

bu Q nun total sinirli olmasidir. Tersi ise tanimdan agiktir.
b-) Q cQ, ise
£>0:Q, CHB(xi,q), L, <8}C{8>01 Q, CEJIB(Xi,ri), r<eg

oldugundan infumum &zelliginden istenen esitsizlik elde edilir.

¢) Q= Q ise (b) sikkindan x(Q)<x(Q) dir. Tersine gelince, y(Q) nun

tanimindan Vo >0 i¢in €<y(Q)+06 ve Qc EJIB(X» ,I), . <¢ olacak sekilde €>0

vardir. Buradan Q g_JlB(xi,ri) bulunur. Fakat B(x,,r) ile B(x,,r) yuvarlarinin

yarigaplar1 ayni oldugundan (Q) < ¢ olur. Demek ki V& >0 icin

1(Q) <e < x(Q)+3=x(Q) <x(Q) +3
dir ve dolayisiyla %(Q) <x(Q) bulunur.

d-) Q, cQ,uQ, ve Q, cQ,uQ, oldugundan (b) sikkindan

x(Q) =x(Q,vQ,) ve 1(Q,) <x(Q,vQ,)

bulunur. Buradan ise

maks { %(Q,),x(Q,) } <x(Q, v Q,)

elde edilir. Tersi i¢in maks{ x(Q)), x(Q,) } =s ve ¢ >0 verilsin. Tanimdan

n m
Q cuUB(Xx;,5), Q cUB(y;.1), 1,1 <s+&

olacak sekilde m,n eN vardir. Buradan ise
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n m m+n

Q,uUQ, cuu{B(xi,ri)uB(yj,rj'} = U B(z,r)
i=1 j=1 k=1

ve r <s+¢ yazilabilir. Su halde Ve>0 igin. %(Q,uQ,)<s+¢& olup dolayisiyla
1(Q, UQ,)<s bulunur.

e-) Bu sikta da benzer olarak ispatlanabilir.

Teorem 3.1.2: X normlu uzay ve Q,Q,,Q,, X in simirh alt kiimeleri olsun. Bu

taktirde
a-) 7(Q +Q,) < x(Q)+x(Q,)
b-) Vi € Ciginx(AQ) = [A|%(Q)
¢-) Vx e Xiciny(Q+x) =x(Q)
dur.
Ispat:

a-) &>0 verilsin. Simdi {x,,...x,} ve {y,,...y,} swrasiyla Q, ve Q, nin

[%(Q))+¢] ve [x(Q,)+¢] -ag1 olsun. Bu durumda

Q c .k_JlB(Xi’ri)’ ri' <x(Q))+e

Ve

QZ = ;{B(ijlj)o rj < X(Q2)+8

olur. Buradan

n m

Q +Q, € WU{B(x,.1) +B(y;.1) | = UU{x; +y; +B(0.5) + B(0.1)}

i

yazilabilir. Ote yandan
B(6,1,)+B(6,1,)  B(6,1, +1))
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B(Xi,ri)+B(yj,rj') =X; +Y; +B(9,ri)+B(9,rj')

X, +y;+B(O,1,+1,) =B(x; +y,,1, +T,)

bulunur. Demek ki,

Q+Q, e YYUB(X +y8 +1,), 1 +1, <x(Q) +%(Q,) +2¢

dir. Buradan da Ve > 0 igin

x(Q +Qy) =x(Q)+x(Q,) +2¢

elde edilir ki, bu ise

x(Q +Q,) = %(Q) +x(Q,)

esitsizligini verir.

b-) Eger A =0 ise esitlik agiktir. A # 0 alalim. € >0 ve Q _k:)lB(X»,I‘i), . <¢ olsun.

Bu durumda

1

2Q Q{xB(x

= g_JlB(Kxi,

1)} = UfAx, +B(O,5)} =

A1) = UB(kx,.

1

M)}

1

O, + B,

M), r =[Ar <[Ale

yazilabilir. Tanim g6z 6niine alinirsa ¥ (AQ) S|7»| ¢ bulunur. Buna gore

1(.Q) <[A|72(Q)

elde edilir.

Tersini gostermek i¢in & >0, AQ < UB(x
i=1

1

1), T, <& verilsin. Bu durumda
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no(xXor
cUB| =,
o<l

olur. i=1,2,...,n i¢in ri' <0 olduguna gore r, :|%i| dersek r, <% olacagindan
)
1(Q) < m bulunur. Buradan da
A 7(Q) <8=|A|x(Q) <x(AQ)

oldugu goriiliir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.1.3: X sonsuz boyutlu normlu uzay ve B, = {X eX: ||x|| < 1} kapali birim

yuvar olsun. Bu durumda (B, ) =1 dir.

Ispat: Ve>0 igin B, c B(0,1+¢) olduguna gore X(Bx) <1+e¢ ve dolayisiyla
x(Bx)<1 dir. y%(By)<l olamaz. Ciinkii, y(By)=q<1 olsaydi &€>0 sayism
q+¢€ <1 olacak sekilde secelim. Bu durumda B, in bir (q+¢)- ag1 mevcuttur. Bu ag1

{X,...X, } ile gosterirsek

k k k
By cik:JlB(Xi,ri)= ik:Jl{xi +riB(9,1)} cik:Jl{Xi +(q+8)BX}

yazilabilir. Boylece Lemma 3.1.1, Teorem 3.1.2°den

q:x(BX)Smaksx({xi+(q+8)Bx})=(q+s).q (3.1.)

1<i<k

bulunur. q+¢&<1 oldugundan (3.1) nedeniyle q =0 elde edilir, yani B, total sinirhdir.
Fakat X sonsuz boyutlu uzay olduguna gére bu miimkiin degildir. Su halde (B )=1
dir.

Simdi Schauder bazina sahip Banach uzaylarinda Hausdorff kompaktsizlik 6lctistinii

hesaplamada 6nemli kolaylik saglayan GadensStein, Gohberg ve Marcus’un teoremini
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verelim. X Banach uzayi ve {e,,e,,...} bir Schauder bazi olsun. Bu durumda her bir
xeX i¢in X =ixiei olacak sekilde bir tek (x;) skaler dizisi vardir.
i=1
P :X—)X,{el,ez,...} kiimesinin lineer gereni iizerine bir projektér doniisiimii yani,
P (x) :Zn:xiei olsun. Bu durumda asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
i=1

Teorem 3.1.4 (Gadenstein, Gohberg ve Marcus Teoremi): X, {el,ez,...} Schauder

bazina sahip Banach uzay1 ve Q,X ’in sinirh bir alt kiimesi ve P :X — X bir projektor

doniisiimii olsun. Bu taktirde

élim sup (sué) H(I -P)) (X)Hj <x(Q)< inf sug H(I -P)) (X)H

< limsup (sup H(I -P)) (X)Hj
n xeQ
dir. Burada a =lim sup”I -P || dir.

Ispat: Agiktir ki Vn e N igin
QanQ+(I—Pn)Q (3.2)
dir. Lemma 3.1.1, Teorem 3.1.2 ve (3.2) g6z Oniine alinirsa

1(Q) <x(P,Q)+x((I-P)Q)=x((I-P,)Q) < Sug||(1 ~P)(x)|

bulunur. Buradan ise

1(Q) <inf sug”(l —P,)(x)| <lim sup(sug”(l ~P, )(x)||)

olur. Simdi teoremdeki esitsizligin diger tarafini gosterelim. € >0 ve {X,,X,,...,x,} Q

nun [X(Q) + 8] - ag1 olsun. Bu durumda, B, kapali birim yuvar olmak {izere
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Q CQB(Xi,[X(Q)+e]) X Xgse X, ) +[2(Q) +£] B,

yazilabilir. Bu demektir ki her bir xe X igin X=Z+[X(Q)+8].S olacak sekilde

x €{X,X,,...X, | ve s € B, mevcuttur. Buna gore

sup (1P, )()] <sup (L P)C)] +[1(Q) + €] L= P,

olup buradan da
limnsup (il:g H(I -P)) (X)Hj <[x(Q)+¢] limnsup l1-P,|
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1.5: X ve Y Banach uzayi ve L € B(X,Y) olsun. Bu taktirde

L], = (L (Bx))

Ispat: ||L|| nin tanimindan Ve >0 i¢in 3k > 0 vardir oyle ki
x

k < ||L||X +& ve her Qe p, igin %(L(Q)) <kyx(Q) (3.4)

esitsizligi saglanir. Bu durumda (3.4) ten Ve >0 ve VQ € i¢in

(LQ) | U], +& | 2@

olur. Buradan ise VQep, igin )((L(Q))S”L”X %(Q) bulunur. Eger Q=B, alinirsa,

x(B,) =1 oldugu goz oniine alinarak

%(L(By)) s||L||X (3.5)
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elde edilir. Simdi bu esitsizligin tersini gostermek i¢in keyfi bir Qe p, ve Q nun bir

{xl,xz,...,xn} , r-agin1 alalim. Bu durumda Q cik:Jl(B(x

1

,1.)), 1, <1 ve buradan
L(Q) cu(B(x;,1)) < U(B(x,,1) (3.6)
yazilabilir. Lemma 3.1.1, Teorem 3.1.2 ve (3.6) nedeniyle

1 (L(Q)) Sx(g(B(xi,r))j:x[gL(xi ¥ rB(e,l))j

= x(Q{L(xi) +rL(B(6, 1))})

<maks {rx(L(Bx ))} =YX(L(BX))

I<i<n

bulunur. Ote yandan Ve >0 igin Q nun {Xl,Xz,...,Xn} , r-agin1 r <y(Q)+¢ bi¢iminde

secersek
%(L(Q) <[x(Q) +¢&]x (L(By))
elde edilir. € — 0 i¢in limite gegilirse, VQ € p, i¢in

7(L(Q) <% (L(By)) 1(Q)
bulunur ki, bu ise (3.6) ve (3.7) den istenen esitligi verir.

Sonu¢ 3.1.6: X, Y Banach uzay1 ve L € B(X,Y) olsun. Bu taktirde ||

. BOLY)

tizerinde bir yar1 normdur ve

a-) ||L||X =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart L € K(X,Y) olmasidir.
b-) L], <[]

¢-) KeK(X,Y) i¢in [L+K]| =[L
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dir.

Ispat:

a-) || . ||X nin yar1 norm oldugu Teorem 3.1.2°den kolayca goriilebilir. ||L||X =0 ise

Lemma 3.1.1°den L(B,) total sinirhidir. Simdi (x,), X de keyfi smirh bir dizi olsun.

Bu durumda Vn i¢in |x, <M olacak sekilde M >0 sayis1 mevcut olacagindan

);;[‘ dersek ||yn||Sl olur. Yani Vn i¢in y, €B_ olur. Dolayisiyla (L(y,)),L(By)

Yo =
de bir dizidir. Total sinirlilig1 nedeniyle L(B,) in bir sonlu 1-ag1 vardir ve bu agin agik

yuvarlarindan en az biri (y, ) dizisinin bir (yn(”) alt dizisini igerir. Diyelim ki bu yuvar

B(z,1) olsun. Ayn1 sekilde (yn(l)) dizisinin (yn(z)) alt dizisini igeren %— ag1 ve bir

B(Z,%] yuvari vardir. Bu sekilde devam edilirse (yl(”,yz(z),...,y ("),...) alt dizisi elde

n

edilir. Ote yandan bu alt dizi bir Cauchy dizisidir, ¢iinkii m,n>N igin

1
() |, (m) :
Y., €B|z, ani
Yo 5Y ( Njy

2
(n) (m) (n) (m)
A A S A M A

(n)

dir. Y bir Banach uzay1 olduguna goére y, '™ — z(n — o) olur. Boylece L kompakt

operatordiir.

Tersi igin L kompakt olsun. Bu durumda L(B,) kompakttir. Dolayisiyla Ve >0

icin L(By) CHB(Xi,S) olacak sekilde n=n(e)eN wvardir. Buradan Ve>0 icin

I, = %(L(By)) SX(L(BX)j <t elde edilir ki bu ise

L, =0
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olmasi1 demektir.

b-) ||L|| = inf{k: Vx € Xigin ||L(x)|| < k||x||} oldugundan Ve >0 icin k< ||L||+8 ve

vx eX igin ||L(x)||£k||L|| olacak sekilde k >0 vardir. Simdi L(By) in sonlu k-agini

alalim. Bu durumda L(B,) < Q{B(xi,k) olup dolayisiyla Ve >0 igin
L], =x(L®By)) <k<[L]+e

bulunur. Bu ise

Il <[
demektir.

c-) Eger KeK(X,Y) ise yukarida oldugu gibi ||L||X:0 olur. Teorem 3.1.2

nedeniyle

|L+K] =x[(L+K)(By)]=%[L(By)+K(By)]

(3.8)
<t (L(By))+x (KBy))=[L], K], =[L],

bulunur. Ote yandan ||L +K||X tanimindan Ve >0 i¢in

< |L+K| +e ve LB+ K(BX)CQB(xi,S)
olacak sekilde 6 > 0 vardir. Buradan ise
L(B,) CUB(x,.8)~K(By)

yazilabilir. Teorem 3.1.2°den Ve >0 igin
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L, =7 (LeBy)) SX[QB(XUS)—K(BX)}
<8+7(K(By))=8+[K| =5
<L+ K||X S

bulunur. Bu ise

[Lll, <t + ], (3.9)

demektir. Su halde (3.8) ve (3.9) dan istenen elde edilir.

3.2. Kompakt Déniisiimlerin Ozellikleri

Teorem3.2.1: A sonsuz matris, 1<p<oo, q=( P D olsun Ayrica n>r olacak
p_

sekildeki her n ve r dogal sayilari i¢in

Al SHUP[Z
>r

k=0

alalim.

a-) Eger Ae (bvp , CO) ise bu taktirde

L, =tim] AT ) (3.10)
dir.
b-) Eger Ac (bvp,c) ise bu taktirde
St <[], <timlAl, (.11

2 r—oo
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c-) EgerAe (bvp, 1 w) ise bu taktirde

0<|L,|, <lim] A" (3.12)

rooll (v )
dir.

Ispat: Teorem 2.1.1 nedeniyle (3.10), (3.11), (3.12) deki limitler mevcuttur.

a-) Kisallk i¢in K=B, = {X eX ||x|| < 1} olsun. Once r=0,1,2,... icin

P :c, = ¢, P.(x) =(x,X),....X,,0,0,...) olmak iizere

e, =(AK) =i supl(1-,) ] a1

xeK

oldugunu gosterelim. Simdi

I-P
[I-P=su —H( r)(X)H
0
sup |x (3.14)
_ sup H(O,0,...,Xr+l,xr+2,...)u _sup 22 n <1
x26 x| 0 Sup [x,
n=0
oldugu aciktir. Ayrica VX € ¢, i¢in ||(I -P. )(X)|| < ||I - Pr||||x|| olduguna gore
X = (Xk ) = (0, cees Xpats XHZ,...) € C, almnirsa
”(' -P )(X)” -1 (3.15)
[
bulunur. (3.14) ve (3.15) ten demek ki
[1-P|=1 (3.15)

dir. Béylece Teorem 3.1.5 geregince (3.13) esitsizligi elde edilir. Simdi A(r) =(a,,)

sonsuz matrisini
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- 0, O0<n<r
i =
4> n>r

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda Teorem 2.2.1 (d) sikkindan

supl| (1=B,) Ax| = | % (3.16)

(v, 0,,)

L
A

=[a

(0 (bvp,f;x)z ”A

bulunur. Boylece (3.13) ve (3.16) dan (3.10) elde edilir.

0

k=0

b-) Dikkat edelim ki {e,e,,e,,...} , ¢ nin Schauder bazi oldugundan Vx (x,),_ €c,

i¢in
X= €e+i(xk —ﬁ)e(k)
k=0

olacak sekilde ¢eC ve skalerlerin (x,) dizisi mevcuttur. Eger r=0,1,2,... i¢in

P. :¢c — ¢ donilisiimiini
P(x) = Lot > (x, —0)e® =(0,0,..)+((x0 = ), (%, =) (x, = £),0,0,..)
k=0

:(xo,xl,...,ﬁ,ﬁ,...)

bi¢giminde tanimlarsak bu durumda

(I-P,)(x)=(0,0....,0,x,,, — £,x,,, —{,...)

+l

olacagindan her x ec i¢in

[(1=P) o =[x =P.cof < x| +

B0 <2 x|

bulunur.  Buradan ise ||I -P || <2  olur. Ote yandan &6zel olarak

Xx=(x,)= (6,...,6, —?,6,...) e ¢ aliirsa
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[a@=P)eof =2] ¢]|=2]x]
bulunur. Dolayisiyla ||I—Pr||:2 elde edilir. Boylece Teorem 3.1.5 te a=2 alinirsa
(3.11) esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

¢-) r=0,1,... i¢in Pr(x):(XO,Xl,...,X,,O,O,...) ile tanimhh P :0_ —/

doniigiimiinii goz oniine alalim. Bu taktirde
AK < P.(AK) + (I = P.)(AK)

yazabiliriz. Gercekten y e AK ise y = A(x) olacak sekilde X € X vardir. Ote yandan

x e K igin
P Ax = (AO(X),...,Ar(X), O,...) ve (I-P)A(x)= (0, 0,...,A (x),...)
olduguna gore
PAx+(I-P)Ax=A(x)=y

dir. Bu ise

y €P (AK)+(I-P,)(AK)
olmasidir. y Olgiisiiniin 6zelliklerinden ise
1(AK) < % ((P.(AK))+(I-P,(AK))
< %P (AK) +x(I-P,)(AK)

=x((I-P)AK))< sup |[(I-P)y|

ye(1-P,)AK
olur. Ote yandan y e (I-P.)AK <> y =(I-P,)Ax, olacak sekilde x € K vardur.

Buna gore



35

sup [[(1- P)y”—sup (I-P).(I-P)Ax

ye(I-P)AK (0,050,A,,; (X),..

= su113||(1 - Pr)AX” = ‘ L

A ‘

yazilabilir. Boylece

||A||X:x(AK)£‘L

‘ (3.17)

A

olup dolayisiyla Teorem 2.1.1 ve (3.17) den istenen esitsizlik elde edilir.

Simdi bu teoremin bir sonucunu verelim.

Sonug 3.2.2: Eger Aec (bvp,co) veya Ae (bvp,c) ise bu taktirde L, kompakt

doniigiimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T 619

r—oo

olmasidir. Ayrica Ae(bvp,ém) olsun. Eger 11m||A||

r—-o (bp/ )

=0 ise bu durumda L,

kompakttir.

(r)
(bvP,0,)

ispat: (Yeterlilik). Ae(bv®,c,) ve lim|A

r—0

=0 olsun. Bu durumda Teorem

3.2.1 (a) sikki nedeniyle

(r) — 0

(bvP,0.)

[L4], =timA

r—0

elde edilir. Su halde Sonug 3.1.6 (a) sikkindan L, kompakttir.

(Gereklilik). L, kompakt ise ayn1 teorem ve sonugtan

111’1’1” A”Ekr)\)/ Py )

r—oo

elde edilir.

Eger Ae (bvp N4 w) ise benzer olarak L, nin kompakt oldugu goriiliir.

Dikkat edelim ki, A e (bvp N oo) oldugunda L, nin kompaktlig: i¢in
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lim Al =

yeter sart olup fakat gerek sart degildir. Bunu gérmek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.2.3 n=0,1,.. i¢in A, =¢” bigiminde tammlanan A =(a, ) matrisini
g6z Online alalim. Bu durumda Vn igin

=k

oldugundan

bulunur ve ayrica

elde edilir. Su halde Teorem 2.2.1 (a) sikkindan dolay1 A € (bv",é m) dur. Ayrica Vn

igin
1
w|w |90
[Aleus. ., =supl 21> a,
k=0 | j=k
=sup|>_a,| =
n>r|j=o0
oldugundan
A, =150

dir. Buna ragmen Vx € bv® i¢in
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L) =AM =Y a,x, =G, ,,%,) = (%,) = X0

k=0
1

dontistimii kompakttir.

p
(p-D

0
> Ay
neN \ j=k

ve I pozitif tamsay1 olsun.

1
q\]q

Teorem 3.2.4.: A sonsuz matris, 1 < p<oo, =

Ayrica

A

NcN, /01 r
Nsonlu

® N
vy~ SUP {Z;
alalim. Eger Ae (bvp A 1) ise bu taktirde

tim A <, | <4 tim ||A||(r) (3.19)
r—>wo (bvP,r) X roo  (bvP, 2

dir.

Ispat: Vx = (Xk );O:O e /(, dizisinin X = Z x,e" bigiminde tek bir gosterimi vardir.
k=0

Simdi r=0,1,... i¢cin P, : /, = /, doniislimiinii Pr(X)=(x0,x1,...,xr,0,0,...) bi¢iminde

tanimlayalim. Bu durumda

p =sup|| ~P)| p\ (0,0,...,0,x,,,,..)|

xel, ||X|| xeél C
2 [x.
k=0
Z |Xk|

k=r+l

=sup

xel,
Z|Xk|

olur. Ayrica x =(0,0,...,0,x,,,,...) €/, igin

r+12°°
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la=eoef _,
[~|

olduguna gore ||I - Pr|| =1 bulunur. Buradan Teorem 3.1.5 nedeniyle

}glg sup|| I-P)(x)|=x(Q) =||L, ”x

(r)
14l e )

olur. sup|| (I-P,)(x) | =] A®
xeQ

(v 1) oldugu g6z Oniine alinirsa (3.19) elde edilir.

(3.19) esitsizligi nedeniyle asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.2.5: A matrisi Teorem 3.2.4 sartlarini saglasin ve Ae (bvp,ﬁ 1) olsun. Bu

taktirde

L, nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart 11rn||A|| vy =0 olmasidir.

P
(p-D

Teorem 3.2.6: A sonsuz matris, | < p<o, Q= ve r pozitif tamsay1 olsun.

Ayrica
[l = sup 13

NG /{0,1,..,1} | k=0
Nsonlu

diyelim. Bu taktirde

oldugunda

tim| Ay ) < Il <4 il Al

r<—oo I <=0

(3.20)

Ispat: (b*))7,, bv nin Schauder bazi olsun. Bu durumda her x € bv icin

X = i(xk — X, b%, dir.
k=0
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tek tiirlii yazilabilir. Eger P, :bv — bv doniisiimii

P.(x)= Z( Xy = Xy ) b
k=0
ile tanimlarsak

P.(x) =(I-P)(x) = (X, —x_)b"” +(x, =x,)b" +...+(x, —=x,_, )b

x_=0
r.yer

=(Xg»Xgseer) H(0, X, =X s X; =Xger) Foeet | 0,000, 0, X, =X X, =X,

r r—1°>“r r

:(X07X17 ’Xr—l’xr’xr"")

olacagindan

(I-P)x)=x-P.(x)= (O, 0,..,0,x,, —X,,X,,, —Xr,...)

yazilabilir. Boylece Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.1.5 goz Oniine alinarak (3.20) esitsizligi

elde edilir.

Teorem 3.2.6 ve Sonug 3.1.6’dan asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 3.2.7: A matrisi Teorem 3.2.6 daki sartlar1 saglasin ve Ae (bvp,bv) olsun.

Bu taktirde

(r)

vy = 0 olmasidir.

L, nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hm”A”
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