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OZET

ZAMAN SKALASINDA iKiNg:i MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN SINIR
DEGER PROBLEMLERI

ASCI, Emel
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ABD
Tez Yoneticisi: Yard. Dog. Dr. Ismail Yaslan

Haziran 2007, 42 sayfa

Bu tez ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ele alinan problem tanitilmis ve benzer diger problemlerle
karsilastirilmistir.

Ikinci béliimde, bir sonraki boliimde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde, yardimer lineer sinir deger probleminin Green fonksiyonu yapilmig
ve ardindan da Green fonksiyonu kullanilarak lineer olmayan sinir deger problemi lineer
olmayan integral denkleme indirgenmistir. Koni {izerindeki sonuglar ve Leggett-Williams
sabit nokta teoremi ile zaman skalasinda ikinci mertebeden lineer olmayan sinir deger
problemlerinin bir, iki ve {li¢ pozitif ¢oziimleri arastirilmistir.

Anahtar kelimeler: Zaman skalasi, sabit nokta teoremleri, koni, pozitif ¢oziimler
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ASCI, Emel
M. Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ismail Yaslan

June 2007, 42 pages

This thesis consist of three chapters.

In chapter 1, investigated problem is introduced and compared with the similar
problems.

In chapter 2, some needed auxiliary theorems and definitions which we used in chapter
3 are given.

In chapter 3, a Green’s function of the auxiliary linear boundary value problem is
constructed by means of which the nonlinear boundary value problem is reduced to a
nonlinear integral equation. By the results on cone and the Leggett-Williams fixed point
theorem one, two and three positive solutions of the nonlinear second order boundary value
problems on time scales are investigated.
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1.GIRiS

Bu tez calismasinda zaman skalasi iizerinde ikinci mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemler i¢in sinir deger probleminin bir, iki ve ii¢ ¢Ozlimiiniin varligi
incelenmistir. Incelenen smir deger problemi uygun bir Green fonksiyonu yardimiyla
integral denkleme indirgenmistir. Integral denklemin ¢dziimii de Lan ve Guo tarafindan

verilen bir lemma ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi uygulanarak incelenmistir.

Zaman skalasinda ortaya konulmus sinir deger problemini agiklayalim.
p.q:[t.t,] > (0,0)  fonksiyonlariigin ~ peC*[s,t,) ve qeCls.t,] olsun.
teTy, ie{l,2,3,..,n} igin f<t,<.<t, ve a, f,7,6€[0,0) icin
ay+ ad + ﬂ]/ >0 kosuﬂaﬂ Saglandlglnda ai,bl, € [0, OO) , 1€ {2, 3,..n— 1} olmak iizere

(2} (-0 (0)+ b1 () =0, n<r<s,

n—1

ay(t)-Bpt)y" (1) = Zaiy(ti)

yy(t,)+op(t,)y" (2,) =2 by(1)

ikinci mertebeden lineer olmayan Sturm-Liouville n-nokta sinir deger problemi goz 6niine

alimmustir.

Anderson (2002) makalesinde, [0,7]< T oldugunda @ >0, 7€ (Oap(T )) cT

ve 0<an<T olmak iizere

u™ (¢)+ f (tu(r))=0,

u(0)=0, au(n)=u(T)

tic nokta sinir deger problemine Leggett-Williams sabit nokta teoremi uygulayarak koni
tizerindeki en az ii¢ ¢oziim i¢in kosullar elde edilmis, ayrica Krasnoselskii sabit nokta

teoremi ile de en az bir pozitif ¢6ziim sartlar1 incelenmistir. Bu tezde ele alinan problemde

p®)=1,4q@)=0,ht)=1, a=1, =0, y=1, 6=0, =0 =2, .., n-1), b, =q,



b=0(i=3, .., n-1)

alinirsa, Anderson (2002) makalesindeki probleme kars1 geldiginden bu tezde ele alinan

problem daha geneldir.

Ayrica Atict ve Guseinov’ un (2002) makalesinde ise

[P0 ()] +a(0)y(1)= £ (ty®), te[ao(®)]

ay(a)-pBp(a)y’ (a)=0

7v(o(b))+0p(o(b))y" (o(b)) =0

iki nokta sinir deger problemi incelenmistir. Bu tezde ele alinan problemde

ht)=1, a=0G=2, ..,n-1),b=0(G=2, .., n-1)

alimirsa, Atict ve Guseinov’ un (2002) makalesindeki probleme karsi geldiginden yine bu

tezde ele alinan problem daha geneldir.

Incelenen ikinci mertebeden lineer olmayan n-nokta smir deger problemi, Sun ve Li
(2004), Kaufmann (2003) ve Kaufmann ve Raffoul’un (2004) makalelerindeki {i¢ nokta
siir deger problemlerinin de genel halidir. Anderson vd. (2004), Peterson vd. (2004) ve
DaCunha vd. (2004) tarafindan zaman skalasinda diger baglantili {i¢ nokta problemleri
incelenmistir. n-nokta zaman skalas1 problemleri ile ilgili ¢aligmalar ise Anderson (2003,
2004), Kong ve Kong da (2003) yer almaktadir. Ayrica Ma (2003), Ma ve Thompson’ in

(2004) makalelerinde de T =R i¢in n-nokta problemleri ele alinmistir. Zaman skalasinda

dinamik denklemlerin ¢ozlimlerinin varhigi ile ilgili ¢alismalar ise Chyan ve Henderson
(2002), Erbe ve Peterson (1999) ve (2000) ve Henderson (2000) makalelerinde bulunabilir.
Zaman skalas1 lizerindeki dinamik denklemlerle ilgili genel bilgiler Aulbach ve Hilger
(1990) ve Hilger de (1990) yer almaktadir. Daha da genis bilgi i¢cin Bohner ve Peterson
(2001, 2003) kitaplar1 incelenebilir.



2. ZAMAN SKALASI ve KOMPAKT OPERATOR ILE iLGILIi TEMEL
BILGILER

Bu béliimde tigiincii boliimde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmektedir.

2.1 Zaman Skalasi ile Ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1.1: R’ nin bos olmayan kapali altkiimesine zaman skalas1 denir. Ornegin

R, Z, N,N, kiimeleri zaman skalasidir. [0,1] U [2,3] , [0,1] U N ve Cantor kiimesi
zaman skalasi olmasina ragmen Q, R\Q, C, ( 0, 1) kiimeleri zaman skalas1 degildir.
Zaman skalast T jle ggsterilir.

Tamm 2.1.2: T zaman skalasi olsun. Her £ € T i¢in

ileri atlama fonksiyonu
o:T>T,o@)=inf{seT,s>t},
geri atlama fonksiyonu

p: T 5T, p(t)=sup{se T ,s<1}
ve graininess fonksiyonu

w:T —[0,0), u(t)=o(t)—t

ile tanimlidur.

Tamim 2.1.3: 7 € T noktas: eger

o(t) >t ise sag-yayilmus,

o(t) =t ise sag-yogun,

p(t) <t ise sol-yayilmis,

p(t) =t ise sol-yogun,

p(t) <t<o(t) ise izole,

p(t)=t=0o(t) ise yogundur denir.



Tamm 2.1.4: Eger T sol-yayillmis maksimum 7’ ye sahipse T *=T —{m} , diger
durumlarda T “=T alinir.

Tanim 2.1.5: Kabul edelimki f/: T — R fonksiyon olsun../: T “ =R fonksiyonu
Vie T icin f° ()= f(O'(f)) ile tanimlanir.

Ornek 2.1.1: Eger T =R jse her € R i¢in

o(t)=inf{seR, s>t} =inf(r,0)=¢

ve benzer olarak p(f) =¢ bulunur. O halde her e R yogundur. Ayrica Vi€ R jcin
u (f ) =0 dir.

Ornek 2.1.2: Eger T =7 isc her t € Z igin

o(t)=inf{seZ, s>ty =inf{t+1,1+2,t+3,..} =t+1,

p(t)=t—1 olur. O halde her 7 € Z izoledir. Ayrica V¢ €Z igin #(t)=1 dir.

Tamm 2.1.6: Kabul edelimki /: T — R fonksiyon ve € T * olsun. Herhangi bir ¢ >0
icin ¢’nin dyle bir U komsulugu (herhangi biro >0 i¢in U = (t —0,t+0 )m T ) vardir ki
(1) sayisi

VseU icin \ (7@~ 1®)]- O 5] \ < ¢lo(r)-s|

seklinde tammlanir. Bu () sayisma f fonksiyonunun 7 noktasindaki delta tiirevi veya

Hilger tiirevi denir.

Ornek 2.1.3:

i f:T >R fonksiyonu @ €R olmak iizere VZ€ T icin /()= seklinde
tammlansin. O halde € >0 olmak iizere VZ€ T icin

[/ (e()-1©]-0[ow)=5] | = |la—al=0<slo ()~

saglandigindan /" (£)=0dir.



i. f:T >R fonksiyonu V€ T icin f (f)=f ile verilsin. €>0 olmak iizere
vseT  icin ‘(f(a(t))—f(s))—l.(O'(t)—s) ‘=|0'(t)—s—(0'(t)—s)| =0<elo(r)-s]
saglandigindan /" (¢) =1 elde edilir.

Teorem 2.1.1: Kabul edelimki f: T - R ve re T © olsun.

1. Eger f, t noktasinda tlirevlenebilir ise 0 zaman f°, ¢ noktasinda siireklidir.

ii. Eger f, ¢t noktasinda siirekli ve ¢ sag-yayilmis ise o zaman f, ¢ noktasinda

f(e()-1®

A1) = tiirevi ile tlirevlenebilir.
(1)
iii. Eger ¢ sag-yogun ise o zaman f’ in delta tiirevlenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
lim f (tz_f () limitinin sonlu bir say1 olarak var olmasidir. Bu durumda
st -9
720 =timL Q=6 g
st -9

iv. Eger f, ¢ * de delta tiirevlenebilir ise /(o (1)) = f(1)+ u(1) f*(¢) dir.
Ornek 2.1.4:

i.T =R icin Teorem 2.1.1 (iii) saglamr. /:R >R fonksiyonunun ?€R’ de delta

tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o S (=S (s)
/ (t) - lslgl t—s
limitinin var olmasidir. O halde
70 =tim LBy
bulunur.

ii. T=7 jise Teorem 2.1.1 (ii) saglanir. f:Z—>R fonksiyonunun ?€Z’ de delta

tiirevlenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

fA(x):f(“(;)()t;f(’)zf(”lf‘f(’) ()= £ (1) = (1)

olmasidir. Burada A fark denklemlerinde kullanilan ileri fark operatériidiir.




Teorem 2.1.2: Kabul edelim ki f.g:T =R fonksiyonlar1 7€ T * da delta

tiirevlenebilir olsun. O zaman

i f+g: T >R fonksiyonunun ? noktasindaki delta tiirevi (f + g)A (f) =f* (f) +g" (f)
dir.

ii. Herhangi bir @ sabiti icin @.f T >R fonksiyonunun ? noktasindaki delta tiirevi
() (1) =af* (1)

ile verilir.

iii. fg: T - R fonksiyonunun ! noktasmndaki delta tiirevi

() (1)=r*()g(e)+ f(o(r)g" (1) =1 ()" (1) + 1" (1) g (o (1))
seklindedir.

iv. Eger f(t)f (O'(t)) #0 ise % fonksiyonunun ¢ noktasindaki delta tiirevi

/ £(0)1(e(0)
dir.
v. Eger g(¢) g(O'(t)) =0 ise L fonksiyonunun ¢ noktasindaki delta tiirevi
g

(fjA(t) fA(t)gEf)-f(f)gA(f)

ile verilir.

Ornek 2.1.5: 7>0 olmak iizere T =hZ={hz:z€Z} olsun. Vt€ T icin
o(t)=inf{seT :s>¢t}=inf{t+hn:neN}=t+h

p(t)=sup{se T :s<t}=sup{t—hn:neN}=t—h

u(t)=o(t)—t=t+h—t=h



saglanir. f: T - R fonksiyonuve V€ T icin

s Se@)=1(0) _f(exrh)-1 (1)
/ (t)_ ,u(t) a h

tirevi ile belirlenir.

Ornek 2.1.6: H, harmonik sayilar: tekrarl olarak

- 1
H,=0ve neN igin Hn:Z;
k=1

seklinde verilsin. Zaman skalasi olarak T ={H, :ne N} tanimlayalim. Bu zaman skalas

i¢in
n+l 1
O-(Hn)zz_a
o k
n—1
l n=2
p(H,)=1 Tk ve
0 n=0,1
1
u(H,)=——-

n+l

f(H,,)-f(H,)
p(H,)

bulunur. Eger /: T - R pir fonksiyon ise f° (Hn)= :(”+1)Af(Hn)

olarak bulunur.

Tamm 2.1.7: Eger /: T — R fonksiyonunun sag-yogun noktalarda sagdan limiti var ve
sol-yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.8: Eger /: T — R fonksiyonu sag-yogun noktalarda siirekli ve sol-yogun
noktalarda soldan limiti varsa f fonksiyonuna sag-yogun siirekli veya rd-siirekli denir.
Tamm 2.1.9: /: T — R fonksiyonu i¢in sag-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C,=C,(T)=C,(T,R)

ile gosterilir.

Tamm 2.1.10: /: T — R fonksiyonu tiirevlenebilir ve tiirevi sag-yogun siirekli ise

Crld :Crld( T ):Crld( T, R)



ile gosterilir.

Teorem 2.1.3: Kabuledelimki f: T - R pir fonksiyon olsun.

1. Eger f siirekli ise sag-yogun siireklidir.

ii. Eger f sag-yogun siirekli ise diizenlidir.

iii. Ileri atlama fonksiyonu o(¢) sag-yogun siireklidir.

iv. Eger f diizenli veya sag-yogun siirekli ise f“ da diizenli veya sag-yogun siireklidir.

v. Kabul edelim ki f siirekli olsun. Eger g: T — R fonksiyonu diizenli veya sag-yogun
stirekli ise 0 zaman f o g de diizenli veya sag-yogun siireklidir.

Tanmm 2.1.11: /: T - R bir fonksiyon ve #€ T “olsun. F°() = f(¢) sarti saglayan

F: T — R fonksiyonuna f fonksiyonunun delta antitiirevi denir. O halde antitiirev
b
abeT igin [f(O)A=F(b)—F(a)

ile tanimlidir.

Teorem 2.1.4: Her sag-yogun siirekli fonksiyon bir antitiireve sahiptir.

Teorem 2.1.5: Eger feC,, ve te T * ise 0 zaman

o()
[ f(z)Ar=u(t) (1)

saglanir.
Teorem 2.1.6: Kabul edelim ki f ve g sag-yogun siirekli fonksiyonlar, a, b, ce T

ve k € R olsun.

i [lro+e@he=[ rone+[gwa
ii. jkf(t)Azzkj F()A

ii. f ()AL = —j F()AL



iv.a<b<c igin j SO = f(O)A+ j F(At

b

v [ £(o(0)8 ©r =) (6) () (@)~ [ /@0

a

Vi if(t)gA(t)At = (fg)(b)—(fg)(a)—ij(t)g(J(t))At

vii. j FHOAt=0

viii. Eger [a,b) araliginda | f (t)| < g(t)ise

[raoa:

< j,. g(t)At

saglanir.

ix. Eger [a,b) araliginda f(¢) > Oise

j F()AL=0

saglanir.

Ornek 2.1.7: a,be T ye f sag-yogun siirekli fonksiyon olsun.

i. Eger T =R ise

b b

[roae=r@ar

olur. Sag taraftaki integral analizden bildigimiz Riemann integralidir.

ii. Eger T =7 ise

b-1

> f@ a<b

b t=a

[roac={ o a=b

a a-1

[ a>b
t=b

saglanir.



1ii. Eger [a,b] aralig1 sadece izole noktalar1 i¢eriyorsa

S fOu@)  a<b

te[a,b)

[rone=4 o a=b
‘ - [Z fOu@) a>b
te b,a)

saglanir.

Tamm 2.1.12: Eger T sag-yayilmis minimum m’ye sahipse T , =T —{m} , diger
durumlarda T =T olur.

Tamm 2.1.13;: Kabul edelim ki /: T — R bir fonksiyon ve e T , olsun. Herhangi bir
£>0 igin ¢’ nin dyle bir U komsulugu (herhangi bir 6 >0 i¢in U =(t—9,t+0)N T)
vardir ki 1 (¢) sayist

VseU icin ‘ [7(p(0)-Fr)]- 1 Olp)-s] \ < g|p(t)-s]

seklinde tammlanir. Bu fV(f)sayisina f fonksiyonunun ¢ noktasindaki nabla tiirevi
denir.

Tamm 2.1.14: v(1)=1-p(t) ve f*: T , >R fonksiyonu V€ T i¢in

f7()= f(p(t)) olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.7: Kabul edelimki /: T — R pir fonksiyon ve ¢ € T . olsun.

i. Eger f, t noktasinda nabla tiirevlenebilir ise 0 zaman f°, ¢ noktasinda siireklidir.
ii. Eger f', ¢t noktasinda siirekli ve ¢ sol-yayilmis ise o zaman f, ¢ noktasinda
fO-1(p(1))

v(?)

turevi ile tirevlenebilir.

fro=

1ii. Eger ¢ sol-yogun ise o zaman f ’ in nabla tiirevlenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
MNIGEII0
s—>t 1—9

limitinin sonlu bir say1 olarak var olmasidir. Bu durumda



() = tim L D=1 )
£ (0 =lim =2

dir.
iv. Eger f, ¢ * de nabla tiirevlenebilir ise /(p(¢))=f(H)—v(1) /" (¢) dir.

Teorem 2.1.8: Kabul edelim ki f>g&:T =R fonksiyonlan f€7T ,° da nabla

tiirevlenebilir olsun. O zaman

i f+g: T >R fonksiyonunun ! noktasindaki nabla tiirevi

(f+g) (1)=1"(1)+&" (1)

dir.

ii. Herhangi bir @ sabiti i¢in &.f : T >R fonksiyonunun ? noktasindaki nabla tiirevi
(af) ())=as" (1)

ile vertilir.

iii. fg: T >R fonksiyonunun ¢ noktasindaki nabla tiirevi
(f2) (1)=r"(1)g()+ 1 (p(1)g" (1) = £ (1)&" (1) + 1" (1) g (1))
seklindedir.

. < .1 )
iv. Eger f(t)f (,0 (¢ )) #0 ise 7 fonksiyonunun ¢ noktasindaki nabla tiirevi

/ 701 (p(1))
dir.
v. Eger g(1) g( p(t)) #0 ise g fonksiyonunun ¢ poktasindaki nabla tiirevi

Y n L (O)e(0)-r(0)g" (1)
(Ej (1)= gg(f)g(p(f))g

ile verilir.

Ornek 2.1.8:i. T =R igin



AGEFAGE lgnw

tiirevi analizden bildigimiz tiireve doniisiir.

ii. T=Z i¢in

fTO=Vf@)y=f(0-f(t-1)

ifadesi fark analizdeki tiirevdir.

Tamm 2.1.15: Eger /: T — R fonksiyonu sol-yogun noktalarda siirekli ve sag-yogun
noktalarda sagdan limiti varsa f fonksiyonuna sol-yogun siirekli veya ld-stirekli denir.
Tamm 2.1.16: /: T — R fonksiyonu i¢in sol-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C,=C,(T)=C,(T,R)

ile gosterilir.

Tamm 2.1.17: /: T — R fonksiyonu tiirevlenebilir ve tiirevi sol-yogun siirekli ise
Cu=Cu(T)=C,(T,R)

ile gosterilir.

Tamm 2.1.18: f: T — R bir fonksiyon ve € T , olsun. F"(¢)= f(¢) sartim saglayan

F:T — R fonksiyonuna f fonksiyonunun nabla antitiirevi denir. O halde
b
a.beT icin [f(V1=F(b)-F(a)

ile tanimlidur.
Teorem 2.1.9: Her sol-yogun siirekli fonksiyon bir antitlireve sahiptir.

Teorem 2.1.10: Eger feC, vete T . ise

t

I f(T)Vrzv(t)f(t)

A(1)
saglanir.

Teorem 2.1.11: Kabul edelim ki f ve g sol-yogun siirekli fonksiyonlar, a, b, ce T

ve k eRolsun.



i i[f(t) +g(Vi = if(t)VH ig(t)vr

i. fl;f(r)wzki f(6)Vi

. f f(6)Vi= —f [Vt

iv. a<b<c igin j f(6)Vi= f f(t)w+j [Vt

V.

F(o(0) 2" OVi=(fe) ()~ (&) (@)~ [ 17 ()01

V1.

Q C—y > Qe

S@0g" ve=(f2)(b)-(f2)(a)-[ 1 (g (p(1)Vt
Vii. _Tf(t)Vt =0
viii. Eger [a,b) araliginda | f (t)| < g(t)ise

[raowve<[g@ve

olur.

ix. Eger [a,b)araliginda f(¢) > 0ise
b
j F(OVE=0

elde edilir.
Ornek 2.1.9: Kabul edelimki a,he T ve f sol-yogun siirekli fonksiyon olsun.

i. Eger T =R ise
[r@ve=[rwa

olur. Sag taraftaki integral analizden bildigimiz Riemann integralidir.

ii. Eger T =7 ise



Zb: () a<b
[reove= 0 a=h
' - Z f(©y  a>b
olur.

iii. Eger [a,b] aralig1 sadece izole noktalari igeriyorsa

> fve)  a<b

b te(a,b]

[rewe=4 o a=b

a = fOv(@r)  a>b
te(b,a]

olur.

iv.Eger T =hZ ise h>0 olmak tizere

b

S f(k)h a<h
Poas)
b h

If(t)Vt: 0 a=h

=S f(k)E asb
b+h
T

elde edilir.

Teorem 2.1.12: Eger f:T - R fonksiyonu T *> da delta tiirevlenebilir ve f*
fonksiyonu T * da siirekli ise / fonksiyonuT x~ da nabla tiirevlenebilirdir ve
vieT o igin /7 (0)=/(p(1))

saglanir.

Teorem 2.1.13: Eger f:T »>R fonksiyonu T ;* da nabla tiirevlenebilir ve f~
fonksiyonu T > da siirekli ise /f fonksiyonuT > da delta tiirevlenebilirdir ve Ve T ©
icin /*(1)=/"(a(1))

saglanir.



Teorem 2.1.14: /* (f,S) ve f© (f,S) ile sabit her S i¢in f(f,S) ’ nin #’ye gore sirasiyla

delta ve nabla

saglanir.

1.

1l

1il.

1v.

tiirevi gosterilsin. Eger f,./ Y fonksiyonlar1 siirekli ise asagidakiler

B
L

ts As+f

(1))

\%

/¥ (B5)as+ f (o (1), p(1))

A

7w (a.a)

Voo

:ij(

a

t,s)Vs+ f(p(t).1)

Teorem 2.1.15: a<b olmak iizere 4. b€ T ve f(t)fonksiyonu [@.b]arahginda siirekli

olsun. O zaman

b

1jf At_jf (t)at+[b-p(b)] f(p(

))

11. jff At = I:O' a:If(a)+ j f(t)At
ol(a)

b )
iii. [ () Ve= [ f()Ve+[b=p(b)](b)
iV.J.f(l‘)VIZ[O' a]f + j f

a o(a)
saglanir.
Teorem 2.1.16: Asagidaki esitsizlikler saglanr.
L[ Oa< [ pe< max 70| fle (0]
i [ (02 (0)vi|= [ ()2 (09 = max |7(0) )l o) ve




2.2 Kompakt Operator Kavrami

Tanim 2.2.1: C[a,b] icinde siirekli fonksiyonlarin bir ailesi M olsun. Eger

‘v’te[a,b] ve VxeM igin X(f)ﬁcolacak sekilde sonlu bir ¢ sayis1 varsa M ye ait
fonksiyonlara ayn1 dereceden sinirli fonksiyonlar (equibounded) denir.

Dolayisiyla M ailesine ait fonksiyonlarin ayn1 dereceden sinirli olmast M kiimesinin
C [a,b] i¢inde bir sinirli kiime olmasi1 demektir.

Tanim 2.2.2: Egervg >0 olmak tizere \V/tl, IZ (S [Cl,b] ve VxeM 1@11’1 |tl —t2| <o iken

‘X (tl)—x (fz )‘<«9 olacak sekilde bir 0 >0 sayis1 varsa M kiimesine ait fonksiyonlara
ayn1 dereceden siireklidir (equicontinuous) denir.
Teorem 2.2.1 (Arzela - Ascoli Teoremi): Bir M C C[a,b] kiimesinin siirekli

fonksiyonlar ailesinin prekompakt olmast igin gerek ve yeter sart M ° ye ait fonksiyonlarm

ayni dereceden sinirli ve ayn1 dereceden siirekli olmasidir.

Tamm 2.2.3:(E.9)ve (E., p;) metrik uzaylar ve 4:D < E—E, bir operatdr olsun.
Eger 4 operatorii D icindeki her smrh kiimeyi £, icindeki prekompakt kiimeye
doniistiiriiyorsa 4 ya D iizerinde kompakt operatdr denir.

Tamm 2.2.4: (E.p)ve (E.,p,) metrik uzaylar ve 4:D < E— E, da bir operatér olsun.

Eger 4 operatorii D iizerinde hem siirekli hem de kompakt operatdr ise 4 > ya tamamen

stirekli (completely continuous) operator denir.
" ) . . 3 ) .
Ornek 2.2.1 (I uzayn: j=L2,... icin 77, = 7 olmak lizere V= (ﬂj) =Tx ile tanimlanan

T: 1 — I operatoriiniin kompakt oldugunu gdsterelim.



T operatori lineerdir. Eger x:(éj)elz ise y:(nj)el2 dir. O halde T,:I° ->1°

kompakt lineer operatdr dizisi olmak {izere Tnx=(§1,%,%,....Q,O,O,...] seklinde
n

tanimlansin. 7, operatorii lineer ve sinirlidir. O zaman kompakttir. Ayrica

o 0 o 2
-2 = 3l = 3 el o Sl < i
Jj=n+

J=n+1 J=n+1 (ﬂ + 1)2

saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin supremumunu alir ve x’ in normunun 1 oldugunu

kullanirsak

H(T -T, )xH = Ll bulunur. Buradan da 7, — T olur. O halde T operatorii kompakttir.
n+

Ornek 2.2.2: K (x, y) fonksiyonu a <x,y <b araliginda stirekli, f ( V, z) fonksiyonu

a <y <b araligi ve tim z igin stirekli olsun.

b
(Tu)x= jK(x,y)f(y,u(y))dy seklinde tanéimlanan 7 : C[a,b] — C|a,b] operatérii

a

kompakttir.

Ornek 2.2.3: Birim operatdr /(x)=x smurldir. Ancak sonsuz boyutlu uzayda kompakt

degildir. Birim yuvar sinirlidir, ama kompakt degildir. Ciinkii birim operator sinirli birim

yuvar1 kompakt olmayan birim yuvara doniistiiriir.
3. ZAMAN SKALASINDA LINEER OLMAYAN n-NOKTA PROBLEMLERININ
COZUMUNUN VARLIGI

Bu bolimde

(pyv)A(t)_q(t)y(t)Jfh(t)f(fay(l))=0, L <t<t,



n—1

ay(t,)-pBp)y" ( Za ¥(t,)

n—1

yy(t,)+6p(1, Zby

ikinci mertebeden lineer olmayan Sturm-Liouville n-nokta sinir deger problemini ele
alacagiz. Amacimiz bu sinir deger probleminin zaman skalasinda bir, iki ve li¢ tane pozitif

¢Oziimlerinin varligi ile ilgili kosullar incelemektir.

3.1 Green Fonksiyonu

Kabul edelim ki

(pyv)A(t)‘q(f)y(’)+h(f)f(fay(f))=0, 6 <t<t, (3.1.1)

n—1

ay(t,)-Bp)y" ( Za (1)
(3.1.2)

n—1

yy(t,)+6p(1, Zby

sinir deger probleminde p, g fonksiyonlari, o, f,y,0 sabitleri ve a,, b, katsayilar1 igin
asagidaki kosullar saglansin.

D.q: [l,n] (0,00), peC® [1,n), qu[t],n] (3.1.3)
teT i, ie{l,2,3,..,n} i¢in 1 <t,<...<f ve

a,B,y,6€[0,), ay+as+py>0, a,bel0,0), {23, . .n-1} (3.1.4)
olmak iizere f :[0,00) —)[0,00) fonksiyonu i¢in

fo;z hmM f :zlmf('vy)

y—=0" y Yoo y
seklinde olsun. Burada sag-yogun siirekli 4 :[¢,,¢,] —[0,%) fonksiyonu igin baz1 kosullar

elde edilecektir.

Ik 6nce ikinci mertebeden simir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu inceleyecegiz.



(2") ()-a()y(0)+u(t)=0. <1<y, (.1.5)

ay(tl)_ﬂp(tl)yv (t1)=0
7/y(tn)+5p(tn)yV (tn):o

sinir deger probleminde «, f,y,0 reel sayilar ve |a| + | ,[7’| #0,

(3.1.6)

y|+|5| # (0 olsun.

Once
(2" ) ()=a()y(r)=0.  re[n.s,) G.17)
homojen denklemin goziimleri ¢ ve y olmak iizere
()= p)v (4)=«a (3.1.8)
#(t,)=06.  p(t,)8"(t,)=-7 (3.1.9)

olsun. O zaman ¢ ve y (3.1.6) nin birinci ve ikinci kosullarini saglar.

Tanmm 3.1.1: (3.1.7) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii y vez olsun. Bu iki ¢6ziimiin
Wronskian® 1her re T * jcin 7 (t)=p(7) £ (t) olmak iizere

W,(y.2)=p(1) 2 (1) =y (1) 2(7)

seklinde tanimlanir.

Lemma 3.1.1: (3.1.7) denkleminin herhangi iki ¢oziimiiniin Wronskian’ 1 sabittir.
Ispat: (3.1.7) denkleminin iki ¢6ziimii y vez olsun. Her re T * icin

(.20 = (1) 2 ()~ (1)=(0)

saglanir.



Teorem 2.1.13’ten yA(f):yV(O'(t)) ve ZA(t):ZV(O'(t)) Oldugundan{Wt(y’Z)}A:O

elde edilir. Buradan da W, (,z) = sabit bulunur.

Simdi
d=-W(y.4)=p()y" (t)¢(t)-p()w(1)¢" (1) (3.1.10)
olsun. Herhangi iki ¢6ziimiin Wronskian’ 1 ¢’ den bagimsiz oldugundan Z=1f ve =1,

alip (3.1.8) ve (3.1.9) siir kosullarini kullanirsak
d=ap(t,)-Bp(t)¢" (4)=rv(t,)+op(t,)v" (1,) 3.1.11)
elde edilir.

Lemma 3.1.2: d #0 olmasi igin gerek ve yeter sart (3.1.7) homojen denklemini saglayan

agikar ¢oziimiin var olmasidir.
ispat: Eger d =0 ise (3.1.8) ve (3.1.11) den ¥(?) fonksiyonu (3.1.6) ve (3.1.7) smr
deger probleminin asikar olmayan ¢oziimiidiir.

d #0 olsun. (3.1.7) denkleminin ¢oziimleri #(¢) ve ¥ (¢) idi. (3.1.6) ve (3.1.7)’ nin
herhangi bir ¢dziimii bu ¢dziimlerin lineer kombinasyonu olacagindan ¢;,¢, sabitler olmak
iizere y(t)=cé(t)+cw (1) seklindedir. Bu ¢oziime (3.1.6) smur kosulunu uygulayip
(3.1.8) ve (3.1.9) ile diizenlersek
a(c1¢(t )+c21,//(t ))—,Bp(t )(cl¢v (t )+czl,//V (tl)) =0
acd(t )+0wz'//( ) p(t)ed” (4 ) p(t)ey” (1)=0
e, (ay (1)-Ap(1)v" (1)) =0

¢, (e (1)~ (%)

cl(a¢( p(t)¢ )+c2 aff - fa) =
cl(a¢( p(1)¢ )=0

¢ =0

ve

y(cd(t,)+ew (1,)+op(t)(ad” (1) +ew’ (1)
yad(t,)+rey(t,)+p(t,)as” (t,)+5p(t,) e



a(rp(1,)+5p(1,)¢" (1,))+c, (1h(1,)+p(1,) 4" (1,)) =0
¢ (75 - 57)+c2( ( )+5p(t,)¢" (,))=0
( )+op(t, (tn)):O
c, =
bulunur. O halde ¢, =c¢, =0 ise y(¢) asikdr ¢oziimdiir.
Lemma 3.1.3: Kabul edelim ki y, ve y, (3.1.7) denkleminin ¢6ziimleri olmak tizere

homojen olmayan

(") () =a(6) y(t)=h(2) (3.1.12)
denkleminin ¢dziimii z, , T * > da sabit nokta ve ¢, ¢, sabitler olmak iizere
y()=ep (1) +e(t ——I[yl ¥ (s () (s) (3.1.13)

seklindedir.

Ispat: Ozel ¢oziimiin
(1) == [ [0 (02 (5)= 1 (5) 7 (O () s (3114

oldugunu gostermek yeterlidir.



(== 1[0 (0 (5) -3 (5) 0" () (s

(p(0)=" (1)) = (-g J(p(e) 3" (1)) p(2) 3 (5) (r))h@)mj

ty

=—§[p<a<z>>yﬁ<a<t>>yz(t>—p<a<t>>yl<r>yi(a(r))Jh<t>

__I( 7 (1) »a(s)=n(s )(P(f)yzv(t))A)h(s)As

=—l[p(a(r))yﬁ(a<z))yz (1)=p(c®) (1) 3" (c®)]h(1)

d

——j )= (s)a (1), (1)) h(s)As
Buradan

(P(1)=7 (1)) ~a(1)z()= —%[p(ff(f))ylv (e0)3: ()= p(e®) 2 ()" (o) |A(1)

_§j’(yl (f)yz (S)_Jﬁ(s)yz (t))h(S)AS+§I(y1 (t)y2 (S)—yl(s)y2 (l‘))h(s)As bu

=h(r)
lunur. Béylece (3.1.12) denkleminin ¢éziimii (3.1.13) seklindedir.
Lemma 3.1.4: (3.1.3) ve (3.1.4) saglansin. Eger d # 0 ise homojen olmayan sinir deger

problemi (3.1.5) ve (3.1.6) sinir deger probleminin tek y ¢oziimii

te[p(t).,] igin y(t J.Gts u(s)As

4

seklindedir. Burada

). e
o) {WW), o)

d
Green fonksiyonudur.

tn

S
t<t,

(3.1.15)

INIA
IAN A

t
N

IAN A

Ispat: d #0 kosulunda homojen (3.1.7) denkleminin ¢(¢) ve y (¢) lineer bagimsiz iki
¢ozlimii idi. O halde homojen olmayan (3.1.5) denkleminin genel ¢6ziimii c,,c, sabitleri

i¢in



y(t) = cl¢(t)+czl//(t)—%j[ﬂs)y/(t)—¢(t)t//(s)]u(s)As (3.1.16)

seklindedir. Burada ¢, ve ¢, bulunacaktir. Bunun i¢in (3.1.6) smir kosullar1 saglatila-
caktir. (3.1.16) denkleminden

1 t
y[v](t):cl¢[v](t)+czy/[v](t)—g [[#()p™ (1) =" () (s) Ju(s)As (3.1.17)

4

elde edilir. Birinci siur kosulu ¢ =¢, i¢in

2 (1) =)+ e ()L [0 ()90 (5Ju(s) s

= Cl¢(t1 ) ToY (tl)
= Cl¢(t1 ) +o,p

ve
() =™ (1) + ™ (tl)—gfw(é‘)l/f[vl ()-8 1)y (5) |u(s)As
=" (1) + e (1)

=" (1) + e,

olur. y(1)"i & vey!™!(z)" ide 4 ile ¢arpip toplarsak
a(ep(t)+e.8)-Bcd™ (1) +e,a)=0

ac(t,)+ac,p-ped” (1)-pea =0
¢ [0{¢(l‘1 ) _:B¢[V] (t] )} =0

elde edilir. Diger taraftan d #0 oldugundan ¢, =0 olur. O zaman (3.1.16) ve (3.1.17)

denklemleri
y(t) = czt//(t)—%j.[ﬂs)l//(t)—¢(t)l//(s)]u(s)As (3.1.18)



halini alir. Buradan

y(t,) =y (1 ——J[¢ #(1,)v (s) Ju(s)As
(e = ey, )‘%T[(Zﬁ(s)l//[v](tn)—qﬁ[v](tn)w(s)}u(s)As

bulunur. Ikinci sinir kosulundan

0=yy(t,)+ oy (z,)

—7{02‘// ——j[¢ )l//(s)]u(s)As]
+5(c2w1<tn>—g j [¢<s>wm(a)—W(tn)w(s)]u(s)AsJ
=yew (1 I [#(s)w (1,)=4(1,)p (5) Ju(s) As

et (rn>—§T[¢<s>w<r,,>—¢m<rn>w<s>]u<s>m

=c,d —j¢(s)u (s)As

elde edilir. Buradan
1%

.= g J90)(s)

olur. Bu degeri (3.1.18) denkleminde yerine koyarsak



elde edilir.

Lemma 3.1.5: (3.1.3) ve (3.1.4) saglansin. O zaman ¢ ve y fonksiyonlar1 i¢in
v ()20, tel p(4).t, ] #(1)20, te] p(4).1, ]

v (t)>0, te(p(t).L, ] #(1)>0, te[ p(4).t,)

(" (120, te[p(t)1,]  p()F (<0, re[p(1).1,]

saglanir.

Ispat: Atic1 ve Guseinov’ un (2002) makalesindeki Lemma 5.1° in ispatina benzer olarak

yapilabilir.

Simdi D ’yi asagidaki gibi tanimlayip bazi sonuglar elde edelim.
n-1 n—1
—2ay(t) d-X ad(t)
j i=2

n—1 n—1

d- by (1) —;lw(tl_)

olsun.

Lemma 3.1.6: (3.1.3) ve (3.1.4) saglansm. Eger D#0 ve ueC,[t,t,] ise homojen

olmayan (3.1.5) denklemi ile (3.1.2) sinir kosulunun tek bir y ¢oziimii



te[p(tl),tn] icin y(t)zIG(t,s)u(s)As+A(u)l,u(t)+B(u)¢(t) (3.1.19)
seklindedir. Burada G(¢,s) Green fonksiyonu ve
n—1 Iy n—1
ZaiIG(ti,s)u(s)As d—Zal¢(ti)
A(u):z% 21 12 (3.1.20)
Zb[IG(l‘i,S)M(S)AS —Zbigé(t[)
=2 i=2
n-1 n-1
_Zail//(ti) ZaiIG(t[,s)u(s)As
B(u):z% - c (3.1.21)
d=Yby(t) 2b[G(t.s)u(s)As
i=2 =2 4
seklindedir.

Ispat: y ¢oziimii (3.1.19) daki gibi olsun.

1 fw(t)¢(s)”(S)AS +Ay (1) + Bp(t)

)= [0 () ase g

t

A ve B sabitlerdir. Bu ifadenin V —tiirevini alir ve p ile carparsak

»¥ (1) z@j‘w(s)u(s)m +#]L¢(S)u(s)As +Ay” (1)+ Bg" (1)
py'(t)= @j‘w(s)u(s)m+ pl//; (t) i!n.¢(s)u(s)As+ Apy” (t)+ Bpg® (1)

4

bulunur. Bunun da A —tiirevini alirsak

A v Aol v
(2" (1) :M [W(s)u(s)As+p"’d(t)w(f)u(r)
+(W;(t)) f #(s)u(s)as—E W;(t)¢(t)u(t)+A( pv" (1)) +B(pg" (1))’
olt)

olur. Teorem 2.1.5° 1 kullanirsak



+a (1) (Ay (1)+ B4 (1))

denkleminden ( 20 )A (t)=q(t)y(t)—u(r) elde edilir. Buradan

y(t) :@]¢(S)u(s)As+Aw(tl)+B¢(t1)
p(6)y" (4 I¢ s)As+Ap (6 )y " (1) +Bp(4)4" (1)

denklemlerini sirasiyla & ve—/ ile carpip toplarsak

Blag()-Bp(t, Za UG t,,5)u(s)As + Ay (1,)+ B4 (1, )J

olur. Diger taraftan

y(t,) :Mifl//(s)u(s)As+Al//(tn)+B¢(tn)

d 4

()" () = 2Ny () a0, (1) B 1) ()

denklemlerinden

(3.1.22)

A[}/l//(tn)-i-ﬁp(zn)wv(tn)]:gbi{ifG(ti,s Ju(s)As+ Ay (t,)+ Bo(t, )J (3.1.23)



bulunur. (3.1.22) ve (3.1.23) u birlestirsek

_Anz_l:ail//(ti)+B|:a¢(tl)—ﬂp(tl)¢V(tl) Z_: } ia ('[G (2,,8)u }

i=2 i=2

A{yw(tn)+5p(tn)t//v(tn)—ibit//(ti)}—ngigﬁ Zb(J.G (s )ASJ

elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin ¢Sziimiinden 4(u) ve B(u) katsayilar: bulunur.

Lemma 3.1.7: (3.1.3) ve (3.1.4) saglansin.

n-1 n—1
D<0, d-Y a¢(t)>0 d->by(4)>0 (3.1.24)

sartlar1 saglansin. Eger ueC, [tl, n] ve u>0 1ise (3.1.19) daki y c¢oziimi
tet,t,] i¢in y(¢)=0 kosulunu saglar.

Ispat: Lemma 3.1.4 ile Lemma 3.1.5’ ten ve kabullerden biliyoruz ki Green fonksiyonu
[p(t).t, ]x[ p(1,).2,] de G(t,5)=0

dir. (3.1.3) ve (3.1.4) ile (3.1.20) ve (3.1.21)’ deki A(u) ve B(u)’ nun tammlarindan
A(u)=0 ve B(u)=0

saglanir.

Ornek 3.1.1: Kabul edelim ki (3.1.24) saglanmasin. Ornegin

n=3, p(t)=l=a=y, q(t)=0=p=6=a, ve ,=0

olsun. O zaman

v () +u(t)=0, t,<t<t, y(4)=0 y(t;)=by(1,)

w(t)=t, d=t;, ve D=t,(bt,—t,)

bulunur. Eger D >0 1ise by, >, olur ve pozitif ¢dziim yoktur.

Lemma 3.1.8: (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.24) saglansin.

p(t)<& <& <t, igin &,5¢ T

sabit olsun. Eger ueC,[f,t,] ve u>0 ise (3.1.19) daki y ¢oziimii igin

min y(6)2Ty] ve [y]=

te[&.,5] a ]y(t)

ze[p



saglanir. Burada

_) (&) vlé)|
- {«ﬁ(p(a))’w(rn)} o

dir.

(3.1.25)

Ispat:

||y|| = max UG(t,S)u(s)As+ A(u)l//(t)+B(u)¢(t)]

el o) ]| )
=[G (s5)ue(s) s+ Ay (1) + B()$((5)

olmak tizere (3.1.3), (3.1.15) ve Lemma 3.1.5” ten
te[ p(t).t,] isin 0<G(t,5)<G(s,9) (3.1.26)

saglanir. Buradan

t

Vit e[p(tl),tn:l i¢in y(t)SjG(s,s)u(s)As+A(u)l//(tJ+B(u)¢(p(tl))

h

elde edilir. £ €[&,&,] igin

>T (3.1.27)

esitsizligi saglanir. (3.1.25) deki I' i¢in

y(t):jG(st)) G(S,S)u(s)As+A(u)w(t)+B(u)¢(t)

4

tn

> jFG(s,s)u(s)As+A(u)w(§1)+3(u)¢(§z)

]



2TFG(S,S)M(S)AHA(M)Z%?;l//(tn)+B(u) ) 5000)

> ]ZFG(s,s)u(s)As+A(u)Fw(tn)+B(u)F¢(P(f1))

4

2FUG(S,S)L{(S)AHA(u)l//(fn)+B(“)¢(p(t1))

4

Ty
dir.

3.2 Koni Uzerindeki Sonuglar

Kabul edelim ki sag-yogun siirekli /:|1,,z,]—[0,00) fonksiyonu 6yle ki

t.e(o(4).p(t,)) isin h()>0 (3.2.1)
sartin1 saglasin. Lemma 3.1.8” den dyle &,&, vardirki & <¢<¢&, olmak lizere

-
te(p(tl),tn) icin IG(t,s)h(s)As>O
=

saglanir. " (3.1.25) deki gibi &, &, *ya bagh olarak tanimlanan sabit olsun. 7 € [cf],fz] i¢in

&
[G(z.5)h(s)As= Jmin, J.G (t,5)h(s)As >0 (3.2.2)
é‘] 1> 2

tanimlansin. G(t,s) Green fonksiyonu, 4 ve B (3.1.20) ve (3.1.21)’ de tanimlanan sabitler

olmak tizere

K= TG(s,s)h(s)As+A(h)w(tn)+B(h)¢(p(rl)) (3.2.3)

h

sabiti tanimlansin.

S ile C [p(tl),tn] Banach uzay1 gosterilsin ve ||y]:= [sup ‘ y(t ‘ olsun. P — S konisi



P = {y esS: [p(tl),tn] icin y(t) >0 ve [51,52] icin y(t) > F||y||} (3.2.4)
seklinde verilsin.

y ¢Oziimiiniin (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin ¢6ziimil olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 7 € [p(tl),tn] icin

()= G(e.8)(5) £ (5.3(5) s+ A(hF (o)) (1) B ()60

4
olmasidir.

yveP igin T:P— S operatorii

(Ty)(¢) = TG(t,s)h(s)f(s,y(s))As+A(hf(.,y))t//(t)+B(hf(.,y))¢(t) (3.2.5)

4

seklinde tanimlansin. Eger y € P ise (3.1.26)’ y1 kullanirsak ¢ € [51,52] icin

(1)) = [ (s) £ (5(9) a5+ (1 ) 1)+ B0 ()0

< [G(s.5)h(s) £ (5.7(s)) As+ A(Rf (.3))w (2,)+ B(hf (-3)) (0 (1))

4



elde edilir. Ayrica

> ;iLFG(s,S)h(s)f(s,y(s))As+A(hf(.,y))1"l/,(tn)_,_B(hf(_’y))rgé(p(tl))

zr@G@,s)h(s)f(s,y(s))As+A(hf<-,y>>w<rn>+B(hfc,y))«f(p(a))j
> |7

saglanir. O halde 7': P — P bir operator olur.
Teorem 3.2.1: (3.2.5) de tanimlanan 7 operatorii tamamen siireklidir.

Ispat: Ispat icin Arzela-Ascoli teoremini kullanalim.

Vte [p(tl),tn] ve VTyeP igin ¢ = KHf(,y)H olmak iizere (3.2.3) ile

(1)) = [ (0) £ (5(9) s+ (1 )01+ B0 ()0

(7v)(r)| =

IG(t,s)h(s)f(s,y(s))As+A(hf(.,y))w(t)+B(hf(.,y))¢(t)

<

+|A( () () +[B(A7 (.3))|6(1)

]LG(t,S)h(s)f(s,y(s))As

S\V(-J)MG(SaS)h(S)AS+A(h)W(fn)+B(h)¢(P(fl))J
=K/ ()

=C

olur. O halde T operatorii ayn1 dereceden sinirlidir.



‘tl —t2‘<5, vi,2e[p(t).t,] ve ¥V TyeP igin ‘G(tl,s)—G(tz,s)‘<€l,

() v ()<

¢(t1 ) - ¢(t2 )‘ < &, olmak iizere

&= Hf(.,y)”.(gl]ih(s)m+52.A(h)+g3.B(h)J

h

alinirsa

()1 () -

].G(tl,s)h(s)f(s,y(s))As+A(hf(,,y))y/(;l)+B(hf(.’y))¢(11)

_ijc(zz,s)h(af(s,y(s))m—A(hf(-,y))w(f)—B(hf (-2)#()

tn

.[(G(tl,s)—G(tz,s))h(s)f(s,y(s))As

]

+A( () (v (1) =w () + B () (#(1) -4 ()

<ég. ifh(s)f(s,y(s))As +£2.‘A(hf(-,J’))‘+53-‘B(hf('>y))‘

h

< Hf(.,y)H.Lglijh(s)As +52.A(h)+g3.B(h)J

=¢
elde edilir. Buda 7' operatoriiniin ayn1 dereceden stirekliligini gosterir. O halde T

operatdrii prekompakttir. 7 €[&,&,] igin

(19)(1)= G (1.8)(5)  (5.3(5)) s + A (-0 (1) B3 ()01

tammindaki  G(7,s), f(s,y(s)), h(s) ve w(t) ile ¢(r)’ nin siirekliliginden 7T
operatoriiniin siirekliligi elde edilir. Ayrica 7:P — P operatorii P igindeki her siirh
kiimeyi yine P icindeki prekompakt kiimeye doniistiiriir. O zaman 7 operatorii P
tizerinde kompakt bir operatordiir. Sonugta 7 operatorii hem siirekli hem de kompakt

oldugundan tamamen siireklidir.



Tamm 3.2.1: (Deimling (1985)) X bir Banach uzayi, Qc X agik smirli bir kiime,

F:Q — K kompakt operatér ve I birim operatdr olmak iizerey ¢ (1 —F)(0Q) olsun.
Asagidaki ozellikleri saglayan ve (I - F.Q, y) ticliislini Z tamsayilar kiimesine gétiiren
D, ; fonksiyonuna Leray — Schauder derecesi denir.

(D1) yeQiginD,s(1,Q,y)=1 dir.

(D2) Q, ve Q,, Q" nin ayrik agik altkiimeleri ve y & (1 - F)(Q\(Q, LQ,))

oldugunda D, (I-F,Q,y)=D,;(I-F,Q,,y)+ D, (I -F,Q,,y) dir.

(D3) H:[O,l]xﬁ—)X kompakt, y:[0,1]— X siirekli ve [0,1] iizerinde

y(t) ¢ (I—H(t,.))(@Q) oldugunda D, (I—H(t,.),Q,y(t)), te [0,1] ’den bagimsizdir.
Tamm 3.2.2: X bir Banach uzayi, Pc X bir koni, Qc P agik kiime, F QP
kompakt ve Fix(F)= {x F(x)= x} olmak iizere Fix(F)noQ=2 olsun. Eger P
tizerinde Rx=x olacak sekilde R:X —> P siirekli doniisimii var ise
D, (I—FR,R‘I(Q),O) sayist X’ ten P’ ye orten her R fonksiyonu i¢in aynidir. Bu
saylya, kompakt F i¢in P’ ye gore ) {izerinde sabit nokta indeksi denir ve kisaca
i,(F,Q) ile gosterilir.

M ={(F,Q,P):Pc X, R: X — P siirekli, Q c P agik, F:Q —> Pkompakt ve
Fix(F)noQ =} olmak tizere i,:M — Z seklindedir.

Lemma 3.2.1: (Lan (2001),Guo (1988)) P, S Banach uzayinda bir koni olsun. B,

S’ nin agik ve siirh alt kiimesi olmak tizere B, =BNP#C ve B , # P saglansin. Kabul
edelim ki T:B , — P operatorii kompakt ve VyedB, i¢in y#Ty olsun. O zaman
asagidaki kosullar saglanir.

i. Eger ye0B, igin |1y <|y| ise i,(7.B,)=1 dir.

ii.Eger Vy € 0B, ve A>0 i¢in y#Ty+An olacak sekilde 7 € P\{0} varsa i, (T, Bp) =0

dir.



.U, P’ nin iginde U , B, sartim saglayan agik kime olsun. Eger
i, (T,Bp) =1 ve i (T,Up) =0 ise T operatdriiniin Bp\(Tp > de bir sabit noktas1 vardir.
Aymi sekilde i, (T,Bp):O ve i, (T,Up)zl icin de T operatdriiniin Bp\U_p’ de bir

sabit noktasi vardir.

(3.2.4) denklemi ile verilen P konisi ve herhangi bir » reel sayisi i¢in konveks

kiime
p={yepi<r]

ile gosterilsin. (3.1.25)° de tanimlanan I' i¢in

Q, = {yeP:g{n@%g}y(t)<Fr}

olarak tanimlansin.

Lemma 3.2.2: (Lan (2001)) Q_ kiimesi i¢in asagidakiler saglanir.
1. Q ,P’ye gore agiktir.
. B,cQ cP

1. y € 0Q), olmasi icin gerek ve yeter sart r[r;irfl] y(t) =Tr olmasidir.
te|gi .o

iv. Eger ye0Q, ise te[&,&,] i¢in Tr<y(z)<r olur.

[leride kullanacagimiz notasyonlar su sekildedir.

Jo = min{ min M:y € [Fr,r]}

t€[§1,§2] r

fe[/’(’l )’tn:' r

f
f“=1lim sup max f( y)
y—a te[p(tl)’tn] y

S = max{ max f(.7) ye [O,r]}

£ =lim inf min /(.7 (a:=0",00)

y—>a te[.6] y



Asagidaki iki lemmada f fonksiyonu i¢in i, (T,P.)=1 ve i (7,Q,)=0 olma sartlarim
garantileyecegiz.
Lemma 3.2.3: K, (3.2.3)” deki gibi tanimlansin. Eger

1 ..
forSE ve yeoP i¢in y#Ty

sartlar1 saglanirsa 1, (T,P)=1 dir.
Ispat: (3.1.20) ve (3.1.21)’ de tanimlanan 4 ve B icin
[(nf ()< AW ()]

B# (2))] B ()]

saglanir. y € OP. i¢in (3.1.26)’ y1 kullanarak

(7v)(1) = TG(f,S)h(S)f(S,y(S))AS+A(hf(-,y))lﬂ(f)+B(hf(~,y))¢(t)

h

< Hf(-ay)HUG(S,S)h(S)AHA(h)l/f(tn)+3(h)¢(ﬂ(f1))}

bulunur. Buradan yedP. icin ||Ty||£||y|| elde edilir. O halde Lemma 3.2.1 (i) den
i,(T,P)=1 dir.

Lemma 3.2.4: 7, (3.2.2)" deki gibi ve
&

M™ = [G(z,5)h(s)As (3.2.6)
S
olsun. Eger

Jo.2MD ve yeoQ, icin y#Ty

saglanirsa i, (7,€2,)=0 dur.



Ispat: e[ p(t),1,] i¢in 5(r)=1 olsun. O zaman 7 €dF, dir. Kabul edelim ki dyle
y,€0Q ve A, >0 vardirki y, =Ty, + A,n saglanir. t e [fl,cfz] igin

v.(1)=(Ty.) () + An 1)

)
> jG(t,s)h(s)f(s,y(s))As+l*
§1
§2
2MFrIG(r,s)h(s)As+/1*
Sgl
>T'r+ A4,

olur. Buradan da T'r>T'r+ A, bulunur. Bu ise ¢eligkidir. Sonug olarak

y,€0Q ve A,>0 i¢in y, #Ty, +An dir. O halde Lemma 3.2.1 (i1)’ den

i, (7,Q,)=0 dr.

3.3 Bir veya ki Coziimiin Varhg

Bu bdliimde, Boliim 3.2°deki lemmalar1 kullanarak (3.2.5) ile verilen T operatdriiniin
P konisindeki sabit noktalar1 ele alinacaktir. Bu sabit noktalar (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger
probleminin pozitif ¢dzlimleri olacaktir.
Teorem 3.3.1: I" (3.1.25) ,K (3.2.3) ve M (3.2.6)’ daki gibi olsun. Kabul edelim ki
¢,c,c;€R, 0<c <I'c, ve ¢, <c; sartlarini saglayan sabitler olmak tizere
(Hl) 0"‘,f{~‘£% , Jro 2MD, yeoQ, igin y=Ty
veya ¢,c,,c,€R, 0<¢ <c, <I'c; icin

e

saglansin. O zaman (3.1.1) ve (3.1.2) smir deger probleminin (3.2.4) deki P konisinde iki
¢Oziimii vardir. Bununla beraber eger (H1) kosulundaki f;' s% yerine  f)' < e

alimirsa (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin ii¢ tane pozitif ¢éziimii vardir.



Ispat: Kabul edelim ki (/2) saglansin. (H1) saglandiginda da benzer sekilde yapilabilir.
T operatériiniin 0Q2, veya F, \ﬁq de sabit noktasi oldugunu géstermeliyiz. Lemma
324teneger ye0Q, WOQ, i¢in y=Ty ise i, (T,Qc1 ) =0 ve i, (Tan3 ) =0 elde
edilir.

I <— ve yeolf, i¢in y#Ty

oldugundan Lemma 3.2.3’ten i, (T P, ) =1 dir. Lemma 3.2.2 (ii) den Q, < P, < P, dir.
Simdi ch c P, oldugunu gostermeliyiz. Q <P, oldugundan §_2q c 13CI dir.
Ve Q_C1 alalm. ye ﬁcl ise ye 1361 bulunur. Bu iseye P igin ||y|| <¢ <c, den
|| y||<c2 olmasidir. O halde y e F, dir. Bu da istenileni verir. Lemma 3.2.1 (iii) den T
operatdriniin P, \ﬁc, de sabit noktasi vardir.

Lemma 3.2.2 (if) den P, c R, <€, saglamr. Simdi Iz < Q. oldugunu gostermeliyiz.

yerl, ise || y|| <c, olur. c,<I'c; <c, oldugundan || y|| <c, ve

IEH y(t)< sup y(t)=|y|<c, elde edilir. Boylece P, bulunur. O halde Lemma
te A tel£.5) 2

3.2.1 (ii1) den T operatdriiniin € \Ez de sabit noktasi vardir.

Sonug 3.3.1: Kabul edelim ki dyle bir ¢ > 0 sabiti vardir ki
(H!') 0<f% 1 <— , S =MD, yedQ, igin y=Ty
veya

(H2') M<f,,f, <=, fo"S% , yeEOP iciny=#Ty

saglansin. O zaman (3.1.1) ve (3.1.2) smir deger probleminin P konisinde iki ¢dzimii

vardir.

spat: 0< f° <% ise dyle bir ¢, sabiti vardir ki ¢, €(0,I¢) igin f;’ <% saglanir.



0< £~ <% olsun. 7 € (fw,%j alalim. O zaman Oyle bir » >¢ vardir ki y e [r,oo) igin

f(t,y)Sz‘y saglanir. ,B=max{f(t,y):0£y£r} Ve ¢, >(1L olsun. O
_Tj

K
halde

ye[O,c3] icin f(t,y)STy+,BSTc3+ﬂ<%c3

elde edilir. Buradan da f;* < 1 bulunur ki bu da (H1) kosulunu verir.
Teorem 3.3.2: Kabul edelimki ¢,c, e R, 0<¢ <Ic, sabitleri i¢in
(H3) fy s% ve fr, 2MID
veya ¢,c, €R, 0<¢ <c, i¢in

re,

C C 1
(H4) [ =MD ve fi<—

saglansin. O zaman (3.1.1) ve (3.1.2) smir deger probleminin bir tane pozitif ¢dziimi
vardir.

Ispat: Burada (H3) kosulunun (H1)’ e ve (H4) kosulunun (H2)’ ye esit olacagini
sOylemeliyiz.

Lemma 3.2.4” ten eger yedQ), i¢in y=Ty ise i, (T, ch):O oldugunu biliyoruz.
Benzer sekilde Lemma 3.2.3° ten eger y € 0P i¢in y#Ty ise i, (T, P, ) =1’dir. O halde
Lemma 3.2.1 (ii1)” den 7' operatdriiniin P, \Q_C1 icinde sabit bir noktas1 vardir.

Sonug 3.3.2: Kabul edelim ki
(H3) 0<jf° <% ve M<f, <o
veya

(H4) 03f°°<% ve M<f,<o



saglansin. O zaman (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin bir tane pozitif ¢éziimii

vardir.

3.4 U¢ Coziimiin Varhg

(3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin en az {li¢ pozitif ¢o6ziimii oldugunu ispatlamak

icin asagidaki Leggett-Williams sabit nokta teoremini kullanacagiz.

@:P—>[0,0), @(y)= I[r;irgl]y(t)

stirekli konkav fonksiyonel olsun. Ayrica
p={yepilbl<c)

P(w,a,b)::{yeP: aSw(y),

<5}
seklinde tanimlansin.

Teorem 3.4.1 (Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi) : P, S reel Banach uzayinda bir

koni, T': }_’L — E operatorii tamamen siirekli ve @, P iizerinde negatif olmayan siirekli
konkav fonksiyoneli igin y e P ise @ (y)<||y| olsun. Kabul edelim ki 0<a<b</<c

sabitleri i¢in asagidaki kosullar saglansin.

i {yeP(w,b,l):w(y)>b}¢@ ve VyeP(w,b,l) i¢in @(Ty)>b
il. ||y|| <a i¢in ||Ty|| <a
iii. Eger y € P(@,b,c) ve |Iy|>1 ise @(Ty)>b

O zaman T operatoriiniin P, iginde

||y1||<a, w(y2)>b, a<||y3 , w(y3)<b

olacak sekilde en az {i¢ tane sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.4.2: Lemma 3.1.8 deki &,¢,, (3.1.25) deki I', (3.2.3) deki K ve (3.2.6) daki

M ’ yi alalim. Kabul edelim ki 0 < a < b sabitleri i¢in asagidakiler saglansin.



i.‘v’te[fl,fz] ve ye{b,%} icin f(t,y)ZbM

i.Vte [p(tl),tn] ve ye [O,a] icin f(t,y) <%
iii. Asagidakilerden biri saglansin.
f(ty) 1

A. llm max ———~<—
y—owte p(t)it, | y K

B. Oyle bir ¢ sabiti vardir ki ¢ >% olmak tizere

Vte [p(t] ),tﬂ] ve yel0,c] i¢in f(z,y) <% dir.
O zaman (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin

Yy, v €P igin |y|<a, ti[r;li,r;z]yz(t)>b ve a<|y| igin ter[néi’g]yS(t)<b olacak

sekilde en az li¢ pozitif ¢oziimii vardir.

Ispat: (3.2.5) ile verilen T operatoriinin (3.2.4) deki P konisinde sabit noktalari

oldugunu Teorem 3.4.1° 1 kullanarak gosterecegiz. Teoremin ispati i¢in / =§ alalim.
Amac 1: Eger (A) kosulu saglanirsa dyle bir ¢ vardir ki ¢ >/ ve T:P — P dir. Eger

L . . . .. .
lim max LJ/)<L ise Oyle bir @ vardir ki >0 ve g<l icin eger y>46 ise
y—ote] p(h)it, | y K

f(ty)

max
te] (1)1, ] y
A= max{f(t,y): yel0,6], te [p(tl),tn]}
olmak tizere

y=>0 ve te[p(tl),tn} i¢in f(t,y)Sgy+/1

< & dur.

elde edilir. ¢ > max Z’IL segelim. O zaman y € P. oldugundan
——¢
K



1= e G005 (5.3 (5)) s A0 ()0 B0 )0

(el 2)| s | G(r,s)h<s>As+A(h)w(t)w(hw)}
<(elyl+2)K

<e|y|K+aK

<ecK +c(1-€K)

=c

olur.

O halde ||Ty|| <c ise Tye P, ve T:P. — P elde edilir.

Amac 2: Eger pozitif » sayist y € [O,r] olacak sekilde varsa

te[p(tl),tn] icin f(t,y)<é

saglandiginda T: P, — P, dir. Eger y e P. ise

7= tegnpg};;]th(fas)h(s)f (5.3 (s))As+A(f (. 0))v (1) + B(4 ()¢ 1)

<% te[mp(?ﬁ”];'?G(t,s)h(s)As+A(h)1,y(t)+B(h)¢(t)J

=r
olur. Sonug olarak ||Ty|| <r ise T:P — P dir

Bu iki ispatla eger (A) veya (B) kosulu saglanirsa oyle bir ¢ sayis1 vardir ki ¢ >/ ve

T:P — P oldugu gosterildi. Amag 2’ de r=a alirsak ve (i)’ yi kabul edersek
T:P — P, bulunur.

Amag 3: {y eP(w,bl):@(y)> b} #Q ve VyeP(w,b,l) i¢in @ (Ty)>b oldugunu
gosterelim. Burada y(r) :¥ alalim.

yeP(zU,b,l):{yeP:bSZU(y),

y| <1} igin b </ oldugundan b < (y) ve |y <!

saglanir. O halde {y € P(,b,1):@(y)>b}# D dir. Simdi y e P(@,b,l), 7 (3.2.2)



ve M (3.2.6) daki gibi olsun. (i)’ yi kullanirsak

@ (Ty) = mln IG t,8)h(s )f(s,y(s))As+A(hf(.,y))t//(t)+B(hf(.,y))¢(t)

tel.6]

> min IG (t,5)h(s )f(s,y(s))As

tel&.6]

oM

M
=b

oldugundan @ (Ty)>b saglanir.

Amag 4: Eger yeP(w@,b,c) ve |Iy|>1 ise @(Ty)>b dir. I' (3.1.25) deki gibi bir

sayt ve  T:P—>P  bir operatér olsun. Eger yeP(w,b,c) ve |[Ty|>] ise
@(Ty)=

kosullart saglandigindan (3.1.1) ve (3.1.2) sinir deger probleminin en az ii¢ tane pozitif

[5 ](T y) > F”T y|| >T'l=b olur. Leggett-Williams sabit nokta teoreminin tiim

¢Oziimii vardir.



4. SONUC

Bu tez caligsmasinda ikinci mertebeden lineer olmayan Sturm-Liouville n-nokta sinir
deger problemi ele alinmistir. Lan ve Guo tarafindan verilen bir lemma ve Legget-
Williams sabit nokta teoremi ile koni iizerindeki bir, iki ve ii¢ pozitif ¢éziimiin varlig

incelenmistir.
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