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OZET
SINIR ELEMANLARI METODUNDA ZAMAN INTEGRALLERI

Yildirim, Seda
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ABD
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Murat SARI

Agustos 2006, 112 sayfa

Siur Elemanlart Metodu, kimi uygulamali matematik problemlerini ¢ézmede
kullanilan 6nemli bir niimerik metottur.

Bu ¢aligmada, Siir Elemanlart Metodunun (SIEM) teorik alt yapisinda yer alan
zaman bolge formiilasyonu i¢indeki zamana bagh integraller {izerinde ¢alisiimistir. Soz
konusu integraller farkli zaman interpolasyon fonksiyonu yaklagimlariyla analitik olarak
- hesaplanmistir.  Bu  baglamda kullanilan interpolasyon fonksiyonlari, cesitli
problemlerin  niimerik ¢6ztimlerinde hep ilgi konusu olagelmistir. Dinamik
problemlerden skaler ve elastik dalga denklemlerinin SIEM yardimiyla ¢oziimlerinde de
durum boyledir. Aranan alan degiskenlerinin zamana bagh degisimlerinin
ongdriilmesinde sabit, lineer ve kuadratik fonksiyonlar benimsenmis ve bunlara dayali
gekirdekler ¢ikarilmugtir. Sabit ve lineer degigimler kullanilarak elde edilen gekirdekler
literattirle uyum icinde olup, kuadratik degisimle elde edilenler ilk kez ¢ikarilmugtur.
Ayrica sabit ve lineer degisimlerin kullamldig: Israil ve Mansur'un yaklasimlari da
kargilastirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Sinir Elemanlar1 Metodu, Zaman Interpolasyon Fonksiyonu,
Potansiyel, Aki, Yer Degistirme, Gerilim

Prof. Dr. Idris DAG
Yrd. Dog. Dr. Murat SARI
Yrd. Dog. Dr. Ugur YUCEL



ABSTRACT
TIME INTEGRALS IN BOUNDARY ELEMENT METHOD

Yildirim, Seda
M. Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Murat SARI

August 2006, 112 Pages

Boundary Element Method, is an important numerical method used to solve some
applied mathematical problems.

In this thesis, time domain formulation and time related integrals in the theorical
basement of Boundary Element Method (BEM) are studied. This time related integrals
are evaluated analytically with the help of different time interpolation function
approximations. Those interpolation functions have always been studied for the
numerical solution of several problems. In dynamical problems, the solution of scalar
and elastic wave equations with the help of BEM is similar. The field variables are -
interpolated with constant, linear and quadratic interpolation functions and kernels are
evaluated related to those interpolation functions. The kernels evaluated with constant
and linear time variations are in agreement with the ones in literature. The kernels
evaluated with quadratic time variation are found out for the first time. Besides,
Mansur’s and Israil’s approximations using constant and linear time variations are
compared.

Keywords: Boundary Element Method, Time Interpolation Function, Potential, Flux,
Displacement, Stress.
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1. GIRIS

Fiziksel problemlerin ¢ziimlerine analitik yéntemlerle ulasmak her zaman miimkiin
degildir. Analitik ¢ozlimiin elde edilemedigi problemler igin niimerik yontemler
kullanilir.

Niimerik yontemlerin en Snemli avantaji niimerik modellemeye elverisli olmalaridir.
Niimerik modelleme herhangi bir fiziksel problemin matematiksel olarak ifade
edilmesidir. Ornegin sismik yer hareketleri niimerik modelleme ile simiile edilebilir. Bir
deprem gergekte olmadan, herhangi bir ortamdaki etkisi hesaplanabilir ve bu etki
bilgisayar ortaminda yorumlanabilir.

Niimerik modellemenin uygulanmas: igin ¢ogunlukla kullanilan metotlar ii¢ grupta
incelenebilir: '

i) Bolge Metotlari: Sonlu Farklar Metodu (SFM), Sonlu Elemanlar Metodu (SEM),
Spektral Eleman Metodu (SPEM),

it) Sinir Metotlari: Smir Elemanlar1 Metodu (SIEM),

iit) Hibrit Metotlar: Birden fazla metodun niimerik bir ¢6ziimiin icinde kullamlmast
anlamina gelir. Ornegin bir problemin geometrisinin bir kismi SEM, diger bir kismi
SIEM ile formiile edilebilir.

Nimerik metotlar, tlim ¢6ziim bolgesini daha kiigiik pargalara ayirir ve baz
bagmtilan kullanarak bu pargalari bir araya getirir.

Bu ¢alismada ntimerik modellemeye temel olusturabilecek metotlardan biri olan
Smir Elemanlart Metodunun teorik alt yapisinda yer alan; iki ve ii¢ boyutlu skaler dalga
denkleminde farkli zaman interpolasyon fonksiyonlar: kullamlip potansiyel ve aki
¢ekirdekleri ile {i¢ boyutlu elastodinamik dalga denkleminde gerilim ve yer degistirme
cekirdekleri gikarilacaktir.

Nimerik metotlarin iginde regiiller geometrilerde uygulanmaya en elverisli metot
Sonlu Farklar Metodudur.

Sonlu Farklar Metodu: Bir diferansiyel denklemin sonlu fark yaklagiminda
denklemdeki tiirevler yerine, bolgenin ag noktalarindaki ¢6ziim degerlerini verecek olan

sonlu fark denklemleri konulur. Bu denklemler simir kosullar1 uygulandiktan sonra o



noktalar igin ¢oziiliir. SFM, basit olmasi ve programlamaya elverisli bir yontem olmasi
gibi avantajlarinin yani sira; yaklastirilmig ¢dziimiin tiirevlerinin hatali olusu, diizgiin
olmayan simrlar boyunca smir kosullarimi uygulamadaki giigliik, geometrik olarak
diizgiin olmayan bolgeyi tam olarak ifade etmekteki giigliik gibi dezavantajlara da
sahiptir. Bu konuda genis bilgi i¢in Demir’e (1998) basvurulabilir.

Sonlu Elemanlar Metodu: Yontem; geometrisi ne olursa olsun, ¢éziim bolgesinin
sonlu elemanlar denilen, geometrik olarak basit alt bolgelere ayrilmas: esasina dayanar.
Bolgeler dtigiim noktalariyla birbirine baglanir. Bu yontemde; eleman sayisi ile artan
¢ok sayida denklemle iglem yapma zorlugu vardir. Bu zorluk bilgisayarlarin gelisimi ile
azalsa da tam olarak ¢oziimlenememistir. Coziim bolgesinde diigiim adini alan noktalar
secilir. Bu noktalar birlestirilerek ¢oziim bélgesi kesismeyen sonlu sayida alt bolgelere
ayrilir. Her bir bolgeye sonlu eleman denir.

Sonlu eleman olarak; diizglin veya diizgiin olmayan ag kullanilabilir. Bir boyutlu
bolgeler, dogru pargalarina; iki boyutlu bélgeler, iicgen veya dortgenlere; ¢ok boyutlu
bolgeler tetrahedrallere ayrilir.

Yontem; ¢oziim bolgesindeki diigim noktalarimin belirli bir kurala gére secimi,
interpolasyon fonksiyonlarinin segimi ve yaklasik ¢6ziimiin secilen bu noktalardaki
degerleri olan belirsiz parametrelerin sayisal olarak belirlenmesi esasina dayanir. Elde
edilen belirsiz parametrelerin bu degerleri; segilen diigiim noktalarinda, bilinmeyen
¢oziim fonksiyonunun yaklasik sayisal degerlerini verir.

Daha karmasik geometrilerde ise boyut indirgeme avantajina sahip olan Simr
Elemanlar1 Metodu uygulanabilir.

Simir Elemanlar1 Metodu: 1sminden de anlasilacag: gibi bu metotta; bazi diferansiyel
denklemler, 6nce sinirda uygulanabilir integral denklemlere doniistiiriiliir ve daha sonra
ihtiyaca gdre i¢ noktalara uygulanir. Smir Elemanlari Metodu, Green Fonksiyonuna
(Fundamental Cozlime) dayanur.

Green Fonksiyonu; Dirac Delta Fonksiyonunu kaynak kabul eden diferansiyel
denklemin ¢6ziimtidiir. Bir noktaya uygulanan noktasal kuvvetin, aym bolgedeki baska

bir nokta tizerindeki etkisini temsil eder.
Ornegin; Laplace Denkleminin fundamental ¢oziimii, V2G(x,z)+8(x—z)=0;

x, z € D®, denkleminin ¢6ziimiidiir.



Bu denklemde, x noktas: keyfi ve hareketsizdir. §(x —z) ise Dirac delta fonksiyonu

olup, sonsuz bir bolgede x noktasina etki eden fazlastyla biiyiik bir kuvveti temsil eder.
Dirac Delta fonksiyonu ile ilgili genis bilgi i¢in Greenberg’e (1971) basvurulabilir.

0, x=#z ise

5(x—z):{

0, Xx=1z Ise

O(x—1z) ')
) T
«— x‘\ —

|

o0

Sekil 1.1 Dirac Delta fonksiyonunun fiziksel ifadesi

Sekil 1.1'de x ve z noktalarimn iginde bulundugu bdlge sonsuz bir bolgedir ve
yukarida D” ifadesiyle gosterilmistir. Bu sekilde, herhangi bir x noktasina etki eden
noktasal kuvvetin bagka bir nokta olan z noktas: tizerindeki etkisi anlatilmak

istenmigtir. x ve z arasindaki mesafe sifira yaklastikca; G(x,z) sonsuza gider. Bu

yiizden Green Fonksiyonunu veya tiirevini igeren integraller niimerik ¢6ziim gerektirir.
SIEM; geometrinin diizgiin olmadigi problemlerde, diigiimleri simra tasiyarak
geometrinin zorlugunu azaltir. En 6nemli avantaji boyut indirgemesidir.
Tum ntimerik metotlar ¢6ziim bolgesi ve problem tipine bagh olarak avantaj ve
dezavantajlar icerir.

SFM SEM SIEM

\ \ v
diigiim noktasi diigiim noktasi diigiim noktasi
Sekil 1.2 SFM, SEM ve SIEM’in bélge diskritizasyonlar:
Sekil 1.2°de bir ¢oztim bolgesinin SFM ile diskritize edilisi ifade edilmistir. Sekil

1.3’te aym ¢6ziim bolgesi sonlu elemanlara ayrilmistir. Sekil 1.4°te ise teorik alt



yapisinda galigilacak olan SIEM ifade edilmistir. Sekilden de anlagilacag: gibi bolgenin

i¢ci degil, sinirlart elemanlara ayrilmigtir. SEM’de oldugu gibi SIEM’de de elemanlarin

birlegtikleri yerler, diigiim adim alir.

Problem ¢6ziimiinde hangi niimerik yontemi kullanacagimiza karar vermek icin:

1) Problem tipi (lineer, non lineer),

ii) Ihtiya¢ duyulan kesinlik,

1i1) Zamanin degisimi (dinamik problemlerde),

iv) Problem geometrisi

kriterleri gdz 6niinde bulundurulur.

Soze konu olan niimerik ySntemlerin avantaj ve dezavantajlar1 asagidaki tabloda

verilmistir

Tablo 1.1 SFM, SEM ve SIEM yontemlerinin karsilastiriimasi

SFM
Matematiksel olarak

oldukea basittir.

SEM
Matematiksel karmagasi

kismen azdir.

Matematiksel karmasasi

vardir.

Diizensiz geometrilerde

Diizensiz geometrilere

Karmasik geometrilere

kullanish degildir. uygulanabilir. uygulanabilir.
Hizla degisen degiskenli Bu tip problemlere Bu tip problemlerde
problemler i¢in uygun uygulanir ancak eleman avantajhidir.

degildir.

say1si artmali

Kesinlik bakimindan

zayiftir.

Kesinligi artirmak i¢in

eleman sayist artirilir.

Az sayida elemanla aym

kesinlik saglanir.

Zaman dezavantaji vardir.

Zaman dezavantaji vardir.

Zaman avantaj1 vardir.

(C6ztim matrisi yoktur.

(Coziim matrisi boyutca

biiyiik ama simetriktir,

(C6zim matrisi boyutca
kiigtiktlir ama simetrik

degildir,

Fundamental ¢6ziime

ihtiya¢ duymaz.

Fundamental ¢oziime

ihtiya¢ duymaz.

Fundamental ¢6ziime

ihtiyag duyar.

Genel olarak degerlendirilirse; SIEM ¢ogunlukla, lineer problemler igin uygundur.
Kompleks ve non lineer problemlerde SEM daha iyi sonug verir (Zienkiewicz, 1977).

Regiiler olmayan geometrilerde; SIEM, diger yaklagimlara kiyasla daha iyi sonug verir.



SEM, Sinir Elemanlar1 Metoduna gore matematiksel olarak daha basittir (Sari, 2000).
Zamandan tasarruf i¢in daha az elemanla kesinligi yiiksek olan STEM daha avantajlidir.
Swr Elemanlart Metodunun Tarihgesi:

Yontem, 1960°hh yillarin baglarinda calisilmaya baslanmis ve giiniimiize kadar
gelistirilerek yaygnlagtirilmistir (Sar1, 2000). Oncelikle, dalga denklemi iizerinde
calisilacagindan, Sinir Elemanlart Metodunun zaman bolge formiilasyonuna deginmek
gerekir. Zaman bolge formiilasyonu soniimlii (transient) problemler igin oldukca
uygundur ve bu calisma zaman bolge formiilasyonundan yola cikilarak
gerceklestirilmigtir.

Elastostatik problemlerin analizinde c¢aligan birgok aragtirmaci vardir. Somiglina
(1889), Fredholm(1905), Kellog (1953), Kupradze (1963), Miskhelishvili (1953),
Mikhlin (1957,1965), SIEM nun statik problemlere uygulanis1 tizerine c¢alismalarda
bulunmuglardir.

Friedman ve Shaw (1962), ilk zaman bolge formiilasyonunu olusturdular ve skaler
dalga denklemleri tizerinde ¢alismalarina devam ettiler. Cruse (1974), ti¢ boyutlu elastik
gerilim analizi i¢in yeni bir siir integral denklem formiilasyonu gelistirdi. Cruse ve
Meyers (1977), mekanik problemlerinde SIEM’i uygulamislardar.

Das (1976) ve Das ve Aki (1977), iki boyutlu dinamik problemleri zaman bolge
formiilasyonlu sinir integral denklemi ile ¢dzmiislerdir. Fakat bu formiilasyonlar genel
bir formiilasyon degildi. 1k genel zaman bolge formiilasyonunu, Cole ve ark. (1978),
olusturmus ve buna bagh uygulamalari elastodinamik problemler iizerinde
gerceklestirmislerdir.

Zamana bagli Sinir Elemanlar1 formiilasyonu {izerine calismalar 1980’lerden sonra
hiz kazanmigtir. Niwa ve ark. (1980), iki boyutlu elastodinamik problemlerde integral
denklemlere dayal1 uygulamalar yaptilar. Banerjee ve Butterfield (1981), mithendislikte
SIEM {izerine ¢ahshilar. Manolis (1983), elastodinamik problemlerini {i¢ boyutlu
formiilasyonu kullanarak analiz etmislerdir. Mansur ve Brebbia (1982), calismalarinda
iki boyutlu skaler dalga yayilimi problemlerinde, sinir elemanlar: metoduyla niimerik
formiilasyon ve ¢ozlimlere yer vermislerdir,

Mansur’un (1983), calismast pek c¢ok caligmaya temel olusturmustur. Skaler
dalgalar ile elastodinamik problemler i¢in genel bir zaman bdlge formiilasyonu
olugturmustur. Bu konuda bir ilktir ve sonraki ¢aligmalarda, kendisinin ¢aligmalarina
alternatif y('intenﬁ ve uygulamalar getirilmistir. Karabalis ve Beskos (1984) ve Spyrakos

ve Beskos (1986), geometri ve zamana bagli sabit yaklagimla iki ve {ic boyutlu



formiilasyonu gelistirdiler. Antes (1985), Mansur’un yaklagimimi, baslangic kosulu
stfirdan farkli olan problemler igin gelistirmistir. Gallego ve Dominguez (1989),
Mansur’un algoritmasini mekanik problemlere uygulamislardir. Dominguez ve Gallego
(1990), Mansur’un (1983) genel formiilasyonu iizerine ¢alismalar yaptilar. Ahmad ve
Banerjee (1988 a,b), iki ve ii¢ boyutlu elastodinamik problemlerinde SIEM {izerinde
yogunlagstilar.

Israil ve Banerjee (1990,1991), iki ve ti¢ boyutlu séniimlii elestodinamik problemler
i¢in yeni bir zaman bélge formiilasyonu geligtirdiler. Onlarin formiilasyonlar: baz
singiilerlikler igermekle beraber, Mansur (1983) ve Antes (1985) ile aym sonuglara
ulagmugtir.

Wang ve Takemiya (1992), skaler dalga denkleminin geometriye ve zamana bagh
integrasyonunu  analitik yontemlerle yapmuslardir. Dominguez (1993), dinamik
problemlerde SIEM konusundaki ¢aligmalarini toparladi. Venturini (1994), ii¢ boyutlu
dinamik problemleri konu almistir. Rizos ve Karabalis (1994), ii¢ boyutlu elastodinamik
problemler i¢in farkli bir zaman-bslge formiilasyonu gelistirdiler. Coda ve Venturini
(1995), SIEM ve SEM metotlari ile hibrit bir formiilasyon olusturarak bazi problemlere
uyguladilar. Carrer ve Mansur (1996), iki boyutlu skaler dalga denkleminin SIEM
analizi konusunda ¢alismalarda bulundular. Wang ve ark. (1997) calismalarunda iki
boyutlu elastodinamik dalga analizinde kuadratik interpolasyon fonksiyonu yaklagimini
kullandilar ve metodun kesinliginin arttigini baz problemlerle &rneklediler.

Richter (1997), elastodinamik problemlerinde Green fonksiyonu zaman-bolge
formiilasyonu tizerine ¢alismistir.

Pierce ve Siebrits (1996, 1997), metodun kararlilig: konusunda ¢aligmislardar.

Mansur ve ark. (1998), smur gerilimlerini hesaplamak icin, lineer zaman
interpolasyon fonksiyonlarinin kullanimini &nerdiler.

Buraya kadar olan literatiir ¢aligmasinda Sar1 (2000) temel alindi

Sar1 (2000), SIEM’unu kullanarak sismik dalga modellemesi {izerine ¢alismalar yapt1.
Mansur ve ark. (2000), SEM ve SIEM yontemlerini aym formiilasyonda kullanarak iki
boyutlu skaler dalga denklemi ile ilgili ¢aligmalar yapmustir.

Rizos ve Wang (2002), Stokes fundamental ¢6ziimiinii kullanarak SIEM ile zaman
bélge formiilasyonunu konu almastr.

Dominguez ve Marrero (2003), ii¢ boyutlu séniimlii elastodinamik problemlerinin
SIEM zaman bolge formiilasyonu ile elde edilen ¢oziimlerin kesinligi Uzerine

caligmalarda bulundular.



Dominguez ve ark. (2004), anizotrop katilarda sinir gerilimleri ile ilgili calistilar.

Tan ve ark. (2005), anizotrop katilarda iki boyutlu dalga yayilhiminin SIEM zaman
bolge formiilasyonu ile ilgili ¢alismalarda bulundular.

Bu ¢aligma ise; Mansur’ un (1983) temellendirdigi iki ve ti¢ boyutlu skaler dalga
denkleminin zaman bolge formiilasyonu ile potansiyel ve aki cekirdeklerinin elde
ediligine yer verilecektir. Ayrica elastodinamik dalga denklemindeki cekirdeklerin farkl:
interpolasyon fonksiyonlar1 i¢in ¢ikarilisina yer verilecektir.

Swmr Elemanlart Metodunun Adimlart

Bir sinir integral denklemini ¢dzmek igin kullamlacak sinir elemanlari metodu ile
ilgili temel adimlar kisaca:
D)Swmr Diskritizasyonu: Simir integral denklemi i¢in ¢dziim bolgesi smiry, sinur
elemanlarina ayrilir. Bu elemanlar sabit, lineer veya kuadratik olabilirler. Eleman se¢imi
problemin geometrisine uygun olmalidir. Ornegin regiiler geometrilerde sabit elemanlar
kullamlabilirken daha karmagik geometrilerde lineer ve kuadratik interpolasyon
fonksiyonlarinin kullanimi kesinligi artirir (Rizos ve Karabalis, 1994).
2)Simir Elemanlar: Matris Formiilasyonu:

Sinir elmanlart denklemlerinden AX=B bi¢iminde bir lineer cebirsel denklem
sistemi olusturulur. A bilinmeyen terimlerinin katsayilar matrisi, X bilinmeyenler
matrisi, B bilinenler matrisidir.
3)Swnwr Kosullarimin Uygulamsi: Ug farkl simr kosulu uygulanis: vardar:

i)Essential (Dirichlet) Simir Kogsullan (v =1 )
ii)Natural (Neumann) Sinir Kosullar: (¢ =g )

ii)Karigik Sinir Kosullart (bolgenin bir kisminda u = ve kalan kisminda ¢ =7

verilmektedir.)

Ornegin:

k%)
R

u

i

&
]

I
<

§=5uUS,, §nS, =0
S, tizerinde u=u ve S, {izerinde ¢ =g sir kosullar1 uygulanir. Burada # ve 7

bilinen fonksiyonlardir.
4)Swnwr Parametreleri icin Coziim

i)Simirdaki bilinmeyenler hesaplanir.



i1)Sinirdaki degerlerden yaralanarak, i¢ noktalardaki bilinmeyenler elde edilir.

Sontimlii Skaler Dalga Denklemi Igin S Integral Formiilasyonu

1 1 d%u
Vit+—b=-"i— 1.1
c? ¢t or? 1.1

u, skaler alani; ¢, dalga hizini; b, kaynak kuvvetini temsil eder. (1.1) denklemi skaler

dalga denklemidir. Fundamental ¢6ziim, (1.1) dekleminin sonsuz bolgede
1 i . . ’ s s ae s ()
—c—ib(x,t) =06(1)6(x—x") kaynak kuvveti alinarak elde edilen ¢ozimiidir. Fiziksel

olarak #=0 aninda x'’ye uygulanan darbesel kuvvetin etkisidir. Kaynak kuvvet Dirac

delta fonksiyonu oldugunda, (1.1) denklemi su hale gelir:

104
Vi +8(0)8(x—x") = —"—- 1.2
u +o(1)o(x~x") R (1.2)

Bu denklemdeki fundamental ¢6ziim (Eringen ve Suhubi, 1975) {i¢ boyutlu problemler

icin
. 1 R c
(X ) =G| t—— |=——5(ct=R), 1.3
Uy (x,1;x") 47[1{[ CJ 4”R( ) (1.3)
R=‘x-xi,

iki boyutlu problemler i¢in
w0, = [u,dx, (1.4)

c

Uy, (x,1;x") = Hlct—r ' (1.4a)
2B i

27(c’t* —r?)?
ya da agik olarak
c .
. —, CI>r ise
MZB(xat;x}) = 27[((;21‘2 —rz)E (14b)

0 , ct<r ise
yazilabilir. Burada r = ’x— x‘].

Integral Formiilasyonu

Tim baglangi¢ kosullar: sifir kabul edilir ve kaynak kuvvet ithmal edilirse, u ve u”

skaler alanlar1 arasindaki karsilikli (reciprocal) iligkiden (Banerjee, 1994);

ou 3 éy_*_*
Fj(-@-;l-*u )dF—lj( — )l (1.5)



yazilabilir. Burada

. _Ou"  ou” or

= = 1.5
i on or on (1.52)
(1.5) agik olarak yazilirsa
! !
[ [ Gt =z:x)q(x,)dT(x)dT = [ fa Gt-zixu(x,0)dr (x)dr (1.5b)
0o T 0 T

elde edilir.
(1.5b) denkleminde konvoliisyon ¢arpimlari agik olarak yazilmistir. (Banerjee, 1994)

Bu denkleme smir ve bolge disindaki noktalar da dahil edilirse

cu'(x' )= ’J' fu*(x,t~z‘;x’)q(x,t)dF(x)d1 — ] Jq*(x,t—T;xf)u(x,t)dl“(x)dz'

0 T 0

(1.6)

seklini alir ve Volterra Sinir Integral Denklemi diye adlandirilir.

. o . L
Burada ¢ =2— ve «, iki eleman arasindaki i¢ agidir. u'; x' noktasinda ¢
7

zamaninda olusan skaler alani, x'; kaynak noktasi, 7 ; kaynak noktasina kuvvet etki
ettigi anki zamam, x ; alan noktasini, ¢ de etkinin alan noktasina ulastig zamani temsil

eder.

1.1 Sinir Elemanlar1 Metodu

Her bir aralik Ar kadar olmak tizere, sir n esit pargaya bSliiniir. Skaler potansiyel

ve aki i¢in zaman interpolasyon fonksiyonlar: kullanilir.

u(,0) =3¢ @ (" (1.7)

q(x.7)=2 % ¢ " (D)g" (1.8)

(1.7) ve (1.8) denklemlerinde; 7, sinirdaki diigiim sayisini; 7, her bir diigtimii; m,
her bir zaman araligini; », toplam zaman araligini; »”, j diigtimiinde mAr amindaki
potansiyeli; ¢, j digiimiinde mA¢ amindaki potansiyeli; ¢/ (x) ve @’ (x), geometriye
bagl interpolasyon fonksiyonlarin;; 4" (r) ve %"(r) , zaman interpolasyon

fonksiyonlarini temsil eder.

n tane zaman aralifi ve i diiglim noktas1 i¢in integral denklemi;
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m=1

cu” = Z[ fa) ’juy ()drdl ~ [u(x) ’jq*n’” (c)drdl" (1.9)

yazilabilir.

Burada #" ve n” kulanilarak » ve ¢ nicelikleri agsagidaki sekilde ongériilebilir:
u(x,7) =u(x).u" (1) (1.9a)
q(x,7) = q(x)7" (7) (1.9b)

(1.9a) ve (1.9b) kullanilarak (1.9) denklemi,
cu" = Z{Jq(x)U”’” dl’ — ju(x)Q™ dF} (1.10)

m=1{ 1 T

seklini alir.

Calismamizin  bundan sonraki kismi farklt durumlarda alinacak olan bu
interpolasyon  fonksiyonlarma goére gekillenecektir. Dolayisiyla sz konusu

interpolasyon fonksiyonlarmin sabit, lineer ya da kuadratik olmasina gore U™ ve O™

cekirdekleri analitik olarak ¢ikarilacaktir. Calismada bir boyutlu problemlerin
formiilasyonundaki zaman integrallerine yer verilmemesinin nedeni bu problemlerin
¢bziimlerinde Smir Elemanlar: Metodunun elverigli olmamasidir. Ciinkii Siir
Elemanlar1 Metodunun en 6nemli avantaji boyut indirgemesidir. Bir boyutta ise bu

avantaj bir anlam tagimamaktadir (Banerjee, 1994).
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2. POTANSIYEL VE AKI CEKIRDEKLERI-SABIT VE LINEER DEGISiM

2.1 Cekirdeklerin Cikarihs:

Bu bolimde iki boyutlu skaler dalga denklemine ait potansiyel ve aki ¢ekirdekleri
sabit ve lineer interpolasyon fonksiyonu yaklagimiyla cikarilacaktir.

Ik olarak sabit interpolasyon fonksiyonu yaklagimi ile potansiyel ve aki gekirdekleri

elde edilecektir.

U™ = [u' (v, 1) " (r)d, 2.1)

0
yazilabilir. Burada u’, fundamental ¢oziimii (Mansur, 1983), Riemann zaman

konvoliisyonu dikkate alinarak,

c

- H[e(t-7)-7] (2.1a)
27 [c2(t —-7)* - ,,ZJE

* ——
Uyp =

ile verilir. Sabit zaman interpolasyon fonsiyonu (Dominguez, 1993):

(2.1b)

u _ﬁ{ 1,7,,<t<r, ise

0 , diger durumlarda
olarak yazilabilir. Burada interpolasyon fonksiyonunun tanim araligindan dolay1 (2.1)

integralinin simurlar asagidaki durum incelemelerinde

m-] "den T e allnm1§t1r.
(2.1) integrali, pertiirbasyonun alan noktasina ulasmis olup olmamasina bagh olarak ti¢

farkli durum i¢in ele alinir:

1) r<c(t,-7,)
1 1 l I .

| | | | > X

O r C(tn - rm ) C(tn - Tm—l )

r<c(t,—r,) i¢intliim araliklarda u" = < — olur. O halde,

27 [02(1 ~7)* ——r2:]5




Unm — f c ] dT’:—-l—— J‘ dT :
et 277 [02(1‘—7)2 —7? ]5 27 o , 2
[(’ -7) —‘7:!
c
t,~—T= L coshd , —dt = L sinhodo dontistimil yapalir.
c c
0 = arccos hf-(—t’i:—T—),
p
1%  sinh6
Unm — j—"""“'—‘—“"rdg,
277 0. 2 5
2 (cosh @ —1)?
6, = arccoshw-]—)-, 0, = arccosh_c.gy_:fﬁ.
r r
O halde,
1 %sinh @ 1
Unm — : do = ~_0
2r Py sinh & 27
Um = “—l—aTCCOShM T "LarCCOSh C(tn - T) )
27 r -1 27 v T
_ 20,
Unm =_1_[1n{6(ln Tm_l)_i_\/c (tn 2Tm_1)“1J
27 r r
_h{can n), [, _lﬂ
r r
4 ZE—(—tﬂi’”‘—]—)— ve q, =£(—t"—:j—"12 olsun. Buna gore
7 7

2

a, +4/a,” —1

Uum = 1 | 2 IN% T Glarak yazilabilir.
2 a, ++a’-1) .
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e, -t,)Sr<c(t,-7,,)

A\ 4

O C(l‘n _Tm) r c(tn - Tm—l) X
— \W—J
u =0 u' = ¢

U= | s

1

T 27:[c2(t‘n -7)? —rZF

Birinci kosuldaki integral ile ayni ¢6ziim yolu izlenir.

Um = g——ln(ao +ya,” =1
7w

3) c(t, -7, ,)<r

m—1

v

0 c(tn - Tm ) c(tn - z-nH ) r
Tiim araliklarda H = 0. Ciinkii dalga alan noktasina higbir aralikta ulasmamustir.

Bu durumda U™ =0 olur.

Aki gekirdekleri lineer interpolasyon fonksiyonlar: yardimiyla asagidaki gibi ¢ikarilir:
!

0" = [¢'n" (@)dr (2.2)
0

Burada ¢, iki boyutlu fundamental ¢6ziim olup asagidaki (Mansur, 1983) gibidir:

or cr .
= —, c(f—7)>rise

¢ =" 222t~ -1 (2.22)
0 , c(t—71)<rise

H

Bu formiilasyonda kullanilan 7" (7) zaman interpolasyon fonksiyonu ve grafiksel

gosterimi (Dominguez , 1993),

_A-I.Z(T ~ T )> T <7< T, 1se
77:27 (T) = ) (22b)
E(Tmﬂ - T)> T << T i ise



Asagidaki sekilde (Sekil 2.1),
T, =(m=1)At,

T, =mAL,

T, =(m+1)Ar

7" (%)

7 3

m-1 m m+l

Ar At
Sekil 2.1 Lineer Interpolasyon Fonksiyonu

olarak verilebilir.

14

Burada ise kaynak ve alan noktalari arasindaki uzakliga (pertiirbasyonun ulasip

ulasmamasina) bagl olarak dért farkli durum sdz konusudur:
1) r< c(tn - Tm+1)

| | | | | .
| 1 | | | > x

O r C(tl’l - T??PH ) c(l.ﬁ - Tm ) c(tﬂ - T}ﬂ—‘l )

Tiim araliklarda, c(7, —7 ) > r oldugundan, pertiirbasyon etkisi ulasmistir.

o™ _aol (r-7,,) l dr
27 On At el 2
Tt [CZ(I__Z_)2 "‘7"2]2
AR By P 1 dr
27 On At e 2
7, [c2(1“7)2 —7’2]2
i 1
0= [t-1,.) Fdr,
Tl I:CZ (t _ T)2 _ r2 ]2
Tt 1
Q2 = J. (Tm+1 *T) 3 dr,

[cz(t —7)* —7? ]5



il
0" -2 L(0+0,).
QH = ]‘ d le— j - Tt idT
S T i
O, =0, +0,,. Burada;
2 [Ceer-r] D o]
Q2:Q21+Q22~

Bu integralleri alirken de 1 —7 = L coshé dontisimii kullanilir,
c

o (t— ” cosh (- " sinh 6)
c

1
0, == I - de
4 (cosh® 9 ~1)2
6, = arccosh —2—2=1- ety =) , 0, = eurccosh—c—(—t”—:—z"i2
r r
0, 6,
t, ot 1 1 “Fcoshé
=" ao + do
O rzc(;l’.sinhz 6 % glfsinhz 6
0, = t, coshf o 1 1 !oz
" pPcsinh@ 1% re? sinh@
C(tn —T) m
= __f_n_ r - 1 1 :
ric e, —r)> re’ [ 1)’
SN el
r -
1 6o, Lsinhé
Ql2 =T J. 3 dr = T J < 3 de
Tt [cz (t—1)° —rz]z o p? [cosh2 9~—1]2

T, 1 m_l cosh 9)
= de =
On re 9'1[ inh’ @ (smh@

15
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c(t, —1)
Q _ _Tm—l |4
12 = 2
ree [, ~1)° :
o
r Tt
c(t —1 c(t —71
a, _ o) ve a = au‘ccosh—g-ﬂ———’“2 olsun.
r r
1 1, a, N 1 1
o 2 2 2 2
! C,/a] 1 «/ -1 ¢ Jalt -1 r7¢ Ja’ -1
Tm 1 4 ao
1 ‘e 2.1
sl 1
m+1 j 3 d'l'

T [cz(t_,[):z _p? ]5

0,, ve Q,, integralleri aymidir. Ancak sinirlar farklidir.

Tontl
ct,-7)
T r
Oy = ,/n;; 2 2
\/ -1
2
r TW
Tyl T
Op=- J Tde

T [Cz = 1)2 2 :I;

- 0,, integrali ile Q,, integrali aymdir. Siurlar degisirse

T+
c(t, ~7)
t, ¥ 1 1
On =~ 2 2 TS 2
e [P,-0' et [, -0
r r’ .
a, =—L——ml Uty =y alinirsa,
r
__Tm+l - m+1 a, + 1 1
2
w/ -1 1/ o1 ,/ -1 re” Ja,? -1
1

+-—w/ e 1/ 2 -1
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m _ cr Or 1
" = Py @ +0,)
wmcr or 1 1 a c(t, —=7,.,) 1 1 1
Q _ZﬂanAt {;—;'_2_ 21 r o 2( 2 - 2 )
a” -1 re \/ao -1 \/al -1
_ 1 a() c(tn _Tm—]) + 1 al c(tn _Tm—H)
re’ aoz -1 / re a12 -1
1 a ct,-7,,) 1 1 1
- re® 22 r —* re? ( 2 - 2 3
a,” -1 \/ar2 ~1 \/aI -1
o _or1 1 ad, ao2 L I
onAr2me a1 Jal-1 yal-1 a -1
N 1 3 2 N 1 )
Jai -1 ya’-1 a, -1
a’ -1 _ a, -1 3 (qa, +aa, -2)  a(a,+a,)-2
=qya, -1, ——===4a, -1, - =-— ,
a,” ~1 a,’ —1 a’ -1 Ja’i-1
2
a, +a, = L(t;—-r-’ﬁ, a, +a, =2a, ve
2 2
_a ao\/f_cﬁa_z ) _ \/_ a,” -1 olur. Buradan,
or 1 3 2
M -1-2 —1 +4ja,” -1
¢ on 2me At (\/ \/al \/ 2 )
2y cet,-7,,)Sr<c(t,-1,)
| | i | | >
| | l | l x
O C(tn - T}n+1) r C(tn _Tm) ( n m l)

Ik aralikta pertiirbasyon etkisi alan noktasina heniiz ulagsmamustir.

Diger iki aralikta ise ulagmustir.



,
{——

P SR TR A TR
\ ) \_V__/
0, 9,
Oy = J. - i
e [cz(t—r)z—rzjz

0y, ve O, integralleri aynidir. O halde,

ct, —7) o
|t r 1 1
Oy = 2 2 2 2 2 2
re jet(@t, 1) 1 re jet(t, - 1) i
rz rz Tl
T)" T _
On=0,= I - = 3 dr

Tt [cz(tn —-7)° ——r2]2
0,, ve O, inregralleri aynidir. Sinirlar degisir.

Ty

c(t, —7)
T
Q32 = 21 > L 3
e et(t, —1)
__.__2__1
v ot
er or 1
g + .
0, m on A (O +0Op)
- 1
Q41 = Tm+1 j- 3 dT

Tw [cz(t’ % _rz:lj

Q,, ve Q,, integralleri aymdur.

c(t, —1) ‘

n

Q =Q — Tm+] r
41 21

18



ct,-7) —z') ’
/ /c (t —r)
cr or 1
Q4 27Z' 8}7 Af (Q41 Q42)'

Qnm - Q3 + Q4 kullanllarak,

5—7:.57” 1 1 a; (n )77~1)

Qnm = e - _ )
2m on At rc? a’ -1 r \/ao ~1 \/%2_1
1 a, ct,—7,.,) 1 a, ct, =7,y 1 1
} P - )
re aoz—l v re” Ja® -1 r re’ Ja® -1
vada
2
m _Or 11 ( hdo az L N i - 3 ) bulunur.
" on At 27 \/ \/ao _ \/0’1 _ \/ao ~1 \/a] _1
oM = - 51 1 1 2 -1 (alao +a15’2 "2))
8n 2xc At / / ’
O L L -1=2 a2_1
¢ 8n 27rc At \/ 1 )
3) ct,~7r,)<r<c(t,-7,,)
I | | | l >
| | | l |
0 C(tn =T e ) C(tn - Tm) r c(tn T ) x
- J
Y
pertlirbasyon ulasmamustir. pertiirbasyon ulagmustir.
or 1" o1
Qnm —_ 26:7 a’ ;t 2 . dr __gf_g’__g_t_ Tm—] 5 dr
7T On o [620‘——2')2 __rz:lg T on 0 [Cz(t—f)z rz]g
N\ ~ 7 . ~ S/
QSI Q52
am cr Or 1
0" =———(0s + )

2w On At

19
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Oy, = 4 Tdt ayni doniislimlerle O, integrali Q,, ile ayni olur.

Ty [02 (t —1)2 _rz:lg

»
Iy=—

ct,-1)
_| 4, poo 1 1
O e [2 2 re? 2 2
¢ (ZM_T) -1 ¢ (tn_T) -1
r2 r2 Tyl
- .
O, =-1,_, J' ~dr. O, integrali Q,, ile aym olur.

Ty [02(1—1)2 —rZP

r
Ty==
<

c(t,~1)
T ’

Os =| - n;_}
r C\/c%rn—r)z__l

r 2
Tin-1

Smurlarda 7, L yerlestirildiginde O degeri sifirlanir. Ciinkii 7, L zamani, dalganin
c ¢

alan noktasina ulagmasindan gok az 6nceki bir ani temsil eder. Dalga heniiz ulasmadig
i¢in aki sifirdir. O halde,
o :i_ai 1 (- r; G 12 1 L Fa a, )
2w on At rc\/ﬁ re m ric \/;0—2:‘1
ceror 11 g, ct,-7,,) 1 1
2r on At ric a, 1 ¥ rc a,’ 1

Q nm_

cr or 1 a02—1 cr or 1

—— e (e ) = — Z_1

2won A o210 2mon VT

4) c(t,-7,)<r

| | | | | X

I I l I | X

0 C(f” ~ T ) c(tn - Tm) C(tn =T ) r

N —
—

pertiirbasyon heniiz ulagmamustir.

Pertiirbasyon, alan noktasma higbir aralikta ulasmaz. Bu sebeple aki sifir olur. Bu

durumda Q™ =0 olur.
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Israil ve Banerjee (1990,1991) gahsrhalarmda yine lineer olmakla birlikte, yaklasim
olarak farkli zaman interpolasyon fonksiyonlari kullanarak potansiyel ve aki
cekirdeklerini elde etmislerdir. S6z konusu ¢aligmalarda lineer interpolasyon
fonksiyonlart kullamlirken, Mansur’un (1983) calismasindan farkli olarak tek zaman
aralifina bagh iki tane lineer interpolasyon fonksiyonu esas alinmistir. Ancak sonug
olarak her iki yaklasim da aym ¢ekirdeklere ulagir. Zira Sekil 2.2°de M, (r), At kadar

saga Otelendiginde, Sekil (2.1)’deki ifade ve goriiniim elde edilir. Bu &teleme

1

yapildigmnda cekirdeklerde karsilagilan 72 singtilerlii daha basit bir yapiya
donligmektedir. Asagidaki tartismada ise Israil ve Banerjee’nin (1990,1991) aldig

zaman interpolasyon fonksiyonlari kullanilmastr.

2.2 Farkh Yaklasimla Potansiyel ve Ak Cekirdeklerinin Cikarihs::
t=n-At

u(x,7); 7 zamamnda x konumundaki potansiyeli, q(x,7) ;7 zamaninda x

konumundaki akiy: temsil eder. Burada da sabit ve lineer zaman interpolasyon
fonksiyonlar1 kullanilmigtir ( Israil ve Banerjee; 1990,1991).

Sabit zaman degisimi.

u(x,7)= iu’” ()" (1) (2.3)

m=]
1" (r), (2.1b) ile ifade edilen sabit interpolasyon fonksiyonudur.

T, =(m-DAt ve 7, =mAt.

m=1 =1

U kq= i q" (x) J. u (x, nAl';x’,T)dT = iq"’ Oy (2.4)

m,

u"; t=m-At zamamndaki potansiyeli, ¢"; f =m-Ar zamanindaki akiy1 temsil eder.

¢ dr

THI
n-m+l
U= | 1
2 )
- 27[[02 (nAr-71) ——r2]2

1™ 1
n-mel
U =% J‘ T dr

(9]



22

nAf =1, oldugu hatirlanarak -7 = L cosh @ doniisiimii uygulanirsa;

c
. /=
T:l‘—r-coshg—_:)dr:..l_sinhedg’ HzarCCOSh(C(n T)j
C C r
O halde,
&, . T
2 t _
U =L anh9d9= -——1—6?+—1-—arccosh —-—-—c(” )
27 b sinh & 27 27 r )

m-t

t—1 erine z yazalim;
(t-7) v y

1 z=(n—~m+1)At

- cZ cz

g =——[H(——l)arccosh(——ﬂ i
2 r r z=(n—-m)Al

Aki gekirdekleri de sabit interpolasyon fonksiyonlar kullamlarak ¢ikarilirsa;

mAt

g *u= zn:u"’ (x) Jq*(x, nAt;x’,z')dr

m=l (m-1) At
. n
q % U= z Z/lm (X)Qn~m+l . (25)
m==]
Burada,
Z'm Tm 67/ C’,
Qn—m+1 - J‘ q* ()C, nAl‘, XI,T) dr = or : Jr
7 7, an 2 2 2 |2
-1 m-1 27[[0 (i’lAl—-T) —_ }

Yine nAf-7=—coshd doénisiimii uygulanirsa;
¢

f,

J- do  or 1 coshé’lg2

—m+l or 1
== =_ ve
sinh®@  on 277 sinhé)|,

¢ B 5}227[1’

6

6, =arccosh!i£_(_ﬂﬂ__)_} , 0, = arcco.shi»c(f-—'[m)] .

r r

Tyt

cosh arccosh(c(t “T)H

n—m+l __ a’” 1 7

0 =

on2rxr \/cosh2 a]rccosh(c(t—r))}_1

¥

- =Ty
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z=(n-m+1)A1

grmio_ Lo H(fﬁ _1j L
27y On r (cz/r) -1
z=(n—-m)Al

Lineer Zaman Degisimi.

Burada bir Onceki uygulamadan farkli olarak lineer interpolasyon fonksiyonu
degistirilip, tek zaman araliginda iki lineer fonksiyonu ifade etmeye dayali baska bir
yaklagim olusturulursa:

u(x,7)= Y M, ()" (x) + M, ()" (x) (2.6)

=]

M,(r) ve M,(r) birinci ve ikinci diigiim noktalarina iligkin zaman interpolasyon

fonksiyonlaridir (bkz Sekil 2.2).

(¥ )ur (+)= 3 [ U a0+ U ()] .

[0 @)+ Q) () [y T

Potansiyel ¢ekirdeklerinin integrayonuna gelince:

mA!

U/ = j u (x,nAt;x', )M, (t)dr (2.8)
(m-DAr
M,(z) = EL'Z;—%@, OF (2.82)
My(r) =222 ) (2.8b)
2 - Af m .

Sekil 2.2°de birinci ve ikinci diiglim noktalarindaki zaman interpolasyon fonksiyonunun

grafiksel gosterimine yer verilmistir.

A M, (7) M,(7)
l l
| |
Diigiim 2 | | Diigiim 1 y Zaman

mAt

At

Sekil 2.2 Farkl: Yaklagimla Lineer Interpolasyon Fonksiyonu



Uln~m+l _ i’[ C T"‘(m—l)At .
T 27r\/02 (t ~'r)2 —r? At
Burada 7, =n-At.
K cr K c(m—1)At

U]n~m+l — b .’iT

ty 27T At\/c2 (t - 1)2 —7? Ty 27T At\/c2 (t - 1)2 —r?

7,

o c . T
U,/ ™ = ; dr
2mAL Y \/c2 (nAr—7) —r?
r
nAt —7 =—cosh@ donisiimii uygulanirsa
¢

r=nAt—Lcosh6, dr=-Lsinhode,
C C

@ = arccosh (f_(_}@ét—_rz]
¥

c nAt—LZcosh @ .
U, = < —sinh 6 d6
27 At 2 \[1? cosh? 017 ¢

sinh @ = v'cosh® @1 oldugundan,

&

8 . .
n smh9d9+ r J-coshé’smhe

U”n——m+l —— : : dQ
27 g sinh @ 27 Atc g sinh @
U”n—m+1 - _ﬁ+ r Sth }92
27 27w Ale a

+
27 r 27 Ale

_ 2 )\
U, o ——n—arccosh(c(nm r)} r \/c (nAt 1) »

c(m-1)
" \/c2 (nAt— 7)2 —r?

U n-m+l _
12 -

dar.

Burada yine ayn1 doniistimler uygulanir. O halde,

m—1%sinh 6
27 ; sinh @

Ulzn—m-t—l - (m—-l)g _ [m—l COSh_] [C(nAt—f)J]

deé

n-m+1 _
Ulz -

27

dr

24



n-m+l __ n—ni+l n—m+l
U, =U, +U,, .

nAt—1 yerine z yazilirsa,

z=(n-m+1)Af
2
U]n—m+1 - _1_ H(E _ 1) (I’I —m+ 1) cosh™ (Ej - ._I_ (z) -1
2 r

r cAt r

z=(n~m)A
olur. Ayrica,

U, = .f u (x,nAt;x', )M, (t)dt yada,

7,

U n—ml t c mAL—T
5 =
o 27r\/c2 (nAt - 1)2 —7?

dr veya,

z'II‘)
n-m+l cm 1
U, =22

c ™ T
2w 2 2 2 dT_27rAt I 2 2 o dz
" \/c (t-7) —r " \/c (t—r) -7

Tl)l
U n-m+1 __ cm 1
21

o rJ.l \/c2 (t~r)2 —r?

Ayni doéntstim kullanildiginda,

dr

n=p+l _
U21 -

o,
I j df ve buradan,
27 4

At — ”
Uzln—m+1 — ____’_7_1__9 — ____r_}_g____ arccosh E.(_u bulunur.
27 27 r

Tyl
z'lll
U n-m+l __ c T
2  27At 20, A 2_ 2
o€ (HAI=T) —r

Yukaridaki doéniistimler kullanilirsa,

dr.

0, (nAt ~Lcosho

—nt+1 c c J ro.
= -—sinh8d@ vada
z 27 At 9:[\/72 cosh’@—r? ¢ Y

U, =| 220-—_ _sinh#| sonucu bulunur,
2 2mcAt

U1

Yine nAr—t yerine z ve sinh@ =+/cosh’6—1 yazarak

Uzn—m+1 - Uzln—mﬂ + Uzzn—-mH ’dan
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- z=(n-m+1) A
U 1 H(CZ B lj (m—n)arccosh [E] e (f‘ij -1
5 }'” 7 cAt ¥
z=(n—-m)AI
(m+1)A1 .
U, = J‘ u' (x,nAt;x', 1)M, (7)dr

mAl

U™, m yerine (m+1) yazilarak bulunur. Ciinki hem U™ hem de U,""*
-1
cekirdeklerinde integrallerinin alinmasinda giicliik yaratabilecek olan 72 singiilerligi

goze carpar. Ancak (U™ +UJ™) hesaplandiginda, karmagik olan terimlerin
sadelesip daha basit bir yapiya biiriindiigii goriiliir.

z=(n—-m)Al
2
U= H(—ci—lJ (m+1—n)arccosh[—czj+—7—— (C—Z] -1
2 r ¥ cAt r

T
z=(n—-m-1)Af

sekinde ifade edilir.
c(n—m+1)At J

Uln—m-H + Uzn—-m — _21; {(n —-m+ 1) arccos h[ y

c(n—m)At]

r

+(n—m——1)arccosh(w}\/(n_m+1)2_[;g;)z

—2(n —m)arccos h(

+\/2(n—m)2 -(éjz —\/(n—m——l)z -[-0-27)2}

Akt ¢ekirdeklerine gelince;

mAal
0" = j g (x,nAt;x', 7)M,(r)dr (2.10)
(m-1)At
ya da agik olarak,

an—m+1 — ]’ _2_:;_ X 7‘(2’ — (i’l’l _ DAT) 3 dr
T 2 At[62 (nAr—z) —r 2]5

yazilabilir. Buradan,

Q A+l _ @ cr T:"[ T dT
i 511 27[ At 2 v 2 §
Tt C (tn —_ z') — r 2
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r

nAt -t =—coshf doniisiimii burada da uygulanir:
¢
o (nAt—zcoshé’)lsinh@
n—m-+1 cr v c 4

=— — de

2 27 At On 0-1[ r*sinh’® @
0, 0,
an_,,m:_ n @ ' 12 - 1 _@7_ c.osl’;ﬁ do.
27rr on P sinh® & 27 cAt On 4 sinh“ 6
Buradan,
0. = n or cosh@[e2 1 1|~
11 A -

" 2mron sinh@‘al 2w cAt sinh@lgl

sinirlart degistirir ve  nAf-7 yerine z yazarsak; sinh@=+/cosh’4-1 oldugunu
hatirlayarak,

z=(n-m+1) At
O 1 cz cz/r d 1
Qn mel T T H( —1}—7’!
1 on 2w r \/(cz/l”)2 ~1 M \/(CZ/V>2 -1 =(n-m)AL
Q nem+l __Q;: C?"(m - 1) r]. 1 dr
12 -

3
on 27 . [cz(nAt . rZF
Ayni doniistimle;

n-m+l __ _ai m-1 % 1 _ ?_7; (1 - Wl) cosh @ %

on 2rxr 4 sinh®’@ ~ om 27r sinh@

o

&
Smurlar degistirilir ve nAt —7 yerine z yazlirsa;

z=(n—~m+1) A1

an—mﬂ :glim_l H(E__l}_ Cz/rz
n2rr r (cz/r) -1

—m+1 ~m+1 —m-+1 w
0" =0, +0,""" oldugu hatirlanarak,

z=(n—-m)Al

Q]n——m+] - o 1 H(E-Z—*lj (—n+m——l) CZ/}"

5527[;’ r W

z=(n—m+1) At

r 1
i cAt \/(cz/r)2 ~1

z=(n—-m)At



mAr
0" = jq*(x,nAt;xi )M, (t)dr

(m-1)At

veya agik olarak,

Q n-m+l g __a_r__ . C}"(”I’ZAI — T) dr
2 on ;
Thret 27 At [CZ (l’lAf - 7)2 -r 2}5

yazilabilir. Buradan,

1 _
QZ]n e+

or crm T_[ dr
onom T [cz(nAt —7) - 1*2}%

olur. Burada yine nAt -7 = T cosho dontistimil kullanilirsa;
c

_81 m cosh@
on 2z r sinh@|, 4

Q n—m+l
21

olur. nAt -7 yerine z yazalim:

0,/ = o m_ H(z—-l] (m) (cz/r

6n 27rr 12 cz/r)2 _

z=(n-m)Ar

z=(n-m+1)Ar

Tm
n-m+l 8r cr T
O = dr.

on 27 At o [cz(nAz‘ _2_)2 _’”2};

Ayni doniistimler kullanilarak,

Q22)7—-n7+1 — Q_r_ 1 H [_ _ l) ( CZ/V r

on2rr

bulunur. Buradan,

Q2n~m+l — Qzln—nm-l _*_szn—mﬁ-l.

Sinirlar degistirilip diizenlenirse;

czfr 7

\/(cz/r -1 CAI\/cz/r

2wy on r

O

elde edilir ve yine m yerine (m+1) yazildiginda Q,"" elde edilir:

(cz/r)’ =1 Al \/(cz/r)2 -1

z={n~m A

z=(n—-m+1) Al

z=(n—-m+1)At

z=(n-m)Al

28
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z=(n—m)At
B 1 or cz czfr r 1
an mo_ i H(__.__l) (n—m——l) -
27y oOn F 2 1 oAt 2_
\/(CZ/V) 1 J(CZ/V) 1 z=(n—m+1}Af

Burada yine karsilasilan singtilerlikleri miimkiin oldugunca ortadan kaldirabilmek veya

A=+l H—m

en azindan singiilerlik derecesini azaltmak i¢in Q) ve 077" cekirdekleri toplanir.

o 1 c(n-m+1)Ar c(n—m+1)At/r

Q n—m+l +Q n—m z_",':"
2 2 On 27 cAt r \/(c(n—m+l)At/r)2 -1
_ZC(n—m)At c(n—m)At/r
r \/(c(n—m)At/r)z—-l
+c(n—m——1)At c(n—m-1)At/r
r \/(c(n—m—l)At/r)z—l
1 2
B 2 + 2
\/(c(n-—mH)At/r) -1 \/(c(n—m)At/r) -1
1
- - 3.
\/(c(n—m-—l)At/r) -1
r r r
~m+] n—m___i’i 1 6102 _ 26112 6122
Q2 +Q2 - 8}1 27Z'CAf{\/a02_l \/a12w1+Ja22~1

2
\/aoz—-l \/alz-l \/azz—l'

wm OF 1 a,’ -1 a’-1  a°-1
Qz 1"'Qz =T 02 —2 12 + 22
On 27 cAt \/ao -1 \/al -1 \/az -1

ne—m-+ - or 1 i
o, 1 +Q, = RETT Yy _\/aoz -1 ——2\/6112 -1 -I-\/az2 -—1]

elde edilir.
Dominguez (1993) tarafindan diizenlenen Mansur (1983)’un sonugclari ile Israil ve
Banerjee (1990,1991)’nin ¢alismalar1 uyusmaktadir. Yaklagimlar bakimindan baz

farklar mevcut olsa da, sonuglar uyum igindedir. Mansur, ¢ift zaman arahip1 icinde
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interpolasyon fonksiyonlarmi tanmimlams, Israil ve Banarjee tek zaman aralig icinde
interpolasyon  fonksiyonlarmi tammlamigtir. Bunun yam swa Mansur, H
fonksiyonunun etkisini agik (explicit) olarak incelemis, Israil ve Banerjee, bu etkiyi
¢ekirdeklerde kapali (implicit) olarak ifade etmistir.

Bir sonraki bolimde iki boyutlu skaler dalga denkleminin sinir elemanlart
formiilasyonunda yer alan potansiyel ve aki ¢ekirdekleri kuadratik zaman interpolasyon

fonksiyonlar: kullanilarak gikarilacaktir.
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3. POTANSIYEL VE AKI CEKIRDEKLERi-KUADRATIK DEGISIM

3.1 Potansiyel ve Aki Ckirdeklerinin Kuadratik interpolasyqn Fonksiyonlar: ile
Cikarihisi

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde sabit ve lineer interpolasyon fonksiyonlari kullanilarak
iki boyutlu skaler dalga denklemine ait gikarillan potansiyel ve aki ¢ekirdekleri, kuadratik
interpolasyon fonksiyonlar: yaklasimiyla ¢ikarilacaktir.

Burada asafidaki kuadratik interpolasyon fonksiyonlar1 (Wang ve ark.,, 1997)

kullanitacaktir:
2
1{r-t 17—t
M. Ar)=—= 2n-2 _ 2n=2 )
or (7) 2( At j 20 A ]
M (T) - ’[""t217—2 )2 +2 M) (31)
o At At )
2
M, (7) =~;—[T _Liz’” J ——;— Z%H-JH, ty,, ST <t, iken.

-

Sekil 3.1 Kuadratik Interpolasyon Fonksiyonu
Yukaridaki interpolasyon fonksiyonlari 2A7 zaman aralifinda ileri, orta ve geri diigiim
noktalarin1 temsil eden kuadratik interpolasyon fonksiyonlaridir (Wang ve ark., 1997).

Potansiyel ve aki fonksiyonlari, sirasiyla, asagidaki gibi ifade edilebilir:
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u(x,7) = u"" (x).My (r) + 1" (0).M () + 1" (x).M (1),

q(x,7) = ¢ (x). M (2) + ¢ My, () + 7" My (7).
Bu bolimde ¢=NAr zaman formiilasyonuna bagli kalinmig ve her bir zaman aralig séz
konusu interpolasyon fonksiyonuna dayali olarak N ¢ift iken N =2k alarak ifade
edilmigtir. Bu durumda ilk zaman aralig1 yalmzca sabit veya lineer interpolasyon fonksiyonu
yaklagimlartyla interpole edilebilir. Burada k=1 iken N =2olur. N tek iken ise N =2k+1
alinarak formiilasyon olusturulmalidir (Ayrmntili bilgi igin bkz. Wang ve ark., 1995). Burada
kullanilan formiilasyonda sadece N = 2k dikkate alinmustir.

Potansiyel ¢ekirdeklerinin gikarilisina asagida yer verilmistir:

InAt
UZ—? = J u* (xi,z';x,ZkAt)M(),,(r) dr (3.2)
) (2n-2)a1 )
Burada kullanilan " fundamental ¢6ziimii Bliim 2' de verilmistir.

2nA1

2k-2n+2 c 1 2 A 2
Uy = - — o [r —-7(212,,_2+At)+t2”_2At]d7
(@n-2)ar Zn\/c (2kAt-7) -7
A diyelim
c 2nAt 2_2 2nAr r 2nA1 d‘[
2h-aned —dr—(2t,, , +Ar) —dr+ (2 _, +1, At —
QF 4 A_z A 2n-2 2n-2 2n-2 A
AL (2n-2)ar (2n-2)ar {2n-2) A1
UQF 1 UQ] ) U(},FZ?
2nit 2_2
UQF1 = dr

(2n2)ar \/02 (2kAr - 1)2 .

2kAt—7=Lcosh@, 7 =2kAt - Lcosh®, dr=-Lsinhode
C C C

2
6, (ZkAt I cosh 6’)
Ugr, = | < do
&,

2
]/‘
‘ \/02 —cosh® @ -r?
¢

c(2kAr—(2n-2)Ar)

r

c(2kAt—2nAr)}

6, = arccos h[
At

}, 6, = arccosh[

2
" (4k2At2 — 4" kAtcosh0+7 cosh? 6’]£sinh 0

2
c c (4
U, Z_I
4

rsinh @

doé




2 2 6,
U,y =-—4k AC jd@ Arkas Jeosho a6 - jcoshzede
M c g}
2A72 | 6 2 A
P L) R L ~Z-(cosh 6 +sinh 6 +6)
Qr, C 4 c 6 c 0

sinh@ =+/cosh’@~1 ve 2kAf -7 yerine z yazalim:

c r c

z=(2k-2n)
r* ez czY cz
——| —+,|| — | -1 +arccosh —
20 r r r

2=(2k-2n+2)A1

—4k* Ar* cz 4drkAt
o e T

Ugp, =~(2t,,, +At) ’ ? dr
o (2n-2)ar 277\/6‘2 (2nAl‘——r)2 —r?
Ayni dontigiim uygulanirsa;
0, (ZkAt ~T cosh 9] Lsinho
Uy, =(2t,,, + A1) QJI' cr —— ¢ do

2kAt”

6,
U, = (28, + Az')-[ a cosh@d&}

c I

’ 21 Atr ?
Ugr, = {%At ey + 2K arccosh (—c_{] — g AT r2+ ’ _Ci] -1
pAl] 7

2nAt

dr
n 2y 273 (2kAt —7) =7

UQFg = (tzzn—z +1, ., Al )

(ZZn 2t At
Ups, =— j do
¢ l
( 2 ) 2=(2k-2n) At
Uyt o AT
Uor, 2{‘ e arccosh(f-z-ﬂ
0 - P

z=(2k-2n+2)At

2k-ans2 __ € drkAt B P B 2t,, , v+ ALY czY B
U 2 3 2 _ 1
T 4n AP c 2c c r

z={ 2k-2n) At

z=(2k-2n+2)Ar

33
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2 .. 2 2 2
- . 4 / 2kA° - =1 -
{ 4k2At 7 _+ kAtt,, , +2kA -1, lzn_zAfjamosh(czj
c 2¢ ¢ !

z=(2k-2n}Al
()]
3 — .
2c r 2=(2k-2n+2)Ar

Kuadratik interpolasyon fonksiyonunun orta noktadaki karsilig: kullanilirsa;

2nAt
U{z};’\(/f_znﬂ = I u (x"z-;x,ZkAl‘)MQM (T)dT (3.3)
(2n-2)ar
ya da
U(z)j/;zmz - e c i (”72 +27 (12n-2 + Atz - tzzn—z ~2t,, At) dr
) (2n-2)1 27r\/c2 (2kAr - 1)2 —r’ At

A olsun

olarak yazilabilir.

M oA

-2n+ -7’ d
0 ] o) (i) [
;\f“"“j B

Uouy Ugus, Ugns,

Upu, » Uyr, Integralinin ters isaretlisidir.

—————arccos h ——— >
c r c

UQM] =

4k* AL? cz 4drkAr (02)2_1
r

z=(2k-2n) Al

2
ez cz cz
+—| —+,/| — | =1 |+arccosh
2¢’ ¥ r r

Uou, » Uyr, Integralinin ters igaretlisidir.

z=(2k-2n+2) A1

2=(2k~2n)M

- — 2k A 2
U, - 4kAtt,, , —2kAr arccosh ( cz j N 2t2n_2:— Atr ( cz ) 4
o c r r

4

z=(2k—2n-+2)At

Uou,» Ugr, Integralinin ters isaretlisidir.

z=(2k-2n)Ar

£+, At cz
Uon, = {—zﬂ—jﬁi—- arccosh(—r—)

2=(2k-2n+2)Ar

[j2k-ams2 c

o = W(UQMI +Uou, +Uou, )
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ks € (—4rkAt+2l‘2n_2r+Atr . r J (zjz "

Mo AP c? 2¢° r
7= 2k~2n)Ar
AEPA 1P ArAtt, , —2kAP + 1L, + 1, AL cz r* ez
+ Tt arccosh| — |+| — |—
¢ 2c ¢ r 2c ) r
2=(2k-2n+2)A1
2nAr
Uéf;"z”*z = J u* (x’ ,r;x,2kAt) M, (7)dr
(2n-2)Ar
[ _ e ¢ ‘ 72 =7 (21, , +3)+15,_, +3t,, , +2A1 g
o8 2
(-2 27r\/c2 (2kAr -~r)2 —r? At
4 diyelim
2nAi 2_2 2nAM r 2nAt d’[
UZirm? = —dr-2(t,, ,+3 —dr+(,_, +3t,,_, +2AF —
OB 2n-2 A 2n-2 2n=2 A
(2n-2)ar (2n-2)Ar (2n-2)Ar
Uos, Uos, Ups,
Ups, ve Uy, integralleri aynidir. O halde,
~4k? AP 4rkAt ?
Ugp, =| ————arccosh < 5 (E—Z—J -1
. c r c r
> z=(2k-2n)A1
P ez cz cz
——|—+,/| — | —1+arccosh —
2c’| r r r
z=(2k~2n+2)A
Ugy, ve Uy, integralleri aynidir. O halde,
> z=(2k-2n)A1
4kAtt, , +12kAt 2t +6
U,y = = arccosh(f-z—)—i%—————’: [_c_z) -1
= c 7 c ¥
z=(2k-2n+2)At
Uys, ve Uy, integralleri aymdir. Boylece,
2=(2k-2n)A1

_l.z - 2 2
Ugs, :{ 2202 =y #2010 arccosh(zﬂ

4 r
2=(2k-2n+2)A1

Ugy "2 = _——Zﬂcﬁxtz (U o, Ugs, +Ugs, ) oldugundan,

(3.4)
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e _ € drkAt=2t, ,r+6r 1 [cz ]2 "
o 2 AL ¢’ 2c° r

+[—4k1Ar2 _ ri AkAtt,, , +12kAt 12, —3t 2"—2+2A’2Jarccosh[ff—]
c 2c c r

5 z=(2k-2n)A1
_[_f:_jz}
3 .
2c r z=(2k-2n+2)At

Akt gekirdekleri de kuadratik interpolasyon fonksiyonu kullamilarak ele alinirsa;

2nAt
o= [ g (¥ 2kAr) My, () dr (3.5)

(2n-2)1

Burada kullanilan ¢" fundamental ¢éziimii Bolim 2'de verilmistir.

2Ue-2n+2 _ o cr 1 T—Z22n——2 2__1 Tl d
o= | on Y] 20 A *

(n2)r o [02 (2kAt -7 - r2]2

oldugu hatirlanarak,

2 { 2 _ A ;

At
2o _ OF CF e de _ 2nj'y 27, d
or " on 4 AL 2 ‘
(2n-2)A [ (ZkAl‘ Z') s :I (20-2)Ar
Qor,
B
Yoy
2nAt 2 2nAl 2nAl
) TAL t, At
" J‘ 2 g J‘ 2+ J' 2n2 20 g }
(2n-2)ar (2n-2)a1 (2n-2)ar
Qory Qor, Qors
2nAt 2
todr
QQF1 = _f 3

& (2kar—g) =1

—akiA 10 e "j coshd . 19jcosh29

= + - de
Cor, =7, ; sinh’ @ ¢’r gsinh’6 ¢’ ) sinh’6
2 A 42 6, 6, 6,
0, =LA cosh " KA 1 1T L otho-6)|  elde edilir
o rc sinh@ |, c¢°r sinh@|, ¢

&

sinh @ = +/cosh’ @1 ve 2kAf—7 yerine z yazildiginda;



cz
+arccosh —

QQF] = 2

bulunur.
2nhr
27t,,_
QQF2 = J' 2n=2 3 dr
(2n-2)a1 [cz (2kAt—z‘)2 —r2]2
r r.
o, 2(2161&1’ ~—cosh «9] t,,, —Sinh &
c c
Oor, = | ——do
8, 2 2
[cz % cosh® 8- rz]
c
ya da
akart, " 1 2, , "+ cosh® @
= 2n=2 do — 2n=2 4o
Cor, r'c J sinh® @ re’ elf sinh” @
&, 6,
~4k At coshé 2, , 1
or, =3 — = e
r‘c sinh6 |, rc” sinh |,
r ~z=(2k-2n}At
cz
—4kAt - 2, , 1
QQF2 = e T 2 5
ICERRTE
L r ¥ dz=(2k-2n+2)A1
2nM f2
Qor, = J. 22 3 dr
(2n-2)ar [Cz (ZkAt _ Z‘)2 _erz
o, Lsinho 0
0, =1 j c 46 - -t j 1 g £, cosh@
o S sinh’ 0 r’c ; sinh® @ r’c sinh@

R

9,

6
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—z=(2k-2n)Ar

Az=2k~2n+2)ar



r —12=(2k-2n) A1
cz
Lo 1
cz
)
L ¥ Hz=(2k-2n42)A1
28 o, (ZkAt' ~I cosh ej ” sinh @
TAt c c
O, == | rdr= | sinh’ 0
(2n-2)1 [cz (2kAl’——2’)2 ~r2}2 é,
Buradan
4 6
2kAt ¢ 1 1 ¢cosh®
. = do - de
Cor, ric HJ: sinh’ 0 c’r 8—!. sinh’® 8
- =2=(2k-2nyA
| —2kAt cosh @ % . 1 1
r’c sinh@ |, c’r (czf 1
L F dz=(2k-2n+2) A1
2nit
t,, , At
QQFS = -2 3 dr

(2n-2)ar I:cz (ZkAt —7)2 _rz]i
Oor, V& Oy, integralleri aymdir. O halde,

- ~z=(2k-2n)At

QQFS = 2

ree 2 '
(694
\/( ] -
L r z=(2k—2n+2)Ar

in(ﬁ—znﬂuz _ 5_7 cr
or on 4 A’

(QQF1 +Qor, +Dor, + Gor, + Lo, )

seomez_ OF T (41\9 AP = AkALL, o+, ~2kA 4G, LA 1

oF  on A AP rle

38



z=(2k-20) A

~4kAt+2t, , 1 1 1 cz
+| —————=+—— |'—=——===-+—arccosh| — .
rc cr cz V c r
— | =1 2=(2k-2n42)A1
r
2nAt

o = I q (x’,r;x,ZkAl‘) M,, (7)dr

(2n-2)A1

e or cr -2 Y Tt
é[l\(/[—211+2 - .[ p . _( Aiﬂ—2 j + 2( A?;?—Z J dr
0 " 3
@28 o [cz (2kAt—r)2 —rz}z

sbeamsa  OF cF 2l o2 dr 20t + AT
i -3 -] o ] e
n ZxAl (2n-2)M [cz (2kAt _ r)2 _rz]i {(2n-2)a1
‘ / Qo
B
Qom,
— e Z2n—2 (t2r?~2 +2Ai> dr :{
(2n-2)Ar B
Yom
2nAt 2
o dr
o, =~ I 3
(2n-2)a1 [(32 (2kAt _ T)2 __,,2:!2
| B

Ayni dontistimlerle;

B 1z=(2k—2n)Ar
cz
4k°Ar 1 v 4k At 1 1 cz
Oon, =| ——F5—~—) L =5 ————arccosh—
ree c { E.Z_.) . cr ( C_ZJ 2 c 7
- r r Hz=(2k~2n+2)A1
2nit 22_
O, = (b +80) | —dr

(2n-2) A1 [Cz (2kAt—T)2 __’,2}2

0, 2[2km—5cosh Q)ESinhH

Oous, == (tr + A1) J- - -

do
; sinh® 0

39

(3.6)



o, ~4kAtZsinh® 42— cosh@sinh @

(st [ g e
QQ}\/]2 ( 2n-2 ) 9'!. Sinh3 0 9’!' Sinh3 &
g é
—4kArT: 1 2 tcosh®
QQM2 ( -2 ) [ wic 9'1[ sinh? 6 ric 9'1[ sinh® @ ]

DL +4kAL coshd | 2(n,,+A1) 1 |”
oz rie sinh @ |, rfc  sinhé |,
r qz={2k-2m)Ar
cz
4kAtt,, , +4kAP T 2(ty,_, + A1) 1
QQ’,V[2 = 2 2 - 2 2 *
rec cz rec ez
CR J=) -
. r r . z=(2k~2n+2)Al
2nAl
dr
QQ]\/]3 = (_t§n~2 - 2t2n-—2 AZ) I 3
(2n-2)Ar [Cz (ZkAt _ 1)2 _7,2}2
6 zsinh9 8
(2 (e fy 20, A ]
QQM3 - (t2)1—2 + 2t2)1—~2 At) H.!. Sinh? 9 d@ - r2c 9.!‘ Sinh2 9 dg
- —z=(2k-2n)Ar
’ cz
0, = ~t) ,—=2t, ,At cosh@ | | Tl =20, A T '
o rie sinh @ |, r’c \/(02)2
= -1
r 2=(2k-2n-+2)At

shoama _ OF CF

(QQM1 +QQM2 +QQM3 )

oM - _8; 27 AL
czZ
s _| OF_cr ( —AK*AC + 4kAt, , +4RAC -1 =21, AL 1 } .
OM - 2 2 3
on 2n At rec c \/(C_ij »
"

—z=(2k=-2n) A1

. [ 4kAr 2(t,, , +A1)

1 1 cz
> 5 - ———3—~arccosh —
c’r rie \/(cz) , ¢ r

Az=(2k-2n+2) At

40



olarak bulunur.
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e o cr 1{7-t P 3t
o= ] : [5( Ainhzj _5( A +lﬂ G
(an-2)ar 27[[c2 (ZkAt—T)Z -r2}2 '
| B diyelim
o er
2k=-2n+2
o =( J‘) = T BAT [rz —7(2,,,+3)+ 1, (1, +3)+2At2]dr
2n-2)A1
wa O _or | UF T (21,,., +3) Mf’ dr+ (£, + 31, , +208%) 2}7]%’ d
0B == 3 & 4T\ 4y, - -2 T3, : T
On 27ZBAL"| (3,5, B (2 (2n-2)ar
. QQB} QQBQ QQB3
2nAt ‘['2
QQBI = —dr
(2n—j2)Al B
Ops, Ve Oy integralleri aynidir. Bu durumda;
- ~z={2k~2m)A1
cz
4K A7 1 o 4k At 1
Oop, = ( - +——3—J L — - +i3arccoshc—z
r’c ¢ \/(CZJ c’r \/(CZJ c r
| |
L r r dz=(2k-2n+2)0
2nAt
Ops, == (20, ,+3) [ —dr
(2n-2)ar
_ ~z={2k-2m) Al
cz
0. - ~4kAtt,, , +12kAt P 1
o rie czY r'e Jres YV
RO
L r r Az=(2k-2n+2)A10
- mz=(2k=2n)Ar
et £ +3t, 42 =
Ops, =(B3,0 4305, +288%) [ dr =| 227222 L
» (2n-2)ar rc \/{Cij 1
L r dz=(2k-2n+2)Ar
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2k-2n+2 __ or cr

o5 = W( Oop, + Ops, + s, ) oldugundan,

dioma  OFcCF £4k2 AP —4kALL,, , +12kA1+12, , +31,  +2AF LA }

o8 ~ on 27BAP ric &

L[ kA 28,

GRS o

2=(2k~2n}A!

c r

+ % -arccosh (—C-E—)

2=(2k—-2n+2) A1
olarak bulunur.
Bu boliimde kuadratik interpolasyon fonksiyonu yaklagimiyla iki boyutlu skaler dalga
denkleminin SIEM formiilasyonuna ait potansiyel ve aki ¢ekirdekleri ¢ikarild.

Gelecek boliimde ise ti¢ boyutlu skaler dalga denklemine iliskin ¢ekirdekler ele alinacaktir.
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4. UC BOYUTTA POTANSIYEL VE AKI CEKIRDEKLERI

4.1 U¢ Boyutlu Skaler Dalga Denkleminde Farkh Interpolasyon Fonksiyonlan I¢in
Cekirdekler

Bu boliimde onceki bolimlerden farkli olarak ii¢ boyutlu skaler dalga denkleminin SIEM
formiilasyonuna ait potansiyel ve aki ¢ekirdekleri; sabit, lineer ve kuadratik interpolasyon

fonksiyonu yaklagimiyla elde edilcektir.

Sabit interpolasyon fonksiyonu yaklagimiyla potansiyel ve aki ¢ekirdekleri:

Boliim 2°de verilen 4" (r) sabit interpolasyonu ile birlikte ii¢ boyutlu #* fundamental

¢oziim (Eringen ve Suhubi, 1975) kullanilarak,

U™ = 'fu*(xf,r;x,t) K" (t)dr 4.1

A’m

yazilabilir. Buradan,

o1 r
U= | —6[(t, -1)-—] 1 dr
T[w [, -0)-=11

#(e)

M
Uyp

U”’”=Z-1-—{H [, -7, )-21-H[@,-7,) -1
wr C . C

U™"1 pertiirbasyonun alan noktasina ulagip ulagsmamasina bagl olarak ii¢ farkli durum i¢in

inceleyelim:

D r<et,-1,)

0 r C(tn - Tm) C(tn - Tm—l ) x

v



7, ve 7, arasinda olusan tiim pertiibasyonlar alan noktasina ulasr.

m—

)-L1=1 H[t, -7,)-L]1=1 U™ =0 olur.
C

H@ -1
2) C(rn m ) <r <c (t m—l)
I | I | >
I | I I 4 X
O C(tn - Tm) r c(l‘n - Tm—l )
pertiirbasyon pertiirbasyon
ulasmaz. ulagir.
H[(t, -7, )-21=1, H[(t,~7,)~-]=0 oldugundan,
c
nnt 1 1
U™ =—{1-0} =— bulunur.
4rr 47y
3)0(1‘” ml)<’
I l | >

0 C(tn ~Tm) ( n m 1) r

pertiirbasyon hentiz ulasmamustir.

T 1) ] 09 H[(tn —Tm)_'z] =0 Oldugundan,
[

HI(, -
nnt 1 1
U™ =——(0-0)=——20=0 bulunur.
4rr 4y

Yine y" sabit interpolasyon fonksiyonu ile birlikte,

., ouor or o 1
=L S 50

Or 6n On Or dnr

li¢ boyutlu aki fundamental ¢6ztimii (Eringen ve Suhubi, 1975) kullanilarak,



o = Jq*(x’,r;x,t) u"(r) dr
At,

yazilabilir.
., or r 1 0 r
LTix,0) = S[(t-1)~=]+ —S[(t-1)-=
g (x',7;x,1) o [(t-7) c] yy— [(t-7) c]}
HH? r 1 a r m
= j 7 Ol -1) - +—— — 8[(t, -1) -} u"(t)dr
47y c dzre OT c

Qnm .

4m = ]5[@ f)-)lds +--— jcs[(z f-Dldr

f: S(x-a) d(x)dx =— [: S(x—a) ¢(x)dx = —d(a) oldugu hatirlanarak,

or r
=9 d
Q]] 6” 4 c ] g
or 1 r r
Q]] =T 2 {H[(Zn’—z-m—l)__]_ H[(t m) —]}
on 4xr c ¢
4 or 1 K r
= o[(t-1)—-=]11d
G on 4xr’ I =) C] !
6r 1™ v
“on 4rre T;[ =) C] !
or 1 ™ r
=— Oo[(t-7)—-=-1.0d
on 4rnre J Le=2) C] !
=0,
O halde,

O™ =0, +0Q,, den

or

Q=8n42

(H[(,-7,.)-—1-H[¢, -1,) -1}
C C

45

(4.2)



sonucuna varilir.

46

Bu sonug, pertiirbasyonun alan noktasina ulagmasi veya ulagmamasina bagl olarak ii¢

farkli durumda incelenecektir:

Dr<c(t,-7,)
HI(@,~7,)-~1=1, H[(,~7,)~=]=1 oldugundan
c c
Q™ =0 olarak bulunur.

2)e(t,~7,) Sr<c(t,-7,,)

HI(t, ~7,.) -—’f-]= I, HI(t,-7,)-L]=0 oldugundan
C

61 (- )___ 1

871 47p? on 4nr?

Qn”? ——
3) c(tn ~7’—m—1) <r
H[(t,~7,.,)-21=0, H[{ -1,)- ] 0 ve
C

61
5n 4m

Q"= =(0-0)=0 olur.

Lineer interpolasyon fonksiyonu yaklasimi kullanilirsa,

UM = _‘-u*(x’,z';x,t)n”’(r)dr

T

yazilabilir.

(4.3)

n"(r) lineer interpolasyon fonksiyonu ve ti¢ boyutluu” ve ¢ ¢dziimleri Bolim 2°de verildigi

gibidir. Buradan,
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o ro(-7,) M1 7y Tpn =)
[y = Sli-n-= m=1 dr+ S 7)== ntl dr
‘ TJ;4Jz'rc L=7) c] At T'_[ 4drre L=7) c] At
yazilabilir.
1™ r T o r
"= to[(t-1)-=)dr —-—2— | 5[(t-1)--]d
drr At T:[ Lr=7) c] 4rrAt T'[l L=7) c] ‘
Uy Uy,
T F r 1™ r
+—e VS [(t-7)—~]dT — to[(t-1)-—]dr
4rrAt T;‘- Lt=) c] drrAt j I« ) c]
Uy Uy
1 o ‘ r
A — [EXALC -)-—ldr

J.¢ (x) 6(x—a) dc=¢ (a) oldugunu hatirlayarak,

1
N 4grAt

(t,~5) Hlt, -7, )-1- (¢, -r /) H[(t,-7,) -1
C [ C

Tm——l — — i — — — .Z:
_m{ H [ (tn Z-m—l) c ] H [(tn Tm) c }}

12

T 1 r r
=—ml ([ -1 )-—]- H[(t, ~1, )~L
13 4ﬂ'1"Af{ [(n m) C‘] [(n m+l) C]}

1
U =
Y 4mrAt

(@, ~5) HIt, —7,)~—1-(t, =5 H[(t, - 7,,) -1}
C C C C

nm

1 v 14 7 r
v {(-1, +Z) HI(, —T,n)-z]—Z(—r” +Z) HIt, -rm)—.g]

- (_tn + z) H [(tn - Tm+l) - ﬁ] + (Tm—l + Tm+l ) H [(tn - Tm) - _’:]
C C C
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-7, H[(, —Tm,l)-g] -7, HI[(t, —7m+1)-£]}

m-1

olarak bulunur.
Pertlirbasyonun ulasip ulagsmamasina gére, U™ ’1 dort farkli durumda gruplayabiliriz:

Dr<e (t,~7,,)

v

X
O r C (tVI - Z-7114'] ) c (rn - TIN) c( n - Hi 1)
tiim noktalara etki ulasir. Tiim araliklarda H =1 ve U™ =0 olur.
2) c (tn m+l)< r< C(f )
| | | | | y X
| | | | | "
O ( n m+] ) r c(tn - fm ) ¢ (tn - Tm—-l )
H=0 H=l
r r Fle
_ —tt === -7, )1
o T ) (f (;) _ T — 1+ c_ c |:7” ( n m+1) :!
4rrAt  ArmrAt 4rrAt A rAt
Unm — 1-a
4w cAt (1-4,).
3) ¢ (tn - Tm)S r< c(tn - Tm—])
I | | | | >

0 C(tn - rmﬂ ) ¢ (Zn - Z-m ) r C(Zn - Tm—l )

u™ = {(=t, - ) Tyt ) -
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_Tm—] + ’n - "i C(fn ~ Tm”]"‘) -1 1
Uum™ = € = r = (a,-1).
drrAt 47 cAt 4 et

v

X
O ( no n1+1) C(ZAH - Z'm c(tn - Tm—l) r
H=0
U™ =0 olur.
[o1¢-)-ric)rdr= [sl¢-0)-rlclvde
= [sl¢-0)-r/clr dr=(t~ric) H{t-7)~1]
c
oldugu bilinerek, ¢ igi‘n lineer interpolasyon fonksiyonu kullanalim:
oM = j g n"(c) dr + j g’ n"(r) dr (4.4)

Dot

=f { S1-1)-Le—— 2 [(t—r)-f-]}—--——("“fm-l) dr
72'7' c (4

47rrc 6 At
1 & (r z')
S[(-1)—— —o[(t-1)- ol
!8}4{ 4zr’ L) c] drre Ot L=2) ]} At
oo or 0
B t—-1)——]r dr + t-1)-—]rd
Q 0 on 47rr2At oLt=m) ]T g J‘47zrcAt on 8 olt=7) ]T r
Qll QIZ
or T, wor 1
—=_S[t~-1)--]dr— | — —=L  — t—7)——
I on dminy O LD ] j on drmreht 61 ol=n) ]

s O



T4l al r Tl
- — S [(t-1)-=]dr + T [—7)——
j on dmear O TP ] f on AmrcAt 61 ole-o) ]
Qis i
i O 1 r e oy 1 0
+ | — Solit-t)y-—]rdr— | — — St -)—-=]7rdT
on drxriAr [t=7) c] Y On dzreAr Ot [=7) ]

O O

or 1 i r
— s[t-0-114d
O on 4zr2AtT'_[T [=7) c] ’
0,=-Z (=5 B, ~5,)- 2 -0=5)H,~2,) -1y
11 6n 472. 2AT ml m
1 or . r 1
-+ T N élt-n-11dr =- S[t-0-11¢d
o= rent on AT OLOT DA = a { [e=a)=1 v ar
1 or
- L H[ -7, ) -E-HIG -7 )=
yryvieal [, —7,.)— ] [, -z,) ]}
or 1 o
frvmd— 5 f —_
On on 4nr’At '{ (=) ]
0, =L T (e, -1, )~ 5= A, ~7,)-11
13 (3}1 472'1’2Af n m] n m ¢
o T,
- m t — e
A 6n drreAt j, =) ]
o T, i ro
et [ s1-0)-Tid
Q= an drreAt J.] [¢=2) c] ’
0, =0 olur.
87 T .

= — —ml ]5 t—7T _r dr
Qs m drr’ Arf L= c]

50
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or T, r
= e ML T - HI(t, ~ —=}.
Q]S 5}’1 471'7"2At{ [(n Tm) ] [( m»l) C]}
o T,y . r
—2 . A S[(t—-1)~—] dr
Qs = an dreAt T-[ [(=7) c]
O, =0 olur.
or 1 r
= — S -1 —-—]dr
O on 4rxr*Ar 2 L=7) c]
0,=-< (a ~~>H[< ~7,)=C1-0~) H [, ~7,.)-r/cl}
17 al’l 4 2Al n c c n ni—1 :
_or 1 - r
= olt-1)~-—-1d
Qs é’n dreN er [(=7) c] ‘
ar
olit—-t)—=] 7 dr
Gn 4cht J. Lt=7) ]
Oy =-ZL Imt i pi( 2y -L1-HIG, -7, ) -]}
18 on 4drrcAt "o rooml

Qm = Qn +Q12 +Q13 +Q14 +le +Q]6 +Q17 +Ql8'

Q"™ pertiirbasyonun alan noktasina ulagip ulasmamasina gore dort farkli durum icgin

incelenirse:

Dr<c(t,-7,,)

O r ( n m+1) 4 (tn - Tm) C(tn - Tm—l)

Bu nedenle, 0™ =0 olur.



2) C(ln - T)71+]) S r < c(tn - T”T)

52

I l | | | > x
O ¢ (tn - Tm+1) r c (tn - Tm) c (tn - Tm—l)
H=0 H=l
Qnmz_(z}: 12 (fn"’['n1+1—f‘)+g: 1 =+?]_"— 1 C(f”—’l'm+1)_1+1)
on 4mxr-Ar ¢ On drnrcAr on 4drxrcAt r
or 1
e a2
on 4mxrcAt
3)c(t,~-7,)Sr<c(t,-1,,)
| | | | | p X
| I | | | i
O c (tn - TnH—l ) ¢ (f” - Tm ) r c (tn - Tm—-] )
H=0 H=1
or 1 r or 1 or T
= - [——— , T e = e— __._.lﬂ.:.]_
2 on 4xr*At ( c) Z on 4rreAt = on 4rr*At
Q]A =0, le =0, Qlé =0, Q17 =0, le =0
or 1 r. or 1
M e e (£~ T, =) ——
© on 4rr’At Gt +2) on 4mxrcAt
:_@ 1 c(tn_z-m—l)_*_l_l):___a_’i a,
on 4xrcAt 7 on 4xrcAt

4y rzce(t,-7,,)

N l | | | >
| I | I I x
0 c (tn - Tm+]) c (f” - Tm) ¢ (tn T ) r

H=0

O™ =0 olur.
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Zamawmmn kudratik degisimi:

Burada da {i¢lincti boliimde kullanilmis olan kuadratik interpolasyon fonksiyonlar

kullanilacaktir. O halde,

2n A

Up? = [ (x5, 2k0 ) My, () dr (4.5)

(2n-2)ar

me T—1 R e
U2k -2n+2 — 5 [—7)—— ( 2n~-2 ) - _[ “2n--2 d'l'
(zn_[w———-—w [(1-7) ][ | o] ]

S[(t—7)- 10'-] = S[(r—(t- -Z-)] oldugundan,

1 2nAt 2
Uyt =— [ ol (z——)][ j dr
8727 2n-2)At
1 2nAr r—t
-—— | 6l- (r——)][ W]dr
8727" (2n-2)A1 At

olarak yazilabilir. # = 2kA¢ oldugu gdzoniine alinarak,

r
ke 1 t“_"tzn—z ¥
U, "™ = { € H[(2k-2n+2)At ——]
< 87zr At c
2

»
P H[(2k-2n) AT
OO .S, —2n t.._
v [( ) c]}
»
1{t;t2”"2 H[(k-2n+2) At -1
- -2n+2)At—~
8y JAV4 1 ) c1
I3
t___th-Q

e _ _r
> H[(2k - 2n) At c]}.
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olarak elde edilir.

Ug farkli durum igin inceleyelim:

1) r<c(2k-2n) At

| ! | ! > X
0 r c(Rk-2n) At c(2k—2n+2) At
H =1 ve dolayisiyla Uj;>"** =0 olur.

2) cRE-2n) At<r <cQRk-2n+2) At

I | | >

I I I wx

0 c(2k -2n) At r c(2k -2n+2) At

HZo H=]
1 r 1 r
UZk‘—2n+2 — [ 2 _ [ ———
o Sl v ne2)

3) r2c(Rk-2n+2) At

l | | | >

I I l I T ox

0 c(2k-2n) At c(2k-2n+2) At r

H=0
ve bu nedenle, UJ™"** =0 olur.
2nAt ‘
Ug?™ = [ ' (x,732,2kA0) My, (7) dr (4.6)
(2n-2)At

2nAt

e 1 T—1,,_ 2 T—1L,,
Uy = j —-—5[(z-f)—£].[—(——-2—2-) +2(-——A—;—2}]d5

(2nDar 4y At



2nAt

1

55

2
-1
U2f(~2n+2 _- 5 [(T—(f—r-)].(f 2n—2) d'l'
oM 4y (2n-Dar ¢ JAY]
L L 2nit 5 [(T_(t‘r-)] (T“'t2n_2jdr
27y D c At
2
r
gt 1 T H[(2k-2n+2)Ai -1
S = -2n+2)At ——
o 4y At L ) c]
2
r
l ==l 7
- € H[Q2k-2n)At ——]}
At c
7
P P H[(2k-2n+2)Ar-"
+ —an+ f——
2rr { At L ) c]
2
y
t-“—th—2 7
- ¢ H[(2k-2n) At ——]}.
At c

Ug farkli durum asagida incelenmistir:

1) r <c(2k-2n) At

c(Rk-2n+2) Ar

, c(2k—2n) At
H=1
ve dolayisiyla, Uj7>"** =0 olur.



2) cRQk=2n) At<r <c(2k-2n+2) A1

0 c(2k=2n) At , 2k -2n+2) Ar
) HZo o
(2111\;2%2 (5"'” 2 2)2+ 1 ([‘“_ l z)
. 47erl c 27r At !

3) r>c(2k—2n+2) At
1 1 1 t

A 4

0 o(2k - 2n) At cQk-2n+2) At ¥

H=0

U2k—2n+2

ve buna bagl olarak, =0 olur.

2nAt
2k-2n+2 #* i . .
Upg 7 = I u (x,z',x,ZnAt os(7) dt
2n-2)Ar

2nAt 9 »
Uy ¥ = J' ..1_5[(1 T)__] [_1. f__tﬂj __,_3_[7 fond
(an-ay 47T 2 At 2 At

U2k _1__ 2ng§: S [(z- (t———)] (T s szr
o 87[7" 2n-2)A1 t
2nAt
_.__.31_ J' 5 [(r - (t—-——)] ET Lo 2jd7
871'7" (2n-2)N1 t
1 2nAt r
+— S [(z—(t->)]dr
) dle--2)

(2n-2)40

v

j+1]d7
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. F
l_‘_—t2n~2

s 1
Ué’};uzgm{ At

- F
[——= t2n~2

At

ro
3 t“_"tzn-z

H[(2k-2n+2)At -1
C

H[(2k -2n) At—i—]}

S B H[(2k-2n+2)Ar-1]
C

87xr At

r
[——= s

I D _ _r
v H[(2k-2n) At c]}

+—-1—{H[(2k—2n+2)At—5]—H[(2k—2n)Az—ﬁ]}.
4rr ¢ c

Ug farkli durum igin inceleyelim:

1) r<c(2k-2n) At

l l !
0 r c(Rk —-2n) At

ck-2n+2) Ar

ve buradan  UZ;"*? =0 olur.

2) ¢Rk-2n) At<r <c(k-2n+2) At

0 cQk-2m) A 7 c(2k-2n+2) At
7o Hal
2k—2n+2 1 v 2 3 v
= (-1, Ve ——— (=Tt yr—
o 8xrAt? ( c 2n-2) 87rr At ( ¢ 20-2)

v

v
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3)r2c(2k-2n+2) At

I | I I X

0 cQk=2n) At c(Rk-2n+2) At ¥

2he=-2n+2
e Uy " =0olur

Aki ¢ekirdeklerinde ileri noktadaki kuadratik interpolasyon fonksiyonu kullamlarak alinan

integrale gelince;

2nA1

éﬁ‘dﬂﬂ = [ Gyy M or (D)t (4.8)
(2n-2)Al
2nit
or r 1 0 7
2h-2n42 STii—r)— 11+ _
. (2n—J2‘)Ar on Azr? 3 ) c] drre Ot c]}
2
{l(f_“r_za—_z. _1(7’“’2:7—2)}6%
2 At 2 At
i = "?1: ! znfl o [T - (t —1)] (T — t2n—2 jz dr
or on 8 r? (2n 2y ¢ AL
2nAt
--1—-?-}i 1 5 j [T (f-‘-'*)] [T t2n Zjdz_
on 8zr (2n-2)Ar Ar
2nir 2
éﬁ 1 J‘ [T (r""’“)]( 21’1 2) dT
on 8rrc (2n 2 At
" 2nAt
_QI.. 1 J’ [ _(t__)1[ 211 2)dz_
on8rre an- )
2
=Lt
or 1 2n-2 »
o = —— ¢ H[Ck-2n+2)Ar-L
o on 87z r? ¢ At I€ ) c]
- 2
===l p
—| ——— | H[Qk-2n)At—=
- [(2k ~2m) Ar-213



r

f——t
ar 1 c 2n-2 7
+— HQRE-2n+2)At ——
on 87 r? { At L ) c]

r
[—— —l, 7

~| ——— |H[2k-2n) At —=]}
At c

-y
a]ﬁ 1 2n-2

— £ H[(2k-2n+2)Ar-1]
ondrre AF c
e H{(2k—2m) At~
e _ T
— |HI2k-2m) A=)
or 1 p -
+ {(H[(2k-2n+2) At ==]—(H [(2k = 2n) At =]},
¢ C

51; 87z reAr

Ug farkli durm icin inceleyelim:

D) r<cQk-2n)Ar

| ! | ! -
0 r c(2k-2n) At ck-2n+2)At
H=l]
(M2)£~2n+2 — 0
2) cCk=-2nm)At <r <cQk-2n+2)At
l | I | y
I l I I "
x

0 ¢ (2k - 2n) At r c(2k = 2n+2) At




2k-2n42 _
QF -

_@_7”_ 1 _E‘t2n-2 +—a£- 1 t—;_t2;1..2
on 872'}"2 ) At on 872’]”2 . A

o 1 (T e
an drre’ JAYS on 8w ret

3) c(RQk-2n+2)At <7

0 c(2k -

v

l
2n) At c(Rk = 2n+2) At ,

2k-2n+2
QF

2k-2m42
OM

2k-2n+2
OM

2k-2n+2
OM

H=0
=0 olur.
2nA!
.[ q3BMQM (r)dr
(Zn-2)4r

20t 6r 1 a
_(217—£)Afan{ dzr? [(1 T)_;} 472’7”08_2'—5{0 T)——}}

2
() o Tl
At At

or 1 2nit 2 2
IS E=T P
on 4rr (2n-2)A1 At
or 1 2nht
- [ _(t____)]( 2n 2jd7
on 27 r? (zn—'g)A,

-] nj'l 5[7—(1—5)],(7_’2,7_2] i
C

5}’1 amre (2n=-2)A1 Af
2nit
. [ o [r—(t-f.)],(r t2r1—2jdr
on2xre (2n-2)At C At
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r

seana _Or 11T H[(2k=2n+2)Ar-"
R Rl ~2n+2) At —=
QQM on 4 r? At | ) c]
2
r
P H[(2k-2m)Ar -~
R S-S, —-2n l‘..._..
Y [( ) c]}

- ¢ H[(2k-2n+2)Ar -1
8n2ﬂr2{ At I ) c]
v
e ke
| —  H{Qk-2m)Ar=L
Iy [( ) c]}
{ ! {
R P
o _1 ¢ H[(2k-2n+2)Ar-1]
on2rre Af c
v
e ko T
—_— e — —Zn l‘___
Iy [( ) C]}
or 1 r o
L (H[(2k-2n+2) At -1~ H[(2k-2n) At -]},
on 2w rct c c

Ug farkh durum icin inceleyelim:

1) r <c(2k - 2n) At

0 r c(2k-2n) At ¢k = 2n+2) At

2k-2n+2 _
o =0 olur.
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2) ¢k =2m)At <r <c(Qk-2n+2)At

I I | I > X
0 c(2k—2n) At r c(2k =2n+2) At
H=0 H =]
2
-y t-L
k2mid :.a_,i 1 212 _@ 1 -2
oM on drrt At on2rxrt’ At
=Ly
_@1 1 g "c' 2n-2 _@ 1
on2rre At on 2w reAr
3) cRk-2n+2)At <r
I I | | .
I I I I T x
0 cQRk-2m)At  c(Qk-2n+2)At ¥
H=0
Z),’(; 2142 =0 olur.
2nAt
o= | g My, (D)dr (4.10)
(2n-2)At

1
drre

l(z~1,,, ’ 3(7-1,,,
A= —== | =] —2= 1+ 1} dr
2 AF 2 Ar

2h-2m42 _ 2}? 5_1{_ 1 5[@_1)_2]_*_
OB c

0 »
—olt-1)~—
(2n-2)A1 on - Anr’ Br [( ) c]}



2k=2n+2
QB

- T L s (t»—)]( j dr

on8rr

2n-2)A1

v > T Slr- (t—~)](r tz“)df

2k=2n+2 __

OB

on8xr Ar

(2n-2)M

ar 1 2nAt P
[ or-¢-)ar
Bn 47 p? an c
2nAt 2
o _1 Sl (z——)}( 2“) dr
on8rre (an 2y Ar
2nAt
o 3 5’[7—@—’—)1.(---——7 12"-2]dz
on8xrc On-2)ar c Ar
2nAl
a1l [ é1r-a-Snar
ondnrc an D0 c
2
-
ar 1 c 2n-2 7
= —— HIQRE-2n+2)At ——
on 87rr2{ At [( n+2) c]
2
r
PG 2U-2m) A1 -1
- H{2k-2m)Ar-L
A [( ) c]}
7 r s
o 3 "';" 212 r
o HiQRk-2n+2) At ——
on 872'r2{ At I ) c]
7
T H[(k-2m)At -1
e —-2n t____
A [ ) c]}
e - H{k-2m) At =17
on 4z r? c c
t ! t
T T a2
o 1 4 H[Qk-2n+2)Ar-1]
8}1 drre Ar c
¥
{———t

e _ _r
v H[(2k -2n) At c]}
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@ 3
on 87 reAt

{(H[(2k-2n+2) At =2)=(H[2k - 2m) Ar =11
C C

Ug ayr1 durum i¢in inceleyelim:

) r<cRk-2n)At

v

X

0 r c(Rk-2mAt  c(Rk-2n+2)A\t

H=)
QZ/(—-2M+2 - 0
2) cQRk=-2mAt <r<c(k-2n+2)At
| | | .

[ I } > x

0 c(2k—-2n) At r c(2k -2n+2)At

H=0 H=1
2
I =Lt
2h-2m42 _ -27: 1 c 2 n or 3 c
o on8rrt’ At on8rr?’ At
I
__51 1 “Z 2n-2 +6_r 3 _?_’.: 1
on 4rre’ JoY on8mrcAt on4rr?
3) cRk-2n+2)At <r
| | l | .
| | | | "

x

0  c(Rk-2mAt  c(2k-2n+2)At r

2k-2n+2 _
0B =0

olur.
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Bu bsliimde ti¢ boyutlu dalga denkleminin simr elemanlari formiilasyonuna ait potansiyel
ve aki ifadeleri sabit, lineer ve kuadratik interpolasyon fonksiyonu yaklagimlariyla
¢ikarilmistir. Bunlardan sabit ve lineer interpolasyonlara dayali ifadeler literatiirde var

olanlarla uyum i¢indedirler. Kuadratik zaman degisimi 6ngdriilerek elde edilen fonksiyonlar

ise ilk defa sunulmustur.

Simdiye kadar zaman intégralleri alimirken skaler dalga denklemleri g6z 6niine alindi.
Gelecek boliimde ise daha karmagik ama daha gergekei olan ii¢ boyutlu elastodinamik dalga

denklemine iliskin fonksiyonlar ele alimacaktir.
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5. YER DEGISTIRME VE GERILIM CEKIRDEKLERI-SABIT VE LINEER
DEGISIM

5.1 Elastodinamik 3B Cekirdeklerin Sabit ve Lineer Interpolasyon Fonksiyonlari

Yardimyla Elde Edilisi

Bu boliimde diger bolimlerde farkli olarak elastodinamik i¢ boyutlu dalga denkleminin
SIEM formiilasyonuna ait yer degistirme (6nceki bslimlerdeki potansiyele karsilik gelir) ve
gerilim (6nceki boliimlerdeki akiya karsilik gelir) gekirdekleri sabit ve lineer interpolasyon

yaklagimlartyla ¢ikarilacaktir.
Sabit interpolasyon fonksiyonu yaklasimwyla ¢ekirdeklerin cikarilisi:

Ug boyutlu elastodinamik fundamental ¢oziim,

iy, =—— (=L Gy 6,0 (-7 =Ly - H( -1 -1
dmpr ¥ T ‘ ¢ ¢
1 1 5 S
r r r
w1y vy o5 Ol-r =) == 8l -7 - D)1+ 2% & [ - - L,
G G G ¢ Cy ¢

Burada ¢, ve ¢, swrasiyla P- ve S- dalgalarmin izini, 8, Kronecker deltayr ve r, yonli

. or. .
tiirevi (7, = —) simgeler.
TOx,

u, (x,7)= uM (x).4"(r) seklinde interpole edilirse, 4" (r) sabit interpolasyon fonksiyonu

olmak {izere, zamana bagli integrasyon asagida verildigi gibi yapilir:

i
Uy = [up, ¢ i) g () de (5.2)
0



T, ve 7, zaman araliklarinda,

i

n 1 3¢’ c,’ c,’
Uy ZW {(‘]%‘73'*";12'2“711*712)”»/ 7y (T, _722"7;) Oy}

olur.

T,= [6@ -r)ydr=H(z, -7, )-H(z,~1,), a=12

7= [ (-0 H ~) - H(z, ~0))de

"= /
T, =1,—-rlc,

)z, <z, ise

m—1

j (t=7)H| (s} —1)]dz = 0.

=1

* .
2)z,>1,, ise

[ (-0 I -0de = [ =) (B -0~ HIE -0} dr

21 2 2 2 2
- _ 2 T (T, -7,)
*(tT)"““— '"trm_—_—é’n__tfm—]+%:t(7m—rm~l)—~ﬂ—m2—ml—

@t-7,+7,,) _ At (2t —2mAt + At)
2 2

= (Tm - Tm-l) -

R .
3) 7,57, <7, Ise

m-1—

T

j (t~7) H|[(z, -r)]df=(zr~zz)["’_

D1

1
=A*(n—-m+-).
( 2)
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2
T r. 1 r
= (fT—Tz)l p =T, Lt (t, ——)+ = (1, ——)’
v 2 c, 2 c,

T

o 2 ﬂ2

2 c, 2 L
2 /-2
:nmAtz_% m2Ar2_n2At2+nAlr+—;—(n2A[2_2nAn +72)
Ca Ca -

2 2
CU (n—m—l—l)z——é}:?.

a

Pertiirbasyon etkisinin alan noktasina ulagip ulagmamasina bagh olarak alt farkli durum icin
U™ igindeki T, ’larn degerlerini arastiracagiz:

Durum 1: 0<7; <7, , ve 0<7, <7, <7

m-1

0 r v r
<t,-—<7,, ve 0<i ——<i{ ——<71,_

i
Cl C2 Cl

L= [sq, —g—-—r)dz' =H(z -7, )~ H(z ~7,)=0

1

=0 =0

T, = J-5(r§—r)a’r=H(T;~'T,,1_])"H(T;_Tm)=0

Ti-1 =0 =0

T, = j (=) H@z =)= H(z, —1)]dr | =0

=0 =0

*® *
Durum2: 7, <7/ <7, ve 0<71, <7, |

Ti =H(T1* —"Tm—l)——H(Tl*“‘Tm) :>Tl =1

=] =0

E:H(T;.—T)n—l)”H(T;_Tm) :>TZ=O

=0 =0

2 T

T 1 7 1 r
T, =(tr ——)| =t mAt—= m*Ar* —1(t ——)+— (t. ——)2
3 =( 2)1; > {, l) 2(,, 01)

2 2
7, = &) (n-m+1)? ———

G



Durum 3: (7, <7, <z,) ve (z,

d

*
g <7, <7,

I=H(t-1,,)-H(t -71,) =T =1

=] =0

TZ :H(T; _Tm—])_H(T; -7

=1 =0

) =T, =1

m

T,= I(l‘-—T)H(T]*—T) dr - _[(t~r)H(r;~r) dr

Tt

T 2

T
* '“(“'“*2—)

l

2 TIN
T
T, = (-2

5)

*

2

"2
Smnurlar yerlestirilip diizenlenirse, T, = - (——17 - -—12-) .
2 ¢, ¢

Durum 4: 7, <7, ve 0<7, <71

m-1

I=H(z -7, )—-H(z] -7,) =T =0

=0 =0
L=H(~-7,)-H@E-7,) =T,=0
=0 =0
2 T
T
T, =(ff‘—2‘) K

7

Buradan,
2 1
I,=(Aty (n—m+ —2—) olur.

Durum 5: 7, <7, ve 7, ,<7, <7,

m-1
I,=H(t) -7, )—-H(z -7,) =T =0
={) =0

TZ :H(T; _Tm%)——H(T; _"Tm) 3T2 =1

=] =0

T T

T,= [(-7) H(s; -1)dr - [@=7) H(z;—)dr =(1r -

Ty =0 Tm-1

2
T

2

T

)

2!

69



2
T, r,o 1 r s
Té =1 7, —'“i- —f(f)7 ‘*c—)'i—*‘z" (tn —2—)
2 1

=t m A=A 11, L4 2 (nas - Ly
“ 2 ¢, 2 C,

A 12nAtr 7
ﬂzﬂf%Aiz~lm2At2-—n2At2+n Uy Ar - L 2NAl I
\ 2 02 2 C2 26‘2

2
v

3
G

T, =At2[(n——m+-;-)-—%(n—-m+1)2]+

Durum 6: 7, <7, ve 7, <7,
Tim H =0 olur, sonugta 7, =0,7, =0, 7, =0.

Gerilim i¢in sabit interpolasyon fonksiyonu kullanilirsa;

nm 1 61/ ar
tk :W [, 7, W K, +(5, 5;;+r= ) Ky 41y m K

AN PTG
A

U

g, elastodinamik gerilim fundamental ¢c6ziimii asagidaki gibidir (Sar1, 2000):

. 1 3 or
% =W{;‘z‘[(%—S’if’fﬁ"a:;“f”k‘*"f"”’}

or 2b%r  or
+2b* [(61”’17*’,( —5,,()5;——7:,;1,( —iﬁknj]k—c—z—zyjk =
2 2 )
“b{ “izz}”/”k b’ [511(22'*'7’1(”1}}
e )’ on
" 2
K=t .24 ¢ A o4,k A o4y, (-2
r c, r r ¢

A,= [6°u"(2) dr, 15a<5
A,

70

(5.3)

(5.32)

(5.3b)

(5.3¢)
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B =66, (t—7)[H (1—1——) = H(t —7 ——)]
C

i ¢
p 2 "
B =8 (1-t——)-2 5 (1-1-1)
C, G G
3 a
b3=5(r—f—-c”—)—%5(z—f—~cf—) (5.3d)
2 1 1 .

b' =6 (r-—r—f-)—i §(-r-1)
G g G

b =6 (t-1-—)-L1 8 (t-r-L)
6 G %)

A, integralleri, pertiirbasyonun alan noktasima ulagip ulasmamas: ile ilgili olarak alti farkl

durum igin incelenir:

* * *
Durum 1: O<7z <7, ve O<7/<7,<7,

4= b p"(z) dr= [ 6c) (t——r)[H(r~r~§)—H(t—r—ci)]dr
Ty T 1

=1 m=1 2

H(-1-2)=H (t-—-1)= H(r, ~1) =0, H(z} - 7) = 0; 4, =0.
C

] G

T, T, 2 )
dy= [0 u"@)ydr= [[6 (t-1-1)-2 6 (-1 -Dyar
¢, ¢ c

Tip-1 Tin-1 1 1

2
A =[H(-1, ~)~H(@~1,~ - [H(-7, , -D)-H( -7, -1}, 4,=0
6 6 G G G
=0 =0 =0 =()

Yukaridaki kosula gore 4,, A4, ve 4; integrallerinden gelen tiim H fonksiyonlarimn degeri

de 0 olur. Busebeple 4, =0, 4, =0 ve 4 =0.

Durum2: =

-1

*® O *
<, <7, ve 0<7,<7,

Daha onceki 7}, 7,, 7; incelemelerinde oldugu gibi:



2 7,

N2 2
A1=6c22(tr—%—) =6c22[(A2’) (n—m+17? ———7.

N
2}

(A 2 2l 2
4, =[H(t—é———rm_1)—«H(f—gm-rm)]——clz— [H(t——;——rm_])—H(t—-l——rm)]z———~—

2

2
G

2 G i

=0

4, = ij 1"(1) dr =

4, =0.

A =[H(t-L-7 -

1

72

2
Gy

2
1 G

=() =]

T ) 3
[6 t-r-D)-26 t~c-Dy)ar
C C

C
Tt 2 1 1

H(it-1-z)]=1.
C.

1

=1

A= [b u"(r)dr=

Pt

=0

[l6@-r-D-L 6 @¢-r-Dy1ae
. G G ¢

m=1 2

A =[H({-—-7, )-H({-—~1)]=0.
C

2

¢

=0

=0

Durum 3: 7, , <7 <7, ve 7, <7, <7,
Tz Tm ’l'2 Tm
A =6¢}|(tt——) ~(tr—-— .
, = 6c, {( Z)T; ( 2)12
4 =3c.2 2(_L__1_ =3 (,AZ _3£)
1 SRR X
2 2 22
4 =(1-0)-2- 1-0)=1-2 -4 =5
¢ ¢ Cl
4, =0.
A, =(1-0)=1.

A =(1-0)=1.

"
=0
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* *
Durum 4: r, <7/ ve O<7, <7, |

2 |m
A =6c (it —-"12—) =6¢,"At” (n —m+%)

o
A4,=1, 4,=0, 4,=0, A =1 olarak bulunur.
* *
Durum 5: 7, <7, ve r,, <7, <7,

2 |m

4, =6c)’ (rr-—%) =6622At2[(n—m+—}2—)~?12—n—m+1)2]+3rz

Durum 6: 7, <7, ve 7, <7,
Tim H =0 olur ve dolayisiyla 4, =0, 4, =0,4,=0,4, =0, 4 =0 olur.

Lineer interpolasyon fonksiyonu kullanilarak Q)" ¢ekirdeklerinin ¢ikarilist:

w1 or or
e =—r ry —K +(6, —+r n)K, +rn K] 54
4rr on on
o= [ain" (@ (5.42)
Al
2
KI:—S—’;I‘HZ A, +2r 4, Kzzizl_zAfAS, K3:£21—2A2~A4(1—2%_) (5.4b)
r r v

1

Bolim 2°de kullanilan 7" () interpolasyon fonksiyonu kullanilarak,

4,= [b°n"(D)dr, 1<0<5 (5.4¢)

A["l

yazilabilir.



4, integrallerini on farkli durum igin inceleyelim:

Durum 1: 0<7/ <7, , ve 0<7,<7 <7,

T,

4= [6c] (-D)H(- r—-——) H(t - T--)]——(T r ) dr

v [6e e-niH- F= )= HI- r—-——-)]——(r Ty)

T

ya da

6622 T}(m —t)H [(t- T————) H(t- r———)]

2

Al

]

_i‘m j(f o) [H [(- r~——)—H(r r————)]dr

)

+6C2 s f(z O[H[(t-1-2)~Hit-1-1)] dr
G

€y

0 ey (1 -y =L e

Ar ¢ c,

T

7, <7, <7, , ve 0<7] <7, , durumunu gz dniine alarak;

H(z-7,,)=0, H(z, -7,)=0, H(z," -7, ) =0,

H(T; -Tm) = O’ H(Tl* _Tm+l) = 0’ H(T; —‘Tmﬂx»l) = O

Yukaridaki 4, integrallerinin hepsindeki A =0 oldugundan 4, =0 olur.

K r. oo rol(z=1,.)
4, = S(-1-—) -6 (t-1—-—) |—21dr
2 rJ.l { ( cz) ¢! ( G )} At

¥ J{é‘(f T——)—Cza(z C)}("mzt D4
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1™ r r ™ 7
=— |6 (~-1~—)rdr—--2L | S (t—1——)7 dr
Ar J‘I ( cz) At I ( cz)

T

O (t—17~—)7 dr+-2t
J(r )TTAZ‘

12',1 1

2
C 162

Al

o (t- z‘—-—-)r dr
I

Tt

4 Bt Tl jé‘(r 1-._._) dT———- -“5(1‘ z’-—-) dr

TNY 2
CZ T 2
Tme1 2 o (t— z'—-—— dr+ o (t— z‘~——rdr
s J t=r=2) j (t=7-=)
veya daha agik olarak
r
(t -c—) ,
Az = Arz [H (T; [ ]) H (72 Tn,)]__ﬁH [(’L’; _Tm-1)_H ('[; ...Tm)}
-2 r * * Tp1€ 22 *
- Clet (Z—EI—) [H (T] ‘—rm—l)‘—H (T] _z-m)]-}_ 2At [H (T2 m_l)"‘H (72 "Tm)]
p
(t —C—)
+— m+] [H (TZ 7’- ) H (f2 m+1 )]_ [H (I; m) H (T2 m+l )]
r
c2z(t -—)

C % C #
: 22; [H (Tl Tm) —H (T] - Tm+1)]+ c zAf : [H (Tl m) H (T] m+1)]
1
4,’e benzer olarak tim H =0 oldugundan 4, = 0.

Tm 3 B
= f[5 (l‘—f——i)—f% S (r-r_f_)](L.Zw_lldT
-1 CZ c] C]

At
Tl 3
" r. ¢ r  (r,.,—7)
+ S(t—-1——)-2 S (t—-17-—)]~2L__2 Jr
f[ ( cz> = ( q)] -

4, , katsayilar harig (sabit terimler); A4, ’ye benzer integraller igerir:

S(t—t—a)= ;a— o(t =1 —a) oldugunu goz dniinde tutarak,
or

TW . r 7 Tl” . ]/'
= Ié’ (t-1—-—)r dr —-2L I& (t-t——)r dr
o C, Al s c,



Ic?(t r-———)f dr+-2-2. ”" 23 Jé(l 7:-—-) dr

T

C] Ar

Tnst j'cS(t r————-) dr——— j5(r T—~—-—)T dr
2
?

Toesl

ja(r T——)rdr

jcs(z r——~) d¢+

Cl
1 . : ¢y
4= @ =0, H @ =1)l= 50 (H @ =7, ~H @] =1,)]
1 . . ¢, .
_’Z; [H [(72 —Tm)_H (Tz m+1)] ¢ At [H (T] Tm)_H (Tl _T"H‘])]'
4,= j [6 (- r——)—-5 (t- r——)](—r—ﬁ’—ldf
e At
j‘l[é, (f 7——)“—5 (t r— )] (rm+] T) dT
: At
(-5
4,= AtCI [H (71*_ To)—H (71 =7, A;] [H (TI*_TM—I)—H (Tl*_rm)]
T
G
+T [H (Tl T ) H (fl m+1)]

4 = jcs(t r———-—)~—5(t r= Lyt g

c, At
" r.or o N G
+ [[B@-r-—)-=8 (-1~ == gy,
g ¢, ¢ c, At

Buradan,

1™ r T, ¥
=— |0 ({-1-—)rdr —-2L | §(t—-7v——) dr
L, f v iy

Lind j S (- r——) dr
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f . Tl 7 1 Tl r
+22 VS (t~-r-——)dr—— |6 (t—-17—-—) T dr
At T'[ ( cz) At Tj ( cz)

T Tl

TTwn ,{50 T—_) dr ——— jé‘(t z’———)f dr

yazilabilir. Gerekli integraller alinirsa,

(t_*ciﬁrm—l) (CL—+Tm)
AS = i [H (T; m»l) H (T2 Tm )]+~_2__——— [H (T; _Tm—l) - H (T; - Tm )]
At At
7m+1 —1 * *
+T H[(fZ _—Tm)_H (TZ _Tm+1)]‘

Durum 1’e gére H =0 ve 4, =0, 4, =0, 4,=0, 4, =0, 4, =0 olur.
Durum 2: 7, <7; <7, ve 0<7, <7,

H(z} -7,)=1 H(z -1,)=0, H(z-7,,)=0

H(T; - z-m—l) = O’ H(T; m) O H (T2 m+1) 0 Olur Boylece

6c 2 o r? 2
2 {(————~) r,L0r—=) 1.
2 -
N r 3
1t —— r——
6¢,” ( c]) ( cl) tm=1°A%  (m-1)7°AF
4 = [ - - + ]
At 2 3 2 3
7\
(t——)
6c,°t, r ¢, (m-1)>Ar
-t (t ——) - ————t(m ~ 1) At + ~——].
Y [#( Cl) 5 (m-1) S

t = nAt oldugundan

Vs r .3
nAt(nAt —— nAf ——
2 ( ) ) nAt(m=17°A"  (m-17°A

C C. C
Al =2 [ | S | + ]
At 2 3 2 3




(nit— )

[nAt (nAt -—L) ~———2———c—‘—— —nAt(m—1) At +
¢

)A?

m~1

_6¢)' (1 (m—1)" Ar?

1,

20 3
3re(n m+1)+ 2

A =c (A [(n-m+1) - Pz PETIVIE

]9

2 3
c . c
4y =——2—(1]-1,,), 4 =——72
2 1 -1/ 3 3 k4
Y " o A1
x r
(TI Tl + c_)
4 =—————=n-m+l, 4 =0.
At
* * *
Durum3: r, , <7, <7, ve 7, <7, <7, <T,,

H(Tl* - z-m—l) = 19 H(Tl* - Tm) = O’ H (T]* —_THH-]) = O’
H(z;-7,,)=1, H(r,-1,)=0, H(zr,-71,,)=0 oldugundan

¢, 2r 1 1
4 =3(n-m+1)r? (1—-;27)+A—l ¢ (—=-—5),
1

1 2

2

r ) r . .
[——= T ) (I - _) [ Ty = Tpa — Lz (Tl T )]
4 =5 LIS G _ 4
? At ¢ At ¢’ At At ’
c,’ r r
(1 - ;2—3- (Tl - Tm+1 + _) (TZ - Tm—l + —)
, = At] , A, = v L=n-m+1, 4= A 2 =n-m+l.
!

* *
Durum4: 7z, <7/ <7,,, ve 0<7, <7

m-1

H(z/ -7, )=l H(z-7,)=1, H( -7,,)=0,

H(T; - Tm—l) = 0’ H (T; - Tm) - O’ H (T; - Tm+l) = 0 Oldugundan



2 A2 N (1Y 3’”2(”3_’”_1)_. 2
A =c," (M) [6(n—m)—(n—m~1)" + C]Z(Af)z c13(At)3]

2

2

¢ .
- T -7
A _ c]ZAt(] m+]) _ C23
? At T A
, r
——(Tl mrm+]+:)
A, = L=—(n-m-1), 4,=0.
4 Iy ( ) A

* *
Durum 5: 7, <7, <71, Ve 7, <7, <7,

[{(Tl)!< - Tm—l) = 1’ H (Tl* - Tm) = 19 H (Tl* _Tm+]) = 0’

H(ry-7,)=1, H(z;-7,)=0, H(r;-1,,)=0 oldugundan

4 =)} (Ar) [—2(n~m)3+‘Z; ((””m‘1)+(n—m+1))* 23 ( 1 1

Ty T T :la
012 622 (Ary 6’13 23 )
2 3
® C * C
[TZ - Tm—] + 2% (T] - Tm+] )] (1 +;2T
= 1 s 4, = I >
4 At ? At
N r " r
—(Tl ~ sl +__) (T2 T +—C_)
A4, = L =—(n-m-1), A = i _=p—-m+l.
4 Iy ( ), 4 Y

* ®
Durum 6: 7, <7, <7,,, Ve 7,<7, <7, ,

H(z)-7,)=1, H(z/-7,)=1, H(r -7,,)=0,
H(T;~Z’m_])=1, H(T;—‘rm)=1, H(r;-rm+l)=0
2 1

(_

3
¢

4 =c,” (M) |

3r? 1 1
ot T O Ty

1
Cy

2

1 c 1 ¢’
A = —— T*"T -2 T*—Z’ 5 A T —2——1
2 Af [ 2 m+l Clz ( 1 m+1)] 3 AI (013 )
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r 1 r
Ay=—— (1, -1, +—)=—(n-m-1), A =-— (1, -7, +—)=n—m-1
4 At (1 m+l C]) ( ) 5 At (2 m+1 2)

* *
Durum 7: 7,,, <7y ve O<7, <7, |

H (‘L-l)k - Tm—]) = 19 H (7’-]’k - Tm) = 19 H (7’-]>!< - Tm+l) = 1’

H(r;-1,,)=0, H(r;~1,)=0, H(r,-7,,)=0 oldugundan
A =67 (A (n-m), A=A, =A4,=4,=0.

Durum 8: 7, , <7, ve 7

*
-1 < 7’-2 < Tm

H(zr -7, )=1, H(z -1,)=1, H(z -7,)=1,

H(T; —.Tm—1> = 1’ H(T; —Tm) = 0’ H(T; _Tm+]) = 0'

_ 2 3 *
4 =AY [6(—m)—(n-m+1y + 202D 20 40 (BT
¢, (A1) ¢, (Ar) At
1

1 r
Ad=—, 4,=0, =+— (1, -7, +—)=n—-m+1,
Iy 4 4 Af( 2 ! Cz)

* *
Durum 9: 7, , <7/ ve 7, <7, <7, |

H(TI* _.Tm—l) = 1’ }{(Tl’k —.Tm) = 1’ H(Tl* _Tn1+l) = 1 ’

H (T; - Tm—l) = 1’ H(T; =T,)= 15 H (T; - Tm+1) =0 Oldugundan

4= A [(n-m-1) - c(?&g; o 32&)3 ’

1 . 1
A2=~-[&—;(2'2—Tm+1), A3=“z;> 4,=0,
1 . r
AS = _E (TZ =Tl +—£~) :—(n—n’l-l).

2

* *
Durum 10: 7, <7/ ve 7,,,<7, <7,

m+1
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H (T]* - Tm—]) = 1’ H (T]* - Tm) = 19 H (Tl* - rm+l) = 1’

H(r,-7,)=1, H(r;-7,)=1, H(r,-7,,)=1 oldugundan
A=A =A=A=A4=0.

m

Yer degistime U," c¢ekirdeklerini gikarmak i¢in 7" (r) lineer interpolasyon fonksiyonu

kullanilirsa,
. 1 -7 r r
ity =D G 6, 1H (-2 D) - H - - 1)
drmor  r ¢ c,
1 r 1 r o r (5:9)
w17y [y 81—t =2y = =5 5[ -7 -19]+ 2% 5 [(1 -2 =T}
G G G ) ) )
fundamental ¢6ziimi{ dikkate alinarak
Uy = fut " (x) dr (5.6)
0
yazilabilir.
3r 0
cWM=£llimJQ- u r Yi-7) H[(t- r——q H[(- r——ﬂhﬁ
Ik m-1
dzpr A c,
7"/ rk 5] 791{
— T— o(t— z‘———— dr+—lt Dk [ (p o(t—-t——)dr
472',0}"0] {( fm 1) ( ) 47Z'pi"6'22Af YJ.I( m—1 T) ( T )
S,
. o(t—t——)dr
472_101 CZZAI 'J‘I (T Tm—l) ( T )
(3’ Ty~ Fy) "
m J(rmﬂ —o)(t-7) H [(1- r—-—) HI(- r——~>]
r,/ rf( a[ 9k
e 7)o(t — T~—— dr o(t-1——) d
47TPI’C]2AI J (Tm+1 ) ( ) 471_10’ szAf I ( m+1) ( T 2) T
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oy
— (7, —T)0( -7~ ——) dr
drpre,’ At T-[ : ¢,

2

Durum 1: O0<7/ <7, , ve 0<7, <7 <7,

H(TI* m 1) O H(rl -7 ) O H(TZ m—l):o’

H(r,-7,)=0, H(s -7,,)=0, H(r,-7,,)=0 oldugundan

m+ m+

U, =0.

* *
Durum2: 7, , <7, <7, ve 0<7,<7,

m

H(z{ -7, ) =1, digerleri H =0 oldugundan,

@rr, =5, 1 e r
Unm:_______,__________ t—7 -7 ——( -7 4 e (—T - ).
I3 472:07'3Al ( ) ( m—l) ( ) 477,'/07'C12Af ( m-1 )

-1

Durum3: 7z, <7/ <7, ve 7

m=1

* *
<T,<7, <7,

H(r) -7, )=1, H(r;-7,,)=1 ve digerleri, H =0 oldugundan,

m-—l

#* ®
Durum 4: 7, <7 <7, , ve 0<7,<7, |

H (Tl>K - Tm—l) = 1’ H (Tl* - rm) = 19 H (Tl* - TIIH-]) = O 9

H(f; m 1) O H(T2 m) 0 H(TZ m+1) O Oldugundan
Grir,=6,)] 1 }
Uy =——————21=(t-1) (-1, )-~(~7
lk 472',07" At ( ) ( m- 1) ( )

Ty

o r,r 14
t-1)(t-7 t-7)y | ~——LE (-7 -0
{ ( ) ( m+1) ( ) } 47[,0 2At( -+l )

B (37, Py —Oy)
dzpr’ At

T



*
Durum 5: 7, <7, <7,,, ve

H(r]* -7, ,)=1, H(T]* -7

H(r;-1,,)=1, H(r -1,

Uﬁ=§iiﬁi%q:a n(rrwo-—a—)}

drpr’ A

9ﬂﬂ~ﬁﬁ[<z YU—%M~%U—ﬂﬂn+

4rpr’ A

T

=

L3
| <TH<T,

D 6~ * *® Ed
urum 6: 7, <7, <7, Ve 7, <7, <7, <T,,

H(r) -7, )=1, H(z/ -7

H(z,-7, )=1 H(

w_ Grir=8,)[1 1 i
Upr = ——l ke 5(1—1)2(t—rm_1)———3—(t~1)3 +

drpr’ At

*
2

=1 H(z -

m) = 19 H(Tl* _rm+1) =0 4
y=0, H(z;~7,,)=0 oldugundan

T

(7' Fo— Oy)

4rprci At -

2
Yy

e T
472',07' zAt( m+l

T

z-m+1) = O >

~7,)=1 H(z;-7,,,)=0 oldugundan

(ryr, = 8y)
4mprci At

T

; 5 7 .
LB e =300 | -

47pr’ At

* *
Durum 7: 7, <7; ve O<7,<7, ,

H(z -7, )=1,

H(z;-7,,)=0,

u, = A
nor’ At

_ (3”,1 v — Op)

4rpr At

*
Durum 8: 7, , <7, ve 7

Qﬁﬁwﬁﬁ[( -t -3 - ﬂJ

H(z -7,)=1, H(s

*
(T2 - Tm

m-~1

[ -7yt~ fm+1)——(f T)}

%
<7,<7T,

)=0, H(z,-r

dmpre; At

T

*
~Tm+l):1’

1) = 0 oldugundan

Ty

m+l

(t~

s
m-1 “‘—)
¢y

,
-1 +—).
G

m+l

t+~)
G

&3



H() -7,)=1, H(x -7,)=1 H(z -r,,)=1,

.H(T;~T111—1)=17 H(T;_Tm):()a H(T;"TW_]):O.

buradan,
3 -0 o
U[};{m :M _l_(t_z-)2(l‘_._rm_l)_._1_(1‘_1-)3} +—é[_]£~5_(t—rm—~]-
dmor°At | 2 3 o Ampre, At
rr 3r,r, -0
- ’kz ,(Tnu-l _I+L) _( i 3 [k)[1(1_7)2(1‘_7’”“)*1(1_1)3}
drmpre; At c, dmpr°At |2 , 3

* ®
Durum 9: r,, <7; ve 7, <7,<7,,,

H(z -7, )=1 H(z-t,)=1, H(@ -71,,)=1,

H(T; -7,.)=L H(r,-7,)=1, H(zr,-7,,)=0.
Gr, 1, —6y)
4mpr’ At

rr, =0,
+ ( Jk - Ik) t
dmpre; At

nm ] 2 1 3 e
Uy = —(t-7) (-7, )~=(t-7
Ik Ijz( ) ( Tm-—]) 3( ) JT*

2

r
- z-m+1 “—)'
)

*
Durum 10: 7 <7,<7

m+1

<ty ve 7,
* * *
H(ry-7,,)=1, H(r,~7,)=1, H(r,-71,,)=1,

H(z, -1, )=1, H(r,-1,)=1, H(r,-1,,)=1.

Tim H =1 oldugundan birbirini sifirlar. Béylece U;"= 0 olur.

2

L

Tl
T

84

Bu béliimde, ti¢ boyutlu elastodinamik dalga denklemine ait yer degistirme ve gerilim

o

cekirdekleri, alan degiskenlerinin sabit ve lineer olarak degistigi varsayilarak ¢ikarilmistir.

Sabit ve lineer interpolasyon fonksiyonlar: kullanilarak ¢ikarilan yer degistirme ve gerilim

cekirdekleri Sar1 (2000) ile uyusmaktadir.

Gelecek bolimde ise i boyutlu elastik dalgaya iligkin ¢ekirdekler kuadratik degisimin

kullanilmasiyla gikarilacaktir.
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6.YER DEGISTIRME VE GERILiM CEKIRDEKLERI-KUADRATIK DEGiSiM

6.1 Elastodinamik 3B Cekirdeklerin Kuadratik interpolasyon Fonksiyonlariyla Elde
Edilisi

Bu bolimde, elastodinamik dalga denklemi i¢in Siir Elemanlari Metoduna ait yer
degistirme ve gerilim fonksiyonlar1 zamanin kuadratik degisimi kullanilarak ¢ikarilacaktir.
Formiilasyon Béliim 3°deki gibidir, ancak geometri farkini gzardi etmemek gerekir.

Ug boyutlu elastodinamik dalga denklemi i¢in yer degistirme fundamental ¢dziimii (Sart,
2000):

up=——{ Zrr, -8, H] t-o -2 |- m] o T
drpr | r ¢ c,

S
+r,r{-l—;5[t—f—~ij——12—5 t—r—-—r—j}——[;— 5[1—T~I—J }
R G 9 G G 6

ile wverilebilir.

2
17—t {r=-t ’
M. (t)=— 2n-2 . 2n-2
o (7) 2( At J 2[ At J

alinirsa,

2nAt
Up= | upMy(0)dr 6.1)

(2n-2)M

yazilabilir. Buradan

3r. 7, -8 2n At _ _ 2
UOF:LM J- (t 27).[7 t2n—2j H I*T—I— - H t—f"L dr
: 8z pr r At c, c,

(2n-2)A

3]" r _5 2n At _ _
._( Lk K] ’k) J. (t ;)(T tz"“z]{H(r—T*—E—J—H[l~T—I—Hd7
87 pr r At ¢, c,

(2n-2)At




rr ZnAt r r—1 2
i f Slt—1—— .(-————2"”2) dr
872'[0]"6'1 (2n-2)Ar cl At
2n At
r.r 7~—f
_ Nk - J‘ S r—r——-—- ( 2;12]0%
871',07’C1 (2n-2)Ar ¢ At
2nAt 2
rr 4 T—1
_ Ak , J‘ Slt—r—— ( 211~2) dr
87 pre, (2n-2) c, Ar

rr, rl{t=1,,,
e f O\ t—7—— || —2= dr
8z pre, (2n-2)a ¢, At
. 2nAt 2
- ~1
SO P .(—-.--_-—T 2"-2] dv
87prey Gua ¢, Ar

S i r Ty,
- J Olt—17—— || —2=|dr
87w pre, (2n-2)Ar ¢y At

86

yazilabilir. Uy, igindeki ilk iki integral —Agr’—’—z- =u doOniisimii uygulanarak almacaktir.

Buna bagli olarak,

3r,r,—0,) ¥ 2 ’
UQF :(—’IL__..I.].(_)_ j (t - )(T t2f7-—2) ‘:H(i—f-—-ﬂl—]—H(f“T"—r‘\]}dT
8z pr en2ar T ¢y ¢,
3r.r 5 2nAt
_( J ___.’k _f ( e )(T tz”"z){HEI—r——r—j—HEt—r—f—j dr
87 pr (2n-2) c, c,

.y I=—=l, [=—=ly,
J K 1 2 1
8z pref At y -t At )
{H[t-—-(2n-2)Ar]- H[ 1}
€ ¢
v v
S —p r t“‘c””tzmz ==l
n 8/k / k2 2 Y —( 2 N
Tprc; At At

{H[ -2 ~(2n-2)Ar]- H[t - —2n Ar]}

c, c,
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bulunur. Bundan sonra kullamlacak olan 7,, , = (2n-2) At ve 7, =2n At.

Alinan integralleri pertiirbasyonun ulasip ulasmamasina bagl olarak ortaya ¢ikacak alti farkli
durum igin inceleyelim:

Durum 1: 0<17) <7,, , ve 0<7, <7/ <7, _,

r r
Burada 7{ =t ——, 7, =7——.
¢ ¢y

H(r -7,,,)=0, H(z/ -71,)=0,
H(r,-7,,,)=0, H(ry-7,,)=0
oldugundan

Upr =0.
* *
Durum 2: 7, , <7, <7,, ve 0<7, <7, ,

H(z{ ~ Tyaa) =1, H(z{ ~1,,)=0,
H(r)-1,,,)=0, H(zr;-7,,)=0.

3 1Ty = - 4 i
_( n )[(f t2n 2) (T 2n 2) A1 (T Z2n~—2) }

QOF

N 87[/0Af7" 3 At 4 . At Tan-2
(3] rk [k) (t r2n 2) (T t2n 2) At (T t2n 2) T;
SrpAtr® 2 Ar .
r r
l=—=1,, l=——1),,
Fi ¥y ! 2 ¢
4. A —
8z pre’ K At ) = At )

® *
Durum3: 7, , <1] <7,, V& 7, , <7, <T,,

H(r) -7,,,)=], H(z) —1,,)=0,
H(z'; ~Ty ) =1 H(T; -7,,)=0,

3r,r r—t Tt At 71 g
UQF ( JNE T ){li( In— 2) ( 25— 2) ( 2n— 2)4
8z pAtr’ 3 At 47 A _
(t=t,,,) = t2n~2 At Tl s\4 g
{ 3 ( ) - ( A ) r }

2n~2

_(3}‘,]‘,{ 6 ) {{(Z‘ th 2) (T t2n 2) At (T ZZn 2)3 i
STpAtr® 2 At

Tan-2

(t-t,,,) 7= t2n2 Al 11, 50 g
{ 5 X¢ ) - (—'“"——Al )} t

Tan-2
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,op 1- t2n 2 [—— t2'1—'2
1Tk 1 2 1
: Y - )
8rpre; At At
4 r
t—— t2,7._2 t_m_th«Z
5 7:/ r,k c7 )2 _( 2 )]
87 pre; At At

* ®
Durum 4: z,, <7y ve O0<7, <7, ,

H(T; _T2n—-2) :1’ H(T; _TZn)zl’
H(z;~1,,,)=0, H(z,-7,,)=0.

oF =

N 8w pAtr’

(3rr- ,k) (t—1,,_,) (Elayp N ATl tZH) ’
8w pAtr® 2 At 3

(37’ Tk~ lk)' (-t,,.,) (7 Ly 2)5 At (T Ly -2yt o
3 At 4 At

Tan-2

Top-2
Durum 5: 7, <7 ve 7,, , <7, <7T,,

H(z) -7,, ,)=1, H(r) -7,,)=1,

H(r, -1,,,)=1, H(r; ~1,,)=0,

oldugundan

— (3 7:[ r,k - 5”‘ ) {}: (’v - 1217—2) (T _r2n—2 )3 _éf_ (T — t217»2 )4:}72”

oFr

- 872’,0Al‘f”% 3 ' Ar 4 ‘ At Tan-2
(t th—Z) T t2n—2 At 7= r2n 2 }T;
[ sl ey ey

(371rk -9, ) { (t-1,,.,) (T Ly, o)zuﬂ (T_t2;1~2)3 o
8mpAtr® 2 At 37 At

Ton-2

_l:(t_tzn-z)‘(f*tzmz )2 _é_t__(f_tzn—z y} " )

2 At 37 A
r 7
5 . l”’c t2)72 [—— t2n2
i~ Tk 2 2
e - —)" —( )]
Tpre, At Ar

* *
Durum 6: 7,, <7, ve 7, <7,

H(z{ ~1,,,) =1, H(r ~7,,) =1,
H(T; ~Ty) =1 H(T; -7,,) =1,



Ttim Heaviside fonksiyonlar: birbirini gétiiriir. Sonug U, or =0.

2nAt

J u, M, (r)dr

(2n-2)At

(3.1)’deki M,,, () dikkate alinarak

Up =

2nA 2
Uy =18 2%) 7 D[l t-e- L) on
oM drpr (2n-2)Ar r’ At L “
L) o (2 i Lo
27 pr oo 72 At L C,
., 2
Fi Tk zf’ Sl (T“tzn—zj dr
4z pref (2n-2)Ar “ Al
I/:] ]/:k 2n 5 .——T.—L '(T"tzn_z)dr
27 pref (2n-2)Ar ‘i Al
n 2
N 'y J/‘M S t—T—-L .(T"tznq) dr
4z pre; (2n-2)at 2 Al
r,l r,k an’ S I’*-’Z'—L A T_t2n—2)dz.
275,0’”022 (2n-2) ¢ Al
2nAl 2
S _ J’ sliep T .(T—fzn#j dr
4 pre; (2n-2)ar €2 Al
2n At
. 5”( ! 5 fop .(T’.tzn—2jdz-
27 pre; (2n-2)n1 €2 Al

89

(6.2)

dar

dr

yazilabilir. Onceki béliimde alinan integrallerin dikkate alinmasiyla ve ilk iki integral igin

. —1 1
y1ne L__Mi) "“dT
At At

* * *
Durum 1: O0<7/ <7, , ve O<7,;<7 <7,
* *
H(z{ —1,,,) =0, H(z, = 1,,,) =0,

H(z| -1,,)=0, H(z, -1,,)=0.

Tim H =0 oldugundan integraller sifir olur. Uy, =0 olur.

* . *
Durum 2: 7, , <7/ <71, ve 0<7, <7, ,

H(r| -1, ,)=1,
H(z'; -7,,) =0,

H(T; - Z-271—2) = O’
H(z; -1,,)=0.

= du déntistimil uygulanarak asagidaki sonuglara ulasilir:



(3711 Ty *5/1() —(t_th—2) T—ly, 3 A T-1, , 4_1;
UQM == 3 - K¢ ) ——.(—=)
drpAtr’ |3 At 4 At -
+ (37/:/ Tk —5”") ~(t—t2n—2) (T ~lys )2 __Z_Xi (T ~t2n—2 )3 i
2ephtr® |2 At '
r r
ry t“?_12;1—2 t“c__t2n~2
1 Ty 1 2 1
—— -2
47rprcf I At ) ( At )]
Durum 3: 7, , <7/ <7,, ve 7,, , <7, <T,,
H(t ~1,,,) =1, H(r)~1,,,) =1,
H(z -1,,)=0, H(r, -1,,)=0.
oldugundan
(311/ Tk _5/k) (C—1,) Tl A T, ., !
Ugy =~ 74 ( ) ——.(—2)
drpAtr 3 At 4 At -

(t*t2n—2) T_t2n-2 3 At T_l‘Zn—Z 4 g
[ 3 '(Ar) 4‘(At)

T2

+ (3,‘,/ rJ( ——51]‘) (t_t2n—2) (T—t2n~2 )2 _éf.(r _t2n—2 )3 5
27 pAtr® 2 A 3 At

Tan-2

(t_t217—2) T_—t2n—2 2 At T_t2/7—~2 3 g
{ 2 '(Az)3'(Ar),2
v r
t_—_-‘th—Q t“”““tzn~2
e ¢ 2 ¢
—— e
4z pre’ I At ) - At )
LA T
(5”( —1”/ 7:k) C2 2n=-2 , Cz 2n-2
- 7 [( )" =2( )]
drpre, At At

* *
Durum 4: 7,, <7y ve 0<7, <7, ,

H(r) -1,,,)=1, H(r; - Ty0) =0,

H(z] -7,)=1, H(r,-1,)=0.
(3;3’ T —5”() (t-1,,) 7-1,,3 A T-1, ?
UQM =- 3 A ) e
A7 pAtr 3 At 4 At

a2

+ (37’,/ ":k "'511{) ‘I:(l‘_r2n—2) .(T——Z.ZI’I—Z )2 __éﬁ.(r_t2l7—2 )3:]1211

27 pAtr’ 2 At 3 At

1~2

n-2

}

}

Tan-2

90



* *
Durum 5: z,, <7, ve 1,, , <7, <T,,

H(z) - Typa) =1, H(ry -1,,,) =],

H(z] -1,)=1, H(z;-7,)=0.
O halde,

31,74 =6 2 2n-2 202 »
U()M:_( L ){[(t 2 )(T - ) - & (T t )}

4dr pAtr’ 3 At 4

{(f Lynz) (T Ly 2)8 At (T Lyye =24 :l

3 Al 4 At
+(3’",/ Tk ‘5//«) {[(f”fzn_z) (T“tzn-2)2 _AL Tt
2rphtr® 2 N S
(f r2n 2) (2 r2n 2 Af [ r2n 2 -
[ 2 { At ’- 3 ER At !
v ¢ I3 r t
— Thop-2 T T -2
G L OV S NP VL S
drpre,; At Ar

* *
Durum 6: 7,, <7, ve 1,, <7,

H(z) -7,,,) =1, H(t,—1,, ,)=1,
H(zf ~1,,)=1, H(r; -1,,)=1.

Tim H =1oldugundan birbirini gétlirtir. U,,,, =0 olur.

2nkt

UQB = J. u;( MQB (r)dr

(2n-2)At
Daha 6nce (3.1)’de verilmis olan M ,;(r) dikkate alinarak,

3r. v, —O 2nAt 2
UQB:(_J_L__’"_) j (t - )(T tzw} {H[r—z‘-’
A

8z pr

(2n-2)ar

87w pr

r

( 2n-2 )?j! ’

"

¢y

Tan-2
Tan-2
T2n-2

Tan-2

-

3(3’"17”1(‘"5/1() 2?’ t—-t (71—t r
- L (—s ),( 2"'2) Hit-71—— |-
g \ Ar ¢,

(2n-2)ar

3 -5 2nAt .
+—-—————--—( 1T [k) J‘ (t 21)»{]{(1—?—-1—]—}]['
47 pr r

(2n-2)Ar

rr 2nht » r—t 2
o2 ) (a
87 PTC] (3, 2)m ¢ At

2

}

}
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(6.3)

t—r——{:—]:ldr
¢,

H(r—r————

-



olarak ifade edilir. Burada da U

OB

+

2n At

2
)dr

dr

Jor

3r,r rl(r—t
87 pre, (2n-2) At ¢ At
2n At
BT 5(,__1_1:}0,7
p
4z pre (2n-2)Ar G
7’:/ r,k e Slt -7 __L (Z' _t2n-2
> | ——te
87 PTC; c, Ar
37" r 2n At . y r—1t
____LZ.]E_..&. 5 [ — T ——— | —_2n=2 dz—
87 pre, (2n-2) A1 ) At
2nir
rr r
- | Sli-r-—|dr
4z pre, (2n-2)Ar ¢
2n At 2
+ S j Sli—rt (T_tzn—zJ
2 : ,
87 PTC; (20 c, At
2nAt
3, Sli—rl_ (7_5%2
5 | =t
8ZPTC; c, At
2n At
o r
s—t— [ §|t-r-—|dr
4z pre, (2n-2)Ar ¢y

liglincli integral i¢in ise # —7 = déniiglimi uygulanir.

Durumlar1 inceleyelim:

* *® *
Durum 1: O<7) <7,, , ve 0<7, <7, <7,, ,

H(t -1,,,)=0,
H(z -7,,)=0,

H(T; - T2n*2) = 09
H(5; ~1,)=0.

Tim H =0 oldugundan U, =0 olur.

* *
Durum2: 7, , <7/ <7,, ve 0<7,<7,, ,
*
H(r) ~1,, ,)=1,
*
H(r —1,,)=0,

0B

— (3;/:/ ’/:k _é}k) {(t~t2n—2) (T_I2n—2 )3 __g_ (T~t2n~2 )4 i

8rpAtr® | 3 T A 47 A7

_ 3(3’”,/ Tk _511() _ (t=1,,) .(T s % *_A_f.(f sy %
8z pAtr’ 2 At 3 At

H(T; - T2n—2) = 09

H(zy;—-1,,)=0 oldugundan

2

|

.
7

Tan-

2

92

*deki ilk iki integral i¢in f—%z—, ~Alt-dr = du doniisiimii ve



3 (3’”,1 7y _511().[(1‘_2_)2]71*

872'[)1"3 Tap-2
t ! t t 4 t
T T2 T T T g2
rr C
0k 21 1 )2__3_( i » )+1]
drpre; 2 At 2 At

* *
Durum 3: 7, , <7/ <1, Ve 7,, , <7, <7,,

H(zy ~ Ty, 0) =1, H(r; ~ Ty,0) =1,

H(r -7,)=0, H(z;-7,,)=0.
O halde,

o 87w pAtr’ 3 At

Ty

4 :}
n-2

¥
L

(

_[(f“‘tzn_z) (T "tzn—z )3 mé{ T”t2n—2)
3 At 4 At

(3r1rk 5 ) {{(t t2n 2) (T th 2) At (T t2n 2)3:}
8zpAtr® 2 At 3 At

_ !: (l - t2n—2) .(T - 1217—2 )2 — éf (———-—-—T _ t2"_2 )3
2

At 370 A1

_‘(3",/ Ty _fik)-{[(f—T)zJT; | ——[(t—r)z}r; )

8z pr

r r
1 t“:‘tzn»z )
ity 1 2 1
EAE 2 +1
4z pre! [2( At ) 2( At )+l
LA 1Ly
5 r c 2n~2 2n-2
ST L B g 3 G g
4 pre] 2 At 2 At
Durum 4: 7,, <7 ve 0<7, <7,,,
H(z} -7,,,)=1,  H(r,-7,,,)=0,
H(r -7,)=1,  H(z-7,)=0.
Buradan,
:(Br,rk ) (t-t,,,) (r fzn 2y At (r t, 26
@ 8rpar’ 3 At s
(B~ ) (t-t,, ,) oty A Tl "
87 pAtr’ 2 At 3 A .

35,7, =5, T
:( 7’: rsk ){[(l‘ t2n 2) (T th-Z) At (T IZn 2) :!

Tan-2

:

2n-2

n-2

}

93
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_(3’”,/ Tk ”51k>.[<t__1)2]’2n

87z pr’

Tan-2
Durum 5: 7, <7 ve 1, , <7, <7T,,

H(r] - Ty0) =1, H(z; - Tyna) =1,
H(r/ -7,)=1, H(z;-7,)=0

oldugundan
(3r, Fr— /k).{ t-t,.,) (z' t2n 2y At (r ly,_ 28 o
@ 8x PALY 3 At -
(t t2n 2) [ t2n-—2 A{ [ t2n 24 g
{ 3 ) - R v ) }
37’1 7 = Oy 1t T—1 Al Tt o
{ 2n-2 ( 2n— 2) ( 21— 2)

8w pArr? 2 At _—

2 At 3 At

e (AN i

_[(f_tzmz)_(f—tzn-z )2 __A_t'(z-"th-z )%} }

2n-2

87Z'p7' Tyn-2 202

-y -y
(51/( ”/rk) l ¢, 2]72)2__3_( 2 2]12)+1]
drpre] 2 At 2 At

* *
Durum 6: 7,, <7, ve 7,, <7,

H(r/ - Typ) =1, H(z; ~ Ty,0) =1,
H(z) -7,,) =1, H(z;-1,)=1.

Uy =0
olarak bulunur.

Gerilim gekirdeklerini de zamanin kuadratik olarak degismesine gore elde edelim:

1 or
0, = pp— [r,,lk K, +(5,,( 5;4—7:,( ", )Kz +rm, KJ (6.4)
K=-2t1ng 204 (6.42)
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K, = -f;- —0d, - A, (6.4b)
A c:

K,=2-24,-4]1-22 (6.4¢)
r C]

Baslangig olarak (3.1)’de verilen M, () dikkate alinarak,

A,= [b"My,(z)dr, 15a<5 (6.5)
A,

bl:605(1_1)[z&z(z—r—f]]—fi["“’"éﬂ

b =5 t-r-L +—r—5'(t~—r—1-)

b’=6|t-7~

s * *
Durum 1: O<7z <7,,, ve O0<7, <7, <7,, ,

H(z| ~1,,,)=0,  H(z;-7,,,)=0,
H(z/ -7,,)=0, H(z;-71,,)=0.

T2, 2
4,=3 j(z—r)(f—i’i—iﬂj [H(z]*-r)—H(r;»r)]df

-3¢} TT (t—r)[%i) {:H(Tl* —T)—H(T; —r)]dt

T2n-2

Toy 2 Tou
A2=15 | 5(T;—r)(r—_—3ﬂj drfzj 5(5—»;)[1%?;2)617

Tan-2 Tan-2

2 Ty . 2 2 Ty _
._Ec.z_z 5(1{‘-—7)[“———2- 2;”} dr +% j 5(?1*—7)(—————T ij"‘z]dr

C
1 Tan-2



96

3 Ty, 3 N
——20—23—72 | 5(12*-—7)(7 2”‘2} dr +2c;3 72;{2 5(2’;——1)(1 Z‘;”‘z}dz‘
4 :I—T2 5($*—r)(r tz”“z)zdr L ) 5( *—r)(f ””)dr
4 21'2”_2 1 s 1
7 * - 2 7, * N
+_270—1,2 | 5(2‘1 - )[T Azt 2) dr —2—’;—1-72 2 5(11 ——r)(r i zjdf
1 7 . =1, ’ 17 * T=b,,
A== 5(2-)[ v )dt-—— 5(2—)( , )dz'

T 2 7,

r 2n . . 1. . t iﬂ 2n s . 27 — t

+— 5<r2 —z') —22 | - 5(72 —z') —2=2 \dr
2¢, 7. At 2¢, 7 At

4, igindeki integraller f;ft—”‘z- =y doniisiimiiyle elde edilir. Buradan,

Durum 1 de tim H =0 oldugundan 4, =0, 4,=0, 4,=0, 4, =0 ve 4, =0 olur.

* *
Durum 2: 7, , <1 <71,, ve 0<7, <7, ,

H(r) -1, ,)=1, H(z;-1,,,)=0,
H(z -71,)=0, H(z;-1,,)=0.

Buna gore;

Al :36'; ii(t t2n 2) (T an—Z) At (T t2n~ ) }T

At 3

Typ-2

_3_622_ (t-1,,,) (T"tzn-z)Z_éf_ (T"tzn—z)B !
At 2 At 3 At

r
cz t_;_~t2n~2 f'“c__tzn—z
2 ] 2 _ 1
2¢ { At )= At 2
r
c3 [—— t2n—2
2 {2( : )—1}



olarak bulunur.,

* *
Durum3: z,, , <7] <1, Ve 7, , <7, <T,,

H(r) -71,,,) =1, H(zy ~7,,,) =1,
H(z) -7,)=0, H(z;-7,,)=0,

oldugundan

- 3622 {{(t—l2n—2) .(T'—t2n—2 )3 __ﬂ.(z-—ZZn—Z )4]&
Y 3 At 47 At

Tan-2

(t-t,,,) 7- t2n2 Al T—1,, 5.4 s
[ 3 A y - (_At )l }

2n-2

W
b

302 (t-1,,,) T- ’2n2 At 11,
A{{ 5 ( ) ~ (At )}

T2n-2

_[(t_tzn-z) (T“tz;q-z ) A (T—tzn—z )3} )

2 Ar 37 At
r r
: t"c__tzm—z {_c__tzn-z
) 1 2 1
2¢! { At )= At )
r v
c3 Z_?——r2n2 t'_ fznz
=2 ((—22 B—={2(—2——)-1
= ey A {( )1}
r v 7
t"__tzn 2 [—— Lyna [—— Ly
g o= ) 2 < r | -1
, 2{( ~ ) = ( » )} zclm{ ( Iy -1}
7 r r
I— t2n 2 [—— t2n~2 r- fzn 2
2 2 cz 7 2
= — — — 2 ___1
i At )= At )} 202At{ ( At )1

Durum 4: 7,, <7, ve 0<7, <7, ,
* *
H(T] - Tzn_z) =1, H(Tz - Tzn_z) =0,

97



H(z) -1,)=1, H(r,-7,,)=0.

A=

3 =) - 73

1™

362 {[(Z‘ t2;? 2) (T tzn

At 71, 5 o
At

202

(t—t,,,) 7=ty , 2 AL Tt >
[ A IYERANE YR }
A4,=0,4,=0,4,=0ve 4, =0. olur.
Durum 5: 7,, <7, ve 7,, , <7, <7,,
H(z -1,,,) =1, H(r; ~1,,,) =1,
H(z] -7,)=1, H(r,-7,,)=0 oldugundan
3¢ [ (-t )z‘i At 17—t o
A 2 2n=2 2n=2 2n=2
== {[ ) Pty 2L (e }
(I-1y,) T=b,, Al T, 54 g
[ 3 it ) - ( v ) TM}
_ 36'22 { (I_ZZn—Z) (T_t2n—2 )2 __éz_ (T_t2n—2 )3 o
At 2 M 30 M .
(t t2n 2) [ t2n 2 At [ t2n 243 o
i: 2 ( ) ( At ) Tzn-z}
r 7
t”c_ Lyps t": s
L 2 2 P
4, 3 {( Y ) = Y )}
r
1 t——c_—t2n—~2
A, =— 2 2 I}, 4, =0
Ty {2( Y ) -1
r r 7
1 t"”c_ Lyna t”“g’ lyna B [=——1,,
- 2 2 2 2 2 -1
AR YR 2¢,At R

Durum 6: 7,, <7, Ve 7,, , <7, <7,,
H(Tl* - 7’-2}7—2) = 1’ H(T; - T2n-2) = 1’
H(z -71,)=1, H(r,-7,,)=1.

Tum H =1 ve busebeple 4, =0, 4,=0,4,=0,4, =0, 4, =0 olur.

98



99

Simdi ise (3.1)’de verilmis olan M, ou (7) fonksiyonunu dikkate alalim:

1 al” ar
O = rz[r’/r”‘_KlJ{gz P +’iknzjK2+ﬁ,nkK3}

4 on k_}’l
K=-22 104+ 204
r c,
K2 =£21__2A2 "AS
r

A4, = jb”‘MQM (T) dr 66)

Tan _ 2 o, ) ~
A =_j Slicr- Il Fota | 4, +2f slime 2 (Tt ) 4
2 2 ¢ 2 At Ton-2 ¢ 2 At

2 Ty 2 2 T

C 2 Tt 2% ; s

+—-é f Olt—7—— || —2=2 | Jr — 22 J' Sli—7— 222 |
C] Topen C] At cl e Cl Af

T2n _ 2 o B
A, =~ J‘g l‘mz'——’:—— T—tzﬂ.:i dr +2 J‘é‘ f”"[—-—r—- T t2n—2 dr
3 " ¢ 2 At T2p-2 c2 At

T2 _ 2 T ; ~
A, =— J& PRV |l VI 1R RS }'5 e N [F2ta ),
Typ-n c] Ar Cl At

Tan-2



Ton _ 2 Ton .
A5=*f Slt—r—Ll || T2 | g 12 J‘ Slt-r-L (-—-———T tz’”]dr
C, At s ¢, Ar
ror rofrt—t,, ? 2r rofrt=t, ,
—— | S|t —— || —=2 | dr +— JS [—7—-— || —2=2 |dr
¢, c, At SR c, At

Burada da 4, i¢indeki integraller -T;[i-zfﬂi =y donligtimiiyle elde edilir.

* *
Durum 1: O0<7; <7,, , ve 0<7/ <71, ,

H(z] ~7,,,)=0 H(T; ~75,,)=0
H(z) =1,,)=0 H(z,-7,,)=0

Tum H =0 oldugundan 4, =0, 4,=0, 4,=0, 4,=0ve A, =0 olur.

* *
Durum2: 7z, , <7/ <7,, ve 0<7, <7, ,
* *
H(z) -7,,,) =1, H(z,-7,,,)=0,
H(zr) -1,,)=0, H(r,-1,)=0 olur.

Boylece
—6¢2 [ (t~t Tty A Tl ]
A} — 2 ( 211—2)'( 2n 2)3 _____'( 2 2)4
At 3 Al 47 N
2 _ . _ 7
+ 12¢ | (t—15,5) .(T Lys % __A__t__(f Ly %
At L2 At 30 A
r r ‘
2 t—.:—t2n—2 ’“Zf—tzn—z
A =2 1 2_2 1
275 {( ~ ) (-——-———At )}
203 t-cL—t2"_2
Ay=—-2 1 -1
Y « At -l
t_”:“"tzn—z f_"’:"tz;q—z ) t_'r“_zzn—z
C C r C
A = 1 2__2 1 — . 1 -1
== Ar ) =2 Iy )} vy {( ~ -1
A =0

* *®
Durum3: 7, , <7/ <7,, Ve 7,, , <7, <T,,

H(Tl* - 7'-2}'1—2) = 19 H(T; - T2n—2) = 1:
H(r} -7,)=0, H(zr; -7,,)=0olur.

Boylece
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602 (t—1,,_ 2) T Loy AL T~ . i
Ar{{ a ) T

Tan-2

(1—1,, z) T t2r/2 At Tt 4}%
{ )’ - 4( v ) }

T2n-2

12¢2 [(t=1,,,) =1, 5 At 7—1, 51"
+ : e L
Al {{ T y - ERIYER

Tap-2

[t oty Ay T

2 At 30 oA T
r r 3
ZA'"C —ly g t‘”c““‘tzn—z 2 t'"c_"‘tzn—z l=—=0,,
=—{(—2—) -2(—2—)}+2 1 T (e
4, =-{( Ar ) —2( ~ )} Cf{( Y )" —2( v )}
l‘——r——t l‘—i—t
2 c 2n-2 2C3 ¢ 2n-2
A=+ ((—2— P }-222 ! ~1
A {( At - cfAz{( At =1
7 ro r
I- Lona l——=1,, 2 [=— Ly
4,=- ! 2_p(—= + 1 ~1
, =={( Y )" —2( Y )} oAl {( ~ ) -1}
7 r v
[——=1),, l——=10,, 2 l"'c Ly
A =- : Po2(—=2 + : -1
s =—{( ~ ) =2 Y )} Y {( Y )—1

* *
Durum 4: 7,, <7, ve 0<1,<71,,,

H(T;* ~To) =1, H(r; - 7,,,)=0,
H(z{ -7,,)=1, H(z, ~1,,) =0 oldugundan

2 — _ . Ton
AI:_602 {[(f Lyez) (T I2n—2)3 _Ar (T tzn—z)éi

30 A 47 a7
(I=ty,,) Tty 502 A T, 0 o
[ 2 { At ) 3 { At ) TM}'

4,=0, 4,=0, 4,=0 ve 4, =0.

* *®
Durum 5: 7,, <7, ve 1,, , <7, <7,,
* *
H(t) ~1,,,) =1, H(t,-1,,,)=1,
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H(r) —1,,) =1, H(r,-1,,)=0.

62 | Attty ,) Tty o3 A =1, 4"
AIZ_A; {{ ( ?2)? 2).( 2 2)3__‘ ( 2 2)4J

3r- At 4 At -
A=t (r—tz,?_z')g_Azz (Eotaays " \
I Y LV
12¢; [(t-t Tt At Tt »
+ 2 { ( 2;7—2).( 2n=2 )2 ___.( 2n-2 )3
At | 2 At 3 Ar s
u-t,,) -1, 2 AL T, 72”
{ 2 . At ) 3 { At ) ,M}
r r
r_c_"”‘zn—z t"c__tzmz
A =—f(—=2 Y _ "2
, =—{( Y )" =2( v )}
I3
1 Z"E“ Lona
A =—-— 2 21 , A,=0
=L {( Y =1, 4,
7 ¥ 7
g [_c— e o l=—=0,,
4=~ : Po2(—=2 + - : ~1
s =—{( AT )" =2( v )} Al {( ~ ) -1

* *
Durum 6: 7,, <1, ve 7,, <7,

H(Tl* - TZn»Z) = 1’ H(T; - T2n~2) = 19

H(t] -71,)=1, H(r,—1,)=1
oldugundan

A4 =0, 4,=0, 4,=0, 4,=0ve 4 =0 olarak elde edilir.
(3.1)y’deki M, (r) kuadratik interpolasyon fonksiyonu dikkate alindiginda ise,
A, = [ b*" My, (r)dr (6.7)
Al

olarak yazilabilir. Buradan,

4,=3c; rzjl (t_r),(z:ﬁ—ﬂ] [H(z‘f‘ —r)—H(r; —rﬂdr

Tap-2
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4, icindeki ilk iki integralde ————X’;’lﬁz—:u dontisimii ve liglincii integralde ise 7—7=u

doniistim{i uygulanarak asagidaki durum incelemelerindeki sonuglara ulagilir:

* s
Durum 1: O0<7, <1, , ve 0<7, <7, ,

H(z) ~1,,,)=0, H(r; —1,,,)=0,
H(z{ -1,,)=0, H(zr,-1,,)=0.

Tim H =0 oldugundan 4, =0, 4,=0, 4,=0, 4,=0, A4,=0 olur.
Durum 2: 7,, , <7, <7,, ve 0<7, <7, ,

H(Tl* - Z-2n~2) = 13 H(T; - T2n—2) = 07
H(z; -7,,)=0,  H(r)-1,,)=0olur.

Buna gore;

__3022 (1=t,,,) T— {2n2 AI [ t2n—2 J
I_Ar[ 3 { )’ - ( A

®
7

Tyn-2

"
7y

9c; | Att—1,, ,) T~1, .5 AP T—1, . ) u i
— = = . ‘ =3¢ | {t—1
At{ ST ' - TRV 2[( )]

Tap-z

[=—=1, I——=1,,

3 ¢
{ (—--————-) S+

t—_“‘fzn—z ""-_tzn—2
Cz G 2 G
S -3
4 201{ ( v ) =3( Y )}
t"L”‘tzn 2 f“”r‘ t2n 2
C.
A, == ! -3 ! +2
4 2{( ” )" =3( )+2}
7 v
f’“‘”"zzn- [—— th2
G !
= -3
{—( v ) =3( . )}
A4 =0 olur.

*® *
Durum 3: 7,,_, <7/ <1, Ve 7,,, <7, <7,,

H(z| -1,,,) =1, H(z)~1,,,)=1,
H(zr{ -7,,)=0, H(t;-1,)=0
oldugundan,

2



302 {{(1 bya)

- t2n-—2 A1 T- i"2;1‘2 *
~ 3 ( ) - ( ) }

Tan-2

(I=ty,) -6, A T-1,
{ 3 '(Af) 4‘(Ar)

Tan-2

B
j]rz
133

962 (T=ty ) T=l,,0 A T-0)
At {{ 2 { At V- 3( At y

(1=t ) Ty A T=1, ;.
[ 2 '(Ar) 3'(Ar)

Safe-or ] ~[e-or] 3

Tan-2

¥ r
t__ t2,w 2 3 f"’__zzn—z
G
=— — ) (——)+1
{( )? 2( = )+1}
1L ¢ -y
2 T T 2 T T
[ ¢ » 3. ¢
e e e M G S——
Cl2 {( At ) 2( At ) }
¥ 2
1 9 t_c_ ~lns ’_“C““‘tzn—z
4= —(—2 -3(—=2 +1
} 2Ar{At( At )=3( At )+1
r v
& 0 t_c_—th»—Z t”“”g’"tzn—z
FRNR A S ! -3 ! +1
o ) )+1y
1 t_“r”"tzn 2 I- : ~l,
C
A, == ! 2.3 ! +2
4 2{( A )" =3( )+2}
s v
5 t c_ Ly I~ ”C’,‘“ —ls
r 1 1
e -3
ZCI{AI( At )=3( At )}
r 7
t_—”fzn 2 f—— t2n 2
A=y Gy
2 Ar At
r 7
o) t ;"‘tzmz ! c =1y, 2
NS S 2 -3 2
- ) )

* *
Durum 4: 7, <7/ ve 0<7, <7,,

H(r -7, ,)=1, H(zr, -1, ,)=0,

*
:]Tz
Ton

105

}

-2

}

n-2



106

H(z] —7,,) =1, H(t, —1,,)=0olur.

Buna gore,
A = 3C§ (t - t2n~2) .(T ) )3 _ éz(f ~bys )4 i
Y 3 At 4% a7

9c; [(t—1t,,,) Tt ,, A 11, i ]" s .
- n=22 n-2)2 _ (22 32| (-7
Az[ 2 (At) 3(At) 2[( )]

Tan-2
A, =A4,=4,=4,=0.
* *
Durum 5: 7, <7y ve 7,, , <7, <7T,,

H(t) -7,,,) =1, H(r, -1, ,)=1,
H(r —1,,) =1, H(r, -1,,)=0 oldugundan

3¢2 [(1—1 -1 At Tt fon
A] —_ 72 {‘:( 2n—2).( 2n-2 )3 __‘___'( 212 )4jI

At 3 At 4 At -
(t-1,,5) T—1,, 3 A T, 4}75
[ VAR S v }

. 90; { (1 —th—Z) .(T b )2 _é{.(f ) )3 w
At 2 At 3 At

Tan-2

—_ (t_z2n-2) z-_3‘277—2 Z_At T—.IZn—Z 3 s
[ S ) 3y |

Tan-2

(O R (G

Tan-2

v 7
t———t {———t
1 c 212 3 c 2n-2
A =— _—1.__._2_____1___+1
2 2{( Y ) 2( At )+1}
¥
2 f=—=1,, l=—=1,,
(o c

1 2 3 G
_T{(T) 2( ” )+1}

-
[— ¢ R —
1 2 02 2n-2 5 ¢ 2n-2
= il e VO
3 2AI{AZ( Al ) =3 At )}
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1 2 I“L_Qn—z t"‘”"“’zn—z
C C
A== (—=2 2 - 3(—=2 +2
: Z{At( ~ )" =3( v )+ 2}
s v
’ ) Z”c__tzn_z t"“c‘“_tz;q—z
e (—2 —3(—=2 .
2¢, ¢ N I

Durum 6: 7,, <7, ve 7,, , <7, <7,,
H(Tl* - T2n—2) = I’ H(T; - TZn—Z) = 15
H(r -1,,) =1, H(z,~-7,,)=1olur.

Tim H =1 ve busebeple 4, =4,=4,=4,=4,=0.

107

Bu béliimde, elastodinamik {i¢ boyutlu dalga denkleminin SIEM formiilasyonundaki yer

degistirme ve gerilim gekirdekleri kuadratik zaman inerpolasyonu yaklasimiyla ¢ikariimistir.



108

7. SONUC VE ONERILER

Integral denklemlere dayali olan SIEM, giiniimiize kadar stiregelen calismalarda
potansiyel‘ve aki hesaplamalarinda kullanilnstir.

Bu caligmada, metodun zaman bolge formiilasyonunun teorik alt yapist iizerinde
incelemelere  yer verilmistir. Caligmanin  icerigi SIEM’nun  zaman bolge
formiilasyonundaki ~ zaman integrallerinin  farkhi  interpolasyon  fonksiyonu
yaklagimlariyla analitik olarak hesaplanmasina dayanir. Iki ve ii¢ boyutlu skaler dalga
denklemlerinin sinir elemanlar1 formiilasyonundaki potansiyel ve aki ¢ekirdekleri sabit,
lineer ve kuadratik interpolasyon fonksiyonlar1 yaklagimlariyla ¢ikarildi. Bunun yam
sira, li¢ boyutlu elastodinamik dalga denkleminin sinir elemanlar1 formiilasyonundaki
yer defistirme ve gerilim ¢ekirdekleri de sabit, lineer ve kuadratik interpolasyon
fonksiyonlar1 yaklasimlariyla elde edildi. Bu yaklasimlardan sabit ve lineer zaman
degisimine dayali olanlarinda elde edilen sonuglarin literatiirle uyum iginde oldugu
goriildii. Kuadratik zaman degisimiyle elde edilenler ise ilk kez ¢ikarilmistir.

Bundan sonra, burada ¢ikarilan farkli formiilasyonlarn hangisinin  kullanim
agisindan daha uygun, ekonomik ve tercih edilebilir oldugu bilgisayar ortamina

tasinarak uygulamalarla gosterilebilir.
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