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1 REEL HAMILTON SiSTEMLER

1.1 Giris

Mekanik; giinlik hayatta karsilasti§imiz cisimlerin konumlarinin zamanla
degismesi veya durum ve yapilarinin bozulmadan kalabilmesiyle ilgili problemleri
inceler ve giinlitk olaylar cercevesinde oldukga kesin sonuclar elde edilmesini saglar.
Ancak 151k hizina yakin hizlarda hareket eden sistemler i¢in rolativistik mekanik, ¢ok
kiigiik uzaklik 6lgeklerindeki sistemler icin kuantum mekanigi ve her iki 6zellige sahip
sistemler icin de rolativistik kuantum alan teorisi kullanilmaktadir. Mekanik; kinematik,

dinamik ve statik olmak iizere ii¢ ana boliimden olusur (Zengin vd 1999).

Kinematik: Cisimlerin konumlarinin zamanla degismesini yani hareketlerini ele
alir. Harekete neden olan kuvvetlerle ilgilenmez ve bu yoniiyle dinamikten ayrilir.

Ornegin, deniz yiizeyinden h kadar yiikseklikten atilan bir tas kinematigin konusudur.

Dinamik: Cisimlerin konumlarinin degismesine yol ac¢an nedenler bilindiginde
cisimlerin hareketlerinin, 6zelliklerinin nasil bulunacagini gosterir. Ornek olarak, egik

diizlem iizerindeki bir blogun hareketi verilebilir.

Statik: Cisimlerin durum ve yapilarinin bozulmadan kalabilmesi, diger bir ifadeyle,
dengede olabilmeleri ic¢in gerekli kosullari saptar. Denge halindeki bir sistem ya
hareketsizdir ya da sabit bir hizla hareket etmektedir. Bu durumda Newton’un {igiincii
yasasina gore, sistem iizerine etki eden net kuvvet ve net tork sifirdir, tavana iple

tutturulmus m kiitleli basit sarka¢ buna 6rnektir.

Cok 1iyi bilinen ii¢ temel yasas1 iizerine kurulan Mekanik; XIX. yiizyilda pek ¢ok
arastirmacinin katkilartyla neredeyse kusursuz bir sistematik yapiya kavusturulmustur.
Newton yasalar1 izerine kurulan biitiin yapi, bugiin Klasik Mekanik veya Newton
Mekanigi olarak; XIX. yiizyilda gelistirilen sistematik yapiysa Analitik Mekanik veya
Analitik Dinamik olarak isimlendirilmektedir (Rizaoglu 2002).



Newton denklemlerinin vektorel bir yapida olmasi toplam kuvvetin bilinmesine
gereksinim duyulmasi en biiyiik gii¢liiktiir. Bu nedenle daha yalin skaler biiyiikliiklerin
kullanildig1 ve kuvvet vektoriiniin i¢inde dogrudan yer almadigi, ilke ve yontemlerin
bulunmasina calistlmigtir. Bulunan ve zamanla daha da gelistirilen bu ilke ve
yontemlerin tiimii bugiin Analitik Dinamik olarak bilinmektedir. Analitik dinamigin

verdigi sonuglar Newton denklemlerinin verdigi sonuglarin aynisidir.

Analitik Dinamik; Lagrange ve Hamilton denklemlerinden olugmaktadir.
Lagrange yontemi mekanigin skaler biiyiikliikkler kullanarak yeniden kurulmasi
acisindan 6nemlidir. Lagrange yontemi mekanik problemlerin ¢éziimiinde basarilidir,
ancak bu yontemin en bilyilkk 6énemi Hamiltonsal yontemlerin ¢ikisina yol a¢gmasidir

(Rizaoglu 2002).

Lagrange yontemi mekanik sistemlerin hareket denklemlerinin elde edilmesini
siradan duruma getirir. Fakat bu denklemlerin ¢6ziilmesinde sistematik bir yol

gostermez.

Hamilton yontemleriyle elde edilen denklemlerin dogrudan ¢oziilebilmeleri
acisindan, Lagrange yontemiyle elde edilen denklemlere herhangi bir iistiinliigii yoktur.
Hamilton denklemlerinin fizikteki Onemi, kolay integre edilebilmelerini saglayan
yontemlerin gelistirilmesine acik olmalar1 ve mekanigin disinda 6rnegin mikroskopik
cisimlerin arasindan siir’atleri 1518in siir’atiyle kiyaslanamayacak kadar kiiciik olan
cisimlerin davraniglarim agiklayan Kuantum mekanigi alaninda da basaryla

uygulanabilmesidir (Rizaoglu 2002).

Klasik Mekanik her problemin ¢oziimiinde kullanilan bir yontem olmasa da
giiniimiizde gokdelenlerden ucaklara kadar pek c¢ok sistemin yikilmadan,
parcalanmadan kalabilmesi i¢in gerekli kosullarin bulunmasinda, diinya etrafinda
dolanan uydularin yerlestirilmesinde, gezegenlere ve daha Otelere uzay gemilerinin
gonderilmesinde kullanilan bilgiler arasinda Klasik Mekanigin verdigi sonuglar 6nemli
bir yer tutar. Bu nedenle Klasik Mekanik hayatimizda 6nemli bir yere sahiptir. Ayrica
Klasik Mekanik matematik becerilerimizin ve fiziksel diisiinme yetenegimizin

artmasinda da 6énemli rol oynar (Kibble 1999 ; Rizaoglu 2002).



Kuantum mekaniginde ve klasik mekanikte sikc¢a rastlanan Hamilton Sistemler,
uygulamali bilimlerde onemli bir yere sahiptir. Bu konuda literatiirde oldukca ¢ok
calisma yapilmistir. Son zamanlarda yapilan c¢alismalar; Chang ve vd. (1981) Henon-
Heiles Hamilton’unun sonuglarim kompleks zaman diizleminde arastirmislardir. Ozer
(1994) carpim-skalast1 metodunu cesitli integrallenebilir sistemlerin (KdV, CKdV,
integrallenebilir Klein-Gordon denklemleri) integrallenebilir NLS tip denklemlerini
cikarmak icin uygulamig, Henon-Heiles sistemi olarak agikladigi bu metodun sonlu
boyutlu Hamilton sistemler icin uygulanabilir oldugunu gostermistir. Civelek (1996)
genigletilmis vektor demetleri tizerinde Lagrange ve Hamilton denklemlerinin diisey ve
tam lift’lerini ele almistir. De Leon vd. (2001) klasik alan teorilerini géz Oniinde
bulundurarak simplektik ve kosimplektik manifoldlar tizerindeki Hamilton ¢atisin
genigletmislerdir. Tekkoyun (2002) Hamilton denklemlerini lift teoriyi kullanarak
genisletmis Kahler manifoldlara genellestirmistir ve yiliksek mertebeden tiirevleri iceren
Hamilton denklemlerinin geometrik 6zelliklerini sonuglarn1 vermistir. Zabzine (2005)
genellestirilmis kompleks yapi ile genisletilmis world-sheet siipersimetrisi arasindaki
iliskiyi agiklayarak bu analizin sigma modellerinin genis simmifinin faz uzay1 tanimina
dayal1 oldugunu belirtmistir.

Bu calismada ise; Tekkoyun’un (2002) temellendirdigi kompleks Lagrange ve

Hamilton denklemlerine 6zgiin uygulamalar verilecektir.

1.2 Lagrange Fonksiyonu ve Denklemleri

Sistemi tamimlamak ic¢in yeterli olan birbirinden bagimsiz genellestirilmis

koordinatlarin ¢,,q,,...,q, ve bunlarin zamana gore birinci tiirevlerinin, ¢,,q,.,....q,

oldugunu kabul edelim. Sistemin Lagrange fonksiyonu; sistemin 7' kinetik enerjisi ile
V  potansiyel enerjisinin farkina esit olup; L =T -V seklinde gosterilir. Burada

sistemin Lagrange denklemleri ise;
—(=—/—)——=0, i=123,...,n (1.2.1)
olarak verilir (Rizaoglu 2002).

Bu denklem sistemi kartezyen koordinatlar x,,x,,...,x, kullanilarak ifade edilebilir.

Bu durumda (1.2.1) denklemi;



—(z=—)-—=0, i=123,...,n (1.2.2)

— =—=mx, = p, ( p =momentum)
ox;, o,

ve

n_ov_ .

ox, O,

olmasindan p, = F, yani p = F seklinde Newton denklemleri elde edilir.

1.3 Hamilton Fonksiyonu ve Denklemleri

Hamilton fonksiyonu;

H(q.p.t)=Y p,g,—L(g.¢.t),  i=123,...n (1.3.1)

i=1

seklinde tanimlanir (Rizaoglu 2002).
Bu bagintinin her iki tarafinin diferansiyeli alinirsa;

oH OH oH
dH = —dg. +—dp)+—d
,Z(aq,» 4t p,)+ = i

olmasindan

Zn:(a—H dq, +—aH dp,)+ —aH dt
i=1 aqi api ot

n oL oL oL (132
= dg. +dp.g.)— —dqg. +—dg.)——dt

;(pl ql plQl) Z(aql ql aql ql) at

elde edilir. Burada p, = s—L ifadesi ve (1.2.1) Lagrange hareket denklemi kullanilirsa

i

(1.3.2) ile verilen denklem asagidaki seklini alir.



Z(—d + d )+—dt
ap, ot
oL

. d JL
=Zqidpi—z—(—)d —a—dt (1.3.3)

. : dL
= Zqidpi _Zpidqi _Edt

q, genellestirilmis koordinatlartyla p, genellestirilmis momentumlarinin bagimsiz

olarak alindig1 animsanirsa

oH oH oH oL
S A o _ % 103, 1.3.4
" P a T a ! ! (13:4)

1

denklemleri elde edilir. Burada birinci mertebeden 2n-tane diferansiyel denklem vardir.
Bu denklemler ilk defa Hamilton tarafindan elde edilmistir ve Hamilton Denklemleri

olarak bilinirler.

Lagrange ve Hamilton fonksiyonlar ile ilgili kiyaslama asagidaki gibi yapilabilir.

Tablo 3.1 Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarinin kiyaslanmasi

Hamilton Lagrange
Genel Formiil H(g, p,t) = Z p.4, —L(g,q,t) | Lg.q.0)=T—-V
Mertebeleri 1.mertebe 2. mertebe
Bagimsiz degisken g; koordinatlari g; koordinatlar1
p; momentumlari g, hzlar
Tanimlandiklar1 uzay Faz uzayr Konfigiirasyon uzayi
(2n-boyutlu soyut uzay) (n-boyutlu soyut uzay)

1.4 Uygulamalar

Ornek 1.1 Sabit bir kiitle-cekim alaninda bulunan m kiitleli bir cismin {iizerine, Sekil
1.1.1 de goriildiigii gibi bilyiikliigi f(p)=Ap*" (a#0,1) olan ve kuvvet merkezi
orijinde bulunan, bir merkezcil kuvvet alani etki ediyor. Cismin devamli aym diisey
diizlem icinde kaldigini kabul ederek, Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerini

bulunuz (Rizaoglu 2002).
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Sekil 1.1.1 Kiitlesi m olan cisim ve iizerine etki eden kuvvetler
Coziim: Sistemin kinetik enerjisi;
T :lm(v v ) :lm(fc2 +y%)

2 7 Y 2

olup
x=pcos@p, y=psing ifadelerinde x ve y’nin zamana gore birinci tiirevleri

sirasiyla;
X = pcos@— p@Psin @, y = psin@+ p@pcos @
olarak bulunur.

Buradan x ve y ’nin karesi alinip taraf tarafa toplanirsa
i* = p*cos’ p—2pp@sin pcosp+ p’@*sin® @,
y? = p*sin® @+2pp@sin pcos @+ p’@* cos’ @,

x2+y2:p2+p2¢2

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla sistemin kinetik enerjisi

T= %m(pz P9

konumuna gelir.

F=-VV den V =-[ F.dF

olur. F =—Ap“'p, dr =dpp oldugundan F.di =—Ap*'dp bulunur.

Buradan V = —J.— Ap®dp = ép”’ ve V, =mgpsin ¢+ép“ elde edilir.
a a

Bu durumda sistemin Lagrange fonksiyonu;



L=T-V ’den
_1 ) 2.2 . A o .
L—Em(p + p @ )—mgsingp—— p“ seklinde olur.
o

Sistemin Lagrange hareket denklemleri:

d JL_ dL d oL  dL
HE)-2=0 2 SE)-=0

dt 0p° dp dt d¢° Jdo
olup bu denklemlerin ¢éziimleri sirasiyla
1) %(% m2p)— (%m2pgb2) +mgsing+Ap® =0,
mp —mp@* +Ap® +mgsing=0

veE

2 L Cm2p*p)-mepeosp=0

%(mpz(/’»—mgpcosco= 0

olur.

Sistemin Hamilton fonksiyonunun elde edilebilmesi icin p ve ¢ ye bagh

momentumlar;
—a—L—lmZ,[)—mp —a—L—lm 220 =mp*¢
P, p 2 > Py 99 2 P 2@ P @

seklinde olur. Sistemin H = p,p + p,¢— L Hamilton fonksiyonu;

H =mp* +mp3? = m(p* +p*¢") + mepsing+ - p*

=2 2 -2
:%+M+mgpsin¢+ép“
2 2 a

seklinde elde edilir. Diger taraftan P ve ¢ cekilip Hamilton fonksiyonunda yerine

yazilirsa;



[

p,=mp, p(p:mngb’dan p:ﬁ, o= p2 olur. Bu denklemler sistemin
m

mp

H=p,p+ p,p— L Hamilton fonksiyonunda yerine yazilirsa

1
H:pp&+p¢ P¢2 ——m(—2 ,Op(p )+ p +mgpsin @
m mp- 2 m m’p*
2 2 2 2
P Py Py Py

— p +mgpsin @
m  mp’ 2m 2mp o

_ Py Py
= +——+— p +mgpsin @
2m  2mp’ «

olarak bulunur.

Hamilton denklemleri de

. OH . oH
DP=a P =
p P
_2Pp _Ps
2m m
. 2 .
p,= [m’20¢ +a0(p '+ mgsin @]

=—{mp@* + Ap®" +mgsin @]

2

Pso a-1 :
=—[mp——+Ap“" +mgsing]
m-p
p 2
=——-—Ap"" —mgsing
mp
2) go—aH Py :—a—H’dan
ap(p 0
_ 2.p, _ Py ve
2mp*®  mp’

p, =—(mgppcos @) =—mgp@cos ¢

seklinde elde edilir.



Ornek 1.2 Sekil 1.2.1°de goriilen ve baglant1 noktast yukariya dogru sabit bir a ivmesi
ile hareket eden; bir basit sarkacin kiiciik salinimlarinin Lagrange ve Hamilton

fonksiyonlarini yazip hareket denklemlerini ¢ikarimiz (Rizaoglu 2002):

Sekil 1.2.1 Baglant1 noktas1 yukartya dogru sabit bir a ivmesi ile hareket eden basit
sarkag

Coziim: Herhangi bir ¢ aninda sarkacin baglanti noktasinin orijinden 7 kadar 6tede
oldugunu varsayalim. Buna gore sarkacin ucundaki m kiitleli noktasal cismin x ve y

koordinatlarn sirasiyla,

x=1/{sin@ , y=~Lcos@—n@

olur. Buradan cismin kinetik enerjisi;
T = %m(x2 +y%)’den, x=/(6cos@ x> =1(%0*cos’ O
y=—(0sin@-1  y> =(—LOsin@-1)* = (6 sin’ @+1* +2/OsinOr

T = %m(ﬁzéﬂ cos® @+ 0?67 sin® @ +1n* +2(0sin O1))

:%m(zzéz +77 +20617sin 0) (1.4.1)

ve potansiyel enerjisi de x -ekseni boyunca

V =0 kabul edildiginde
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V =—mg(lcos@—n)

olarak bulunur. O halde sarkacin L =7 —V Lagrange fonksiyonu

L= %m(mz +77% +2067jsin 6) + mg(fcos O —77) .

d OL. OJL

Buradan — (—) —— =0 Lagrange’in 0’ya bagli hareket denklemi
i'98 a0 STAnge MY ya bag

d 1 2 A2 1 .« . 1 V) -

Z(Em% [ +5m2£ﬂsm0)—§m2£770 cos@+mglBsin@ =0

%(mﬂzéz +ml7)sin @) —ml116* cos @+ mglBsin 6 =0

olarak elde edilir.

4 (a—L) - B_L =0 Lagrange’in n’ye baglh hareket denklemi

dt 9~ dIn

d 1 1 .
—(=m2n+—m2(6sin@)+mg =0
dt(Zm n 2m sin @) + mg

%(mf}+m€95in9)+mg =0

bulunur.

Sarkacin H = p99+ p,7— L Hamilton fonksiyonunu yazabilmek i¢in 6 ve n’ye bagh

momentumlari,
—a—L—lm£229+lm2£ﬁsin9—m€29+m£ﬁsin9

Pe=36772 2

ve

pn:a_L:lm277+lm2£981n9=m77+m£951n9
an 2 2

olmak tizere

H=m(*6* +ml6rsin 6 +mn* + mﬁﬁésinﬁ—%m(ﬁéz +1° + 2170 sin 0) — mg (£ cos 0 — 1)

elde edilir ve gerekli islemler yapilirsa,
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22 22
- m£29 +%+mﬁwsine—mgzcose+mgn (1.4.2)

H

bulunur.

Py =ml*@+ml7jsin @ dan 6 = %ﬁ?sme (1.4.3)
ve
) . ] p”—mfésinﬁ
p, =mn+ml@sin€ dan 7 = ——— (1.4.4)
m

elde edilir.

(1.4.3) ve (1.4.4) esitlikleri (1.4.2) ile verilen Hamilton fonksiyonunda yerine yazilirsa;

—ml7si —m(@sinf

mg,z(pg mﬁz]smﬁ)z m(p” m/l @sin 2
H = m/ 4 m
2 2

Py —mfésin&f P, —ml1sin @

+m > sin@ —mglcos@+mgn

m m/

(p, —ml1ysin6)’ . (p, —m8sin6)’

H= :
2m/ 2m
+(p, —mtOsin) e _’M; S09) i@ — mglcos 0+ mgn (1.4.5)
m

bulunur. Dolayisiyla (1.4.5) ile verilen fonksiyona ait yukaridaki Hamilton denklemleri

asagidaki gibidir.

2p, —2m6sin6 | Po—mlijsing

5 — néd,
4 2m m/
_ 9' . 9 _ . .
_Ppy—mOsinb  p, mﬁ?]sm@sine
m m/
ve
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bulunur.
2) Gza—H ve p, __a_H dan
ap, 200
G Pe—minsing (p, —m!(BsinH)sin 6
ml? ml
ve

Po =—(m1)L6” cos 6+ mg(Hsin )
= —mﬁ£92 cos@—mglBsin O

seklinde elde edilir.

Ornek 1.3 Sekil 1.3.1 de m kiitleli noktasal bir cisim baslangicta, siirtiinmesiz yatay bir
diizlemin bir ucunda durmaktadir. Diizlemin cismin durdugu ucu sabit bir ¢ siir’atiyle
(burada siiratten kasit @ agisinin birim zaman aralifindaki degisme miktaridir) yukariya
kaldirihiyor. Diizlemin herhangi bir anda yatayla yaptig1 agiy1 @ ile gosterelim. Cismin

Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarini1 yazip denklemlerini belirleyiniz.(Rizaoglu 2002).

Sekil 1.3.1 Egik diizlemin yatayla € acisin1 yaptig1 an @ agisi sabit bir & siir’atle

artirthiyor.

Coziim: Cismin herhangi bir 7 aninda egik diizlem boyunca orijinden olan uzakligini

e

r(t) ile gosterelim. Hem r hem de € zamanla degistigine gore, cismin kinetik enerjisi

T =—mv’ zlm(i"2 +r249.2)=lm(i"2 +ria’).
2 2 2

Diizlemin ilk konumunun belirledigi yatay diizlemde kiitle-cekim potansiyel enerjisi

sifir alindiginda, cismin potansiyel enerjisi
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V = mgrsin(at)

yazilir. Buna gore cismin Lagrange fonksiyonu;

L=T-V den L:%m(if2 +r’a*) —mgrsin(ar)

olur. Buradan Lagrange hareket denklemleri sirasiyla

1) i(a—lf)—a—L =0 dan
dt oF  Oor
%(% m2r) — %m2ra2 +mgsin(ar) =0

olup gerekli iglemler yapilirsa

di(mr') —mra® +mgsin(at) =0,
t

bulunur ve buradan da

mi —mra® +mg sin(at) = 0

veya

i—ro® =—gsin(at)

olarak elde edilir. Elde edilen denklem ikinci mertebeden sabit katsayili homojen
olmayan bir diferansiyel denklemdir. Oncelikle homojen kismin ¢6ziimii

F—ra* =0’dan

D*-a*=0
ya da

D =*a ve dolayisiyla

r, =Ae ™ + Be”

elde edilir.

2cosh(ar) = e” +e ™ ve 2sinh(att) = e” —e™® ifadelerinden

at

e” =cosh(at) +sinh(ar) ve e = cosh(ar) —sinh(at) esitlikleri elde edilir.

A(cosh(at) —sinh(ar)) + B(cosh(at) + sinh(at)) =0

olup



(A + B)cosh(at) + (A— B)sinh(at) = 0 elde edilir.

Buradan,

A+B=C ve A-B=D denilirse homojen ¢6ziim

r, = Ccosh(at) + Dsinh(ar)

seklinde elde edilir. Ozel ¢oziim ise

r, =c, cos(ar) +c, sin(x)

r, =—0c, sin(ar) + ac, cos(ar)

¥, =—a’c, cos(ar)— a’c, sin(ar)

elde edilir. Dolayisiyla

. 2 .

P, —r,0” =—gsin(or)

olup buradan

—a’c, cos(at) — a’c, sin(at) — ¢ (¢, cos(ar) + ¢, sin(ar)) = —g sin(axr)

—2a’ (¢, cos(at) + ¢, sin(at)) = —g sin(a)

elde edilir.
—2a’c, =0 ve —2a°c, =—g dan ¢, =0 ve ¢, = 25% olarak bulunur.
o
O halde r, = %sin(m) olup genel ¢oziim
o
r(t) = C cosh(at) + D sinh(ar) + g --sin(ar)
o

seklinde elde edilir.

14

t =0 aninda cismin O noktasina olan uzaklig1 7, ile gosterilirse, cisim durduguna gore

v, =0 olur. Bu baslangi¢ kosullarina gore genel ¢oziim, C =7, ve t =0 i¢in

8

aZ

r(t) = Casinh(ar) + Dacosh(at) + cos(ar)

ve

F0)=V, =0



15

olup buradan

0 = Casinh(0) + Da cosh(0) + zi cos(0)
a

elde edilir.

8

olur.
a 2

0=Da+-2 den D=-
2

O halde cismin herhangi bir # aninda egik diizlem boyunca orijinden olan uzaklig

8

aZ

8

aZ

r =r, cosh(at) — 5 sinh(ar) + 5 sin(at)

olarak bulunur.
Sistemin H = p, 7 — L Hamilton fonksiyonu

p, = oL = %m(2r’) =mr den

CoF

H = mi* —%m(if2 +ria*) + mgrsin(ar)

seklinde bulunur. Sistemin Hamilton fonksiyonu momentuma bagh yazilirsa p, = mr

dan 7 cekilip Hamilton fonksiyonunda yerine konursa

2 2
1 .

H= p,2 - —m(p—’2 +r’a*) +mgrsin(ar)

m 2 m
veya

? > omrla?
H =P P _ + mgrsin(ar)

m 2m
veya
2,2
o .

H = P, _mr + mgrsin(ar)

olarak bulunur.
Hamilton denklemi

f—a—H ve [ __H olu
op - P T T OP
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_2p. _p
2m m

ve
) 1 2 .
p, = _(_E mQ2ra”)+ mg sin(ar))
= —(—mra’* + mgsin(ar))
=mra’ —mg sin(at)

elde edilir.

Ornek 1.4 Yay sabiti k, boyu / , olan ve kiitlesiz kabul edilebilen bir yay Sekil 1.4.1°de

goriildiigli gibi, bir ucundan tavana asilmig ve oteki ucuna da kiitlesi m olan kii¢iik bir
top takilmistir. Kiiciik top hem yayin ucunda diisey diizlem icinde salinmakta ve hem de
denge konumu etrafinda titresmektedir. Cismin Lagrange ve Hamilton denklemlerini

yaziniz (Rizaoglu 2002).

Sekil 1.4.1 Bir yayin ucuna m kiitleli kiigiik bir top asilarak olusturulan sarkac. Kiiciik

topun hareketi sirasinda hem @ hem de ¢ degisir.

Coziim: Cismin salinmasi sirasinda, yaym herhangi bir ¢ aninda diisey dogrultuyla
yaptigt a¢t € olsun. Cismin denge durumu etrafinda asag1 yukar titresmesi sirasinda
yayin t anindaki boyunu ¢ ile gosterelim. Koordinat sisteminin orijini olarak yayin aski

noktasini alalim. m kiitlesinin konumunu belirlemek i¢in en uygun koordinatlar kutupsal

koordinatlardir. Cismin T = %mﬁ * kinetik enerjisi hesaplanirsa;

T:%m(jc2 +y%)

olur.
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x=1/{sin@, y=~»cosl

olup bu koordinatlarin zamana gore birinci tiirevleri;
x=/(0cos@+(sin@, y=—LOsin@+(cosh

dir.

%% =076 cos> @ +201HcosGsin @+ (* sin” 6

$2 =026%sin® @20/ O cosOsin O + 1* cos® O

olup verilen esitlikleri taraf tarafa toplanip formiilde yerine yazilirsa;
X2+ y2=0%0 +(* den

T = %m(zzéz +0%)

olarak bulunur. Sistemin, hem yerin sabit kiitle-cekim alaninda bulunmasi hem de yayin
titresmesi sirasinda gerilmesi veya sikigsmasi nedeniyle, iki potansiyel enerjisi vardir.
Yerin kiitle-cekim potansiyelini orijinin bulundugu diizeyde sifir kabul edelim. Sistemin

toplam potansiyel enerjisi

1% :—mg£c0s6+%k(€—€0)2 ,

Buna gore sistemin L =T —V Lagrange fonksiyonu
L= %m(ﬁéz +E2)+mg€cos0—%k(€—€0)2

olur. Buradan sistemin titresim ve salimm hareket denklemleri olan Lagrange

denklemleri yazilirsa;

d oL oL
DL -E =04
) Gy gy =0 dan

S ma = Gm2l6* +mg cosO——k(2 ~21,)) =0,

di(m.f)—(mﬁg2 +mgcos@—kl+kl,)=0,
t

ml —ml6? —mgcos@+kl—kl, =0,
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.. . k
I=16° —geos+-(1=1,)=0,

bulunur.
2) i(a—L.)—a—L =0 dan
dt 060" 08

i(lmg229)—(—mg€8in9)=0,
dr 2
d 2 A :
d_(mf 60)+mglsind=0,
t

ml*@ . 2mil@ mglsin@ _

0,
ml? ml* ml?

é+2£9+glsin9:0,
! Y4
elde edilir.

Sistemin H = p,0+ p,/ — L Hamilton fonksiyonunun elde edilmesi igin

aL 1 2 b 2'
=—=—ml20=ml"0
Pe=3672

oL 1 . .
=——=—m2{=m/
Pe=%172

olup Hamilton fonksiyonu

H=ml*6* + ml* —%mkz —%mﬁzéz —mgﬁcos&+%k(€—£0)2,

H:%ﬁe’z+%k2—mgzcose+%k(z—£o)2 (1.4.6)

olarak hesaplanir.

Sistemin Hamilton fonksiyonunu momentumlar cinsinden yazmak icin 0 ve ! cekilirse

p, =ml*6 dan =L (1.4.7)
ml

ve



P2
m

p, = ml den

B

19

(1.4.8)

olur. (1.4.7) ve (1.4.8) esitlikleri; (1.4.6) ile verilen Hamilton fonksiyonunda yerine

yazilirsa
m o, Py m pl* 1

H=—/¢-"2% 4+ —mglcos@+—k({—1,)* veya
R A S K= to)" vey
Ps . P 1

H=-"%_+2L _molcos@+—k(l{—1,)*
omt® om0 2 (t=Lo)

olarak bulunur.

Buradan Hamilton denklemleri

1) 6= . Po — -9 n
ap, 206
0= 2py _ Do
- 2 27
2m/l ml

py =—mgl @sin @ elde edilir.

- oH oH
D f=—, p,=—— den
R Y
P 2P _Pe

2m m

1

b, = —%2@92 +mg cosﬁ—%k2€+5k2£0 =m0 +mgcos@— kil +kl,

bulunur.

Ornek 1.5 Boyu / olan bir ipin bir ucu R yaricapinda ve sabit bir sekilde tavana

tutturulmus bir diskin en uc¢ noktasina baglanmistir. Cismin 6teki ucuna kiitlesi m olan

kiigiik bir top takilarak Sekil 1.5.1°de gosterilen bir sarka¢ yapilmistir. Sarkacin kiigiik

salinimlarinin Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerini bulunuz (Rizaoglu 2002).
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Sekil 1.5.1 Aski ipi sabit bir sekilde tavana tutturulmus, diskin en {ist noktasina

baglanan sarkacin salinmasi sirasinda farkli anlardaki goriiniimii

Coziim: Sarkacin salinmasi sirasinda ip diske dolanacak ve boyu degisecektir. Sarkacin

herhangi bir aninda salinma acis1 ¢ kabul edilsin. Sekil 1.5.1 de goriildiigii gibi, ipin

diske teget oldugu noktayr diskin merkezine birlestiren yaricapin yatay dogrultuyla

yaptig1 a¢1 da ¢ olur. Bu anda sarka¢ ipinin boyu ¢—R (% — @) uzunluguna esittir.
e 1 - N0-¢ V4 ..

(90 — ¢ dilimlik yaym uzunlugu; 2zR 360 =RO0-¢) = R(E — @) olup ipin boyu £

idi. O halde sarkag¢ ipinin boyu ¢ — R(g — @) olur) Buna gore m kiitlesinin koordinatlari;

x=Rcos¢+(€—R(§—¢))sin¢

y :—Rsin¢)+(£—R(%—q)))cos(p.

Buradan bu koordinatlar yardimiyla hiz1 elde etmek i¢in zamana gore birinci tiirevleri

alinirsa

i=—Rsin@+ Rsin @+ (/ —R(%— P)Pcos g = (1 —R(%— 0)Pcos @,

i= —Rsin¢)+Rsingo+(f—R(%—(o))(pcosgo
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it = (f—R(%—q)))zq‘f cos’ @,

y= —Rcosgo+Rcosq)—(z—R(%—q)))gbsinq) - —(K—R(%—(o))(bsingo
<2 V4 2.2 + 2

Vo= (f—R(E—(P)} ¢ sin” @

olup buradan sistemin 7 = %()’CZ + y?) kinetik enerjisi

T= %m(ﬁ - R(% — ) ¢ dir.

x-ekseninin belirledigi diizeyde kiitle-cekim potansiyel enerjisi sifir segilirse, sarkacin

potansiyel enerjisi
V = —mg((/ - R(% — ¢))cos @ — Rsin @)

olup sistemin L =T —V Lagrange fonksiyonu,

1 V4 3 .9 V4 )
L= Em(ﬁ—R(E -Q) ¢ +mg((4 _R(E_ @))cos @ — Rsin @)
olarak elde edilir.

Sistemin Lagrange denklemi

d JL.  JL

—(=—)——=0d

i'9g) Tag "

oL 1 /2 V2

— =—m({—=R(==@)2¢0=m({ —R(=—-9))* ¢,

20 zm( (2 )29 =m( (2 ») ¢

oL 1 V4 > /4 .

—=—m2({ —R(—— @) R+ mg(—({ — R(—— ¢))sin ¢+ Rcos ¢ — Rcos @),
0p 2 2 2

oL

O _ o E VR —me(l— R — o
3p " "~ RG—)§ R=mg(t= R~ p)sing

L (e = RE - 92 @) - m(t - R~ p)@* R+ mg (1 - R~ p)sin =0
dt 2 2 2
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T ) T 2 .. T .2 V4 .
2m(€—R5+R¢)(P R+m(€—R(5—(P)) ¢—m(f—R(5—(P))¢ R+mg(€—R(5—¢))SIH(/’

m(t-RE—gD@* R m(l—RC=~9)*§ mg(t—R(E~@))sing
2 N 2 N 2 0

T 2 % 2 _p%_ 2
m(f—R(E—(ﬁ)) m({ R(2 ) m(! R(2 ?)

o+ R @+ S sing =0 olur.

V4 V4
(f—R(E—@) (f—R(E—@)

Sistemin H = p,@ — L Hamilton fonksiyonu ve denklemi

oL 1 /1 ) /4 )
D ——m R 0): ¢p=m(l—R(=—0))* ¢ 1.4.

olup sistemin Hamilton fonksiyonu

H =m( =R~ )}’ —%mw ~RC—9)' 9" ~mg(({~RC ~p)cosp—Rsing).

H :%(K—R(%—(o))z(bz —mg(f—R(§—¢))cos¢+ngsin¢ (1.4.10)
elde edilir.

Sistemin Hamilton fonksiyonu momentumlar cinsinden yazilmak istenirse (1.4.9)

denklemlerinden;

/4 .
Py =m(l =R =)
olup ¢ yalmz birakilirsa

o= Po olup (1.4.10) Hamilton fonksiyonu;

T 2
m({— R(E —-9)

m T 2 p(p
H="(-rE-
" (=R - p) =

—mg(! - R(E - p))cosp+mgRsin @,
(=R~ )’ 2
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p2¢
2m(f—R(§—¢)>2

H=

—mg@—R(%—@)coswmglesmqo (1.4.11)

elde edilir.

(1.4.11) Hamilton fonksiyonundan yararlanarak Hamilton denklemi yazilmak istenirse;

¢ ap T 2 4 2
¢ ZM(f—R(E—@) M(ﬁ—R(E—@)

ve

. OH

Py __%

p*o2m2(! — R~ )R .
=— 2 —mgRcos@+mg(! — R(—— @))@sin ¢+ mgR@Pcos ¢
am*(t=RC ~ )" 2

2
=— poR —mgRcos g+ mg(f—R(%—¢))¢Sin¢+ng¢Cos¢

T 3
—R(= = @))°
m(/ (2 ®))

elde edilir

Ornek 1.6 Sekil 1.6.1 deki yaricap: R ve kiitlesi M olan bir disk, egim acis1 & olan bir
egik diizlem iizerinde kaymadan yuvarlanmaktadir. Diskin merkezine yerlestirilmis ufak
bir ¢ivi lizerine bir sarka¢ baglanmistir. Sarka¢ ipi, sarkacin salinmasi sirasinda

baglanmis oldugu c¢iviye dolanmiyor. Sarkag¢ ipinin boyu ¢ < R ve ucundaki kiitlede

m olsun. Sarkacin disk diizleminde serbestce salindigini varsayarak sistemin Lagrange

ve Hamilton denklemlerini ¢ikariniz (Rizaoglu 2002).
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ROsin|p <

o

~— -

ROcos Rsina

Sekil 1.6.1 Egik diizlem iizerinde yuvarlanan diskin merkezine asilmig basit sarkag.

Sarkac ipinin boyu hareket siiresince degismiyor.

Coziim: Koordinat sistemi sekilde gosterildigi gibi secilsin. Diskin yuvarlanmasini
belirleyen a¢1 € olsun ve disk egik diizlemin en iist noktasindan harekete baslasin. Disk
egik diizlem boyunca kaymadan yuvarlandigina gore, herhangi bir t aninda egik diizlem
boyunca R kadar yol almis olacaktir. Diskin kiitle merkezinin X ve Y koordinatlar
sekilden kolaylikla goriilebildigi gibi;

X =ROcosa+Rsina ve Y =h—R@sina+ Rcosa .

Sarkacin diisey dogrultuda yaptigi salinma agisim ¢ ile gosterildiginde, sarkac
kiitlesinin koordinatlari;

x=X+/sing ve y=Y —/cos¢ olur.

Sistemin kinetik enerjisi yazilmak istenirse;

T = lm(jc2 +3%) +1M()’(2 + Yz)JrlM(Rév)2
2 2 4
Burada %MR2 ; M kiitleli diskin eylemsizlik momentidir.

X =6Rcosa ve X>=6*R*cos’a
Y =—6Rsina ve Y> =0°R’sin’ «

olup buradan



X2+Y2=60’R*cos’ a+8°R’sin’ o = 9°R?

elde edilir.

X =6Rcosa + [ (pcos @
ve

%% = 0*R* cos® a0+ 2R Opcos acos @+ (¢ cos” @

y=—6Rsina+ (@sina
ve

y? = 6°R*sin® a0 — 2R( O¢sin arsin @ + (> ¢* sin® @

>+ 32 =60°R*cos’ o+ 2R€9¢cos acosp+ (> ¢* cos’ ¢+ 6*R’sin’ «

—2R(0¢sin arsin @ + (> @* sin® @

x>+ 2 = 6°R* + 2R/ O¢(cos axcos ¢ — sin axsin @) + (7 ¢*
=6°R* + 2R(Opcos(a + @) + 1’ @*

olup sistemin kinetik enerjisi

T= %m(ész +2R(0pcos(a+ @)+ > @) +éMt92R2 +iMR292

bulunur. Sistemin potansiyel enerjisi

V =Mg(h—ROsina+ Rcosa) +mg(h— R@sinx+ Rcosa — £ cos @)
=(M +m)g(h—ROsina + Rcosa) —mglcos @
olup L =T -V Lagrange fonksiyonu;

L= %m(ész +2R(O¢pcos(a + @) + 12 ¢*) +%M92R2 +iMR292
—Mg(h—ROsinax+ Rcosa) —mg(h— ROsin @+ Rcos & — { cos @)

elde edilir. Buradan diskin 8 koordinatina gore olan Lagrange denklemi;

d oL oL
4oLy 9L _og4
258 "9 =0 dan

di(méR2 +mRlpcos(ar + @)+ ml*6 + MOR? +%M0'R2)— (M +m)gRsina=0,
t

25
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mOR* + mR{Pcos(ar+ @) — mRL@* sin(a + @) + ml*0 + MOR?

+%M9R2 —(M +m)gRsina =0,

(m+%M)R29+mR€cos(0{+¢)¢—mR€(b2 sin(@+ @) —(m+M)gsina =0

olarak hesaplanir. Sarkacin ¢ koordinatina gore olan Lagrange denklemi de;

d L. oL
L o04d
AT LAY S

%(% m€22¢)+%m2R€900s(a’+ @) — (—mglsin @) =0

ml*@+mR( 6 cos(ar + @) —mR( Opsin(a + @) + mglsin g =0
olarak bulunur. Sistemin H = pgé + p,®— L Hamilton fonksiyonunu bulmak igin;

= oL _B_L dan

pH_a_g" p;o_aqo

Py = %m29R2 +%m2R€¢)cos(0{+ ¢)+%M29R2 +iMR229

= mOR* + mR{pcos(ar + @) + MOR? +%MR29

=m6R* + mR{ @cos(a + ¢)+%M€R2 (1.4.12)

P, = %m2R€9COS(a’+ ) +%m€22¢)

= mR(Ocos(ar + @) + ml>p (1.4.13)

olup sistemin Hamilton fonksiyonu

H = (m6R* + mR{@cos(ax + @) + %MéRz)é +(mR(Ocos(ax + @) + ml* @)@

—%m[ész +2R( 0@ cos(a + @) + zzq';z]—%Mész —iMRzéz

+Mg(h—ROsina+ Rcosa) + mg(h— ROsin &+ Rcos a — { cos @)

olup fonksiyonunda gerekli sadelestirmeler yapilirsa

H = %ész +%M6>2R2 +mR( 6@ cos(a + ) +%€29’2
+Mg(h—ROsina+ Rcosa) +mg(h— ROsin @+ Rcosa — { cos @) (1.4.14)

olarak bulunur.
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Sistemin Hamilton fonksiyonu momentumlar cinsinden yazilmak istenirse (1.4.12) ve

(1.4.13) denklemlerinden @ ve¢ cekilip (1.4.14) Hamilton fonksiyonunda yerine

yazilirsa,
g=Po mR{@pcos(a + @)
mR+SMR
2
Py

?= mR(cos(a + @)+ ml*’

—mREqZ)cos(at+¢J))2R2 +§M(p‘9 —mREqZ)cos(at+g0))2R2

=7 3 3
mR2+5MR2 4 mR2+5MR2

2

—mR{@cos(x + @) Dy

cos(a +
mR{cos(ax + @) + ml? ( 2

+mR/ Po

mR* +;MR2

2
+ﬁ€2 P e o +Mg(h—R@sina+ Rcosa)
2  (mRlcos(ax+@)+ml”)

+mg(h—ROsina+ Rcosa — {cos @)

olup sadelesmis sekli

(py —mRL@cos(a + @))* L34, (P —mR{l gcos(a + @)’

4

M

m
H=7 3 3
2 R(m+>M) R (m+> M)

2 2
p, —mRI@cos(a+ @) Py

cos(x +
Rlcos(a+ @) +1° (@+9)

+/

3
Rm+—M
( 5 )

2
+ L P +Mg(h-ROsina+ Rcos @)
2 (Rcos(ax+ @)+ 1)

+mg(h—ROsina+ Rcosa — {cos @)

olarak bulunur.

Buradan Hamilton denklemlerini

. oH OH
ne=2tt o
V0=5, T o

ve
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2) ,_ 9 s __OH
@ ap(p, Py P

olup asagidaki gibi hesaplanir.

_m 2(p, —mRlL@cos(a+ ¢)) +§M 2(p, —mRIL@pcos(a+ @)) N !

hé 3 3 3
R*(m+> M) 4 R (m+> M) R(m+> M)
2 2 2
_m(p, —mR{@cos(ax + @)) +§M 2(p, —mRl{@pcos(a + @)) N !
Rz(m+;M)2 2 Rz(m+;M)2 R(m+;M)

p; =—(—MgRsina—mgRsina) = (M + m)gRsin,

_ cos(ax + @) + g 2p,
Rlcos(a+ @)+ 0> 2 2(Rcos(a+@)+1)

_ cos(ax + @) N L Py
Rlcos(a+@)+0* 2 (Rcos(ax+@)+1)

P, =—(mRLOP(—@cos asin @ — gsin acos 9) —mg (L Psin @)) .

Sonu¢ 1.5 Bu bdliimde; reel Lagrange ve Hamilton sistemleri tanimlanarak degisik
orneklerle alt1 beslendi. Gelecek boliimde ise kompleks Hamilton sistemler

irdelenecektir.
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2 KOMPLEKS HAMILTON SiSTEMLER

Bu boliimde, reel uzayda yapilan Lagrange ve Hamilton sistemler ile ilgili bazi
calismalarin kompleks versiyonlart Mapple bilgisayar programi yardimiyla elde
edilecektir. Kompleks kinetik ve potansiyel enerji, kompleks Lagrange ve Hamilton

fonksiyonlar1 verilerek kompleks Lagrange ve Hamilton denklemleri ifade edilecektir.

Tanim 2.1: 2 n-reel boyutlu bir M manifoldu iizerinde kompleks koordinatlar (z',7"),

1<i<n ve m;, M manifoldu iizerinde m pargacikl bir sistemin kiitlesi olmak iizere
[P IS Sy
T=—m (') =—m.(Z
5 (2D 5 (Z)

ile verilen
T:-M —>C

doniisiimiine sistemin kinetik enerjisi denir (Tekkoyun 2002).

Tanim 2.2: 2 n -reel boyutlu bir M manifoldu iizerinde kompleks koordinatlar (z',7"),
1<i<n ve m;, M manifoldu lizerinde m parcacikl bir sistemin kiitlesi g, yercekimi
ivmesi ve h, sistemin orijine olan uzaklig1 olmak iizere

V=m,gh
ile verilen

V.M—->C

doniigsiimiine sistemin potansiyel enerjisi denir (Tekkoyun 2002).

Sistemin kompleks anlamdaki Lagrange fonksiyonu;

L=T-V
—lm (z')* —m gh
5 M i8

Hamilton fonksiyonu
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H(z'.z,,0) =72 - L(z',Z'.1)

olup denklemleri sirasiyla

0 oL L 0 JL oL
Ll—l—(—)— =si—(z)=—=
or 9z 9z ot 0z 0z
az oH az oH
Hl= —— H?2= =]—
o o T

seklindedir (Tekkoyun 2002).

Ornek 2.1 Sabit bir kiitle-cekim alaninda bulunan m kiitleli bir cismin iizerine, sekil
2.1.1 de goriildiigii gibi bilyiikliigii f(p)=Ap*" (a#0,1) olan ve kuvvet merkezi
orijinde bulunan, bir merkezcil kuvvet alan etki ediyor. Cismin devamli aym diisey
diizlem icinde kaldigim kabul ederek, kompleks Lagrange ve kompleks Hamilton

hareket denklemlerini bulunuz (Rizaoglu 2002).

AY

’
’
.
’
.
’
.
.
’
.
»
» X

Sekil 2.1.1 Kiitlesi m olan cisim ve iizerine etki eden kuvvetler

Coziim: Kinetik enerji; T:%mﬁ * idi. Hiz1 elde edebilmek icin m kiitleli cismin

konum vektorlerinin zamana gore birinci tiirevleri alimir. O halde kinetik enerji

asagidaki sekilde yazilir.

1 2 2 1 ) . D
T=—mbv +v )=—m(x" + .
5 v, +v,") 5 ( )
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X=pcos@ ve, y= psing olup
X=pcos@—p@Psing ve y = psin @+ pPcos @
seklinde hesaplanir.

i* = p’cos’ p—2ppcos@sinp.gp+ p @’ sin’ @
y? = p*sin® @+2pp cos @sin .o+ p> P> cos’ @

olup bu esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

> +7y° =p>+p>¢° seklinde bulunur. O halde kinetik enerji

T m(p+ p) @.1)

olarak yazilir.

z=p(cosp+ising) ve z nin eslenigi 7 = p(cos@—ising) seklindeki gosterim
kutupsal gosterim olup buradaki p ve ¢ zamana bagl degiskenlerdir, yani p = p(¢),
@ =@(t) dir.

Bu esitliklerden faydalanarak p ve ¢ cekilirse

7Z = p°(cos’ @ +sin’ @),

Z=p°,olup

Jz=p (2.2)
ve

_ p(cos@+isin @)
p(cosp—ising)’

2
z

Z (cos@—isin@)=Zz(cos@+isin @),
zcos@—izsin@ =Z7Zcos@+izsing,

cos@(z—7) _ ising(z+7)
icos@p(z+7) icosg(z+7)

1(z-2)
i(z+2)

=tan @ olup
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¢ =arctan- ¢ %)) 2.3)
1 2+2Z

olur. Buradan (2.2) ve (2.3) ile elde edilen p ve ¢ nin zamana gore birinci tiirevleri
almip (2.1) de yerine yazilirsa

(@) _ #Z+z

oz Nz

1 , 1E-2DE+D)-(z-DE+2)
= ?(z+z) _i (z+2)
1- (Z Z) (z+2)*-(z-2)°
Z+z (z+72)*

1 . o— = - . = —_ _
—(22+77-722-72 - -2+ 722+ 722)
l

(z+72+72-2)(z2+Z7—-2z+2)

1 277 — 2zz 1 (2Z-72)

>

i 2727 i 277
1 Az, 1@ —2.,
T =—m(( ) +z (— ) )
2 2z
1 Z+Z 77—
__m(( z )? _(z z z)’ )
2 47z 47z
1 (Z+zZ+Z-2)Z+2Z—Z+727)
=—m( — )
2 47z
1 277)(27Z 1 .
L zz)(_zz)):_mz.Z
2 477 2
olur.

Sistemin potansiyel enerjisi
V= é\/E ‘¥ mg\/g sin(arctan(l. (Z;f))
o 1 z+2
olarak hesaplanir.

Z; znin zamana gore birinci tiirevi, Z; z nin zamana gore ikinci tiirevi, z; z nin

eslenigi olmak iizere sistemin Lagrange fonksiyonu;
1 A, _ 5 (z-2

L=—mi7——(z2)? — mg\/Zsm(arctan( iz _Z)

2 o 7+z

)

veya



1
—\2% . = =
L:%mz’Z—A(Z;) + img /22 (2 7) - bulunur.
(z+Z)\/1—(Z 2
z+2)
L1 ::ii(a—L)za—L den
ot dz° 0z
oo Limg(z-2)z
L1=i( (- AGE melem e img\zz

ot 2 " : —~ )2
VR I-BTD (g (-
(z+2) (z+2)

1. - _ . 2z-72) (z-2)°
L imez2 (2= 2)(—
img\/g(z—Z) szg 72(z2=7)( (Z+Z)2+(Z+Z)3

) =2 _(Z_Z)z _l__)l_(Z—Z)z 3/2
(z+2) 1 (+2) (z+2)( (z+2)2)
1, 1. o
D
2 _5\2 N2
SN F=T ) | TR ot NI Pk
(z+2) (z+72)

1= 2z-7) , 2Az-2)
L =
mg =z 2T ey

) =2 _(Z—Z)z = 1_(2_2)2 3/2
Cr O ey o= g?

seklinde bulunur.

L2 = ii (a—l.') = —a—lf denkleminden
ot 07 0z

)

L2 = i(2 (l mz)) = —l mz olarak hesaplanur.
or 2 2
Sistemin H = p 7+ pzz; — L Hamilton fonksiyonunu yazabilmek i¢in

_JL olup —lmz;
pz aZ. pz 2

—a—L olu —lmz'
pZ az pp? 2

33
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olmak iizere

a

1 . A _> . .2—Z
H =—mzz +— 77 * + mg~ 7z sin(arctan(—i ¢ f))
2 o z+Z
veya
1
—a
. -\ . -
H:%mz'Z+A(ZZ) _ imgNzz(z2—72)

o _ (z—2)°
1_
o= iz

seklinde hesaplanir. Hamilton denklemlerinden birincisine H1 ikincisine de H2

denilirse, H1 denklemi;

1, 1. .
Hl'z%:—ia_H:_i(A(ZZ)z _ 2lmg(z )z + img\/g
) 07 27 2 — 2
t - : \/E(Z+Z) 1—(Z 3)2 (z+72) 1—(Z 5)2
V (z+72) V (z+2)
1 = 20z-2)  2z-2)°
Yo7 (s
. imglEe-n 2" 2@ ey )
e Gt rma G
(z+2)° (z+2)
H2 denklemi ise
=% ;0
ot 0z
den
1, 1. -
H2:=2Z':i(A(ZZ)2 B img(z—2)2 img~ 7z

2 _
0 2 _=\2 =2
t VR - a7
(z+72) (z+72)

1o — o 2z-2) 2z-7)
img\/g(z—f) 2lmg\/Z(z 2 (Z+Z)2+ (z+72)°

+ + ( _)2 )
2 _(z—Z)2 L)1 - Z—2) \3/2
(42 \/1 (z+7) (e (z+2)2)

seklinde bulunur.

Ornek 2.2 Sekil 2.2.1°de goriilen ve baglant1 noktast yukariya dogru sabit bir a ivmesi
ile hareket eden; bir basit sarkacin kiiclik salinimlarinin kompleks Lagrange ve
kompleks Hamilton fonksiyonlarin1 yazip hareket denklemlerini elde ediniz (Rizaoglu
2002).
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~—>

fcosé@ <

/sin@
N

Sekil 2.2.1 Baglant1 noktas1 yukartya dogru sabit bir a ivmesi ile hareket eden basit
sarkag

Coziim:

Kompleks diizlemdeki bir nokta z=x+iy idi. Buradan x=/siné,

y ={cos@—rnesitlikleri yerine yazilirsa; z=/sin@+i(cosd—n)elde edilir. z’nin
eslenigi; z = /sin@—i(cos@—n) olup z ile z taraf tarafa toplanirsa
7+27=2/sinéd,
Z+_Z =siné@ R
2/

7+z
g)

6 = arcsin(

elde edilir. Simdi de 77, z ve Z cinsinden gekilirse

z=/sin@+i(cos@—mn) idi;

1 .

—(z—/sin )= Ffcos 8 —n
i

z+7Z . z2+zZ
=/ cos(arcsinl
7 ) ( ( Y

1_ (z — £ sin(arcsin(
i

)1

z+7z
20

1_(2 —/ (Z;—;)) — £ cos(arcsin( )) = —n bulunur.
i
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/ +Z , +z
Buradan 7 =/ 1—(%)2 +z(z—%)den
7= le (z+z) +i(Z;Z)

olarak hesaplanir. Simdi de sirayla @ ve 77 nin zamana gore birinci tiirevleri alinip

(1.4.1)’de yerine yazilirsa

(z+z) i+z o
6 = (arcsm( )) = 20 — 20 cre
[ty Jar-Geo? i -Groy
20 20
P G B z—zf DD
=it ——2 = B
2 5 1_(Z+Z) 2w/4£2—(z+z
20

. z‘—z)_ (z+2)(+32)
2 2,40* —(z+72)°

Kinetik enerji

7 =L 2(”2;)2_ i (Z+23)2(Z+_?); _¢-z
2 AP —(z+2) 4@ —(z+2)) 4
Y i+z (l.(z'—Z)_ (z+2)(2+2) )sin @)

VAP —(z+2? 2 24P —(z+2)

olarak bulunur.
Sistemin potansiyel enerjisi de

) 01— <Z”) >—<—)>

_ _LZZ_ 2+27., (222
—mg(f\/l(%) \/( )’ - (2)

V =—mg(fcos@—1) den

V=-mgll cos(arcsm(

2=z
= mgi( 5 )

olup sistemin L =7 —V Lagrange fonksiyonu;
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1 E+7)° (2+DGE+DE 1, -,
m -—(2-2)

L=_
20 4P —(z+72)% 160*—4(z+2) 4
. e o (2+D(E+D)
Csin(@)(Z2 +2)(i(2—2) —
A0 —(z+7)° 1. _
+ )——img(z—72)
JAr2 = (z+7) 2
elde edilir.

Lagrange denklemlerine sirasiyla L1 ve L2 denirse

d oL oL d oL oL
N=i—(—)=—; L2=i—(—)=——4d
AR ) T T
. =\2 — — . ~\2
=i (L FEF D (22227) | 2+ D)(E+2)
ot 2 407 —(z+72)%)* 1607 —4(z+72)°

‘ (sin(@)(z + )iz —F) - GTIEFD
(24D (2+2)(-82-82) V42 = (z+2)°
1607 —4(z+7)%)° 2040 —(z+72))*"?
. . KRN - (Z_Z) (Z+Z)(Z+Z)(_2Z_2'Z)
£sin(0)(z + 2)(i(2 — 2)(— > > + 2 21372
(47 2040° — (z+
' WGy DT g
VA —(z+72) 2
:lm(_zz(zﬁ)z(—zz—zz) 2z+2)(E+2)°  (2+2)°(E+2)7(-8z-82)
2 407 —(z+2)))* 1607 —4(z+7)* (1607 —4(z+72)*)?
. .- (z+2)(2+72)
Isin(@)(z+2)(i(z—2)—
J402 —(z+72)°
2(4€2 _(Z+Z)2)3/2
. e - (2-72) (z+2)(Z+7)(22-272)
Csin(@)(z + 2)(i(Z2 —2)(— +
: — 2 2402 = (7 +7)2)%?
VA0 —(z+7) ( (z+2)7) )_%img

+
VA7 —(z+2)°

N(—2z-27)

)N(—2z-27)

ve

a1 20°(z+7) 2z+2*(z+z) 1.1
L2:=i(> (= 4
™ iz Tler —drn 2712

_ (z+2D)(E+2) (z+7)

£sin(0)(4(z - Z) ) £sin(0)(Z+72)(0 - )
.\ JArr = (z+7) .\ J402 = (z+7) 9
VAP —(z+2)° A —(z+7)?

2]




_ lm 20°(2+7) +2(z+2)2(z'+2)_lz. 12
2 40P —(z+2)* 1607 —-4(z+2)* 2 2
/sin(@)(((z—7) — ) sin(@)(z+2)(0 — )
.\ o Jar? —(z+72)? . o 1/4£2—(z+2)2)
Ja0r = (z+7) J40r = (7+7)
olarak bulunur.

Hamilton fonksiyonu;

H = pzz'+pzz;—L olup

_OL_ 1 7Q2:427) | (2+42)'(24+27) 2£-2%

P 0z 2 A7 —(z+2) 4@ —(z+2)) 4
N 2ilz sin(8) — €(2z2+ 2z)(z_+2z) sin(9))
VA2 = (z+72)° 407 = (z+7)
ve
2 . = —\2 . = Y -~
. =L 62(2z+25)2 +(z+§) (21+_2§)_ 27427
T2 A~ (242) 44— (2+2D)) 4
o—_ 2iz sin(@) — £(2Z2+ ZZ)(Z_+2Z) sin())
VAL = (z+2)° 4 —(z+72)
olarak hesaplanirsa
) 2/ = —\2 /- - 1 1 )
P CLE ML s M
407 —(z+2)° 1607 —4(z+7)° 4 4
lisin(8)2 (sin@(z+2)(2+2), , - (’(2+3)
= 2 —5 ) tmi(——————
JAr —(z+2) 40° = (z+72) 40> —(z+72)
(z+2'+2) 1, 1.  (lising:  sin@(z+2)(i+2)

165 —4(z+2)" 4° ZZ_\/4€2—(Z+Z)2 4 —(z+2)°
2, . =\2 =2/ - =\2
_lm( 62 (Z+Z)_2 (ZtZ) (Z+§)2+l(2+é)2
2 A —(z+2) 1607-4(z+2)° 4
.. 22 22 . =N\2 -
| Lising(z* -2 ) _{z+7) Slf‘f)+limg(z—z)
VAP -2+ 40—+ 2

bulunur. Hamilton denklemi H1 ve H2, sirasiyla
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Hl %:—iaﬂ
ot oz
i LEEDER2-2D) | 24Dt (2+2)(2+E)(82-82)
(407 =(z+2)*)* 1607 —4(z+2)’ (160 -4(z+2)°)°
| _
QPO psingaye+2) _ dsin(@)(a+ D)+ D)2 -29),

(412_(Z+Z)2)3/2 4£2_(Z+Z)2 (462_(Z+Z)2)2
e C(z+2)(22-22) | 2z+2)(E+2)  (2+2)°(E+2)(-8z-82)
(407 —(z+2)H* 1607 -4(z+72)° (1607 —4(z+72)%)*

U _
L sI@)A22-22) i)z + 3) | LSin@)(z+ D)z +3)(22-22)

(4£2_(Z+Z)2)3/2 462_(Z+Z)2 (4£2_(Z+Z)2)2

L PG (2:-27) 24 D(EHD) (242)'(2+2)(82-82)
2 @0 =(z+2)°)" 1607 =4(z+2)"  (160°—4(z+72)")’
1 . .2 KX, I —
S )Sln(a)(‘zz‘zz)+z(z'—f)zsin(e)(—zz—zz))_ Lime)
@02 -(z+2))" 40 = (z+2))" 2

H2:=a—2=ia—H
ot 0z

=i(mz(

_LPEHD(R22-20) | 2@+DE+D)  (2+2)(E+2)(-82-82)
(407 =(z+2)")" 1607 =4(z+2)"  (160°=4(z+2)")’

o _
L sI@(2272D) )2+ %) , [Sin@)(z+ D)+ )22 -27)
(4€2_(Z+Z)2)3/2 4%2_(Z+Z)2 (4€2_(Z+Z)2)2
(- C(2+7)(-2z-27) | 2(z+2)(z+72) _(z+ 2)’(2+72)(-8z—87)
Ar—(z+2)")° 1607 —4(z+2)  (160°-4(z+2)°)

)

o _

L sI@A2272D) i)z + %) | [SInO)(z+ D)2+ D)(-22-22)
(4%2_(Z+Z)2)3/2 4€2_(Z+Z)2 (4%2_(Z+Z)2)2

1 LG+ (22-27)  2z+2)(+2)°  (2+2)°(2+2)(-82-87)

T TG ey 16 —aGray | (60 —4z+2))

1. ) X T _
Qe - ) Sm(?)(z_ij_zz)+ﬁ(i—f)isin(@)(jizz—ZZ)) N
40 —(z+2)°) @4r-—(z+2)°) 2

limg)

elde edilir.
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Sonug 2.1 Bu boliimde Maple programi kullanilarak kompleks Hamilton denklemlerine

ornekler verilmistir.
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3 SONUC VE ONERILER

Bu calismada ¢ikarilan denklemlerin 15181 altinda genellestirilmis klasik mekanik
ve alan teorisinde Hamilton formalizmi, kompleks uzaylarda karakterize edilmis ve

ilgili uygulamalara yer verilmistir.

Elde edilen bu denklemler niimerik ve analitik olarak temsil edecegi ortamlar
g6z Oniinde tutularak coziilebilir. Aym zamanda, elde edilen kompleks Lagrange ve

Hamilton denklemleri kuantum mekaniginin muhtemel yeni formalizmine tasinabilir.
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