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1 REEL HAMİLTON SİSTEMLER 

1.1 Giriş 

Mekanik; günlük hayatta karşılaştığımız cisimlerin konumlarının zamanla 

değişmesi veya durum ve yapılarının bozulmadan kalabilmesiyle ilgili problemleri 

inceler ve günlük olaylar çerçevesinde oldukça kesin sonuçlar elde edilmesini sağlar. 

Ancak ışık hızına yakın hızlarda hareket eden sistemler için rölativistik mekanik, çok 

küçük uzaklık ölçeklerindeki sistemler için kuantum mekaniği ve her iki özelliğe sahip 

sistemler için de rölativistik kuantum alan teorisi kullanılmaktadır. Mekanik; kinematik, 

dinamik ve statik olmak üzere üç ana bölümden oluşur (Zengin vd 1999). 

 

Kinematik: Cisimlerin konumlarının zamanla değişmesini yani hareketlerini ele 

alır. Harekete neden olan kuvvetlerle ilgilenmez ve bu yönüyle dinamikten ayrılır. 

Örneğin, deniz yüzeyinden h kadar yükseklikten atılan bir taş kinematiğin konusudur. 

 
Dinamik: Cisimlerin konumlarının değişmesine yol açan nedenler bilindiğinde 

cisimlerin hareketlerinin, özelliklerinin nasıl bulunacağını gösterir. Örnek olarak, eğik 

düzlem üzerindeki bir bloğun hareketi verilebilir. 

 
Statik: Cisimlerin durum ve yapılarının bozulmadan kalabilmesi, diğer bir ifadeyle, 

dengede olabilmeleri için gerekli koşulları saptar. Denge halindeki bir sistem ya 

hareketsizdir ya da sabit bir hızla hareket etmektedir. Bu durumda Newton’un üçüncü 

yasasına göre, sistem üzerine etki eden net kuvvet ve net tork sıfırdır, tavana iple 

tutturulmuş m kütleli basit sarkaç buna örnektir. 

 
Çok iyi bilinen üç temel yasası üzerine kurulan Mekanik; XIX. yüzyılda pek çok 

araştırmacının katkılarıyla neredeyse kusursuz bir sistematik yapıya kavuşturulmuştur. 

Newton yasaları üzerine kurulan bütün yapı, bugün Klasik Mekanik veya Newton 

Mekaniği olarak; XIX. yüzyılda geliştirilen sistematik yapıysa Analitik Mekanik veya 

Analitik Dinamik olarak isimlendirilmektedir (Rızaoğlu 2002). 
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Newton denklemlerinin vektörel bir yapıda olması toplam kuvvetin bilinmesine 

gereksinim duyulması en büyük güçlüktür. Bu nedenle daha yalın skaler büyüklüklerin 

kullanıldığı ve kuvvet vektörünün içinde doğrudan yer almadığı, ilke ve yöntemlerin 

bulunmasına çalışılmıştır. Bulunan ve zamanla daha da geliştirilen bu ilke ve 

yöntemlerin tümü bugün Analitik Dinamik olarak bilinmektedir. Analitik dinamiğin 

verdiği sonuçlar Newton denklemlerinin verdiği sonuçların aynısıdır. 

 
Analitik Dinamik; Lagrange ve Hamilton denklemlerinden oluşmaktadır. 

Lagrange yöntemi mekaniğin skaler büyüklükler kullanarak yeniden kurulması 

açısından önemlidir. Lagrange yöntemi mekanik problemlerin çözümünde başarılıdır, 

ancak bu yöntemin en büyük önemi Hamiltonsal yöntemlerin çıkışına yol açmasıdır 

(Rızaoğlu 2002). 

 

Lagrange yöntemi mekanik sistemlerin hareket denklemlerinin elde edilmesini 

sıradan duruma getirir. Fakat bu denklemlerin çözülmesinde sistematik bir yol 

göstermez.  

 
Hamilton yöntemleriyle elde edilen denklemlerin doğrudan çözülebilmeleri 

açısından, Lagrange yöntemiyle elde edilen denklemlere herhangi bir üstünlüğü yoktur. 

Hamilton denklemlerinin fizikteki önemi, kolay integre edilebilmelerini sağlayan 

yöntemlerin geliştirilmesine açık olmaları ve mekaniğin dışında örneğin mikroskopik 

cisimlerin arasından sür’atleri ışığın sür’atiyle kıyaslanamayacak kadar küçük olan 

cisimlerin davranışlarını açıklayan Kuantum mekaniği alanında da başarıyla 

uygulanabilmesidir (Rızaoğlu 2002). 

 
Klasik Mekanik her problemin çözümünde kullanılan bir yöntem olmasa da 

günümüzde gökdelenlerden uçaklara kadar pek çok sistemin yıkılmadan, 

parçalanmadan kalabilmesi için gerekli koşulların bulunmasında, dünya etrafında 

dolanan uyduların yerleştirilmesinde, gezegenlere ve daha ötelere uzay gemilerinin 

gönderilmesinde kullanılan bilgiler arasında Klasik Mekaniğin verdiği sonuçlar önemli 

bir yer tutar. Bu nedenle Klasik Mekanik hayatımızda önemli bir yere sahiptir. Ayrıca 

Klasik Mekanik matematik becerilerimizin ve fiziksel düşünme yeteneğimizin 

artmasında da önemli rol oynar (Kibble 1999 ; Rızaoğlu 2002). 
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 Kuantum mekaniğinde ve klasik mekanikte sıkça rastlanan Hamilton Sistemler, 

uygulamalı bilimlerde önemli bir yere sahiptir. Bu konuda literatürde oldukça çok 

çalışma yapılmıştır. Son zamanlarda yapılan çalışmalar; Chang ve vd. (1981) Henon-

Heiles Hamilton’unun sonuçlarını kompleks zaman düzleminde araştırmışlardır. Özer 

(1994) çarpım-skalası metodunu çeşitli integrallenebilir sistemlerin (KdV, CKdV, 

integrallenebilir Klein-Gordon denklemleri) integrallenebilir NLS tip denklemlerini 

çıkarmak için uygulamış, Henon-Heiles sistemi olarak açıkladığı bu metodun sonlu 

boyutlu Hamilton sistemler için uygulanabilir oldugunu göstermiştir. Civelek (1996) 

genişletilmiş vektör demetleri üzerinde Lagrange ve Hamilton denklemlerinin düşey ve 

tam lift’lerini ele almıştır. De Leon vd. (2001) klasik alan teorilerini göz önünde 

bulundurarak simplektik ve kosimplektik manifoldlar üzerindeki Hamilton çatısını 

genişletmişlerdir. Tekkoyun (2002) Hamilton denklemlerini lift teoriyi kullanarak 

genişletmiş Kahler manifoldlara genelleştirmiştir ve yüksek mertebeden türevleri içeren 

Hamilton denklemlerinin geometrik özelliklerini sonuçlarnı vermiştir. Zabzine (2005) 

genelleştirilmiş kompleks yapı ile genişletilmiş world-sheet süpersimetrisi arasındaki 

ilişkiyi açıklayarak bu analizin sigma modellerinin geniş sınıfının faz uzayı tanımına 

dayalı olduğunu belirtmiştir.  

 Bu çalışmada ise; Tekkoyun’un (2002) temellendirdiği kompleks Lagrange ve 

Hamilton denklemlerine özgün uygulamalar verilecektir. 

 

1.2 Lagrange Fonksiyonu ve Denklemleri  

Sistemi tanımlamak için yeterli olan birbirinden bağımsız genelleştirilmiş 

koordinatların 
nqqq ,...,, 21  ve bunların zamana göre birinci türevlerinin, 

nqqq ��� ,...,, 21  

olduğunu kabul edelim. Sistemin Lagrange fonksiyonu; sistemin T  kinetik enerjisi ile 

V  potansiyel enerjisinin farkına eşit olup; VTL −=  şeklinde gösterilir. Burada 

sistemin Lagrange denklemleri ise; 

 

0)( =
∂

∂
−

∂

∂

ii q

L

q

L

dt

d

�
, n,1,2,3,…=i        (1.2.1) 

olarak verilir (Rızaoğlu 2002). 

 
Bu denklem sistemi kartezyen koordinatlar nxxx ,...,, 21  kullanılarak ifade edilebilir. 

Bu durumda (1.2.1) denklemi; 
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0)( =
∂

∂
−

∂

∂

ii x

L

x

L

dt

d

��
, n,1,2,3,…=i        (1.2.2) 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

ii

ii

pxm
x

T

x

L
==

∂

∂
=

∂

∂
�

�
  ( p =momentum) 

ve 

i

ii

F
x

V

x

L
−=

∂

∂
=

∂

∂
 

olmasından ii Fp =�  yani Fp
�

�� =  şeklinde Newton denklemleri elde edilir. 

1.3 Hamilton Fonksiyonu ve Denklemleri  

Hamilton fonksiyonu; 

 

),,(),,(
1

tqqLqptpqH
n

i

ii
�� −=∑

=

, n,1,2,3,…=i      (1.3.1) 

şeklinde tanımlanır (Rızaoğlu 2002). 

 
Bu bağıntının her iki tarafının diferansiyeli alınırsa; 

 

dt
t

H
dp

p

H
dq

q

H
dH i

i i

i

i ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∑ )(   

olmasından 

 

dt
t

L
qd

q

L
dq

q

L
qdpqdp

dt
t

H
dp

p

H
dq

q

H

i

i

i

i

i

n

i

iiii

n

i

i

i

i

i

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
−+=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

∑∑

∑

=

=

)()(

)(

1

1

�
�

��

    (1.3.2) 

 

elde edilir. Burada 
i

i
q

L
p

�∂

∂
=  ifadesi ve (1.2.1) Lagrange hareket denklemi kullanılırsa 

(1.3.2) ile verilen denklem aşağıdaki şeklini alır. 
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dt
t

L
dqpdpq

dt
t

L
dq

q

L

dt

d
dpq

dt
t

H
dp

p

H
dq

q

H

i

i

ii

i

i

i

i ii

ii

i

i

i

i

i

∂

∂
−−=

∂

∂
−

∂

∂
−=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

∑∑

∑∑

∑

��

�
� )(

)(

      (1.3.3) 

 

iq  genelleştirilmiş koordinatlarıyla ip  genelleştirilmiş momentumlarının bağımsız 

olarak alındığı anımsanırsa 

 

i

i
p

H
q

∂

∂
=� ,     

i

i
q

H
p

∂

∂
−=� ,     

t

L

t

H

∂

∂
−=

∂

∂
,    n,1,2,3,…=i     (1.3.4) 

 
denklemleri elde edilir. Burada birinci mertebeden 2n-tane diferansiyel denklem vardır. 

Bu denklemler ilk defa Hamilton tarafından elde edilmiştir ve Hamilton Denklemleri 

olarak bilinirler. 

 
Lagrange ve Hamilton fonksiyonları ile ilgili kıyaslama aşağıdaki gibi yapılabilir. 

 

Tablo 3.1 Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarının kıyaslanması 

  Hamilton Lagrange 

Genel Formül ),,(),,( tqqLqptpqH
i

ii
�� −=∑   VTtqqL −=),,( �  

Mertebeleri 1.mertebe  2. mertebe 

Bağımsız değişken  qi koordinatları  

pi momentumları 

qi koordinatları  

iq�  hızları  

Tanımlandıkları uzay Faz uzayı  

(2n-boyutlu soyut uzay) 

Konfigürasyon uzayı  

(n-boyutlu soyut uzay) 

1.4 Uygulamalar 

Örnek 1.1 Sabit bir kütle-çekim alanında bulunan m kütleli bir cismin üzerine, Şekil 

1.1.1 de görüldüğü gibi büyüklüğü 1)( −= αρρ Af  ( 1,0≠α ) olan ve kuvvet merkezi 

orijinde bulunan, bir merkezcil kuvvet alanı etki ediyor. Cismin devamlı aynı düşey 

düzlem içinde kaldığını kabul ederek, Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerini 

bulunuz (Rızaoğlu 2002). 
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Şekil 1.1.1 Kütlesi m olan cisim ve üzerine etki eden kuvvetler 

Çözüm: Sistemin kinetik enerjisi; 

 

)(
2

1
)(

2

1 2222
yxmvvmT yx
�� +=+=  

olup 
ϕρϕρ sin,cos == yx  ifadelerinde x  ve y ’nin zamana göre birinci türevleri 

sırasıyla; 

 
ϕϕρϕρϕϕρϕρ cossin,sincos ������ +=−= yx  

 
olarak bulunur. 

 
Buradan x�  ve y� ’nin karesi alınıp taraf tarafa toplanırsa  

 

ϕϕρϕϕϕρρϕρ 222222 sincossin2cos ����� +−=x , 

ϕϕρϕϕϕρρϕρ 222222 coscossin2sin ����� ++=y , 
 

22222 ϕρρ ���� +=+ yx   

şeklinde hesaplanır. Dolayısıyla sistemin kinetik enerjisi 

)(
2

1 222 ϕρρ �� += mT  

konumuna gelir. 

VF ∇−=
��

’den ∫−= rdFV
��

.   

olur. ρρρρ α ˆ,ˆ1
drdAF =−= − ��

 olduğundan ρρ α
dArdF

1. −−=
��

 bulunur. 

Buradan αα ρ
α

ρρ∫ =−−= − A
dAV

1  ve αρ
α

ϕρ
A

mgVtop += sin  elde edilir. 

 
Bu durumda sistemin Lagrange fonksiyonu; 

y

x

f
m

ϕ

ρ
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VTL −= ’den 

 

αρ
α

ϕϕρρ
A

mgmL −−+= sin)(
2

1 222
��  şeklinde olur.  

 
Sistemin Lagrange hareket denklemleri: 

 

1) 0)( =
∂

∂
−

∂

∂

ρρ

LL

dt

d

�
 2) 0)( =

∂

∂
−

∂

∂

ϕϕ

LL

dt

d

�
 

olup bu denklemlerin çözümleri sırasıyla 

1) 0sin)2
2

1
()2

2

1
( 12 =++− −αρϕϕρρ Amgmm

dt

d
�� , 

0sin12 =++− − ϕρϕρρ α mgAmm ���  

ve 

 

2) 0cos)2
2

1
( 2 =− ϕρϕρ mgm

dt

d
�  

0cos)( 2 =− ϕρϕρ mgm
dt

d
�  

olur. 

 
Sistemin Hamilton fonksiyonunun elde edilebilmesi için ρ  ve ϕ  ye bağlı 

momentumlar; 

 

ρρ
ρ

ρ
��

�
mm

L
p ==

∂

∂
= 2

2

1
 , ϕρϕρ

ϕ
ϕ

��
�

22 2
2

1
mm

L
p ==

∂

∂
=  

şeklinde olur. Sistemin LppH −+= ϕρ ϕρ
��  Hamilton fonksiyonu; 

 

αρ
α

ϕρϕρρϕρρ
A

mgmmmH +++−+= sin)(
2

1 222222
����  

αρ
α

ϕρ
ϕρρ A

mg
mm

+++= sin
22

222
��

 

 

şeklinde elde edilir. Diğer taraftan ρ� ve ϕ�  çekilip Hamilton fonksiyonunda yerine 

yazılırsa; 
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ϕρρ ϕρ
��

2, mpmp == ’dan 
2

,
ρ

ϕρ
ϕρ

m

p

m

p
== ��  olur. Bu denklemler sistemin 

LppH −+= ϕρ ϕρ
��  Hamilton fonksiyonunda yerine yazılırsa  

ϕρρ
αρ

ρ

ρ
αϕρϕ

ϕ

ρ

ρ sin)(
2

1

. 42

22

2

2

2
mg

A

m

p

m

p
m

m

p
p

m

p
pH +++−+=  

 

ϕρρ
αρρ

αρρϕρ sin
22. 2

22

2

22

mg
A

m

p

m

p

m

p

m

p
++−−+=  

 

ϕρρ
αρ

αϕρ sin
22 2

22

mg
A

m

p

m

p
+++=   

 
olarak bulunur. 

 
Hamilton denklemleri de 

1) 
ρ

ρ
p

H

∂

∂
=�  , 

ρ
ρ

∂

∂
−=

H
p�  

 

m

p

m

p ρρ
ρ ==

2

2
�  

 

]sin
2

2
[ 1

2

ϕαρ
α

ϕρ α
ρ mg

Am
p ++−= −�
�   

]sin[ 12 ϕρϕρ α mgAm ++−= −
�  

]sin[ 1

42

2

ϕρ
ρ

ρ αϕ
mgA

m

P
m ++−= −  

ϕρ
ρ

αϕ sin1

3

2

mgA
m

p
−−−= −   

2) 
ϕ

ϕ
p

H

∂

∂
=� , 

ϕ
ϕ

∂

∂
−=

H
p� ’dan 

222

.2

ρρ
ϕ ϕϕ

m

p

m

p
==�  ve  

ϕϕρϕϕρϕ cos)cos( ��� mgmgp −=−=  

şeklinde elde edilir. 
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Örnek 1.2 Şekil 1.2.1’de görülen ve bağlantı noktası yukarıya doğru sabit bir a ivmesi 

ile hareket eden; bir basit sarkacın küçük salınımlarının Lagrange ve Hamilton 

fonksiyonlarını yazıp hareket denklemlerini çıkarınız (Rızaoğlu 2002): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.2.1 Bağlantı noktası yukarıya doğru sabit bir a ivmesi ile hareket eden basit  

 sarkaç 

Çözüm: Herhangi bir t anında sarkacın bağlantı noktasının orijinden η  kadar ötede 

olduğunu varsayalım. Buna göre sarkacın ucundaki m kütleli noktasal cismin x  ve y  

koordinatları sırasıyla , 

 
θsin�=x  , ηθ −= cos�y   

olur. Buradan cismin kinetik enerjisi; 

 

)(
2

1 22 yxmT �� += ’den, θθ cos��� =x  θθ 2222 cos��� =x  

 

ηθθ ���� −−= siny  ηθθηθθηθθ ���������� sin2sin)sin( 222222 ++=−−=y  

 

)sin2sincos(
2

1 2222222 ηθθηθθθθ �������� +++= mT  

 

)sin2(
2

1 222 θηθηθ ������ ++= m      (1.4.1) 

ve potansiyel enerjisi de x -ekseni boyunca  

 
0=V  kabul edildiğinde 

y

x

�
θ

η

ηθ −cos�

θcos�

m

θsin�
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)cos( ηθ −−= �mgV  

olarak bulunur. O halde sarkacın VTL −=  Lagrange fonksiyonu 

 

)cos()sin2(
2

1 222 ηθθηθηθ −+++= ������� mgmL . 

 

Buradan 0)( =
∂

∂
−

∂

∂

θθ

LL

dt

d

�
 Lagrange’ın θ’ya bağlı  hareket denklemi 

 

0sincos2
2

1
)sin2

2

1
2

2

1
( 222 =+−+ θθθθηθηθ ��������� mgmmm

dt

d
 

0sincos)sin( 222 =+−+ θθθθηθηθ ��������� mgmmm
dt

d
 

 
olarak elde edilir. 

0)( =
∂

∂
−

∂

∂

ηη

LL

dt

d

�
 Lagrange’ın η’ye bağlı hareket denklemi 

 

0)sin2
2

1
.2

2

1
( =++ mgmm

dt

d
θθη ���  

0)sin( =++ mgmm
dt

d
θθη ���  

bulunur. 

 
Sarkacın LppH −+= ηθ ηθ

��  Hamilton fonksiyonunu yazabilmek için θ ve η’ye bağlı 

momentumları, 

 

θηθθηθ
θ

θ sinsin2
2

1
2

2

1 22
��������

�
mmmm

L
p +=+=

∂

∂
=  

ve 

θθηθθη
η

η sinsin2
2

1
2

2

1 ������
�

mmmm
L

p +=+=
∂

∂
=  

olmak üzere 

)cos()sin2(
2

1
sinsin 222222 ηθθθηηθθθηηθηθθ −−++−+++= ���������������� mgmmmmmH

 
elde edilir ve gerekli işlemler yapılırsa, 
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ηθθθη
ηθ

mgmgm
mm

H +−++= cossin
22

222

����
���

     (1.4.2) 

bulunur. 

 

θηθθ sin2
���� mmp += ’dan 

2

sin

�

��
�

m

mp θη
θ θ −

=      (1.4.3) 

ve 

θθηη sin��� mmp +=  dan 
m

mp θθ
η

η sin��
�

−
=      (1.4.4) 

 
elde edilir. 

 
(1.4.3) ve (1.4.4) eşitlikleri (1.4.2) ile verilen Hamilton fonksiyonunda yerine yazılırsa;  
 

ηθθ
θηθθ

θθθη

θη

ηθ

mgmg
m

mp

m

mp
m

m

mp
m

m

mp
m

H

+−
−−

+

−

+

−

=

cossin
sinsin

2

)
sin

(

2

)
sin

(

2

22
2

2.

�
�

��
�

��

��

�

��
�

 

 

m

mp

m

mp
H

2

)sin(

2

)sin(
2

2

2 θθθη ηθ
�

�

�� −
+

−
=

ηθθ
θη

θθ θ
η mgmg

m

mp
mp +−

−
−+ cossin

)sin(
)sin( �

�

����    (1.4.5) 

 
bulunur. Dolayısıyla (1.4.5) ile verilen fonksiyona ait yukarıdaki Hamilton denklemleri 

aşağıdaki gibidir. 

 

1) 
η

η
P

H

∂

∂
=�  ve 

η
η

∂

∂
−=

H
p�  den 

 

θ
θηθθ

η θη sin
sin

2

sin22

�

��
�

�
m

mp

m

mp −
+

−
= , 

θ
θηθθ

θη sin
sinsin

�

��
�

m

mp

m

mp −
+

−
=  

ve 

 
mgp −=η�  
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bulunur. 

2) 
θ

θ
p

H

∂

∂
=�  ve 

θ
θ

∂

∂
−=

H
p�  dan 

�

��

�

���

m

mp

m

mp θθθθη
θ ηθ

sin)sin(sin
2

−
+

−
=  

ve 

θθθθη

θθθθηθ

sincos

)sincos(
2

2

�����

������

mgm

mgmp

−−=

+−=
 

 
şeklinde elde edilir. 

 
Örnek 1.3 Şekil 1.3.1 de m kütleli noktasal bir cisim başlangıçta, sürtünmesiz yatay bir 

düzlemin bir ucunda durmaktadır. Düzlemin cismin durduğu ucu sabit bir α  sür’atiyle 

(burada süratten kasıt θ  açısının birim zaman aralığındaki değişme miktarıdır) yukarıya 

kaldırılıyor. Düzlemin herhangi bir anda yatayla yaptığı açıyı θ  ile gösterelim. Cismin 

Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarını yazıp denklemlerini belirleyiniz.(Rızaoğlu 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.3.1 Eğik düzlemin yatayla θ açısını yaptığı an θ  açısı sabit birα sür’atle  

 artırılıyor. 

 
Çözüm: Cismin herhangi bir t anında eğik düzlem boyunca orijinden olan uzaklığını 

r(t) ile gösterelim. Hem r hem de θ  zamanla değiştiğine göre, cismin kinetik enerjisi  

 

)(
2

1
)(

2

1

2

1 2222222 αθ rrmrrmmvT +=+== ��� . 

Düzlemin ilk konumunun belirlediği yatay düzlemde kütle-çekim potansiyel enerjisi 

sıfır alındığında, cismin potansiyel enerjisi 

θ 0

)(tr
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)sin( tmgrV α=  

yazılır. Buna göre cismin Lagrange fonksiyonu; 

 

VTL −=  den )sin()(
2

1 222 tmgrrrmL αα −+= �  

olur. Buradan Lagrange hareket denklemleri sırasıyla 

1) 0)( =
∂

∂
−

∂

∂

r

L

r

L

dt

d

�
 dan 

 

0)sin(2
2

1
)2

2

1
( 2 =+− tmgrmrm

dt

d
αα�  

olup gerekli işlemler yapılırsa 

 

0)sin()( 2 =+− tmgmrrm
dt

d
αα� , 

bulunur ve buradan da 

0)sin(2 =+− tmgmrrm αα��  

veya 

)sin(2 tgrr αα −=−��  

olarak elde edilir. Elde edilen denklem ikinci mertebeden sabit katsayılı homojen 

olmayan bir diferansiyel denklemdir. Öncelikle homojen kısmın çözümü 

02 =− αrr�� ’dan 

 

022 =−αD  

ya da 

α±=D  ve dolayısıyla 

 
tt

h BeAer
αα += −  

elde edilir. 

 

=)cosh(2 tα tt
ee

αα −+  ve tt eet ααα −−=)sinh(2  ifadelerinden 

)sinh()cosh( tte t ααα +=  ve )sinh()cosh( tte t ααα −=−  eşitlikleri elde edilir. 

 
0))sinh()(cosh())sinh()(cosh( =++− ttBttA αααα  

olup 
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0)sinh()()cosh()( =−++ tBAtBA αα  elde edilir. 

Buradan, 
 
A+B=C ve A-B=D denilirse homojen çözüm 

 

)sinh()cosh( tDtCrh αα +=  

şeklinde elde edilir. Özel çözüm ise 

 
)sin()cos( 21 tctcrp αα +=  

 
)cos()sin( 21 tctcrp αααα +−=�  

 

)sin()cos( 2
2

1
2 tctcrp αααα −−=��  

elde edilir. Dolayısıyla 

)sin(2 tgrr pp αα −=−��  

olup buradan 

)sin())sin()cos(()sin()cos( 21
2

2
2

1
2 tgtctctctc αααααααα −=+−−−  

)sin())sin()cos((2 21
2 tgtctc αααα −=+−  

elde edilir. 

02 1
2 =− cα  ve gc −=− 2

22α  dan 01 =c  ve 
22

2α

g
c =  olarak bulunur. 

O halde )sin(
2 2

t
g

rp α
α

=  olup genel çözüm 

)sin(
2

)sinh()cosh()(
2

t
g

tDtCtr α
α

αα ++=  

şeklinde elde edilir. 

0=t  anında cismin O noktasına olan uzaklığı 0r  ile gösterilirse, cisim durduğuna göre 

0=ov  olur. Bu başlangıç koşullarına göre genel çözüm, 0rC =  ve 0=t  için  

)cos(
2

)cosh()sinh()(
2

t
g

tDtCtr α
α

ααααα ++=�  

ve 

 
0)0( 0 == Vr�   
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olup buradan  

 

)0cos(
2

)0cosh()0sinh(0
α

αα
g

DC ++=  

elde edilir. 

α
α

2
0

g
D +=  den 

22α

g
D −=  olur.  

O halde cismin herhangi bir t anında eğik düzlem boyunca orijinden olan uzaklığı  

 

)sin(
2

)sinh(
2

)cosh(
220 t

g
t

g
trr α

α
α

α
α +−=  

olarak bulunur. 

 
Sistemin LrpH r −= �  Hamilton fonksiyonu 

 

rmrm
r

L
pr

��
�

==
∂

∂
= )2(

2

1
’den  

 

)sin()(
2

1 2222 tmgrrrmrmH αα ++−= ��  

şeklinde bulunur. Sistemin Hamilton fonksiyonu momentuma bağlı yazılırsa rmpr
�=  

dan r�  çekilip Hamilton fonksiyonunda yerine konursa 

 

)sin()(
2

1 22

2

2

2

2

tmgrr
m

p
m

m

p
mH rr αα ++−=  

veya 

)sin(
22

2222

tmgr
mr

m

p

m

p
H rr α

α
+−−=  

veya 

)sin(
22

222

tmgr
mr

m

p
H r α

α
+−=  

olarak bulunur. 

Hamilton denklemi 

rP

H
r

∂

∂
=�  ve 

r

H
pr

∂

∂
−=�  olup 
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m

p

m

p
r rr ==

2

2
�  

ve 

)sin(

))sin((

))sin()2(
2

1
(

2

2

2

tmgmr

tmgmr

tmgrmpr

αα

αα

αα

−=

+−−=

+−−=�

 

elde edilir. 

 
Örnek 1.4 Yay sabiti k, boyu 0�  olan ve kütlesiz kabul edilebilen bir yay Şekil 1.4.1’de 

görüldüğü gibi, bir ucundan tavana asılmış ve öteki ucuna da kütlesi m olan küçük bir 

top takılmıştır. Küçük top hem yayın ucunda düşey düzlem içinde salınmakta ve hem de 

denge konumu etrafında titreşmektedir. Cismin Lagrange ve Hamilton denklemlerini 

yazınız (Rızaoğlu 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.4.1 Bir yayın ucuna m kütleli küçük bir top asılarak oluşturulan sarkaç. Küçük  

 topun hareketi sırasında hem θ  hem de �  değişir. 

 
Çözüm: Cismin salınması sırasında, yayın herhangi bir t anında düşey doğrultuyla 

yaptığı açı θ  olsun. Cismin denge durumu etrafında aşağı yukarı titreşmesi sırasında 

yayın t anındaki boyunu �  ile gösterelim. Koordinat sisteminin orijini olarak yayın askı 

noktasını alalım. m kütlesinin konumunu belirlemek için en uygun koordinatlar kutupsal 

koordinatlardır. Cismin 2

2

1
vmT
�

=  kinetik enerjisi hesaplanırsa; 

)(
2

1 22
yxmT �� +=  

olur. 

θ �

m
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θθ cos,sin �� == yx   

olup bu koordinatların zamana göre birinci türevleri; 

θθθ sincos ����� +=x , θθθ cossin ����� +−=y   

dır. 

θθθθθθ 222222 sinsincos2cos ��������� ++=x  

θθθθθθ 222222 cossincos2sin ��������� +−=y  

olup verilen eşitlikleri taraf tarafa toplanıp formülde yerine yazılırsa; 

22222
����� +=+ θyx  den 

)(
2

1 222
��� += θmT  

olarak bulunur. Sistemin, hem yerin sabit kütle-çekim alanında bulunması hem de yayın 

titreşmesi sırasında gerilmesi veya sıkışması nedeniyle, iki potansiyel enerjisi vardır. 

Yerin kütle-çekim potansiyelini orijinin bulunduğu düzeyde sıfır kabul edelim. Sistemin 

toplam potansiyel enerjisi 

 

2
0 )(

2

1
cos ��� −+−= kmgV θ  ,  

Buna göre sistemin VTL −=  Lagrange fonksiyonu 

 

2
0

222 )(
2

1
cos)(

2

1
������� −−++= kmgmL θθ  

 
olur. Buradan sistemin titreşim ve salınım hareket denklemleri olan Lagrange 

denklemleri  yazılırsa; 

  

1) 0)( =
∂

∂
−

∂

∂

���

LL

dt

d
 dan 

,0))22(
2

1
cos2

2

1
()2

2

1
( 0

2 =−−+− ������ kmgmm
dt

d
θθ  

 

0)cos()( 0
2 =+−+− ������ kkmgmm

dt

d
θθ , 

,0cos 0
2 =−+−− ������� kkmgmm θθ  
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0)(cos 0
2 =−+−− �������

m

k
g θθ , 

bulunur. 

2) 0)( =
∂

∂
−

∂

∂

θθ

LL

dt

d

�
 dan 

 

0)sin()2
2

1
( 2 =−− θθ ��� mgm

dt

d
, 

 

0sin)( 2 =+ θθ ��� mgm
dt

d
, 

 

0
sin2

222

2

=++
�

�

�

����

�

���

m

mg

m

m

m

m θθθ
, 

 

0sin
1

2 =++ θθθ
�

�

�

���� g , 

elde edilir. 

 

Sistemin LppH −+= ���
�

θθ  Hamilton fonksiyonunun elde edilmesi için 

 

θθ
θ

θ
����

�

22 2
2

1
mm

L
p ==

∂

∂
=  

 

����

��
�

mm
L

p ==
∂

∂
= 2

2

1
  

olup Hamilton fonksiyonu 

2
0

222222 )(
2

1
cos

2

1

2

1
����������� −+−−−+= kmgmmmmH θθθ , 

 

2
0

222 )(
2

1
cos

22
������� −+−+= kmg

mm
H θθ      (1.4.6) 

olarak hesaplanır. 

 

Sistemin Hamilton fonksiyonunu momentumlar cinsinden yazmak için θ�  ve ��  çekilirse 

θθ
��

2mp =  dan 
2
�

�

m

pθθ =         (1.4.7) 

ve  
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��
�

mp =  den 
m

p
�

�� = ,         (1.4.8) 

olur. (1.4.7) ve (1.4.8) eşitlikleri; (1.4.6) ile verilen Hamilton fonksiyonunda yerine 

yazılırsa 

 

2
02

2

42

2
2 )(

2

1
cos

22
���

�

�
� −+−+= kmg

m

pm

m

pm
H θθ  veya 

2
0

2

2

2

)(
2

1
cos

22
���

�

� −+−+= kmg
m

p

m

p
H θθ  

olarak bulunur. 

 
Buradan Hamilton denklemleri 

 

1) 
θ

θ
p

H

∂

∂
=�  , 

θ
θ

∂

∂
−=

H
p�  dan 

 

222

2

��

�

m

p

m

p θθθ == ,  

 

θθθ sin��� mgp −=  elde edilir. 

 

2) 
�

��

p

H

∂

∂
= , 

�
�
�

∂

∂
−=

H
p  den 

 

m

p

m

p
��

�� ==
2

2
,  

 

0
2

0
2 cos2

2

1
2

2

1
cos2

2
���������

�
kkmgmkkmg

m
p +−+−=+−+−= θθθθ  

bulunur.  

 

Örnek 1.5 Boyu �  olan bir ipin bir ucu R yarıçapında ve sabit bir şekilde tavana 

tutturulmuş bir diskin en uç noktasına bağlanmıştır. Cismin öteki ucuna kütlesi m olan 

küçük bir top takılarak Şekil 1.5.1’de gösterilen bir sarkaç yapılmıştır. Sarkacın küçük 

salınımlarının Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerini bulunuz (Rızaoğlu 2002). 
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Şekil 1.5.1 Askı ipi sabit bir şekilde tavana tutturulmuş, diskin en üst noktasına  

 bağlanan sarkacın salınması sırasında farklı anlardaki görünümü 

 
Çözüm: Sarkacın salınması sırasında ip diske dolanacak ve boyu değişecektir. Sarkacın 

herhangi bir anında salınma açısı ϕ  kabul edilsin. Şekil 1.5.1 de görüldüğü gibi, ipin 

diske teğet olduğu noktayı diskin merkezine birleştiren yarıçapın yatay doğrultuyla 

yaptığı açı da ϕ  olur. Bu anda sarkaç ipinin boyu )
2

( ϕ
π

−− R�  uzunluğuna eşittir. 

( ϕ−90 dilimlik yayın uzunluğu; )
2

()90(
360

90
2 ϕ

π
ϕ

ϕ
π −=−=

−
RRR  olup ipin boyu �  

idi. O halde sarkaç ipinin boyu )
2

( ϕ
π

−− R� olur) Buna göre m kütlesinin koordinatları; 

ϕϕ
π

ϕ sin))
2

((cos −−+= RRx �  

ϕϕ
π

ϕ cos))
2

((sin −−+−= RRy � . 

Buradan bu koordinatlar yardımıyla hızı elde etmek için zamana göre birinci türevleri 

alınırsa 

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕ cos))
2

((cos))
2

((sinsin ������ −−=−−++−= RRRRx , 

ϕϕϕ
π

ϕϕ cos))
2

((sinsin ���� −−++−= RRRx  

ϕ

m

y

ϕ
sinR ϕ

cosR ϕ

sinR R ϕ−

x

�

R 
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ϕϕϕ
π 2222 cos))
2

(( ��� −−= Rx , 

 

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕ sin))
2

((sin))
2

((coscos ����� −−−=−−−+−= RRRRy   

ϕϕϕ
π 2222 sin)}
2

(( ��� −−= Ry   

olup buradan sistemin )(
2

1 22 yxT �� +=  kinetik enerjisi 

22))
2

((
2

1
ϕϕ

π
�� −−= RmT dir. 

x-ekseninin belirlediği düzeyde kütle-çekim potansiyel enerjisi sıfır seçilirse, sarkacın 

potansiyel enerjisi 

)sincos))
2

((( ϕϕϕ
π

RRmgV −−−−= �  

olup sistemin VTL −=  Lagrange fonksiyonu, 

 

)sincos))
2

((())
2

((
2

1 22 ϕϕϕ
π

ϕϕ
π

RRmgRmL −−−+−−= ���  

olarak elde edilir. 

 
Sistemin Lagrange denklemi 

0)( =
∂

∂
−

∂

∂

ϕϕ

LL

dt

d

�
 dan  

 

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕ
����

�

22 ))
2

((2))
2

((
2

1
−−=−−=
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Sistemin LpH −= ϕϕ

�  Hamilton fonksiyonu ve denklemi 
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ϕ
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olup sistemin Hamilton fonksiyonu 
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m
H +−−−−−= ���             (1.4.10) 

elde edilir. 

 
Sistemin Hamilton fonksiyonu momentumlar cinsinden yazılmak istenirse (1.4.9) 

denklemlerinden; 

ϕϕ
π

ϕ
��
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2

(( −−= Rmp  

olup ϕ�  yalnız bırakılırsa 
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2

(( ϕ
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elde edilir. 

(1.4.11) Hamilton fonksiyonundan yararlanarak Hamilton denklemi yazılmak istenirse; 

 

22 ))
2

(())
2

((2

2

ϕ
π

ϕ
π

ϕ ϕϕ

ϕ −−

=

−−

=
∂

∂
=

Rm

p

Rm

p

p

H

��

�  

ve 

ϕϕϕϕϕ
π

ϕ

ϕ
π

ϕϕϕϕϕ
π

ϕ

ϕ
π

ϕ
π

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

cossin))
2

((cos
))

2
((

cossin))
2

((cos
))

2
((4

))
2

((22

3

2

42

2

���

�

���

�

�

�

mgRRmgmgR

Rm

Rp

mgRRmgmgR

Rm

RRmp

H
p

+−−+−

−−

−=

+−−+−

−−

−−
−=

∂

∂
−=

 

elde edilir 

 
Örnek 1.6 Şekil 1.6.1 deki yarıçapı R ve kütlesi M olan bir disk, eğim açısı α  olan bir 

eğik düzlem üzerinde kaymadan yuvarlanmaktadır. Diskin merkezine yerleştirilmiş ufak 

bir çivi üzerine bir sarkaç bağlanmıştır. Sarkaç ipi, sarkacın salınması sırasında 

bağlanmış olduğu çiviye dolanmıyor. Sarkaç ipinin boyu R<� ve ucundaki kütlede 

m olsun. Sarkacın disk düzleminde serbestçe salındığını varsayarak sistemin Lagrange 

ve Hamilton denklemlerini çıkarınız (Rızaoğlu 2002). 
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Şekil 1.6.1 Eğik düzlem üzerinde yuvarlanan diskin merkezine asılmış basit sarkaç.  

 Sarkaç ipinin boyu hareket süresince değişmiyor. 

 
Çözüm: Koordinat sistemi şekilde gösterildiği gibi seçilsin. Diskin yuvarlanmasını 

belirleyen açı θ  olsun ve disk eğik düzlemin en üst noktasından harekete başlasın. Disk 

eğik düzlem boyunca kaymadan yuvarlandığına göre, herhangi bir t anında eğik düzlem 

boyunca θR  kadar yol almış olacaktır. Diskin kütle merkezinin X  ve Y  koordinatları 

şekilden kolaylıkla görülebildiği gibi; 

ααθ sincos RRX +=  ve ααθ cossin RRhY +−=  . 

Sarkacın düşey doğrultuda yaptığı salınma açısını ϕ  ile gösterildiğinde, sarkaç 

kütlesinin koordinatları; 

ϕsin�+= Xx  ve ϕcos�−= Yy  olur. 

Sistemin kinetik enerjisi yazılmak istenirse; 

22222 )(
4

1
)(

2

1
)(

2

1
θ����� RMYXMyxmT ++++=  

Burada 2

2

1
MR ; M kütleli diskin eylemsizlik momentidir. 

αθ cosRX �� =  ve αθ 2222 cosRX �� =  

αθ sinRY �� −=  ve αθ 2222 sinRY �� =   

olup buradan  

α
m

y

ϕ
cosR α

sinRθ ϕ

x

α

α

sinR αcosRθ α

Rθ

M

R 

h-Rθsinα 

h 
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2222222222 sincos RRRYX θαθαθ ����� =+=+  

elde edilir. 

 

ϕϕαθ coscos ���� += Rx   

ve  

ϕϕϕαϕθαθ 2222222 coscoscos2cos ������� ++= RRx  

 

αϕαθ sinsin ���� +−= Ry  

ve 

ϕϕϕαϕθαθ 2222222 sinsinsin2sin ������� +−= RRy  
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olup sistemin kinetik enerjisi 
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1
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2

1
θθϕϕαϕθθ �������� MRRMRRmT +++++=  

bulunur. Sistemin potansiyel enerjisi 

 
)coscossin()cossin( ϕααθααθ �−+−++−= RRhmgRRhMgV  

ϕααθ cos)cossin()( �mgRRhgmM −+−+=  

olup VTL −=  Lagrange fonksiyonu; 
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elde edilir. Buradan diskin θ  koordinatına göre olan Lagrange denklemi; 

0)( =
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∂
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∂
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LL

dt

d

�
 dan 
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1
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olarak hesaplanır. Sarkacın ϕ  koordinatına göre olan Lagrange denklemi de; 
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olarak bulunur. Sistemin LppH −+= ϕθ ϕθ
��  Hamilton fonksiyonunu bulmak için; 
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olup sistemin Hamilton fonksiyonu 
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olup fonksiyonunda gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 
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olarak bulunur. 
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Sistemin Hamilton fonksiyonu momentumlar cinsinden yazılmak istenirse (1.4.12) ve 

(1.4.13) denklemlerinden θ�  veϕ�  çekilip (1.4.14) Hamilton fonksiyonunda yerine 

yazılırsa, 
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olarak bulunur.  

Buradan Hamilton denklemlerini 
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))sin()cossinsincos(( ϕϕϕαϕϕαϕϕθϕ
�������� mgmRP −−−−= . 

 

Sonuç 1.5 Bu bölümde; reel Lagrange ve Hamilton sistemleri tanımlanarak değişik 

örneklerle altı beslendi. Gelecek bölümde ise kompleks Hamilton sistemler 

irdelenecektir. 
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2 KOMPLEKS HAMILTON SİSTEMLER 

Bu bölümde, reel uzayda yapılan Lagrange ve Hamilton sistemler ile ilgili bazı 

çalışmaların kompleks versiyonları Mapple bilgisayar programı yardımıyla elde 

edilecektir. Kompleks kinetik ve potansiyel enerji, kompleks Lagrange ve Hamilton 

fonksiyonları verilerek kompleks Lagrange ve Hamilton denklemleri ifade edilecektir. 

 

Tanım 2.1: 2 n -reel boyutlu bir M manifoldu üzerinde kompleks koordinatlar ( ii
zz , ), 

ni ≤≤1  ve im , M manifoldu üzerinde m  parçacıklı bir sistemin kütlesi olmak üzere  

22 )(
2

1
)(

2

1 i

i

i

i zmzmT == �  

ile verilen 

 CMT →:  

dönüşümüne sistemin kinetik enerjisi denir (Tekkoyun 2002). 

 

Tanım 2.2: 2 n -reel boyutlu bir M manifoldu üzerinde kompleks koordinatlar ( ii
zz , ), 

ni ≤≤1  ve im , M manifoldu üzerinde m parçacıklı bir sistemin kütlesi g , yerçekimi 

ivmesi ve h , sistemin orijine olan uzaklığı olmak üzere 

ghmV i=  

ile verilen  

 CMV →:  

dönüşümüne  sistemin potansiyel enerjisi denir (Tekkoyun 2002). 

 

Sistemin kompleks anlamdaki Lagrange fonksiyonu; 

 

 
ghmzm
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i

i

i −=

−=
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Hamilton fonksiyonu 



 30 

 

 ),,(),,( tzzLzztzzH
iii

ii

i −= �  

 

 olup denklemleri sırasıyla 
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şeklindedir (Tekkoyun 2002). 

 

Örnek 2.1 Sabit bir kütle-çekim alanında bulunan m kütleli bir cismin üzerine, şekil 

2.1.1 de görüldüğü gibi büyüklüğü 1)( −= αρρ Af  ( 1,0≠α ) olan ve kuvvet merkezi 

orijinde bulunan, bir merkezcil kuvvet alanı etki ediyor. Cismin devamlı aynı düşey 

düzlem içinde kaldığını kabul ederek, kompleks Lagrange ve kompleks Hamilton 

hareket denklemlerini bulunuz (Rızaoğlu 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1.1 Kütlesi m olan cisim ve üzerine etki eden kuvvetler 

 

Çözüm: Kinetik enerji; 2

2

1
vmT
�

=  idi. Hızı elde edebilmek için m kütleli cismin 

konum vektörlerinin zamana göre birinci türevleri alınır. O halde kinetik enerji 

aşağıdaki şekilde yazılır. 
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ϕρ cos=x  ve, ϕρ sin=y  olup 

ϕϕρϕρ sincos ��� −=x  ve ϕϕρϕρ cossin ��� +=y  

şeklinde hesaplanır.  

ϕϕρϕϕϕρρϕρ
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olup bu eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

 
22222 ϕρρ ���� +=+ yx   şeklinde bulunur. O halde kinetik enerji  
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2

1 222 ϕρρ �� += mT          (2.1) 

olarak yazılır. 

 
)sin(cos ϕϕρ iz +=  ve z nin eşleniği )sin(cos ϕϕρ iz −=  şeklindeki gösterim 

kutupsal gösterim olup buradaki ρ  ve ϕ  zamana bağlı değişkenlerdir, yani )(tρρ = , 

)(tϕϕ =  dir. 

 
Bu eşitliklerden faydalanarak ρ  ve ϕ  çekilirse 
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)](
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olur. Buradan (2.2) ve (2.3) ile elde edilen ρ  ve ϕ  nin zamana göre birinci türevleri 

alınıp (2.1) de yerine yazılırsa 
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Sistemin potansiyel enerjisi 
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olarak hesaplanır.  

 
zz;� nin zamana göre birinci türevi, ;z�� z nin zamana göre ikinci türevi, ;z z nin 
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şeklinde bulunur. 

 
Örnek 2.2 Şekil 2.2.1’de görülen ve bağlantı noktası yukarıya doğru sabit bir a ivmesi 

ile hareket eden; bir basit sarkacın küçük salınımlarının kompleks Lagrange ve 

kompleks Hamilton fonksiyonlarını yazıp hareket denklemlerini elde ediniz (Rızaoğlu 

2002). 
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bulunur. Hamilton denklemi H1 ve H2, sırasıyla 
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elde edilir. 

Sonuç 2.1 Bu bölümde Maple programı kullanılarak kompleks Hamilton denklemlerine 

örnekler verilmiştir. 
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3 SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada çıkarılan denklemlerin ışığı altında genelleştirilmiş klasik mekanik 

ve alan teorisinde Hamilton formalizmi, kompleks uzaylarda karakterize edilmiş ve 

ilgili uygulamalara yer verilmiştir. 

 

Elde edilen bu denklemler nümerik ve analitik olarak temsil edeceği ortamlar 

göz önünde tutularak çözülebilir. Aynı zamanda, elde edilen kompleks Lagrange ve 

Hamilton denklemleri kuantum mekaniğinin muhtemel yeni formalizmine taşınabilir. 
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oldu ve 1999’da mezun oldu. 2000 yılında kazandığı Eskişehir Osmangazi Üniversitesi 

Fen-Edebiyat Fakültesi Matematik bölümünden 2004 yılında mezun oldu ve aynı yıl 

Denizli Pamukkale Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim dalında 
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