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OZET

(Semi-Riemann Manifoldlarin Tanjant ve Kotanjant Demetlerinin

Geometrisi Uzerine)

Tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, konunun tarihi geligimi ifade edildi.
Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremler verildi.

Uciincti boliimde, tanjant demet {izerindeki semi-Riemann metriklerin isaretleri
incelenerek tanjant demetin Sasaki metrigine bagh diferensiyel geometrisi iizerinde
calisildi ve tanjant demetin yatay alt vektor demeti {izerinde tanimli semi-Riemann
metrigine bagh pseudo-Finsler manifoldun geometrisi ele alindi. Ayrica tanjant demet

iizerine yiikseltilmig hiperyiizeylerin geometrisi incelendi.

Dordiincii boliimde, bir manifold iizerinde tanimli diferensiyel geometrik objelerin
ikinci mertebeden tanjant demetlere yiikseltilmigleri bulunarak ikinci mertebeden
tanjant demet iizerindeki metriklerin igaretleri incelendi. Ayrica bir semi-Riemann
metrigin ikinci mertebeden tam yiikseltilmesiyle elde edilen metrige bagh Levi-Civita

koneksiyonu bilegenler cinsinden elde edildi.

Besinci boliimde, kotanjant demetin Sasaki semi-Riemann metrigine bagh diferensiyel
geometrisi ile bir Hamilton uzayimin kotanjant demetinin diferensiyel geometrisi, bu
demetin iizerinde tanimli semi-Riemann metrigine gore incelendi. Ayrica kotanjant
demet iizerinde iki semi-Riemann metrik tamimlanarak metriklerin isaretleri

incelendi.

Altinca  boliimde, bir semi-Riemann manifoldun ikinci mertebeden kotanjant
demetinin diferensiyelenebilir manifold yapisi tanimlandi. Daha sonra bu semi-Riemann
manifold iizerindeki diferensiyel geometrik objelerin ikinci mertebeden kotanjant
demetlere yiikseltilmigleri elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Tanjant demet, kotanjant demet, ikinci mertebeden tanjant

demet, ikinci mertebeden kotanjant demet, Hamilton uzayi, pseudo-Finsler uzayi.
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ABSTRACT

(On the Geometry of Tangent and Cotangent Bundle of Semi-Riemann
Manifolds)

This thesis consists of six chapters.
In the first chapter, the historical background of the subject has been considered.
In the second chapter, basic definitions and theorems have been given.

In the third chapter, after obtaining the signs of semi-Riemann metrics on the tangent
bundle, the differential geometry of the tangent bundle related to the Sasaki metric
has been studied. Then the geometry of a pseudo-Finsler manifold related to a semi-
Riemann metric on horizontal subbundle of tangent bundle has been considered. In

addition, prolonged hypersurfaces to the tangent bundle have been studied .

In the fourth chapter, the lifts of differential geometric objects defined on a manifold
to the second order tangent bundle have been obtained. Related this, the signs of
metrics on the second order tangent bundle have been studied. Moreover the Levi-
Civita connection of the metric derived by the second order complete lift of a semi-

Riemann metric has been obtained.

In the fifth chapter, the differential geometry of the cotangent bundle related to the
Sasaki semi-Riemann metric has been studied. The differential geometry of the
cotangent bundle of a Hamilton space has been worked with respect to the pseudo-
Riemann metric defined on this bundle. In addition, two semi-Riemann metrics have

been defined and the signatures of these metrics have been studied.

In the sixth chapter, the differentiable manifold structure of the second order cotangent
bundle of a semi-Riemann manifold has been defined. By this, the lifts of differential
geometric objects which are defined on the semi-Riemann manifold to the second order

cotangent bundle have been obtained.

Key Words: Tangent bundle, cotangent bundle, second order tangent bundle, second

order cotangent bundle, Hamilton space, pseudo-Finsler space
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Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren, kiymetli tecrii-
belerinden ve bilgilerinden faydalandigim, ¢aligmamin her agamasinda beni destekleyen

damisman hocam Prof. Dr. A. Ceylan COKEN’e tesekkiir ederim.

Ayrica bu calisma 03D655 numaral proje kapsaminda S.D.U. BILIMSEL ARASTIRMA
PROJELERI YONETIM BIRIMI tarafindan desteklenmistir. Bu desteklerinden dolay1
SDUBAPYB ne tesekkiir ederiz.
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SIMGELER DizZiNi

Reel sayilar cismi
Semi-Riemann manifoldu
Semi-Riemann metrigi
Semi-Riemann manifoldun indeksi

-1, 1<i<vw

+1, v+1<i<n
Semi-Riemann hiperyiizey
Ikinci temel form tensorii
Hiperytizeyin birim normali
N birim normali ile birlestirilmis sekil operatorii
p € M noktasindaki tanjant uzay
Dagilim
p € M noktasindaki kotanjant uzay
Koneksiyon
Riemann egrilik tensorii
Tanjant demet
TM den M ye kanonik projeksiyon
T M iizerinde diisey dagilim
T M fiizerinde yatay dagihim
T M tizerindeki metrikler
Lagrange manifoldu
Finsler manifoldu
Kotanjant demet
T*M den M ye kanonik projeksiyon
T*M de (0,2) tipinde tensor alani
T* M iizerinde diigey dagilim
T*M {iizerinde yatay dagilim
TM den T* M ye diferensiyellenebilir bir déniistim
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1. GIRIS

Bir Riemann manifoldunun tanjant demeti tizerindeki metrikler konusundaki ¢alig-
malar 1950 li yillarin sonlarinda Sasaki ve Dombrowski ile bagladi. Yano ve
Ishihara 1970 1i yillarda M manifoldu itizerindeki bir metrigin yiikseltmelerine
bagh olarak T'M manifoldu iizerindeki metrikleri tamimladi ve bu metrikler

yardimiyla 7'M manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

1969 yilinda Tani, g Riemann metrikli M manifoldunun bir hiperyiizeyi boyunca
taniml diferensiyel geometrik objelerin, diisey ve tam yiikseltilmesiyle, ¢ semi-
Riemann metrikli 7'M manifoldu tizerindeki yiikseltilmis hiperyiizey boyunca
tamml diferensiyel geometrik objeleri elde etti. Boylece (T'M, g¢) semi-Riemann

manifoldu tizerinde yiikseltilmis hiperyiizeyin geometrisini inceledi.

1987 yilinda Oproiu ve Papaghiuc, M Lagrange manifoldu iizerinde L : TM — R
regiiler Lagrange fonksiyonuna baglhh g Riemann metriginin tam yiikseltilmisi
olan ¢¢ semi-Riemann metrigine gére 7'M manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu
ve Riemann egrilik tensoriinii bilegenler cinsinden hesaplayarak 7'M manifoldu

tizerinde Bianchi ¢zdegliklerini elde etti.

1988 yilinda Oproiu ve Papaghiuc, T'M iizerinde, Yano ve Ishiharanin tanim-
ladigindan farkl bir non-lineer koneksiyon kullanarak, ¢ semi-Riemann metrikli

T'M manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

1988 yilinda Civelek, ikinci mertebeden tanjant demetlerin 4n-boyutlu diferen-
siyellenebilir manifold yapisina sahip oldugunu gosterdi ve M manifoldu iizerindeki
(0,0), (1,0) ve (0,1) tipindeki tensor alanlarimin ikinci mertebeden tanjant

demetlere diisey ve tam yiikseltilmiglerini tanimladi.

1996 yilinda Bejancu ve Farran, bir pseudo-Finsler metrigini, 7'M manifoldunun
tanjant demetinin diisey altdemeti icindeki Liouville vektor alani iizerinde deger
alan bir semi-Riemann metrik olarak tamimladi. Bu metrik yardimiyla 7'M

manifoldunun fibrelerinin diferensiyel geometrisini inceledi.
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Kotanjant demetlerin diferensiyel geometrisi iizerindeki ¢caligmalar 1960 h yillarin
sonlarinda bagladi. 1988 yilinda Willmore, M manifoldu iizerindeki torsiyon-
suz afin koneksiyonun 7*M manifoldu iizerinde semi-Riemann metrige karsilik
geldigini gosterdi. Bu metrigi torsiyonsuz afin koneksiyonun Riemann geniglemesi

olarak adlandirdi.

1990 yilinda Oproiu ve Papaghiuc, Willmoreun ifade ettigi semi-Riemann

metrigini kullanarak 7 M manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

2001 yilinda, Akbulut, Ozdemir ve Salimov, Yano ve Ishiharamin M iizerindeki
bir Riemann metrigin tanjant demet tizerine diagonal yiikseltmesine benzer bir
metodla T*M {izerinde ®g Riemann metrigini ve bu metrige bagh olarak T*M

nin diferensiyel geometrisini ele aldilar.

Bu ¢alismada, Yano ve Ishihara tarafindan T'M iizerinde tanimlanan metriklerin
semi-Riemann metrikler oldugu gosterilerek isaretleri incelendi. Boylece M deki
g semi-Riemann metriginin diagonal yiikseltilmesiyle elde edilen Sasaki metrigine
gore T'M manifoldunun diferensiyel geometrisi tizerinde calisildi. Ayrica T'M
tizerinde C'*°, reel degerli bir fonksiyon olan L, M deki bir egrinin yatay ytiik-
seltilmisinin teget vektor alani iizerinde g¥° semi-Riemann metriginin degeri olarak
tammlanarak (M, L) nin bir pseudo-Finsler manifold oldugu gosterildi. 7'M nin
leaflar1 ile tanimli n-boyutlu alt manifoldu iizerinde yatay yiikseltilmis egrinin
teget vektoriinii normal kabul eden bir hiperyiizeyin geometrisi incelendi. Ayrica
M deki semi-Riemann hiperyiizey boyunca tanimli vektor alanlarinin diisey ve
tam yiikseltilmigleri bulunarak (M,g) deki bir semi-Riemann hiperyiizeyin
(TM, g%) ye yiikseltilmigi tamimlandi ve M deki semi-Riemann hiperyiizeye nor-
mal olan vektor alaninin diigey ve tam yiikseltilmisleri, yiikseltilmig semi-Riemann
hiperyiizeyin normal vektor alanlari kabul edilerek, ikinci temel tensor alanina
baglh sonuclar elde edildi. M manifoldu iizerindeki fonksiyon vektor alani 1-form
gibi tensor alanlarimin ikinci mertebeden tanjant demetlere VH, CH, HC, HH
yiikseltilmisleri elde edildi. Boylece ikinci mertebeden tanjant demetler {izerinde
elde edilen metriklerin semi-Riemann metrikler oldugu gosterilerek isaretleri ince-

lendi ve (TTM,g°") semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu
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bilesenler cinsinden hesapland.

M manifoldu iizerindeki g semi-Riemann metriginin diagonal yiikseltilmesiyle
elde edilen Sasaki metrigine gore T*M  manifoldunun diferensiyel
geometrisi iizerinde caligildi. Lagrange manifoldlarin temel tensorii, sadece M
deki lokal koordinatlara bagli bir semi-Riemann metrik kabul edilerek, bu metrigin
yiikseltilmesiyle T'M de elde edilen semi-Riemann metrikler, Legendre doniigiimii
yardimiyla T*M iizerinde semi-Riemann metriklere doniigtiiriildii.  Ayrica
gravitasyon alanlar icin FEuler-Lagrange denklemleri, Legendre doniigiimii
yardimiyla 7™M icindeki koordinatlarla ifade edildi ve bulunan denklemin ¢tziim
egrileri i¢in sonuclar elde edildi. Boyutu n olan bir semi-Riemann manifoldun
ikinci mertebeden kotanjant demetinin 4n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold
yapisina sahip oldugu gosterildi. Bu manifold iizerinde tanimli fonksiyon, vek-
tor alan1 ve 1-form gibi tensor alanlarinin ikinci mertebeden yiikseltilmisleri elde

edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Semi-Riemann Manifoldlar

Tamim 2.1.1. M bir C*° manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay 7, M

olmak {izere
gp: TyM xT,M — R
(Xp’ YP) - gp (Xp’ Y;’)

bigiminde taniml sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensoriine

M iizerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.2. M bir C*° manifold olsun. M bir g metrik tensor ile donatilmigsa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.3. Bir M semi-Riemann manifoldu {iizerinde g metrik tensoriiniin

indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0 ise Vp € M icin G,
T,M {izerinde pozitif tamiml bir i¢ carpim oldugundan, M bir Riemann mani-

foldu olur. v =1 ve n > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu

denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.4. M bir semi-Riemann manifoldu olsun. X,, € T, M olmak iizere,

i) g,(X,,X,) >0 veya X, = 0 ise X, vektoriine spacelike,

i) g,(X,,X,) <0 ise X, vektoriine timelike,

iii) g,(X,,X,) = 0, X, # 0 ise X, vektoriine lightlike (null) denir.

Bu simiflandirmaya gore verilen bir tanjant vektoriin ait oldugu kiimeye bu tan-

jant vektoriin causal karakteri denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.5. 7, M nin orijininden gecen dogrularim M nin p den gegen jeodezik-
lerine tasiyan doniigiime tstel dondisiim denir.

Vp € M igin exp,, doniigiimii 0, € T, M nin bir U komsulugundan, p € M nin bir

4



U komsguluguna diffeomorfizmdir. Eger U , 0 civarimda v € U iken Vt € 0, 1] igin

tv € U oluyorsa U ya p nin bir normal komsulugu denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.6. Eger z!, ..., 2" M nin p noktasinda bir normal koordinat sistemi

ise tiim 4, j, k indisleri i¢in,
gz’j(p) = 5ij5j ; FZ(Z?) =0

olur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.7. R* Oklid n—uzay verilsin. 0 < v < n, olmak iizere v tamsayis

icin, R™ iizerinde,

9(X,,Y,) = —Zmiyi + Z TiYi
i—1

1=v+1
ile verilen metrik tensor goz oniine alinirsa, elde edilen uzay semi-OFklid n—uzay

olarak adlandirilir ve R” ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.8. {u,,..,u,}, R? iizerinde dogal koordinatlar olsun. V wve

W =3 W.0;, R? iizerinde vektor alanlar iseler

vektor alanma W nmin V' ye gore kovaryant tirevi denir. Burada, {0;},i =1,...,n,

X(R?) vektor alanlar1 uzayimmin standart bazidir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.9. Bir M C° manifoldu iizerindeki bir V koneksiyonu,
i) VyW, V ye gore C*(M,R) lineerdir,
it) VyW, W ye gore R lineerdir,
iti) Vy(fW) =V ()W + fDyW,Vf € C*(M,R)
olacak sekilde bir
V(M) x (M) — x(M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.10. Bir M semi-Riemann manifoldu iizerinde VX,Y, Z € x(M) igin

5



i) [X,Y]=VxY - VyX
i) Xg(Y, Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
olacak sekilde bir tek V koneksiyonu vardir. V ye M nin Levi- Civita koneksiyonu

denir ve Levi-Civita koneksiyonu,

29(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y)
—g9(X,[Y, Z]) + 9(Y, [Z, X]) + 9(Z,[ X, Y])

Kozsul formiilii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.11. Bir semi-Riemann M manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu V

olsun. VX,Y, Z € x(M) i¢in

R: x(M)xx(M)xx(M) — x(M)
(X,Y;Z) — R(X, Y)Z == VvaZ - VyVXZ - V[X,y}Z

sekinde tanmmlanan R fonksiyonu, M iizerinde (1,3) tensordiir. Bu tensore M

nin Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.12. M bir semi-Riemann manifold ve p € M noktasindaki X,,, Y,
tanjant vektorlerinin gerdigi 7, M tanjant uzaymin 2—boyutlu bir non-dejenere

altuzay1 P olsun.
_ 9(R(X, Y)Y, X)
g(X7X)g(Y7Y) - g(X7Y)2

K(P)
seklinde tanimlanan /C(P) reel sayisina P nin kesit egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.13. M semi-Riemann manifoldunun bir C altmanifoldu M ve M

daki metrik g olsun.
p: M — M

p — wp)=p

inclusion(daldirma) déniigiimii igin p € M noktasindaki tiirev doniigiimii

©.| V3
T,M =% T,M



ve ek doniiglimii de

*N‘p*‘P *
oM —1T,M

olmak tizere,

©* |p (%)(va Y;) = 9(90*<Xp)7 90*(}/;)));:3 VX, Y, e L,M

esitligi ile tamimh ¢* |, (g,), M {tizerinde bir metrik ise M ye M nin bir semi-

Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.14. M, M nin bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Vp € M igin
T,M~+ uzaymm boyutuna M nin dik tiimleyeninin boyutu (codimension), T,M*

in indeksine de M nin dik timleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O’Neill, 1983).

M, M nim bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Buna gore,
T,M = T,M & T,M"*

oldugundan, X, € TPM i¢in tanjant ve normal bilegenleri yardimiyla,
X, = tan X, + norX,

yaziligt tek tiirliidiir. Burada, tan X, € T,M olmak tizere norX, € T,M* dir.

Ortogonal izdiisiimlerin sonucu olarak,
tan : TPM — T,M

ve

nor : Tpﬁ — T,M~
doniigtimleri R-lineerdirler (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.15. M, M i bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman,

indﬁ = indM + coind M



dir (O’Neill, 1983).
Teorem 2.1.16. V X, Y € x(M) igin,

B: x(M)xx(M) — x(M)*
(X,Y) = B(X,Y)=norVyxY

seklinde tanimli B doniisiimii 2—lineer ve simetriktir. B fonksiyonuna M nin

gekil tensori veya ikinci temel tensori denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.17. M, M nm bir semi-Riemann altmanifoldu ve M iizerinde Levi-

Civita koneksiyonu V olsun.

Vi x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — VxY =tegVxY

indirgenmis fonksiyonuna M semi-Riemann altmanifoldu tizerine indirgenmis konek-

siyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.18. M, M nm bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. V ve V,

sirastyla, M ve M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak tizere

VX,Y € x(M) icin,
VxY = VxY + B(X,Y)

esitligine M nin Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.19. M, M nm bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Bir peM

noktasinin umbilik nokta olmasi i¢in
B(X,)Y)=9(X,Y)Z, VXY € T,M

olacak sekilde bir Z € T,M* normal vektoriiniin var olmas1 gereklidir. Boylece
elde edilen Z normal vektor alanina M nin p noktasindaki normal egrilik vektorii

denir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.1.20. M. , n—boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nm dik
timleyeninin boyutu (codimension) 1 olan altmanifolduna M mnin bir semi-

Riemann hiperyiizeyi denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.1.21. M nmn M semi-Riemann hiperyiizeyinin ¢ igareti;

+1, eger coindM =0
—1, eger coindM =1

bigimindedir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.22. M, M nm bir semi-Riemann hiperyiizeyi olsun. V, M
tizerinde Levi-Civita koneksiyon ve N de birim normal vektor alan1 olmak {izere,
VX € x(M) igin

9(H(X),Y) = g(B(X,Y),N)

seklinde tanimli

H 2 x(M) — x(M)
lineer doniigiimiine M nin N den tiiretilmis sekil operatori denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.23. M bir C*° n—boyutlu manifold olsun. M {izerinde

D: M — T,M
p — D,CcT,M

seklinde tammmh D doniigiimiine r—boyutlu dagilim ve X € x(M) igin
X, € D, ise X vektor alanimna da D ye aittir denir. Eger her p € M
noktas1 i¢in D, de r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani var

ise D dagilimina diferensiyellenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
2.2. Tanjant ve Kotanjant Demetler

Tamim 2.2.1. M, C*° manifoldunun herhangi bir p noktasindaki tanjant uzay:

T,M olmak tizere M nin tiim p noktalarindaki 7,,M tanjant uzaylarinimn ayrik

9



birlesimi olan

™ = J T,M

peEM

TM ye M nin tanjant demeti denir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.2. T'M den M manifoldu iizerine siirekli ve 6rten

™ — M

T+

z — 1,(2)=p

déniigiimiine kanonik projeksiyon denir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.3. M manifoldu {U;z"},h = 1,...,n, koordinat komsuluklarinin bir
sistemi tarafindan ortiilsiin. R™, R reel sayilar cismi iizerinde n-boyutlu vektor
uzay1 olmak iizere PeT »M noktasi p € U ve X € R" olacak bi¢imde (p, X) sirali
ikilisi ile temsil edilirse Vp € U igin 7 '(U) acik kiimesi U x R" e diffeomorfiktir.
(zM), 7,,(P) = p noktasmm koordinatlar ve (y"), T,M tanjant uzaymmn {32}
dogal bazina gore X € R™ vektoriiniin lokal bilesenleri olmak iizere (z”,1") ile
P e 7 1(U) noktas: arasinda bir eglesme kurulur. (z",y"), 7.2(U) C TM agk
kiimesinde bir lokal koordinat sistemi olup bu koordinat sistemine (2") dan in-

dirgenmig koordinat sistemi denir (Yano, Ishihara, 1973).
Teorem 2.2.4. T'M, 2n—boyutlu topolojik manifolddur (Miron, 2001).

Tanmim 2.2.5. f, M de bir fonksiyon olmak iizere

T

TM A M

N LS
R

diyagram ile verilen f¥ = f o, fonksiyonuna f fonksiyonunun T'M ye diigey

ytikseltilmigi denir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.6. T'M tizerinde, X (fV) = 0 esitligini saglayan X vektor alanma

diisey vektor alant denir.
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M de X" bilegenlerine sahip X vektor alammin TM ye diisey yiikseltilmisi

indirgenmis koordinatlara gore

0
XV — Xh_
oyh

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Tamm 2.2.7. VX € S} (M) igin ©(X") = 0 esitligini saglayan T'M iizerindeki @
1—formuna diisey 1—form denir.

M de w, bilesenlerine sahip w 1-formunun 7'M ye diisey ytikseltilmisi indirgenmis
koordinatlara gore

WV =w, dz"

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.8. VP, Q € Q% (M) icin,
(PeQ)" =P aQ", (P+Q)" =P +Q"

olup, diisey yiikseltme doniisiimii, M manifoldu iizerindeki tensor cebirinden,
T M manifoldu iizerindeki tensor cebirine sabit katsayilara gore lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.9. f, M de bir fonksiyon olmak iizere

1€ = u(df)

esitligini saglayan f¢ fonksiyonuna, M deki f fonksiyonunun TM ye tam
ylikseltilmigi denir.

M deki w = w,dx" 1-formu, TM nin 1(w) = w, y" bilegenleri ile ifade edilen bir
fonksiyonu olup f¢ = ¢(df) fonksiyonunun 7'M de indirgenmis koordinatlara gore

lokal gosterimi
_ x0f

BRArT

fC
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dir (Yano, Ishihara, 1973).

Tamm 2.210. X € SYM) ve f e SUM) icin XCf¢ = (X[f)°
esitligini saglayan X¢ vektor alanina M deki X wvektor alanamin TM ye tam
ylikseltilmigi denir.

M de X" bilegenlerine sahip X vektor alaninin 7'M ye tam yiikseltilmisi indirgen-

mis koordinatlara goére

0 oxX" o
C _ vh k
X _Xﬁxh+y oxk oyt

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).
Tamm 2.2.11. w € (M) ve X € ST M) icin wC(X) = (w(X))C esitligini
saglayan w® 1—formuna, M deki w 1—formunun T'M ye tam yiikseltilmisi denir.

M de w, bilegenlerine sahip w 1-formunun 7'M ye tam yiikseltilmisi indirgenmis

koordinatlara gore
ow,

Sk dz" + w, dy"
x

WO = of
lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.12. VP, Q) € % (M) igin,
(PRQ)=P'2Q"+P Q% (P+Q)=P"+Q°

olup, tam yiikseltme doéniisiimii, M manifoldu iizerindeki tensor cebirinden, T'M
manifoldu {tizerindeki tensor cebirine sabit katsayilara goére, lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.13. M nin afin koneksiyonu V ve f € S§(M) igin f nin gradienti V f

olmak iizere,

f=fC=(Vf)

seklinde tanmmlanan f fonksiyonuna, M deki f fonksiyonunun TM ye yatay

ylikseltilmigi denir.
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v doniigimii

S - (5)
s=siir O g 950 gued s ..o do
JI2eds Qg Ox®r
iken
(S) =y Sﬁp“J By ®...Q By ®dr”? @ ... ® da’*
olup, f¢ = ~v(Vf) oldugu icin
=0

dir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.14. X € 3}(M) igin
X" = XY —y(VX)

esitligini saglayan X vektor alanma M deki X wvektor alaninin TM ye yatay
ylikseltilmaigi denir.
M de X" bilesenlerine sahip X vektor alammimn TM ye yatay yiikseltilmisi

indirgenmis koordinatlara gore

o . 9
XH = xh— _irh xi—
oxh Yl oyh

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).
Tanim 2.2.15. w € SY(M) ve V, M de bir afin koneksiyon olmak iizere

Wi = w? — 4 (Vw)

esitligini saglayan wf 1—formuna, M deki w 1—formunun T'M ye yatay yiik-
seltilmigi denir.

M de w,bilesenlerine sahip w 1-formunun 7'M ye yatay ytikseltilmisi indirgenmis
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koordinatlara gore
wi = y* T w da' + w;dy’

ki%n

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.16. VP,Q € % (M) igin,
P =P'0Q"+P aQ", (P+Q"=P"+Q"

olup, yatay yiikseltme doniisiimii, M manifoldu iizerindeki tensor cebirinden, 7'M
manifoldu tizerindeki tensor cebirine sabit katsayilara gore, lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.17. M manifoldu iizerinde herhangi bir p noktasinin U agik komsu-
lugundaki {2 },i =1, ..., n lokal baz vektor alanlarmm ve {dz'},i = 1, ...,n dual

baz 1—formlarinin 7'M manifoldu iizerine yiikseltilmisleri

i) (a?ci)v - 3%“
i) ()" =%,
i) ()" = g = g — Nl NI =T,
iv) (dxi)v = dx’,
v) (dxi)c = dy,

vi)  (de)" =6y = dy' + Nidx"
dir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.18. TT'M, T'M manifoldunun tanjant demeti, HT' M, TTM nin
yatay altdemeti ve VI'M de T'T'M nin diisey altdemeti olmak tizere

TTM =HTM e VTM

dir (Oproiu, Papaghiuc, 1988).
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Tanim 2.2.19. Bir M (C* manifoldunun herhangi bir m noktasindaki 7T,, M
tanjant uzaymin dual uzay1 olan Ty M, M nin m noktasindaki kotanjant uzay1
olsun. M nin tiim m noktalarindaki 7% M kotanjant uzaylariin ayrik birlesimi

olan

M=\ T;M

meM

T*M ye M nin kotanjant demeti denir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanmim 2.2.20. T* M kotanjant demetinden M manifoldu iizerine

T - ™M — M

0 — m,(0)=m

seklinde tamimlanan siirekli ve orten bir doniisiime kanonik projeksiyon denir

(Yano, Ishihara, 1973).

Tanim 2.2.21. M manifoldu {U;z"},h = 1, ..., n, koordinat komguluklarimn bir
sistemi tarafindan ortiilsiin. R"™, R reel sayilar cismi tizerinde n-boyutlu vektor
uzay1 olmak {izere Pe T M noktast m € U ve p € R" olacak bigimde (m, p) sirali
ikilisi ile temsil edilirse Vm € U igin w1 (U) acik kiimesi U x R™ e diffeomorfiktir.
(z"), 7., (P) = m noktasmm koordinatlar1 ve (p;), T M kotanjant uzaymmn {dz"}
dogal bazina gore p € R" kovektoriiniin lokal bilegenleri olmak tizere (x",p;)
ile P e 7. 1(U) noktasi arasinda bir eglesme kurulur. (z",p;), 7. }(U) € T*M
agik kiimesinde bir lokal koordinat sistemi olup bu koordinat sistemine (z") dan

indirgenmig koordinat sistemi denir (Yano, Ishihara, 1973).
Teorem 2.2.22. T*M 2n—boyutlu topolojik manifolddur (Miron, 2001).

Tamim 2.2.23. f, M de bir fonksiyon olmak iizere

™

™M 4 M
N LS
R

15



diyagramiyla verilen f¥ = f o ,, fonksiyonuna f fonksiyonunun T*M ye diigey

ytikseltilmigi denir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.24. 7 '(U) C T*M de (p;,0),7 = 1,...,n lokal bilesenlerine sahip
p = pida’ temel 1—formun dig tirevi € = dp = dp; A da* = e ,dzC A da®
B,C =1,...,2n, (0,2) tipinde bir tensor alamdir.

Bu tensor alaninin indirgenmis koordinatlara gére matris gosterimi

0 &
(603) = ;
dir. Bu matrisin tersi
h
o 0
0}, 0

dir. €, 7. 1(U) da bilegenleri €, olan (0,2) tipindeki tensor alam ise !, e?4

bilegenlerine sahip (2,0) tipindeki tensor alamdir (Yano, Ishihara, 1973).

Tamim 2.2.25. w € V(M) i¢in 7% (w) = wyde®, B = 1,...,2n T*M de bir

B

1-form olup

esitligi saglanacak sekilde 7*M de verilen @ bilegenlerine sahip vektor
alanma, M deki w 1—formunun T*M ye diisey yiikseltilmigi denir.
M de w, bilegenlerine sahip w 1-formunun 7™M ye diisey yiikseltilmisi indirgenmis

koordinatlara gore
v 0

W = Ww;
Op;

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.26. VP,Q € S%(M) igin,
(PoQ)V=P"2Q", (P+Q)"=P"+Q"
olup, diisey yiikseltme doniisiimii, M manifoldu iizerindeki tens¢r cebirinden
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T* M manifoldu tizerindeki tensor cebirine sabit katsayilara gore lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.27. T* M manifoldu iizerinde

S — t(S)
olup,
S = S&..z@ﬁ% QRdr” ® ... ® dz? @ dx™
iken,
US) = paSE ipda" @ ... @ dz™ ® da"

ve

v SiM) = S (M)

S = 9

icin

fY(S) = paSgs_“izildxis ® ® d$i2 ®

ap’il
dir (Yano, Ishihara, 1973).

Tanmm 2.2.28. X € (M) icin (1X) € SYTM) ve d(1X), T*M de X, bilegen-

lerine sahip bir 1—formu yardimiyla
VA _ v _BA
X" =Xe

esitligi saglanacak bicimde elde edilen XA bilegenlerine sahip bir vektor alanina
M deki bir X vektor alaninin T*M ye tam yiikseltilmisi denir.

M de X" bilesenlerine sahip X vektor alanmm 7*M ye tam yiikseltilmisi in-
dirgenmis koordinatlara gore

0 oX" 0

XC — Xh —p;
azh ~ Piogh Opn,

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).
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Tanim 2.2.29. V, M de simetrik afin koneksiyon ve X € (M) olmak {izere
X" =X 4+4(VX)

esitligini saglayan X vektor alamna, X wvektér alanamin T*M ye yatay yiik-
seltilmigi denir.
M de X" bilesenlerine sahip X vektor alanmm 7*M ye yatay yiikseltilmisi in-

dirgenmis koordinatlara gore

o) .0
X = xh_— Ik X _—
oxh Pkl ha Opp

lokal gosterime sahiptir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 2.2.30. M manifoldu iizerinde herhangi bir m noktasinin U agik komsu-
lugundaki {z%},i = 1,...,n lokal baz vektor alanlan ve {dz'},i = 1,...,n dual

baz 1—formlarinin, 7* M manifoldu tizerine yiikseltilmisleri

. c
i) (a?ci) = %’

.. H
iii) (dot)” = 2

dir (Yano, Ishihara, 1973).

2.3. Finsler, Lagrange ve Hamilton Uzaylar1

Tamim 2.3.1. M, diferensiyellenebilir n-boyutlu bir manifold ve F' : TM — R
skalar fonksiyonu

i) TM = TM \{0} manifoldu tizerinde diferensiyellenebilir ve 7,, : TM — M

M
projeksiyonunun sifir kesitleri iizerinde siirekli,

i) pozitif,

i14) T'M nin fibreleri tizerinde homojenlik derecesi bir ve

) gij(z,y) = %% nin elemanlar1 TM iizerinde pozitif taniml
ise F™ = (M, F'(z,y)) ikilisine Finsler manifoldu ya da Finsler uzay1 denir (Miron,

2001).
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Teorem 2.3.2. g;;(z,y), TM iizerinde 2. dereceden kovaryant ve simetrik bir

tensor alamdir (Miron, 2001).

Tanim 2.3.3. Finsler manifoldu iizerindeki F'(z, y) fonksiyonuna temel fonksiyon,

gi;(z,y) tensor alanina temel ya da metrik tensér denir (Miron, 2001).
Teorem 2.3.4. Finsler manifoldunda asagidaki tzelikler saglanir:
i) gi; temel tensor alanimnim bilesenleri sifirinci mertebeden homojendir. Yani,

:09jk i
a—yji =y'Cijr, =0,

i) p; = %%Z ” birinci dereceden homojendir (Miron, 2001).

Teorem 2.3.5. Finsler manifoldu iizerinde agagidaki 6zdeglikler saglanir:

i) piy' = F?,

i) yi = gijyj = DPjs

ii1) Cojr, = y'Ciji = 0, Cjon, = Cjpo = 0,

w) F(z,y) = gi;(z,y)y'y’ dir (Miron, 2001).

Teorem 2.3.6. Finsler manifoldu asagidaki diferensiyel geometrik objelere
sahiptir:

ol
Dyt

i) Lioville vektor alani, V = ¢/
i1) Hamilton 1—form, w = p;dz?,

ii1) Simplektik yap1, § = dw = dp; A dz' dir (Miron, 2001).

Tamim 2.3.7. Finsler manifoldunun temel tensor alam y° degiskenlerine bagh
degilse, yani Z—Zﬁg = 20, = 0 ise bir Riemann uzaywmna indirgenebilirdir denir

(Miron, 2001).

Tanim 2.3.8. M diferensiyellenebilir n—boyutlu bir manifold ve TM, M nin
tanjant demeti olsun. TM = TM \{0} olmak iizere TM iizerinde tamml L(z,y)

fonksiyonu i¢in
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i) L:TM SR,
ii) L nin y ye gore homejenlik derecesi iki ise, yani, L(x, ky) = k?L(z,y),
iii) V(z,y) € TM icin

1 0*L
Gij (.’E, y) = §ayzay3

metrik tensorii ¢ tane negatif 6zdegere ve (n — ¢) tane pozitif 6zdegere sahip ise
F™ = (M,L) ikilisine ¢ indeksine sahip pseudo-Finsler manifold denir
(Bejancu, Farran, 1997).

Tanim 2.3.9. TM iizerinde tammlanan L : TM — R fonksiyonu C'*° siifindan

bir fonksiyon ve bu fonksiyonun 3 ye gore Hessiam

1 0?L
 20yi0y

gij(7,y)

TM fiizerinde non-dejenere, simetrik ve (0,2) tipinde kovaryant bir tensor alani

ise (M, L) ikilisine Lagrange uzay1 ya da Lagrange manifoldu denir (Miron, 2001).

Tanim 2.3.10. L(z,y) diferensiyellenebilir Lagrange fonksiyonu igin
rank ||g;j(x,y)|| = n oluyorsa L(x,y) regiilerdir denir (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Teorem 2.3.11. " = (M, F(z,y)) Finsler uzay1, L™ = (M, L(x,y)) Lagrange
uzayidir. L™ = (M, L(z,y)) Lagrange uzay1, eger L(z,y) fonksiyonu pozitif, y*
ye gore 2. dereceden homojen ve %% pozitif tammh ise F™ = (M, +\/L(zx,y))

seklinde tanmiml bir Finsler uzayidir (Miron, 2001).

Tanim 2.3.12. M diferensiyellenebilir n—boyutlu bir manifold ve 7*M, M nin
kotanjant demeti olsun. T*M = T*M \{0} olmak tizere T*M iizerinde verilen

H(z,y) fonksiyonu

i)H : (z,p) € T*M — H(z,p) € R, T*M manifoldu iizerinde diferensiyellenebilir
ve m,, : T"M — M nin sifir kesitleri tizerinde stirekliyse,

i1) T*M nin p; koordinatlarina gére H nin Hessiani,

1 0°H

§(2.p) = 570~
1UP;j

. rank |[g"(z,p)|| = n

20



i¢in ||g¥(x, p)|| non-dejenere matrisi ile veriliyorsa,

ii1) g“(z,p), T*M tizerinde sabit isaretli, (2,0) tipinde kontravaryant tensor
alaniysa, H" = (M, H) ikilisine Hamilton manifoldu ya da Hamilton uzay: denir.
H fonksiyonuna, H" = (M, H) Hamilton uzayinn temel fonksiyonu ya da regiiler
Hamiltonyani denir. g”(x,p) ye de Hamilton uzaymin temel tensori ya da metrik

tensori denir (Miron, 2001).
2.4. Tkinci Mertebeden Tanjant Demetler

Tamim 2.4.1. TM, C*° manifoldunun herhangi bir Z noktasindaki tanjant uzay1
T,TM ile gosterilsin. T'M nin tiim Z noktalarindaki 7,7T'M tanjant uzaylarinin
ayrik birlesimi olan

TTM = U T,TM
VZeM

TTM ye T'M nin tanjant demeti denir (Civelek, 1988).

Tanmim 2.4.2. TT'M tanjant demetinden 7'M manifoldu iizerine

T

TTM — TM

T™ *

AZp - 7-TM (AZp) = Zp

biciminde verilen stirekli ve orten 7., dontisimiine kanonik projeksiyon denir

(Civelek, 1988).

Tanim 2.4.3. (U, (z,y)) ikilisi, TM C* manifoldu i¢in bir harita olsun.
U' C TM bir agk alt ctimle oldugundan 7.;! (U") = U” ciimlesi TT'M nin bir

M

“L(U") ¢ TTM tanjant vektorii icin

TM

acik alt ctimlesidir. YAz € U "=1

(2,9, 2,1)(Az,) = ((p),y(Zp), 2(Az,), 1(Az,))

olur.
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(z,y, z,t) doniigiimiiniin lokal koordinat fonksiyonlari

Z'(p) = 1’
y'(Zp) = Zy[a']
Z(Ag) = Agl2']
t'(Az,) = Agly]

esitliklerini sagladig1 icin (x, %, 2,t), U icin bir haritadir. (2¢,y%, 2%, ¢);i = 1,....n

sistemine, TT'M i¢in indirgenmis lokal koordinat sistemi denir (Civelek, 1988).
Teorem 2.4.4. TT M, 4n—boyutlu topolojik manifolddur (Civelek, 1988).

Tanim 2.4.5. Eger f, M nin bir fonksiyon olmak {izere

TTM I TM M M
Voo LY U f
R

diyagrami yardimiyla elde edilen fYV' = f o 1, o 7., fonksiyonuna f

fonksiyonunun ikinci mertebeden diisey yiikseltilmisgi denir. (Civelek, 1988)

Teorem 2.4.6.7 lineer doniisiimii, 7'M manifoldu tizerindeki lokal baz 1—formlari,

TT M manifoldu iizerindeki koordinat fonksiyonlarina

o WMy - SY(TTM)
dr* —  Idsh) =2

dy' - dy’) =t
bigiminde déniistiiriir (Civelek, 1988).

Tamm 2.4.7. f € SUTM) olmak iizere,

~\ V ~\ V
o ~=7 [ Of ; of ;
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esitligi ile verilen J?C fonksiyonuna J? fonksiyonunun TTM ye tam yiikseltilmisi

denir. Eger

f=f"ise

of 4y
e = (83}’) :

ve

f=f0= y 2L ise

fCC 82f )VV _’_ti(ﬁr/V

S N |
=2V (50w Oz

olur. Ayrica,

i Of

fCV:<y %)OTTM

bigiminde lokal gosterime sahiptir (Civelek, 1988).

Tanmm 2.4.8. X € SY(TM) ve f € SY(T'M) olmak iizere, TTM iizerinde,
X V(fc) = <)~( (f))v sartim saglayan XV vektor alanma TM {izerindeki X vektor
alanimin ddisey vektor alant denir.

f = f© ve X vektér alam, M manifoldu iizerindeki bir X € $3(M) vektor

alaninin diisey yiikseltilmisi olarak alinirsa
XV (FO) = (x ()"

esitligi ile elde edilen X"V ye X vektor alammmn TT M ye ikinci mertebeden diisey

vV o

yiikseltilmigi denir. TTM de indirgenmis koordinatlara gore XV = (X7?) 50

lokal gosterime sahiptir (Civelek, 1988).

~ ~ -~ - \C
Tanim 2.4.9. X € 3} (TM) ve f € SY(TM) olmak iizere, X (f¢) = <X(f))
sartin1 saglayan TT'M tizerindeki XC vektor alanina TM tizerindeki X vektor
alanimin tam yiikseltilmaisi denir.

TTM de indirgenmis koordinatlara gore

X (%) aiz‘ +(x) 8iyi + (%) aii w () %
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lokal gosterime sahiptir. Eger

X =XV ise
Ve _ (yiyVV 9 i vci
XV = (0) Y g ()
ve
X = X% ise
X0 = (00)"Y G (0 g (0 g ()

ox’ oyt

olur. Ayrica

X = () e ()
bigiminde verilir (Civelek, 1988).

Tamm 2.4.10. & € SUTM) ve X € SL(TM) olmak tizere 5" (XC) = (C&()?))V
esitligini saglayan & 1—formuna 7'M manifoldu {izerindeki @ 1-formunun diigey
ylikseltilmigi denir.

& =w" ve X = X© olarak almirsa w"V (X9C) = (w(X))" esitligini saglayan w""
ye w 1-formunun ikinci merteden disey yikseltilmigi denir. TT M de indirgenmis

koordinatlara gore

W = ()" dat
lokal gosterime sahiptir (Civelek, 1988).

~ - ~\C
Tamm 2.4.11. & € SUTM) ve X € (T M) olmak iizere & (XC) = <c~u(X))
esitligini saglayan @ 1—formuna T'M manifoldu tizerindeki & 1-formunun tam

ylikseltilmisi denir. T'T'M de indirgenmis koordinatlara gore
5% = @) da’ + (@) Ay + (@) 2+ (Bnss)”
lokal gosterime sahiptir. Eger
WV = (w)VCda" + (w;)"Vd2

ve
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WO = (w)Cdx’ + () Cdy’ + (wy)CVdz + (wi)"Vdt
olur. Ayrica
wCV — (wi)Cdei + (wi)vvdti
bigiminde verilir (Civelek, 1988).

Teorem 2.4.12. M manifoldu iizerinde herhangi bir p noktasinin U agik komsu-
lugundaki {z%},i = 1,...,n lokal baz vektor alanlan ve {dz'},i = 1,...,n dual

baz 1—formlarinin 77'M manifoldu tizerine yiikseltilmisleri

i) (a?ci)oc - a?ci’
i) (&)=
i) ()" =
w) (a?ci)vvz o
v) ()" =dat,
vi) (dazi)cv = dy,
vii)  (da')’C = d,

viii) (dz')°C = dtt
dir (Civelek, 1988).
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3. BIiR SEMIi-RIEMANN MANIiFOLDUN TANJANT DEMETI
UZERINDEKI SEMIi-RIEMANN METRIKLER

Bu boliimde, tanjant demet {izerindeki semi-Riemann metriklerin isaretleri
incelenerek tanjant demetin Sasaki metrigine bagh diferensiyel geometrisi
iizerinde caligildi ve tanjant demetin yatay alt vektor demeti iizerinde tanimh
semi-Riemann metrigine bagl pseudo-Finsler manifoldun geometrisi ele alindi.

Ayrica tanjant demet tizerine yiikseltilmis hiperyiizeylerin geometrisi incelendi.
3.1. TM Uzerindeki Semi-Riemann Metrikler

Bu alt boliimde Yano ve Ishihara’nin kullandig yiikseltmeler gz oniine alinarak,
M deki g semi-Riemann metrigine bagh, T'M de elde edilen metriklerin semi-
Riemann metrikler oldugu gosterildi ve T'M semi-Riemann manifoldunun indeksi

tanimlanan herbir metrik icin tablo seklinde verildi.

(M, g) bir semi-Riemann manifoldu olmak iizere, "*;h = 1,....n, U C M aqg
tizerinde tamml lokal koordinat fonksiyonlar1 ve (U, z");h = 1,...,n lokal koor-
dinat komguluguna gore g metrik tensoriiniin bilegenleri g;; ve gj; bilesenlerine
bagh Christoffel semboliiniin bilesenleri de I'}; olsun. T'M nin 7~'(U) komsu-
lugunda (2", y") indirgenmis koordinatlarmna gore 6y’ = dy’ + Njdz? diisey dual
baz 1-formu ve V. J’ = ku};j non lineer konneksiyon katsayilar: i¢in 7'M manifoldu

iizerinde kovaryant tensorler

g = gijdxid:cj
¢¢ = 2g;;dx' 6y’

gt = gi;6y'6y’

biciminde tanimhdir. g, ¢¢, ¢'’! den elde edilen,
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9¢ = 2gida’sy’
g = ¢V + 4% = gijdrida’ + 2g,;dxi Sy’
9° = ¢" +g"" = gyda'da’ + gi;6y' 6y’
II7

g = g%+ g =2g;;dx'6y’ + g6y 6y’

kovaryant tensorleri icin agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.1. Eger (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (T'M,¢%) de semi-
Riemann manifoldudur (Yano, Ishihara, 1973)
Teorem 3.1.2. Eger (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (T'M,g") de semi-

Riemann manifoldudur.

Ispat: TM C* manifoldu iizerinde vektor alanlarinm ciimlesi y(7M) ve reel

degerli C* fonksiyonlarin halkas1 C*>°(T'M, R) olmak tizere
"  x(TM) x x(TM) — C>(TM, R)
doniistimii

g XV YY) = 0

gF(XHﬂYV) = gF<XV>YH) = gC(XH>YH) = (g(X, Y))V

esitlikleri yardimiyla tanimhdir. (7'M, ¢g%) nin semi-Riemann manifoldu olmasi

icin ¢ metriginin asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.

i) 2-lineerlik: Yo, f € R, VX,Y, Z € x(M), ve TM iizerinde

X = XV+x"1,
Y = YV + YY",

zZ = z"+z"
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bi¢iminde verilen vektor alanlar: i¢in

g (X +8Y,2) = ¢"((aX +6Y) + (aX + Y, 2V + 71
= g"((aX +8Y)", Z") + ¢"((aX + )", Z")
+g" (X + pY)H, Z™)
= ag" (X", Z") + 8g"(YV, Z") + ag" (X", ZV)
+0g" (Y, ZV) + agh (XH, Z7) + Bg" (Y, ZT)

= ag"(X,2)+B4"(Y.2)
dir. Benzer sekilde
Fiyv v 7\ Fiv v Fryv 77

oldugu goriiliir.
it) Simetriklik: VX, Y € x(T'M) igin,
g (X,Y) = ¢"((XV+ X)), YV +YH))
— gF(XV,YH) +gF(XH,YV) +gF(XH,YH)
(

@ 3

simetriktir.

i11) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise
VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0
dir. VX € x\(TM) ve Y =YV icin

g"(X YY) =g (XY X YY) = R (X YY) =0
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esitliginden

ve VX € x(TM) ve Y = YH icin

(XYM = gN(XY 4+ X7 Y
= "XV, YT + "X YT =0
esitliginden
YH =0

olup
VX € x(TM) i¢in ¢"(X,Y) =0 iken Y = 0

bagmtisindan 7'M iizerinde tanimh g¥ metrigi non-dejeneredir.

Boylece (T'M, g') bir semi-Riemann manifoldu olur.

Teorem 3.1.3. Eger (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (7'M, ¢°) semi-Riemann

manifoldudur.

Ispat: TM C* manifoldu iizerinde vektor alanlarimm ciimlesi y(7'M) ve reel

degerli C* fonksiyonlarin halkas1 C*>°(T'M, R) olmak {izere
g% x(TM) x x(TM) — C*(TM, R)
doniistimii

P(XV YY) = (XY = (9(X, V)"

FEITYY) = Sy =0

esitlikleri yardimiyla tammmhdir. (7'M, g¥) nin semi-Riemann manifoldu olmasi

icin ¢° metriginin asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.
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i) 2-lineerlik: Yo, f € R, VX,Y, Z € x(M), ve TM iizerinde

X = XV4+x7
Y = YV+YH

zZ = z2V+zZ"
bigiminde verilen vektor alanlar: icin

(X +6Y,Z) = ¢5(aX +6Y) + (aX + V), 2V 4 ZH)
= ¢°((aX +pY)", Z") + g%((aX + BY)", ZY)
= ag® (X", Z") + B> (YT, Z") + ag®(XV, Z") + g°(YV, Z")
= ag®(X,2)+ B¢°(Y, Z)

dir. Benzer sekilde
9°(X,aY + BZ) = ag®(X,Y) + B9°(X, Z)

oldugu goriiliir.

iii) Simetriklik: VX, Y € x(TM) igin,

PP(X,Y) = (XY +X"), (Y +YT))

simetriktir.

i1i) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise

VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0
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dir. VX € x(TM) ve Y =YV icin
g (X Y) =¥ (XY + X YY) = g* (XY YY) =0

esitliginden

ve VX € x(TM) ve Y = YH icin
g (XY = S (XV + X V) = S (XM Y ) = 0
esitliginden
Y =0

olup
VX € x(TM) i¢in ¢°(X,Y) =0 iken Y =0
bagmtisindan 7'M iizerinde taniml ¢° metrigi non-dejeneredir.

Boylece (T'M, ¢°) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Teorem 3.1.4. Eger (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (T'M,g¢") de semi-

Riemann manifoldudur.

Ispat: TM C* manifoldu tizerinde vektor alanlarmin ciimlesi y(T'M)ve reel

degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*°(T'M, R) olmak tizere
g% x(TM) x x(TM) — C=(TM, R)
doniistimii

gt (XTI YT =0

gK(XVaYV) = gK(XH7YV> = gK(XV7YH) = (g(X7 Y))V

esitlikleri yardimiyla tammmhdir. (T'M, ¢%) nin semi-Riemann manifoldu olmasi

icin g% metriginin asagidaki sartlar saglamas: gerekir.
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i) 2-lineerlik: Yo, f € R, VX,Y, Z € x(M), ve TM iizerinde

X = XV4+x4
Y = vYV4vH
Z

— ZV + ZH
bigiminde verilen vektor alanlar: icin

I (aX +8Y.2) = g5((aX +BY)V + (aX + Y) 2V + z1)
= g"((aX + )", Z2Y) + g" ((aX + V)", Z")
+g% ((aX + Y)Y, Z")
= ag®(XV,ZV)+B4°(YV,ZV) + ag™ (X, ZV)
+0g" (Y7, ZV) + ag® (XY, Z7) + Bg" (YV, Z7)

= ag"(X,2) +Bg"(Y, 2)
dir. Benzer sekilde
g5 (X,aY +BZ) = ag"(X,Y) + Bg"(X, Z)

oldugu goriiliir.

ii) Simetriklik: VX, Y € x(TM) igin,

g XY) = gM (X + X, (Y +YT)

KXV YY)+ g5 (X YY) + g% (XY, YT

Il
Q

I
Q

(
(
K(YV,XV) —|—gK(YV,XH) —|—gK(YH,XV)
(¥, X)

simetriktir.

i1i) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise

VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0

32



dir. VX € x(TM) ve Y =YV icin

YY) = g XY XYY
= g"(XV YY)+ g8 (X" YY) =0

esitliginden

YV =0
ve VX € x(TM) ve Y = YH icin

g XY ) = g (XY + XY H) = g (XY Y ) =0

esitliginden

Y =0
olup

VX € x(TM) igin ¢"(X,Y) =0 iken Y =0

bagmtisindan T'M {izerinde tamimli ¢ metrigi non-dejeneredir.
Boylece (T'M, g¥) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Bu semi-Riemann metriklere sahip olan 7'M manifoldunun indeksi agagidaki teo-

remler yardimi ile verilebilir.
Teorem 3.1.5. (M,g) bir Riemann manifoldu ise (TM,g¢%) semi-Riemann
manifoldunun indeksi n dir (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Teorem 3.1.6. (M, g) indeksi v olan bir semi-Riemann manifoldu ise (7'M, %)

semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 3.1.7. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise

(T M, g*) semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir.

Ispat: TM iizerinde tammh ¢ = ¢¥ + ¢© metriginin indirgenmis koordinatlara

33



gore matris gosterimi,
e | 9 T YOG 9is
gij 0

olup, normal koordinatlar gozoniine alinirsa,
gij(p) = 51'5; =17, FZ‘(P) =0

oldugundan ¢g* metriginin matris gosterimi,

olur. ¢'" metrigine karsiik gelen matris,
det [Manzan — g°] = (A2 = A= 1)" (A + A1 —1)" =0

seklindeki karekteristik denklemi (4, —, 4+, —,...) olacak sekilde n tane pozitif,
n tane de negatif 6zdegere sahip oldugundan, (T'M, g¥") semi-Riemann mani-
foldunun indeksi n dir.

Teorem 3.1.8. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TM, g°) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2v diir.

Ispat: T'M iizerinde tamimli g% = g¥ + ¢'!! Sasaki metriginin indirgenmis koor-

dinatlara gore matris gosterimi,

s 9ij + g NN} g NF

ginN. Jh Gij

olup normal koordinatlar gtz 6niine alinirsa, ¢° metriginin matris gosterimi,

PR
0 Ir

oldugundan, (7'M, g°) nin indeksinin 2v oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.9. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise

(T M, g¥) semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir.

117

Ispat: TM iizerinde tamimh g% = g€+ ¢'!! metriginin indirgenmis koordinatlara

gore matris gosterimi,

ey Y Ohgij + g NN gij + g N
9ij + gihNJh 9ij

olup normal koordinatlar gtz 6niine alimirsa, g% metriginin matris gosterimi,

0 In
I Ir

v

olur. ¢ matrisi,
det [Alanzzn — g%] = (A = A= 1)""(A*+ A -1)" =0

seklindeki karekteristik denklemi (4, —, 4+, —,...) olacak sekilde n tane pozitif,
n tane de negatif 6zdegere sahip oldugundan, (7'M, g¥) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi n dir.

Boylece T'M manifoldu iizerindeki bu metriklerin isaretleri asagidaki tablo

yardimiyla verilir:

n — boyutlu 2n — boyutlu
M manifoldu T M mani foldu
g metrigi g€ gF = g¥ 4 4C g5 =g" + g | g = gC 4 g7
_ n indeksli n indeksli n indeksli
Riemann (R) R
SR S.R SR
v indeksli Semi n indeksli n indeksli 2v indeksli n indeksli
Riemann (S.R) S.R S.R S.R S.R
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3.2. g° Sasaki Semi-Riemann Metrikli TM Manifoldunun Diferensiyel

Geometrisi

Bu alt boliimde, M deki tanjant vektorlerin g semi-Riemann metrigine bagh
causal karekteri ile bu vektorlerin T'M ye diisey ve yatay yiikseltilmesiyle elde
edilen tanjant vektorlerin T'M {izerindeki ¢° Sasaki semi-Riemann metrigine
bagh causal karakterinin aym oldugu bulundu. (T'M, ¢°) semi-Riemann mani-
foldunun Levi-Civita koneksiyonu ve Riemann egrilik tensorii bilegenler cinsinden
hesaplandi. (7'M, g°) semi-Riemann manifoldu iizerinde jeodeziklerin diferensiyel
denklemleri elde edilerek M deki egrilerin T'M ye yatay ve dogal yiikseltilmesiyle

elde edilen egriler icin bazi1 sonuclar verildi.

M, n-boyutlu C* smiftan, diferensiyellenebilir bir manifold ve TM de
M manifoldunun tanjant demeti olsun. Eger (z%),i = 1,...,n p € M noktasimin
bir U komsulugu i¢indeki lokal koordinatlar ise 7'M nin bir elemani olan Y tanjant
vektorii (z%,y"),4 = 1,...,n seklinde indirgenmis koordinatlara sahiptir. Burada

9y ler, Y tanjant vektoriiniin lokal koordinat fonksiyonlaridir. Boylece

(z',y") = (xz,xz) = (N,i=1,...,ni=n+1,.2nA=1,.,2n,

771(U) iizerindeki lokal koordinatlar olarak ele alinabilir.

Bu boliimde, diferensiyel geometrik objelerin indisleri i, j, ... ve A, B, ... sembol-
leri ile veriliyorsa indirgenmis koordinatlara gore gésterimi, a, 3, ... sembolleri ile

veriliyorsa uyarlanmig bazlara gore gosterimi ifade eder.

TM manifoldu itizerinde taniml vektor alanlarmim ve ¢ Sasaki semi-Riemann
metriginin indirgenmis koordinatlar ve uyarlanmis koordinatlara gore matris gos-

terimleri asagidaki sekilde verilebilir.

g, M nin U koordinat komsulugu i¢inde bilesenleri g;; olan bir semi-Riemann
metrigi ve I' ?i, gji den elde edilen Christoffel sembolleri olsun. 37 (M) modiild,

M igindeki C* fonksiyonlarin halkasi olan C'*°(M,R) iizerinde, tiim (r, s) tipin-

den C* tensor alanlarim gostersin. X € S§(M) igin X in diisey yiikseltilmisi
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XV, X in yatay yiikseltilmisi X ve X in tam yiikseltilmisi X¢ indirgenmis

koordinatlara gore, sirasiyla,

0 X" X"
XV( h), XH( . j), XC( MXJ) (3.2.1)

seklinde tanimhdir. M nin her (U, z"); h = 1, ..., n koordinat komsgulugu icinde

0

Xi) =33

lokal baz vektor alanlari vardir. Bu lokal baz vektor alaninin (3.2.1) de yerine

konulmasiyla
h
" a9 _ 0 ion 00
(X0)" = (B) = o )agﬂyrz’jath

o) = (@)= ()

esitlikleri elde edilir. {(X(j)>H, (X(j))v} = {, %} kiimesine 7~(U) C TM
8

nin uyarlanmas lokal ¢atisi, 5= ye yatay baz vektor alanlar ve % ye diisey baz

vektor alanlart denir.

Ay = (B}) = (Xm)Ha Ag = (C4) = (XU))V’

egitlikleri yardimiyla 7'M nin uyarlanmis lokal catisi, {A(ﬂ)} = {A(j), AG)} baz

vektor alanlar cinsinden yazilabilir. Ayrica
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matris formunda da yazilabilir. Bu matrisin tersi
(A%) = ( BL Ch ) a=1...2n

7~Y(U) C TM nin uyarlanmg lokal dual gatisin1 gosterir. Bu matrisin bilegenleri

asagidaki esitlikleri saglayacak sekilde

AW = (Bg) - ( "0 ) = da?

- . o , (3.2.2)
A — (CB) — ( yzr?j (5? ) = dy/ + T} da = 6y

TM tanjant demeti iizerinde 2n tane lokal 1-form tammlar. Boylece
{A(a)} = {A(j), AG)} formundaki es cat, {A(g)} uyarlanmis catisinin duali olur.
Yani

() 4B _ <«
Ap Ay = 05

dir. (3.2.2) deki dz’, -2 nin dual baz 1-formu oldugu i¢in yatay dual baz 1-formu,

) bxd

5y de, % nin dual baz 1-formu oldugundan diisey dual baz 1-formu olarak ad-

landirilir.
M manifoldu iizerindeki g Riemann ya da semi-Riemann metriginin 7'M

manifoldu tizerine diagonal yiikseltilmisi, uyarlanmig koordinatlara gore
9° = goadr’ @ dz® = gjida? @ dz’ + g;;by’ @ 6y’ (3.2.3)

ile ifade edilir. M deki g tensor alaninin diagonal yiikseltilmisi 7'M iginde (0, 2)
tipinde bir tensor alam tamimlar. (3.2.2) ve (3.2.3) den ¢°, {d2?, 63’} uyarlanmisg

lokal dual catisina gore

gii 0
(930) = | (3.2.4)
0 gj

ve (27, y’) indirgenmis koordinatlarma gore

(0am) = | + gD T3y™y g T3y’ (3.25)
AB) — L.
gsil oy gji
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seklinde bilesenlere sahiptir.

Teorem 3.2.1. M manifoldu iizerindeki g metrigi, indeksi v olan bir semi-
Riemann metrigi ise TM manifoldu iizerine diagonal yiikseltilmisi uyarlanmis

koordinatlara gore
9° = gpada’ @ dax® = gjida? @ dx' + g6y ® 6y

ifadesine sahip, indeksi 2v olan semi-Riemann metrigidir.

Ispat: M manifoldunun bir p noktasim icine alan U komsulugu, normal komsuluk

olarak segilirse g;;(p) = ;65 ve I'};(p) = 0 olur. Burada
8j =

dir. M nin U normal komsulugunda tanimlanan g semi-Riemann metriginin

diagonal yiikseltilmigi, 7'M de {dz?, 63’} uyarlanmis lokal dual gatisina gore

Gji ()

o(T7HpY)) =
(gﬂ g ) 0 gji(p)

lokal bilegenlere sahiptir. g;;(p) = £;0;; oldugundan

980 = €808a
olur. Burada
-1, 1<p<v ; n+1<pB<n+v
652
1, v+1<p6<n ; n+v+1<p<2n

dir. Boylece

€j = En+j j = 1, ., n

oldugu goriiliir. Boylece (T'M, g°) indeksi 2v olan semi-Riemann metrigidir.
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Teorem 3.2.2. M deki g semi-Riemann metrigin diagonal yiikseltilmesiyle elde
edilen TM deki g° semi-Riemann metrigi, 7'M nin uyarlanmis baz vektor alanlar:
tizerinde

Plmge) = PG g = 0)"

Plo) = 80 =

esitlikleriyle tanimhdir.

ispat: ¢° = ggadz® @ dz® = (gp)¥ dz* @ da’ + (gen)" 6yF @ 6y" semi-Riemann

metrigl i¢in

W) = 8 del(gn) =0
) 0

J _ j — &
oy (61,,-) 0, by (01/") o;

esitliklerinin kullanilmasiyla

o6 6 ) ) ) 0
s 9 9\ _ Vg ki Y Ny h 9 Voo k(2 NS (L
P () = () A () () + () 89 ()60 ()
0 0
= (gkh)vfsf(s? = (gij)v>
o 0 0 0 0 0
M S Vg ki Y he Y Vekr Y \Nen 9
0 0
= (grn)" 6560 = (91)"
o o 0 0 0 0
sc.Y 9y _ V 5k he Y Ve ki “ he_~_
Pl gm) = ) ) de ) + () 89 () ()
W 0'
0
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6 0 0 0 6 0
S - 2 — Vv ki~ h(_~ Vv ki~ he ¥
0
0
= 0

oldugu goriiliir.
Teorem 3.23. Vp € M, VX, z € T,(M),7(z) = p olacak sekilde
VXY XH e T,(TM) ve (TM, g°) semi-Riemann manifoldu olsun.

i) Xp, (M, g) semi-Riemann manifoldu i¢in space-like bir vektor ise X} ve X,

(TM, g°) semi-Riemann manifoldu icin space-like vektordiir,

i) Xp, (M, g) semi-Riemann manifoldu igin time-like bir vektor ise X} ve X,

(T M, g°) semi-Riemann manifoldu igin time-like vektordiir,

iii) X,, (M, g) semi-Riemann manifoldu i¢in light-like (null) bir vektor ise X ve

XH (TM, g°%) semi-Riemann manifoldu igin light-like (null) vektordiir.

Ispat: X, space-like bir vektor ise g(X,,, X,) > 0 veya X, = 0 olur. Teorem 3.2.2
yardimiyla

@ (XY, XYYy > 0veya XY =0

G (XE XH) > 0veya XY =0

elde edilir. Boylece, XY, X tanjant vektorleri space-like vektorlerdir. Diger

iddialarda benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 3.2.4. z € T'M noktas tizerindeki T, (7' M) tanjant vektor uzayim geren

6‘;, a?ﬂ yatay ve diisey baz vektor alanlar igin,
i) [52%# %] = yZRZ‘i%m

i1) [, ] = T2,

i) [ ] =0

olur.
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Ispat: (i)

ERERRT Ry B )
ozt bxit  ‘oxt Loyl O I Oyk
ON} & ONf 9 N.haNf O \pON O
oxd oyh  Oxt Oy* t Oyl Oy T oyk oyh

L N =yTy

k—h k—h
ory  ory 0
= yl{% - 8951‘] + 50 — Ffj%}a—w
0
Ay
dir
i)
00 a0 B 0N o
szt Oyt tOx Loyl Oyit T Oyi oyh
_ h 9
o
dir
)
P D BN
L0 D 0
Oyt Oxd Oy’ " Ox?
0 0
dir

Teorem 3.2.5. (M,g), V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann
manifold ve (T'M, ¢5) de V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann
s d

manifold olsun. ¢; = 5> ve 0= 7

o olmak iizere V Levi-Civita koneksiyonunun

bilesenleri,

Vs, 0; = f‘fjék + fﬁ O, Vs, 83: f%(sk + f‘g O

V.6, = TE6+T% ok, V. 9= PE6) + T Ok
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olup, I‘fj,

M manifoldu tizerinde g;; bilesenleri tarafindan belirlenen Christoffel
sembolleri ve Ry, da V Levi-Civita koneksiyonuna bagh Riemann egrilik ten-
soriiniin bilegenleri olmak {izere V koneksiyonunun katsayilari,

ke _ k
ks =

R

-1 _ 1 -

_ 1 ~_ _ ~_
kK _ —pk ,h k ko k _

dir.
Ispat: Sadece V Levi-Civita koneksiyonunun f’fj katsayisi icin bir ispat verilecek-
tir.

V., (T'M, ¢°) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu oldugu i¢in

29%(V5,6;,6n) = 6i9°(6;,6n) + 8;9° (6n, 6:) — 6ng° (6, 65)
_95(617 {6J7 5}1]) + 95(5]7 [5}17 51]) + 95(6/‘“ [517 6]])7

Kozsul formiiliinii saglar. Teorem 3.2.2, Teorem 3.2.4 ve diisey vektor alanlarinin

bir fonksiyonun diigsey yiikseltilmisi iizerinde sifir degerini almas1 tanimi geregince

89jﬁ +aghi 09y

oxt oxi  Oxh

QQS(ffj(Sk, 5h) =

olup,

- 1 Og:n  Ogni  Ogii
k _ L kh(99; i _ 99
i1 = 59 (ami * O 8xh)
.o Tk k R LI o1e v . . .
dir. Boylece, T, = T7; esitligi elde edilir. Digerleri de benzer sekilde ispat-

lanabilir.

Teorem 3.2.6. (TM,g5) semi-Riemann manifoldunun V  Levi-Civita

koneksiyonuna baghh K Riemann egrilik tensoriiniin bilegenler cinsinden ifadesi

K(6:,6,)8, = Koy + Kl on,  K(8;,8;) op= K26, + KL 0y,

kij kij
K (6,06 = Klson+ Kl on,  K(8:,0;) 0k= Kiz6n + Kiz on

kij
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K(0:,0;)6r = kwéh +K kw " O, K(0:,0;) Or= g,%csh + K- kw " O,

olmak {izere sifirdan farkl bilegenleri

T 1 s 1 a
Kl}clij = RZZ] 4( tk]RiLaz - tszga])yty - 5( tngska)
K, = Kby =3 (ViR — VL)Y
—— 1 s
K%ij = K]I;U = Rkl] 4( tk]RZaz - tk)ZRiLaj) ‘
KIZ; - Kl}clzj = R]kl - Ra kRsazy y
Kz = (V Ry;)y*
dir. Burada
Vi Rtk] 8 Rtkg F?tRakj kaR?a] Fa Rtka + Fh tkg?

Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevidir.

ispat:

K(&i,éj)ék = Vg Vg; O — Vg V5 O — V5 5 }5
1
= Vs {Thoén— Y ‘Rl ot — Vi, {Th6n — tRffm On} — thZN O

1 s 1 a
= {ka 4( tk]RZLaz - tszgag>y Yy — 5( tjstka)y Yy }6h -

(v Rtk] V; Rtkn)y ah
olup digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Sonug 3.2.7. (T'M, ¢°) semi-Riemann manifoldunun flat olmasi igin gerek ve

yeter sart (M, g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasidir.

Tanmim 3.2.8. ¢, (M, g) semi-Riemann manifoldunda z" = z"(t) ile lokal olarak

ifade edilen bir egri ve X"(t) de ¢ boyunca tammlh paralel bir vektor alam ise
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(TM, g°) semi-Riemann manifoldu {izerinde
a" = 2"(t) ; y" = X"(t) (3.2.7)

bilesenleri ile verilen ¢ egrisine M deki ¢ egrisinin yatay yiikseltilmisi denir. Eger
y" = X" (t) vektor alam X" = % olacak sekilde ¢ egrisine teget vektor alam ise
(3.2.7) ile tammh ¢ egrisine M iizerinde bir ¢ egrisinin dogal yiikseltilmigi denir

(Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 3.2.9. Eger t, ¢° semi-Riemann metrigine sahip T'M fizerinde bir egrinin
yay uzunlugu parametresi ise T'M iizerinde jeodeziklerin denklemleri uyarlanmis

koordinatlara gore

St Sy dat

rh

az Y g ’
62yh

gz ~ Y

dir.
Ispat: ¢, yay uzunlugu parametresine gére TM iizerinde jeodeziklerin denklem-
leri indirgenmis koordinatlara gore

St dat o e
2 di2 CB dt dt

olur. Bu denklem
0" = Blidz? = da",

_ _ (3.2.8)
o" = Chdx? = &y"
ve
g _ dot
et dt’
U
. dt
esitlikleri yardimiyla
d o>~ 06
— (= P 2.
@) g =0 (3:2.9)



uyarlanmig koordinatlar cinsinden ifade edilir. I' nin (3.2.6) daki bilegenleri

sayesinde (T'M, ¢°) semi-Riemann manifoldu iizerindeki jeodeziklerin denklemleri

&l . Syl dat

oz oydr 3.2.10
ae Y ) ( )
(52yh
- =0 (3.2.11)

bigiminde elde edilir.
Tanim 3.2.10. (T'M, g°) semi-Riemann manifoldu {izerinde ¢ yay uzunlugu para-

metresine gore 07,y =1, ..., 2n lokal bilegsenlerine sahip bir ¢ egrisine

5 1, space-like bir egri,
0”6~ .
gﬂa%% =e=4 —1, time-like bir egri,
0, light-like bir egri,

denir.

B go e ..
gﬁo‘?l_tad_t = ¢ metrigi € # 0 i¢in

daldet Sy by
97t at T a A

S (o
a \V | T

dir. s, M deki yay uzunlugu parametresi olmak {izere

ds\> dz? dxt
% = gji__ = Sbt

olur. (3.2.11) den

olup, s ile t lineer bagimhdir. Bu nedenle 6zdeg kabul edilebilir. 7'M {izerinde

. . . o . h . T d:rh .
jeodezik bir egri 2" = sbt olacak sekilde tanimlaniyorsa (3.2.11) esitligi, <>~ = 0
oldugundan
d2 h
y — 0
dt?

haline gelir. Boylece d;tyzh = 0 diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleri a”, b"
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keyfi sabitler olmak iizere y" = a"t + b" olur.

S

Sonuc¢ 3.2.11. Eger bir jeodezik egri, ¢~ semi-Riemann metrikli 7'M nin

fibreleri {izerinde saglaniyorsa, (2", y") indirgenmis koordinatlarina gore a”, b, "

h

keyfi sabitler olmak iizere 2" = ¢, y"* = a”t + b" lineer denklemleri ile ifade edilir.

Sonug 3.2.12. (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerindeki bir jeodezigin yatay

yiikseltilmisi, (7'M, ¢g°) semi-Riemann manifoldu {izerinde yine bir jeodezikdir.

Teorem 3.2.13. (M, g) deki 2" = 2"(¢) ile tammlanan bir egrinin dogal yiik-
seltilmisinin (7'M, g°) semi-Riemann manifoldu {izerinde bir jeodezik olmasi icin

gerek ve yeter sart

5%l L daP §%27 dat

i Ty g =Y (3.212)
§3xh
d—fg -0 (3.2.13)

olmaldir.

Ispat: (3.2.8) ve (3.2.9) denklemlerinde y* yerine % konulmasiyla (3.2.12) ve
(3.2.13) denklemleri elde edilir.

Sonug 3.2.14. (M, g) semi-Riemann manifoldu tizerindeki herhangi bir jeodezigin

dogal yiikseltilmisi (T'M, ¢°) semi-Riemann manifoldu itizerinde bir jeodezikdir.

Teorem 3.2.15. (M, g) semi-Riemann manifoldundaki bir ¢ egrisinin dogal yiik-
seltilmisi ¢° semi-Riemann metrikli TM de bir jeodezik ise ¢, M iizerinde bir
jeodeziktir veya c¢ nin birinci egriligi sabit ve ¢ nin her noktasinda oskiilator

diizlemle tanimh kesitine gore M nin Riemann kesitsel egriligi sabittir.

Ispat: (M, g) de 2" = 2"(t) lokal bilegenleri ile verilen bir ¢ egrisinin dogal yiik-

seltilmisi ¢, yay uzunlugu parametresi ¢ olan (T'M, ¢°) semi-Riemann manifoldu
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iizerinde bir jeodezik ise (3.2.13) egitliginden

) 821 624
LA P 2.14
dt (gj at? dt2) 0 (3:2.14)

olur. Bu denklemin sifira esit olmas: iki farkl sart altinda miimkiindiir. Birincisi,

52l

e =

yani z" = x"(t) lokal bilegenleri ile verilen bir ¢ egrisi M de bir jeodeziktir.

Tkincisi, (3.2.14) den c egrisinin birinci egriligi sabittir. ‘iTmzh vektorii yoniinde

2,..h
0%z b

W:pY, p:Sbt

esitligini saglayan birim vektor Y" ve M iizerindeki ¢ egrisinin tegeti yoniindeki

birim vektor X" = % alinarak bu vektorler (3.2.12) esitliginde yerine konulursa

Y'"+ Ry XFYIX =0
bulunur. Bu ifade Y ile kontraksiyona ugratilirsa,
Rejin X*YI XYM = —¢, e£0

elde edilir. Boylece X" birim teget vektorii ile Y* birim normal vektorii tarafindan

gerilen P oskiilator diizleminin kesitsel egriligi
K:(P) = RkjithYinYh = —¢&, g 75 0

sabittir.
3.3. Bir Pseudo-Finsler Manifoldun Yatay Demetlerinin Geometrisi

Bu alt boliimde, M bir pseudo-Finsler manifold ve g, M manifoldu iizerinde bir

semi-Riemann metrik olmak tizere, ¢g¥ metrigi, TM nin yatay altvektor demeti

48



tizerinde tanimli bir semi-Riemann metrik olarak diisiiniildii.

TM nin leaflar1 iizerinde £ birim yatay vektoriinii normal kabul eden bir

hiperytiizeyin geometrisi incelendi.

HTM, M pseudo-Finsler manifoldunun 7'M tanjant demeti iizerinde n boyutlu
yatay altvektor demeti, C°(T'M,R), T'M iizerindeki C* fonksiyonlari halkas
ve '(HT M), HT M nin tiim diferensiyellenebilir kesitlerinin C°° (7'M, R) modiilii

olsun.

¢, n boyutlu M manifoldunun bir egrisi ve g de M nin bir semi-Riemann metrigi
olsun. c¢ egrisi M nin 1 boyutlu altmanifoldu oldugu i¢in ¢ nin teget vektor alan
1 boyutlu dagihm belirler. Bu dagilimin integral egrileri M nin 1 boyutlu bir

altmanifoldudur.

¢ egrisinin yatay yiikseltilmisi olan ¢ egrisinin teget vektor alami T'M mani-
foldunun yatay alt vektor demetinde
) , da’

V:i : i 7
S A T

ile tanimli yatay bir vektor alanidir. Bu vektor alaninin integral egrileri 7'M nin
1 boyutlu altmanifoldu olup HT'M tiizerinde bu vektor alanma ¢g" semi-Riemann
metrigine gore dik olan vektorler T'M nin leaflarinin {izerinde bir hiperyiizey

tanimlar.

¢ egrisinin yatay yiikseltilmisi olan ¢ egrisini olusturan tiim noktalar, T M
manifoldunun z* = a";h = 1,...,n bilesenleri sabit (a",y") fibrelerine ¢g° semi-
Riemann metrigine gore dik olan (2", Z"), h = 1, ..., n leaflarinin ailesini olugturur.
Burada Z", c egrisi boyunca paralel vektor alaninin bilesenleridir. 7'M manifoldu-
nun fibrelerine teget olan vektorler VI'M dagilimina ait vektorler ve leaflarina

teget olan vektorler de HT'M dagilimina ait vektorlerdir.

gV doniigiimii, VX,Y € T(HTM) igin

¢V T(HTM)xT(HTM) — C*(TM,R)
(X,Y) - g"(X,)Y)
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olacak sekilde HTM nin tiim diferensiyellenebilir kesitlerinin {izerinde
non-dejenere, simetrik ve 2-lineer bir doniigiim olup V' {izerindeki degeri T'M de

L € C*(TM,R) fonksiyonunu V(x,y) € T'M noktasi i¢in

L(z,y) = g"(V,V)(z,y) = (9;)" (=, 0)y'y’

esitligini saglayacak bigimde tammlar. Burada (g;;) € S§(M) ve (gi;)" € ST M)
oldugundan, (z) € M ve (z,y) € TM noktalar1 i¢in

(9:7)" (2,y) = gi;(2) (3.3.1)

olur. Boylece L(z,y) = gij(x)y'y’ fonksiyonu, TM nin leaflar tizerinde reel

degerli bir fonksiyondur.

M manifoldu, tanjant demetinin yatay altvektor demeti iizerinde tamiml L

fonksiyonu ile, bir pseudo Finsler manifold olur.

Pseudo-Finsler manifold tanimimin sartlarmin saglandigy asagidaki gibi

gosterilebilir.

L : TM — R fonksiyonu diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Ciinkii ¢, T'M nin
U' acg {iizerinde U’ — R?™ olacak sekilde bir harita olmak {izere
® : pU) Cc R™ — R fonksiyonu diferensiyellenebilirdir. ~Bu nedenle
L=®o0¢p:TM — R fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir.

Eger V, T'M tizerinde space-like bir vektor ise

o )
i 9
5mi’y 6xj) >0

L=g"(y'
olup porzitiflik sart1 saglanir. Ayrica L(z,y) = g;j(x)y'y’ oldugundan k € R i¢in
L(z,ky) = K*L(z,y)

olup y ye gore ikinci mertebeden homojen bir fonksiyon olur.
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L(z,y) = gij(z)y'y’ fonksiyonu yardimuyla,

1 2L
 20yi0yd

M manifoldu, iizerindeki tiim x degerleri icin ¢ negatif 6zdegere n — q pozitif
vzdegere sahip bir g semi-Riemann metrige sahiptir. F™ = (M, L) ikilisi bu
sartlar sagladigi icin 7'M nin yatay altvektor demeti iizerinde tanimli bir pseudo-

Finsler manifoldu olur.

F" pseudo-Finsler manifoldunun temel fonksiyonu F' = L2 ile tamimhidir. Bu

nedenle F), y ye gore homojenlik derecesi bir olan porzitif bir fonksiyondur. Yani,

OF
2 . F
) Ay
olur. Ayrica (3.3.1) ve (3.3.2) den
9gij
=0 3.3.3
e 3:3)

olur. Yani g;; fonksiyonu y ye bagh bilesen icermez.

1
Boylece € = FV seklinde tanimh space-like bir vektor ise

9" (&8 =1 (3.3.4)

olup HT M nin bir birim vektoriidiir.

(M, L) pseudo-Finsler manifoldun yatay demeti izerinde tamimli g" semi-Riemann

metrigi ve ¢ birim vektorii ile n 1-formu,
n(X) =¢"(X,§), X eT(HTM).

seklinde tanimhdir. M deki bir egri ve bu egri tizerinde paralel vektor alaninin
bilesenleri yardimiyla T'M iizerinde elde edilen egrinin teget vektor alamn HT'M
icinde {£} birim vektorii tarafindan gerilen bir dagihm belirler. Bu vektor

dagilimimin ¢" metrigine gore ortogonal tamamlayicist olan vektor dagilimi (n-1)
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boyutlu bir vektor dagilimi olup SpT'M ile gosterilir. Ayrica S,TM dagilimi 7
yardimiyla

I'(S,TM) = {X € "(HTM); n(X) = 0}. (3.3.5)

seklinde tanimhidir. Boylece HT'M iginde herhangi bir X vektor alam
X = PX +n(X)¢, (3.3.6)
ile ifade edilebilir. Buradaki P, HT'M den S, TM iizerine

P . HTM — S,TM

X —-PX

seklinde tanimh bir izdiigiimdiir. Eger X 1 ¢ ise n(X) = ¢¥(X,£) = 0 olup
(3.3.6) ya gore X = PX € S,TM olur. Dogrudan hesaplamalar yardimiyla
VX,Y € D(HTM) icin,

9" (X,PY) = g"(PX,PY) = g"(X,Y) = n(X)n(Y) (3.3.7)

esitlikleri elde edilir. T'( H*T'M|,) i¢indeki {§/62"} yatay baz vektorlerinin duali
{w'} ile gosterilsin. O zaman 7 ve P nin lokal bilegenleri, {w'} ve {w®® §/8x'}

bazlar1 yardimiyla
OF

o 3.3.8
Ut (3.3.8)

. 1
Pl =6 — zny’ (3.3.9)

olur.

0 , -
Boylece, P = Pfﬂ ®w' ve n=nuw', U tizerinde (1,1) ve (0,1) tipinde tensor
T

alanlar: olur.

Teorem 3.3.1. S, T'M nin herhangi bir @ leafi tizerindeki Levi-Civita koneksiyonu
V olmak iizere X € D(TQ) ve £ € T(TQ) igin

Vx{=0
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dir.

Ispat: (:j , teget vektorleri S T'M nin elemani ve birim normali £ olan bir hiperyiizey

oldugundan,
TQ = TQ®TQ"
dir. Burada
. . a = ]-7 0= 1
X, = X! 5i, E=y
Sz oI i,j=1,..,n
dir. Boylece,
Vi = (0 xS
X - a8t a¥ (] Sxk
o o 0
— ? k 4 k
= (=Xoy'Ty + Xayjrij)%
=0

elde edilir.

Teorem 3.3.2. F" = (M, L) bir pseudo-Finsler manifold olsun. (S,7'M) dagilimu,

integrallenebilir bir dagilimdir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin X,Y € I'(S,TM) iken [X,Y] nin & li bilesen-

lerinin olmadigin1 gostermek yeter.

X € I'(S,TM) olmasi icin gerek ve yeter sart

n(X)=g"(X,6) =0, n(¥Y)=4g"(Y,£)=0

olur. Boylece,

Xg"(Y,€) =0, Yg"(X,§)=0

Vx€& = 0 oldugundan

gV(VXya 5) =0 ve gV(VyX, f) =0
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olup
9" (X, Y],€) =0

dir. Bu nedenle [X,Y] € I'(S,T'M) dir.

HTM nin bir Q leafi, lokal olarak (z",Z") ile tammlanan 7'M manifoldunun
n-boyutlu bir alt manifoldudur. Buradaki Z", M deki egriler boyunca tanimh
parelel vektor alaninin bilegenleridir ve S, T M nin herhangi bir @ leafi, birim

normali £ olan T'M nin () leafi icinde kalan bir hiperyiizeydir. Ayrica

o 9. .,
o0 3 ™)

vd 8

2 ), 2" = g

9

oldugundan ¢"', HTM nin (z", Z"); h = 1, ...,n lokal bilesenleri ile tanimli bir Q
leafi tizerinde ¢ indekse sahip semi-Riemann metriktir. V, @ iizerinde ¢ ye gore

Levi-Civita koneksiyonu ve X,Y € [(TQ), ¢ € T(TQ") olmak iizere
g" (VY6 =0 (3.3.10)

dir. Boylece HT'M nin leaflarinin geometrisi SpT'M nin leaflarinin geometrisi ile

¢ nin integral egrilerinden olusur.

Teorem 3.3.3. ) ve CNQ sirasiyla, HT'M nin bir leafi ve Q nun bir hiperyiizeyi
olan S, T'M nin bir leafi olsun. @, Q iizerinde total jeodezik bir hiperyiizeydir.
Ispat: ¢, @ nin birim normal vektorii oldugundan, ¢) nun bir hiperyiizeyi olan

@ nin ikinci temel formu,
B(X,Y) =g¢"(VxEY), VX, Y € I(TQ). (3.3.11)

olur. Teorem 3.3.2 esitliginden @, @ nun total jeodezik bir hiperyiizeydir.

3.4. M deki Bir Hiperyiizeyin (TM,g”) Semi-Riemann Manifolduna

Yiikseltilmesi

Bu alt bolimde (M,g) deki bir semi-Riemann hiperyiizeyin (TM, g%) ye
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yiikseltilmisi tanimlandi ve M deki semi-Riemann hiperytiizeye normal olan vektor
alaniin diisey ve tam yiikseltilmisleri, yiikseltilmis semi-Riemann hiperyiizeyin
normal vektor alanlari kabul edilerek, ikinci temel tensor alanina bagli bazi

sonuclar elde edildi.

M diferensiyellenebilir bir manifold, TM 7, : TM — M kanonik
projeksiyonu yardimiyla tanimlanan M nin tanjant demeti, 37%(M) C*° smifindan
M iizerindeki (r, s) tipindeki tensor alanlarmin uzayi, (M) => S5(M) de M

T8
tizerindeki tensor cebiri olsun.

S, M nin bir semi-Riemann hiperyiizeyi ve ¢ : S — M inclusion doniisiimii ol-
sun. dv = F diferensiyel doniisiimii, 7S den T'M ye ¢ min tiirev doniistimiidiir.
E nin tirev doniistimii 7(7'S) — T(TM) E,
2(n — 1) boyutlu bir alt manifoldu ve T(T'S), T(T'M) nin 4(n — 1) boyutlu alt

ile gosterilecektir. 7S, T'M nin

manifoldudur.

(z%),i=1,...,n lokal koordinatlar1 yardimiyla ¢
7t = 2 (u®) (3.4.1)

lokal ifadesine sahiptir. Bu denklemdeki (u®),a =1,...,n — 1 S nin lokal koordi-

natlaridir. O zaman FE nin lokal ifadesi

rt =zt (u?)

yi — Eiva Ez __ 02t
aV

a Hue

(3.4.2)

r' ve u® dan indirgenmis (z%,y) ve (u? v*) lokal koordinatlar ile tanimhdir. ©
doniistimiiniin 6zelliginden S ile «(S) ve T'S ile E(T'S) ozdes olarak alnabilir.
(Tani, 1969)

Tanim 3.4.1. Vp € S ye M nin p noktasi iizerinde bir tanjant vektor atayan X
doniigtimiine S boyunca bir vektor alan: denir.
Vp € S ye p iizerinde (r, s) tipinde bir tensor atayan T doniisiimiine, S boyunca

(r,s) tipinde bir tensor alanas denir (Tani, 1969).
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S boyunca (r, s) tipinde tensor alanlarinin uzayr S7%(S, M) olsun

f, X, w ¥(S) nin elemanlan ve, f, X, @ (S, M) nin elemanlaridur.

Teorem 3.4.2. Vf € SY(M), VX,Y € SH(M), Yw € SY(M) ve VF € $7(M) igin

(FX) = fXY, (FX)° = fOXV + fVXC, XOfC = (X[,
XV =0, XVFO = XOPV = (Xf)",
W (XV) =0, W (X€) = WO (XY) = (X)), wO(XO) = (@(X))°,

FVX9=(F(X))Y, F°X°=(F(X))",
X,Y]C = [X°,YY], [X,Y]" =[XC, VY] =[XV,YC).

(3.4.3)
olur (Yano, Ishihara, 1973).
Teorem 3.4.3. VP,Q) € J%(M) icin
P ® \%4 — PV ® V,
Foe) ? (3.4.4)
(P®Q)C:PC®QV+PV®QC
ve VT € SY(M) igin
X YY) = (T(X,Y))S,
TOXC, YY) = TV(XC,Y%) = (T(X,Y))", (3.4.5)

79XV, YY) = VXV, v9)=1"(XV,YV)=0

dir (Yano, Ishihara, 1973).

Teorem 3.4.4. Vf € S9(M) icin X (F©) —y (F©) oluyorsa X=v dir ve
VX € SY(M) igin w (XC) =1 (X©) oluyorsa w=1) dir.
TM iizerinde herhangi bir tensér alan, X € SE(M) ve f € S(M) olmak tizere

XC ve ]/C\C tizerinde aldig1 degerle belirlenir (Yano, Ishihara, 1973).
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Tanmim 3.4.5. f, S tizerinde tamiml bir fonksiyon olmak iizere

TM =
-V = —
fro=fors N LS
R
diyagrami yardimiyla
B
[ =1Ffor

esitligini saglayan 7‘/ fonksiyonuna f nin T'M ye diisey yiikseltilmisi denir (Tani,
1969).
Tamm 3.46. p € UNS C M de tammh bir f € I0(M) ve f € IY(S)
fonksiyonlari igin R

of _ of

ous  Ous

esitligi yardimyla f € SO(M) nin 7 1(U) C TM ye tam yiikseltilmigi
fC = yla’tfa

bilegenlerine sahip olup, bu fonksiyonun TA_;(U N S) ye kisitlanmasi § operatorii

ile gosterilecek olursa

~,

1f° = 4(y'0:f) = v"EL0:f = v"0uf = v"0uf (3.4.6)

elde edilir. Boylece 7 '(U) nun her koordinat komsulugunda hfo ile aym reel
degere sahip olan ?C fonksiyonuna f € 39(S, M) nin TM ye tam yiikseltilmisi
denir (Tani, 1969).

Tammm 3.4.7. X € SY(S, M) ve f € SY(M) igin,
X' (f) =XV (3.4.7)

esitligini saglayan X" vektor alamna, X € S3(S,M) nin TM ye diisey
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ylikseltilmaisi ve

(F9) = (Xh)° (3.4.8)

esitligini saglayan X vektor alanmna da X € S$(S, M) nin TM ye tam yiik-

seltilmigi denir. X° nin diger bir tanmm da X € SL(M) olmak iizere
—T -~ ~
XO(f9) = (X f°

X nin 73 (UNS) ye kisitlanmast olarak verilir (Tani, 1969).

Tanim 3.4.8. @ € SY(S, M) ve X € 3}(S, M) olmak iizere

T (X)) = @X))V (3.4.9)

esitligini saglayan @ 1-formuna, @ € QY(S, M) nin TM ye diisey yiikseltilmigi

ve
(X)) = @(X))° (3.4.10)
esitligini saglayan @€ 1-formuna da @ € S9(S, M) nin TM ye tam yiikseltilmisi

denir. @° nin diger bir tanmm da X € S3(M) olmak iizere

“(X%) = @) = H(BR)°) = §(@°(X)

esitligi saglanacak sekilde & nin 731 (U N S) ye kisitlanmas: olarak verilir (Tani,

1969).

Teorem 3.4.9. Diisey ve tam yiikseltmeler, P, Q herhangi tensor alanlar1 olmak

lizere

5l

(3.4.11)

ol
=
I
|
Q |
®
O

|
Ql
Ql
I
~
&
Ql
<
+
N
<
&
Q
Q

(3.4.12)

sartlar saglanirsa, (S, M) den S(7°(S, M)) ye lineer izomorfizmdir (Tani, 1969).
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Teorem 3.4.10. IY(S, M) den TM ye tamimlanan diisey ve tam yiikseltmeler ile

J9(S) den TS ye tammlanan diigey ve tam yiikseltmeler arasinda

F eSS, M) =S3(8) ve f € SH(M) igin,

F=r, =71 (3.4.13)

yani,

fVod = (fo )Y, FfCod = (fo 0)° (3.4.14)

bagmtilar: vardir. Ayrica S ye teget olan vektor alanlarimin yiikseltilmisleri 7°S

ye tegettir. Yani X € $}(9) igin,

(EX)V =dE(X"), (EX)C = dE(X©) (3.4.15)
olur (Tani, 1969).
Tanmim 3.4.11. VX, Y € $§(S) igin
9(X,)Y)=G(EX,EY) (3.4.16)
esitligi saglaniyorsa, g ye S tizerine G den indirgenmis metrik denir. (Tani, 1969).

Tanim 3.4.12. @, M iizerinde G semi-Riemann metrigi tarafindan belirlenen

Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere X,Y € S(S) igin
VexEY = EVyY + B(X,Y) (3.4.17)

Gauss denklemi yardimiyla S iizerinde tanimlanan V koneksiyonuna indirgenmis
koneksiyon denir. V de g semi-Riemann metrigi tarafindan belirlenen Levi-Civita

koneksiyonudur.
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B(X,Y), S ye normaldir.

B(X,Y) = h(X,Y)N (3.4.18)

esitliginde N ye normal vektor alam ve h ye S iizerinde (0, 2) tipinde ikinci temel

tensor alani denir. (1,1) tipinde H tensor alam da

g(HX,Y) = h(X,Y)

ile verilir (Tani, 1969)

Tanim 3.4.13. X,Y € S} (S) ve € S hiperyiizeyinin igareti olmak iizere

h(X,Y) =emg(X,Y)

olacak sekilde m gibi skalar bir alan var ise S total umbiliktir ve m ye S nin

ortalama egriligi denir. p € S tizerindeki herhangi bir cati %, cey W{l olmak
lzere .
1 « o 0 1 .
" 77,—1Zsz (8u“8u’> n—1 2(H)

1=

olur. Eger bir hiperyiizey total umbilik ve ortalama egriligi sifir ise boyle

hiperyiizeylere total jeodezik hiperyiizey denir (Tani, 1969).

Teorem 3.4.14. M, G semi-Riemann metrigi ile verilen indeksi v olan n—boyutlu
bir semi-Riemann manifoldu ise G nin tam yiikseltilmisi G¢ T'M icinde indeksi n

olan bir semi-Riemann metrigidir (Yano, Ishihara, 1973).

*

Tamm 3.4.15. X, Y€ SL(T M) vektor alanlan igin
GE(X,Y) =0

* *
esitligi saglamyorsa X ve Y TS iizerinde G¢ semi-Riemann metrigine gore

ortogonaldir denir ve eger X € SUTS) igin
GO(N,E.X) =0
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esitligi saglanacak gekilde bir Kf vektor alani varsa, ]{7 a T'S nin normal vektor

alani denir.

Eger her bir p € S ye S de N, vektoriinii atayan bir dontisim N ile gosterilirse
N, S boyunca bir vektor alani olur. N nin T'M ye diisey yiikseltilmigi N V ve tam
yiikseltilmisi N ile gosterilirse, Vv € T,5 igin G¢ ye gore T'S ye normal olan
(NV),ve (NO), vektorleri elde edilir. Bu vektorler kendi kendilerine ortogonal

fakat karsilikh olarak ortogonal degillerdir yani,

GP(NV,E,X°) =0, G°(NC E X =0,
GO(N®°,N%) =0, G°NNV,NV)=o0, (3.4.19)
GC(NV,N%) =¢

dur. (3.4.19) daki e, T'S nin isareti olup {—1,0,1} degerlerinden birisine esittir.
{N V.N 6} TS ye normal olan uzayin bazlaridir.

Tanim 3.4.16. VXY € 3}(9) icin,
G(X° YY) =GYE. X, E.Y") (3.4.20)

esitligini saglayan g ya G¢ den T'S iizerine indirgenmis metrik denir (Tani, 1969)

Teorem 3.4.17. M deki V nin tam yiikseltilmisi /V\C, VX,Y € (M) icin

VeVC = (V1) (3.4.21)
ve
Vee?V = (VY)Y (3.4.22)

ozelikleri ile tanimlanan 7'M de bir afin koneksiyon tanimlar (Tani, 1969)

Teorem 3.4.18. V, GG semi-Riemann metrigine gore bir Riemann koneksiyonu
e N o e . . .
ise V' de G¢ semi-Riemann metrigine gore bir Riemann koneksiyonudur (Yano,

Ishihara, 1973).
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Teorem 3.4.19. S deki V indirgenmis koneksiyonunun tam yiikseltilmisi V¢, g¢

ye gore Riemann koneksiyonudur (Tani, 1969).

—~C —~
TS boyunca V den TS iizerine indirgenmis koneksiyon V ile gosterilirse,

X,Y € $§(9) igin, Gauss denklemi,
Vo xe B.YC = B, (VyeY©) + B(XC, V) (3.4.23)

dir. NVve NC ye gore (0, 2) tipinde ikinci temel tensor alanlari, sirasiyla, hve k

olmak tizere B(X¢ YY)
B(X°,Y%) = (X, YO)NY + k(X°, Y°)NC (3.4.24)
seklinde tanimlanir ve /V\g xcE.Y? nin normal kismudur.

—~C —~ —~
Teorem 3.4.20. V  den T'S iizerine indirgenmis V koneksiyonu V dan S {izerine

indirgenmis V koneksiyonunun tam yiikseltilmisidir. Yani, fVV, g% ye gore
VxeYC = (VxY)° XY eS(9)

olur.

Ispat: p nin yeterince kiiciik bir U komsulugu icinde X ve Y vektor alanlar

UNS de EX ve FY ile aymidir. Bu nedenle

=C =C = =C =~ — — =
Vi xceEYC =V ipxe(BY)" =tVzc Y =4(VgY)° = (VexEY)Y (3.4.25)

olur. U tizerinde tanimh /V\)A(f/, UNS de VpxEY ile ayni olur. Benzer gekilde
X € $3(9) igin,

Vi xeNC = (VpxN)© (3.4.26)
Vi xeNV = (VexN)¥ (3.4.27)
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dir. (3.4.5), (3.4.17), (3.4.19) esitlikleri kullamlarak (3.4.25) ifadesi

Vi xc EYC = B(VxY)C + h¢(XC YO)NY + hY (X, YC)NC
olur. Diger taraftan (3.4.23) ve (3.4.24) den

Vi xcB.YC = B (VyeYO) + H(XC, YO)NT 4 K(XC, V)N

elde edilir. Bu iki esitlik yardimyla (VxY)C = VxcYC bulunur.

Teorem 3.4.21. S nin ikinci temel tensor alaninin diisey ve tam yiikseltilmisleri,

sirasiyla, NV ve NC ye gore ikinci temel tensor alanlaridir.

T'S nin total umbilik olmas: icin gerek ve yeter sart VX,Y € S3(T'S) icin
W(X,Y) = 2\g(X.Y), he(X,Y) = ug(X.Y)

olacak sekilde A ve p fonksiyonlar1 vardir. Burada A ve p fonksiyonlari,

{%, ey %} TS nin bir catis1 olmak iizere
R o 0 1
A= —— H" = I2(HY) =
2(n—1) Azz:l “a (8wA’ 8wA) 2(n—1) A(H7) =0
I o 9 1
= — H¢ = Iz(H®
. 2(n—1) gg‘l “a (8w‘4’ 8wA) 2(n—1) 2(H7)

dir. Bu esitliklerdeki ¢,, TS iizerindeki (w?) = (u%v?), a = 1,...,n — 1;

A=1,...,2(n — 1) indirgenmis koordinatlarima gore

seklinde tanimhdir. Eger hem A, hem de p sifir ise T'S nin total jeodezik oldugu

soylenebilir. T'S nin ortalama egrilik vektor alani

m = AN + uN®

63



seklinde taniml olup, T'S ye normal olan uzayda segilen bazlardan bagimsizdir.
TM icinde T'S nin m ortalama egriligi m= G (m, m) dir.
Teorem 3.4.22. Eger T'S total umbilik ise S total jeodeziktir. 7T'S nin total

jeodezik olmasi icin gerek ve yeter sart S nin M de total jeodezik olmasidir.

Ispat: Eger T'S total umbilik ise S nin ikinci temel formu daima sifirdir. Yani
A = 0 dan izh" = 0 olur. Eger S total jeodezik ise S nin ikinci temel formu sifir

olup buradan A ve p de sifir olur. Bu nedenle T'S de total jeodeziktir.
Teorem 3.4.23. T'S nin ortalama egriligi sifirdir.

ispat: T'S nin ortalama egrilik tamm goz dniine alimirsa, m= GC(m, m) = 2\

olur. A = 0 oldugundan, m= 2 \p = 0 elde edilir.
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4. BIiR SEMi-RIEMANN MANIFOLDUN IiKiNCi MERTEBEDEN
TANJANT DEMETI UZERINDEKI SEMi-RIEMANN METRIiKLER

Bu boliimde, bir manifold iizerinde tanimlh diferensiyel geometrik objelerin
ikinci mertebeden tanjant demetlere yiikseltilmisleri bulunarak ikinci mertebeden
tanjant demet iizerindeki metriklerin igaretleri incelendi. Ayrica bir semi-Riemann
metrigin ikinci mertebeden tam yiikseltilmesiyle elde edilen metrige bagh Levi-

Civita koneksiyonu bilegenler cinsinden elde edildi.
4.1. M deki Diferensiyel Geometrik Objelerin TT'M ye Yiikseltilmisleri

Bu alt boliimde M manifoldu iizerindeki fonksiyon, vektor alani, 1-form gibi
tensor alanlarimin  ikinci mertebeden tanjant demetlere VH,CH,HC, HH

yiikseltilmisleri elde edildi.

M, n—boyutlu bir Riemann ya da semi-Riemann manifold, T'M onun tanjant
demeti olmak tizere p € M nin U agk komsulugu tizerindeki haritaya bagh
olarak M igin bir lokal koordinat sistemi {z} = {z!,..., 2"} olsun. O zaman,
v 2 TM — M 73(Z,) = p kanonik projeksiyon olmak iizere 73, (U) = U, TM
deki 7,7 {p} noktasinm bir acik komgulugudur. Boylece,VZ, € U tanjant vektorii
i¢in,

(@,9)(Z,) = (2" (p), -, 2" (), Zp[a'], -, Zpl2™))

seklinde tamml (z,y) doniisiimii, U’ iizerinde lokal bir harita olup, (z¢,%)

1t =1,...,n sistemi T'M C° manifoldu igin bir lokal koordinat sistemidir.

Ayrica Tpy : TTM — TM , 77y (A,) = Z  kanonik projeksiyon olmak iizere,
T (U) = U" TTM deki m71,{Z,} noktasinm bir acik komsulugudur. Baylece
VA, € U' =773, (U) C TTM tanjant vektorii igin

(2,9, 2,t)(Az,) = (2(p), y(Zp), 2(Az,), L(A,))
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olur. (z,y, z,t) doniigiimiiniin lokal koordinat fonksiyonlar

)
)

#(Az,) = Aglal],
)

= Agzly]

seklinde tammli olup (z,y,2,t), U’ icin bir haritadir. Dolayisiyla
(x%,yt, 25 t"),4 = 1,...,n sistemi, TTM i¢in indirgenmis lokal koordinat sistemi

olup, TT'M diferensiyellenebilir bir manifold yapisina sahiptir (Civelek, 1988).

(M, g) bir Riemann ya da semi-Riemann manifoldu olsun. M nin tanjant demeti
TM iizerinde g% = g¥ +g"'7 esitligi ile tamimlanan metrige Sasaki Rieman metrigi

ya da Sasaki semi-Riemann metrigi denir. ¢° metrigi
¢° = gijd:cidxj + gijéyiéyj (4.1.1)

lokal bilegenlere sahiptir.

Teorem 4.1.1. Eger M Riemann ya da semi-Riemann manifoldu flat olarak kabul
edilirse, T'M {izerinde elde edilen g° semi-Riemann metrigine bagh V Levi-Civita
koneksiyonunun bilegenler cinsinden ifadesi

Z')/Vvii:f‘h J

5.7 0d Jiszh>
x
c N 9 _1h_0
i1) V%ayj =I5
AN — 5
iii) V oz =0,
oy?

. £V o)
w) V.o ==0

) e
dir.

Ispat: Teorem 3.2.5 ve (3.2.6) daki bilesenler yardimiyla M nin Riemann egrilik
tensorii sifir almarak TM iizerindeki V Levi-Civita koneksiyonunun bilegenler

cinsinden ifadesi yukardaki gibi elde edilir.

(Caligmanin geri kalan kisminda V Levi-Civita koneksiyonun bilegenler cinsinden

ifadesi yukaridaki gibi kabul edilecektir.
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Tanim 4.1.2. f , T'M iizerinde tanmiml bir C'*°—fonksiyon olsun. Boylece,

=70 =vsf (4.1.2)

esitligi ile tammh f,TTM iizerinde bir C°°—fonksiyon olup, f¥ fonksiyonuna f
nin TTM ye yatay yiikseltilmigi denir.
Ayrica

o u0F

+ ¢ of

Yo T (4.1.3)

seklinde taniml fC TTM iizerinde bir C* fonksiyon olup, f nin TTM ye tam
ylikseltilmagidir.

olup /VV, T M iizerindeki koneksiyon operatoriidiir. Burada,

Vf=Vsfdi'+Vyf 6y (4.1.5)

dir ve 4 doniigiimii ise 7'M nin 1-formlarim1 7T'M nin koordinat fonksiyonlarina

doniigtiiren lineer bir doniisiim olup,

¢ THTM) — TX(TTM) (4.1.6)

Yda') == F(éy') =

seklinde tanimhidir. Boylece,

~N~_z‘a.]?_z]h8f f
¥(Vf) B F”@ =+t oy (4.1.7)
olup,
~ 0
7=z yJFg”ZaJ; (4.1.8)

bulunur. 7'M manifoldu tizerindeki f fonksiyonu M deki f fonksiyonun {i¢ farkh
sekilde yiikseltilmesiyle elde edilir. Bu nedenle
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i) Bger f = fV ise
ofv

fVH::z%ﬂFZéyh =0 (4.1.9)
dir.
i) Bger f = f¢ ise
fO = 2T onf (4.1.10)
dir.
i) Eger f = f¥ ise
H
fHH:zyI@éﬂl_o (4.1.11)

dir.
Tamm 4.1.3. X , T'M iizerinde tanimli bir C'*° vektor alani olsun.
—n  =c =
X7 =X"-V:X (4.1.12)

esitligi ile tanimh XH , TT'M tizerinde tamimli bir C'*°—vektor alani olup XH ye

X nn TTM ye yatay yikseltilmigt denir.

TM iizerinde tammh X vektor alanmin tam yiikseltilmisi,

(XY

. Xi— XhNHV

X¢ = ( Z 2 ) (4.1.13)
Zk gfk) _|_tk(6;( )V

(
k( (Xi- th]p ) a(ﬁl)?hyjr;ﬂh))v

K W tR( 5

bilegenlerine sahiptir. 7'M manifoldu tizerindeki X vektor alan M deki X vektor
alaninin {i¢ farkh sekilde yiikseltilmesiyle elde edilir. O zaman,

i) Eger X = XV ise X' =0 ve X' = X' olup,

Xi
XV = (4.1.14)

koX:
| % 9zF |
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dir.
i) Bger X = X ise X' = X' ve X' = /V,; X" olup,

Xi

joX*

Y Oz
kOX*

< OaF
k_0%2X*

OzkOxI

XCC —

¥z + thoX2

dir.
iii) Eger X = XH ise X = X' ve X* = 0 olup,

Xz'
_ijhF;‘,h

koX:
Oxk

. O(XPTE )
k jh
Yz T ek

z

dir.

TM manifoldu tizerindeki X vektor alam igin

0
0
zj(% + thFé-h)

—ijl(% + fhl“;?h)l“fk —thy! %)y(; Il +27(

jOX?
+ 155

(4.1.15)

ozk |

(4.1.16)

6X' | Yhyv id
s T XT) + G

(4.1.17)

olan (VX), X vektor alamnm farkh durumlar icin agagidaki gosterimlere sahip-

tir.

i) Eger X = XV ise X' = 0 ve X' = X' olup,

F(VXY)

oX*
oxI

+ X",
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dir.
i) Bger X = X ise X' = X' ve X' = /V,; X" olup,

0
— 0
VXY =|
Z]VjXZ
| Y [ZEE — (VX)) — (VXD + (VX 9D ] + 6 (V,X7)
(4.1.19)
elde edilir.
iii) Eger X = XH ise X' = X ve X* = 0 olup,
g .
~ e~ H 0
yexty = (4.1.20)
ZjVle
—29y'V,; XY,

dir.

TM {izerindeki vektor alanlarimin TT'M ye yatay yiikseltilmigleri ise agagidaki

sekilde verilebilir:

X e THTM) igin XH = XC — V;)A(/ olacagindan;

i) X = XV olmas1 durumunda,

Xi
XVH — (4.1.21)

— I X
2 X'

dir.
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i) X = X© olmasi durumunda,

Xi
j OX*
wer _ | Yo
| YA {=0(XTY) = TV X+ T VX! = TRV, X} + 0 XTY, |
(4.1.22)
dir.
ii) X = X olmasi durumunda,
" -
o thFz"
xHH = | TV an (4.1.23)
—zJXhF;h
kg i Ok k Th iy hi
dir.
Tanim 4.1.4. 0, T'M iizerinde tanmimli C*°bir 1-form olsun. O zaman,
oM =3 - Vo (4.1.24)

esitligi ile tamml @, TTM {izerinde tanimli C* bir 1-form olup, @ ye @ nin

TTM ye yatay yiikseltilmigi denir. Burada
& = wida' + o:0y", (6y" = dy' + Njdz")

C

seklinde tanimhdir. @~ nin matris gosterimi ise

{ witwy ih)}VZk B

{5}V 2 + {%}Vtk {@i + oY {a”

@ =

dir.

M manifoldu tizerinde tanimh 1-formun 7'M {izerindeki yiikseltilmisleri olan w",

w® ve wf nin TTM ye tam yiikseltilmisleri;
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i) w= w" olmas1 durumunda @; = w; ve @; = 0 olup,

W= 2k 0w, 0 (4.1.25)

dir.

i) @ = w® olmasi durumunda @; = (w;)V ve &7 = ¥/ V,w; olup,

W = | (Y OO + s FOhws YW w; (4.1.26)

dir.

ii1) @ = wH olmas1 durumunda @; = 0 ve &7 = w; olup,

WwHC = Yy 2 {Opwnl; + wh(?kF?i} + thw Il 2R Opw; ijhF?i w; (4.1.27)

dir.
w 1-formu i¢in 7}/(%@) nin matris gosterimi

(V) =

2(05(@:) — @nl%) + (05 (@) 27(6;(@5) — wply) 00
+yt 2 (6;(0) — W) + y* 00, (@p)Th; +470;(@5)

seklinde tanimh olup M deki tanimh 1-formun 7'M {izerindeki yiikseltilmigleri

olan w", w ve wH icin TTM iizerindeki 7(Vw"), 7(VwC) ve 7(VwH) 1-formlarr;

i) @ = w" olmasi durumunda &; = w; ve @;= 0 olup,
7(§wv) = | 29(Qjw; — th?i) 0 00 (4.1.28)

dir.

i1) @ = wIlmast durumunda @; = ¢'V;w; ve @; = w; olup,

. 2y*{0,Viw; — FZthwi — ngvkwh

F(Vw?) = #Vw; 0 0] (4.1.29)

+vjthZi} + tjv]'wi
dir.
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iit) @ = wf olmasi durumunda @; =0 ve w; = w; olup,
F(Vwt) = YN0 Vw0 000 (4.1.30)

dir.

M deki 1-formun TM deki yiikseltilmisleri w" ,w® ve w® nin TTM ye yatay

yiikseltilmigleri;

i) w=w" ise,

dir.

i) @ = wY ise,
Ay {0;(wpTE) + TRV w; .

Wt = v O oni) + T Vo . Aol yrow; w;

+F§?ivkwh — FZiijh} + tjth?Z-

dir.

i) @ = wil ise,

wiH = I 2P {wn (ORIl + Ty T 4 tFwp Ty 2Fwp Ty wp 'l w; | (4.1.32)
dir.

Teorem 4.1.5. X, Y € THTM) ve Vf e T)(TM) icin
i) (X+Y)F=XHLYH
i) (fX)" =XV 4 frXH,
dir.
ispat:i) X,Y € T} (T M) ve TM iizerindeki V Levi-Civita koneksiyonu icin

X4V = (X+7)°-3(V(X +7))
= XC—5(V(X)+YC - F(V())

— XH,yH
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i) Yf € TO(TM) igin

(X" = (FX)°=3(V(fX))
= JOXV 4+ [YXC - [YA(V(X) - AV ()XY

_ fHYV_f_J’FVYH
dir.
Teorem 4.1.6. Vp € M icin T,M yi geren {a(zi}’i = 1,...,n lokal baz vektor
alanlarinin ikinci mertebeden yiikseltilmisleri
i) <%)HV 6?8(2’1 - yjrjlath
it) (52)HC 6?W — YTl — (tJFh + i 20T 2
iii) (35)" = 35 — 2T 2 + (=2 [0, — TLTh
—I}, T 4 D] + 6T
) (50 OVE = 65‘83/ —z ng%ath
U) ( zt ) = (iLawh Yy F?zw -z F?IW - [t]Fh
+2Iyk (@-F Fl I )]Bth
dir.
Ispat: i)
9 \nv p 0 O v
. = (6 YT
()" = Olgm - vTigs)
0 0
SP(—= VY i Th (—— )V
M)~V TG
0 4 0
= Sh— _irh —
L Ozh 4 T oth
9 \ne n O O ¢
. = (8"'— — /T
(5" = Ol — VT
0 4 0 . 0
= 5?(@)0 — (y]F?i)C(a—yh)V - (?J]F?i)v(a—yh)c
_5ha ]Fh 0 jCFhV+ jVFhCi
= i —(y )ayh_{(y)(ji) (y)(]l) oth
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0 0

) 0 ) )
HC _ h Y iR Y ph J kg ) —
(o) g~V gy ~ Wy O 5y
i11) Teorem 4.1.2 deki bilegenler yardimiyla
0. .cn 0. .=20
0 ~ 0 0
T gy
5o (Vg + N
0 = 0 0 L~ 0 0 ,
= g Vg ost Nzha—w]dxj [V s+ Nzha—yh]@])
0 —n O SN 0 bt O . ON' 9 -
= oxi - 7([F326ajh Sxi 8yh + Nl thg_yl]dxj + { 8y3 a_yh]éyj)
0 - ) SN 0 0 » 0
_ _ imh 1% i 1% kpl ph 9 v jh_Y Vv
ori Z [P‘”((S(Eh) + Sd (ayh) ]+y szrjl(ayh) ]+t [F]z]<ayh)
0 . 0 . 4 0
= o Z]F?iﬁ + <_ijk[ajrzz' - Fé’z'FZl - Fécirlhi + Fgcil—‘?l] + tjl—‘ji)%
iv)
0 ~ 0 o~ 0 .
= — J J
o ([Ve ayi] do’+ [V o, ayi] 6y’)
L 5eR 0
0 , 0
= §h— _ iph
0; a7 z Fﬂath
v)
h a iTh a C ~ j — 6 j
= (g5~ Fjia—yh) =V g 551 da?+ [V%@] oy’)
re -t 0
Jt §x
(o)~ TR (o) = T8 () — 2T ()
i\9gh 3t N gy h i/ Ny h JIN§ ok

75



8 HH h a C iNC (mh\V \V /mh\C a iTh 8
. — (2N _ e AV (rhyey 2 _ ik <
(8:51) z(amh) @)= @) + @) (T5) }ath i gy
- 0 0
—Z]FZ(ggg‘—ykrihgg)
0 0 0 . . o
= 5?@ — JF?ia_yh - Z]F?iﬁ — [T + 2y* (9,1 — Fé‘irlhk)]%

Teorem 4.1.7. &,0 € TY(TM) ve f € TO(TM) icin
. ~ NH ~H ~H

i) (w+0)"=w"+6,

i) (fo)f = fHY + Vo
dir.
Ispat: i)

@+6)7 = @+6)°—5(Ve+6)
= % V) + 0" —F(VO)

g ~H
= 0" +90

i)

(fo)f = (fo)° -A(Vfo)
= OOV + fYo° (VA — fYA(VD)
= (fC-F(VHEY + fY@° -F(Va))

— ‘}L‘VH&V)V_'_.}(VV(DH

Teorem 4.1.8. Vp € M igin T,y M yi geren {dz'},i =1, ...,n lokal baz 1-formlarin
ikinci mertebeden yiikseltilmisleri

i) (da')VH = dz* + 2T, da”,

i) (dz')?V = dy' + yFT} da?,
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w) (dz')7C = dt' + y*T},;d27 + (t'T; + y*2' O, )da?
v) (da')HH = {t*T}; + y*2 (O} — Dy R Ydad + 2T dyd + T d2? + 85dt?

dir.

Ispat: i)

(d)" = (dz")"? = F(V(da')")
= dz' —F([V o da'] do? + [V _o_dz'] 6y)

Sxd ayJ

—T'%, dah 0

= d' + szj-hdxh

i)
(d.’L‘Z)HV — (6yi)V
= (dy' +y'T},da?)V
)

(d2) = (dy')® —A(Vdy')
= dt' —F([V o6y — Nidz"da? + [V_o_ 6y’ — Nidz")6y)

bzl oyJ
S 5N} Z. ON;

= dt' — (zJ[—théyh - ﬁdmh - NhF?ldml] - tjwfdxh)

= (Y0, sy, — TiTi — Tl + T3 T3] + 715, ) da”

—{—szzhdyh + & dt"
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iv)

(d2)"7 = (8y')°
= (dy’ +y'T;da’)¢
= (dy)’ +{(W")° ()Y + ")V (T, Hda?)Y + (yFTy,)Y (da?)

= dt' + ykfzjdzj + {thzj + ykzlalfzj}dxj

(o)™ = (8y')° = A(Vsy)
= dt' + Tl de? + {t*T%, + y* 2O Yda? — F([V_s6y'] da’
bxd

—F;héyh
+ ﬁ%&f] 5y’)
yO

= dt' + kuZjdzj + {tkfij + ykzlﬁlej}dxj + sz§h6yh
= dt'+ ykfijdzj + {tkfzj + ykzlﬁlFij}dmj + zjféh{dyh - kuZjdxj}

= {1, +y" 0Ty, — Ty Yda? + 2T dy? + ¥ dz? + dt?

4.2. TTM Uzerindeki Semi-Riemann Metriklerin Isaretlerinin

Incelenmesi

Bu alt bolimde M deki g Riemann ya da semi-Riemann metrigin TT'M ye yiik-
seltilmesi sonucunda elde edilen metriklerin Riemann ya da semi-Riemann metrik-
ler oldugu gosterilerek bu metriklere sahip olan T7TM semi-Riemann

manifoldunun indeksleri incelendi ve tablo yardimiyla verildi.

(M,g), Riemann ya da semi-Riemann manifold ve 7, :7TM — M,

Ty - TTM — TM kanonik projeksiyonlar olsun. (U, z%),i = 1,...,n M de lokal
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bir harita olmak {izere, (7,/(U) = U’z',y),i = 1,..,n, TM de ve

(r;LU) = U%aly,zt) TTM de lokal bir harita olur.
( 82,, 82,, 8‘21, 81H) TT'M manifoldunun tanjant uzayini geren lokal baz vektor alan-

lar sistemi, (dz’, dy', dz", dt*) de dual baz vektor alanlar sistemi olmak iizere

0
oxt

0

g 08 = ()86, = ()™

(99 = (55 oxi’ " (8xi

)VV 68 _(

TTM manifoldunun tanjant uzayini geren uyarlanmas lokal baz vektor alanlar:

ststemi,
(dIZ — (dxi)vvjéyi — (d:IIZ)HV,(SZl — (dlL‘i)VH,(Sti — (dIZ)HH)

uyarlanmas lokal dual baz 1-formlar: sistemidir.

Teorem 4.2.1. 7 € T M noktasi tizerindeki 77T M tanjant uzayin geren uyarlan-

mig lokal baz vektor alanlari ile uyarlanmis dual baz 1-formlar1 arasinda

i,j€A{1l,...,n}

5t(00) = &,  8y'(08;) = &, (4.2.1)
dz'(66;) = &, §2'(89,) =&

esitlikleri hari¢ diger tiim bilegenler sifirdir.
Ispat: i)

(5ti(5&') = {tkrkﬂ +yz (@F};j - thFZj}dxj ( 0 > = §

+2" T dy? + YT d2? + 85di ot ’

i(9 i ki j 9 e i
8y (98;) = (dy* + y*T};da?) ( 5= — 2T — | =&

oy kg
i)
o~ . iTh 0. _ iTh 0. .
d.??l(é&l) _ (d.%'l) Bﬂcﬂ Y Ji oyh irra _ 5;

—[BT% + 2y (0,1l — Ty Tl
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iv)
52600 = (12 + oy (2 - ym ) =

Teorem 4.2.2. (M, g) flat Riemann ya da semi-Riemann manifoldu ve V, M
tizerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak tizere M manifoldu tizerindeki g;; bilegen-
lerine sahip g Riemann ya da semi-Riemann metriginin 77'M manifoldu
tizerine ikinci mertebeden yiikseltilmislerinin, uyarlanmig koordinatlar cinsinden
lokal ifadesi
i) gVV = (gi;)VVda'da,
i) gV¢ = gV = 2(g;;)VV da'627,
iii) g°V = g™V = 2(giy)"" da’dy?,
i) g°¢ = g" = 2(g;;)"V 82'6y" + 2(giy)"V da'st?,
v) g5 = (gi;)VVdaidr? + 2(gi;)VVdx'627 + 2(gi;)VV daidy’+

+2(gi;)VV 626y7 + 2(gi;)VV da' 6t
vi) g% = (gi3)"V da'da? + (gi;)""V 8y' 0y + (9i5)¥" 62°627 + (gi5)"V 6t'687,
vit) g8E = 2(g;;)VV 626y + 2(gi;)VVdxist) + 2(gi;)VV 5t 6yT+

+2(gi;)VV 621617 + (gij)VV 6ti6t9
dir.
Ispat: (i), (ii), (i) nin ispat1 dogrudan hesaplamalar yardimiyla goriilebilir.
w) g = (¢° — ’y(Vg))H esitliginde V M de Levi-Civita koneksiyonu oldugu

icin Vg = 0 dir. Boylece

g = (4° —1(Vg)" = g7

olur. V (TM, g¢) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu oldugu
icin

g =g = ¢°¢ —3(V¢°)

olup ﬁgc = 0 dir. Boylece
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elde edilir. ¢ nin bilesenler cinsinden ifadesi

= ((g:y)" (da") " (da?)V + (gij)" (da')" (dar”) )"
+(gij)V" (d')VH(dz? )™V + (giy)VY (da®)VY (da?)HH
= gi6t'da’ + gi;6y'627 + gi62° 6y’ + gizda'6t?

= Q(Qij)vvéziéyj + Q(Qij)vvd$i6tj

dir.
v) g =g" + ¢ ise,

g = (6" +99) +(¢" +¢°)°

— "V 4 gOV 4 gVC 4 4CC

dir. ¢'F metriginin TTM nin uyarlanmig koordinatlar cinsinden ifadesi (i), (i),

(13i), (iv) deki esitlikler goz 6niine almirsa dogrudan goriiliir.

vi) g% = g¥ + g ise,

gSS — (gV+gIII)V+(gV+gIII)III

111 v V III IIT 11T

= g™V g +g" Mty

olur. Burada

gIIIV — (gij)VV<dxi)HV(dxj)HV,
gVIII — (glJ)VV<dxz)VH(dx])VH7 (422)

gt — (g )YV (da®) T H (da? Y HTH

dir. Boylece ¢°° metriginin TTM nin uyarlanmis koordinatlar cinsinden ifadesi

(1), (i), (4i7), (iv) deki egitliklerin kullamlmasiyla dogrudan goriilebilir.
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viii) g% = g% + g’ ise

gKK —_ <gC+gIII)C+(gC+gIII>III

— gCC’+gIIIC_|_gC’ 11T +gIII 11T

oldugundan, ¢°° metriginin 77’M nin uyarlanmis koordinatlar cinsinden ifadesi

(4.2.2) ve (i), (1), (i), (iv) deki egitliklerin kullamlmasiyla dogrudan goriilebilir.

(M, g) flat Riemann ya da semi-Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Levi-Civita
koneksiyonu olmak tizere 77" M manifoldu iizerinde tanimhi Riemann ya da semi-
Riemann metrikler ve igaretleri agagidaki teoremler yardim ile verilebilir.

TTM iizerinde taniml ¢¢“ metriginin uyarlanmis bazlara gore matris gosterimi

(0 0 0 g |
0 0 gy O
0 g; 0 0

gy 0 0 0 |

dir.

Teorem 4.2.3. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TT'M, g¢“) semi-Riemann

manifoldudur.

Ispat: TTM C* manifoldu tizerinde vektor alanlarmin ciimlesi y(TTM) ve reel

degerli C* fonksiyonlarin halkast C*°(TT M, R) olmak iizere
g% x(TTM) x x(TTM) — C*(TTM,R)
doniistimii

gEOXVY VI = gCOXHH YWY = (g(X, Y)Y,
gEXVHYHY) = gCOXHY YVH) = (g(X, )"
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ve diger vektor alanlari tizerindeki degerleri sifir olacak sekilde tanmimlidir.
(TTM, g¢“) nin semi-Riemann manifoldu olmas icin g““ metriginin asagidaki

sartlar1 saglamasi gerekir.

i) 2-lineerlik: VX,Y, Z¢€ X(TTM) ve Va, € R igin

g“aX +8Y,Z) = g°“({(aX +BY)"Y + (aX + V)™M + (aX + Y)Y
+(aX + Y)Y {2V + ZVH 4 77V 4 ZHHY)

= ag”“(X,Z) + Bg“°(Y, 2)
dir. Benzer sekilde
g°“(X,aY + BZ) = ag®“(X,Y) + Bg°“ (X, 2)

oldugu goriiliir.

i) Simetriklik: VX, Y € x(TTM) igin,

gCC(X,Y) — gCC((XVV+XVH+XHV+XHH),(YVV+YVH+YHV+YHH>)

= ¢°9(Y,X)

oldugundan simetriktir.

i11) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise
VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0
dir. VX € x(TTM) ve Y =YYV i¢in
gCC()?,YVV) = gCC(XVV 4 XVH 4 xHY | XHH yVV) — (CO(xHH yVV) _

esitliginden
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VX € x(TTM) ve Y = YVH icin
gCC<)’ijVH) :gCC<XVV—|—XVH+XHV—|—XHH,YVH) — gCC(XHijvH) =0

esitliginden

YV =,

VX € x(TTM) ve Y = YAV icin
gCC<)’ijHV) — gCC<XVV —|—XVH —|—XHV —|—XHH,YHV) — gCC(XVH,YHV) =0

esitliginden

YHV — 0’

VX € x(TTM) ve Y = YHH i¢in
gCC(X,YHH) _ gCC(XVV + XVH 4 xHV _'_XHH,YHH) _ gCC(XVV,YHH) -0
esitliginden

olup
VX € x(TTM) igin ¢°°(X,Y) =0 iken Y =0

bagmtisindan TT'M iizerinde tanimli ¢g©¢ metrigi non-dejeneredir.

Baylece (TTM, g¢©) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanim 4.2.4. TT M C°° manifoldu iizerinde vektor alanlarinin ctimlesi x (77 M) ve
reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*°(TT M, R) olmak iizere

g F  x(TTM) x x(TTM) — C>*(TTM,R)
doniistimii
gFF<XHH7YHH) — gFF(XHH,YHV) —_ gFF<XHV,YHH) — (g(X, Y))VV,
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gFF<XHH7YVH) — gFF(XVH7YHH) — gFF<XHV,YVH) — (g(X, Y))VV,

gFF(XVH,YHV) — gFF(XHH,YVV) — gFF(XVV,YHH) — (g(X, Y))VV

diger vektor alanlar1 tizerindeki degerleri sifir olacak sekilde tanimhdir. 77T M

tizerinde taniml g7* metriginin uyarlanmis bazlara gére matris gosterimi

9ij Gij Gij  Gij
gij 0 g O
gi; g 0 0
g; 0 0 0

olur.

Teorem 4.2.5. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, g*'") semi-Riemann

manifoldudur.

Ispat: i) 2-lineerlik: VX , }N/, 7€ X(TTM) ve Va, ( € R icin

9" (X +8Y,Z) = g""({(aX +BY)"Y + (aX + BY)H + (aX + pY)HY
+(aX + Y)Y {ZVV 4 ZVH 4 77V 4 71

= ag"™"(X,2)+Bg"" (Y, 2)
dir. Benzer sekilde
g""(X,aY + BZ) = ag""(X,Y) + 89" (X, 2)

oldugu goriiliir.

i) Simetriklik: VX, Y € x(TTM) igin,

gFF(X,Y> — gFF((XVV+XVH+XHV+XHH),(YVV+YVH+YHV+YHH>)

= ¢"(Y,X)
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oldugundan simetriktir.

i1i) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise
VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0
dir. VX € x(TTM) ve Y = YVV i¢in
gFF()aYVV) = gFF(XVV 4 XVH | xHV | xHH yVVy _ oFF(xHH yVV) _

esitliginden

VX € x(TTM) ve Y = YVH i¢in

gFF()’ZnyH) — gFF(XVV+XVH+XHV+XHH,YVH)

— gFF(XHV, YVH) 4 gFF(XHH, YVH) =0
esitliginden
YVH =0
VX € x(TTM) ve Y = YAV i¢in

gFF(X,YHV) — gFF(XVV+XVH+XHV+XHH,YHV)

= gFF(XVH YHV) 1 gFF(XHH yHVY —

esitliginden
YAV =0
VX € X(TTM) ve Y = YHH jcin
gFF(ijHH) — gFF(XVV—I—XVH+XHV—|—XHH,YHH)
— gFF(XVV,YHH)+gFF(XVH,YHH)

—|—gFF(XHV, YHH) + gFF<XHH, YHH)
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esitliginden

olup

VX € x(TTM) i¢in ¢"F(X,Y) =0 iken Y =0
bagmtisindan TT'M {izerinde tamimh ¢©* metrigi non-dejeneredir.
Boylece (TTM, g*F") bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanim 4.2.6. TT M C°° manifoldu iizerinde vektor alanlarinin ciimlesi x (77 M) ve
reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*°(TT' M, R) olmak {izere

g% X (TTM) x x(TTM) — C*(TTM,R)
doniigtimii

G XM YIS (XYY YY) = (g(X, 7)Y

gV YY) = g¥ (X YY) = (9(X, Y)Y

ve diger vektor alanlar tizerindeki degerleri sifir olacak sekilde tanimhidir. 77T M

tizerinde tammli g% metriginin uyarlanmis bazlara gére matris gosterimi

g; 0 0 0
0 g5 0 0
0 0 g; O
0 0 0 g

olur.

Teorem 4.2.7. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (T'T'M, ¢°%) semi-Riemann

manifoldudur.
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Ispat: i) 2-lineerlik: VX,Y,Z € X(TTM) ve Va, § € R i¢in

P*5aX +0Y,Z) = ¢ {(aX +8Y)VV + (aX + Y)Y + (aX + gY)HV
+(aX + Y)Y {2V + ZVH 4 77V 4 7211

= ag®(X,2) + pg* (Y, Z)
dir. Benzer sekilde
g°5(X,aY + BZ) = ag®*(X,Y) + Bg7(X, Z)

oldugu goriiliir.

it) Simetriklik: VX, Y € x(TTM) igin,

gSS<X,Y) — gSS<<XVV+XVH+XHV+XHH),(YVV+YVH+YHV+YHH))

= ¢%5(V, X)

oldugundan simetriktir.

i1i) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise
VX € x(M) icin g(X,Y) =0iken Y =0
dir. VX € x(TTM) ve Y =Y"V i¢in
gss()}?}/vv) = ¢SS(XVV 4 XVH L XHV { XHH yVV) _ ¢SS(xVV yVV) — g

esitliginden
YV =0

VX € X(TTM) ve Y = YVH i¢in

gSS<)?,YVH) :gSS<XVV+XVH+XHV+XHH,YVH) :gSS<XVH,YVH) =0
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esitliginden

YV =,

VX € x(TTM) ve Y = YAV i¢in
gSS<X7yHV) — gSS<XVV —|—XVH —|—XHV —|—XHH,YHV) _ gSS<XHV7YHV) =0

esitliginden

YV =0
VX € x(TTM) ve Y = YHH i¢in
gSS(X—,YHH) _ gSS(XVV + XVH 4 xHV _’_XHH7yHH) _ gSS<XHH,YHH) =0
esitliginden
olup
VX € x(TTM) i¢in ¢°%(X,Y) =0iken Y =0
bagmtisindan TT'M iizerinde tanimli ¢g©¢ metrigi non-dejeneredir.

Boylece (TTM, g°°) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanim 4.2.8. T'T'M C° manifoldu tizerinde vektor alanlarinin ciimlesi x (77M ) ve
reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*°(TT M, R) olmak iizere

g*E  (TTM) x x(TTM) — C>*(TTM,R)
doniistimii

gKK(XVV,YVV) — gKK(XVV,YHV) — gKK(XHV,YVV) — (g(X, Y))VV,
gKK<XVH,YVV) — gKK(XVV,YVH) gKK(XHH,YVV)

gKK<XVV,YHH) — gKK(XHV,YVH) gKK<XVH,YHV):<g<X,Y))VV

(g(X, Y)Y,

ve diger vektor alanlar: iizerindeki degerleri sifir olacak sekilde tammbidir. T7T'M
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tizerinde tanimh ¢g®¥ metriginin uyarlanmis bazlara gére matris gosterimi

(0 0 0 gy
0 0 gy g
0 g5 0 g

| 9 95 Y5 Jij |

olur.

Teorem 4.2.9. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, g5%) semi-Riemann

manifoldudur.

Ispat: i) 2-lineerlik: VX,Y,Z € X(TTM) ve Vo, B € R igin

KX +8Y,Z) = g"F{(aX + Y)Y + (aX + BY)H + (aX + BY)HV
+(O[X+6Y)HH},{ZVV + ZVH + ZHV + ZHH})
= ag""(X,2)+ Bg"* (Y, Z)

dir. Benzer sekilde
g (X,aY + BZ) = ag"*(X,Y) + Bg"" (X, Z)

oldugu goriiliir.

i) Simetriklik: VX, Y € x(TTM) igin,

gKK()’Z7i>) — gKK((XVV+XVH+XHV+XHH),(YVV+YVH+YHV+YHH))
= ¢ (Y, X)

oldugundan simetriktir.

i1i) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metrigi ise

VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0iken Y =0
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dir. VX € x(TTM) ve Y =YYV i¢in

gKK<X7YVV) — gKK(XVV+XVH+XHV+XHH,YVV)
_ gKK(XVV7YVV) —|—gKK<XVH,YVV)
+gKK(XHV YVV) +gKK(XHH YVV)

= 4g(XV)Y =0

esitliginden

VX € x(TTM) ve Y = YVH i¢in

gKK()’Z:YvH) — gKK(XVV+XVH+XHV+XHH,YVH)

— gKK(XVV,YVH) —|—gKK<XHV,YVH) =0

esitliginden
YVH =0
VX € x(TTM) ve Y = YAV icin

gKK(jZ,YHV) — gKK(XVV+XVH+XHV+XHH,YHV)

= gKE(XVV YHY) 4 KK(XVH yHV) =

esitliginden
YAV =0

VX € X(TTM) ve Y = YHH jcin

gKK(ti—HH) — gKK(XVV+XVH+XHV+XHH,YHH)

= gKE(XVV yHH)

esitliginden



olup
VX € x(TTM) i¢in ¢"5(X,Y)=0iken Y =0
bagmtisindan TTM {izerinde tammli ¢%* metrigi non-dejeneredir.
Boylece (TTM, g¥¥) bir semi-Riemann manifoldu olur.
Bu semi-Riemann metriklere sahip olan 77'"M nin indeksi agagidaki teoremler
yardimiyla verilebilir.

Teorem 4.2.10. (M,g) Riemann manifoldu ise (TTM,g°") semi-Riemann

manifoldunun indeksi 2n dir.

Ispat: M de normal koordinatlar goz 6niine alimirsa ¢©© metriginin matris gos-

terimi _ .
0 0 0 Lozn
0 0 Inzn O
0 y—] 0
Lywn O 0 0

olur. Bu matrisin

det [Mnzan — g¢] = (A = 1) =0

seklindeki karakteristik denklemi ilk 2n tanesi pozitif sonraki 2n tanesi negatif
ozdegere sahip oldugundan (TT'M, g¢“) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n
dir.

Teorem 4.2.11. (M, g) indeksi v olan bir semi-Riemann manifoldu ise (TT M, g“©)

semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

Ispat: M de normal koordinatlar goz 6niine alimirsa ¢©© metriginin matris gos-

terimi,

0 0 0 I?
o | 0010
g :

0I" 0 0

" 0 0 0




olur. Bu matrisin
det [Mpgan — 9] = (A = 1) =0

seklindeki karakteristik denklemi (4, —, +, —, ...) olacak sekilde 2n tanesi pozitif
2n tanesi negatif vzdegere sahip oldugundan (TTM, g¢“) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi 2n dir.

Teorem 4.2.12. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise

(TTM, g*'F) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

Ispat: M de normal koordinatlar goz 6niine alimirsa ¢*'* metriginin matris gos-

terimi,

oo
m oo o
mmoo o
0 0 0

olur. Bu matrisin
det [Mungan — g™ ] = (X = A =1 "(X>+A-1)" =0

seklindeki karakteristik denklemi (4, —, 4, —,...) olacak sekilde 2n tanesi pozitif
2n tanesi negatif 6zdegere sahip oldugundan (T'T'M, g*'F') semi-Riemann mani-

foldunun indeksi 2n dir.

Teorem 4.2.13. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise

(TTM, g°%) semi-Riemann manifoldunun indeksi 4v diir.

Ispat: M de normal koordinatlar gtz éniine almirsa, ¢°° metriginin matris gos-

terimi
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(" 0 0 0]
01" 0 0
0 0 I" 0

0 0 0 I

oldugundan (T'TM, g°°) nin indeksinin 4v oldugu goriiliir.
Teorem 4.2.14. (M, g) indeksi 0 < v < n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TTM, g5¥) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

Ispat: M de normal koordinatlar goz dniine almirsa, g% metriginin matris gos-

terimi,

olur. Bu matrisin

0
0

0o Ir 0 I

0 0 Ir
0 I Im

det [Mingan — g5 = (W = A= 1) V(X2 + X = 1)V =0

karakteristik denklemi (4, —, +,

—,...) olacak gekilde 2n tanesi pozitif 2n tanesi

negatif 6zdegere sahip oldugundan (TT M, g5¥) semi-Riemann manifoldunun in-

deksi 2n dir. Bu metriklerin isaretleri agsagidaki tablo yardimiyla dogrudan goriilebilir.

n — boyutlu 4n — boyutlu
M manifoldu TTM manifoldu
g metméz gCC gFF gSS gKK
, 2n indeksli 2n indeksli 2n indeksli
Riemann (R) R
S.R S.R S.R
v indeksli Semi 2n indeksli 2n indeksli 4v indeksli 2n indeksli
Riemann (S.R) S.R S.R S.R S.R

94




4.3. (TTM, g°“) Semi-Riemann Manifoldun Levi-Civita Koneksiyonu

Bu alt boliimde, TT'M 4n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldun herhangi bir
noktasindaki tanjant uzayimni geren uyarlanmis baz ve dual baz vektor alanlar
tanimlandi. Bu uyarlanmig bazlarin Lie parantez operatorii altindaki degerleri
hesaplandi. TT M iizerinde ¢¢“ semi-Riemann metriginin uyarlanmis baz vektsr
alanlar1 cinsinden ifadesi bulundu. M flat kabul edilerek TT'M nin Levi-Civita

koneksiyonu bilegenler cinsinden hesaplandi.

M n-boyutlu manifold olsun. 7,; : TM — M kanonik projeksiyonu ile taniml
olan T'M, M nin birinci mertebeden tanjant demeti, 775, : TT M — T'M olacak
sekilde 7p; o 7pps : TTM — M kanonik projeksiyonu ile tanimh olan TT'M M

nin ikinci mertebeden tanjant demetidir.

(U,2%),i = 1,...,n M icin lokal bir harita ise (73, (U), 2% o Tas,y*) TM icin lokal
bir haritadir. Burada y', ..., y", (U, z*) lokal haritas ile tamml (32, ..., -2-) dogal

8%1’ Y O

catisma gore 7,7 (U) daki bir elemanin vektor uzay: koordinatlaridr.

Benzer sekilde (U,z');i = 1,..,n M iginde lokal bir harita ise
((tarorar) " HU), 2t oTaroTrar, ¥ o Trar, 2%, t1) TT M igin lokal bir haritadir. Bu-
rada z', ..., 2", (13} (U), 2%, y') lokal haritasi ile tamml (52, ..., 52 ), dogal ¢atisina

gore (Tpr 0 Trar) M (U) daki bir elemanin vektor uzay1 koordinatlandir ve ¢, ..., ¢"

(734 (U), 2%, y") lokal haritas1 ile tanimh (8%1, o %) dogal catisina gore
(1o © Trar) " H(U) daki bir elemanmin vektor uzayr koordinatlaridir. Bu koordinat
fonksiyonlar1 yardimiyla 7T M nin M iizerinde 4n—boyutlu diferensiyellenebilir

bir manifold yapisina sahip oldugu (Civelek, 1988) tarafindan gosterilmistir.

TM nin tanjant demeti TT'M, T'M tizerinde diisey dagilim olarak adlandirilan
VT M =Cek(7y), integrallenebilen alt vektér demetine sahiptir. T'M iizerinde
bir non lineer koneksiyon HT'M dagilimi ile tanimh olup, T'T'M i¢inde VI'M nin

tamamlayicisidir. Bu dagilima yatay dagilim denir. Boylece

TTM =VTM® HTM
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dir.  (M,g) bir semi-Riemann manifold ve T%, Mdeki V Levi-Civita

R
koneksiyonunun Christoffel sembolleri olsun. (7'M, g°) semi-Riemann manifoldu

tizerinde HT'M yatay dagilimini geren baz vektorler

6 0 0
Cbxt Oxt L Oy

o;

dir. Buradaki N; = ykTék T'M iizerindeki non lineer koneksiyon katsayilaridir.
(6; = %) lokal vektor alanlarmin sistemi HT'M igin lokal bir catidir. (9; = a%i)

T bt

lokal vektor alanlarmin sistemi V"M i¢in lokal bir ¢atidwr. (6;,0;) TTM nin
direkt toplam ayrigimina uyarlanmig 7'M {izerinde bir lokal ¢atidir. (8y*, dx?)

¢t =1,...,n lokal 1-formlarinin sistemi
Syt = dy* + N;d:cj

olmak {izere (6;,0;);i = 1,..,n lokal catismin dual lokal catisidir
(Oproiu, Papaghiuc, 1998).

TT M nin tanjant demeti TT"T' M, TT'M iizerinde diisey dagilim olarak adlandirilan
VTTM =Cek(rry),. integrallenebilen alt vektoér demetine sahiptir. TTM
tizerinde bir non lineer koneksiyon HTTM dagilimi ile tanimh olup, TTT M iginde
VTTM nin tamamlayicisidir. Bu dagilhima yatay dagilim denir. Boylece

TTTM = VTTM & HTTM

dir. Ayrica
TTM =VTM & HT'M

oldugundan
TTTM =VVTM & HVTM ® VHTM & HHTM

dir. TM nin ikinci mertebeden tanjant demeti VVTM, HVTM, VHTM ve
HHTM vektor alt demetlerinin direkt toplami bigiminde yazilabilir. Bu vektor
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alt demetlerini geren baz vektorleri
VVTM = Span(08;), i =1,...,n,
HVTM = Span(86;),

)
VHTM = Span(96;),
HHTM = Span(56;)

dir. Eger (M, g), v indeksine sahip bir semi-Riemann manifoldu ise (TT'M, g¢©)

2n indeksli bir semi-Riemann manifoldudur.

M manifoldu tizerinde tamimhi V Levi-Civita koneksiyonu ise T7T'M manifoldu
tizerinde ¢¢¢ = g olur. Ayrica ¢°“ nin uyarlanmis lokal baz vektor alanlar

cinsinden ifadesi

¢ = 2g;;dx'6t7 + 29,6y 627

dir. Boylece,
g€ (66,,00;) = g°C(96:,80;) = gi;

olup diger tiim uyarlanmis lokal baz vektor alanlar: tizerindeki degerleri sifirdir.

Teorem 4.3.1. M flat semi-Riemann manifoldu ve I'’; Christoffel sembolleri ol-
mak tizere (TTM, g¢“) semi-Riemann manifoldu tizerindeki uyarlanms lokal baz
vektor alanlarimin Lie parantez operatorii altindaki sifirdan farkli degerleri

i) [66:,06;] = T06,

it) [66;,80;] = T'.60h,

iii) [68;,00;] = T',00,,

dir.

Ispat: TTM manifoldu tizerindeki non lineer koneksiyon katsayilar:

Nih = kuZiv Zzh = ZkFZia Th = thZz

)

olmak {izere
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~o = 0 0 0
06 = [&8" — NI —zh —
[66;,00,] 6 E N; By Z; 5h
: o 0 0
(T + 29y (O] — ATl o — 28]

oth’ yi - I Otk
= P;'Lz'g@h + Zlthjiéahv thji =0

i)
= = 0 0 o
) ] = h Y _ nh_Z_ ph
08,00, = Wigm — Mg ~ g
: o 0 o
—{T] + 2y (o;T) —ThIT) o, == — NF—]

oth” 0z T otk
= P;ngah + yZR?jigah, RZ@ =0

= T%.50,
iii)
30,805) = (8} go5 — NP = Zh — (T8 + O] ~ ThTh)) 7. 50
= BO(-T])ar
= T%00,
dir.

Teorem 4.3.2. Eger V (TTM, g°“) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita

koneksiyonu ise V nin uyarlanmis lokal bazlara gore bilesenler cinsinden ifadesi

Vis,06; = Tho6, Vi 065 =T506y,

J ij
V5,00, = TE60k, Vi 00; =T500;,
73315‘5]‘ = —Ffjgak,

olup, diger tiim bilesenler sifirdir.
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Ispat: V%ﬁaj = P;.g.éak esitligi asagidaki gibi ispatlanabilir.

olsun. V Levi-Civita koneksiyonu oldugu icin Kozsul formiilii yardimryla

29°C(V3,,005,66n) = 6699 (00;,661) + 00;9°C (861, 66:) — 66,97 (86, 00;)
—g“?(86:,(00;,664]) + g7 (00;, [66n, 66,))
+g%C (661, [66;,00;))
29“¢ (F?;nﬂgak, 66n) = 0igjn — Ongij+ 9k L5 + gl

0;9ni

=3n+k
29k’ isr::uj = O0igjn + 0jgni — Ongij

olup

—3n+k 1
Digntj = §9hk{aigjh +0gni — Ongij} = T7;

olur. Diger bilegenleri sifirdir. Boylece, Vg&é@j =T fjéak oldugu goriiliir. Benzer

hesaplamalar farkli uyarlanmis lokaz baz vektor alanlar: icin de yapilabilir.
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5. BIR SEMI-RIEMANN MANIiFOLDUN KOTANJANT DEMETI
UZERINDEKI SEMIi-RIEMANN METRIKLER

Bu boliimde, kotanjant demetin Sasaki semi-Riemann metrigine bagh diferensiyel
geometrisi ile bir Hamilton uzayinin kotanjant demetinin diferensiyel geometrisi,
bu demetin iizerinde tanmimh semi-Riemann metrigine gore incelendi. Ayrica
kotanjant demet tizerinde iki semi-Riemann metrik tanmimlanarak metriklerin isaret-

leri incelendi.

5.1. °g Sasaki Semi-Riemann Metrikli 7*M Manifoldun Diferensiyel

Geometrisi

Bu alt boliimde, M deki tanjant vektorlerin g semi-Riemann metrigine bagh
causal karekteri ile bu vektorlerin ve bu vektorler ile birlesen 1-formlarin sirasiyla
T*M ye yatay ve diisey yiikseltilmesiyle elde edilen tanjant vektorlerin 7™M
tizerindeki ¢ Sasaki semi-Riemann metrigine bagh causal karakterinin aymi
oldugu bulundu. (T*M,%g) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita
koneksiyonu ve Riemann egrilik tensorii bilegenler cinsinden hesaplandi. (T*M, g)
semi-Riemann manifoldu iizerinde jeodeziklerin diferensiyel denklemleri elde
edilerek M deki egrilerin T*M ye yatay ve dogal yiikseltilmesiyle elde edilen

egriler icin bazi sonuclar verildi.

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve T* M, M nin kotanjant demeti
olsun. Eger 2%, i = 1,...,n, m € M noktasinin U komsulugundaki lokal koordi-
natlar ise 7*M nin bir elemam olan p kovektorii (2, p;) ¢ = 1,...,n indirgenmis
koordinatlara sahiptir. Buradaki p;, p kovektoriiniin lokal koordinat fonksiyon-

laridir. w, T*M den M ye dogal bir izdiisiim olmak iizere

(28, pi) = (2, 2) = (zY),i=1,..,nii=n+1,.,2n;A=1,.. 2n,

7~ 1(U) iizerindeki lokal koordinatlardir

Bu boliimde, diferensiyel geometrik objelerin indisleri 4, j, ... ve A, B, ... sembol-

leri ile veriliyorsa indirgenmis koordinatlara gore gosterimi, a, 3, ... sembolleri ile
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veriliyorsa uyarlanmis bazlara giore gosterimi ifade eder.

T*M manifoldu tizerinde tanimh vektor alanlarmin ve g Sasaki semi-Riemann
metriginin indirgenmis koordinatlar ve uyarlanmig koordinatlara gore matris gos-

terimleri agsagidaki sekilde verilir.

g, M nin U koordinat komsulugu icinde bilesenleri g;; olan bir semi-Riemann

h

metrigi ve I'};, g ile elde edilen Christoffel sembollerini ve 3%(M) modiilii, M

deki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin C*°(7*M, R) halkas iizerinde, tiim (7, s)
tipinden C* tensor alanlarim gostersin. X € S3(M) ve w € SY(M) igin X in
yatay yiikseltilmisi X7, X in tam yiikseltilmisi X¢ ve w nin diigsey yiikseltilmisi

WY, (z", 2") indirgenmig koordinatlarina gore

X Xh 0
, XC= WV = (5.1.1)

XM=
me’,ZX" —Pm O X™ wh

seklinde tanmimhidir. Burada X" ve wy, sirasiyla X ve w nin lokal bilesenleridir.

M nin her bir (U, z") 1 < h < n koordinat komsulugu icinde
X(j) = s w(j) = dej

lokal baz ve dual baz vektor alanlari vardir. Bu vektor alanlarmin (5.1.1) de
yerine konulmasiyla (X)) ve (w(j))v (z", p) indirgenmis koordinatlarma gore

asagidaki gibi elde edilir.

oh 0 0 )
x ) = (AB) = J = — 4+p I, =—=—
( (])) ( J) pmf‘% oxd ]haph oxI
@MY — AV B
(w ) (A] ) (5? 5pj

Bu {(X(j)", (w(j))v} ={%, %} kiimesine 71 (U) C T* M nin uyarlanmsg lokal

catis, % ye yatay baz vektor alany ve % ye diisey baz vektor alany denir. Bu
J

cat1



egitlikleri yardimiyla {A(g)} = {A(j), AG)} baz vektor alanlar: ile de temsil edilir.
Ayrica

B .3
(Aﬁ):(AJB Af) 3=1,...2n
matris formunda da yazilabilir. Bu matrisin tersi
(48) = ( By CF )

71 (U) C T*M nin uyarlanmis lokal dual gatisim gosterir. Bu matrisin bilegenleri

agagidaki esitlikleri saglayacak sekilde

AD = (Al = ( 5 0 ) — i (5.1.2)

AD = <A ) = ( —pml'y On ) = dp; — pnliydz" = 6p;

& =

T*M  iizerinde 2n  tane lokal 1-form  tanimlar. Boylece

{A(a)} = {A(j ), AG)} seklindeki gat1 {A(g)} uyarlanmis ¢atisinin duali olur. Yani
A AP = &5
B (B B

dir. Yukardaki dz7, % nin dual baz 1-formu oldugu i¢in yatay dual baz 1-form,

op; de, % nin dual baz 1-formu oldugu icin disey dual baz 1-form olarak ad-

landirilir.

M manifoldu iizerindeki g Riemann ya da semi-Riemann metriginin 7% M mani-

foldu tizerine diagonal yiikseltilmigi uyarlanmig koordinatlara gore
59 = gpadr’ @ dz* = gj;dr? @ dz' + ¢7'6p; ® Op; (5.1.3)

ile ifade edilir. M deki ¢ tensér alammin diagonal yiikseltilmisi ®g 7*M icinde
(0,2) tipinde bir tensor alam olup (5.1.2) ve (5.1.3) den {da?,ép;} uyarlanmusg
lokal dual catisina gore

(98a) = ) (5.1.4)
0
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ve (27, p;) indirgenmis koordinatlarina gore

gii + g T ppr — 9T py
(gap) = J'l J o (5.1.5)
g lim g’

seklinde matris gosterimlerine sahiptir.

Teorem 5.1.1. M manifoldu tizerindeki g metrigi indeksi v olan bir semi-Riemann
metrigi ise 7™ M manifoldu iizerine diagonal yiikseltilmisi, uyarlanmis koordinat-
lara gore

59 = gpada” @ dz® = gjda? ® da' + ¢'6p; @ 6p; (5.1.6)
ifadesine sahip, indeksi 2v olan semi-Riemann metrigidir.

Ispat: M manifoldunun bir m noktasini i¢ine alan U komgulugu, normal komsgu-

luk olarak secilirse gj;(m) = £;6;; ve I'¥;(m) = 0 olur. Buradaki

g, —
1, r+1<:1<n

dir. M nin U normal komsulugu i¢inde tanimlanan g semi-Riemann metriginin

diagonal ytikseltilmisi 7% M de {d2?, 6p;} uyarlanmus lokal dual ¢atisima gore

gji(m) 0

o7 {m})) = .‘
v o s

lokal bilegenlere sahiptir. g;;(m) = €;6;; ve ¢?*(m) = £;6;; oldugundan

9pa = €p0ga
dir. Burada
-1, 1<p<v s n+1<p<n+v
1, v+1<6<n ; n+rvr+1<6<2n
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dir. Ayrica

olur. Boylece (T*M, ©g) indeksi 2v olan semi-Riemann metrigidir.

Teorem 5.1.2. (M, g) semi-Riemann manifoldunun diagonal yiikseltilmesiyle elde
edilen (T*M, ®g) semi-Riemann manifoldu iizerinde, 6 - ve % yatay ve diisey

lokal baz vektor alanlari icin

o6 6 (‘3 0 g
So(— —\ = g.. ij
0 6 o6 0
S —_— — S —_— ) =

dir.
Ispat: 59 = 9padr’ @ dz® = gppdaz® @ dz" + g*"6py @ Spy, semi-Riemann metrigi

icin
) , )
J = J J —
da’ () & drv (8%) 0
0 o ;
Pilg) = 0 el ) =4
esitliklerinin kullanilmasiyla
(5 (5 6 5 6 5
s (0 0 _ V ook 8 O
0 0
= (gkh>v 555? = (gZ]) ,
o 0 9 0 1% 0 0
5 Vo ok h kh
Y Yy _ 2k (2 Vg2 5 s
g (5pi’ 8pj) (gkn) " dx ((9pi) x (0pj) + (9 ) Pk(ap ) Ph(ap])
0 0
= (") 8k} = (97)",
o 0 9 0 v 0 )
Sg(=—,—) = he_~_ kh 0
g <3pi’ 51,]-) (gkn)" dx <8p¢) dx (&cﬂ') + (4" 6pk<8pi) 6ph(5$j)
0
0 >



o6 0 0 0 1% o 0
s _ V ok h kh
9 gy = (o) et () do () + (6) o) o)
0 0
= 0.

oldugu goriiliir.

Teorem 5.1.3. Vm € M, VX, € T,,(M), ve Yw,, € T (M) 7(6) = m olacak
sekilde Yw) , XH € Ty(T*M) ve (T*M, ®g) semi-Riemann manifoldu i¢in

i) Xm Ve wp, sirasiyla, space-like bir vektor ve space-like bir vektor iizerinde
deger alan 1-form ise X2 ve w) , (T*M, ®g) semi-Riemann manifoldu igin space-

like vektorlerdir.

i1) Xy Ve Wy, sirasiyla, time-like bir vektor ve time-like bir vektor iizerinde deger
alan 1-form ise X/ ve wy, (T*M,%g) semi-Riemann manifoldu igin time-like

vektorlerdir.

i11) Xm ve wy,, sirastyla, light-like (null) bir vektor ve light-like (null) bir vektor
tizerinde deger alan 1-form ise X} ve w}, (T*M, %g) semi-Riemann manifoldu

icin light-like (null) vektorlerdir.

Ispat: (M, g) semi-Riemann manifoldu icin X,, ve wy,, space-like bir vektor ve
space-like bir vektor iizerinde deger alan 1-form ise g(X,,, X)) > 0yada X,,, =0
ve §(Wm, wm) > 0 yada w,,, 0 vektorii tizerinde deger alan bir 1-form olur. Burada
g M manifoldu iizerinde tanimli bilegenleri g semi-Riemann metriginin tersi olan

(2,0) tipinde bir tensor alamdir. Teorem 3.2.2 yardimiyla

S v Vv

g (wy,wy) > 0veyawy =0

o (XE, X)) > 0veya X' =0

bulunur. X/’ ve wy tanjant vektorleri space-like vektorlerdir. Diger iddialarda

benzer sekilde ispatlanir.
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Teorem 5.1.4. § € T*M noktas: tizerindeki Ty(T*M) tanjant vektor uzayin

geren %, a%i yatay ve diisey baz vektor alanlar: icin
Z) [5im %] :meﬂha_gha
”) [5iia%] = _th%7
i) [, 2] = 0
dir.
Ispat: (i)
6 o 0 o 0 0
[(5332’6:16]] [8x’ * " Opr O * Jk@pk]’ h= P
_ ONj, 0 _aNih 0 n 'ONih 0 B '8Njki_
Ox' dp,,  Oxi Opy " Opr Opn " Opn Op
kesh kesh
orm  grm 0
_ jh ih mmk _ pmph 7
= pmf Dy D + L Fihrjk}aph
_ m 0
= Pm jih@ph
dir
D0 D 0 0 0Ny D
oz’ Op; oxt ih Opr,” Op;j dp; Opn
-0
_ 2
zhaph
dir
i) X € %é(M) icin
o 0 o 6 0 o b 0
X)) = v N Xk
32 0% = 5 X)) = 5 (o u(XY)
0 , 0 ,
= — (X)) - —(X)=0
?pz‘ ?pj |
0 0

dir
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Teorem 5.1.5 (M,g), V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann
manifold ve (T*M, g) de V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann
manifoldu olsun. é; = % ve 81-: 8%1_ olmak iizere V Levi-Civita koneksiyonunun

bilesenleri,

Vedj = TEoe+T5 0k 5 Vs, 0= 56 +T5 0
V.6 = f‘iék + f’% O fvvéi 6)': f%ék T f% O

olup, M manifoldu tizerinde g;; bilesenleri tarafindan belirlenen Christoffel sem-
bolleri Ffj ve V Levi-Civita koneksiyonuna baglh Riemann egrilik tensoriiniin

bilegenleri R,’jji olmak {izere V koneksiyonunun katsayilari,

~ ~r 1
ko _ k k __ m
Fz‘j = Fz‘ja Fij = iRijhprTw
_ 1 . — .
Ty = 5Rj}f%m, It =T, (5.1.9)
~ 1 X —
ko him kE _

ko =k
Fi—j = 0, Fi—j—O

dir. Burada R/9™ = ghlgki R dar.

ispat: Sadece V Levi-Civita koneksiyonunun ffj katsayis1 icin bir ispat
verilecektir. V, (T*M, S¢) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu

oldugu i¢in

20°(V, 65:00) = i %9 (6;.00) +8; %9 (0n, 0)— 0 °9 (95, ;)
—%9(95,[6;,0n)) + 59 (8,10, 8:]) + 9 (n, [94,6))
SN—— SN——
_F?kék F;kak
Kozsul formiiliinii saglar. Teorem 5.1.2, Teorem 5.1.4 ve diisey vektor alanlarinin

bir fonksiyonun diigsey yiikseltilmisi iizerinde sifir degerini almas1 tanimi geregince

o ghz‘

oxI

259 (T4, Ok, 0n) = = + 9" T + ¢" T,
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ve
B ) aghi )
—0;g(da", da’) = o = gl + g T,

oldugundan,

5
I5,=0
elde edilir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 5.1.6. (T*M, 5g) semi-Riemann manifoldunun V Levi-Civita koneksi-

yonuna bagh K Riemann egrilik tensoriiniin bilegenler cinsinden ifadesi

K(617 6])676 = f{/gijéh + KIZ] 6h7 R/(éﬂ 6]) ak: k:z]éh + k'L] ah

E(@a 3j)5k = E;?ijcsh + Eﬁf éh, f(/(éi, (‘9]) 8}:: Kfl;(sh + Kﬁ: 3h

K(9:,0;)6, = K,};U(Sh + K,m On. K (0,0;) Or= f(%i—j(sh + K ,m o,

olmak iizere sifirdan farkl bilegenleri

K 1 an an m an
K]?ij a ka 4pmpn( aJth - aszh - QRaURh )
—_— 1 . .

=~ 1

Ky = gpal(Vil™ = Vi RET)

oh 1 akm akm

Kf; = —Bhy + gpmpa(BS Ry — R RYG,) (5.1.10)
—~ 1 m

Kz = 5pnViltY

h 1 1 ajm

Kk:z; - hak + 4pmp’n(R Rhm)

K- 1 h 1 akm n

Kgﬁ = §Rk] + mepn(Rzk RZJ )

K v ? 1 ajm phin aim phin
K5 = (R’” RY) + pmpa( BT B — R R

dir.

Ispat: (5.1.9) daki esitliklerin kullanilmasiyla

K(6;,6;)0, = Vs, V5 5k—V5 Vs, 6k—V5 6,10k

1
= Vs {Th.6n+ meth On} — V& {Th.6n + mehzk On} — Pm hﬂv 5k
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1
= {RZij + mepn( Z}kR?an - RﬁkR?“" - 2R$ijan)}5h +

1
+§pm(vz‘R7fZ‘k — V;Rp) On

esitligi elde edilir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanir.

Sonug 5.1.7. (T*M, %g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (M, g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasidir.

Tamim 5.1.8. ¢, (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerinde z" = z"(t) ile lokal
olarak ifade edilen bir egri ve wy,(t) de ¢ boyunca paralel bir vektor alani iizerinde

deger alan bir 1-form ise (7% M, ®g) semi-Riemann manifoldu iizerinde
h__ h . _
z" = z"(t) ; pr = wp(t) (5.1.11)

bilegenleri ile verilen ¢ egrisine M iizerinde bir ¢ egrisinin yatay yiikseltilmigi denir.
(Akbulut, Ozdemir, Salimov, 2001)
Eger p, = wy(t) ¢ egrisinin X = dd—f teget vektor alani ile birlegtirilmis kovektor

alani ise (5.1.11) ile tamimlanan ¢ egrisine ¢ egrisinin dogal yiikseltilmigi denir.

Teorem 5.1.9. Eger ¢, °g semi-Riemann metrigine sahip 7*M iizerinde bir
egrinin yay uzunlugu parametresi ise T*M iizerinde jeodeziklerin denklemleri

uyarlanmis koordinatlara gore

8% him 42" 0pi

gz el gy = 0
52ph
az Y

dir
Ispat: ¢ yay uzunlugu parametresine gére T*M iizerinde jeodeziklerin denklem-
leri indirgenmis koordinatlara gore

Szt dP2t -, daC daP
= +lep——
dt? dt? dt dt

olur. Bu denklem asagidaki esitlikler yardimiyla uyarlanmis koordinatlar cinsin-
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den

- _ (5.1.12)
0" = BhidxB = 6py,
ve
o
et dt
0 _ om
d — dt
esitlikleri yardimiyla B ;
d 0 ~, 0740
—(—)+TI%——=0 5.1.13
i@ g ( )

biciminde ifade edilir. T' mn (5.1.9) daki bilegenleri sayesinde (%M, g) semi-

Riemann manifoldu tizerindeki jeodeziklerin denklemleri

§2xh dx’ bp;
R — 5.1.14
az PR ( )
52]%
—5 =0 (5.1.15)

biciminde elde edilir.

Tanim 5.1.10. (T*M, ®g) semi-Riemann manifoldu tizerinde ¢ yay uzunlugu

parametresine gore 67,y = 1, ..., 2n lokal bilegsenlerine sahip bir ¢ egrisine

5 1, %space-like bir egri,

0” 6« _
D . de gi o
9Ba Jt 0t € 1, a time-like bir egri,
0, % light-like bir egri

denir.

gﬂa%% = ¢ metrigi € # 0 i¢in

dz’ dx* + g]l%%

a9 g e

Gji
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olur. T*M iizerindeki jeodezik denklemlerinin (5.1.15) esitligi geregince

6 i OD; Opi
_ VIE S R R
dt (g dt dt) 0

dir. s, M iizerindeki yay uzunlugu parametresi olmak iizere

ds\? dz? dx’
) = s

olup s ile t lineer bagimhdir. Bu nedenle 6zdes kabul edilebilir. T M tizerinde

jeodezik bir egri " = sbt olacak sekilde tanimlaniyorsa jeodezik denklemleri

5.1.15) daki esitlik sayesinde at oldugundan,
dt

d2ph .
a2
haline gelir. Boylece d;f;" = 0 diferensiyel denklem sisteminin coziimleri a”, b"

keyfi sabitler olmak iizere p, = a”t + b* olur.

Sonug 5.1.11. Eger bir jeodezik egri °g semi-Riemann metrikli 7*M nin

fibreleri iizerinde saglaniyorsa (x", py,) indirgenmis koordinatlarina gore, a, b, c

h

keyfi sabitler olmak iizere 2" = ¢, p, = a”t 4 b" lineer denklemleri ile ifade edilir.

Sonug 5.1.12. (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerindeki bir jeodezigin yatay

yiikseltilmisi (7% M, ®g) semi-Riemann manifoldu {izerinde daima bir jeodezikdir.

(M, g) semi-Riemann manifoldu tizerindeki 2" = z"(t) ile tanimlanan bir egrinin

dogal yiikseltilmisi, (T*M, °g) semi-Riemann manifoldu {izerinde

o = 2"(t) ; Ph = Gih—

lokal bilegenleri ile verilir.
Teorem 5.1.13. (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerindeki 2 = 2"(t) ile tanim-
lanan bir egrinin dogal yiikseltilmisi, (T*M,°g) semi-Riemann manifoldu

tizerinde bir jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart
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6t L daP §%29 dat

Lz — 1.1
dt? + Fiyi dt dt? dt 0 (5.1.16)
53xh

olmalidir.

Ispat: (5.1.14) ve (5.1.15) denklemlerinde p;, yerine gih% konulmasiyla (5.1.16)
ve (5.1.17) denklemleri elde edilir.
Sonug 5.1.14. (M, g) semi-Riemann manifoldu tizerindeki herhangi bir jeodezigin

dogal yiikseltilmisi (T*M, ®g) semi-Riemann manifoldu {izerinde bir jeodezikdir.

Teorem 5.1.15. (M, g) semi-Riemann manifoldu igindeki bir ¢ egrisinin dogal
yiikseltilmisi ®¢ metrikli 7%(M) icinde bir jeodezik ise ¢, M icinde bir jeodeziktir
veya ¢ nin birinci egriligi sabit ve ¢ nin her noktasinda oskiilator diizlemle taniml

kesitine gore M nin Riemann kesitsel egriligi sabittir.

Ispat: (M, g) semi-Riemann manifoldu tizerindeki 2" = z"(t) ile tammlanan
bir egri, yay uzunlugu parametresi ¢ olan (T*M, °g) semi-Riemann manifoldu

tizerinde bir jeodezik ise (5.1.15) egitliginden

5 () o

dt dt dt

dir.

g B o

Pj = Gjk dt ) bi = gil dt

oldugundan

6 ( i 62k 6%

g\ 9k =0
olup,

b (, Sal&aN
at \ e e ) T

elde edilir. Bu denklemin sifira egit olmasi iki farkli sart altinda miimkiindiir.
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Birincisi,
62 h
°rT
dt?
yani 2" = x"(t) lokal bilegenleri ile verilen bir ¢ egrisi M de bir jeodeziktir.

&2z
dt?

Ikincisi, (5.1.17) den c egrisinin birinci egriligi sabittir. vektorii yoniinde

esitligini saglayan birim vektor Y* ve M {izerindeki ¢ egrisinin tegeti yoniindeki

birim vektor X" = % alinarak bu vektorler (5.1.16) esitliginde yerine konulursa

bulunur. Bu ifade Y ile kontraksiyona ugratilirsa,
Rijin XY XY = —¢, e#0

elde edilir. Boylece X" birim teget vektorii ile Y* birim normal vektorii tarafindan

gerilen P oskiilator diizleminin kesitsel egriligi
’C(p) == RkjithYinYh = —&, 15 75 0

sabittir.
5.2. Bir Hamilton Uzayinda Semi-Riemann Geometri

Bu alt boliimde, gravitasyon alanlar i¢cin 7'M de L fonksiyonuna bagli Euler-
Lagrange denklemleri, Legendre doniisiimii yardimiyla 7*M de H fonksiyonuna
bagh olarak ifade edildi. Elde edilen denklemin coziimii ile ilgili baz1 sonuglar
bulundu. M manifoldu tizerinde tamimh V Levi-Civita koneksiyonunun 7™M
manifoldu {izerinde “g semi-Riemann metrigine karsihk geldigi gosterilerek
(T*M, ©g) semi-Riemann manifoldunun diferensiyel geometrisi incelendi. Boliim

3.1. de T'M tiizerinde tanimlanan semi-Riemann metriklerin Legendre doniisiimii

yardimiyla 7™ M deki kargiliklar: elde edildi.
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M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve T*M, = : T*M — M kanonik
projeksiyonu ile tammmh M nin kotanjant demeti olsun. {U,z'} 1 < ¢ < n
M manifoldu iizerinde lokal bir harita ise (7 NU),z',p;) T*M
tizerinde lokal bir haritadir. Buradaki z' = z’or ve p; de T*M nin (dx!, ..., dz")
lokal catisina gore m1(U) igindeki bir elemanin vektér uzayr koordinatlaridir.
T*M tizerinde tanimlanan bu harita yardimiyla 2n boyutlu diferensiyellenebilir
manifold yapisina sahip olur. 7*M nin tanjant demeti TT*M, VT*M =Cekm,
ile tanimli integrallenebilir bir alt vektor demetine sahiptir. V™M ye T*M nin
diisey dagilimi denir. 7™M manifoldu iizerinde bir non lineer koneksiyon HT™M
ile tanimli olup TT*M icinde VIT™*M ye tamamlayict bir dagihmdir. Bu dagilim
T*M nin yatay dagilimi olarak adlandirihir. Boylece

TT*M =VT*M & HI*M

0
Op1

(52, ..., 52 lokal vektor alanlarmmn bir sistemi de HT*M igin lokal bir catidur.

6(E1 ?

olur. (3, ..., a%) lokal vektor alanlarimin sistemi V™M i¢in lokal bir catidir.

Burada

0 0 0

_ 2 N, L
o7 ox ? Op;

dir. Ayrica denklemdeki N;; katsayillarnt HT*M ile tamimlh non lineer

koneksiyonun koneksiyon katsayilar1 olup (Yano, Ishihara, 1973) tarafindan
Nij(z,p) = _F;‘gjpk

esitligi ile tanimlanmigtir. r fj M manifoldu {iizerinde V Levi Civita
koneksiyonunun bilegenleri oldugu i¢in 7*M iizerinde tammlanan N;; non lineer
koneksiyonu simetrik bir non lineer koneksiyon olur. HT*M dagiliminin integral-
lenebilir olmasi icin A7 M nin torsiyon tensorii olan Ry;; nin sifir olmasi gerekir.

Yani,

CREI)
Szi sxi’ M gy
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olup Ry;;, T* M iginde N;; non lineer koneksiyonunun bilesenleri yardimiyla

5Ni  6Nj

bxt oxd

Ryi; =

ve M manifoldu iizerinde Rfm-j Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri yardimiyla

Ryij = pu Ri;zj

seklinde tanimhdir. Ayrica T*M nin baz vektor alanlar iizerinde diger Lie

parentez operatorleri

o6 0 o 0
[@’8_1%] = Fikapk
o 0

— —] =0
[3]37; apj]

seklinde tanimhdir (Oproiu, Papaghiuc, 1990).

Tanmim 5.2.1. T'M manifoldu iizerinde L : TM — R reel degerli diferensiyel-
lenebilir fonksiyonuna M iizerinde regiiler bir Lagrangean denir. Bu fonksiyon

yardimiyla tanimli olan

9L
w0 By

metrigi M manifoldunun tiim x noktalari tizerindeki tanjant vektorler i¢in non

dejeneredir. Bir Lagrange manifoldu (ya da Lagrange uzay1) iizerinde regiiler bir
Lagrangean tagiyan diferensiyellenebilir manifolddur (Oproiu, Papaghiuc, 1987).
Teorem 5.2.2. M Lagrange manifoldu iizerindeki bir egrinin jeodezik bir egri
olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu egrinin 7'M manifoldu tizerindeki dogal yiik-
seltilmigi tizerinde deger alan L fonksiyonunun FEuler-Lagrange diferensiyel
denklemlerini saglamasidir (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Tanim 5.2.3. M n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve H,

115



i) H : (z,p) € T*"M — H(z,p) € R olacak sekilde 7 : T*M — M kanonik
projeksiyonunun sifir kesitleri tizerinde siirekli ve T*M\{0} = T+*M fizerinde
diferensiyellenebilir ve

i1) T*M nin p; degiskenlerine gore Hessian

. 82H
97 (z) = 900
A

M manifoldu {izerinde g% (z) non-dejenere sabit isaretli, (2,0) tipinde simetrik,
kontravaryant tensor alani ile veriliyorsa H™ = (M, H(zx,p)) bir Hamilton mani-

foldu (ya da Hamilton uzay1) olarak adlandirihir (Miron, 2001).

Tanim 5.2.4. L € C°°(TM,R) diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in

Leg: TM — T*M

(%, y") — (:ci,gyLi:pi)

olacak sekilde tanimlanan diferensiyellenebilir doéniisiime Legendre déntigiimai denir.

Bu doniigiimiin ters doniigiimiit H € C*°(T'M,R) diferensiyellenebilir fonksiyonu
icin
Leg7t: T"M — TM

(wi,p) — (o', % =)

olacak sekilde tanimlanir (Miron, 2001).

Lagrange ve Hamilton manifoldlari, Diferensiyel Geometricilerin oldugu kadar
Mekanik bilim dal ile ugragan Miihendislerin ve Fizikgilerin de 6nemli konularin-

dandir. Bu konularin mekanikdeki kavramlar ile iligkisi agagidaki gibi verilebilir.

Bir mekanik sistemin konfigiirasyon uzay: diferensiyellenebilir bir manifold yapisina
sahiptir. Bir Lagrange mekanik sistem M konfigiirasyon uzayim tanimlayan bir
manifold ve L M nin tanjant demeti tizerinde tanimli bir fonksiyon olmak tizere

(M, L) ikilisi ile ve Hamilton mekanik sistem de H M nin kotanjant demeti
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tizerinde bir fonksiyon olmak iizere (M, H) ikilisi ile verilir. Lagrange mekanik
sistemde hareket eden bir parcacik konfigiirasyon uzayi iizerinde bir egri tanimlar.
Bu egrinin konum koordinatlari, M manifoldunun lokal koordinat fonksiyonlaridir
ve konum koordinatlarinin zamana gore tiirevsel koordinatlari olan hiz koordinat-
lar1 ise egrinin teget vektoriiniin lokal bilegenleridir. Euler-Lagrange diferensiyel
denklemleri M deki bir par¢acigin konum koordinatlar: yoniinde parcaciga etkiyen
kuvveti tanmimlar. 3 boyutlu uzayda bir pargacigin genellestirilmis koordinatlar:
(X,Y) olan bir yiizey boyunca hareket ettigi kabul edilsin. Bu parcaciga yiizey

boyunca tesir eden kuvvetler, F'x, Fy

d OL oL d 0L oL

“uox) Tax T aly) v

0 X t oy’ OV
diferensiyel denklemleri ile tamimlanir. Eger kuvvet sifir ise m, parcacigin kiitlesi
ve a da parcacigin birim zamandaki hiz degisimi olarak tanimlanan ivmesi olmak

tizere kuvvet

F=ma=0

oldugundan pargacik ivmesiz olarak hareket etmektedir. M de ivmesi sifir olan
egriler  jeodezikleri tanimladigindan parcacik konum uzay1 iizerinde
jeodezik bir egri boyunca hareket etmektedir. Parcacik toplam enerjisi sabit olan
bir sistem (konservatif sistem) iginde hareket ediyorsa L fonksiyonu kinetik ve
potansiyel enerjilerin farkina egittir. Konservatif sistemlerde ivmesiz bir hareket
boyunca L fonksiyonu sabit kalir. Benzer sonug kinetik ve potansiyel enerjilerin
toplamlarina esit olan H icin de gegerlidir. H fonksiyonu M deki bir egrinin
konum ve momentum koordinatlarina bagh olarak tanimlanir. Momentum koor-
dinat1, L nin hiz koordinatina gore kismi tiirevlerine esittir (http//www.mathpages.

com/home/kmath523 /kmath523.htm).

Bu boéliimde gravitasyon alanlar icin bir parcacigin hiz koordinatlari iizerinde

deger alan w 1-formunun kovaryant sabiti oldugu gosterilecek.

Bir mekanik sistemde gravitasyon alanlarimin L = %gij(x)yiyj Lagrange

fonksiyonu Legendre doniigiimii yardimiyla gravitasyon alanlarinin H = % g (x)pip;
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Hamilton fonksiyonuna doniistiiriiliir. 7'M manifoldu tizerindeki Euler-Lagrange

diferensiyel denklem sistemine denk olan kanonik Hamilton denklemleri

dx’ y dp; ~ OH
dt — Oxi

(5.2.1)

ile tanmimhdir (Miron, 2001).

Teorem 5.2.5. M iizerinde g bilegenlerine sahip ¢ (0,2) tipinde kovaryant ten-
soril ve gipg™ = 67 esitligi saglanacak sekilde g* (2,0) tipinde kontravaryant ten-
sorii  tanimlansin. Ayrica M iizerinde L = % gij(x)y'y’ bir Lagrange
fonksiyonu ve H = $¢"(z)p;p; bir Hamilton fonksiyon olsun. M {izerinde tammh

bu fonksiyonlar arasinda asagidaki bagintilar vardir.

oL 0H 0L OH

or = od op op

Ispat: L = 19:i(x)y'y esitligi yardimiyla,

oL _10g; ;
oxk 2 0xk

(5.2.2)

olur. Benzer sekilde H = %gij (x)p;p; esitliginden,

OH 1999

ozk — 2 0xh I
elde edilir. Legendre doniistimii yardimiyla

oL
ayz _pZ

oldugundan
pi = gijyj ) yj = gijpi
olur. Ayrica, ghgy; = 6; ve 52 (g™ gn;) = 0 oldugundan
Ogn;  Og™

ok —@gmgm
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elde edilir. Elde edilen bu deger (5.2.2) de yerine konulursa

oL dg™"

% = _%ghjnghiyi

ve boylece
OL _ 0H
oxt Ot
sonucu elde edilir. Ayrica
oL =p; . 0_H — gjip'
8y" (2 9 8p] (2
oldugundan
oL _ OH
oy’ 9i Op;

bulunur. Bu teorem yardimiyla asagidaki diferensiyel denklem elde edilir.

d L, OL _ e d, OH  0H

@'y " om0 @i, T g

Teorem 5.2.6. M iizerinde herhangi bir egri v ve M nin herhangi bir (¢) noktas:
iizerindeki % teget vektorii tizerinde deger alan 1-form w = p;da® olsun. T*M
tizerinde H(vy(t), gi; (y(t))d%@) Hamilton fonksiyonuna bagh kanonik Hamilton
denklemleri saglaniyorsa 2 teget vektorti ile birlestirilmis w = pida® = g;j(z) S dz

1-formu M iizerinde kovaryant sabitidir.

Ispat: H Hamilton fonksiyonuna bagl kanonik Hamilton denklemleri

d, 0H oM
dt Jis 8p] ox’

ile tanimhidir. Bilegke fonksiyonlarin diferensiyeli geregince

dpy, 0 ( 8H> de*  OH

&t "o \Yap, ) @ T on
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L

olur. = ¢g"p, esitliginin yukardaki denklemde yerine konulmasiyla

A O (OHY o,y OH

denklemi elde edilir. Esitligin her iki yam [g*¢] matrisinin tersinin g, bilegenleri
ile igleme sokulursa
d
Ph y Gy(z,p) =0, (5.2.3)

Gka E

elde edilir. Burada
0 oOH oOH
G (I p) 8 ak (gzya ) "_gka%'

dir. T*M f{izerindeki non lineer koneksiyon

1 82 1 g
Njj = G% = ~Grar—r— = = Gha = Dbs

ile tanimlansin. Burada

. 108G,
G = 5

olur. Bu egitlikten yararlanarak

ONj 1 9Og®
= Z0ka—Qa
opy 277 Oz

elde edilir. g% M manifoldu {izerinde (2,0) tipindeki bir tensoriin bilegenleri

oldugundan
(‘39‘”’ 0
ol Dl (dz®, dx®)
esitligi vardir. Bu esitlik yardimiyla
ON,i.

Ope

elde edilir. Boylece Nj;, = —I' ?kpb ve G;(z,p) = —F?kpbpa egitlikleri ve

dpk

— — T pg™pa = 0.
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elde edilir. Boylece
dpy, ,  dz”

g~ Lakpege =0

olup V, M manifoldu iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere

dt gzk

()

esitligi elde edilir. Sonug olarak M iizerindeki y(t) egrisinin teget vektorleri

iizerinde deger alan w 1-formu M iizerinde bir kovaryant sabitidir.

Legendre doniistimii yardimiyla, 7'M {iizerinde tanimli yatay ve diisey, baz ve dual
baz vektor alanlari ve 1-formlarin ve g;; reel degerli fonksiyonun 7 M tizerindeki

diferensiyel geometrik objelere taginmasi (Miron, 2001) tarafindan agagidaki gibi

tammlandi.
(Leg)* : HTM—>HT*M ) (Leg_) VTM—>V*T*M
— g'L]b‘p]
6z 61"
(Leg™™)* . H*TM—H*T*M (Leg). VITM—=VT'M  (5.2.4)
dx* — dz* gii
ayz Jap
(Leg_l)* : %8(TM)—>\90(T*M)
Gij 9ij

Bu tamimlar yardimiyla 7'M iizerinde tanimli semi-Riemann metrikler 7™M

tizerinde semi-Riemann metriklere doniigtiiriiliir.

Teorem 5.2.7. M manifoldu iizerinde g;; bilegenlerine sahip olan g non-dejenere
metrik tensoriiniin 7’M manifolduna tam yiikseltilmisi olan ¢¢ T M iizerinde bir
semi-Riemann metrik olup bu metrigin Legendre doniistimii yardimiyla 7 M deki
karsihig1 Levi-Civita koneksiyonunun Riemann geniglemesi olarak adlandirilan “g

semi-Riemann metrigidir.

Ispat: TM iizerinde ¢ = 2¢;:6y'dz* lokal bilegenleri ile tamiml olan g€ semi-
Riemann metrigini Legendre doniigiimii yardimiyla (5.2.4) deki egitlikler kul-
lanilarak

(Leg)" + S(TM) —  S5(T"M)

9C=gi;6yidz* ~ (Leg=1)*(9¢)=Cg
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doniigtiiriliir. Burada

Cg = 26p;da*
(Willmore, 1988) un soziinii ettigi 7*M iizerindeki semi-Riemann metriktir.

M, V Levi-Civita koneksiyonuna sahip olan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir
manifold ve T*M onun kotanjant demeti olsun. M iizerindeki V Levi-Civita
koneksiyonunun 7*M {izerinde bir semi-Riemann metrige karsilik geldigi asagi-

daki gibi gosterilebilir.

C(0) = P olacak sekilde T*M iizerindeki bir nokta P ve X de P iizerinde C
egrisine teget vektor olsun. C(t) m kanonik projeksiyon doniigiimii altinda M
deki () egrisine izdiistiriilsiin. C(0) = P noktasindan gecen C(t) egrisi m pro-
jeksiyon doniigiimii altinda M deki p = 7(P) noktasindan gegen +y(t) egrisine
tekabiil eder. (Vgr(x)w(t))i=o, dm(X) izdiistirtilmiis teget vektorii altinda deger
alan p iizerindeki bir kovektordiir. M iizerinde tanimh bu iglem T'(7* M) iizerinde
@ kuadratik diferensiyel formunu tanimlar. Bu tanimlanan kuadratik diferensiyel

form yardimiyla 7% M nin P noktas iizerinde ©g 2-lineer formu
CgXY) = QX +Y, X +Y) - QX,X) - Q(V,Y)  (5.25)

ile tanimlanir. Buradaki X ve Y T* M manifoldunun P noktasi iizerindeki tanjant
vektorlerdir. M nin bir p noktasim igine alan U agik komsulugu igindeki lokal
koordinat sistemi (z%),1 < i < n olsun. O zaman (2',p;), 7 }(U) i¢in lokal

koordinat komsulugu olur. Buradaki p;
w = pjdxj .

ile tammmhdir. 7*M igerisinde lokal olarak ¢ — (2*(t), p;(t)) ile ifade edilen egri M
icinde y:t — (:L“Z (t)) egrisine tekabiil eder. Buradaki i (t) = dd—””ti dir. P iizerindeki
X vektorii (& (0),p;(0)) lokal bilesenleri ile tammh olup dn(X) projeksiyonu
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altindaki goriintiisii &* (0) dir. O zaman, ¢ = 0 da

Vanpow(t) = & (0)(Vipy(t))de?

dp; .
— dtj pr z" ( )| da?

olur. Buradaki I'%.

2> M manifoldu tizerindeki g;; metrigine bagh Christoffel sem-

bolleridir. Bu kovektoriin dr(X) deki reel degeri

QX,X) = (vdﬂxw@)) (dw(X))

= Fl]pk '+ p]
olur. Bu elde edilen degerler (5.2.5) de yerine konulursa “g (X, X)
Y9 (X, X) = (-2 ”pkdxldmj + 2dp]dx]) (X, X)

olur. Boylece “g nin lokal ifadesi 7=(U) igindeki (¢, p;) indirgenmig koordinat-
laria gore

= QFZkadmidxj + 2dp; da?

ile ifade edilir. T*M tiizerindeki uyarlanmms lokal gat1 (dz?, 6p;) olur. Burada
6pi = dp; — pel'lda?,
oldugundan ©g , T*M iizerindeki bu uyarlannmus lokal catiya gore
Cg = 26p;da’

ile ifade edilir. T M {izerinde tanimlanan bu 2-lineer form ayni zamanda simetrik
ve non dejeneredir. Bu nedenle T*M {izerinde bir semi-Riemann metrik olur
(Willmore, 1988). Ayrica T* M manifoldu iizerinde tamimlanan bu metrigin yatay

ve diisey baz vektor alanlari tizerindeki degeri

LR ey 0

g(%?@) - )
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— =) = § — — )=

dir.

Teorem 5.2.8. V T*M {izerindeki Levi-Civita koneksiyonu ve H™ gravitasyon
alanlar ile tammmli bir Hamilton uzay olsun. T*M iizerinde “g semi-Riemann

metriginin Levi-Civita koneksiyonunun lokal bilegenler cinsinden ifadesi

%&.5]' = _Ffjék + Rijkf)k, %57;8]' = ngak,
Vab; = 0, V,0; =0
dir. Burada
1) 0
b =—, 0; = .
ox’ Op;
dir.

Ispat: 7*M manifoldunun uyarlanms lokal baz vektor alanlar icin Kozsul for-

miilii yardimiyla Teorem 5.1.5 e benzer olarak elde edilir.

Teorem 5.2.9. (dz*, 6p;), (%, 8%1-) uyarlanmig lokal baz vektér alanlarimin dual

baz 1-formlar olsun. (dz‘,6p;) nin uyarlanmis lokal baz vektor alanlarna gore

kovaryant tiirevinin bilegenler cinsinden ifadesi

Vsda? = Tda" ; Vs.8p; = Rigpda® — T35 0p

6aidxj =0 : %31.5]73»:0.

dir.
Ispat: dz/ € H*TM olmak iizere

(Vs da)(6) = 6:(da? (k) — da? (Vs,6,) = T,
(%@dxj)(ak) = 6Z(dl'3(8k>) - dftj(%glak) =0
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oldugundan

651. dz? =T da*

dir. Digerleri de benzer gekilde ispatlanir.

Teorem 5.2.10. H" gravitasyon alanlar ile tanimh bir Hamilton uzayn, vV T*M
tizerindeki “g semi-Riemann metrigine bagh Levi-Civita koneksiyonu ve K T* M
tizerindeki Riemann egrilik tensorii olsun. 7" M {izerindeki Riemann egrilik ten-

soriiniin lokal bilegenler cinsinden ifadesi

K(6:,6;)0k = Rpijon+ (651-th1¢ — 6«Sj-flzihks)ah
K(6i,6;)00 = —RpijOhn
ORikn
( J) k apj h

K(6:,05)0, = K(0;,0;)0r = K(0;,0;)0 = 0.
dir. Burada

ﬁ@thk = 6; Rjnx + lehrﬁ'j + Runlly, + Rjuly,
dir.

Ispat: Teorem 5.1.6 ya benzer olarak ispatlanir.

Teorem 5.2.11. (T*M, “g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasi icin gerek

ve yeter sart (M, g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasidir.

Teorem 5.2.12. M manifoldu iizerindeki g Riemann ya da semi-Riemann metriginin
T M manifolduna g¥ + ¢¢ yiikseltilmisi olan g%, T'M iizerinde bir semi-Riemann
metrik olup bu metrigin Legendre doniistimii yardimiyla T7*M deki karsiligi
Fg=7*(g) + “g de bir semi-Riemann metriktir.

Ispat: T*M de uyarlanmus koordinatlar gtz oniine alimirsa ¢ metriginin bilegen-
ler cinsinden ifadesi

Fg= gi;dx'dz? + 2dz'Sp;
olur. T*M manifoldu iizerinde tanimh bir X vektor alani

TT*M = HT"M & VT*M
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yatay ve diigey vektor alanlarinin direkt toplami biciminde yazilabilir. Yani
X =X 44"

olur. Buradaki w M manifoldu iizerinde g semi-Riemann metrigine gore X ile

birlesen bir kovektor alamidir. Yani,
w = X,dz’, Xi = gin X"

lokal bilesenlerine sahiptir. Boylece X, Y € y(T*M) ve C°(T*M,R), T*M

manifoldu tizerinde C'*° fonksiyonlarin halkasi olmak iizere
Fg:x(T*M) x x(T*M) — C>®(T*M, R)
doniistimii

Fg<XH’YH) = Fg<XH>9V) = g(wV’YH) = (g(X, Y))V

Fg",0") = 0

olacak sekilde tammhidir. ¢ doéniisiimii 2-lineer, simetrik ve non-dejenere bir

doniigiim olup T* M manifoldu tizerinde bir semi-Riemann metrik tanimlar.

i) 2-lineerlik: X,Y,Z € X(T*M) ve Vo, 5 € R olmak iizere

Fg(a)? + BY, Z) = Fg((aX +BY)H + (aw + B9)Y, Z% +1")
= Tg((aX +pY)", Z") +7 g((aX + 6Y)",7")
+g((aw + 89)Y, Z")

= afg(X,2)+p"g(Y.2)
olup ¥'¢ 2-lineerdir.
it) Simetriklik: X,Y € x(T*M) i¢in
Tg(X,Y) = Tg(XT YT +F g(XM0Y) +7 glw", Y )
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= Tg(" X)) +F (6", XT) +7 g(YH, ")

= Fg(Y7X)

olup ¢ simetriktir.

ii1) Non-dejenerelik: T* M manifoldu iizerinde uyarlanmig koordinatlara gore ©'g

doniisiimiiniin karsilik geldigi matris

Gij 52’]‘
5@' 0

olup determinant1 sifirdan farkli oldugu icin ¢ non-dejeneredir. Ayrica M
tizerinde normal koordinatlar kullamlarak (7% M," g) semi-Riemann manifoldunun

isaret sayilar1 (n,n) dir.

Teorem 5.2.13. M manifoldu iizerindeki g Riemann ya da semi-Riemann
metriginin 7'M manifolduna ¢¢ + ¢ yiikseltilmisi olan ¢g*, T'M iizerinde bir
semi-Riemann metrik olup bu metrigin Legendre doniistimii yardimiyla 7™ M deki
karsihig1 X g bir semi-Riemann metriktir.

Ispat: T*M de uyarlanms koordinatlar goz 6niine alimirsa % g metriginin bilegen-
ler cinsinden ifadesi

Kg = deiépj + gijﬁpiﬁpj

olur. Boylece X, Y € x(T*M) ve C*°(T*M,R), T*M manifoldu iizerinde C'*

fonksiyonlarin halkasi olmak tizere
Kg:x(T*M) x x(T*M) — C*>(T*M,R)
doniistimii

Kg(wV7 0V> = Kg(XH’ ‘9‘/) =K g(wV’ YH) = (g<X’ Y))V

Kgx® vyH)y = 0

olacak sekilde tanimhdir. ®g¢ doniistimii 2-lineer, simetrik ve non-dejenere bir
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doniigiim olup 7™M manifoldu iizerinde bir semi-Riemann metrik tanimlar.

Ayrica M iizerinde normal koordinatlar kullamlarak (7*M.,X g) semi-Riemann

manifoldunun igaret sayilar1 (n,n) dir.

M manifoldu tizerinde tanimli g Riemann ya da semi-Riemann metriginin bilegen-

lerine bagh T*M {izerindeki metrikler ve isaretleri asagidaki tablo yardimi ile

goriilebilir.

n — boyutlu
M mani foldu

2n — boyutlu
T*M mani foldu

c

S

K

g metrigi g Fg=m"(g9)+ % g g
_ n indeksli n indeksli n indeksli
Riemann (R) R
SR S.R S.R
v indeksli Semi n indeksli n indeksli 2v indeksli n indeksli
Riemann (S.R) S.R S.R S.R S.R
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6. BIR SEMi-RIEMANN MANIFOLDUN iKiNCi MERTEBEDEN
KOTANJANT DEMETI

Bu boliimde, bir semi-Riemann manifoldun ikinci mertebeden kotanjant
demetinin diferensiyelenebilir manifold yapisi tanimlandi. Daha sonra bu semi-
Riemann manifold iizerindeki diferensiyel geometrik objelerin ikinci mertebeden

kotanjant demetlere yiikseltilmisleri elde edildi.
6.1. T*T* M nin Diferensiyellenebilir Manifold Yapisi

M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve TyM, ¢ € U C M noktasi
tizerinde T, M tanjant uzaymin dual uzayr olan kotanjant uzayi olsun. M nin

tiim ¢ noktalar {izerindeki kotanjant uzaylarinin ayrik birlegimi olan

M=) ;M
qeM
ye M nin birinci mertebeden kotanjant demeti denir. 7*M nin bir w noktasi
tizerinde 7y (w) = q olacak sekilde 7y, : T*M — M kanonik projeksiyonu tanmm-
hdir. (U,2%) 1 < i < n M iizerinde lokal bir harita ise (73, (U), 2" o maz, pi)

T*M igin lokal bir haritadir. Buradaki py, ..., p, (U, z") lokal haritasi ile tanimh
(g27+ - 7am

525, ..., 5o ) lokal catismn (dz', ..., dz") lokal dual catisma gore my/ (U) daki
bir elemanin vektor uzayr koordinatlaridir. Bu lokal harita ile tanimlanan 7™M
2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir. 7% M iizerinde tanim-
lanan harita 7 Y(U) = U’ ve xt o = 2!, ..., 2" o = 2™ 2" = py, ..., 2®" = p,

olmak tizere (U’,z4) 1 < A < 2n ile gosterilebilir (Yano, Ishihara, 1973).

n—+1

T*M 2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve T)7T*M, w € T*M noktasi
tizerinde T, T*M tanjant uzaymin dual uzay: olan kotanjant uzayi olsun. 7% M

nin tiim w noktalar tizerindeki kotanjant uzaylarinin ayrik birlesimi olan

M = | ) TiT*M

weT*M

129



T*T*M ye T*M manifoldunun kotanjant demeti denir. T*7T*M nin herhangi
bir © noktasi iizerinde 7mr+«)(©) = w olacak sekilde 7y, @ T*T*M — T*M
kanonik projeksiyonu tanimlidir. 7'(';} A (U") agik kiimesi U’ x R?™ direkt ¢arpimina
diffeomorfiktir. R?", R reel sayilar cismi iizerinde 2n-boyutlu vektor uzayidir.
O € T*T*M noktas (w, ©) srah ikilisi ile temsil edilir. Bir © € R*" kovektorii
T*T*M {izerinde dz* lokal dual ¢atisina gore (©4); A = 1,...,2n bilegenleri ile
verilir. (U',2*) T*M manifoldu tizerinde lokal bir harita ise
(mi (U, 24 0 wpeps, ©4) T*T*M igin lokal bir haritadir. Buradaki 1, ..., O,
(U',24) lokal haritas ile tammh (525) lokal catismn (dz#) lokal dual catisina
gore iy, (U') deki bir elemanm vektor uzayr koordinatlandir. (24,0 4) koor-
dinatlarina U’ iizerindeki (z#) koordinatlarmdan indirgenmis koordinatlar ya da
kisaca indirgenmis koordinatlar denir. Eger {U’, 74} T* M tizerinde w = 73, ()
noktasini igine alan diger bir koordinat komsulugu ise (7i.,,) ' (U’) iizerinde

© nin indirgenmis koordinatlar: (5’4,(:3 4) ile verilir. Koordinatlar aras1 gegis

doniistimii
4 = 2t 2" p, D) (6.1.1)
~ oxB
@A — W@B

olur. 74 = 4(z!,...,2" p1,...,pp) O smuftan diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardir. 24 = O 4 ve 74 = O 4; A = 1, ..., 2n konulursa (6.1.1) deki denklemler,
T =7%zY;a=1,..,4n;A=1,...,2n (6.1.2)

seklinde gosterilebilir. Bu denklemlerin jakobiyen matrisi

A
0z ar 0
(508) = | ssc oot g (6.1.3)

8zB 9z¢9zB  0z4

dir. Bu koordinat doniistimiiniin tersi
e k| (6.1.4)
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0P ~

@A - w@B

ya da
% =2*(@T;a=1,..,4n; A=1,...,2n (6.1.5)

seklinde tanimhidir. Bu denklemlerin jakobiyen matrisi

gz, b0 ,
(&fﬁ ) - 0xC 9234 838 (6 6)
0zB 9zC0zB  BzA

olup (6.1.3) deki matrisin tersidir. Boylece T*T*M 4n-boyutlu diferensiyellenebilir

manifold yapisina sahiptir.

M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere

TM = || (U T;M)
VweT*M \VgeM "
kiimesi M manifoldu iizerinde ikinci mertebeden kotanjant demet olarak ad-
landirthr. 7 = 7y o wpepr @ T*T*M — M kanonik projeksiyonu
7(0) = 7wy o Ty (©) = g olacak gekilde tammhdir. {U,z'}, M manifoldu
icin lokal bir harita ise {7 ' (U), z%, p;, ©;, ®}, T*T*M icin lokal bir haritadir.

Burada
2t = zlompy o
bi = DPiCTT+M
0; - @(6‘;) , {%,%}:SpanT:T*M
P = @(8(29%) , 1<i<n
seklinde tanimlansin. {U,z'} lokal koordinat sisteminden indirgenmis

{7 1(U), 2%, pi, ©;, "} lokal koordinat sistemi 4n-boyutlu diferensiyellenebilir
manifold yapisina sahiptir. Eger ¢ € M, noktas1 iizerinde farkli iki
koordinat sistemi {U, z'} ve {U, %'} ise @ '(q) € T*T*M noktasi iizerinde farkh
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iki koordinat sistemi {7 *(U), 2", p;, ©;, '} ve {7 1(U), 7, i, O;, &} olur. Bu

koordinat sistemleri arasi gegis denklemleri
ey X1y D)y =1, 4n

seklinde tanimlanmisti.

~A ozt
a X . D27 0
OxB ozh 92zt 9ad

8z7 0zhoxI Ozt

olmak tizere bu doniigiimiin jakobiyen matrisi

~ ozA
o &0
OxB 93C _9%z4  9zB

8zB 9z¢9zB  0zA

esitligini saglayacak sekilde tamimhidir. Yukaridaki denklemde ©; ve ®° koordinat
fonksiyonlar: ile M nin diferensiyel geometrik objeleri arasinda agagidaki bagin-
tilar vardir.

g, M manifoldu iizerinde g;; bilesenlerine sahip bir semi-Riemann metrik, g,
gixg™ = & esitligi saglanacak sekilde ¢g* bilesenlerine sahip (2,0) tipinde
kontravaryant bir tensor, g%, T*M de Sasaki semi-Riemann metrik, X € S3(M),
X*, M deki g semi-Riemann metrigi ile birlegtirilmis bir kovektor alani, © da

T*M iizerinde bilegenleri T*T™M nin koordinat fonksiyonlar1 olan bir kovektor

alani olmak tizere

0 0 . 0
@_:s@*_:~X*dzvv_ @*:(I)k_
(8]7]) g ( 7apz) (g< , AT )) ) ik apj
esitligi yardimiyla
q)i —_ (Xi)VV
ve
6\ g o\ vv _ Wiy *Q _ gk 6
Os) = 9°('0 5) = (Vo) "V = (5D, r@ = gro
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esitligi yardimiyla

@i = (Viwj)vv

elde edilir.

Ty (U) C T*T*M de (24,0 ,) indirgenmis koordinatlar ile ifade edilen 1-form
© = Oadz? olsun. 7!, (U") N7k, () tizerinde © = O da?* = ©4d7* olur.
U' C T*M iizerinde © = O4dz? ile ifade edilen 1-form 7!, (U") C T*T*M
tizerinde yine © = ©4dz” ile ifade edildiginden T*T*M fiizerinde global 1-form

tammlar. © 1-formunun dis tiirevi dO, 7,1,,(U’) {izerinde
dO =do s Ndz® ; A=1,..,2n
seklinde verilen 2-formdur. Bu 2-form
1~ a B
de = §ea5dx ANdz® 5 a,0=1,..,4n

seklinde yazilirsa
0 —6%5

T =
6% 0

olur. €,3 matrisinin determinant: sifirdan farklh oldugu igin 7 ile gosterilen bir

ters matrise sahiptir. Boylece €,5¢"" = 67 oldugundan
0 65
—62 0

dir. 7!, (U") itizerinde bilesenleri €, ile verilen (0,2) tipindeki bir tensor alani
¢ ile gosterilirse mpt,,(U') iizerinde @7 ile gosterilen (2,0) tipindeki tensor alan

¢ !ile gosterilir.

O, T*M iizerinde bir w noktasimin tanjant uzaymin dual uzay1 olan ve {dx?, §p;}

lokal dual baz 1-formlar: tarafindan gerilen 7*T* M kotanjant uzay: iizerinde
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lokal gosterimine sahip bir kovektor olsun. w € S9(M) ve X € S§(M) olsun. O

zaman T* M manifoldu iizerinde

~8S H 174 7
( ) ox? oxt Gpj

ile ifade edilen bir vektor alani elde edilir. Bu vektor alaninin uyarlanmis koor-

@) = (-x.52)

matris gosterimine sahiptir. Elde edilen bu vektor alani ile birlesen 1-form

dinatlar cinsinden ifadesi

~ ~B~
Wwpa =W €A

esitligi yardimiyla
bw j

(@a) = (52, x7)

seklinde bulunur. Bu 1-formun uyarlanmis lokal dual baz vektorleri cinsinden

ifadesi

Ds = %dxj + X7 6p;

olur. mp+); kanonik projeksiyonu
(mreps)” (da*) = da* ;  (mpens)” (6ps) = 6ps
bagintilar1 saglanacak gekilde tanimlansin. Boylece
(mrn)” (Ws) = ws
olup wg 1-formu T*T™*M iizerinde global bir 1-form tanimlar. Burada

dw;

5 Z ompyomrm =0; 5 Xlompyompy =P
x
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oldugundan T*T™*M iizerinde tanmimlanan global bir 1-form
(o)™ (W) = Wg = O;da? + D/ ép;
lokal gosterimine sahiptir. Bu 1-formun dig tiirevi dwg T*T*M iizerinde
dog = dO; A da? 4+ d®’ A bp,

ile ifade edilen 2-formdur. Bu 2-formun matris gosterimi indirgenmis koordinat-

larla ifade edilenin aynisidir. Yani,

€ =

0 —b&p
6% 0

olur.

6.2. T*T*M ye Ikinci Mertebeden Yiikseltilmisler

Eger f, T*M tiizerinde bir fonksiyon ise bu fonksiyonun T*7T*M ye diisey yiik-
seltilmisi

fV:fOWT*M

seklinde tammlanan bir fonksiyondur. wpsp @ T*T*M — T*M, wpp(©) = w

esitligi ile tanimh kanonik projeksiyon olmak tizere

fY(©) = (fomrn)(©) = flrrm(©)) = f(w) (6.2.1)
olur. f,g € SY(T*M) olmak iizere
9V =139 ., (F+9"=1"+3"
esitlikleri kolayca elde edilebilir. f € SO(M) igin eger f = fV ise
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olup f¥V ye f € SY(M) nin T*T*M ye ikinci mertebeden diisey yiikseltilmigi

denir.

X € QUT*T*M) vektor alam tim f € SUT*M) i¢in X f¥ = 0 olacak sekilde
tamimh olsun. Tammlanan bu X vektor alanma 7%7*M icindeki diisey vektor

alany denir. X nin diisey vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(X%) = _ a=1,.,4nA,A=1,..,2n (6.2.3)

seklinde bilesenlere sahip olmasidir. Yani, (r7ep )~ 2(U’) deki (24, z4) = (24,0 4)

indirgenmis koordinatlarina gore X4 = 0 olmahdur.

o € SYT*M), (z*,0,) indirgenmis koordinatlarma gore lokal gosterimi
& = @adz? olan bir 1-form olsun. mpep; @ T*T*M — T*M projeksiyonunun
diferensiyelinin dual doniigiimii (7p«ps)* olmak tizere T*T*M icinde (mp«p)*(@)
1-formu elde edilir. Bu 1-formun indirgenmis koordinatlara gore lokal ifadesi
(mpepr)* (@) = @adx? olur. Ayrica bu 1-form (e p)* (@) = Dpdr® 1 < a < 4n

seklinde de yazilabilir. € ile kontraksiyona ugratilirsa, bilegenleri

O = 0,

olan bir vektor alani elde edilir. Bu vektor alanina 7*M icindeki w 1-formunun

diisey yiikseltilmisi denir ve @ ile gosterilir. @" nin 7*T*M icindeki indirgenmis

koordinatlara gore matris gosterimi

0 & 0
& = (@p,0) Pl = (6.2.4)
—6% 0 @B

seklinde tanimhdair.

136



Teorem 6.2.1. Her U’ C T*M igindeki dz* lokal dual baz catist igin (7rp+pr) =1 (U”)

icindeki (z4,©,) indirgenmis koordinatlarina gore

(dz)V = 50, (6.2.5)

dir.
Ispat: Teoremin dogrulugu (6.2.3) ve (6.2.4) deki esitliklerin kullamlmasiyla

dogrudan goriilebilir.

M manifoldu i¢inde w = w;da® ile ifade edilen 1-form ve X = X* 8?” ile ifade

edilen vektor alanm olmak tizere
~ bw; j N4
Wg = (—) " da’ + (X?)" bp;
oxt
lokal gosterimine sahip wg T*M de 1-formdur. Bu 1-form (77«ps)* doniigiimii

yardimiyla 7*7* M de

dw;
oxt
CNUadZL‘a = @jd$j+cbj6pj

(mrea)"(@s) = (—5)""da? + (X7)" " bp;

bilesenlerine sahip 1-form olur. € ile kontraksiyona ugratilirsa
@ =D’

esitligini saglayacak sekilde

0 0 & 0 0

. 0 0 ¢ 0
&ﬁ:(@]7®J7070) . ! ==

-& 0 0 0 6;

0 =6 0 0 !

bulunur. Boylece T*M yi geren (dx',6p;) dual baz vektorlerinin diigey yiik-
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seltilmisi

(da')V = o (0p)Y = o (6.2.6)

elde edilir.

Eger X € SUT*M), T*M dizerindeki uyarlanmig lokal catiya gore

X = X¢ 5ii + 3(7% lokal gosterimine sahip olan bir vektor alan ise 7,

SHT*M) — SUT*T*M)
[

T 5
x'L

_>Z

>

0
Op;

_>z

inclusion dontistimii yardimiyla 7(X) = X‘0; + X'®" bilegenleri ile ifade edilen

T*T*M iginde bir fonksiyon elde edilir.

T*M deki w" vektor alaninin T*T* M ye tam yiikseltilmisi asagidaki yol izlenerek
bulunur. Once T*T*M deki 7(w") fonksiyonu elde edilir. Bu
fonksiyonun dis tiirevi alinarak di(w') 1-formu bulunur. Bulunan bu 1-form
&P yardimuyla bir vektor alanma doniistiiriiliir. Elde edilen vektor alanma w

vektor alammin T*T* M ye tam yiikseltilmisi denir.

0 .
(W) = T((w)V = (w;)VV P!
(w") ((wi) api) (wi)
di(w’) = %{(wi)vv}@idmj+(wj)vvd¢j
0 0 & 0
0O 0 0 &
wVC:(iinV(I)z‘OO wﬂvv) . J
5 i(wi) "} (w;) & 0 0 0
0 =& 0 0
0
\VV
WV = , () . (6.2.7)
57 1 (wi) VY 1@
0
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Benzer sekilde

X)) = YD) = (),
di( Xt = %{(Xi)vv}@idxj + (X7)VVde,
0 0 & 0
0 0 0 ¢
XHC=<1 XHVV19, 0 XjVVO) . ’
571X} (X7) § 0 0 0
0 =6 0 0
_(Xi)VV
0
XHC = ) , (6.2.8)
707 UX) V16,
0

Ayrica
~( 3 C iy 0O v O VvV MVV, &
i(X%) = (X" E_ph(viX) %):(X) 0, — (V;X")"""pp®
0X® . . ov, X .. .
dZ<Xc) = (@)VV@Z'CL’LJ + (X])Vvd@j - 817]‘ ph(I) dl’J + (ViX])VVdpj +
+(Vth)VVphd(I)j
_(Xi)VV
—(ViX™")VVp,
X0 = . . , (6.2.9)
(Z55)V0; — (TFE=)VY pud!
(Vin)VV

olur.

T*T*M manifoldu iizerindeki semi-Riemann metriklerin diferensiyel geometrisi
ve M manifoldu tizerindeki tensor alanlarimin 7*7*M ye ikinci mertebeden yiik-

seltilmigleri acik caligma konularidir.
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