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ÖZET

(Semi-Riemann Manifoldların Tanjant ve Kotanjant Demetlerinin

Geometrisi Üzerine)

Tez altı bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, konunun tarihi geli̧simi ifade edildi.

İkinci bölümde, temel tanım ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde, tanjant demet üzerindeki semi-Riemann metriklerin i̧saretleri

incelenerek tanjant demetin Sasaki metriğine bağlı diferensiyel geometrisi üzerinde

çalı̧sıldı ve tanjant demetin yatay alt vektör demeti üzerinde tanımlı semi-Riemann

metriğine bağlı pseudo-Finsler manifoldun geometrisi ele alındı. Ayrıca tanjant demet

üzerine yükseltilmi̧s hiperyüzeylerin geometrisi incelendi.

Dördüncü bölümde, bir manifold üzerinde tanımlı diferensiyel geometrik objelerin

ikinci mertebeden tanjant demetlere yükseltilmi̧sleri bulunarak ikinci mertebeden

tanjant demet üzerindeki metriklerin i̧saretleri incelendi. Ayrıca bir semi-Riemann

metriğin ikinci mertebeden tam yükseltilmesiyle elde edilen metriğe bağlı Levi-Civita

koneksiyonu bileşenler cinsinden elde edildi.

Beşinci bölümde, kotanjant demetin Sasaki semi-Riemann metriğine bağlı diferensiyel

geometrisi ile bir Hamilton uzayının kotanjant demetinin diferensiyel geometrisi, bu

demetin üzerinde tanımlı semi-Riemann metriğine göre incelendi. Ayrıca kotanjant

demet üzerinde iki semi-Riemann metrik tanımlanarak metriklerin i̧saretleri

incelendi.

Altıncı bölümde, bir semi-Riemann manifoldun ikinci mertebeden kotanjant

demetinin diferensiyelenebilir manifold yapısı tanımlandı. Daha sonra bu semi-Riemann

manifold üzerindeki diferensiyel geometrik objelerin ikinci mertebeden kotanjant

demetlere yükseltilmi̧sleri elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Tanjant demet, kotanjant demet, ikinci mertebeden tanjant

demet, ikinci mertebeden kotanjant demet, Hamilton uzayı, pseudo-Finsler uzayı.
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ABSTRACT

(On the Geometry of Tangent and Cotangent Bundle of Semi-Riemann

Manifolds)

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, the historical background of the subject has been considered.

In the second chapter, basic definitions and theorems have been given.

In the third chapter, after obtaining the signs of semi-Riemann metrics on the tangent

bundle, the differential geometry of the tangent bundle related to the Sasaki metric

has been studied. Then the geometry of a pseudo-Finsler manifold related to a semi-

Riemann metric on horizontal subbundle of tangent bundle has been considered. In

addition, prolonged hypersurfaces to the tangent bundle have been studied .

In the fourth chapter, the lifts of differential geometric objects defined on a manifold

to the second order tangent bundle have been obtained. Related this, the signs of

metrics on the second order tangent bundle have been studied. Moreover the Levi-

Civita connection of the metric derived by the second order complete lift of a semi-

Riemann metric has been obtained.

In the fifth chapter, the differential geometry of the cotangent bundle related to the

Sasaki semi-Riemann metric has been studied. The differential geometry of the

cotangent bundle of a Hamilton space has been worked with respect to the pseudo-

Riemann metric defined on this bundle. In addition, two semi-Riemann metrics have

been defined and the signatures of these metrics have been studied.

In the sixth chapter, the differentiable manifold structure of the second order cotangent

bundle of a semi-Riemann manifold has been defined. By this, the lifts of differential

geometric objects which are defined on the semi-Riemann manifold to the second order

cotangent bundle have been obtained.

Key Words: Tangent bundle, cotangent bundle, second order tangent bundle, second

order cotangent bundle, Hamilton space, pseudo-Finsler space
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SİMGELER DİZİNİ

R : Reel sayılar cismi

M : Semi-Riemann manifoldu

g : Semi-Riemann metriği

ν : Semi-Riemann manifoldun indeksi

εi :

⎧⎨⎩ −1, 1 ≤ i ≤ ν

+1, ν + 1 ≤ i ≤ n
S : Semi-Riemann hiperyüzey

B : İkinci temel form tensörü

N : Hiperyüzeyin birim normali

H : N birim normali ile birleştirilmi̧s şekil operatörü

TpM : p ∈M noktasındaki tanjant uzay

D : Dağılım

T ∗pM : p ∈M noktasındaki kotanjant uzay

∇ : Koneksiyon

R : Riemann eğrilik tensörü

TM : Tanjant demet

τ
M

: TM den M ye kanonik projeksiyon

V TM : TM üzerinde düşey dağılım

HTM : TM üzerinde yatay dağılım

gC , gF , gS , gK : TM üzerindeki metrikler

Ln = (M,L) : Lagrange manifoldu

Fn = (M,F ) : Finsler manifoldu

T ∗M : Kotanjant demet

π
M

: T ∗M den M ye kanonik projeksiyon

� : T ∗M de (0,2) tipinde tensör alanı

V T ∗M : T ∗M üzerinde düşey dağılım

HT ∗M : T ∗M üzerinde yatay dağılım

Leg : TM den T ∗M ye diferensiyellenebilir bir dönüşüm
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Cg , F g , Sg , Kg : T ∗M üzerindeki metrikler

Hn = (M,H) : Hamilton manifoldu

TTM : İkinci mertebeden tanjant demet

τ
TM

: TTM den TM ye kanonik projeksiyonhV TTM : TTM üzerinde düşey dağılımhHTTM : TTM üzerinde yatay dağılım

gCC , gFF , gSS, gKK : TTM üzerindeki metrikler

T ∗T ∗M : İkinci mertebeden kotanjant demet

π
T∗M : T ∗T ∗M den T ∗M ye kanonik projeksiyonh� : T ∗T ∗M de (0,2) tipinde bir tensör alanı
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1. GİRİŞ

Bir Riemannmanifoldunun tanjant demeti üzerindeki metrikler konusundaki çalı̧s-

malar 1950 li yılların sonlarında Sasaki ve Dombrowski ile başladı. Yano ve

Ishıhara 1970 li yıllarda M manifoldu üzerindeki bir metriğin yükseltmelerine

bağlı olarak TM manifoldu üzerindeki metrikleri tanımladı ve bu metrikler

yardımıyla TM manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

1969 yılında Tani, g Riemann metrikli M manifoldunun bir hiperyüzeyi boyunca

tanımlı diferensiyel geometrik objelerin, düşey ve tam yükseltilmesiyle, gC semi-

Riemann metrikli TM manifoldu üzerindeki yükseltilmi̧s hiperyüzey boyunca

tanımlı diferensiyel geometrik objeleri elde etti. Böylece (TM, gC) semi-Riemann

manifoldu üzerinde yükseltilmi̧s hiperyüzeyin geometrisini inceledi.

1987 yılında Oproiu ve Papaghiuc,M Lagrange manifoldu üzerinde L : TM → R

regüler Lagrange fonksiyonuna bağlı g Riemann metriğinin tam yükseltilmi̧si

olan gC semi-Riemann metriğine göre TM manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu

ve Riemann eğrilik tensörünü bileşenler cinsinden hesaplayarak TM manifoldu

üzerinde Bianchi özdeşliklerini elde etti.

1988 yılında Oproiu ve Papaghiuc, TM üzerinde, Yano ve Ishıhara’nın tanım-

ladığından farklı bir non-lineer koneksiyon kullanarak, gC semi-Riemann metrikli

TM manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

1988 yılında Civelek, ikinci mertebeden tanjant demetlerin 4n-boyutlu diferen-

siyellenebilir manifold yapısına sahip olduğunu gösterdi veMmanifoldu üzerindeki

(0,0), (1,0) ve (0,1) tipindeki tensör alanlarının ikinci mertebeden tanjant

demetlere düşey ve tam yükseltilmi̧slerini tanımladı.

1996 yılında Bejancu ve Farran, bir pseudo-Finsler metriğini, TM manifoldunun

tanjant demetinin düşey altdemeti içindeki Liouville vektör alanı üzerinde değer

alan bir semi-Riemann metrik olarak tanımladı. Bu metrik yardımıyla TM

manifoldunun fibrelerinin diferensiyel geometrisini inceledi.
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Kotanjant demetlerin diferensiyel geometrisi üzerindeki çalı̧smalar 1960 lı yılların

sonlarında başladı. 1988 yılında Willmore, M manifoldu üzerindeki torsiyon-

suz afin koneksiyonun T ∗M manifoldu üzerinde semi-Riemann metriğe kaŗsılık

geldiğini gösterdi. Bu metriği torsiyonsuz afin koneksiyonun Riemann geni̧slemesi

olarak adlandırdı.

1990 yılında Oproiu ve Papaghiuc, Willmore’un ifade ettiği semi-Riemann

metriğini kullanarak T ∗M manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi.

2001 yılında, Akbulut, Özdemir ve Salimov, Yano ve Ishıhara’nın M üzerindeki

bir Riemann metriğin tanjant demet üzerine diagonal yükseltmesine benzer bir

metodla T ∗M üzerinde Sg Riemann metriğini ve bu metriğe bağlı olarak T ∗M

nin diferensiyel geometrisini ele aldılar.

Bu çalı̧smada, Yano ve Ishıhara tarafından TM üzerinde tanımlanan metriklerin

semi-Riemann metrikler olduğu gösterilerek i̧saretleri incelendi. Böylece M deki

g semi-Riemann metriğinin diagonal yükseltilmesiyle elde edilen Sasaki metriğine

göre TM manifoldunun diferensiyel geometrisi üzerinde çalı̧sıldı. Ayrıca TM

üzerinde C∞, reel değerli bir fonksiyon olan L, M deki bir eğrinin yatay yük-

seltilmi̧sinin teğet vektör alanı üzerinde gV semi-Riemannmetriğinin değeri olarak

tanımlanarak (M,L) nin bir pseudo-Finsler manifold olduğu gösterildi. TM nin

leafları ile tanımlı n-boyutlu alt manifoldu üzerinde yatay yükseltilmi̧s eğrinin

teğet vektörünü normal kabul eden bir hiperyüzeyin geometrisi incelendi. Ayrıca

M deki semi-Riemann hiperyüzey boyunca tanımlı vektör alanlarının düşey ve

tam yükseltilmi̧sleri bulunarak (M, g) deki bir semi-Riemann hiperyüzeyin

(TM, gC) ye yükseltilmi̧si tanımlandı ve M deki semi-Riemann hiperyüzeye nor-

mal olan vektör alanının düşey ve tam yükseltilmi̧sleri, yükseltilmi̧s semi-Riemann

hiperyüzeyin normal vektör alanları kabul edilerek, ikinci temel tensör alanına

bağlı sonuçlar elde edildi. M manifoldu üzerindeki fonksiyon vektör alanı 1-form

gibi tensör alanlarının ikinci mertebeden tanjant demetlere V H,CH,HC,HH

yükseltilmi̧sleri elde edildi. Böylece ikinci mertebeden tanjant demetler üzerinde

elde edilen metriklerin semi-Riemann metrikler olduğu gösterilerek i̧saretleri ince-

lendi ve (TTM, gCC) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu
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bileşenler cinsinden hesaplandı.

M manifoldu üzerindeki g semi-Riemann metriğinin diagonal yükseltilmesiyle

elde edilen Sasaki metriğine göre T ∗M manifoldunun diferensiyel

geometrisi üzerinde çalı̧sıldı. Lagrange manifoldların temel tensörü, sadece M

deki lokal koordinatlara bağlı bir semi-Riemannmetrik kabul edilerek, bumetriğin

yükseltilmesiyle TM de elde edilen semi-Riemann metrikler, Legendre dönüşümü

yardımıyla T ∗M üzerinde semi-Riemann metriklere dönüştürüldü. Ayrıca

gravitasyon alanlar için Euler-Lagrange denklemleri, Legendre dönüşümü

yardımıyla T ∗M içindeki koordinatlarla ifade edildi ve bulunan denklemin çözüm

eğrileri için sonuçlar elde edildi. Boyutu n olan bir semi-Riemann manifoldun

ikinci mertebeden kotanjant demetinin 4n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold

yapısına sahip olduğu gösterildi. Bu manifold üzerinde tanımlı fonksiyon, vek-

tör alanı ve 1-form gibi tensör alanlarının ikinci mertebeden yükseltilmi̧sleri elde

edildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧smaya esas olan tanım ve teoremler verilecektir.

2.1. Semi-Riemann Manifoldlar

Tanım 2.1.1. M bir C∞ manifold olsun. p ∈M noktasındaki tanjant uzay TpM

olmak üzere
gp : TpM × TpM → R

(Xp, Yp) → gp(Xp , Yp)

biçiminde tanımlı sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0, 2) tensörüne

M üzerinde bir metrik tensör denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.2. M bir C∞ manifold olsun. M bir g metrik tensör ile donatılmı̧ssa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.3. Bir M semi-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün

indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gösterilir.

Eğer indeks ν ise 0 ≤ ν ≤ boyM dir. Özel olarak, ν = 0 ise ∀p ∈ M için gp,

TpM üzerinde pozitif tanımlı bir iç çarpım olduğundan, M bir Riemann mani-

foldu olur. ν = 1 ve n ≥ 2 olması durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu

denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.4. M bir semi-Riemann manifoldu olsun. Xp ∈ TpM olmak üzere,

i) gp(Xp ,Xp) > 0 veya Xp = 0 ise Xp vektörüne spacelike,

ii) gp(Xp ,Xp) < 0 ise Xp vektörüne timelike,

iii) gp(Xp, Xp) = 0, Xp 9= 0 ise Xp vektörüne lightlike (null) denir.
Bu sınıflandırmaya göre verilen bir tanjant vektörün ait olduğu kümeye bu tan-

jant vektörün causal karakteri denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.5. TpM nin orijininden geçen doğrularınıM nin p den geçen jeodezik-

lerine taşıyan dönüşüme üstel dönüşüm denir.

∀p ∈M için expp dönüşümü 0p ∈ TpM nin bir U komşuluğundan, p ∈M nin bir
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U komşuluğuna diffeomorfizmdir. Eğer U, 0 civarında v ∈ U iken ∀t ∈ [0, 1] için
tv ∈ U oluyorsa U ya p nin bir normal komşulŭgu denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.6. Eğer x1, ..., xn M nin p noktasında bir normal koordinat sistemi

ise tüm i, j, k indisleri için,

gij(p) = δijεj ; Γkij(p) = 0

olur (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.7. Rn Öklid n−uzay verilsin. 0 ≤ ν ≤ n, olmak üzere ν tamsayısı

için, Rn üzerinde,

g(Xp , Yp) = −
ν

i=1

xiyi +
n

i=ν+1

xiyi

ile verilen metrik tensör göz önüne alınırsa, elde edilen uzay semi-Öklid n−uzay
olarak adlandırılır ve Rnν ile gösterilir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.8. {u1 , ..., un}, Rnν üzerinde doğal koordinatlar olsun. V ve

W = W
i
∂i, Rnν üzerinde vektör alanları iseler

∇VW = V (W
i
)∂i

vektör alanınaW nın V ye göre kovaryant türevi denir. Burada, {∂i}, i = 1, ..., n,
χ(Rnν ) vektör alanları uzayının standart bazıdır (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.9. Bir M C∞ manifoldu üzerindeki bir ∇ koneksiyonu,
i) ∇VW , V ye göre C∞(M,R) lineerdir,
ii) ∇VW , W ye göre R lineerdir,

iii) ∇V (fW ) = V (f)W + fDVW , ∀f ∈ C∞(M,R)
olacak şekilde bir

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.10. Bir M semi-Riemann manifoldu üzerinde ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için
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i) [X,Y ] = ∇XY −∇YX
ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)
olacak şekilde bir tek ∇ koneksiyonu vardır. ∇ yeM nin Levi-Civita koneksiyonu

denir ve Levi-Civita koneksiyonu,

2g(∇XY, Z) = Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )
−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ])

Kozsul formülü ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.11. Bir semi-Riemann M manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu ∇
olsun. ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y,Z) → R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

şekinde tanımlanan R fonksiyonu, M üzerinde (1, 3) tensördür. Bu tensöre M

nin Riemann eğrilik tensörü denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.12. M bir semi-Riemann manifold ve p ∈ M noktasındaki Xp, Yp

tanjant vektörlerinin gerdiği TpM tanjant uzayının 2−boyutlu bir non-dejenere
altuzayı P olsun.

K(P) = g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2

şeklinde tanımlanan K(P) reel sayısına P nin kesit ĕgrilĭgi denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.13. M semi-Riemann manifoldunun bir C∞ altmanifoldu M ve M

daki metrik g olsun.

ϕ : M → M

p → ϕ(p) = p

inclusion(daldırma) dönüşümü için p ∈M noktasındaki türev dönüşümü

TpM
ϕ∗|P−→ TpM

6



ve ek dönüşümü de

T ∗pM
ϕ∗|P←− T ∗pM

olmak üzere,

ϕ∗ |p (gp)(Xp, Yp) = g(ϕ∗(Xp),ϕ∗(Yp))p ; ∀Xp, Yp ∈ TpM

eşitliği ile tanımlı ϕ∗ |p (gp), M üzerinde bir metrik ise M ye M nın bir semi-

Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.14. M, M nın bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. ∀p ∈ M için

TpM
⊥ uzayının boyutuna M nin dik tümleyeninin boyutu (codimension), TpM⊥

in indeksine deM nin dik tümleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O’Neill, 1983).

M, M nın bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Buna göre,

TpM = TpM ⊕ TpM⊥

olduğundan, Xp ∈ TpM için tanjant ve normal bileşenleri yardımıyla,

Xp = tanXp + norXp

yazılı̧sı tek türlüdür. Burada, tanXp ∈ TpM olmak üzere norXp ∈ TpM⊥ dir.

Ortogonal izdüşümlerin sonucu olarak,

tan : TpM −→ TpM

ve

nor : TpM −→ TpM
⊥

dönüşümleri R-lineerdirler (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.15. M, M nın bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman,

indM = indM + coindM
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dir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.16. ∀ X,Y ∈ χ(M) için,

B : χ(M)× χ(M) → χ(M)⊥

(X,Y ) → B(X,Y ) = nor∇XY

şeklinde tanımlı B dönüşümü 2−lineer ve simetriktir. B fonksiyonuna M nin

şekil tensörü veya ikinci temel tensörü denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.17. M, M nın bir semi-Riemann altmanifoldu ve M üzerinde Levi-

Civita koneksiyonu ∇ olsun.

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → ∇XY = teğ∇XY

indirgenmi̧s fonksiyonunaM semi-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmiş konek-

siyon denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.18. M , M nın bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. ∇ ve ∇,
sırasıyla, M ve M üzerindeki Levi-Civita koneksiyonları olmak üzere

∀X,Y ∈ χ(M) için,

∇XY = ∇XY +B(X,Y )

eşitliğine M nin Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.19. M , M nın bir semi-Riemann altmanifoldu olsun. Bir p ∈ M
noktasının umbilik nokta olması için

B(X,Y ) = g(X,Y )Z, ∀X,Y ∈ TpM

olacak şekilde bir Z ∈ TpM⊥ normal vektörünün var olması gereklidir. Böylece

elde edilen Z normal vektör alanınaM nin p noktasındaki normal ĕgrilik vektörü

denir (O’Neill, 1983).
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Tanım 2.1.20. iM, n−boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. iM nın dik

tümleyeninin boyutu (codimension) 1 olan altmanifolduna iM nın bir semi-

Riemann hiperyüzeyi denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.21. iM nın M semi-Riemann hiperyüzeyinin ε i̧sareti;⎧⎨⎩ +1, eğer coindM = 0

−1, eğer coindM = 1

biçimindedir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.22. M , iM nın bir semi-Riemann hiperyüzeyi olsun. ∇, M
üzerinde Levi-Civita koneksiyon ve N de birim normal vektör alanı olmak üzere,

∀X ∈ χ(M) için

g(H(X), Y ) = g(B(X,Y ), N)

şeklinde tanımlı

H : χ(M)→ χ(M)

lineer dönüşümüne M nin N den türetilmi̧s şekil operatörü denir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.1.23. M bir C∞ n−boyutlu manifold olsun. M üzerinde

D : M → TpM

p → Dp ⊂ TpM

şeklinde tanımlı D dönüşümüne r−boyutlu dăgılım ve X ∈ χ(M) için

Xp ∈ Dp ise X vektör alanına da D ye aittir denir. Eğer her p ∈ M

noktası için Dp de r tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı var
ise D dağılımına diferensiyellenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2. Tanjant ve Kotanjant Demetler

Tanım 2.2.1. M, C∞ manifoldunun herhangi bir p noktasındaki tanjant uzayı

TpM olmak üzere M nin tüm p noktalarındaki TpM tanjant uzaylarının ayrık
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birleşimi olan

TM =
^
p∈M

TpM

TM ye M nin tanjant demeti denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.2. TM den M manifoldu üzerine sürekli ve örten

τ
M
: TM → M

z → τ
M
(z) = p

dönüşümüne kanonik projeksiyon denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.3. M manifoldu {U ;xh}, h = 1, ..., n, koordinat komşuluklarının bir
sistemi tarafından örtülsün. Rn, R reel sayılar cismi üzerinde n-boyutlu vektör

uzayı olmak üzere hP ∈ TpM noktası p ∈ U ve X ∈ Rn olacak biçimde (p,X) sıralı
ikilisi ile temsil edilirse ∀p ∈ U için τ−1

M
(U) açık kümesi U ×Rn e diffeomorfiktir.

(xh), τ
M
( hP ) = p noktasının koordinatları ve (yh), TpM tanjant uzayının { ∂

∂xh
}

doğal bazına göre X ∈ Rn vektörünün lokal bileşenleri olmak üzere (xh, yh) ilehP ∈ τ−1
M
(U) noktası arasında bir eşleşme kurulur. (xh, yh), τ−1

M
(U) ⊂ TM açık

kümesinde bir lokal koordinat sistemi olup bu koordinat sistemine (xh) dan in-

dirgenmiş koordinat sistemi denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.4. TM, 2n−boyutlu topolojik manifolddur (Miron, 2001).

Tanım 2.2.5. f, M de bir fonksiyon olmak üzere

TM
τ
M→ M

fV ) ↓ f
R

diyagramı ile verilen fV = f ◦ τ
M
fonksiyonuna f f onksiyonunun TM ye düşey

yükseltilmişi denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.6. TM üzerinde, hX(fV ) = 0 eşitliğini sağlayan hX vektör alanına

düşey vektör alanı denir.
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M de Xh bileşenlerine sahip X vektör alanının TM ye düşey yükseltilmi̧si

indirgenmi̧s koordinatlara göre

XV = Xh ∂

∂yh

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.7. ∀X ∈ @10(M) için hω(XV ) = 0 eşitliğini sağlayan TM üzerindeki hω
1−formuna düşey 1−form denir.

M de ω
h
bileşenlerine sahip ω 1-formunun TM ye düşey yükseltilmi̧si indirgenmi̧s

koordinatlara göre

ωV = ω
h
dxh

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.8. ∀P,Q ∈ @rs(M) için,

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV , (P +Q)V = P V +QV

olup, düşey yükseltme dönüşümü, M manifoldu üzerindeki tensör cebirinden,

TM manifoldu üzerindeki tensör cebirine sabit katsayılara göre lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.9. f, M de bir fonksiyon olmak üzere

fC = ι(df)

eşitliğini sağlayan fC fonksiyonuna, M deki f fonksiyonunun TM ye tam

yükseltilmişi denir.

M deki ω = ω
h
dxh 1-formu, TM nin ι(ω) = ω

h
yh bileşenleri ile ifade edilen bir

fonksiyonu olup fC = ι(df) fonksiyonunun TM de indirgenmi̧s koordinatlara göre

lokal gösterimi

fC = yh
∂f

∂xh
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dir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.10. X ∈ @10(M) ve f ∈ @00(M) için XCfC = (Xf)C

eşitliğini sağlayan XC vektör alanına M deki X vektör alanının TM ye tam

yükseltilmişi denir.

M deXh bileşenlerine sahipX vektör alanının TM ye tam yükseltilmi̧si indirgen-

mi̧s koordinatlara göre

XC = Xh ∂

∂xh
+ yk

∂Xh

∂xk
∂

∂yh

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.11. ω ∈ @01(M) ve XC ∈ @10(TM) için ωC(XC) = (ω(X))C eşitliğini

sağlayan ωC 1−formuna, M deki ω 1−formunun TM ye tam yükseltilmişi denir.

M de ω
h
bileşenlerine sahip ω 1-formunun TM ye tam yükseltilmi̧si indirgenmi̧s

koordinatlara göre

ωC = yk
∂ω

h

∂xk
dxh + ω

h
dyh

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.12. ∀P,Q ∈ @rs(M) için,

(P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC , (P +Q)C = PC +QC

olup, tam yükseltme dönüşümü, M manifoldu üzerindeki tensör cebirinden, TM

manifoldu üzerindeki tensör cebirine sabit katsayılara göre, lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.13. M nin afin koneksiyonu ∇ ve f ∈ @00(M) için f nin gradienti ∇f
olmak üzere,

fH = fC − γ(∇f)

şeklinde tanımlanan fH fonksiyonuna, M deki f fonksiyonunun TM ye yatay

yükseltilmişi denir.
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γ dönüşümü

γ : @rs(M) → @rs−1(M)
S → γ(S)

,

S = Si1...irj1j2...js

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ dxj2 ⊗ ...⊗ dxjs

iken

γ(S) = yj1Si1...irj1j2...js

∂

∂yi1
⊗ ...⊗ ∂

∂yir
⊗ dxj2 ⊗ ...⊗ dxjs

olup, fC = γ(∇f) olduğu için
fH = 0

dır (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.14. X ∈ @10(M) için

XH = XC − γ(∇X)

eşitliğini sağlayan XH vektör alanına M deki X vektör alanının TM ye yatay

yükseltilmişi denir.

M de Xh bileşenlerine sahip X vektör alanının TM ye yatay yükseltilmi̧si

indirgenmi̧s koordinatlara göre

XH = Xh ∂

∂xh
− yjΓhjiX i ∂

∂yh

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.15. ω ∈ @01(M) ve ∇, M de bir afin koneksiyon olmak üzere

ωH = ωC − γ(∇ω)

eşitliğini sağlayan ωH 1−formuna, M deki ω 1−formunun TM ye yatay yük-

seltilmişi denir.

M de ω
i
bileşenlerine sahip ω 1-formunun TM ye yatay yükseltilmi̧si indirgenmi̧s
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koordinatlara göre

ωH = ykΓhkiωh
dxi + ωidy

i

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.16. ∀P,Q ∈ @rs(M) için,

(P ⊗Q)H = PH ⊗QV + P V ⊗QH , (P +Q)H = PH +QH

olup, yatay yükseltme dönüşümü,M manifoldu üzerindeki tensör cebirinden, TM

manifoldu üzerindeki tensör cebirine sabit katsayılara göre, lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.17. M manifoldu üzerinde herhangi bir p noktasının U açık komşu-

luğundaki { ∂
∂xi
}, i = 1, ..., n lokal baz vektör alanlarının ve {dxi}, i = 1, ..., n dual

baz 1−formlarının TM manifoldu üzerine yükseltilmi̧sleri

i)
�

∂
∂xi

�V
= ∂

∂yi
,

ii)
�

∂
∂xi

�C
= ∂

∂xi
,

iii)
�

∂
∂xi

�H
= δ

δxi
= ∂

∂xi
−Nh

i
∂

∂yh
, Nh

i = y
jΓhij,

iv) (dxi)
V
= dxi,

v) (dxi)
C
= dyi,

vi) (dxi)
H
= δyi = dyi +N i

hdx
h

dır (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.18. TTM, TM manifoldunun tanjant demeti, HTM, TTM nin

yatay altdemeti ve V TM de TTM nin düşey altdemeti olmak üzere

TTM = HTM ⊕ V TM

dir (Oproiu, Papaghiuc, 1988).
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Tanım 2.2.19. Bir M C∞ manifoldunun herhangi bir m noktasındaki TmM

tanjant uzayının dual uzayı olan T ∗mM, M nin m noktasındaki kotanjant uzayı

olsun. M nin tüm m noktalarındaki T ∗mM kotanjant uzaylarının ayrık birleşimi

olan

T ∗M =
^
m∈M

T ∗mM

T ∗M ye M nin kotanjant demeti denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.20. T ∗M kotanjant demetinden M manifoldu üzerine

π
M
: T ∗M → M

θ → π
M
(θ) = m

şeklinde tanımlanan sürekli ve örten bir dönüşüme kanonik projeksiyon denir

(Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.21. M manifoldu {U ;xh}, h = 1, ..., n, koordinat komşuluklarının bir
sistemi tarafından örtülsün. Rn, R reel sayılar cismi üzerinde n-boyutlu vektör

uzayı olmak üzere hP ∈ T ∗mM noktasım ∈ U ve p ∈ Rn olacak biçimde (m, p) sıralı
ikilisi ile temsil edilirse ∀m ∈ U için π−1

M
(U) açık kümesi U×Rn e diffeomorfiktir.

(xh), π
M
( hP ) = m noktasının koordinatları ve (pi), T ∗mM kotanjant uzayının {dxh}

doğal bazına göre p ∈ Rn kovektörünün lokal bileşenleri olmak üzere (xh, pi)

ile hP ∈ π−1
M
(U) noktası arasında bir eşleşme kurulur. (xh, pi), π−1M (U) ⊂ T ∗M

açık kümesinde bir lokal koordinat sistemi olup bu koordinat sistemine (xh) dan

indirgenmiş koordinat sistemi denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.22. T ∗M 2n−boyutlu topolojik manifolddur (Miron, 2001).

Tanım 2.2.23. f, M de bir fonksiyon olmak üzere

T ∗M
π
M→ M

fV ) ↓ f
R
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diyagramıyla verilen fV = f ◦ π
M
fonksiyonuna f fonksiyonunun T ∗M ye düşey

yükseltilmişi denir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.24. π−1
M
(U) ⊂ T ∗M de (pi, 0), i = 1, ..., n lokal bileşenlerine sahip

p = pidx
i temel 1−formun dı̧s türevi " = dp = dpi ∧ dxi = 1

2
"
CB
dxC ∧ dxB

B,C = 1, ..., 2n, (0, 2) tipinde bir tensör alanıdır.

Bu tensör alanının indirgenmi̧s koordinatlara göre matris gösterimi

("
CB
) =

⎛⎝ 0 δji

−δij 0

⎞⎠
dir. Bu matrisin tersi �

"BA
�
=

⎛⎝ 0 −δhi
δih 0

⎞⎠
dır. ", π−1

M
(U) da bileşenleri "

CB
olan (0, 2) tipindeki tensör alanı ise "−1, "BA

bileşenlerine sahip (2, 0) tipindeki tensör alanıdır (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.25. ω ∈ @01(M) için π∗
M
(ω) = hω

B
dxB, B = 1, ..., 2n T ∗M de bir

1-form olup hωA = hω
B
"BA

eşitliği sağlanacak şekilde T ∗M de verilen hωA bileşenlerine sahip vektör

alanına, M deki ω 1−formunun T ∗M ye düşey yükseltilmişi denir.

M de ω
h
bileşenlerine sahip ω 1-formunun T ∗M ye düşey yükseltilmi̧si indirgenmi̧s

koordinatlara göre

ωV = ωi
∂

∂pi

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.26. ∀P,Q ∈ @0s(M) için,

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV , (P +Q)V = P V +QV

olup, düşey yükseltme dönüşümü, M manifoldu üzerindeki tensör cebirinden
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T ∗M manifoldu üzerindeki tensör cebirine sabit katsayılara göre lineer bir izomor-

fizmdir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.27. T ∗M manifoldu üzerinde

ι : @1s(M) → @0s(M)
S → ι(S)

olup,

S = Sais...i2i1
∂

∂xa
⊗ dxis ⊗ ...⊗ dxi2 ⊗ dxi1

iken,

ι(S) = paS
a
is...i2i1

dxis ⊗ ...⊗ dxi2 ⊗ dxi1

ve
γ : @1s(M) → @1s−1(M)

S → γ(S)

için

γ(S) = paS
a
is...i2i1

dxis ⊗ ...⊗ dxi2 ⊗ ∂

∂pi1

dir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 2.2.28. X ∈ @10(M) için (ιX) ∈ @00(TM) ve d(ιX), T ∗M de hX
B
bileşen-

lerine sahip bir 1−formu yardımıyla

hXA = hX
B
"BA

eşitliği sağlanacak biçimde elde edilen hXA bileşenlerine sahip bir vektör alanına

M deki bir X vektör alanının T ∗M ye tam yükseltilmişi denir.

M de Xh bileşenlerine sahip X vektör alanının T ∗M ye tam yükseltilmi̧si in-

dirgenmi̧s koordinatlara göre

XC = Xh ∂

∂xh
− pi∂X

i

∂xh
∂

∂ph

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).
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Tanım 2.2.29. ∇, M de simetrik afin koneksiyon ve X ∈ @10(M) olmak üzere

XH = XC + γ(∇X)

eşitliğini sağlayan XH vektör alanına, X vektör alanının T ∗M ye yatay yük-

seltilmişi denir.

M de Xh bileşenlerine sahip X vektör alanının T ∗M ye yatay yükseltilmi̧si in-

dirgenmi̧s koordinatlara göre

XH = Xh ∂

∂xh
+ pkΓ

k
hiX

i ∂

∂ph

lokal gösterime sahiptir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 2.2.30. M manifoldu üzerinde herhangi bir m noktasının U açık komşu-

luğundaki { ∂
∂xi
}, i = 1, ..., n lokal baz vektör alanları ve {dxi}, i = 1, ..., n dual

baz 1−formlarının, T ∗M manifoldu üzerine yükseltilmi̧sleri

i)
�

∂
∂xi

�C
= ∂

∂xi
,

ii)
�

∂
∂xi

�H
= δ

δxi
= ∂

∂xi
+Nij

∂
∂yh
, Nij = pkΓ

k
ij,

iii) (dxi)
V
= ∂

∂pi

dir (Yano, Ishıhara, 1973).

2.3. Finsler, Lagrange ve Hamilton Uzayları

Tanım 2.3.1. M, diferensiyellenebilir n-boyutlu bir manifold ve F : TM → R

skalar fonksiyonu

i) jTM = TM\{0} manifoldu üzerinde diferensiyellenebilir ve τ
M
: TM → M

projeksiyonunun sıfır kesitleri üzerinde sürekli,

ii) pozitif,

iii) TM nin fibreleri üzerinde homojenlik derecesi bir ve

iv) gij(x, y) =
1
2

∂2F 2

∂yi∂yj
nin elemanları jTM üzerinde pozitif tanımlı

ise F n = (M,F (x, y)) ikilisine Finsler manifoldu ya da Finsler uzayı denir (Miron,

2001).
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Teorem 2.3.2. gij(x, y), TM üzerinde 2. dereceden kovaryant ve simetrik bir

tensör alanıdır (Miron, 2001).

Tanım 2.3.3. Finsler manifoldu üzerindeki F (x, y) fonksiyonuna temel fonksiyon,

gij(x, y) tensör alanına temel ya da metrik tensör denir (Miron, 2001).

Teorem 2.3.4. Finsler manifoldunda aşağıdaki özelikler sağlanır:

i) gij temel tensör alanının bileşenleri sıfırıncı mertebeden homojendir. Yani,

yi
∂gjk
∂yi

= yiCijk = 0,

ii) pi =
1
2
∂F 2

∂yi
birinci dereceden homojendir (Miron, 2001).

Teorem 2.3.5. Finsler manifoldu üzerinde aşağıdaki özdeşlikler sağlanır:

i) piy
i = F 2,

ii) yi = gijy
j = pj,

iii)Cojh = y
iCijk = 0, Cjoh = Cjho = 0,

iv) F 2(x, y) = gij(x, y)y
iyj dir (Miron, 2001).

Teorem 2.3.6. Finsler manifoldu aşağıdaki diferensiyel geometrik objelere

sahiptir:

i) Lioville vektör alanı, V = yi ∂
∂yi
,

ii) Hamilton 1−form, ω = pidxi,
iii) Simplektik yapı, θ = dω = dpi ∧ dxi dir (Miron, 2001).

Tanım 2.3.7. Finsler manifoldunun temel tensör alanı yi deği̧skenlerine bağlı

değilse, yani ∂gij
∂yk

= 2Cijk = 0 ise bir Riemann uzayına indirgenebilirdir denir

(Miron, 2001).

Tanım 2.3.8. M diferensiyellenebilir n−boyutlu bir manifold ve TM, M nin

tanjant demeti olsun. TM = TM\{0} olmak üzere TM üzerinde tanımlı L(x, y)

fonksiyonu için
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i) L : TM
C∞→ R,

ii) L nin y ye göre homejenlik derecesi iki ise, yani, L(x, ky) = k2L(x, y),

iii) ∀(x, y) ∈ TM için

gij(x, y) =
1

2

∂2L

∂yi∂yj

metrik tensörü q tane negatif özdeğere ve (n− q) tane pozitif özdeğere sahip ise
F n = (M,L) ikilisine q indeksine sahip pseudo-Finsler manifold denir

(Bejancu, Farran, 1997).

Tanım 2.3.9. TM üzerinde tanımlanan L : TM → R fonksiyonu C∞ sınıfından

bir fonksiyon ve bu fonksiyonun yi ye göre Hessianı

gij(x, y) =
1

2

∂2L

∂yi∂yj

TM üzerinde non-dejenere, simetrik ve (0,2) tipinde kovaryant bir tensör alanı

ise (M,L) ikilisine Lagrange uzayı ya da Lagrange manifoldu denir (Miron, 2001).

Tanım 2.3.10. L(x, y) diferensiyellenebilir Lagrange fonksiyonu için

rank ngij(x, y)n = n oluyorsa L(x, y) regülerdir denir (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Teorem 2.3.11. Fn = (M,F (x, y)) Finsler uzayı, Ln = (M,L(x, y)) Lagrange

uzayıdır. Ln = (M,L(x, y)) Lagrange uzayı, eğer L(x, y) fonksiyonu pozitif, yi

ye göre 2. dereceden homojen ve 1
2

∂2L
∂yi∂yj

pozitif tanımlı ise F n = (M, L(x, y))

şeklinde tanımlı bir Finsler uzayıdır (Miron, 2001).

Tanım 2.3.12. M diferensiyellenebilir n−boyutlu bir manifold ve T ∗M, M nin

kotanjant demeti olsun. T ∗M = T ∗M\{0} olmak üzere T ∗M üzerinde verilen

H(x, y) fonksiyonu

i)H : (x, p) ∈ T ∗M → H(x, p) ∈ R, T ∗M manifoldu üzerinde diferensiyellenebilir

ve π
M
: T ∗M →M nin sıfır kesitleri üzerinde sürekliyse,

ii) T ∗M nin pi koordinatlarına göre H nin Hessianı,

gij(x, p) =
1

2

∂2H

∂pi∂pj
, rank gij(x, p) = n

20



için ngij(x, p)n non-dejenere matrisi ile veriliyorsa,
iii) gij(x, p), T ∗M üzerinde sabit i̧saretli, (2,0) tipinde kontravaryant tensör

alanıysa, Hn = (M,H) ikilisine Hamilton manifoldu ya da Hamilton uzayı denir.

H fonksiyonuna, Hn = (M,H) Hamilton uzayının temel fonksiyonu ya da regüler

Hamiltonyanı denir. gij(x, p) ye de Hamilton uzayının temel tensörü ya dametrik

tensörü denir (Miron, 2001).

2.4. İkinci Mertebeden Tanjant Demetler

Tanım 2.4.1. TM, C∞ manifoldunun herhangi bir Z noktasındaki tanjant uzayı

TZTM ile gösterilsin. TM nin tüm Z noktalarındaki TZTM tanjant uzaylarının

ayrık birleşimi olan

TTM =
∀Z∈M

TZTM

TTM ye TM nin tanjant demeti denir (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.2. TTM tanjant demetinden TM manifoldu üzerine

τ
TM
: TTM → TM

AZp → τ
TM
(AZp) = Zp

biçiminde verilen sürekli ve örten τ
TM

dönüşümüne kanonik projeksiyon denir

(Civelek, 1988).

Tanım 2.4.3. (U �, (x, y)) ikilisi, TM C∞ manifoldu için bir harita olsun.

U � ⊂ TM bir açık alt cümle olduğundan τ−1
TM
(U �) = U �� cümlesi TTM nin bir

açık alt cümlesidir. ∀AZp ∈ U = π−1
TM
(U ) ⊂ TTM tanjant vektörü için

(x, y, z, t)(AZp) = (x(p), y(Zp), z(AZp), t(AZp))

olur.
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(x, y, z, t) dönüşümünün lokal koordinat fonksiyonları

xi(p) = pi

yi(Zp) = Zp[x
i]

zi(AZp) = AZp [x
i]

ti(AZp) = AZp [y
i]

eşitliklerini sağladığı için (x, y, z, t), U için bir haritadır. (xi, yi, zi, ti); i = 1, ..., n

sistemine, TTM için indirgenmiş lokal koordinat sistemi denir (Civelek, 1988).

Teorem 2.4.4. TTM, 4n−boyutlu topolojik manifolddur (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.5. Eğer f, M nin bir fonksiyon olmak üzere

TTM
τ
TM→ TM

τ
M→ M

fV V ) ↓ fV 1 f

R

diyagramı yardımıyla elde edilen fV V = f ◦ τ
M
◦ τ

TM
fonksiyonuna f

fonksiyonunun ikinci mertebeden düşey yükseltilmişi denir. (Civelek, 1988)

Teorem 2.4.6. ι lineer dönüşümü, TM manifoldu üzerindeki lokal baz 1−formları,
TTM manifoldu üzerindeki koordinat fonksiyonlarına

ι : @01(TM) → @00(TTM)
dxi

dyi

→
→

ι(dxi) = zi

ι(dyi) = ti

biçiminde dönüştürür (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.7. f ∈ @00(TM) olmak üzere,

fC = ι(df) =
∂f

∂xi

V

zi +
∂f

∂yi

V

ti
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eşitliği ile verilen fC fonksiyonuna f fonksiyonunun TTM ye tam yükseltilmişi

denir. Eğer

f = fV ise

fV C =
∂f

∂xi

V V

zi

ve

f = fC = yi ∂f
∂xi
ise

fCC = ziyj(
∂2f

∂xi∂xj
)V V + ti(

∂f

∂xi
)V V

olur. Ayrıca,

fCV = (yi
∂f

∂xi
) ◦ τ

TM

biçiminde lokal gösterime sahiptir (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.8. X ∈ @10 (TM) ve f ∈ @00 (TM) olmak üzere, TTM üzerinde,

XV (fC) = X(f)
V

şartını sağlayanXV vektör alanına TM üzerindekiX vektör

alanının düşey vektör alanı denir.

f = fC ve X vektör alanı, M manifoldu üzerindeki bir X ∈ @10(M) vektör
alanının düşey yükseltilmi̧si olarak alınırsa

XV V (fCC) = (X(f))V V

eşitliği ile elde edilen XV V ye X vektör alanının TTM ye ikinci mertebeden düşey

yükseltilmişi denir. TTM de indirgenmi̧s koordinatlara göre XV = (X i)
V V ∂

∂ti

lokal gösterime sahiptir (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.9. X ∈ @10 (TM) ve f ∈ @00 (TM) olmak üzere, XC(fC) = X(f)
C

şartını sağlayan TTM üzerindeki XC vektör alanına TM üzerindeki X vektör

alanının tam yükseltilmişi denir.

TTM de indirgenmi̧s koordinatlara göre

XC = Xi
V ∂

∂xi
+ Xn+i

V ∂

∂yi
+ Xi

C ∂

∂zi
+ Xn+i

C ∂

∂ti
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lokal gösterime sahiptir. Eğer

X = XV ise

XV C = Xi V V ∂

∂yi
+ Xi V C ∂

∂ti

ve

X = XC ise

XCC = Xi V V ∂

∂xi
+ X i CV ∂

∂yi
+ X i V C ∂

∂zi
+ Xi CC ∂

∂ti

olur. Ayrıca

XCV = X i V V ∂

∂zi
+ X i CV ∂

∂ti

biçiminde verilir (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.10. ω ∈ @01(TM) ve X ∈ @10(TM) olmak üzere ωV (XC) = ω(X)
V

eşitliğini sağlayan ωV 1−formuna TM manifoldu üzerindeki ω 1-formunun düşey

yükseltilmişi denir.

ω = ωV ve X = XC olarak alınırsa ωV V (XCC) = (ω(X))V eşitliğini sağlayan ωV V

ye ω 1-formunun ikinci merteden düşey yükseltilmişi denir. TTM de indirgenmi̧s

koordinatlara göre

ωV V = (ωi)
V V dxi

lokal gösterime sahiptir (Civelek, 1988).

Tanım 2.4.11. ω ∈ @01(TM) ve X ∈ @10(TM) olmak üzere ωC(XC) = ω(X)
C

eşitliğini sağlayan ωC 1−formuna TM manifoldu üzerindeki ω 1-formunun tam

yükseltilmişi denir. TTM de indirgenmi̧s koordinatlara göre

ωC = (ωi)
C dxi + (ωn+i)

C dyi + (ωi)
V dzi + (ωn+i)

V dti

lokal gösterime sahiptir. Eğer

ω = ωV ise

ωV C = (ωi)
V Cdxi + (ωi)

V V dzi

ve
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ω = ωC ise

ωCC = (ωi)
CCdxi + (ωi)

V Cdyi + (ωi)
CV dzi + (ωi)

V V dti

olur. Ayrıca

ωCV = (ωi)
CV dxi + (ωi)

V V dti

biçiminde verilir (Civelek, 1988).

Teorem 2.4.12. M manifoldu üzerinde herhangi bir p noktasının U açık komşu-

luğundaki { ∂
∂xi
}, i = 1, ..., n lokal baz vektör alanları ve {dxi}, i = 1, ..., n dual

baz 1−formlarının TTM manifoldu üzerine yükseltilmi̧sleri

i) ∂
∂xi

CC
= ∂

∂xi
,

ii) ∂
∂xi

V C
= ∂

∂yi
,

iii) ∂
∂xi

CV
= ∂

∂zi
,

iv) ∂
∂xi

V V
= ∂

∂ti
,

v) (dxi)
V V
= dxi,

vi) (dxi)
CV
= dyi,

vii) (dxi)
V C
= dzi,

viii) (dxi)
CC
= dti

dir (Civelek, 1988).
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3. BİR SEMİ-RİEMANN MANİFOLDUN TANJANT DEMETİ

ÜZERİNDEKİ SEMİ-RİEMANN METRİKLER

Bu bölümde, tanjant demet üzerindeki semi-Riemann metriklerin i̧saretleri

incelenerek tanjant demetin Sasaki metriğine bağlı diferensiyel geometrisi

üzerinde çalı̧sıldı ve tanjant demetin yatay alt vektör demeti üzerinde tanımlı

semi-Riemann metriğine bağlı pseudo-Finsler manifoldun geometrisi ele alındı.

Ayrıca tanjant demet üzerine yükseltilmi̧s hiperyüzeylerin geometrisi incelendi.

3.1. TM Üzerindeki Semi-Riemann Metrikler

Bu alt bölümde Yano ve Ishıhara’nın kullandığı yükseltmeler göz önüne alınarak,

M deki g semi-Riemann metriğine bağlı, TM de elde edilen metriklerin semi-

Riemann metrikler olduğu gösterildi ve TM semi-Riemann manifoldunun indeksi

tanımlanan herbir metrik için tablo şeklinde verildi.

(M,g) bir semi-Riemann manifoldu olmak üzere, xh;h = 1, ..., n, U ⊂ M açığı

üzerinde tanımlı lokal koordinat fonksiyonları ve (U, xh);h = 1, ..., n lokal koor-

dinat komşuluğuna göre g metrik tensörünün bileşenleri gji ve gji bileşenlerine

bağlı Christoffel sembolünün bileşenleri de Γhji olsun. TM nin τ−1(U) komşu-

luğunda (xh, yh) indirgenmi̧s koordinatlarına göre δyi = dyi +N i
jdx

j düşey dual

baz 1-formu ve N i
j = y

kΓikj non lineer konneksiyon katsayıları için TM manifoldu

üzerinde kovaryant tensörler

gV = gijdx
idxj

gC = 2gijdx
iδyj

gIII = gijδy
iδyj

biçiminde tanımlıdır. gV , gC, gIII den elde edilen,
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gC = 2gijdx
iδyj

gF = gV + gC = gijdx
idxj + 2gijdx

iδyj

gS = gV + gIII = gijdx
idxj + gijδy

iδyj

gK = gC + gIII = 2gijdx
iδyj + gijδy

iδyj

kovaryant tensörleri için aşağıdaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.1. Eğer (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TM, gC) de semi-

Riemann manifoldudur (Yano, Ishıhara, 1973)

Teorem 3.1.2. Eğer (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TM, gF ) de semi-

Riemann manifoldudur.

İspat: TM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TM) ve reel

değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TM,R) olmak üzere

gF : χ(TM)× χ(TM)→ C∞(TM,R)

dönüşümü

gF (XV , Y V ) = 0

gF (XH , Y V ) = gF (XV , Y H) = gC(XH , Y H) = (g(X,Y ))V

eşitlikleri yardımıyla tanımlıdır. (TM, gF ) nin semi-Riemann manifoldu olması

için gF metriğinin aşağıdaki şartları sağlaması gerekir.

i) 2-lineerlik: ∀α, β ∈ R, ∀X,Y,Z ∈ χ(M), ve TM üzerinde

X = XV +XH ,

Y = Y V + Y H ,

Z = ZV + ZH
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biçiminde verilen vektör alanları için

gF (αX + βY ,Z) = gF ((αX + βY )V + (αX + βY )H , ZV + ZH)

= gF ((αX + βY )V , ZH) + gF ((αX + βY )H , ZV )

+gF ((αX + βY )H , ZH)

= αgF (XV , ZH) + βgF (Y V , ZH) + αgF (XH , ZV )

+βgF (Y H , ZV ) + αgF (XH , ZH) + βgF (Y H , ZH)

= αgF (X,Z) + βgF (Y ,Z)

dir. Benzer şekilde

gF (X,αY + βZ) = αgF (X,Y ) + βgF (X,Z)

olduğu görülür.

ii) Simetriklik: ∀X, Y ∈ χ(TM) için,

gF (X,Y ) = gF ((XV +XH), (Y V + Y H))

= gF (XV , Y H) + gF (XH , Y V ) + gF (XH , Y H)

= gF (Y H ,XV ) + gF (Y V ,XH) + gF (Y H , XH)

= gF (Y ,X)

simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0

dır. ∀X ∈ χ(TM) ve Y = Y V için

gF (X,Y V ) = gF (XV +XH , Y V ) = gF (XH , Y V ) = 0
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eşitliğinden

Y V = 0

ve ∀X ∈ χ(TM) ve Y = Y H için

gF (X,Y H) = gF (XV +XH , Y H)

= gF (XV , Y H) + gF (XH , Y H) = 0

eşitliğinden

Y H = 0

olup

∀X ∈ χ(TM) için gF (X,Y ) = 0 iken Y = 0

bağıntısından TM üzerinde tanımlı gF metriği non-dejeneredir.

Böylece (TM, gF ) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Teorem 3.1.3. Eğer (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TM, gS) semi-Riemann

manifoldudur.

İspat: TM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TM) ve reel

değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TM,R) olmak üzere

gS : χ(TM)× χ(TM)→ C∞(TM,R)

dönüşümü

gS(XV , Y V ) = gS(XH , Y H) = (g(X,Y ))V

gS(XH , Y V ) = gS(XV , Y H) = 0

eşitlikleri yardımıyla tanımlıdır. (TM, gS) nin semi-Riemann manifoldu olması

için gS metriğinin aşağıdaki şartları sağlaması gerekir.
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i) 2-lineerlik: ∀α, β ∈ R, ∀X,Y,Z ∈ χ(M), ve TM üzerinde

X = XV +XH ,

Y = Y V + Y H ,

Z = ZV + ZH

biçiminde verilen vektör alanları için

gS(αX + βY , Z) = gS((αX + βY )V + (αX + βY )H , ZV + ZH)

= gS((αX + βY )H , ZH) + gS((αX + βY )V , ZV )

= αgS(XH , ZH) + βgS(Y H , ZH) + αgS(XV , ZV ) + βgS(Y V , ZV )

= αgS(X,Z) + βgS(Y , Z)

dir. Benzer şekilde

gS(X,αY + βZ) = αgS(X,Y ) + βgS(X,Z)

olduğu görülür.

iii) Simetriklik: ∀X, Y ∈ χ(TM) için,

gS(X,Y ) = gS((XV +XH), (Y V + Y H))

= gS(XH , Y H) + gS(XV , Y V )

= gS(Y H ,XH) + gS(Y V ,XV )

= gS(Y ,X)

simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0
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dır. ∀X ∈ χ(TM) ve Y = Y V için

gS(X,Y V ) = gS(XV +XH , Y V ) = gS(XV , Y V ) = 0

eşitliğinden

Y V = 0

ve ∀X ∈ χ(TM) ve Y = Y H için

gS(X,Y H) = gS(XV +XH , Y H) = gS(XH , Y H) = 0

eşitliğinden

Y H = 0

olup

∀X ∈ χ(TM) için gS(X,Y ) = 0 iken Y = 0

bağıntısından TM üzerinde tanımlı gS metriği non-dejeneredir.

Böylece (TM, gS) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Teorem 3.1.4. Eğer (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TM, gK) de semi-

Riemann manifoldudur.

İspat: TM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TM) ve reel

değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TM,R) olmak üzere

gK : χ(TM)× χ(TM)→ C∞(TM,R)

dönüşümü

gK(XH , Y H) = 0

gK(XV , Y V ) = gK(XH , Y V ) = gK(XV , Y H) = (g(X,Y ))V

eşitlikleri yardımıyla tanımlıdır. (TM, gK) nın semi-Riemann manifoldu olması

için gK metriğinin aşağıdaki şartları sağlaması gerekir.
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i) 2-lineerlik: ∀α, β ∈ R, ∀X,Y,Z ∈ χ(M), ve TM üzerinde

X = XV +XH ,

Y = Y V + Y H ,

Z = ZV + ZH

biçiminde verilen vektör alanları için

gK(αX + βY ,Z) = gK((αX + βY )V + (αX + βY )H , ZV + ZH)

= gK((αX + βY )V , ZV ) + gK((αX + βY )H , ZV )

+gK((αX + βY )V , ZH)

= αgK(XV , ZV ) + βgS(Y V , ZV ) + αgK(XH , ZV )

+βgK(Y H , ZV ) + αgK(XV , ZH) + βgK(Y V , ZH)

= αgK(X,Z) + βgK(Y ,Z)

dir. Benzer şekilde

gK(X,αY + βZ) = αgK(X,Y ) + βgK(X,Z)

olduğu görülür.

ii) Simetriklik: ∀X, Y ∈ χ(TM) için,

gK(X,Y ) = gK((XV +XH), (Y V + Y H))

= gK(XV , Y V ) + gK(XH , Y V ) + gK(XV , Y H)

= gK(Y V ,XV ) + gK(Y V , XH) + gK(Y H , XV )

= gK(Y ,X)

simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0
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dır. ∀ hX ∈ χ(TM) ve hY = Y V için
gK( hX,Y V ) = gK(XV +XH , Y V )

= gK(XV , Y V ) + gK(XH , Y V ) = 0

eşitliğinden

Y V = 0

ve ∀ hX ∈ χ(TM) ve hY = Y H için
gK( hX,Y H) = gK(XV +XH , Y H) = gK(XV , Y H) = 0

eşitliğinden

Y H = 0

olup

∀ hX ∈ χ(TM) için gK( hX, hY ) = 0 iken hY = 0
bağıntısından TM üzerinde tanımlı gK metriği non-dejeneredir.

Böylece (TM, gK) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Bu semi-Riemann metriklere sahip olan TM manifoldunun indeksi aşağıdaki teo-

remler yardımı ile verilebilir.

Teorem 3.1.5. (M,g) bir Riemann manifoldu ise (TM, gC) semi-Riemann

manifoldunun indeksi n dir (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Teorem 3.1.6. (M, g) indeksi ν olan bir semi-Riemann manifoldu ise (TM, gC)

semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 3.1.7. (M,g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TM, gF ) semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir.

İspat: TM üzerinde tanımlı gF = gV + gC metriğinin indirgenmi̧s koordinatlara
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göre matris gösterimi,

gF :

⎡⎣ gij + yk∂kgij gij

gij 0

⎤⎦
olup, normal koordinatlar gözönüne alınırsa,

gij(p) = εiδ
i
j = I

n
ν , Γkij(p) = 0

olduğundan gF metriğinin matris gösterimi,

gF :

⎡⎣ Inν Inν

Inν 0

⎤⎦
olur. gF metriğine kaŗsılık gelen matris,

det
�
λI2nx2n − gC

�
= (λ2 − λ− 1)n−ν(λ2 + λ− 1)ν = 0

şeklindeki karekteristik denklemi (+,−,+,−, ...) olacak şekilde n tane pozitif,

n tane de negatif özdeğere sahip olduğundan, (TM, gF ) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi n dir.

Teorem 3.1.8. (M,g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TM, gS) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2ν dür.

İspat: TM üzerinde tanımlı gS = gV + gIII Sasaki metriğinin indirgenmi̧s koor-

dinatlara göre matris gösterimi,

gS :

⎡⎣ gij + ghkNh
i N

k
j gjkN

k
i

gihN
h
j gij

⎤⎦
olup normal koordinatlar göz önüne alınırsa, gS metriğinin matris gösterimi,

gS :

⎡⎣ Inν 0

0 Inν

⎤⎦
olduğundan, (TM, gS) nin indeksinin 2ν olduğu görülür.
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Teorem 3.1.9. (M, g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TM, gK) semi-Riemann manifoldunun indeksi n dir.

İspat: TM üzerinde tanımlı gK = gC+gIII metriğinin indirgenmi̧s koordinatlara

göre matris gösterimi,

gS :

⎡⎣ yk∂kgij + ghkNh
i N

k
j gij + gjkN

k
i

gij + gihN
h
j gij

⎤⎦
olup normal koordinatlar göz önüne alınırsa, gK metriğinin matris gösterimi,

gK :

⎡⎣ 0 Inν

Inν Inν

⎤⎦
olur. gK matrisi,

det
�
λI2nx2n − gK

�
= (λ2 − λ− 1)n−ν(λ2 + λ− 1)ν = 0

şeklindeki karekteristik denklemi (+,−,+,−, ...) olacak şekilde n tane pozitif,

n tane de negatif özdeğere sahip olduğundan, (TM, gK) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi n dir.

Böylece TM manifoldu üzerindeki bu metriklerin i̧saretleri aşağıdaki tablo

yardımıyla verilir:

n− boyutlu
M manifoldu

2n− boyutlu
TM manifoldu

g metriği gC gF = gV + gC gS = gV + gIII gK = gC + gH

Riemann (R)
n indeksli

S.R

n indeksli

S.R
R

n indeksli

S.R

ν indeksli Semi

Riemann (S.R)

n indeksli

S.R

n indeksli

S.R

2ν indeksli

S.R

n indeksli

S.R

35



3.2. gS Sasaki Semi-Riemann Metrikli TM Manifoldunun Diferensiyel

Geometrisi

Bu alt bölümde, M deki tanjant vektörlerin g semi-Riemann metriğine bağlı

causal karekteri ile bu vektörlerin TM ye düşey ve yatay yükseltilmesiyle elde

edilen tanjant vektörlerin TM üzerindeki gS Sasaki semi-Riemann metriğine

bağlı causal karakterinin aynı olduğu bulundu. (TM, gS) semi-Riemann mani-

foldunun Levi-Civita koneksiyonu ve Riemann eğrilik tensörü bileşenler cinsinden

hesaplandı. (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde jeodeziklerin diferensiyel

denklemleri elde edilerekM deki eğrilerin TM ye yatay ve doğal yükseltilmesiyle

elde edilen eğriler için bazı sonuçlar verildi.

M, n-boyutlu C∞ sınıftan, diferensiyellenebilir bir manifold ve TM de

M manifoldunun tanjant demeti olsun. Eğer (xi), i = 1, ..., n p ∈ M noktasının

bir U komşuluğu içindeki lokal koordinatlar ise TM nin bir elemanı olan Y tanjant

vektörü (xi, yi), i = 1, ..., n şeklinde indirgenmi̧s koordinatlara sahiptir. Burada

yi ler, Y tanjant vektörünün lokal koordinat fonksiyonlarıdır. Böylece

(xi, yi) = (xi, xi) = (xA), i = 1, ..., n; i = n+ 1, ..., 2n;A = 1, ..., 2n,

τ−1(U) üzerindeki lokal koordinatlar olarak ele alınabilir.

Bu bölümde, diferensiyel geometrik objelerin indisleri i, j, ... ve A,B, ... sembol-

leri ile veriliyorsa indirgenmi̧s koordinatlara göre gösterimi, α, β, ... sembolleri ile

veriliyorsa uyarlanmı̧s bazlara göre gösterimi ifade eder.

TM manifoldu üzerinde tanımlı vektör alanlarının ve gS Sasaki semi-Riemann

metriğinin indirgenmi̧s koordinatlar ve uyarlanmı̧s koordinatlara göre matris gös-

terimleri aşağıdaki şekilde verilebilir.

g, M nin U koordinat komşuluğu içinde bileşenleri gji olan bir semi-Riemann

metriği ve Γhji, gji den elde edilen Christoffel sembolleri olsun. @rs(M) modülü,
M içindeki C∞ fonksiyonların halkası olan C∞(M,R) üzerinde, tüm (r, s) tipin-

den C∞ tensör alanlarını göstersin. X ∈ @10(M) için X in düşey yükseltilmi̧si
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XV , X in yatay yükseltilmi̧si XH ve X in tam yükseltilmi̧si XC indirgenmi̧s

koordinatlara göre, sırasıyla,

XV =

⎛⎜⎝ 0

Xh

⎞⎟⎠ , XH =

⎛⎜⎝ Xh

−yiΓhijXj

⎞⎟⎠ , XC =

⎛⎜⎝ Xh

−yi ∂Xj

∂xi

⎞⎟⎠ (3.2.1)

şeklinde tanımlıdır. M nin her (U, xh);h = 1, ..., n koordinat komşuluğu içinde

X(j) =
∂

∂xj

lokal baz vektör alanları vardır. Bu lokal baz vektör alanının (3.2.1) de yerine

konulmasıyla

�
X(j)

�H
=

�
BAj

�
=

⎛⎜⎝ δhj

−yiΓhij

⎞⎟⎠ = ∂

∂xj
− yiΓhij

∂

∂yh
=

δ

δxj

�
X(j)

�V
=

�
CAj

�
=

⎛⎜⎝ 0

δhj

⎞⎟⎠ = ∂

∂yj
.

eşitlikleri elde edilir. {
�
X(j)

�H
,
�
X(j)

�V } = { δ
δxj
, ∂
∂yj
} kümesine τ−1(U) ⊂ TM

nin uyarlanmış lokal çatısı, δ
δxj

ye yatay baz vektör alanları ve ∂
∂yj

ye düşey baz

vektör alanları denir.

A(j) =
�
BAj

�
=
�
X(j)

�H
, A(j) =

�
CAj

�
=
�
X(j)

�V
,

eşitlikleri yardımıyla TM nin uyarlanmı̧s lokal çatısı,
q
A(β)

r
=
q
A(j), A(j)

r
baz

vektör alanları cinsinden yazılabilir. Ayrıca

�
AAβ

�
=

⎛⎜⎝ BAj

CA
j

⎞⎟⎠ ;β = 1, ..., 2n
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matris formunda da yazılabilir. Bu matrisin tersi

(Aα
B) =

�
BhB ChB

�
,α = 1, ..., 2n

τ−1(U) ⊂ TM nin uyarlanmı̧s lokal dual çatısını gösterir. Bu matrisin bileşenleri

aşağıdaki eşitlikleri sağlayacak şekilde

A(j) =
�
BhB

�
=
�

δhj 0

�
= dxj

A(j) =
�
ChB

�
=
�
yiΓhij δhj

�
= dyj + yiΓjihdx

h = δyj
(3.2.2)

TM tanjant demeti üzerinde 2n tane lokal 1-form tanımlar. Böyleceq
A(α)

r
=
q
A(j), A(j)

r
formundaki eş çatı,

q
A(β)

r
uyarlanmı̧s çatısının duali olur.

Yani

A
(α)
B A

B
(β) = δαβ

dir. (3.2.2) deki dxj, δ
δxj
nin dual baz 1-formu olduğu için yatay dual baz 1-formu,

δyj de, ∂
∂yj

nin dual baz 1-formu olduğundan düşey dual baz 1-formu olarak ad-

landırılır.

M manifoldu üzerindeki g Riemann ya da semi-Riemann metriğinin TM

manifoldu üzerine diagonal yükseltilmi̧si, uyarlanmı̧s koordinatlara göre

gS = gβαdx
β ⊗ dxα = gjidxj ⊗ dxi + gjiδyj ⊗ δyi (3.2.3)

ile ifade edilir. M deki g tensör alanının diagonal yükseltilmi̧si TM içinde (0, 2)

tipinde bir tensör alanı tanımlar. (3.2.2) ve (3.2.3) den gS, {dxj, δyj} uyarlanmı̧s
lokal dual çatısına göre

(gβα) =

⎛⎜⎝ gji 0

0 gji

⎞⎟⎠ (3.2.4)

ve (xj, yj) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

(gAB) =

⎛⎜⎝ gji + gksΓ
k
mjΓ

s
liy

myl gkjΓ
k
liy

l

gsiΓ
s
mjy

m gji

⎞⎟⎠ (3.2.5)
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şeklinde bileşenlere sahiptir.

Teorem 3.2.1. M manifoldu üzerindeki g metriği, indeksi ν olan bir semi-

Riemann metriği ise TM manifoldu üzerine diagonal yükseltilmi̧si uyarlanmı̧s

koordinatlara göre

gS = gβαdx
β ⊗ dxα = gjidxj ⊗ dxi + gjiδyj ⊗ δyi

ifadesine sahip, indeksi 2ν olan semi-Riemann metriğidir.

İspat: M manifoldunun bir p noktasını içine alan U komşuluğu, normal komşuluk

olarak seçilirse gji(p) = εjδji ve Γkji(p) = 0 olur. Burada

εj =

⎧⎪⎨⎪⎩ −1, 1 ≤ j ≤ ν

1, ν + 1 ≤ j ≤ n

dir. M nin U normal komşuluğunda tanımlanan g semi-Riemann metriğinin

diagonal yükseltilmi̧si, TM de {dxj, δyj} uyarlanmı̧s lokal dual çatısına göre

�
gβα(τ

−1{p})
�
=

⎛⎜⎝ gji(p) 0

0 gji(p)

⎞⎟⎠
lokal bileşenlere sahiptir. gji(p) = εjδji olduğundan

gβα = εβδβα

olur. Burada

εβ =

⎧⎪⎨⎪⎩ −1, 1 ≤ β ≤ ν ; n+ 1 ≤ β ≤ n+ ν

1, ν + 1 ≤ β ≤ n ; n+ ν + 1 ≤ β ≤ 2n

dir. Böylece

εj = εn+j j = 1, ..., n

olduğu görülür. Böylece (TM, gS) indeksi 2ν olan semi-Riemann metriğidir.
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Teorem 3.2.2. M deki g semi-Riemann metriğin diagonal yükseltilmesiyle elde

edilen TM deki gS semi-Riemann metriği, TM nin uyarlanmı̧s baz vektör alanları

üzerinde

gS(
δ

δxi
,

δ

δxj
) = gS(

∂

∂yi
,
∂

∂yj
) = (gij)

V ,

gS(
∂

∂yi
,

δ

δxj
) = gS(

δ

δxi
,
∂

∂yj
) = 0

eşitlikleriyle tanımlıdır.

İspat: gS = gβαdxβ ⊗ dxα = (gkh)V dxk ⊗ dxh + (gkh)V δyk ⊗ δyh semi-Riemann

metriği için

dxj(
δ

δxi
) = δji , dxj(

∂

∂yi
) = 0

δyj(
δ

δxi
) = 0, δyj(

∂

∂yi
) = δji

eşitliklerinin kullanılmasıyla

gS(
δ

δxi
,

δ

δxj
) = (gkh)

V dxk(
δ

δxi
)dxh(

δ

δxj
) + (gkh)

V δyk(
δ

δxi
)� ~} �

0

δyh(
δ

δxj
)� ~} �

0

= (gkh)
V δki δ

h
j = (gij)

V ,

gS(
∂

∂yi
,
∂

∂yj
) = (gkh)

V dxk(
∂

∂yi
)� ~} �

0

dxh(
∂

∂yj
)� ~} �

0

+(gkh)
V δyk(

∂

∂yi
)δyh(

∂

∂yj
)

= (gkh)
V δki δ

h
j = (gij)

V ,

gS(
∂

∂yi
,

δ

δxj
) = (gkh)

V dxk(
∂

∂yi
)� ~} �

0

dxh(
δ

δxj
) + (gkh)

V δyk(
∂

∂yi
) δyh(

δ

δxj
)� ~} �

0

= 0,
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gS(
δ

δxi
,
∂

∂yj
) = (gkh)

V dxk(
δ

δxi
) dxh(

∂

∂yj
)� ~} �

0

+(gkh)
V δyk(

δ

δxi
)� ~} �

0

δyh(
∂

∂yj
)

= 0

olduğu görülür.

Teorem 3.2.3. ∀p ∈ M , ∀Xp, z ∈ Tp(M), τ(z) = p olacak şekilde

∀XV
z , X

H
z ∈ Tz(TM) ve (TM, gS) semi-Riemann manifoldu olsun.

i) Xp, (M,g) semi-Riemann manifoldu için space-like bir vektör ise XV
z ve X

H
z ,

(TM, gS) semi-Riemann manifoldu için space-like vektördür,

ii) Xp, (M,g) semi-Riemann manifoldu için time-like bir vektör ise XV
z ve X

H
z ,

(TM, gS) semi-Riemann manifoldu için time-like vektördür,

iii) Xp, (M,g) semi-Riemann manifoldu için light-like (null) bir vektör ise XV
z ve

XH
z , (TM, g

S) semi-Riemann manifoldu için light-like (null) vektördür.

İspat: Xp space-like bir vektör ise g(Xp,Xp) > 0 veya Xp = 0 olur. Teorem 3.2.2

yardımıyla

gS(XV
z , X

V
z ) > 0 veya XV

z = 0

gS(XH
z ,X

H
z ) > 0 veya XV

z = 0

elde edilir. Böylece, XV
z ,X

H
z tanjant vektörleri space-like vektörlerdir. Diğer

iddialarda benzer şekilde ispatlanabilir.

Teorem 3.2.4. z ∈ TM noktası üzerindeki Tz(TM) tanjant vektör uzayını geren
δ
δxi
, ∂
∂yi
yatay ve düşey baz vektör alanları için,

i) [ δ
δxi
, δ
δxj
] = ylRhlji

∂
∂yh
,

ii) [ δ
δxi
, ∂
∂yj
] = Γhji

∂
∂yh
,

iii) [ ∂
∂yi
, ∂
∂yj
] = 0

olur.
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İspat: (i)

[
δ

δxi
,

δ

δxj
] = [

∂

∂xi
−Nh

i

∂

∂yh
,

∂

∂xj
−Nk

j

∂

∂yk
], Nh

i = y
lΓhli

=
∂Nh

i

∂xj
∂

∂yh
− ∂Nk

j

∂xi
∂

∂yk� ~} �
k↔h

+ Nh
i

∂Nk
j

∂yh
∂

∂yk� ~} �
k↔h

−Nk
j

∂Nh
i

∂yk
∂

∂yh

= yl{∂Γ
h
li

∂xj
− ∂Γhlj

∂xi
+ ΓkliΓ

h
kj − ΓkljΓ

h
ki}

∂

∂yh

= ylRhlji
∂

∂yh

dır

ii)

[
δ

δxi
,
∂

∂yj
] = [

∂

∂xi
−Nh

i

∂

∂yh
,
∂

∂yj
] =

∂Nh
i

∂yj
∂

∂yh

= Γhji
∂

∂yh

dır

iii)

[
∂

∂yi
,
∂

∂yj
](fC) =

∂

∂yi
(
∂

∂yj
(fC))− ∂

∂yj
(
∂

∂yi
(fC))

=
∂

∂yi
(
∂f

∂xj
)V� ~} �

0

− ∂

∂yj
(
∂f

∂xi
)V� ~} �

0

= 0

dır

Teorem 3.2.5. (M,g), ∇ Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann

manifold ve (TM, gS) de i∇ Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann

manifold olsun. δi = δ
δxi
ve

·
∂i=

∂
∂yi
olmak üzere i∇ Levi-Civita koneksiyonunun

bileşenleri,

i∇δiδj = hΓkijδk + hΓkij ·
∂k, i∇δi

·
∂j= hΓkijδk + hΓkij ·

∂k

i∇ ·
∂i
δj = hΓkijδk + hΓkij ·

∂k, i∇ ·
∂i

·
∂j= hΓkijδk + hΓkij ·

∂k
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olup, Γkij, M manifoldu üzerinde gij bileşenleri tarafından belirlenen Christoffel

sembolleri ve Rkhji da ∇ Levi-Civita koneksiyonuna bağlı Riemann eğrilik ten-

sörünün bileşenleri olmak üzere i∇ koneksiyonunun katsayıları,
hΓkij = Γkij,

hΓkij = −12Rkhjiyh, hΓkij = −12Rkhjiyh, hΓkij = Γkij (3.2.6)

hΓkij =
1

2
Rkhjiy

h, hΓkij = 0, hΓkij = 0, hΓkij = 0

dır.

İspat: Sadecei∇ Levi-Civita koneksiyonunun hΓkij katsayısı için bir ispat verilecek-
tir.i∇, (TM, gS) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu olduğu için

2gS(i∇δiδj, δh) = δig
S(δj, δh) + δjg

S(δh, δi)− δhg
S(δi, δj)

−gS(δi, [δj, δh]) + gS(δj, [δh, δi]) + gS(δh, [δi, δj]),

Kozsul formülünü sağlar. Teorem 3.2.2, Teorem 3.2.4 ve düşey vektör alanlarının

bir fonksiyonun düşey yükseltilmi̧si üzerinde sıfır değerini alması tanımı gereğince

2gS(hΓkijδk, δh) = ∂gjh
∂xi

+
∂ghi
∂xj
− ∂gij

∂xh

olup, hΓkij = 1

2
gkh(

∂gjh
∂xi

+
∂ghi
∂xj
− ∂gij

∂xh
)

dır. Böylece, hΓkij = Γkij eşitliği elde edilir. Diğerleri de benzer şekilde ispat-

lanabilir.

Teorem 3.2.6. (TM, gS) semi-Riemann manifoldunun i∇ Levi-Civita

koneksiyonuna bağlı iK Riemann eğrilik tensörünün bileşenler cinsinden ifadesi

iK(δi, δj)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK(δi, δj) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h

iK(δi, ·∂j)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK(δi, ·∂j) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h
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iK( ·∂i, ·∂j)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK( ·∂i, ·∂j) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h

olmak üzere sıfırdan farklı bileşenleri

iKh
kij = Rhkij +

1

4
(RatkjR

h
sai −RatkiRhsaj)ytys −

1

2
(RatjiR

h
ska)y

tys

iKh
kij = iKh

kij
= −1

2
(∇iRhtkj −∇jRhtki)yt

iKh
kij

= iKh
kij = R

h
kij +

1

4
(RatkjR

h
sai −RatkiRhsaj)ytys

iKh
kij = iKh

kij
=
1

2
Rhjki −

1

4
RatjkR

h
saiy

tys

iKh
kij = −1

2
(∇iRhtkj)yt

dir. Burada

∇iRhtkj = ∂iR
h
tkj − ΓaitR

h
akj − ΓaikR

h
taj − ΓaijR

h
tka + ΓhiaR

a
tkj,

Riemann eğrilik tensörünün kovaryant türevidir.

İspat:

K(δi, δj)δk = i∇δi
i∇δjδk −i∇δj

i∇δiδk −i∇[δi,δj ]δk
= i∇δi{Γhjkδh −

1

2
ytRhtkj

·
∂h}−i∇δj{Γhikδh −

1

2
ytRhtki

·
∂h}− ytRhtjii∇ ·

∂h
δk

= {Rhkij +
1

4
(RatkjR

h
sai −RatkiRhsaj)ytys −

1

2
(RatjiR

h
ska)y

tys}δh −

−1
2
(∇iRhtkj −∇jRhtki)yt

·
∂h

olup diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir.

Sonuç 3.2.7. (TM, gS) semi-Riemann manifoldunun flat olması için gerek ve

yeter şart (M,g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasıdır.

Tanım 3.2.8. c, (M,g) semi-Riemann manifoldunda xh = xh(t) ile lokal olarak

ifade edilen bir eğri ve Xh(t) de c boyunca tanımlı paralel bir vektör alanı ise
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(TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde

xh = xh(t) ; yh = Xh(t) (3.2.7)

bileşenleri ile verilen hc eğrisine M deki c eğrisinin yatay yükseltilmişi denir. Eğer

yh = Xh(t) vektör alanı Xh = dxh

dt
olacak şekilde c eğrisine teğet vektör alanı ise

(3.2.7) ile tanımlı hc eğrisine M üzerinde bir c eğrisinin dŏgal yükseltilmişi denir

(Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 3.2.9. Eğer t, gS semi-Riemann metriğine sahip TM üzerinde bir eğrinin

yay uzunluğu parametresi ise TM üzerinde jeodeziklerin denklemleri uyarlanmı̧s

koordinatlara göre

δ2xh

dt2
+ ykRhkji

δyj

dt

dxi

dt
= 0,

δ2yh

dt2
= 0

dir.

İspat: t, yay uzunluğu parametresine göre TM üzerinde jeodeziklerin denklem-

leri indirgenmi̧s koordinatlara göre

δ2xA

dt2
=
d2xA

dt2
+ hΓACB dxCdt dx

B

dt
= 0

olur. Bu denklem
θh = BhAdx

A = dxh,

θh = ChAdx
A = δyh

(3.2.8)

ve

θh

dt
=

dxh

dt
,

θh

dt
=

δyh

dt

eşitlikleri yardımıyla
d

dt
(
θα

dt
) + hΓα

γβ

θγ

dt

θβ

dt
= 0 (3.2.9)
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uyarlanmı̧s koordinatlar cinsinden ifade edilir. hΓ nın (3.2.6) daki bileşenleri

sayesinde (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerindeki jeodeziklerin denklemleri

δ2xh

dt2
+ ykRhkji

δyj

dt

dxi

dt
= 0, (3.2.10)

δ2yh

dt2
= 0 (3.2.11)

biçiminde elde edilir.

Tanım 3.2.10. (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde t yay uzunluğu para-

metresine göre θγ, γ = 1, ..., 2n lokal bileşenlerine sahip bir hc eğrisine

gβα
θβ

dt

θα

dt
= ε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, space-like bir eğri,

−1, time-like bir eğri,

0, light-like bir eğri,

denir.

gβα
θβ

dt
θα

dt
= ε metriği ε 9= 0 için

gji
dxj

dt

dxi

dt
+ gji

δyj

dt

δyi

dt
= ε = ∓1

olur. (3.2.11) den
δ

dt

#
gji

δyj

dt

δyi

dt

$
= 0

dır. s, M deki yay uzunluğu parametresi olmak üzere

#
ds

dt

$2
= gji

dxj

dt

dxi

dt
= sbt

olup, s ile t lineer bağımlıdır. Bu nedenle özdeş kabul edilebilir. TM üzerinde

jeodezik bir eğri xh = sbt olacak şekilde tanımlanıyorsa (3.2.11) eşitliği, dx
h

dt
= 0

olduğundan
d2yh

dt2
= 0

haline gelir. Böylece d2yh

dt2
= 0 diferensiyel denklem sisteminin çözümleri ah, bh

46



keyfi sabitler olmak üzere yh = aht+ bh olur.

Sonuç 3.2.11. Eğer bir jeodezik eğri, gS semi-Riemann metrikli TM nin

fibreleri üzerinde sağlanıyorsa, (xh, yh) indirgenmi̧s koordinatlarına göre ah, bh, ch

keyfi sabitler olmak üzere xh = ch, yh = aht+ bh lineer denklemleri ile ifade edilir.

Sonuç 3.2.12. (M, g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki bir jeodeziğin yatay

yükseltilmi̧si, (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde yine bir jeodezikdir.

Teorem 3.2.13. (M,g) deki xh = xh(t) ile tanımlanan bir eğrinin doğal yük-

seltilmi̧sinin (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde bir jeodezik olması için

gerek ve yeter şart

δ2xh

dt2
+Rhkji

dxk

dt

δ2xj

dt2
dxi

dt
= 0, (3.2.12)

δ3xh

dt3
= 0 (3.2.13)

olmalıdır.

İspat: (3.2.8) ve (3.2.9) denklemlerinde yh yerine dxh

dt
konulmasıyla (3.2.12) ve

(3.2.13) denklemleri elde edilir.

Sonuç 3.2.14. (M,g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki herhangi bir jeodeziğin

doğal yükseltilmi̧si (TM, gS) semi-Riemann manifoldu üzerinde bir jeodezikdir.

Teorem 3.2.15. (M,g) semi-Riemann manifoldundaki bir c eğrisinin doğal yük-

seltilmi̧si gS semi-Riemann metrikli TM de bir jeodezik ise c, M üzerinde bir

jeodeziktir veya c nin birinci eğriliği sabit ve c nin her noktasında oskülatör

düzlemle tanımlı kesitine göre M nin Riemann kesitsel eğriliği sabittir.

İspat: (M, g) de xh = xh(t) lokal bileşenleri ile verilen bir c eğrisinin doğal yük-

seltilmi̧si hc, yay uzunluğu parametresi t olan (TM, gS) semi-Riemann manifoldu
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üzerinde bir jeodezik ise (3.2.13) eşitliğinden

δ

dt
gji

δ2xj

dt2
δ2xi

dt2
= 0 (3.2.14)

olur. Bu denklemin sıfıra eşit olması iki farklı şart altında mümkündür. Birincisi,

δ2xh

dt2
= 0

yani xh = xh(t) lokal bileşenleri ile verilen bir c eğrisi M de bir jeodeziktir.

İkincisi, (3.2.14) den c eğrisinin birinci eğriliği sabittir. δ2xh

dt2
vektörü yönünde

δ2xh

dt2
= ρY h, ρ = sbt.

eşitliğini sağlayan birim vektör Y h ve M üzerindeki c eğrisinin teğeti yönündeki

birim vektör Xh = dxh

dt
alınarak bu vektörler (3.2.12) eşitliğinde yerine konulursa

Y h +RhkjiX
kY jX i = 0

bulunur. Bu ifade Y h ile kontraksiyona uğratılırsa,

RkjihX
kY jXiY h = −ε, ε 9= 0

elde edilir. BöyleceXh birim teğet vektörü ile Y h birim normal vektörü tarafından

gerilen P oskülatör düzleminin kesitsel eğriliği

K(P) = RkjihXkY jXiY h = −ε, ε 9= 0

sabittir.

3.3. Bir Pseudo-Finsler Manifoldun Yatay Demetlerinin Geometrisi

Bu alt bölümde, M bir pseudo-Finsler manifold ve g, M manifoldu üzerinde bir

semi-Riemann metrik olmak üzere, gV metriği, TM nin yatay altvektör demeti
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üzerinde tanımlı bir semi-Riemann metrik olarak düşünüldü.

TM nin leafları üzerinde ξ birim yatay vektörünü normal kabul eden bir

hiperyüzeyin geometrisi incelendi.

HTM, M pseudo-Finsler manifoldunun TM tanjant demeti üzerinde n boyutlu

yatay altvektör demeti, C∞(TM,R), TM üzerindeki C∞ fonksiyonların halkası

ve Γ(HTM), HTM nin tüm diferensiyellenebilir kesitlerinin C∞(TM,R) modülü

olsun.

c, n boyutlu M manifoldunun bir eğrisi ve g de M nin bir semi-Riemann metriği

olsun. c eğrisi M nin 1 boyutlu altmanifoldu olduğu için c nin teğet vektör alanı

1 boyutlu dağılım belirler. Bu dağılımın integral eğrileri M nin 1 boyutlu bir

altmanifoldudur.

c eğrisinin yatay yükseltilmi̧si olan c eğrisinin teğet vektör alanı TM mani-

foldunun yatay alt vektör demetinde

V = yi
δ

δxi
, yi =

dxi

dt

ile tanımlı yatay bir vektör alanıdır. Bu vektör alanının integral eğrileri TM nin

1 boyutlu altmanifoldu olup HTM üzerinde bu vektör alanına gV semi-Riemann

metriğine göre dik olan vektörler TM nin leaflarının üzerinde bir hiperyüzey

tanımlar.

c eğrisinin yatay yükseltilmi̧si olan c eğrisini oluşturan tüm noktalar, TM

manifoldunun xh = ah;h = 1, ..., n bileşenleri sabit (ah, yh) fibrelerine gS semi-

Riemannmetriğine göre dik olan (xh, Zh), h = 1, ..., n leaflarının ailesini oluşturur.

Burada Zh, c eğrisi boyunca paralel vektör alanının bileşenleridir. TM manifoldu-

nun fibrelerine teğet olan vektörler V TM dağılımına ait vektörler ve leaflarına

teğet olan vektörler de HTM dağılımına ait vektörlerdir.

gV dönüşümü, ∀X,Y ∈ Γ(HTM) için

gV : Γ(HTM)× Γ(HTM) → C∞(TM,R)

(X,Y ) → gV (X,Y )
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olacak şekilde HTM nin tüm diferensiyellenebilir kesitlerinin üzerinde

non-dejenere, simetrik ve 2-lineer bir dönüşüm olup V üzerindeki değeri TM de

L ∈ C∞(TM,R) fonksiyonunu ∀(x, y) ∈ TM noktası için

L(x, y) = gV (V, V )(x, y) = (gij)
V (x, y)yiyj

eşitliğini sağlayacak biçimde tanımlar. Burada (gij) ∈ @00(M) ve (gij)V ∈ @00(TM)
olduğundan, (x) ∈M ve (x, y) ∈ TM noktaları için

(gij)
V (x, y) = gij(x) (3.3.1)

olur. Böylece L(x, y) = gij(x)y
iyj fonksiyonu, TM nin leafları üzerinde reel

değerli bir fonksiyondur.

M manifoldu, tanjant demetinin yatay altvektör demeti üzerinde tanımlı L

fonksiyonu ile, bir pseudo Finsler manifold olur.

Pseudo-Finsler manifold tanımının şartlarının sağlandığı aşağıdaki gibi

gösterilebilir.

L : TM → R fonksiyonu diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Çünkü ϕ, TM nin

U � açığı üzerinde U � → R2n olacak şekilde bir harita olmak üzere

Φ : ϕ(U �) ⊂ R2n → R fonksiyonu diferensiyellenebilirdir. Bu nedenle

L = Φ ◦ ϕ : TM → R fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir.

Eğer V, TM üzerinde space-like bir vektör ise

L = gV (yi
δ

δxi
, yj

δ

δxj
) > 0

olup pozitiflik şartı sağlanır. Ayrıca L(x, y) = gij(x)yiyj olduğundan k ∈ R için

L(x, ky) = k2L(x, y)

olup y ye göre ikinci mertebeden homojen bir fonksiyon olur.
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L(x, y) = gij(x)y
iyj fonksiyonu yardımıyla,

gij(x) =
1

2

∂2L

∂yi∂yj
(3.3.2)

M manifoldu, üzerindeki tüm x değerleri için q negatif özdeğere n − q pozitif
özdeğere sahip bir g semi-Riemann metriğe sahiptir. Fn = (M,L) ikilisi bu

şartları sağladığı için TM nin yatay altvektör demeti üzerinde tanımlı bir pseudo-

Finsler manifoldu olur.

F n pseudo-Finsler manifoldunun temel fonksiyonu F = L1/2 ile tanımlıdır. Bu

nedenle F, y ye göre homojenlik derecesi bir olan pozitif bir fonksiyondur. Yani,

yi
∂F

∂yi
= F

olur. Ayrıca (3.3.1) ve (3.3.2) den

∂gij
∂yk

= 0 (3.3.3)

olur. Yani gij fonksiyonu y ye bağlı bileşen içermez.

Böylece ξ =
1

F
V şeklinde tanımlı space-like bir vektör ise

gV (ξ, ξ) = 1 (3.3.4)

olup HTM nin bir birim vektörüdür.

(M,L) pseudo-Finsler manifoldun yatay demeti üzerinde tanımlı gV semi-Riemann

metriği ve ξ birim vektörü ile η 1-formu,

η(X) = gV (X, ξ), X ∈ Γ(HTM).

şeklinde tanımlıdır. M deki bir eğri ve bu eğri üzerinde paralel vektör alanının

bileşenleri yardımıyla TM üzerinde elde edilen eğrinin teğet vektör alanı HTM

içinde {ξ} birim vektörü tarafından gerilen bir dağılım belirler. Bu vektör

dağılımının gV metriğine göre ortogonal tamamlayıcısı olan vektör dağılımı (n-1)
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boyutlu bir vektör dağılımı olup ShTM ile gösterilir. Ayrıca ShTM dağılımı η

yardımıyla

Γ(ShTM) = {X ∈ Γ(HTM); η(X) = 0}. (3.3.5)

şeklinde tanımlıdır. Böylece HTM içinde herhangi bir X vektör alanı

X = PX + η(X)ξ, (3.3.6)

ile ifade edilebilir. Buradaki P, HTM den ShTM üzerine

P : HTM → ShTM

X → PX

şeklinde tanımlı bir izdüşümdür. Eğer X ⊥ ξ ise η(X) = gV (X, ξ) = 0 olup

(3.3.6) ya göre X = PX ∈ ShTM olur. Doğrudan hesaplamalar yardımıyla

∀X,Y ∈ Γ(HTM) için,

gV (X,PY ) = gV (PX,PY ) = gV (X,Y )− η(X)η(Y ) (3.3.7)

eşitlikleri elde edilir. Γ(H∗TM |U ) içindeki {δ/δxi} yatay baz vektörlerinin duali
{ωi} ile gösterilsin. O zaman η ve P nin lokal bileşenleri, {ωi} ve {ωi ⊗ δ/δxi}
bazları yardımıyla

ηi =
∂F

∂yi
, (3.3.8)

P ji = δji −
1

F
ηiy

j (3.3.9)

olur.

Böylece, P = P ji
δ

δxj
⊗ ωi ve η = ηiω

i, U üzerinde (1, 1) ve (0, 1) tipinde tensör

alanları olur.

Teorem 3.3.1. ShTM nin herhangi birQ leafı üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu

∇ olmak üzere X ∈ Γ(TQ) ve ξ ∈ Γ(TQ⊥) için

∇Xξ = 0
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dır.

İspat: Q, teğet vektörleri ShTM nin elemanı ve birim normali ξ olan bir hiperyüzey

olduğundan,

TQ = TQ⊕ TQ⊥

= Sp{X1, ...Xn−1}⊕ Sp{ξ}

dir. Burada

Xa = X
i
a

δ

δxi
, ξ = yj

δ

δxj
,

a = 1, ..., n− 1
i, j = 1, ..., n

dir. Böylece,

∇Xξ = (X i
a

δyk

δxi
+Xi

ay
jΓkij)

δ

δxk

= (−X i
ay
jΓkij +X

i
ay
jΓkij)

δ

δxk

= 0

elde edilir.

Teorem 3.3.2. F n = (M,L) bir pseudo-Finsler manifold olsun. (ShTM) dağılımı,

integrallenebilir bir dağılımdır.

İspat: Bu teoremi ispatlamak için X,Y ∈ Γ(ShTM) iken [X,Y ] nin ξ li bileşen-

lerinin olmadığını göstermek yeter.

X ∈ Γ(ShTM) olması için gerek ve yeter şart

η(X) = gV (X, ξ) = 0, η(Y ) = gV (Y, ξ) = 0

olur. Böylece,

XgV (Y, ξ) = 0, Y gV (X, ξ) = 0

∇Xξ = 0 olduğundan

gV (∇XY, ξ) = 0 ve gV (∇YX, ξ) = 0
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olup

gV ([X,Y ], ξ) = 0

dır. Bu nedenle [X,Y ] ∈ Γ(ShTM) dir.

HTM nin bir Q leafı, lokal olarak (xh, Zh) ile tanımlanan TM manifoldunun

n-boyutlu bir alt manifoldudur. Buradaki Zh, M deki eğriler boyunca tanımlı

parelel vektör alanının bileşenleridir ve ShTM nin herhangi bir Q leafı, birim

normali ξ olan TM nin Q leafı içinde kalan bir hiperyüzeydir. Ayrıca

gV (
δ

δxi
,

δ

δxj
)(xh, Zh) = g(

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)(xh)

olduğundan gV , HTM nin (xh, Zh);h = 1, ..., n lokal bileşenleri ile tanımlı bir Q

leafı üzerinde q indekse sahip semi-Riemann metriktir. ∇, Q üzerinde gV ye göre
Levi-Civita koneksiyonu ve X,Y ∈ Γ(TQ), ξ ∈ Γ(TQ⊥) olmak üzere

gV (∇
X
Y, ξ) = 0 (3.3.10)

dır. Böylece HTM nin leaflarının geometrisi ShTM nin leaflarının geometrisi ile

ξ nin integral eğrilerinden oluşur.

Teorem 3.3.3. Q ve Q sırasıyla, HTM nin bir leafı ve Q nun bir hiperyüzeyi

olan ShTM nin bir leafı olsun. Q, Q üzerinde total jeodezik bir hiperyüzeydir.

İspat: ξ, Q nın birim normal vektörü olduğundan, Q nun bir hiperyüzeyi olan

Q nın ikinci temel formu,

B(X,Y ) = gV (∇Xξ, Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TQ). (3.3.11)

olur. Teorem 3.3.2 eşitliğinden Q, Q nun total jeodezik bir hiperyüzeydir.

3.4. M deki Bir Hiperyüzeyin (TM,gC) Semi-Riemann Manifolduna

Yükseltilmesi

Bu alt bölümde (M,g) deki bir semi-Riemann hiperyüzeyin (TM, gC) ye
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yükseltilmi̧si tanımlandı veM deki semi-Riemann hiperyüzeye normal olan vektör

alanının düşey ve tam yükseltilmi̧sleri, yükseltilmi̧s semi-Riemann hiperyüzeyin

normal vektör alanları kabul edilerek, ikinci temel tensör alanına bağlı bazı

sonuçlar elde edildi.

M diferensiyellenebilir bir manifold, TM τ
M

: TM → M kanonik

projeksiyonu yardımıyla tanımlananM nin tanjant demeti, @rs(M) C∞ sınıfından
M üzerindeki (r, s) tipindeki tensör alanlarının uzayı, @(M) =

r,s

@rs(M) de M
üzerindeki tensör cebiri olsun.

S, M nin bir semi-Riemann hiperyüzeyi ve ι : S → M inclusion dönüşümü ol-

sun. dι = E diferensiyel dönüşümü, TS den TM ye ι nın türev dönüşümüdür.

E nin türev dönüşümü T (TS) → T (TM) E∗ ile gösterilecektir. TS, TM nin

2(n − 1) boyutlu bir alt manifoldu ve T (TS), T (TM) nin 4(n − 1) boyutlu alt
manifoldudur.

(xi) , i = 1, ..., n lokal koordinatları yardımıyla ι

xi = xi(ua) (3.4.1)

lokal ifadesine sahiptir. Bu denklemdeki (ua), a = 1, ..., n− 1 S nin lokal koordi-
natlarıdır. O zaman E nin lokal ifadesi

xi = xi(ua)

yi = Eiav
a, Eia =

∂xi

∂ua

(3.4.2)

xi ve ua dan indirgenmi̧s (xi, yi) ve (ua, va) lokal koordinatları ile tanımlıdır. ι

dönüşümünün özelliğinden S ile ι(S) ve TS ile E(TS) özdeş olarak alınabilir.

(Tani, 1969)

Tanım 3.4.1. ∀p ∈ S ye M nin p noktası üzerinde bir tanjant vektör atayan X

dönüşümüne S boyunca bir vektör alanı denir.

∀p ∈ S ye p üzerinde (r, s) tipinde bir tensör atayan T dönüşümüne, S boyunca
(r, s) tipinde bir tensör alanı denir (Tani, 1969).
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S boyunca (r, s) tipinde tensör alanlarının uzayı @rs(S,M) olsun
f, X, ω @(S) nin elemanları ve, f, X, ω @(S,M) nin elemanlarıdır.

Teorem 3.4.2. ∀f ∈ @00(M), ∀X,Y ∈ @10(M), ∀ω ∈ @01(M) ve ∀F ∈ @11(M) için

(fX)V = fVXV , (fX)C = fCXV + fVXC , XCfC = (Xf)C ,

XV fV = 0, XV fC = XCfV = (Xf)V ,

ωV (XV ) = 0, ωV (XC) = ωC(XV ) = (ω(X))V , ωC(XC) = (ω(X))C ,

F VXC = (F (X))V , FCXC = (F (X))C ,

[X,Y ]C = [XC , Y C ], [X,Y ]V = [XC , Y V ] = [XV , Y C ].

(3.4.3)

olur (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 3.4.3. ∀P ,Q ∈ @rs(M) için

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV ,
(P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC

(3.4.4)

ve ∀T ∈ @02(M) için

TC(XC , Y C) = (T (X,Y ))C ,

TC(XC , Y V ) = T V (XC , Y C) = (T (X,Y ))V , (3.4.5)

TC(XV , Y V ) = T V (XV , Y C) = T V (XV , Y V ) = 0

dır (Yano, Ishıhara, 1973).

Teorem 3.4.4. ∀f ∈ @00(M) için
∗
X (fC) =

∗
Y (fC) oluyorsa

∗
X=

∗
Y dir ve

∀X ∈ @10(M) için
∗
ω (XC) =

∗
η (XC) oluyorsa

∗
ω=

∗
η dır.

TM üzerinde herhangi bir tensör alanı, X ∈ @10(M) ve f ∈ @00(M) olmak üzere
XC ve fC üzerinde aldığı değerle belirlenir (Yano, Ishıhara, 1973).
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Tanım 3.4.5. f , S üzerinde tanımlı bir fonksiyon olmak üzere

TM
τ
S→ S

f
V
= f ◦ τ

S
) ↓ f

R

diyagramı yardımıyla

f
V
= f ◦ τ

S

eşitliğini sağlayan f
V
fonksiyonuna f nin TM ye düşey yükseltilmişi denir (Tani,

1969).

Tanım 3.4.6. p ∈ U ∩ S ⊂ M de tanımlı bir f ∈ @00(M) ve f ∈ @00(S)
fonksiyonları için

∂f

∂ua
=

∂f

∂ua

eşitliği yardımıyla f ∈ @00(M) nin τ−1
M
(U) ⊂ TM ye tam yükseltilmi̧si

fC = yi∂if,

bileşenlerine sahip olup, bu fonksiyonun τ−1
M
(U ∩ S) ye kısıtlanması � operatörü

ile gösterilecek olursa

�fC = �(yi∂if) = v
aEia∂if = v

a∂af = v
a∂af (3.4.6)

elde edilir. Böylece τ−1
M
(U) nun her koordinat komşuluğunda �fC ile aynı reel

değere sahip olan f
C
fonksiyonuna f ∈ @00(S,M) nin TM ye tam yükseltilmişi

denir (Tani, 1969).

Tanım 3.4.7. X ∈ @10(S,M) ve f ∈ @00(M) için,

X
V
(fC) = (Xf)V (3.4.7)

eşitliğini sağlayan X
V
vektör alanına, X ∈ @10(S,M) nin TM ye düşey
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yükseltilmişi ve

X
C
(fC) = (Xf)C (3.4.8)

eşitliğini sağlayan X
C
vektör alanına da X ∈ @10(S,M) nin TM ye tam yük-

seltilmişi denir. X
C
nin diğer bir tanımı da X ∈ @10(M) olmak üzere

X
C
(fC) = (�XC)fC

XC nin τ−1M (U ∩ S) ye kısıtlanması olarak verilir (Tani, 1969).

Tanım 3.4.8. ω ∈ @01(S,M) ve X ∈ @10(S,M) olmak üzere

ωV (X
C
) = (ω(X))V (3.4.9)

eşitliğini sağlayan ωV 1-formuna, ω ∈ @01(S,M) nin TM ye düşey yükseltilmişi

ve

ωC(X
C
) = (ω(X))C (3.4.10)

eşitliğini sağlayan ωC 1-formuna da ω ∈ @01(S,M) nin TM ye tam yükseltilmişi

denir. ωC nin diğer bir tanımı da X ∈ @10(M) olmak üzere

ωC(X
C
) = (ω(X))C = �((ω(X))C) = �((ωC(XC))

eşitliği sağlanacak şekilde ωC nin τ−1M (U ∩S) ye kısıtlanması olarak verilir (Tani,
1969).

Teorem 3.4.9. Düşey ve tam yükseltmeler, P,Q herhangi tensör alanları olmak

üzere

(P ⊗Q)V = P
V ⊗QV , (3.4.11)

(P ⊗Q)C = P
C ⊗QV + P V ⊗QC (3.4.12)

şartları sağlanırsa, @(S,M) den @(T (S,M)) ye lineer izomorfizmdir (Tani, 1969).
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Teorem 3.4.10. @00(S,M) den TM ye tanımlanan düşey ve tam yükseltmeler ile

@00(S) den TS ye tanımlanan düşey ve tam yükseltmeler arasında

f ∈ @00(S,M) = @00(S) ve f ∈ @00(M) için,

f
V
= f

V
, f

C
= f

C
(3.4.13)

yani,

fV ◦ dι = (f ◦ ι)V , fC ◦ dι = (f ◦ ι)C (3.4.14)

bağıntıları vardır. Ayrıca S ye teğet olan vektör alanlarının yükseltilmi̧sleri TS

ye teğettir. Yani X ∈ @10(S) için,

(EX)V = dE(XV ), (EX)C = dE(XC) (3.4.15)

olur (Tani, 1969).

Tanım 3.4.11. ∀X,Y ∈ @10(S) için

g(X,Y ) = G(EX,EY ) (3.4.16)

eşitliği sağlanıyorsa, g ye S üzerine G den indirgenmiş metrik denir. (Tani, 1969).

Tanım 3.4.12. ∇, M üzerinde G semi-Riemann metriği tarafından belirlenen

Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere X,Y ∈ @10(S) için

∇EXEY = E∇XY +B(X,Y ) (3.4.17)

Gauss denklemi yardımıyla S üzerinde tanımlanan ∇ koneksiyonuna indirgenmiş
koneksiyon denir. ∇ de g semi-Riemann metriği tarafından belirlenen Levi-Civita
koneksiyonudur.
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B(X,Y ), S ye normaldir.

B(X,Y ) = h(X,Y )N (3.4.18)

eşitliğinde N ye normal vektör alanı ve h ye S üzerinde (0, 2) tipinde ikinci temel

tensör alanı denir. (1, 1) tipinde H tensör alanı da

g(HX,Y ) = h(X,Y )

ile verilir (Tani, 1969)

Tanım 3.4.13. X, Y ∈ @10(S) ve ε S hiperyüzeyinin i̧sareti olmak üzere

h(X,Y ) = εmg(X,Y )

olacak şekilde m gibi skalar bir alan var ise S total umbiliktir ve m ye S nin

ortalama ĕgrilĭgi denir. p ∈ S üzerindeki herhangi bir çatı ∂
∂u1
, ..., ∂

∂un−1 olmak

üzere

m =
1

n− 1
n−1

i=1

εiH(
∂

∂ui
,
∂

∂ui
) =

1

n− 1 İz(H)

olur. Eğer bir hiperyüzey total umbilik ve ortalama eğriliği sıfır ise böyle

hiperyüzeylere total jeodezik hiperyüzey denir (Tani, 1969).

Teorem 3.4.14. M, G semi-Riemann metriği ile verilen indeksi ν olan n−boyutlu
bir semi-Riemann manifoldu ise G nin tam yükseltilmi̧si GC TM içinde indeksi n

olan bir semi-Riemann metriğidir (Yano, Ishıhara, 1973).

Tanım 3.4.15.
∗
X,

∗
Y ∈ @10(TM) vektör alanları için

GC(
∗
X,

∗
Y ) = 0

eşitliği sağlanıyorsa
∗
X ve

∗
Y TS üzerinde GC semi-Riemann metriğine göre

ortogonaldir denir ve eğer X ∈ @10(TS) için

GC(
∗
N,E∗X) = 0
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eşitliği sağlanacak şekilde bir
∗
N vektör alanı varsa,

∗
N a TS nin normal vektör

alanı denir.

Eğer her bir p ∈ S ye S de Np vektörünü atayan bir dönüşüm N ile gösterilirse

N, S boyunca bir vektör alanı olur. N nin TM ye düşey yükseltilmi̧si NV ve tam

yükseltilmi̧si NC ile gösterilirse, ∀v ∈ TpS için GC ye göre TS ye normal olan
(NV )v ve (NC)v vektörleri elde edilir. Bu vektörler kendi kendilerine ortogonal

fakat kaŗsılıklı olarak ortogonal değillerdir yani,

GC(NV , E∗X
C) = 0, GC(NC , E∗X

C) = 0,

GC(NC , NC) = 0, GC(NV , NV ) = 0,

GC(NV , NC) = ε

(3.4.19)

dur. (3.4.19) daki ε, TS nin i̧sareti olup {−1, 0, 1} değerlerinden birisine eşittir.
{NV , NC} TS ye normal olan uzayın bazlarıdır.

Tanım 3.4.16. ∀X,Y ∈ @10(S) için,

hg(XC , Y C) = GC(E∗X
C , E∗Y

C) (3.4.20)

eşitliğini sağlayan hg ya GC den TS üzerine indirgenmiş metrik denir (Tani, 1969)
Teorem 3.4.17. M deki f∇ nın tam yükseltilmi̧si f∇C , ∀fX, eY ∈ @10(M) için

f∇CeXC
eY C = (f∇eX eY )C (3.4.21)

ve f∇CeXC
eY V = (f∇eX eY )V (3.4.22)

özelikleri ile tanımlanan TM de bir afin koneksiyon tanımlar (Tani, 1969)

Teorem 3.4.18. f∇, G semi-Riemann metriğine göre bir Riemann koneksiyonu

ise f∇C de GC semi-Riemann metriğine göre bir Riemann koneksiyonudur (Yano,
Ishıhara, 1973).

61



Teorem 3.4.19. S deki ∇ indirgenmi̧s koneksiyonunun tam yükseltilmi̧si ∇C , gC
ye göre Riemann koneksiyonudur (Tani, 1969).

TS boyunca f∇C den TS üzerine indirgenmi̧s koneksiyon i∇ ile gösterilirse,

X,Y ∈ @10(S) için, Gauss denklemi,

f∇CE∗XCE∗Y
C = E∗(

i∇XCY C) +B(XC , Y C) (3.4.23)

dir. NV ve NC ye göre (0, 2) tipinde ikinci temel tensör alanları, sırasıyla, hh ve hk
olmak üzere B(XC , Y C)

B(XC , Y C) = hh(XC , Y C)NV + hk(XC , Y C)NC (3.4.24)

şeklinde tanımlanır ve f∇CE∗XCE∗Y
C nin normal kısmıdır.

Teorem 3.4.20. f∇C den TS üzerine indirgenmi̧si∇ koneksiyonuf∇ dan S üzerine
indirgenmi̧s ∇ koneksiyonunun tam yükseltilmi̧sidir. Yani, i∇, gC ye göre

i∇XCY C = (∇XY )C , X, Y ∈ @10(S)

olur.

İspat: p nin yeterince küçük bir U komşuluğu içinde fX ve eY vektör alanları

U ∩ S de EX ve EY ile aynıdır. Bu nedenle

f∇CE∗XCE∗Y
C = f∇C(EX)C(EY )C = �f∇CeXC

eY C = �(f∇eX eY )C = (f∇EXEY )C (3.4.25)

olur. U üzerinde tanımlı f∇eX eY , U ∩ S de f∇EXEY ile aynı olur. Benzer şekilde

X ∈ @10(S) için,

f∇CE∗XCNC = (f∇EXN)C (3.4.26)

f∇CE∗XCNV = (f∇EXN)V (3.4.27)
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dir. (3.4.5), (3.4.17), (3.4.19) eşitlikleri kullanılarak (3.4.25) ifadesi

f∇CE∗XCE∗Y
C = E∗(∇XY )C + hC(XC , Y C)NV + hV (XC , Y C)NC

olur. Diğer taraftan (3.4.23) ve (3.4.24) den

f∇CE∗XCE∗Y
C = E∗(

i∇XCY C) + hh(XC , Y C)NV + hk(XC , Y C)NC

elde edilir. Bu iki eşitlik yardımıyla (∇XY )C = i∇XCY C bulunur.

Teorem 3.4.21. S nin ikinci temel tensör alanının düşey ve tam yükseltilmi̧sleri,

sırasıyla, NV ve NC ye göre ikinci temel tensör alanlarıdır.

TS nin total umbilik olması için gerek ve yeter şart ∀iX, hY ∈ @10(TS) için
hV (iX, hY ) = λhg(iX, hY ), hC(iX, hY ) = μhg(iX, hY )

olacak şekilde λ ve μ fonksiyonları vardır. Burada λ ve μ fonksiyonları,

{ ∂
∂w1
, ..., ∂

∂w2(n−1)} TS nin bir çatısı olmak üzere

λ =
1

2(n− 1)
2(n−1)[
A=1

ε
A
HV (

∂

∂wA
,

∂

∂wA
) =

1

2(n− 1) İz(H
V ) = 0

μ =
1

2(n− 1)
2(n−1)[
A=1

ε
A
HC(

∂

∂wA
,

∂

∂wA
) =

1

2(n− 1) İz(H
C)

dir. Bu eşitliklerdeki ε
A
, TS üzerindeki (wA) = (ua, va), a = 1, ..., n − 1;

A = 1, ..., 2(n− 1) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

ε
A
=

⎧⎪⎨⎪⎩ −1, 1 ≤ A ≤ n− 1
1, n ≤ A ≤ 2(n− 1)

şeklinde tanımlıdır. Eğer hem λ, hem de μ sıfır ise TS nin total jeodezik olduğu

söylenebilir. TS nin ortalama eğrilik vektör alanı

im = λNV + μNC

63



şeklinde tanımlı olup, TS ye normal olan uzayda seçilen bazlardan bağımsızdır.

TM içinde TS nin
∗
m ortalama eğriliği

∗
m= GC(im,im) dir.

Teorem 3.4.22. Eğer TS total umbilik ise S total jeodeziktir. TS nin total

jeodezik olması için gerek ve yeter şart S nin M de total jeodezik olmasıdır.

İspat: Eğer TS total umbilik ise S nin ikinci temel formu daima sıfırdır. Yani

λ = 0 dan izhV = 0 olur. Eğer S total jeodezik ise S nin ikinci temel formu sıfır

olup buradan λ ve μ de sıfır olur. Bu nedenle TS de total jeodeziktir.

Teorem 3.4.23. TS nin ortalama eğriliği sıfırdır.

İspat: TS nin ortalama eğrilik tanımı göz önüne alınırsa,
∗
m= GC(im,im) = 2λμ

olur. λ = 0 olduğundan,
∗
m= 2λμ = 0 elde edilir.
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4. BİR SEMİ-RİEMANN MANİFOLDUN İKİNCİ MERTEBEDEN

TANJANTDEMETİ ÜZERİNDEKİ SEMİ-RİEMANNMETRİKLER

Bu bölümde, bir manifold üzerinde tanımlı diferensiyel geometrik objelerin

ikinci mertebeden tanjant demetlere yükseltilmi̧sleri bulunarak ikinci mertebeden

tanjant demet üzerindeki metriklerin i̧saretleri incelendi. Ayrıca bir semi-Riemann

metriğin ikinci mertebeden tam yükseltilmesiyle elde edilen metriğe bağlı Levi-

Civita koneksiyonu bileşenler cinsinden elde edildi.

4.1. M deki Diferensiyel Geometrik Objelerin TTM ye Yükseltilmi̧sleri

Bu alt bölümde M manifoldu üzerindeki fonksiyon, vektör alanı, 1-form gibi

tensör alanlarının ikinci mertebeden tanjant demetlere V H,CH,HC,HH

yükseltilmi̧sleri elde edildi.

M , n−boyutlu bir Riemann ya da semi-Riemann manifold, TM onun tanjant

demeti olmak üzere p ∈ M nin U açık komşuluğu üzerindeki haritaya bağlı

olarak M için bir lokal koordinat sistemi {x} = {x1, ..., xn} olsun. O zaman,

τM : TM →M τM(Zp) = p kanonik projeksiyon olmak üzere τ−1M (U) = U , TM

deki τ−1M {p} noktasının bir açık komşuluğudur. Böylece,∀Zp ∈ U tanjant vektörü

için,

(x, y)(Zp) = (x
1(p), ..., xn(p), Zp[x

1], ..., Zp[x
n])

şeklinde tanımlı (x, y) dönüşümü, U üzerinde lokal bir harita olup, (xi, yi)

i = 1, ..., n sistemi TM C∞ manifoldu için bir lokal koordinat sistemidir.

Ayrıca τTM : TTM → TM , τTM(Az) = Z kanonik projeksiyon olmak üzere,

π−1TM(U ) = U TTM deki π−1TM{Zp} noktasının bir açık komşuluğudur. Böylece
∀Azp ∈ U = π−1TM(U ) ⊂ TTM tanjant vektörü için

(x, y, z, t)(Azp) = (x(p), y(Zp), z(Azp), t(Azp))
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olur. (x, y, z, t) dönüşümünün lokal koordinat fonksiyonları

xi(p) = pi,

yi(Zp) = Zp[x
i],

zi(AZp) = AZp[x
i],

ti(AZp) = AZp[y
i]

şeklinde tanımlı olup (x, y, z, t), U için bir haritadır. Dolayısıyla

(xi, yi, zi, ti), i = 1, ..., n sistemi, TTM için indirgenmi̧s lokal koordinat sistemi

olup, TTM diferensiyellenebilir bir manifold yapısına sahiptir (Civelek, 1988).

(M,g) bir Riemann ya da semi-Riemann manifoldu olsun. M nin tanjant demeti

TM üzerinde gS = gV +gIII eşitliği ile tanımlanan metriğe Sasaki Rieman metriği

ya da Sasaki semi-Riemann metriği denir. gS metriği

gS = gijdx
idxj + gijδy

iδyj (4.1.1)

lokal bileşenlere sahiptir.

Teorem 4.1.1. EğerM Riemann ya da semi-Riemann manifoldu flat olarak kabul

edilirse, TM üzerinde elde edilen gS semi-Riemann metriğine bağlı i∇ Levi-Civita
koneksiyonunun bileşenler cinsinden ifadesi

i) i∇ δ

δxi

δ
δxj
= Γhji

δ
δxh
,

ii) i∇ δ

δxi

∂
∂yj
= Γhji

∂
∂yh
,

iii) i∇ ∂

∂yi

δ
δxj
= 0,

iv) i∇ ∂

∂yi

∂
∂yj
= 0

dır.

İspat: Teorem 3.2.5 ve (3.2.6) daki bileşenler yardımıyla M nin Riemann eğrilik

tensörü sıfır alınarak TM üzerindeki i∇ Levi-Civita koneksiyonunun bileşenler

cinsinden ifadesi yukardaki gibi elde edilir.

Çalı̧smanın geri kalan kısmında i∇ Levi-Civita koneksiyonun bileşenler cinsinden
ifadesi yukarıdaki gibi kabul edilecektir.
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Tanım 4.1.2. hf, TM üzerinde tanımlı bir C∞−fonksiyon olsun. Böylece,

hfH = hfC −i∇hγ hf (4.1.2)

eşitliği ile tanımlı hf, TTM üzerinde bir C∞−fonksiyon olup, hfH fonksiyonuna hf
nın TTM ye yatay yükseltilmişi denir.

Ayrıca hfC = zi ∂ hf
∂xi

+ ti
∂ hf
∂yi
, (4.1.3)

şeklinde tanımlı hfC TTM üzerinde bir C∞ fonksiyon olup, hf nın TTM ye tam

yükseltilmişidir. i∇hγ hf = hγ(i∇ hf), (4.1.4)

olup i∇, TM üzerindeki koneksiyon operatörüdür. Burada,

i∇ hf = i∇δi
hf dxi +i∇∂i

hf δyi (4.1.5)

dir ve hγ dönüşümü ise TM nin 1-formlarını TTM nin koordinat fonksiyonlarına

dönüştüren lineer bir dönüşüm olup,

hγ : T 01 (TM)→ T 00 (TTM) (4.1.6)

hγ(dxi) = zi , hγ(δyi) = ti
şeklinde tanımlıdır. Böylece,

hγj(∇ hf) = zi ∂ hf
∂xi
− ziyjΓhji

∂ hf
∂yh

+ ti
∂ hf
∂yi

(4.1.7)

olup,

hfH = ziyjΓhji ∂ hf∂yh (4.1.8)

bulunur. TM manifoldu üzerindeki hf fonksiyonu M deki f fonksiyonun üç farklı

şekilde yükseltilmesiyle elde edilir. Bu nedenle

67



i) Eğer hf = fV ise,
fV H = ziyjΓhji

∂fV

∂yh
= 0 (4.1.9)

dır.

ii) Eğer hf = fC ise,
fCH = ziyjΓhji∂hf (4.1.10)

dir.

iii) Eğer hf = fH ise,
fHH = ziyjΓhji

∂fH

∂yh
= 0 (4.1.11)

dır.

Tanım 4.1.3. iX, TM üzerinde tanımlı bir C∞ vektör alanı olsun.

iXH = iXC −∇hγiX (4.1.12)

eşitliği ile tanımlı iXH , TTM üzerinde tanımlı bir C∞−vektör alanı olup iXH yeiX nın TTM ye yatay yükseltilmişi denir.

TM üzerinde tanımlı iX vektör alanının tam yükseltilmi̧si,

iXC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(iX i)V

(iX i − iXhN i
h)
V

zk(∂ hXi

∂xk
)V + tk(∂ hXi

∂yk
)V

zk(
∂( hXi− hXhyjΓijh)

∂xk
)V + tk(

∂( hXi− hXhyjΓijh)

∂yk
)V

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.13)

bileşenlerine sahiptir. TM manifoldu üzerindeki iX vektör alanıM deki X vektör

alanının üç farklı şekilde yükseltilmesiyle elde edilir. O zaman,

i) Eğer iX = XV ise iXi = 0 ve iX i = X i olup,

XV C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

X i

0

zk ∂X
i

∂xk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.14)
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dır.

ii) Eğer iX = XC ise iXi = X i ve iX i = yj∇jXi olup,

XCC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Xi

yj ∂X
i

∂xj

zk ∂X
i

∂xk

yjzk ∂2Xi

∂xk∂xj
+ tk ∂X

i

∂xk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.15)

dır.

iii) Eğer iX = XH ise iX i = Xi ve iX i = 0 olup,

XHC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X i

−yjXhΓijh

zk ∂X
i

∂xk

−yjzk ∂(X
hΓijh)

∂xk
− tkXhΓikh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.16)

dır.

TM manifoldu üzerindeki iX vektör alanı için

hγ(i∇iX) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

zj( δ hXi

δxj
+ iXhΓijh) + t

j ∂ hXi

∂yj

−zjyl(δ hXk

δxj
+ iXhΓkjh)Γ

i
lk − tjyl ∂ hXk

∂yj
Γilk + z

j( δ hXi

δxj
+ iXhΓijh) + t

j ∂ hXi

∂yj

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.17)

olan hγ(i∇iX), iX vektör alanının farklı durumları için aşağıdaki gösterimlere sahip-

tir.

i) Eğer iX = XV ise iXi = 0 ve iX i = X i olup,

hγ(i∇XV ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

∂Xi

∂xj
+XhΓijh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.18)
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dır.

ii) Eğer iX = XC ise iXi = X i ve iX i = yj∇jXi olup,

hγ(i∇XC) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

zj∇jX i

zjyl[∂∇lX
i

∂xj
− (∇jXk)Γilk − (∇kX i)Γklj + (∇lXk)Γijk] + t

j(∇jX i)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.19)

elde edilir.

iii) Eğer iX = XH ise iX i = Xi ve iX i = 0 olup,

hγ(i∇XH) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

zj∇jXi

−zjyl∇jXkΓilk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.20)

dır.

TM üzerindeki vektör alanlarının TTM ye yatay yükseltilmi̧sleri ise aşağıdaki

şekilde verilebilir:

iX ∈ T 10 (TM) için iXH = iXC −∇hγiX olacağından;

i) iX = XV olması durumunda,

XV H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

X i

0

−zjXiΓhji

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.21)

dir.
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ii) iX = XC olması durumunda,

XCH =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X i

yj ∂X
i

∂xj

−zjXhΓkjh

ykzj{−∂i(X iΓhki)− Γhji∇kX i + Γhjk∇hX i − Γhki∇jXi}+ tjX iΓhji

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.22)

dir.

iii) iX = XH olması durumunda,

XHH =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Xi

−yjXhΓijh

−zjXhΓijh

−ykzjXi(
∂Γhki
∂xj
− ΓkjiΓ

h
ki)− tjXhΓijh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.1.23)

dır.

Tanım 4.1.4. hω, TM üzerinde tanımlı C∞bir 1-form olsun. O zaman,

hωH = hωC −i∇hγ hω (4.1.24)

eşitliği ile tanımlı hωH , TTM üzerinde tanımlı C∞ bir 1-form olup, hωH ye hω nın
TTM ye yatay yükseltilmişi denir. Burada

hω = hωidxi + hωiδyi, (δyi = dyi +N i
hdx

h)

şeklinde tanımlıdır. hωCnin matris gösterimi ise
hωC =

⎡⎢⎣ {∂(hωi+hωhNh
i )

∂xk
}V zk

+{∂(hωi+hωhNh
i )

∂yk
}V tk

{ ∂hωi
∂xk
}V zk + {∂hωi

∂yk
}V tk {hωi + hωhNh

i }V {hωi}V
⎤⎥⎦

dır.

M manifoldu üzerinde tanımlı 1-formun TM üzerindeki yükseltilmi̧sleri olan ωV ,

ωC ve ωH nin TTM ye tam yükseltilmi̧sleri;
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i) hω = ωV olması durumunda hωi = ωi ve hωi = 0 olup,
ωV C =

�
zk ∂ωi

∂xk
0 ωi 0

�
(4.1.25)

dır.

ii) hω = ωC olması durumunda hωi = (ωi)V ve hωi = yj∇jωi olup,
ωCC =

�
{yjzk∂k∂jωi + tk∂kωi zk∂kωi yj∂jωi ωi

�
(4.1.26)

dir.

iii) hω = ωH olması durumunda hωi = 0 ve hωi = ωi olup,

ωHC =
�
yjzk{∂kωhΓhji + ωh∂kΓ

h
ji}+ tkωhΓhki zk∂kωi yjωhΓ

h
ji ωi

�
(4.1.27)

dir.

hω 1-formu için hγ(i∇hω) nın matris gösterimi
hγ(i∇hω) =

⎡⎢⎣ zj(δj(hωi)− hωhΓhji) + tj(∂j(hωi)
+ykzj(δj(hωh)− hωiΓijh)Γhki + yktj∂j(hωh)Γhki

zj(δj(hωi)− hωhΓhji)
+tj∂j(hωi) 0 0

⎤⎥⎦
şeklinde tanımlı olup M deki tanımlı 1-formun TM üzerindeki yükseltilmi̧sleri

olan ωV , ωC ve ωH için TTM üzerindeki hγ(i∇ωV ), hγ(i∇ωC) ve hγ(i∇ωH) 1-formları;
i) hω = ωV olması durumunda hωi = ωi ve hωi = 0 olup,

hγ(i∇ωV ) = �
zj(∂jωi − ωhΓ

h
ji) 0 0 0

�
(4.1.28)

dır.

ii) hω = ωColması durumunda hωi = yj∇jωi ve hωi = ωi olup,

hγ(i∇ωC) =
⎡⎢⎣ zjyk{∂j∇kωi − Γhkj∇hωi − Γhji∇kωh
+∇jωhΓhki}+ tj∇jωi

zj∇jωi 0 0

⎤⎥⎦ (4.1.29)

dır.
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iii) hω = ωH olması durumunda hωi = 0 ve hωi = ωi olup,

hγ(i∇ωH) = �
zjyk∇jωhΓhki zj∇jωi 0 0

�
(4.1.30)

dır.

M deki 1-formun TM deki yükseltilmi̧sleri ωV ,ωC ve ωH nin TTM ye yatay

yükseltilmi̧sleri;

i) hω = ωV ise,

ωV H =
�
zjωhΓ

h
ji 0 ωi 0

�
(4.1.31)

dır.

ii) hω = ωC ise,

ωCH =

⎡⎢⎣ zjyk{∂j(ωhΓhki) + Γhkj∇hωi
+Γhji∇kωh − Γhki∇jωh}+ tjωhΓhji

zjωhΓ
h
ji yk∂kωi ωi

⎤⎥⎦
dir.

iii) hω = ωH ise,

ωHH =
�
yjzk{ωh(∂kΓhji + ΓikhΓ

h
ji) + t

kωhΓ
h
ki zkωhΓ

h
ki yjωhΓ

h
ji ωi

�
(4.1.32)

dir.

Teorem 4.1.5. iX, hY ∈ T 10 (TM) ve ∀ hf ∈ T 00 (TM) için

i) (iX + hY )H = iXH + hY H ,
ii) ( hfiX)H = hfHiXV + hfV iXH ,

dır.

İspat:i) iX, hY ∈ T 10 (TM) ve TM üzerindeki i∇ Levi-Civita koneksiyonu için
(iX + hY )H = (iX + hY )C − hγ(i∇(iX + hY ))

= iXC − hγ(i∇(iX)) + hY C − hγ(i∇( hY ))
= iXH + hY H
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ii) ∀ hf ∈ T 00 (TM) için
( hfiX)H = ( hfiX)C − hγ(i∇( hfiX))

= hfCiXV + hfV iXC − hfV hγ(i∇(iX))− hγ(i∇( hf))iXV

= hfHiXV + hfV iXH

dır.

Teorem 4.1.6. ∀p ∈ M için TpM yi geren { ∂
∂xi
}, i = 1, ..., n lokal baz vektör

alanlarının ikinci mertebeden yükseltilmi̧sleri

i) ( ∂
∂xi
)HV = δhi

∂
∂zh
− yjΓhji ∂

∂th

ii) ( ∂
∂xi
)HC = δhi

∂
∂xh
− yjΓhji ∂

∂yh
− (tjΓhji + yjzk∂kΓhji) ∂

∂th

iii) ( ∂
∂xi
)CH = ∂

∂xi
− zjΓhji ∂

∂zh
+ (−zjyk[∂jΓhki − ΓljiΓ

h
kl

−ΓlkiΓhli + ΓlkiΓ
h
jl] + t

jΓhji)
∂
∂th

iv) ( ∂
∂xi
)V H = δhi

∂
∂yh
− zjΓhji ∂

∂th

v) ( ∂
∂xi
)HH = δhi

∂
∂xh
− yjΓhji ∂

∂yh
− zjΓhji ∂

∂zh
− [tjΓhji

+zjyk(∂jΓ
h
ki − ΓljiΓ

h
lk)]

∂
∂th

dır.

İspat: i)

(
∂

∂xi
)HV = (δhi

∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
)V

= δhi (
∂

∂xh
)V − yjΓhji(

∂

∂yh
)V

= δhi
∂

∂zh
− yjΓhji

∂

∂th

ii)

(
∂

∂xi
)HC = (δhi

∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
)C

= δhi (
∂

∂xh
)C − (yjΓhji)C(

∂

∂yh
)V − (yjΓhji)V (

∂

∂yh
)C

= δhi
∂

∂xh
− (yjΓhji)V

∂

∂yh
− {(yj)C(Γhji)V + (yj)V (Γhji)C}

∂

∂th
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(
∂

∂xi
)HC = δhi

∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
− (tjΓhji + yjzk∂kΓhji)

∂

∂th

iii) Teorem 4.1.2 deki bileşenler yardımıyla

(
∂

∂xi
)CH = (

∂

∂xi
)C − hγ(i∇ ∂

∂xi
)

=
∂

∂xi
− hγ(i∇{ δ

δxi
+Nh

i

∂

∂yh
})

=
∂

∂xi
− hγ([i∇ δ

δxj

δ

δxi
+Nh

i

∂

∂yh
]dxj + [i∇ ∂

∂yj

δ

δxi
+Nh

i

∂

∂yh
]δyj)

=
∂

∂xi
− hγ([Γhji δ

δxh
+

δNh
i

δxj
∂

∂yh
+Nh

i Γ
l
jh

∂

∂yl
]dxj + [

∂Nh
i

∂yj
∂

∂yh
]δyj)

=
∂

∂xi
− zj[Γhji(

δ

δxh
)V +

δNh
i

δxj
(
∂

∂yh
)V ] + ykΓlkiΓ

h
jl(

∂

∂yh
)V ] + tj[Γhji](

∂

∂yh
)V

=
∂

∂xi
− zjΓhji

∂

∂zh
+ (−zjyk[∂jΓhki − ΓljiΓ

h
kl − ΓlkiΓ

h
li + ΓlkiΓ

h
jl] + t

jΓhji)
∂

∂th

iv)

(
∂

∂xi
)V H = (

∂

∂yi
)C − γ(i∇ ∂

∂yi
)

=
∂

∂yi
− γ([i∇ δ

δxj

∂

∂yi
]� ~} �

Γhji
∂

∂yh

dxj+ [i∇ ∂

∂yj

∂

∂yi
]� ~} �

0

δyj)

= δhi
∂

∂yh
− zjΓhji

∂

∂th

v)

(
∂

∂xi
)HH = (

δ

δxi
)C − hγ(i∇ δ

δxi
)

= (δhi
∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
)C − hγ([i∇ δ

δxj

δ

δxi
]� ~} �

Γhji
δ

δxh

dxj+ [i∇ ∂

∂yj

δ

δxi
]� ~} �

0

δyj)

= δhi (
∂

∂xh
)C − (yjΓhji)C(

∂

∂yh
)V − (yjΓhji)V (

∂

∂yh
)C − zjΓhji(

δ

δxh
)V
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(
∂

∂xi
)HH = δhi (

∂

∂xh
)C − {(yj)C(Γhji)V + (yj)V (Γhji)C}

∂

∂th
− yjΓhji

∂

∂yh

−zjΓhji(
∂

∂zh
− ykΓlkh

∂

∂tl
)

= δhi
∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
− zjΓhji

∂

∂zh
− [tjΓhji + zjyk(∂jΓhki − ΓljiΓ

h
lk)]

∂

∂th

Teorem 4.1.7. hω,hθ ∈ T 01 (TM) ve hf ∈ T 00 (TM) için
i) (hω + hθ)H = hωH + hθH ,
ii) ( hfhω)H = hfHhωV + hfV hωH
dır.

İspat: i)

(hω + hθ)H = (hω + hθ)C − hγ(h∇hω + hθ)
= hωC − hγ(h∇hω) + hθC − hγ(h∇hθ)
= hωH + hθH

ii)

( hfhω)H = ( hfhω)C − hγ(h∇ hfhω)
= hfChωV + hfV hωC − hγ(h∇ hf)hωV − hfV hγ(h∇hω)
= ( hfC − hγ(h∇ hf))hωV + hfV (hωC − hγ(h∇hω))
= hfHhωV + hfV hωH

Teorem 4.1.8. ∀p ∈M için T ∗pM yi geren {dxi}, i = 1, ..., n lokal baz 1-formların
ikinci mertebeden yükseltilmi̧sleri

i) (dxi)V H = dzi + zjΓijhdx
h,

ii) (dxi)HV = dyi + ykΓikjdx
j,
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iii) (dxi)CH = (zjyk[∂jΓ
i
kh−ΓlkjΓilh−ΓiklΓljh+ΓlkhΓijl]+tjΓijh)dxh+zjΓijhdyh+δihdth,

iv) (dxi)HC = dti + ykΓikjdz
j + (tkΓikj + y

kzl∂lΓ
i
kj)dx

j,

v) (dxi)HH = {tkΓikj + ykzl(∂lΓikj − ΓilhΓ
h
kj}dxj + zhΓihjdyj + ykΓikjdzj + δijdt

j

dır.

İspat: i)

(dxi)V H = (dxi)V C − hγ(h∇(dxi)V )
= dzi − hγ([h∇ δ

δxj
dxi]� ~} �

−Γijhdxh

dxj+ [h∇ ∂

∂yj
dxi]� ~} �

0

δyj)

= dzi + zjΓijhdx
h

ii)

(dxi)HV = (δyi)V

= (dyi + ykΓikjdx
j)V

= dyi + ykΓikjdx
j

iii)

(dxi)CH = (dyi)C − hγ(h∇dyi)
= dti − hγ([h∇ δ

δxj
δyi −N i

hdx
h]dxj + [h∇ ∂

∂yj
δyi −N i

hdx
h]δyj)

= dti − (zj[−Γijhδyh −
δN i

h

δxj
dxh −N i

hΓ
h
jldx

l]− tj ∂N
i
h

∂yj
dxh)

= (zjyk[∂jΓ
i
kh − ΓlkjΓ

i
lh − ΓiklΓ

l
jh + ΓlkhΓ

i
jl] + t

jΓijh)dx
h

+zjΓijhdy
h + δihdt

h
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iv)

(dxi)HC = (δyi)C

= (dyi + ykΓikjdx
j)C

= (dyi)C + {(yk)C(Γikj)V + (yk)V (Γikj)C}(dxj)V + (ykΓikj)V (dxj)C

= dti + ykΓikjdz
j + {tkΓikj + ykzl∂lΓikj}dxj

v)

(dxi)HH = (δyi)C − hγ(h∇δyi)
= dti + ykΓikjdz

j + {tkΓikj + ykzl∂lΓikj}dxj − hγ([h∇ δ

δxj
δyi]� ~} �

−Γijhδyh

dxj

+ [h∇ ∂

∂yj
δyi]� ~} �

0

δyj)

= dti + ykΓikjdz
j + {tkΓikj + ykzl∂lΓikj}dxj + zjΓijhδyh

= dti + ykΓikjdz
j + {tkΓikj + ykzl∂lΓikj}dxj + zjΓijh{dyh − ykΓhkjdxj}

= {tkΓikj + ykzl(∂lΓikj − ΓilhΓ
h
kj}dxj + zhΓihjdyj + ykΓikjdzj + dti

4.2. TTM Üzerindeki Semi-Riemann Metriklerin İ̧saretlerinin

İncelenmesi

Bu alt bölümde M deki g Riemann ya da semi-Riemann metriğin TTM ye yük-

seltilmesi sonucunda elde edilen metriklerin Riemann ya da semi-Riemann metrik-

ler olduğu gösterilerek bu metriklere sahip olan TTM semi-Riemann

manifoldunun indeksleri incelendi ve tablo yardımıyla verildi.

(M,g), Riemann ya da semi-Riemann manifold ve τ
M
: TM →M,

τ
TM
: TTM → TM kanonik projeksiyonlar olsun. (U, xi), i = 1, ..., n M de lokal
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bir harita olmak üzere, (τ−1M (U) = U �;xi, yi), i = 1, ..., n, TM de ve

(τ−1
TM
(U �) = U ��;xi, yi, zi, ti) TTM de lokal bir harita olur.

( ∂
∂xi
, ∂
∂yi
, ∂
∂zi
, ∂
∂ti
) TTM manifoldunun tanjant uzayını geren lokal baz vektör alan-

ları sistemi, (dxi, dyi, dzi, dti) de dual baz vektör alanları sistemi olmak üzere

(h∂∂i = ( ∂

∂xi
)V V ,hδ∂i = ( ∂

∂xi
)HV , h∂δi = ( ∂

∂xi
)V H ,hδδi = ( ∂

∂xi
)HH)

TTM manifoldunun tanjant uzayını geren uyarlanmış lokal baz vektör alanları

sistemi,

(dxi = (dxi)V V , δyi = (dxi)HV , δzi = (dxi)V H , δti = (dxi)HH)

uyarlanmış lokal dual baz 1-formları sistemidir.

Teorem 4.2.1. Z ∈ TM noktası üzerindeki TZTM tanjant uzayını geren uyarlan-

mı̧s lokal baz vektör alanları ile uyarlanmı̧s dual baz 1-formları arasında

i, j ∈ {1, ..., n}

δti(h∂∂i) = δij, δyi(h∂δi) = δij, (4.2.1)

dxi(hδδi) = δij, δzi(hδ∂i) = δij

eşitlikleri hariç diğer tüm bileşenler sıfırdır.

İspat: i)

δti(h∂∂i) =
⎛⎝ {tkΓikj + ykzl(∂lΓikj − ΓilhΓ

h
kj}dxj

+zhΓihjdy
j + ykΓikjdz

j + δijdt
j

⎞⎠� ∂

∂tj

�
= δij

ii)

δyi(h∂δi) = �dyi + ykΓikjdxj�� ∂

∂yj
− zkΓhkj

∂

∂th

�
= δij

iii)

dxi(hδδi) = �dxi�
⎛⎝ ∂

∂xj
− yjΓhji ∂

∂yh
− zjΓhji ∂

∂zh

−[tjΓhji + zjyk(∂jΓhki − ΓljiΓ
h
lk)]

∂
∂th

⎞⎠ = δij
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iv)

δzi(hδ∂i) = �dzi + zjΓijhdxh�� ∂

∂zj
− yjΓhji

∂

∂th

�
= δij

Teorem 4.2.2. (M,g) flat Riemann ya da semi-Riemann manifoldu ve ∇, M
üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak üzereM manifoldu üzerindeki gij bileşen-

lerine sahip g Riemann ya da semi-Riemann metriğinin TTM manifoldu

üzerine ikinci mertebeden yükseltilmi̧slerinin, uyarlanmı̧s koordinatlar cinsinden

lokal ifadesi

i) gV V = (gij)
V V dxidxj,

ii) gV C = gV H = 2(gij)
V V dxiδzj,

iii) gCV = gHV = 2(gij)
V V dxiδyj,

iv) gCC = gHH = 2(gij)
V V δziδyj + 2(gij)

V V dxiδtj,

v) gFF = (gij)
V V dxidxj + 2(gij)

V V dxiδzj + 2(gij)
V V dxiδyj+

+2(gij)
V V δziδyj + 2(gij)

V V dxiδtj,

vi) gSS = (gij)
V V dxidxj + (gij)

V V δyiδyj + (gij)
V V δziδzj + (gij)

V V δtiδtj,

vii) gKK = 2(gij)
V V δziδyj + 2(gij)

V V dxiδtj + 2(gij)
V V δtiδyj+

+2(gij)
V V δziδtj + (gij)

V V δtiδtj

dir.

İspat: (i), (ii), (iii) nin ispatı doğrudan hesaplamalar yardımıyla görülebilir.

iv) gHH =
�
gC − γ(∇g)�H eşitliğinde ∇ M de Levi-Civita koneksiyonu olduğu

için ∇g = 0 dır. Böylece

gHH =
�
gC − γ(∇g)�H = gCH

olur. h∇ (TM, gC) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu olduğu

için

gHH = gCH = gCC − hγ(h∇gC)
olup h∇gC = 0 dır. Böylece

gHH = gCC
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elde edilir. gHH nin bileşenler cinsinden ifadesi

gHH = (gijdx
idxj)HH

=
�
(gij)

V (dxi)H(dxj)V + (gij)
V (dxi)V (dxj)H

�H
= (gij)

V V (dxi)HH(dxj)V V + (gij)
V V (dxi)HV (dxj)V H

+(gij)
V V (dxi)V H(dxj)HV + (gij)

V V (dxi)V V (dxj)HH

= gijδt
idxj + gijδy

iδzj + gijδz
iδyj + gijdx

iδtj

= 2(gij)
V V δziδyj + 2(gij)

V V dxiδtj

dir.

v) gF = gV + gC ise,

gFF = (gV + gC)V + (gV + gC)C

= gV V + gCV + gV C + gCC

dir. gFF metriğinin TTM nin uyarlanmı̧s koordinatlar cinsinden ifadesi (i), (ii),

(iii), (iv) deki eşitlikler göz önüne alınırsa doğrudan görülür.

vi) gS = gV + gIII ise,

gSS = (gV + gIII)V + (gV + gIII)III

= gV V + gIII V + gV III + gIII III

olur. Burada

gIII V = (gij)
V V (dxi)HV (dxj)HV ,

gV III = (gij)
V V (dxi)V H(dxj)V H , (4.2.2)

gIII III = (gij)
V V (dxi)HH(dxj)HH ,

dır. Böylece gSS metriğinin TTM nin uyarlanmı̧s koordinatlar cinsinden ifadesi

(i), (ii), (iii), (iv) deki eşitliklerin kullanılmasıyla doğrudan görülebilir.
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viii) gK = gC + gIII ise

gKK = (gC + gIII)C + (gC + gIII)III

= gCC + gIII C + gC III + gIII III

olduğundan, gSS metriğinin TTM nin uyarlanmı̧s koordinatlar cinsinden ifadesi

(4.2.2) ve (i), (ii), (iii), (iv) deki eşitliklerin kullanılmasıyla doğrudan görülebilir.

(M,g) flat Riemann ya da semi-Riemann manifoldu ve∇, M üzerinde Levi-Civita

koneksiyonu olmak üzere TTM manifoldu üzerinde tanımlı Riemann ya da semi-

Riemann metrikler ve i̧saretleri aşağıdaki teoremler yardımı ile verilebilir.

TTM üzerinde tanımlı gCC metriğinin uyarlanmı̧s bazlara göre matris gösterimi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 gij

0 0 gij 0

0 gij 0 0

gij 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dır.

Teorem 4.2.3. (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, gCC) semi-Riemann

manifoldudur.

İspat: TTM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TTM) ve reel

değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TTM,R) olmak üzere

gCC : χ(TTM)× χ(TTM)→ C∞(TTM,R)

dönüşümü

gCC(XV V , Y HH) = gCC(XHH , Y V V ) = (g(X,Y ))V V ,

gCC(XV H , Y HV ) = gCC(XHV , Y V H) = (g(X,Y ))V V
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ve diğer vektör alanları üzerindeki değerleri sıfır olacak şekilde tanımlıdır.

(TTM, gCC) nin semi-Riemann manifoldu olması için gCC metriğinin aşağıdaki

şartları sağlaması gerekir.

i) 2-lineerlik: ∀ hX, hY , hZ ∈ χ(TTM) ve ∀α, β ∈ R için

gCC(α hX + βhY , hZ) = gCC({(αX + βY )V V + (αX + βY )V H + (αX + βY )HV

+(αX + βY )HH}, {ZV V + ZV H + ZHV + ZHH})
= αgCC( hX, hZ) + βgCC(hY , hZ)

dir. Benzer şekilde

gCC( hX,αhY + β hZ) = αgCC( hX, hY ) + βgCC( hX, hZ)
olduğu görülür.

ii)Simetriklik: ∀ hX, hY ∈ χ(TTM) için,

gCC( hX, hY ) = gCC((XV V +XV H +XHV +XHH), (Y V V + Y V H + Y HV + Y HH))

= gCC(hY , hX)
olduğundan simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0

dır. ∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V V için
gCC( hX,Y V V ) = gCC(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V V ) = gCC(XHH , Y V V ) = 0

eşitliğinden

Y V V = 0,
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∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V H için
gCC( hX,Y V H) = gCC(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V H) = gCC(XHV , Y V H) = 0

eşitliğinden

Y V H = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HV için
gCC( hX,Y HV ) = gCC(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HV ) = gCC(XV H , Y HV ) = 0

eşitliğinden

Y HV = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HH için
gCC( hX,Y HH) = gCC(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HH) = gCC(XV V , Y HH) = 0

eşitliğinden

Y HH = 0,

olup

∀ hX ∈ χ(TTM) için gCC( hX, hY ) = 0 iken hY = 0
bağıntısından TTM üzerinde tanımlı gCC metriği non-dejeneredir.

Böylece (TTM, gCC) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanım 4.2.4. TTM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TTM) ve

reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TTM,R) olmak üzere

gFF : χ(TTM)× χ(TTM)→ C∞(TTM,R)

dönüşümü

gFF (XHH , Y HH) = gFF (XHH , Y HV ) = gFF (XHV , Y HH) = (g(X,Y ))V V ,
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gFF (XHH , Y V H) = gFF (XV H , Y HH) = gFF (XHV , Y V H) = (g(X,Y ))V V ,

gFF (XV H , Y HV ) = gFF (XHH , Y V V ) = gFF (XV V , Y HH) = (g(X,Y ))V V

diğer vektör alanları üzerindeki değerleri sıfır olacak şekilde tanımlıdır. TTM

üzerinde tanımlı gFF metriğinin uyarlanmı̧s bazlara göre matris gösterimi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
gij gij gij gij

gij 0 gij 0

gij gij 0 0

gij 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur.

Teorem 4.2.5. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, gFF ) semi-Riemann

manifoldudur.

İspat: i) 2-lineerlik: ∀ hX, hY , hZ ∈ χ(TTM) ve ∀α, β ∈ R için

gFF (α hX + βhY , hZ) = gFF ({(αX + βY )V V + (αX + βY )V H + (αX + βY )HV

+(αX + βY )HH}, {ZV V + ZV H + ZHV + ZHH})
= αgFF ( hX, hZ) + βgFF (hY , hZ)

dir. Benzer şekilde

gFF ( hX,αhY + β hZ) = αgFF ( hX, hY ) + βgFF ( hX, hZ)
olduğu görülür.

ii)Simetriklik: ∀ hX, hY ∈ χ(TTM) için,

gFF ( hX, hY ) = gFF ((XV V +XV H +XHV +XHH), (Y V V + Y V H + Y HV + Y HH))

= gFF (hY , hX)
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olduğundan simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0

dır. ∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V V için
gFF ( hX,Y V V ) = gFF (XV V +XV H +XHV +XHH , Y V V ) = gFF (XHH , Y V V ) = 0

eşitliğinden

Y V V = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V H için
gFF ( hX,Y V H) = gFF (XV V +XV H +XHV +XHH , Y V H)

= gFF (XHV , Y V H) + gFF (XHH , Y V H) = 0

eşitliğinden

Y V H = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HV için
gFF ( hX,Y HV ) = gFF (XV V +XV H +XHV +XHH , Y HV )

= gFF (XV H , Y HV ) + gFF (XHH , Y HV ) = 0

eşitliğinden

Y HV = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HH için
gFF ( hX,Y HH) = gFF (XV V +XV H +XHV +XHH , Y HH)

= gFF (XV V , Y HH) + gFF (XV H , Y HH)

+gFF (XHV , Y HH) + gFF (XHH , Y HH)
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= 4 (g(X,Y ))V V = 0

eşitliğinden

Y HH = 0,

olup

∀ hX ∈ χ(TTM) için gFF ( hX, hY ) = 0 iken hY = 0
bağıntısından TTM üzerinde tanımlı gFF metriği non-dejeneredir.

Böylece (TTM, gFF ) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanım 4.2.6. TTM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TTM) ve

reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TTM,R) olmak üzere

gSS : χ(TTM)× χ(TTM)→ C∞(TTM,R)

dönüşümü

gSS(XHH , Y HH) = gSS(XV V , Y V V ) = (g(X,Y ))V V ,

gSS(XV H , Y V H) = gSS(XHV , Y HV ) = (g(X,Y ))V V

ve diğer vektör alanları üzerindeki değerleri sıfır olacak şekilde tanımlıdır. TTM

üzerinde tanımlı gSSmetriğinin uyarlanmı̧s bazlara göre matris gösterimi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
gij 0 0 0

0 gij 0 0

0 0 gij 0

0 0 0 gij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur.

Teorem 4.2.7. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, gSS) semi-Riemann

manifoldudur.

87



İspat: i) 2-lineerlik: ∀ hX, hY , hZ ∈ χ(TTM) ve ∀α, β ∈ R için

gSS(α hX + βhY , hZ) = gSS({(αX + βY )V V + (αX + βY )V H + (αX + βY )HV

+(αX + βY )HH}, {ZV V + ZV H + ZHV + ZHH})
= αgSS( hX, hZ) + βgSS(hY , hZ)

dir. Benzer şekilde

gSS( hX,αhY + β hZ) = αgSS( hX, hY ) + βgSS( hX, hZ)
olduğu görülür.

ii)Simetriklik: ∀ hX, hY ∈ χ(TTM) için,

gSS( hX, hY ) = gSS((XV V +XV H +XHV +XHH), (Y V V + Y V H + Y HV + Y HH))

= gSS(hY , hX)
olduğundan simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0

dır. ∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V V için
gSS( hX,Y V V ) = gSS(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V V ) = gSS(XV V , Y V V ) = 0

eşitliğinden

Y V V = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V H için
gSS( hX,Y V H) = gSS(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V H) = gSS(XV H , Y V H) = 0
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eşitliğinden

Y V H = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HV için
gSS( hX,Y HV ) = gSS(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HV ) = gSS(XHV , Y HV ) = 0

eşitliğinden

Y HV = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HH için
gSS( hX,Y HH) = gSS(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HH) = gSS(XHH , Y HH) = 0

eşitliğinden

Y HH = 0,

olup

∀ hX ∈ χ(TTM) için gSS( hX, hY ) = 0 iken hY = 0
bağıntısından TTM üzerinde tanımlı gCC metriği non-dejeneredir.

Böylece (TTM, gSS) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Tanım 4.2.8. TTM C∞ manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi χ(TTM) ve

reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(TTM,R) olmak üzere

gKK : χ(TTM)× χ(TTM)→ C∞(TTM,R)

dönüşümü

gKK(XV V , Y V V ) = gKK(XV V , Y HV ) = gKK(XHV , Y V V ) = (g(X,Y ))V V ,

gKK(XV H , Y V V ) = gKK(XV V , Y V H) = gKK(XHH , Y V V ) = (g(X,Y ))V V ,

gKK(XV V , Y HH) = gKK(XHV , Y V H) = gKK(XV H , Y HV ) = (g(X,Y ))V V

ve diğer vektör alanları üzerindeki değerleri sıfır olacak şekilde tanımlıdır. TTM
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üzerinde tanımlı gKKmetriğinin uyarlanmı̧s bazlara göre matris gösterimi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 gij

0 0 gij gij

0 gij 0 gij

gij gij gij gij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur.

Teorem 4.2.9. (M, g) semi-Riemann manifoldu ise (TTM, gKK) semi-Riemann

manifoldudur.

İspat: i) 2-lineerlik: ∀ hX, hY , hZ ∈ χ(TTM) ve ∀α, β ∈ R için

gKK(α hX + βhY , hZ) = gKK({(αX + βY )V V + (αX + βY )V H + (αX + βY )HV

+(αX + βY )HH}, {ZV V + ZV H + ZHV + ZHH})
= αgKK( hX, hZ) + βgKK(hY , hZ)

dir. Benzer şekilde

gKK( hX,αhY + β hZ) = αgKK( hX, hY ) + βgKK( hX, hZ)
olduğu görülür.

ii)Simetriklik: ∀ hX, hY ∈ χ(TTM) için,

gKK( hX, hY ) = gKK((XV V +XV H +XHV +XHH), (Y V V + Y V H + Y HV + Y HH))

= gKK(hY , hX)
olduğundan simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: g semi-Riemann metriği ise

∀X ∈ χ(M) için g(X,Y ) = 0 iken Y = 0
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dır. ∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V V için
gKK( hX,Y V V ) = gKK(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V V )

= gKK(XV V , Y V V ) + gKK(XV H , Y V V )

+gKK(XHV , Y V V ) + gKK(XHH , Y V V )

= 4(g(X,Y ))V V = 0

eşitliğinden

Y V V = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y V H için
gKK( hX,Y V H) = gKK(XV V +XV H +XHV +XHH , Y V H)

= gKK(XV V , Y V H) + gKK(XHV , Y V H) = 0

eşitliğinden

Y V H = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HV için
gKK( hX,Y HV ) = gKK(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HV )

= gKK(XV V , Y HV ) + gKK(XV H , Y HV ) = 0

eşitliğinden

Y HV = 0,

∀ hX ∈ χ(TTM) ve hY = Y HH için
gKK( hX,Y HH) = gKK(XV V +XV H +XHV +XHH , Y HH)

= gKK(XV V , Y HH)

eşitliğinden

Y HH = 0,
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olup

∀ hX ∈ χ(TTM) için gKK( hX, hY ) = 0 iken hY = 0
bağıntısından TTM üzerinde tanımlı gKK metriği non-dejeneredir.

Böylece (TTM, gKK) bir semi-Riemann manifoldu olur.

Bu semi-Riemann metriklere sahip olan TTM nin indeksi aşağıdaki teoremler

yardımıyla verilebilir.

Teorem 4.2.10. (M,g) Riemann manifoldu ise (TTM, gCC) semi-Riemann

manifoldunun indeksi 2n dir.

İspat: M de normal koordinatlar göz önüne alınırsa gCC metriğinin matris gös-

terimi ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 Inxn

0 0 Inxn 0

0 Inxn 0 0

Inxn 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur. Bu matrisin

det
�
λI4nx4n − gC

�
= (λ2 − 1)2n = 0

şeklindeki karakteristik denklemi ilk 2n tanesi pozitif sonraki 2n tanesi negatif

özdeğere sahip olduğundan (TTM, gCC) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n

dir.

Teorem 4.2.11. (M, g) indeksi ν olan bir semi-Riemannmanifoldu ise (TTM, gCC)

semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

İspat: M de normal koordinatlar göz önüne alınırsa gCC metriğinin matris gös-

terimi,

gCC :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 Inν

0 0 Inν 0

0 Inν 0 0

Inν 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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olur. Bu matrisin

det
�
λI4nx4n − gCC

�
= (λ2 − 1)2n = 0

şeklindeki karakteristik denklemi (+,−,+,−, ...) olacak şekilde 2n tanesi pozitif
2n tanesi negatif özdeğere sahip olduğundan (TTM, gCC) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi 2n dir.

Teorem 4.2.12. (M, g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TTM, gFF ) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

İspat: M de normal koordinatlar göz önüne alınırsa gFF metriğinin matris gös-

terimi,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Inν Inν Inν Inν

Inν 0 Inν 0

Inν Inν 0 0

Inν 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur. Bu matrisin

det
�
λI4nx4n − gFF

�
= (λ2 − λ− 1)2n−ν(λ2 + λ− 1)ν = 0

şeklindeki karakteristik denklemi (+,−,+,−, ...) olacak şekilde 2n tanesi pozitif
2n tanesi negatif özdeğere sahip olduğundan (TTM, gFF ) semi-Riemann mani-

foldunun indeksi 2n dir.

Teorem 4.2.13. (M, g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TTM, gSS) semi-Riemann manifoldunun indeksi 4ν dür.

İspat: M de normal koordinatlar göz önüne alınırsa, gSS metriğinin matris gös-

terimi

93



⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Inν 0 0 0

0 Inν 0 0

0 0 Inν 0

0 0 0 Inν

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olduğundan (TTM, gSS) nin indeksinin 4ν olduğu görülür.

Teorem 4.2.14. (M, g) indeksi 0 ≤ ν ≤ n olan bir semi-Riemann manifoldu ise
(TTM, gKK) semi-Riemann manifoldunun indeksi 2n dir.

İspat: M de normal koordinatlar göz önüne alınırsa, gKK metriğinin matris gös-

terimi,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 Inν

0 0 Inν Inν

0 Inν 0 Inν

Inν Inν Inν Inν

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olur. Bu matrisin

det
k
λI4nx4n − gKK

l
= (λ2 − λ− 1)2n−ν(λ2 + λ− 1)ν = 0

karakteristik denklemi (+,−,+,−, ...) olacak şekilde 2n tanesi pozitif 2n tanesi
negatif özdeğere sahip olduğundan (TTM, gKK) semi-Riemann manifoldunun in-

deksi 2n dir. Bumetriklerin i̧saretleri aşağıdaki tablo yardımıyla doğrudan görülebilir.

n− boyutlu
M manifoldu

4n− boyutlu
TTM manifoldu

g metriği gCC gFF gSS gKK

Riemann (R)
2n indeksli

S.R

2n indeksli

S.R
R

2n indeksli

S.R

ν indeksli Semi

Riemann (S.R)

2n indeksli

S.R

2n indeksli

S.R

4ν indeksli

S.R

2n indeksli

S.R
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4.3. (TTM, gCC) Semi-Riemann Manifoldun Levi-Civita Koneksiyonu

Bu alt bölümde, TTM 4n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldun herhangi bir

noktasındaki tanjant uzayını geren uyarlanmı̧s baz ve dual baz vektör alanları

tanımlandı. Bu uyarlanmı̧s bazların Lie parantez operatörü altındaki değerleri

hesaplandı. TTM üzerinde gCC semi-Riemann metriğinin uyarlanmı̧s baz vektör

alanları cinsinden ifadesi bulundu. M flat kabul edilerek TTM nin Levi-Civita

koneksiyonu bileşenler cinsinden hesaplandı.

M n-boyutlu manifold olsun. τM : TM → M kanonik projeksiyonu ile tanımlı

olan TM, M nin birinci mertebeden tanjant demeti, τTM : TTM → TM olacak

şekilde τM ◦ τTM : TTM → M kanonik projeksiyonu ile tanımlı olan TTM M

nin ikinci mertebeden tanjant demetidir.

(U, xi), i = 1, ..., n M için lokal bir harita ise (τ−1M (U), x
i ◦ τM , yi) TM için lokal

bir haritadır. Burada y1, ..., yn, (U, xi) lokal haritası ile tanımlı ( ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn
) doğal

çatısına göre τ−1M (U) daki bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır.

Benzer şekilde (U, xi); i = 1, ..., n M içinde lokal bir harita ise

((τM ◦τTM)−1(U), xi◦τM ◦τTM , yi◦τTM , zi, ti) TTM için lokal bir haritadır. Bu-

rada z1, ..., zn, (τ−1M (U), x
i, yi) lokal haritası ile tanımlı ( ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
), doğal çatısına

göre (τM ◦ τTM)−1(U) daki bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır ve t1, ..., tn
(τ−1M (U), x

i, yi) lokal haritası ile tanımlı ( ∂
∂y1
, ..., ∂

∂yn
) doğal çatısına göre

(τM ◦ τTM)−1(U) daki bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır. Bu koordinat
fonksiyonları yardımıyla TTM nin M üzerinde 4n−boyutlu diferensiyellenebilir
bir manifold yapısına sahip olduğu (Civelek, 1988) tarafından gösterilmi̧stir.

TM nin tanjant demeti TTM, TM üzerinde düşey dağılım olarak adlandırılan

V TM =Çek(τM)∗ integrallenebilen alt vektör demetine sahiptir. TM üzerinde

bir non lineer koneksiyon HTM dağılımı ile tanımlı olup, TTM içinde V TM nin

tamamlayıcısıdır. Bu dağılıma yatay dağılım denir. Böylece

TTM = V TM ⊕HTM
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dir. (M,g) bir semi-Riemann manifold ve Γkij, M deki ∇ Levi-Civita

koneksiyonunun Christoffel sembolleri olsun. (TM, gS) semi-Riemann manifoldu

üzerinde HTM yatay dağılımını geren baz vektörler

δi =
δ

δxi
=

∂

∂xi
−N j

i

∂

∂yj

dir. Buradaki N i
j = ykΓijk TM üzerindeki non lineer koneksiyon katsayılarıdır.

(δi =
δ
δxi
) lokal vektör alanlarının sistemi HTM için lokal bir çatıdır. (∂i = ∂

∂yi
)

lokal vektör alanlarının sistemi V TM için lokal bir çatıdır. (δi, ∂i) TTM nin

direkt toplam ayrı̧sımına uyarlanmı̧s TM üzerinde bir lokal çatıdır. (δyi, dxi)

i = 1, ..., n lokal 1-formlarının sistemi

δyi = dyi +N i
jdx

j

olmak üzere (δi, ∂i); i = 1, ..., n lokal çatısının dual lokal çatısıdır

(Oproiu, Papaghiuc, 1998).

TTM nin tanjant demeti TTTM, TTM üzerinde düşey dağılımolarak adlandırılanhV TTM =Çek(τTM)∗ integrallenebilen alt vektör demetine sahiptir. TTM

üzerinde bir non lineer koneksiyon iHTTM dağılımı ile tanımlı olup, TTTM içindehV TTM nin tamamlayıcısıdır. Bu dağılıma yatay dağılım denir. Böylece

TTTM = hV TTM ⊕ iHTTM
dir. Ayrıca

TTM = V TM ⊕HTM

olduğundan

TTTM = hV V TM ⊕ iHV TM ⊕ hV HTM ⊕ iHHTM
dir. TM nin ikinci mertebeden tanjant demeti hV V TM, iHV TM, hV HTM veiHHTM vektör alt demetlerinin direkt toplamı biçiminde yazılabilir. Bu vektör
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alt demetlerini geren baz vektörleri

hV V TM = Span(h∂∂i), i = 1, ..., n,
iHV TM = Span(hδ∂i),
hV HTM = Span(h∂δi),
iHHTM = Span(hδδi)

dir. Eğer (M, g), ν indeksine sahip bir semi-Riemann manifoldu ise (TTM, gCC)

2n indeksli bir semi-Riemann manifoldudur.

M manifoldu üzerinde tanımlı ∇ Levi-Civita koneksiyonu ise TTM manifoldu

üzerinde gCC = gHH olur. Ayrıca gCC nin uyarlanmı̧s lokal baz vektör alanları

cinsinden ifadesi

gCC = 2gijdx
iδtj + 2gijδy

iδzj

dir. Böylece,

gCC(hδδi, h∂∂j) = gCC(h∂δi, hδ∂j) = gij
olup diğer tüm uyarlanmı̧s lokal baz vektör alanları üzerindeki değerleri sıfırdır.

Teorem 4.3.1. M flat semi-Riemann manifoldu ve Γhji Christoffel sembolleri ol-

mak üzere (TTM, gCC) semi-Riemann manifoldu üzerindeki uyarlanmı̧s lokal baz

vektör alanlarının Lie parantez operatörü altındaki sıfırdan farklı değerleri

i) [hδδi, h∂δj] = Γhji
h∂δh,

ii) [hδδi, hδ∂j] = Γhji
hδ∂h,

iii) [hδδi, h∂∂j] = Γhji
h∂∂h

dir.

İspat: TTM manifoldu üzerindeki non lineer koneksiyon katsayıları

Nh
i = y

kΓhki, Zhi = z
kΓhki, T hi = t

kΓhki

olmak üzere

97



i)

[hδδi, h∂δj] = [δhi
∂

∂xh
−Nh

i

∂

∂yh
− Zhi

∂

∂zh
−

{T hi + zjyl(∂jΓhli − ΓkjiΓ
h
kl)}

∂

∂th
,
∂

∂yj
− Zkj

∂

∂tk
]

= Γhji
h∂δh + zlRhlji h∂∂h, Rhlji = 0

= Γhji
h∂δh

ii)

[hδδi, hδ∂j] = [δhi
∂

∂xh
−Nh

i

∂

∂yh
− Zhi

∂

∂zh

−{T hi + zjyl(∂jΓhli − ΓkjiΓ
h
kl)}

∂

∂th
,
∂

∂zj
−Nk

j

∂

∂tk
]

= Γhji
hδ∂h + ylRhlji h∂∂h, Rhlji = 0

= Γhji
hδ∂h

iii)

[hδδi, h∂∂j] = [δhi
∂

∂xh
−Nh

i

∂

∂yh
− Zhi

∂

∂zh
− {T hi + zjyl(∂jΓhli − ΓkjiΓ

h
kl)}

∂

∂th
, h∂∂j]

= −h∂∂j(−T hi ) ∂

∂th

= Γhji
h∂∂h

dir.

Teorem 4.3.2. Eğer ∇ (TTM, gCC) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita

koneksiyonu ise ∇ nın uyarlanmı̧s lokal bazlara göre bileşenler cinsinden ifadesi

∇hδδihδδj = Γkij
hδδk, ∇hδδi h∂δj = Γkij

h∂δk,
∇hδδihδ∂j = Γkij

hδ∂k, ∇hδδi h∂∂j = Γkij
h∂∂k,

∇hδ∂ihδδj = −Γkij h∂∂k,
olup, diğer tüm bileşenler sıfırdır.
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İspat: ∇hδδi h∂∂j = Γkij
h∂∂k eşitliği aşağıdaki gibi ispatlanabilir.

∇hδδi h∂∂j = Γ
k
i3n+j

hδδk + Γ
n+k
i3n+j

h∂δk + Γ
2n+k
i3n+j

hδ∂k + Γ
3n+k
i3n+j

h∂∂k, i, j, k = 1, ..., n

olsun. ∇ Levi-Civita koneksiyonu olduğu için Kozsul formülü yardımıyla

2gCC(∇hδδi h∂∂j, hδδh) = hδδigCC(h∂∂j, hδδh) + h∂∂jgCC(hδδh, hδδi)− hδδhgCC(hδδi, h∂∂j)
−gCC(hδδi, [h∂∂j, hδδh]) + gCC(h∂∂j, [hδδh, hδδi])
+gCC(hδδh, [hδδi, h∂∂j])

2gCC(Γ
3n+k
i3n+j

h∂∂k, hδδh) = ∂igjh − ∂hgij+ gkiΓ
k
jh + ghkΓ

k
ji� ~} �

∂jghi

2gkhΓ
3n+k
i3n+j = ∂igjh + ∂jghi − ∂hgij

olup

Γ
3n+k
i3n+j =

1

2
ghk{∂igjh + ∂jghi − ∂hgij} = Γkji

olur. Diğer bileşenleri sıfırdır. Böylece, ∇hδδi h∂∂j = Γkij
h∂∂k olduğu görülür. Benzer

hesaplamalar farklı uyarlanmı̧s lokaz baz vektör alanları için de yapılabilir.

99



5. BİR SEMİ-RİEMANN MANİFOLDUN KOTANJANT DEMETİ

ÜZERİNDEKİ SEMİ-RİEMANN METRİKLER

Bu bölümde, kotanjant demetin Sasaki semi-Riemann metriğine bağlı diferensiyel

geometrisi ile bir Hamilton uzayının kotanjant demetinin diferensiyel geometrisi,

bu demetin üzerinde tanımlı semi-Riemann metriğine göre incelendi. Ayrıca

kotanjant demet üzerinde iki semi-Riemannmetrik tanımlanarakmetriklerin i̧saret-

leri incelendi.

5.1. Sg Sasaki Semi-Riemann Metrikli T ∗M Manifoldun Diferensiyel

Geometrisi

Bu alt bölümde, M deki tanjant vektörlerin g semi-Riemann metriğine bağlı

causal karekteri ile bu vektörlerin ve bu vektörler ile birleşen 1-formların sırasıyla

T ∗M ye yatay ve düşey yükseltilmesiyle elde edilen tanjant vektörlerin T ∗M

üzerindeki Sg Sasaki semi-Riemann metriğine bağlı causal karakterinin aynı

olduğu bulundu. (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita

koneksiyonu ve Riemann eğrilik tensörü bileşenler cinsinden hesaplandı. (T ∗M, Sg )

semi-Riemann manifoldu üzerinde jeodeziklerin diferensiyel denklemleri elde

edilerek M deki eğrilerin T ∗M ye yatay ve doğal yükseltilmesiyle elde edilen

eğriler için bazı sonuçlar verildi.

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve T ∗M, M nin kotanjant demeti

olsun. Eğer xi, i = 1, ..., n, m ∈ M noktasının U komşuluğundaki lokal koordi-

natlar ise T ∗M nin bir elemanı olan p kovektörü (xi, pi) i = 1, ..., n indirgenmi̧s

koordinatlara sahiptir. Buradaki pi, p kovektörünün lokal koordinat fonksiyon-

larıdır. π, T ∗M den M ye doğal bir izdüşüm olmak üzere

(xi, pi) = (x
i, xi) = (xA), i = 1, ..., n; i = n+ 1, ..., 2n;A = 1, ..., 2n,

π−1(U) üzerindeki lokal koordinatlardır

Bu bölümde, diferensiyel geometrik objelerin indisleri i, j, ... ve A,B, ... sembol-

leri ile veriliyorsa indirgenmi̧s koordinatlara göre gösterimi, α, β, ... sembolleri ile
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veriliyorsa uyarlanmı̧s bazlara göre gösterimi ifade eder.

T ∗M manifoldu üzerinde tanımlı vektör alanlarının ve Sg Sasaki semi-Riemann

metriğinin indirgenmi̧s koordinatlar ve uyarlanmı̧s koordinatlara göre matris gös-

terimleri aşağıdaki şekilde verilir.

g, M nin U koordinat komşuluğu içinde bileşenleri gji olan bir semi-Riemann

metriği ve Γhji, gji ile elde edilen Christoffel sembollerini ve @rs(M) modülü, M
deki diferensiyellenebilir fonksiyonların C∞(T ∗M,R) halkası üzerinde, tüm (r, s)

tipinden C∞ tensör alanlarını göstersin. X ∈ @10(M) ve ω ∈ @01(M) için X in

yatay yükseltilmi̧si XH , X in tam yükseltilmi̧si XC ve ω nın düşey yükseltilmi̧si

ωV , (xh, xh) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

XH =

⎛⎝ Xh

pmΓ
m
hiX

i

⎞⎠ , XC =

⎛⎝ Xh

−pm∂hXm

⎞⎠ , ωV =

⎛⎝ 0

ωh

⎞⎠ (5.1.1)

şeklinde tanımlıdır. Burada Xh ve ωh, sırasıyla X ve ω nın lokal bileşenleridir.

M nin her bir (U, xh) 1 ≤ h ≤ n koordinat komşuluğu içinde

X(j) =
∂

∂xj
, ω(j) = dxj

lokal baz ve dual baz vektör alanları vardır. Bu vektör alanlarının (5.1.1) de

yerine konulmasıyla (X(j))H ve
�
ω(j)

�V
(xh, ph) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

aşağıdaki gibi elde edilir.

�
X(j)

�H
=

�
ABj
�
=

⎛⎝ δhj

pmΓ
m
jh

⎞⎠ =
∂

∂xj
+ pmΓ

m
jh

∂

∂ph
=

δ

δxj

�
ω(j)

�V
=

�
AB
j

�
=

⎛⎝ 0

δhj

⎞⎠ =
∂

∂pj

Bu {(X(j))H ,
�
ω(j)

�V } = { δ
δxj
, ∂
∂pj
} kümesine π−1(U) ⊂ T ∗M nin uyarlanmış lokal

çatısı, δ
δxj

ye yatay baz vektör alanı ve ∂
∂pj

ye düşey baz vektör alanı denir. Bu

çatı

A(j) = (A
B
j ) = (X(j))

H , A(j) = (A
B
j
) =

�
ω(j)

�V
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eşitlikleri yardımıyla
�
A(β)

�
=
�
A(j), A(j)

�
baz vektör alanları ile de temsil edilir.

Ayrıca �
ABβ
�
=
�
ABj AB

j

�
; β = 1, ..., 2n

matris formunda da yazılabilir. Bu matrisin tersi

�
AAB
�
=
�
BhB ChB

�
π−1(U) ⊂ T ∗M nin uyarlanmı̧s lokal dual çatısını gösterir. Bu matrisin bileşenleri

aşağıdaki eşitlikleri sağlayacak şekilde

A(j) =
�
AhB
�
=
�

δhj 0
�
= dxj (5.1.2)

A(j) =
�
AhB

�
=
�
−pmΓmhj δhj

�
= dpj − pmΓmhjdxh = δpj

T ∗M üzerinde 2n tane lokal 1-form tanımlar. Böylece�
A(α)

�
=
q
A(j), A(j)

r
şeklindeki çatı

�
A(β)

�
uyarlanmı̧s çatısının duali olur. Yani

A
(α)
B A

B
(β) = δαβ

dır. Yukardaki dxj, δ
δxj
nin dual baz 1-formu olduğu için yatay dual baz 1-form,

δpj de, ∂
∂pj

nin dual baz 1-formu olduğu için düşey dual baz 1-form olarak ad-

landırılır.

M manifoldu üzerindeki g Riemann ya da semi-Riemann metriğinin T ∗M mani-

foldu üzerine diagonal yükseltilmi̧si uyarlanmı̧s koordinatlara göre

Sg = gβαdx
β ⊗ dxα = gjidxj ⊗ dxi + gjiδpi ⊗ δpj (5.1.3)

ile ifade edilir. M deki g tensör alanının diagonal yükseltilmi̧si Sg T ∗M içinde

(0, 2) tipinde bir tensör alanı olup (5.1.2) ve (5.1.3) den {dxj, δpj} uyarlanmı̧s
lokal dual çatısına göre

(gβα) =

⎛⎝ gji 0

0 gji

⎞⎠ (5.1.4)
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ve (xj, pj) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

(gAB) =

⎛⎝ gji + g
ksΓmjkΓ

l
ispmpl −gisΓljspl

gjsΓlispl gji

⎞⎠ (5.1.5)

şeklinde matris gösterimlerine sahiptir.

Teorem 5.1.1. M manifoldu üzerindeki gmetriği indeksi ν olan bir semi-Riemann

metriği ise T ∗M manifoldu üzerine diagonal yükseltilmi̧si, uyarlanmı̧s koordinat-

lara göre
Sg = gβαdx

β ⊗ dxα = gjidxj ⊗ dxi + gjiδpi ⊗ δpj (5.1.6)

ifadesine sahip, indeksi 2ν olan semi-Riemann metriğidir.

İspat: M manifoldunun bir m noktasını içine alan U komşuluğu, normal komşu-

luk olarak seçilirse gji(m) = εjδji ve Γkji(m) = 0 olur. Buradaki

εi =

⎧⎨⎩ −1, 1 ≤ i ≤ ν

1, ν + 1 ≤ i ≤ n

dir. M nin U normal komşuluğu içinde tanımlanan g semi-Riemann metriğinin

diagonal yükseltilmi̧si T ∗M de {dxj, δpj} uyarlanmı̧s lokal dual çatısına göre

�
gβα(π

−1{m})� =
⎛⎝ gji(m) 0

0 gji(m)

⎞⎠
lokal bileşenlere sahiptir. gji(m) = εjδji ve gji(m) = εjδji olduğundan

gβα = εβδβα

dır. Burada

εβ =

⎧⎨⎩ −1, 1 ≤ β ≤ ν ; n+ 1 ≤ β ≤ n+ ν

1, ν + 1 ≤ β ≤ n ; n+ ν + 1 ≤ β ≤ 2n
(5.1.7)
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dır. Ayrıca

εj = εn+j 1 ≤ j ≤ n

olur. Böylece (T ∗M, Sg ) indeksi 2ν olan semi-Riemann metriğidir.

Teorem 5.1.2. (M,g) semi-Riemannmanifoldunun diagonal yükseltilmesiyle elde

edilen (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde, δ
δxj

ve ∂
∂pj

yatay ve düşey

lokal baz vektör alanları için

Sg (
δ

δxi
,

δ

δxj
) = gij, g(

∂

∂pi
,
∂

∂pj
) = gij (5.1.8)

Sg (
∂

∂pi
,

δ

δxj
) = Sg (

δ

δxi
,
∂

∂pj
) = 0

dır.

İspat: Sg = gβαdx
β ⊗ dxα = gkhdxk ⊗ dxh + gkhδpk ⊗ δph semi-Riemann metriği

için

dxj(
δ

δxi
) = δji ; dxj(

∂

∂pi
) = 0

δpj(
δ

δxi
) = 0 ; δpj(

∂

∂pi
) = δji

eşitliklerinin kullanılmasıyla

Sg (
δ

δxi
,

δ

δxj
) = (gkh)

V dxk(
δ

δxi
)dxh(

δ

δxj
) +

�
gkh
�V

δpk(
δ

δxi
)� ~} �

0

δph(
δ

δxj
)� ~} �

0

= (gkh)
V δki δ

h
j = (gij)

V ,

Sg (
∂

∂pi
,
∂

∂pj
) = (gkh)

V dxk(
∂

∂pi
)� ~} �

0

dxh(
∂

∂pj
)� ~} �

0

+
�
gkh
�V

δpk(
∂

∂pi
)δph(

∂

∂pj
)

=
�
gkh
�V

δki δ
h
j =

�
gij
�V
,

Sg (
∂

∂pi
,

δ

δxj
) = (gkh)

V dxk(
∂

∂pi
)� ~} �

0

dxh(
δ

δxj
) +

�
gkh
�V

δpk(
∂

∂pi
) δph(

δ

δxj
)� ~} �

0
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= 0,

Sg (
δ

δxi
,
∂

∂pj
) = (gkh)

V dxk(
δ

δxi
) dxh(

∂

∂pj
)� ~} �

0

+
�
gkh
�V

δpk(
δ

δxi
)� ~} �

0

δph(
∂

∂pj
)

= 0.

olduğu görülür.

Teorem 5.1.3. ∀m ∈ M , ∀Xm ∈ Tm(M), ve ∀ωm ∈ T ∗m(M) π(θ) = m olacak

şekilde ∀ωVθ , XH
θ ∈ Tθ(T ∗M) ve (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu için

i) Xm ve ωm, sırasıyla, space-like bir vektör ve space-like bir vektör üzerinde

değer alan 1-form ise XH
θ ve ωVθ , (T

∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu için space-

like vektörlerdir.

ii) Xm ve ωm, sırasıyla, time-like bir vektör ve time-like bir vektör üzerinde değer

alan 1-form ise XH
θ ve ωVθ , (T

∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu için time-like

vektörlerdir.

iii) Xm ve ωm, sırasıyla, light-like (null) bir vektör ve light-like (null) bir vektör

üzerinde değer alan 1-form ise XH
θ ve ωVθ , (T

∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu

için light-like (null) vektörlerdir.

İspat: (M, g) semi-Riemann manifoldu için Xm ve ωm, space-like bir vektör ve

space-like bir vektör üzerinde değer alan 1-form ise g(Xm, Xm) > 0 ya da Xm = 0

ve hg(ωm,ωm) > 0 ya da ωm, 0 vektörü üzerinde değer alan bir 1-form olur. Buradahg M manifoldu üzerinde tanımlı bileşenleri g semi-Riemann metriğinin tersi olan

(2, 0) tipinde bir tensör alanıdır. Teorem 3.2.2 yardımıyla

Sg (ωVθ ,ω
V
θ ) > 0 veya ωVθ = 0

Sg (XH
θ ,X

H
θ ) > 0 veya XH

θ = 0

bulunur. XH
θ ve ωVθ tanjant vektörleri space-like vektörlerdir. Diğer iddialarda

benzer şekilde ispatlanır.
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Teorem 5.1.4. θ ∈ T ∗M noktası üzerindeki Tθ(T ∗M) tanjant vektör uzayını

geren δ
δxi
, ∂
∂pi
yatay ve düşey baz vektör alanları için

i) [ δ
δxi
, δ
δxj
] = pmR

m
jih

∂
∂ph
,

ii) [ δ
δxi
, ∂
∂pj
] = −Γjih ∂

∂ph
,

iii) [ ∂
∂pi
, ∂
∂pj
] = 0

dır.

İspat: (i)

[
δ

δxi
,

δ

δxj
] = [

∂

∂xi
+Nih

∂

∂ph
,

∂

∂xj
+Njk

∂

∂pk
], Nih = plΓ

l
ih

=
∂Njk
∂xi

∂

∂pk� ~} �
k↔h

−∂Nih
∂xj

∂

∂ph
+Njk

∂Nih
∂pk

∂

∂ph
−Nih∂Njk

∂ph

∂

∂pk� ~} �
k↔h

−

= pm{
∂Γmjh
∂xi
− ∂Γmih

∂xj
+ ΓmkjΓ

k
ih − ΓmihΓ

h
jk}

∂

∂ph

= pmR
m
jih

∂

∂ph

dır

ii)

[
δ

δxi
,
∂

∂pj
] = [

∂

∂xi
+Nih

∂

∂ph
,
∂

∂pj
] = −∂Nih

∂pj

∂

∂ph

= −Γjih
∂

∂ph

dır

iii) X ∈ @10(M) için

[
∂

∂pi
,
∂

∂pj
](γX) =

∂

∂pi
(
∂

∂pj
(pk(X

k)V ))− ∂

∂pj
(
∂

∂pi
(pk(X

k)V ))

=
∂

∂pi
(Xj)V� ~} �
0

− ∂

∂pj
(X i)V� ~} �
0

= 0

dır

106



Teorem 5.1.5 (M,g), ∇ Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann

manifold ve (T ∗M, Sg ) de i∇ Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir semi-Riemann
manifoldu olsun. δi = δ

δxi
ve

·
∂i=

∂
∂pi
olmak üzere i∇ Levi-Civita koneksiyonunun

bileşenleri,

i∇δiδj = hΓkijδk + hΓkij ·
∂k ; i∇δi

·
∂j= hΓkijδk + hΓkij ·

∂k

i∇ ·
∂i
δj = hΓkijδk + hΓkij ·

∂k ; i∇ ·
∂i

·
∂j= hΓkijδk + hΓkij ·

∂k

olup, M manifoldu üzerinde gij bileşenleri tarafından belirlenen Christoffel sem-

bolleri Γkij ve ∇ Levi-Civita koneksiyonuna bağlı Riemann eğrilik tensörünün

bileşenleri Rkhji olmak üzere i∇ koneksiyonunun katsayıları,
hΓkij = Γkij,

hΓkij = 1

2
Rmijhpm,

hΓkij =
1

2
Rhjmi pm, hΓkij = −Γjih (5.1.9)

hΓkij =
1

2
Rhimj pm, hΓkij = 0,hΓkij = 0, hΓkij = 0

dır. Burada Rhjmi = ghlgkjRmlik dır.

İspat: Sadece i∇ Levi-Civita koneksiyonunun hΓkij katsayısı için bir ispat

verilecektir. i∇, (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu
olduğu için

2gS(i∇ ·
∂i
δj,

·
∂h) =

·
∂i

Sg (δj,
·
∂h) + δj

Sg (
·
∂h,

·
∂i)−

·
∂h

Sg (
·
∂i, δj)

− Sg (
·
∂i, [δj,

·
∂h]� ~} �

−Γh
jk

·
∂k

) + Sg (δj, [
·
∂h,

·
∂i]) +

Sg (
·
∂h, [

·
∂i, δj]� ~} �
Γi
jk

·
∂k

)

Kozsul formülünü sağlar. Teorem 5.1.2, Teorem 5.1.4 ve düşey vektör alanlarının

bir fonksiyonun düşey yükseltilmi̧si üzerinde sıfır değerini alması tanımı gereğince

2 Sg (hΓkij ·
∂k,

·
∂h) =

∂ghi

∂xj
+ gikΓhjk + g

hkΓijk
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ve

−∂jhg(dxh, dxi) = −∂ghi

∂xj
= gikΓhjk + g

hkΓijk

olduğundan, hΓkij = 0
elde edilir. Diğerleri de benzer şekilde ispatlanabilir.

Teorem 5.1.6. (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldunun i∇ Levi-Civita koneksi-

yonuna bağlı iK Riemann eğrilik tensörünün bileşenler cinsinden ifadesi

iK(δi, δj)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK(δi, δj) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h

iK(δi, ·∂j)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK(δi, ·∂j) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h

iK( ·∂i, ·∂j)δk = iKh
kijδh +

iKh
kij

·
∂h, iK( ·∂i, ·∂j) ·

∂k= iKh
kij

δh + iKh
kij

·
∂h

olmak üzere sıfırdan farklı bileşenleri

iKh
kij = Rhkij +

1

4
pmpn(R

m
ajkR

han
i −RmaikRhanj − 2RmaijRhank )

iKh
kij =

1

2
pm(∇iRmhjk −∇jRmhik)

iKh
kij

=
1

2
pm(∇iRhkmj −∇jRhkmi )

iKh
kij

= −Rkhij +
1

4
pmpn(R

akm
j Rnhia −Rakmi Rnhja) (5.1.10)

iKh
kij =

1

2
pm∇iRhjmk

iKh
kij =

1

2
Rjhik +

1

4
pmpn(R

ajm
i Rnhia)

iKh
kij

=
1

2
Rhkji +

1

4
pmpn(R

akm
i Rhjna )

iKh
kij =

1

2
(Rhjik −Rhijk ) +

1

4
pmpn(R

ajm
k Rhina −Raimk Rhina )

dır.

İspat: (5.1.9) daki eşitliklerin kullanılmasıyla

K(δi, δj)δk = i∇δi
i∇δjδk −i∇δj

i∇δiδk −i∇[δi,δj ]δk
= i∇δi{Γhjkδh +

1

2
pmR

m
hjk

·
∂h}−i∇δj{Γhikδh +

1

2
pmR

m
hik

·
∂h}− pmRmhjii∇ ·

∂h
δk
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= {Rhkij +
1

4
pmpn(R

m
ajkR

han
i −RmaikRhanj − 2RmaijRhank )}δh +

+
1

2
pm(∇iRmhjk −∇jRmhik)

·
∂h

eşitliği elde edilir. Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır.

Sonuç 5.1.7. (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldunun flat olması için gerek ve

yeter şart (M,g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasıdır.

Tanım 5.1.8. c, (M, g) semi-Riemann manifoldu üzerinde xh = xh(t) ile lokal

olarak ifade edilen bir eğri ve ωh(t) de c boyunca paralel bir vektör alanı üzerinde

değer alan bir 1-form ise (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde

xh = xh(t) ; ph = ωh(t) (5.1.11)

bileşenleri ile verilen hc eğrisineM üzerinde bir c eğrisinin yatay yükseltilmişi denir.

(Akbulut, Özdemir, Salimov, 2001)

Eğer ph = ωh(t) c eğrisinin X i = dxi

dt
teğet vektör alanı ile birleştirilmi̧s kovektör

alanı ise (5.1.11) ile tanımlanan hc eğrisine c eğrisinin dŏgal yükseltilmişi denir.
Teorem 5.1.9. Eğer t, Sg semi-Riemann metriğine sahip T ∗M üzerinde bir

eğrinin yay uzunluğu parametresi ise T ∗M üzerinde jeodeziklerin denklemleri

uyarlanmı̧s koordinatlara göre

δ2xh

dt2
+ phR

him
j

dxi

dt

δpi
dt

= 0

δ2ph
dt2

= 0

dir

İspat: t yay uzunluğu parametresine göre T ∗M üzerinde jeodeziklerin denklem-

leri indirgenmi̧s koordinatlara göre

δ2xA

dt2
=
d2xA

dt2
+ hΓACB dxCdt dx

B

dt
= 0

olur. Bu denklem aşağıdaki eşitlikler yardımıyla uyarlanmı̧s koordinatlar cinsin-
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den
θh = AhBdx

B = dxh

θh = BhBdx
B = δph

(5.1.12)

ve

θh

dt
=

dxh

dt

θh

dt
=

δph
dt

eşitlikleri yardımıyla
d

dt
(
θA

dt
) + hΓα

γβ

θγ

dt

θβ

dt
= 0 (5.1.13)

biçiminde ifade edilir. hΓ nın (5.1.9) daki bileşenleri sayesinde (T ∗M, Sg ) semi-
Riemann manifoldu üzerindeki jeodeziklerin denklemleri

δ2xh

dt2
+ phR

him
j

dxi

dt

δpi
dt

= 0 (5.1.14)

δ2ph
dt2

= 0 (5.1.15)

biçiminde elde edilir.

Tanım 5.1.10. (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde t yay uzunluğu

parametresine göre θγ, γ = 1, ..., 2n lokal bileşenlerine sahip bir hc eğrisine

gβα
θβ

dt

θα

dt
= ε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, dhc

dt
space-like bir ĕgri,

−1, dhc
dt
time-like bir ĕgri,

0, dhc
dt
light-like bir ĕgri

denir.

gβα
θβ

dt
θα

dt
= ε metriği ε 9= 0 için

gji
dxj

dt

dxi

dt
+ gji

δpj
dt

δpi
dt
= ε =

−
+ 1
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olur. T ∗M üzerindeki jeodezik denklemlerinin (5.1.15) eşitliği gereğince

δ

dt
gji

δpj
dt

δpi
dt

= 0

dır. s, M üzerindeki yay uzunluğu parametresi olmak üzere

ds

dt

2

= gji
dxj

dt

dxi

dt
= sbt

olup s ile t lineer bağımlıdır. Bu nedenle özdeş kabul edilebilir. T ∗M üzerinde

jeodezik bir eğri xh = sbt olacak şekilde tanımlanıyorsa jeodezik denklemleri

(5.1.15) daki eşitlik sayesinde dxh

dt
= 0 olduğundan,

d2ph
dt2

= 0

haline gelir. Böylece d2ph
dt2

= 0 diferensiyel denklem sisteminin çözümleri ah, bh

keyfi sabitler olmak üzere ph = aht+ bh olur.

Sonuç 5.1.11. Eğer bir jeodezik eğri Sg semi-Riemann metrikli T ∗M nin

fibreleri üzerinde sağlanıyorsa (xh, ph) indirgenmi̧s koordinatlarına göre, ah, bh, ch

keyfi sabitler olmak üzere xh = ch, ph = aht+bh lineer denklemleri ile ifade edilir.

Sonuç 5.1.12. (M, g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki bir jeodeziğin yatay

yükseltilmi̧si (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde daima bir jeodezikdir.

(M,g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki xh = xh(t) ile tanımlanan bir eğrinin

doğal yükseltilmi̧si, (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde

xh = xh(t) ; ph = gih
dxh

dt

lokal bileşenleri ile verilir.

Teorem 5.1.13. (M,g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki xh = xh(t) ile tanım-

lanan bir eğrinin doğal yükseltilmi̧si, (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu

üzerinde bir jeodezik olması için gerek ve yeter şart
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δ2xh

dt2
+Rhkji

dxk

dt

δ2xj

dt2
dxi

dt
= 0 (5.1.16)

δ3xh

dt3
= 0 (5.1.17)

olmalıdır.

İspat: (5.1.14) ve (5.1.15) denklemlerinde ph yerine gih dx
h

dt
konulmasıyla (5.1.16)

ve (5.1.17) denklemleri elde edilir.

Sonuç 5.1.14. (M,g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki herhangi bir jeodeziğin

doğal yükseltilmi̧si (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu üzerinde bir jeodezikdir.

Teorem 5.1.15. (M,g) semi-Riemann manifoldu içindeki bir c eğrisinin doğal

yükseltilmi̧si Sg metrikli T ∗(M) içinde bir jeodezik ise c, M içinde bir jeodeziktir

veya c nin birinci eğriliği sabit ve c nin her noktasında oskülatör düzlemle tanımlı

kesitine göre M nin Riemann kesitsel eğriliği sabittir.

İspat: (M,g) semi-Riemann manifoldu üzerindeki xh = xh(t) ile tanımlanan

bir eğri, yay uzunluğu parametresi t olan (T ∗M, Sg ) semi-Riemann manifoldu

üzerinde bir jeodezik ise (5.1.15) eşitliğinden

δ

dt
gji

δpj
dt

δpi
dt

= 0

dır.

pj = gjk
dxk

dt
, pi = gil

dxl

dt

olduğundan
δ

dt
gjigjkgil

δ2xk

dt2
δ2xl

dt2
= 0

olup,
δ

dt
gji

δ2xj

dt2
δ2xi

dt2
= 0

elde edilir. Bu denklemin sıfıra eşit olması iki farklı şart altında mümkündür.
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Birincisi,
δ2xh

dt2
= 0

yani xh = xh(t) lokal bileşenleri ile verilen bir c eğrisi M de bir jeodeziktir.

İkincisi, (5.1.17) den c eğrisinin birinci eğriliği sabittir. δ2xh

dt2
vektörü yönünde

δ2xh

dt2
= ρY h, ρ = sbt.

eşitliğini sağlayan birim vektör Y h ve M üzerindeki c eğrisinin teğeti yönündeki

birim vektör Xh = dxh

dt
alınarak bu vektörler (5.1.16) eşitliğinde yerine konulursa

Y h +RhkjiX
kY jX i = 0

bulunur. Bu ifade Y h ile kontraksiyona uğratılırsa,

RkjihX
kY jXiY h = −ε, ε 9= 0

elde edilir. BöyleceXh birim teğet vektörü ile Y h birim normal vektörü tarafından

gerilen P oskülatör düzleminin kesitsel eğriliği

K(P) = RkjihXkY jXiY h = −ε, ε 9= 0

sabittir.

5.2. Bir Hamilton Uzayında Semi-Riemann Geometri

Bu alt bölümde, gravitasyon alanlar için TM de L fonksiyonuna bağlı Euler-

Lagrange denklemleri, Legendre dönüşümü yardımıyla T ∗M de H fonksiyonuna

bağlı olarak ifade edildi. Elde edilen denklemin çözümü ile ilgili bazı sonuçlar

bulundu. M manifoldu üzerinde tanımlı ∇ Levi-Civita koneksiyonunun T ∗M

manifoldu üzerinde Cg semi-Riemann metriğine kaŗsılık geldiği gösterilerek

(T ∗M, Cg ) semi-Riemann manifoldunun diferensiyel geometrisi incelendi. Bölüm

3.1. de TM üzerinde tanımlanan semi-Riemann metriklerin Legendre dönüşümü

yardımıyla T ∗M deki kaŗsılıkları elde edildi.
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M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve T ∗M, π : T ∗M → M kanonik

projeksiyonu ile tanımlı M nin kotanjant demeti olsun. {U, xi} 1 ≤ i ≤ n

M manifoldu üzerinde lokal bir harita ise (π−1(U), xi, pi) T ∗M

üzerinde lokal bir haritadır. Buradaki xi = xioπ ve pi de T ∗M nin (dx1, ..., dxn)

lokal çatısına göre π−1(U) içindeki bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır.

T ∗M üzerinde tanımlanan bu harita yardımıyla 2n boyutlu diferensiyellenebilir

manifold yapısına sahip olur. T ∗M nin tanjant demeti TT ∗M, V T ∗M =Çekπ∗

ile tanımlı integrallenebilir bir alt vektör demetine sahiptir. V T ∗M ye T ∗M nin

düşey dağılımı denir. T ∗M manifoldu üzerinde bir non lineer koneksiyon HT ∗M

ile tanımlı olup TT ∗M içinde V T ∗M ye tamamlayıcı bir dağılımdır. Bu dağılım

T ∗M nin yatay dağılımı olarak adlandırılır. Böylece

TT ∗M = V T ∗M ⊕HT ∗M

olur. ( ∂
∂p1
, ..., ∂

∂pn
) lokal vektör alanlarının sistemi V T ∗M için lokal bir çatıdır.

( δ
δx1
, ..., δ

δxn
) lokal vektör alanlarının bir sistemi de HT ∗M için lokal bir çatıdır.

Burada
δ

δxi
=

∂

∂xi
+Nij

∂

∂pj

dir. Ayrıca denklemdeki Nij katsayıları HT ∗M ile tanımlı non lineer

koneksiyonun koneksiyon katsayıları olup (Yano, Ishıhara, 1973) tarafından

Nij(x, p) = −Γkijpk

eşitliği ile tanımlanmı̧stır. Γkij M manifoldu üzerinde ∇ Levi Civita

koneksiyonunun bileşenleri olduğu için T ∗M üzerinde tanımlanan Nij non lineer

koneksiyonu simetrik bir non lineer koneksiyon olur. HT ∗M dağılımının integral-

lenebilir olması için HT ∗M nin torsiyon tensörü olan Rkij nin sıfır olması gerekir.

Yani,

[
δ

δxi
,

δ

δxj
] = Rkij

∂

∂pk
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olup Rkij, T ∗M içinde Nij non lineer koneksiyonunun bileşenleri yardımıyla

Rkij =
δNkj
δxi
− δNki

δxj

ve M manifoldu üzerinde Rlkij Riemann eğrilik tensörünün bileşenleri yardımıyla

Rkij = plR
l
kij.

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca T ∗M nin baz vektör alanları üzerinde diğer Lie

parentez operatörleri

[
δ

δxi
,
∂

∂pj
] = Γjik

∂

∂pk

[
∂

∂pi
,
∂

∂pj
] = 0

şeklinde tanımlıdır (Oproiu, Papaghiuc, 1990).

Tanım 5.2.1. TM manifoldu üzerinde L : TM → R reel değerli diferensiyel-

lenebilir fonksiyonuna M üzerinde regüler bir Lagrangean denir. Bu fonksiyon

yardımıyla tanımlı olan

gik(x) =
∂2L

∂yi∂yk

metriği M manifoldunun tüm x noktaları üzerindeki tanjant vektörler için non

dejeneredir. Bir Lagrange manifoldu (ya da Lagrange uzayı) üzerinde regüler bir

Lagrangean taşıyan diferensiyellenebilir manifolddur (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Teorem 5.2.2. M Lagrange manifoldu üzerindeki bir eğrinin jeodezik bir eğri

olması için gerek ve yeter şart bu eğrinin TM manifoldu üzerindeki doğal yük-

seltilmi̧si üzerinde değer alan L fonksiyonunun Euler-Lagrange diferensiyel

denklemlerini sağlamasıdır (Oproiu, Papaghiuc, 1987).

Tanım 5.2.3. M n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve H,
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i) H : (x, p) ∈ T ∗M → H(x, p) ∈ R olacak şekilde π : T ∗M → M kanonik

projeksiyonunun sıfır kesitleri üzerinde sürekli ve T ∗M\{0} = T ∗M üzerinde

diferensiyellenebilir ve

ii) T ∗M nin pi deği̧skenlerine göre Hessianı

gij(x) =
∂2H

∂pi∂pj

M manifoldu üzerinde gij(x) non-dejenere sabit i̧saretli, (2,0) tipinde simetrik,

kontravaryant tensör alanı ile veriliyorsa Hn = (M,H(x, p)) bir Hamilton mani-

foldu (ya da Hamilton uzayı) olarak adlandırılır (Miron, 2001).

Tanım 5.2.4. L ∈ C∞(TM,R) diferensiyellenebilir fonksiyonu için

Leg : TM → T ∗M

(xi, yi) → (xi, ∂L
∂yi
= pi)

olacak şekilde tanımlanan diferensiyellenebilir dönüşüme Legendre dönüşümü denir.

Bu dönüşümün ters dönüşümü H ∈ C∞(TM,R) diferensiyellenebilir fonksiyonu
için

Leg−1 : T ∗M → TM

(xi, pi) → (xi, ∂H
∂pi
= yi)

olacak şekilde tanımlanır (Miron, 2001).

Lagrange ve Hamilton manifoldları, Diferensiyel Geometricilerin olduğu kadar

Mekanik bilim dalı ile uğraşan Mühendislerin ve Fizikçilerin de önemli konuların-

dandır. Bu konuların mekanikdeki kavramlar ile ili̧skisi aşağıdaki gibi verilebilir.

Bir mekanik sistemin konfigürasyon uzayı diferensiyellenebilir bir manifold yapısına

sahiptir. Bir Lagrange mekanik sistem M konfigürasyon uzayını tanımlayan bir

manifold ve L M nin tanjant demeti üzerinde tanımlı bir fonksiyon olmak üzere

(M,L) ikilisi ile ve Hamilton mekanik sistem de H M nin kotanjant demeti
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üzerinde bir fonksiyon olmak üzere (M,H) ikilisi ile verilir. Lagrange mekanik

sistemde hareket eden bir parçacık konfigürasyon uzayı üzerinde bir eğri tanımlar.

Bu eğrinin konum koordinatları,M manifoldunun lokal koordinat fonksiyonlarıdır

ve konum koordinatlarının zamana göre türevsel koordinatları olan hız koordinat-

ları ise eğrinin teğet vektörünün lokal bileşenleridir. Euler-Lagrange diferensiyel

denklemleriM deki bir parçacığın konum koordinatları yönünde parçacığa etkiyen

kuvveti tanımlar. 3 boyutlu uzayda bir parçacığın genelleştirilmi̧s koordinatları

(X,Y ) olan bir yüzey boyunca hareket ettiği kabul edilsin. Bu parçacığa yüzey

boyunca tesir eden kuvvetler, FX , FY

FX =
d

dt
(
∂L

∂
.

X
)− ∂L

∂X
; FY =

d

dt
(
∂L

∂
.

Y
)− ∂L

∂Y

diferensiyel denklemleri ile tanımlanır. Eğer kuvvet sıfır ise m, parçacığın kütlesi

ve a da parçacığın birim zamandaki hız deği̧simi olarak tanımlanan ivmesi olmak

üzere kuvvet

F = ma = 0

olduğundan parçacık ivmesiz olarak hareket etmektedir. M de ivmesi sıfır olan

eğriler jeodezikleri tanımladığından parçacık konum uzayı üzerinde

jeodezik bir eğri boyunca hareket etmektedir. Parçacık toplam enerjisi sabit olan

bir sistem (konservatif sistem) içinde hareket ediyorsa L fonksiyonu kinetik ve

potansiyel enerjilerin farkına eşittir. Konservatif sistemlerde ivmesiz bir hareket

boyunca L fonksiyonu sabit kalır. Benzer sonuç kinetik ve potansiyel enerjilerin

toplamlarına eşit olan H için de geçerlidir. H fonksiyonu M deki bir eğrinin

konum ve momentum koordinatlarına bağlı olarak tanımlanır. Momentum koor-

dinatı, L nin hız koordinatına göre kısmi türevlerine eşittir (http//www.mathpages.

com/home/kmath523/kmath523.htm).

Bu bölümde gravitasyon alanlar için bir parçacığın hız koordinatları üzerinde

değer alan ω 1-formunun kovaryant sabiti olduğu gösterilecek.

Bir mekanik sistemde gravitasyon alanlarının L = 1
2
gij(x)y

iyj Lagrange

fonksiyonu Legendre dönüşümü yardımıyla gravitasyon alanlarınınH = 1
2
gij(x)pipj
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Hamilton fonksiyonuna dönüştürülür. TM manifoldu üzerindeki Euler-Lagrange

diferensiyel denklem sistemine denk olan kanonik Hamilton denklemleri

dxi

dt
= gijpi ,

dpi
dt
= −∂H

∂xi
(5.2.1)

ile tanımlıdır (Miron, 2001).

Teorem 5.2.5. M üzerinde gik bileşenlerine sahip g (0,2) tipinde kovaryant ten-

sörü ve gikgkj = δji eşitliği sağlanacak şekilde g
kj (2,0) tipinde kontravaryant ten-

sörü tanımlansın. Ayrıca M üzerinde L = 1
2
gij(x)y

iyj bir Lagrange

fonksiyonu ve H = 1
2
gij(x)pipj bir Hamilton fonksiyon olsun. M üzerinde tanımlı

bu fonksiyonlar arasında aşağıdaki bağıntılar vardır.

∂L

∂xi
= −∂H

∂xi
,

∂L

∂yi
= gij

∂H

∂pi

İspat: L = 1
2
gij(x)y

iyj eşitliği yardımıyla,

∂L

∂xk
=
1

2

∂gij
∂xk

yiyj (5.2.2)

olur. Benzer şekilde H = 1
2
gij(x)pipj eşitliğinden,

∂H

∂xk
=
1

2

∂gij

∂xk
pipj

elde edilir. Legendre dönüşümü yardımıyla

∂L

∂yi
= pi

olduğundan

pi = gijy
j , yj = gijpi

olur. Ayrıca, gihghj = δij ve
∂

∂xk
(gihghj) = 0 olduğundan

∂ghj
∂xk

= −∂gih

∂xk
ghjghi
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elde edilir. Elde edilen bu değer (5.2.2) de yerine konulursa

∂L

∂xk
= −∂gih

∂xk
ghjy

jghiy
i

ve böylece
∂L

∂xi
= −∂H

∂xi

sonucu elde edilir. Ayrıca

∂L

∂yi
= pi ;

∂H

∂pj
= gjipi

olduğundan
∂L

∂yi
= gij

∂H

∂pj

bulunur. Bu teorem yardımıyla aşağıdaki diferensiyel denklem elde edilir.

d

dt
(
∂L

∂yi
)− ∂L

∂xi
= 0

Leg−→ d

dt
(gij

∂H

∂pj
) +

∂H

∂xi
= 0

Teorem 5.2.6. M üzerinde herhangi bir eğri γ veM nin herhangi bir γ(t) noktası

üzerindeki dγ
dt
teğet vektörü üzerinde değer alan 1-form ω = pidx

i olsun. T ∗M

üzerinde H(γ(t), gij(γ(t))
dγ(t)
dt
) Hamilton fonksiyonuna bağlı kanonik Hamilton

denklemleri sağlanıyorsa dγ
dt
teğet vektörü ile birleştirilmi̧s ω = pidxi = gij(x)

dγ
dt
dxi

1-formu M üzerinde kovaryant sabitidir.

İspat: H Hamilton fonksiyonuna bağlı kanonik Hamilton denklemleri

d

dt
(gij

∂H

∂pj
) +

∂H

∂xi
= 0

ile tanımlıdır. Bileşke fonksiyonların diferensiyeli gereğince

dpk
dt
+

∂

∂xk

�
gij

∂H

∂pj

�
dxk

dt
+

∂H

∂xi
= 0
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olur. dx
k

dt
= gkapa eşitliğinin yukardaki denklemde yerine konulmasıyla

dpk
dt
+

∂

∂xk

�
gij

∂H

∂pj

�
gkapa +

∂H

∂xi
= 0.

denklemi elde edilir. Eşitliğin her iki yanı [gka] matrisinin tersinin gka bileşenleri

ile i̧sleme sokulursa

gka
dpk
dt
+Gj(x, p) = 0, (5.2.3)

elde edilir. Burada

Gj(x, p) =
∂

∂xk

�
gij

∂H

∂pj

�
pa + gka

∂H

∂xi
.

dir. T ∗M üzerindeki non lineer koneksiyon

Njk = G
a
j =

1

2
gka

∂2H

∂xj∂pa
=
1

2
gka

∂gab

∂xj
pb,

ile tanımlansın. Burada

Gaj =
1

2

∂Gj
∂pa

.

olur. Bu eşitlikten yararlanarak

∂Njk
∂pb

=
1

2
gka

∂gab

∂xj

elde edilir. gab M manifoldu üzerinde (2,0) tipindeki bir tensörün bileşenleri

olduğundan
∂gab

∂xj
=

∂

∂xj
g(dxa, dxa)

eşitliği vardır. Bu eşitlik yardımıyla

∂Njk
∂pb

= −Γbjk.

elde edilir. Böylece Njk = −Γbjkpb ve Gj(x, p) = −Γbjkpbpa eşitlikleri ve

dpk
dt
− Γbjkpbg

kapa = 0.
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elde edilir. Böylece
dpk
dt
− Γbjkpb

dxk

dt
= 0

olup ∇, M manifoldu üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere

∇dxk

dt
∂

∂xk

pjdx
j = 0

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak M üzerindeki γ(t) eğrisinin dγ(t)
dt

teğet vektörleri

üzerinde değer alan ω 1-formu M üzerinde bir kovaryant sabitidir.

Legendre dönüşümü yardımıyla, TM üzerinde tanımlı yatay ve düşey, baz ve dual

baz vektör alanları ve 1-formların ve gij reel değerli fonksiyonun T ∗M üzerindeki

diferensiyel geometrik objelere taşınması (Miron, 2001) tarafından aşağıdaki gibi

tanımlandı.

(Leg)∗ : HTM
δ

δxi

→
→
HT ∗M

δ

δxi

, (Leg−1)∗ :V ∗TM
δyi
→
→
V ∗T ∗M
gijδpj

(Leg−1)∗ : H∗TM
dxi

→
→
H∗T ∗M

dxi
, (Leg)∗ :V TM

∂

∂yi

→
→
V T ∗M
gij

∂
∂pj

(5.2.4)

(Leg−1)∗ : @00(TM)
gij

→
→
@00(T ∗M)

gij

.

Bu tanımlar yardımıyla TM üzerinde tanımlı semi-Riemann metrikler T ∗M

üzerinde semi-Riemann metriklere dönüştürülür.

Teorem 5.2.7. M manifoldu üzerinde gij bileşenlerine sahip olan g non-dejenere

metrik tensörünün TM manifolduna tam yükseltilmi̧si olan gC TM üzerinde bir

semi-Riemann metrik olup bu metriğin Legendre dönüşümü yardımıyla T ∗M deki

kaŗsılığı Levi-Civita koneksiyonunun Riemann geni̧slemesi olarak adlandırılan Cg

semi-Riemann metriğidir.

İspat: TM üzerinde gC = 2gikδyidxk lokal bileşenleri ile tanımlı olan gC semi-

Riemann metriğini Legendre dönüşümü yardımıyla (5.2.4) deki eşitlikler kul-

lanılarak

(Leg−1)∗ : @02(TM)
gC=gijδyidxk

→
→
@02(T ∗M)

(Leg−1)∗(gC)=Cg
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dönüştürülür. Burada
Cg = 2δpidx

k

(Willmore, 1988) un sözünü ettiği T ∗M üzerindeki semi-Riemann metriktir.

M, ∇ Levi-Civita koneksiyonuna sahip olan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir

manifold ve T ∗M onun kotanjant demeti olsun. M üzerindeki ∇ Levi-Civita

koneksiyonunun T ∗M üzerinde bir semi-Riemann metriğe kaŗsılık geldiği aşağı-

daki gibi gösterilebilir.

C(0) = P olacak şekilde T ∗M üzerindeki bir nokta P ve X de P üzerinde C

eğrisine teğet vektör olsun. C(t) π kanonik projeksiyon dönüşümü altında M

deki γ(t) eğrisine izdüşürülsün. C(0) = P noktasından geçen C(t) eğrisi π pro-

jeksiyon dönüşümü altında M deki p = π(P ) noktasından geçen γ(t) eğrisine

tekabül eder. (∇dπ(X)ω(t))t=0, dπ(X) izdüşürülmüş teğet vektörü altında değer
alan p üzerindeki bir kovektördür. M üzerinde tanımlı bu i̧slem T (T ∗M) üzerinde

Q kuadratik diferensiyel formunu tanımlar. Bu tanımlanan kuadratik diferensiyel

form yardımıyla T ∗M nin P noktası üzerinde Cg 2-lineer formu

Cg (X,Y ) = Q(X + Y,X + Y )−Q(X,X)−Q(Y, Y ) (5.2.5)

ile tanımlanır. BuradakiX ve Y T ∗M manifoldunun P noktası üzerindeki tanjant

vektörlerdir. M nin bir p noktasını içine alan U açık komşuluğu içindeki lokal

koordinat sistemi (xi), 1 ≤ i ≤ n olsun. O zaman (xi, pj), π−1(U) için lokal

koordinat komşuluğu olur. Buradaki pj

ω = pjdx
j.

ile tanımlıdır. T ∗M içerisinde lokal olarak t→ (xi(t), pj(t)) ile ifade edilen eğriM

içinde
·
γ:t→ (

.
x
i
(t)) eğrisine tekabül eder. Buradaki

.
x
i
(t) = dxi

dt
dir. P üzerindeki

X vektörü (
.
x
i
(0), pj(0)) lokal bileşenleri ile tanımlı olup dπ(X) projeksiyonu
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altındaki görüntüsü
.
x
i
(0) dir. O zaman, t = 0 da

∇dπ(X)ω(t) =
.
x
i
(0)(∇ipj(t))dxj

=

�
dpj
dt
− Γkijpk

.
x
i
(0)

�
dxj

olur. Buradaki Γkij, M manifoldu üzerindeki gij metriğine bağlı Christoffel sem-

bolleridir. Bu kovektörün dπ(X) deki reel değeri

Q(X,X) =
�∇dπ(X)ω(t)� (dπ(X))

= −Γkijpk
.
x
i .
x
j
+

.
pj

.
x
j
.

olur. Bu elde edilen değerler (5.2.5) de yerine konulursa Cg (X,X)

Cg (X,X) =
�−2Γkijpkdxidxj + 2dpjdxj� (X,X)

olur. Böylece Cg nin lokal ifadesi π−1(U) içindeki (xi, pj) indirgenmi̧s koordinat-

larına göre
Cg = −2Γkijpkdxidxj + 2dpjdxj,

ile ifade edilir. T ∗M üzerindeki uyarlanmı̧s lokal çatı (dxi, δpi) olur. Burada

δpi = dpi − pkΓkijdxj,

olduğundan Cg , T ∗M üzerindeki bu uyarlanmı̧s lokal çatıya göre

Cg = 2δpidx
j

ile ifade edilir. T ∗M üzerinde tanımlanan bu 2-lineer form aynı zamanda simetrik

ve non dejeneredir. Bu nedenle T ∗M üzerinde bir semi-Riemann metrik olur

(Willmore, 1988). Ayrıca T ∗M manifoldu üzerinde tanımlanan bu metriğin yatay

ve düşey baz vektör alanları üzerindeki değeri

Cg (
δ

δxi
,

δ

δxj
) = 0, Cg (

∂

∂pi
,
∂

∂pj
) = 0
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Cg (
δ

δxi
,
∂

∂pj
) = δji ,

Cg (
∂

∂pi
,

δ

δxj
) = δij

dir.

Teorem 5.2.8. h∇ T ∗M üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu ve Hn gravitasyon

alanlar ile tanımlı bir Hamilton uzayı olsun. T ∗M üzerinde Cg semi-Riemann

metriğinin Levi-Civita koneksiyonunun lokal bileşenler cinsinden ifadesi

h∇δiδj = −Γkijδk +Rijk∂k, h∇δi∂j = Γjik∂k,h∇∂iδj = 0, h∇∂i∂j = 0

dır. Burada

δi =
δ

δxi
, ∂i =

∂

∂pi
.

dir.

İspat: T ∗M manifoldunun uyarlanmı̧s lokal baz vektör alanları için Kozsul for-

mülü yardımıyla Teorem 5.1.5 e benzer olarak elde edilir.

Teorem 5.2.9. (dxi, δpi), (
δ
δxi
, ∂
∂pi
) uyarlanmı̧s lokal baz vektör alanlarının dual

baz 1-formları olsun. (dxi, δpi) nin uyarlanmı̧s lokal baz vektör alanlarına göre

kovaryant türevinin bileşenler cinsinden ifadesi

h∇δidx
j = Γjikdx

k ; h∇δiδpj = Rijkdx
k − Γkijδpkh∇∂idx

j = 0 ; h∇∂iδpj = 0.

dir.

İspat: dxj ∈ H∗TM olmak üzere

(h∇δidx
j)(δk) = δi(dx

j(δk))− dxj(h∇δiδk) = Γjik,

(h∇δidx
j)(∂k) = δi(dx

j(∂k))− dxj(h∇δi∂k) = 0
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olduğundan h∇δidx
j = Γjikdx

k

dır. Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır.

Teorem 5.2.10. Hn gravitasyon alanlar ile tanımlı bir Hamilton uzayı, h∇ T ∗M
üzerindeki Cg semi-Riemann metriğine bağlı Levi-Civita koneksiyonu ve K T ∗M

üzerindeki Riemann eğrilik tensörü olsun. T ∗M üzerindeki Riemann eğrilik ten-

sörünün lokal bileşenler cinsinden ifadesi

K(δi, δj)δk = Rhijδh + (h∇δiRjhk − h∇δjRihk)∂h

K(δi, δj)∂k = −Rhij∂h
K(δi, ∂j)δk = −∂Rikh

∂pj
∂h

K(δi, ∂j)∂k = K(∂i, ∂j)δk = K(∂i, ∂j)∂k = 0.

dir. Burada h∇δiRjhk = δiRjhk +RlkhΓ
l
ij +RjlhΓ

l
ik +RjklΓ

l
ih

dır.

İspat: Teorem 5.1.6 ya benzer olarak ispatlanır.

Teorem 5.2.11. (T ∗M, Cg ) semi-Riemann manifoldunun flat olması için gerek

ve yeter şart (M,g) semi-Riemann manifoldunun flat olmasıdır.

Teorem 5.2.12. M manifoldu üzerindeki g Riemann ya da semi-Riemannmetriğinin

TM manifolduna gV + gC yükseltilmi̧si olan gF , TM üzerinde bir semi-Riemann

metrik olup bu metriğin Legendre dönüşümü yardımıyla T ∗M deki kaŗsılığı

Fg = π∗(g) + Cg de bir semi-Riemann metriktir.

İspat: T ∗M de uyarlanmı̧s koordinatlar göz önüne alınırsa Fg metriğinin bileşen-

ler cinsinden ifadesi
Fg = gijdx

idxj + 2dxiδpj

olur. T ∗M manifoldu üzerinde tanımlı bir hX vektör alanı

TT ∗M = HT ∗M ⊕ V T ∗M
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yatay ve düşey vektör alanlarının direkt toplamı biçiminde yazılabilir. Yani

hX = XH + ωV

olur. Buradaki ω M manifoldu üzerinde g semi-Riemann metriğine göre X ile

birleşen bir kovektör alanıdır. Yani,

ω = Xidx
i, Xi = gihX

h

lokal bileşenlerine sahiptir. Böylece hX, hY ∈ χ(T ∗M) ve C∞(T ∗M,R), T ∗M

manifoldu üzerinde C∞ fonksiyonların halkası olmak üzere

Fg : χ(T ∗M)× χ(T ∗M)→ C∞(T ∗M,R)

dönüşümü

Fg(XH , Y H) = Fg(XH , θV ) =F g(ωV , Y H) = (g(X,Y ))V

Fg(ωV , θV ) = 0

olacak şekilde tanımlıdır. Fg dönüşümü 2-lineer, simetrik ve non-dejenere bir

dönüşüm olup T ∗M manifoldu üzerinde bir semi-Riemann metrik tanımlar.

i) 2-lineerlik: hX, hY , hZ ∈ χ(T ∗M) ve ∀α,β ∈ R olmak üzere

Fg(α hX + β hY , hZ) = Fg((αX + βY )H + (αω + βθ)V , ZH + ηV )

= Fg((αX + βY )H , ZH) +F g((αX + βY )H , ηV )

+Fg((αω + βθ)V , ZH)

= αFg( hX, hZ) + βFg(hY , hZ)
olup Fg 2-lineerdir.

ii) Simetriklik: hX, hY ∈ χ(T ∗M) için

Fg( hX, hY ) = Fg(XH , Y H) +F g(XH , θV ) +F g(ωV , Y H)
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= Fg(Y H , XH) +F g(θV ,XH) +F g(Y H ,ωV )

= Fg(hY , hX)
olup Fg simetriktir.

iii) Non-dejenerelik: T ∗M manifoldu üzerinde uyarlanmı̧s koordinatlara göre Fg

dönüşümünün kaŗsılık geldiği matris⎡⎣ gij δij

δij 0

⎤⎦
olup determinantı sıfırdan farklı olduğu için Fg non-dejeneredir. Ayrıca M

üzerinde normal koordinatlar kullanılarak (T ∗M,F g) semi-Riemannmanifoldunun

i̧saret sayıları (n, n) dir.

Teorem 5.2.13. M manifoldu üzerindeki g Riemann ya da semi-Riemann

metriğinin TM manifolduna gC + gH yükseltilmi̧si olan gK , TM üzerinde bir

semi-Riemann metrik olup bu metriğin Legendre dönüşümü yardımıyla T ∗M deki

kaŗsılığı Kg bir semi-Riemann metriktir.

İspat: T ∗M de uyarlanmı̧s koordinatlar göz önüne alınırsa Kg metriğinin bileşen-

ler cinsinden ifadesi
Kg = 2dxiδpj + g

ijδpiδpj

olur. Böylece hX, hY ∈ χ(T ∗M) ve C∞(T ∗M,R), T ∗M manifoldu üzerinde C∞

fonksiyonların halkası olmak üzere

Kg : χ(T ∗M)× χ(T ∗M)→ C∞(T ∗M,R)

dönüşümü

Kg(ωV , θV ) = Kg(XH , θV ) =K g(ωV , Y H) = (g(X,Y ))V

Kg(XH , Y H) = 0

olacak şekilde tanımlıdır. Kg dönüşümü 2-lineer, simetrik ve non-dejenere bir
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dönüşüm olup T ∗M manifoldu üzerinde bir semi-Riemann metrik tanımlar.

Ayrıca M üzerinde normal koordinatlar kullanılarak (T ∗M,K g) semi-Riemann

manifoldunun i̧saret sayıları (n, n) dir.

M manifoldu üzerinde tanımlı g Riemann ya da semi-Riemann metriğinin bileşen-

lerine bağlı T ∗M üzerindeki metrikler ve i̧saretleri aşağıdaki tablo yardımı ile

görülebilir.

n− boyutlu
M manifoldu

2n− boyutlu
T ∗M manifoldu

g metriği Cg Fg = π∗(g) + Cg Sg Kg

Riemann (R)
n indeksli

S.R

n indeksli

S.R
R

n indeksli

S.R

ν indeksli Semi

Riemann (S.R)

n indeksli

S.R

n indeksli

S.R

2ν indeksli

S.R

n indeksli

S.R
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6. BİR SEMİ-RİEMANN MANİFOLDUN İKİNCİ MERTEBEDEN

KOTANJANT DEMETİ

Bu bölümde, bir semi-Riemann manifoldun ikinci mertebeden kotanjant

demetinin diferensiyelenebilir manifold yapısı tanımlandı. Daha sonra bu semi-

Riemann manifold üzerindeki diferensiyel geometrik objelerin ikinci mertebeden

kotanjant demetlere yükseltilmi̧sleri elde edildi.

6.1. T ∗T ∗M nin Diferensiyellenebilir Manifold Yapısı

M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve T ∗qM, q ∈ U ⊂ M noktası

üzerinde TqM tanjant uzayının dual uzayı olan kotanjant uzayı olsun. M nin

tüm q noktaları üzerindeki kotanjant uzaylarının ayrık birleşimi olan

T ∗M =
^
q∈M

T ∗qM

ye M nin birinci mertebeden kotanjant demeti denir. T ∗M nin bir ω noktası

üzerinde πM(ω) = q olacak şekilde πM : T ∗M →M kanonik projeksiyonu tanım-

lıdır. (U, xi) 1 ≤ i ≤ n M üzerinde lokal bir harita ise (π−1M (U), x
i ◦ πM , pi)

T ∗M için lokal bir haritadır. Buradaki p1, ..., pn (U, xi) lokal haritası ile tanımlı

( ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn
) lokal çatısının (dx1, ..., dxn) lokal dual çatısına göre π−1M (U) daki

bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır. Bu lokal harita ile tanımlanan T ∗M

2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold yapısına sahiptir. T ∗M üzerinde tanım-

lanan harita π−1(U) = U � ve x1 ◦ π = x1, ..., xn ◦ π = xn; xn+1 = p1, ...., x2n = pn
olmak üzere (U �, xA) 1 ≤ A ≤ 2n ile gösterilebilir (Yano, Ishıhara, 1973).

T ∗M 2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve T ∗ωT
∗M, ω ∈ T ∗M noktası

üzerinde TωT ∗M tanjant uzayının dual uzayı olan kotanjant uzayı olsun. T ∗M

nin tüm ω noktaları üzerindeki kotanjant uzaylarının ayrık birleşimi olan

T ∗T ∗M =
^

ω∈T ∗M
T ∗ωT

∗M
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T ∗T ∗M ye T ∗M manifoldunun kotanjant demeti denir. T ∗T ∗M nin herhangi

bir Θ noktası üzerinde πT ∗M(Θ) = ω olacak şekilde πT ∗M : T ∗T ∗M → T ∗M

kanonik projeksiyonu tanımlıdır. π−1T ∗M(U
�) açık kümesi U �×R2n direkt çarpımına

diffeomorfiktir. R2n, R reel sayılar cismi üzerinde 2n-boyutlu vektör uzayıdır.

Θ ∈ T ∗ωT ∗M noktası (ω,Θ) sıralı ikilisi ile temsil edilir. Bir Θ ∈ R2n kovektörü
T ∗ωT

∗M üzerinde dxA lokal dual çatısına göre (ΘA);A = 1, ..., 2n bileşenleri ile

verilir. (U �, xA) T ∗M manifoldu üzerinde lokal bir harita ise

(π−1T ∗M(U
�), xA ◦ πT∗M ,ΘA) T ∗T ∗M için lokal bir haritadır. Buradaki Θ1, ...,Θ2n

(U �, xA) lokal haritası ile tanımlı ( ∂
∂xA
) lokal çatısının (dxA) lokal dual çatısına

göre π−1T ∗M(U
�) deki bir elemanın vektör uzayı koordinatlarıdır. (xA,ΘA) koor-

dinatlarına U � üzerindeki (xA) koordinatlarından indirgenmi̧s koordinatlar ya da

kısaca indirgenmi̧s koordinatlar denir. Eğer {hU �, hxA} T ∗M üzerinde ω = π∗T ∗M(Θ)

noktasını içine alan diğer bir koordinat komşuluğu ise (π∗T ∗M)
−1(U �) üzerinde

Θ nın indirgenmi̧s koordinatları (hxA, hΘA) ile verilir. Koordinatlar arası geçi̧s

dönüşümü

hxA = hxA(x1, ..., xn, p1, ..., pn) (6.1.1)hΘA =
∂xB

∂hxAΘB

olur. hxA = hxA(x1, ..., xn, p1, ..., pn) C∞ sınıftan diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardır. xA = ΘA ve hxA = hΘA;A = 1, ..., 2n konulursa (6.1.1) deki denklemler,
hxα = hxα(xA);α = 1, ..., 4n;A = 1, ..., 2n (6.1.2)

şeklinde gösterilebilir. Bu denklemlerin jakobiyen matrisi

(
∂hxα
∂xβ

) =

⎛⎝ ∂hxA
∂xB

0

∂hxC
∂xB

∂2xA

∂hxC∂hxB ∂xB

∂hxA

⎞⎠ (6.1.3)

dir. Bu koordinat dönüşümünün tersi

xA = xA(hxA) (6.1.4)
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ΘA =
∂hxB
∂xA

hΘB
ya da

xα = xα(hxA);α = 1, ..., 4n;A = 1, ..., 2n (6.1.5)

şeklinde tanımlıdır. Bu denklemlerin jakobiyen matrisi

(
∂xα

∂hxβ ) =
⎛⎝ ∂xA

∂hxB 0

∂xC

∂hxB ∂2hxA
∂xC∂xB

∂hxB
∂xA

⎞⎠ (6.1.6)

olup (6.1.3) deki matrisin tersidir. Böylece T ∗T ∗M 4n-boyutlu diferensiyellenebilir

manifold yapısına sahiptir.

M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere

T ∗T ∗M =
^

∀ω∈T ∗M

# ^
∀q∈M

T ∗qM

$
ω

kümesi M manifoldu üzerinde ikinci mertebeden kotanjant demet olarak ad-

landırılır. hπ = πM ◦ πT∗M : T ∗T ∗M → M kanonik projeksiyonuhπ(Θ) = πM ◦ πT ∗M(Θ) = q olacak şekilde tanımlıdır. {U, xi}, M manifoldu

için lokal bir harita ise {hπ−1(U), xi, pi,Θi,Φ
i}, T ∗T ∗M için lokal bir haritadır.

Burada

xi = xi ◦ πM ◦ πT ∗M
pi = pi ◦ πT ∗M
Θi = Θ(

δ

δxi
) , { δ

δxi
,
∂

∂pi
} = SpanT ∗ωT ∗M

Φi = Θ(
∂

∂pi
) , 1 ≤ i ≤ n

şeklinde tanımlansın. {U, xi} lokal koordinat sisteminden indirgenmi̧s

{hπ−1(U), xi, pi,Θi,Φ
i} lokal koordinat sistemi 4n-boyutlu diferensiyellenebilir

manifold yapısına sahiptir. Eğer q ∈ M, noktası üzerinde farklı iki

koordinat sistemi {U, xi} ve {U, hxi} ise hπ−1(q) ∈ T ∗T ∗M noktası üzerinde farklı
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iki koordinat sistemi {hπ−1(U), xi, pi,Θi,Φi} ve {hπ−1(hU), hxi, hpi, hΘi, hΦi} olur. Bu
koordinat sistemleri arası geçi̧s denklemleri

hxα = hxα(x1, ..., xn, p1, ..., pn);α = 1, ..., 4n
şeklinde tanımlanmı̧stı.

∂hxA
∂xB

=

⎛⎝ ∂hxi
∂xj

0

∂hxh
∂xj

∂2xi

∂hxh∂hxj ∂xj

∂hxi

⎞⎠ ,
olmak üzere bu dönüşümün jakobiyen matrisi

(
∂hxα
∂xβ

) =

⎛⎝ ∂hxA
∂xB

0

∂hxC
∂xB

∂2xA

∂hxC∂hxB ∂xB

∂hxA

⎞⎠
eşitliğini sağlayacak şekilde tanımlıdır. Yukarıdaki denklemde Θi ve Φi koordinat

fonksiyonları ile M nin diferensiyel geometrik objeleri arasında aşağıdaki bağın-

tılar vardır.

g, M manifoldu üzerinde gik bileşenlerine sahip bir semi-Riemann metrik, hg,
gikg

kj = δji eşitliği sağlanacak şekilde g
kj bileşenlerine sahip (2, 0) tipinde

kontravaryant bir tensör, gS, T ∗M de Sasaki semi-Riemann metrik, X ∈ @10(M),
X∗, M deki g semi-Riemann metriği ile birleştirilmi̧s bir kovektör alanı, Θ da

T ∗M üzerinde bileşenleri T ∗T ∗M nin koordinat fonksiyonları olan bir kovektör

alanı olmak üzere

Θ(
∂

∂pj
) = gS(Θ∗,

∂

∂pi
) = (hg(X∗, dxi))V V ; Θ∗ = gjkΦk

∂

∂pj

eşitliği yardımıyla

Φi = (Xi)V V

ve

Θ(
δ

δxj
) = gS(∗Θ,

δ

δxj
) = (∇iωj)V V = (δωj

δxi
)V V , ∗Θ = gjkΘk

δ

δxj
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eşitliği yardımıyla

Θi = (∇iωj)V V

elde edilir.

π−1T ∗M(U
�) ⊂ T ∗T ∗M de (xA,ΘA) indirgenmi̧s koordinatları ile ifade edilen 1-form

Θ = ΘAdx
A olsun. π−1T ∗M(U

�) ∩ π−1T ∗M(hU �) üzerinde Θ = ΘAdx
A = hΘAdhxA olur.

U � ⊂ T ∗M üzerinde Θ = ΘAdx
A ile ifade edilen 1-form π−1T∗M(U

�) ⊂ T ∗T ∗M

üzerinde yine Θ = ΘAdx
A ile ifade edildiğinden T ∗T ∗M üzerinde global 1-form

tanımlar. Θ 1-formunun dı̧s türevi dΘ, π−1T ∗M(U
�) üzerinde

dΘ = dΘA ∧ dxA ; A = 1, ..., 2n

şeklinde verilen 2-formdur. Bu 2-form

dΘ =
1

2
h"αβdxα ∧ dxβ ; α,β = 1, ..., 4n

şeklinde yazılırsa

h"αβ =
⎛⎝ 0 −δAB

δBA 0

⎞⎠
olur. h"αβ matrisinin determinantı sıfırdan farklı olduğu için h"βγ ile gösterilen bir
ters matrise sahiptir. Böylece h"αβh"βγ = δγα olduğundan

h"βγ =
⎛⎝ 0 δCB

−δBC 0

⎞⎠
dir. π−1T ∗M(U

�) üzerinde bileşenleri h"αβ ile verilen (0, 2) tipindeki bir tensör alanıh" ile gösterilirse π−1T ∗M(U �) üzerinde h"βγ ile gösterilen (2, 0) tipindeki tensör alanıh"−1 ile gösterilir.
Θ, T ∗M üzerinde bir ω noktasının tanjant uzayının dual uzayı olan ve {dxi, δpi}
lokal dual baz 1-formları tarafından gerilen T ∗ωT

∗M kotanjant uzayı üzerinde

Θ = Θidx
i + Φiδpi
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lokal gösterimine sahip bir kovektör olsun. ω ∈ @01(M) ve X ∈ @10(M) olsun. O
zaman T ∗M manifoldu üzerinde

hωS = −XH + (∇iω)V = −Xj δ

δxj
+

δωj
δxi

∂

∂pj

ile ifade edilen bir vektör alanı elde edilir. Bu vektör alanının uyarlanmı̧s koor-

dinatlar cinsinden ifadesi

(hωB) = �−Xj,
δωj
δxi

�
matris gösterimine sahiptir. Elde edilen bu vektör alanı ile birleşen 1-form

hωA = hωBh"BA
eşitliği yardımıyla

(hωA) = (δωj
δxi
,Xj)

şeklinde bulunur. Bu 1-formun uyarlanmı̧s lokal dual baz vektörleri cinsinden

ifadesi hωS = δωj
δxi
dxj +Xjδpj

olur. πT ∗M kanonik projeksiyonu

(πT ∗M)
∗ (dxi) = dxi ; (πT ∗M)

∗ (δpi) = δpi

bağıntıları sağlanacak şekilde tanımlansın. Böylece

(πT ∗M)
∗ (hωS) = hωS

olup hωS 1-formu T ∗T ∗M üzerinde global bir 1-form tanımlar. Burada

δωj
δxi
◦ πM ◦ πT∗M = Θj ; Xj ◦ πM ◦ πT∗M = Φj
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olduğundan T ∗T ∗M üzerinde tanımlanan global bir 1-form

(πT ∗M)
∗ (hωS) = hωS = Θjdx

j + Φjδpj

lokal gösterimine sahiptir. Bu 1-formun dı̧s türevi dhωS T ∗T ∗M üzerinde

dhωS = dΘj ∧ dxj + dΦj ∧ δpj

ile ifade edilen 2-formdur. Bu 2-formun matris gösterimi indirgenmi̧s koordinat-

larla ifade edilenin aynısıdır. Yani,

h"αβ =
⎛⎝ 0 −δAB

δBA 0

⎞⎠
olur.

6.2. T ∗T ∗M ye İkinci Mertebeden Yükseltilmi̧sler

Eğer hf, T ∗M üzerinde bir fonksiyon ise bu fonksiyonun T ∗T ∗M ye düşey yük-

seltilmi̧si hfV = hf ◦ πT ∗M
şeklinde tanımlanan bir fonksiyondur. πT∗M : T ∗T ∗M → T ∗M, πT ∗M(Θ) = ω

eşitliği ile tanımlı kanonik projeksiyon olmak üzere

hfV (Θ) = ( hf ◦ πT∗M)(Θ) = hf(πT ∗M(Θ)) = hf(ω) (6.2.1)

olur. hf,hg ∈ @00(T ∗M) olmak üzere
( hfhg)V = hfV hgV , ( hf + hg)V = hfV + hgV

eşitlikleri kolayca elde edilebilir. f ∈ @00(M) için eğer hf = fV ise
fV V = fV ◦ πT ∗M = f ◦ πM ◦ πT∗M (6.2.2)
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olup fV V ye f ∈ @00(M) nin T ∗T ∗M ye ikinci mertebeden düşey yükseltilmişi

denir.

iX ∈ @10(T ∗T ∗M) vektör alanı tüm hf ∈ @00(T ∗M) için iX hfV = 0 olacak şekilde

tanımlı olsun. Tanımlanan bu iX vektör alanına T ∗T ∗M içindeki düşey vektör

alanı denir. iX nın düşey vektör alanı olması için gerek ve yeter şart

(iXα) =

⎛⎜⎝ 0iXA

⎞⎟⎠ α = 1, ..., 4n;A,A = 1, ..., 2n (6.2.3)

şeklinde bileşenlere sahip olmasıdır. Yani, (πT∗M)−1(U �) deki (xA, xA) = (xA,ΘA)

indirgenmi̧s koordinatlarına göre iXA = 0 olmalıdır.

hω ∈ @01(T ∗M), (xA,ΘA) indirgenmi̧s koordinatlarına göre lokal gösterimi

hω = hωAdxA olan bir 1-form olsun. πT ∗M : T ∗T ∗M → T ∗M projeksiyonunun

diferensiyelinin dual dönüşümü (πT ∗M)∗ olmak üzere T ∗T ∗M içinde (πT ∗M)∗(hω)
1-formu elde edilir. Bu 1-formun indirgenmi̧s koordinatlara göre lokal ifadesi

(πT ∗M)
∗(hω) = hωAdxA olur. Ayrıca bu 1-form (πT∗M)

∗(hω) = hωαdx
α 1 ≤ α ≤ 4n

şeklinde de yazılabilir. h"αβ ile kontraksiyona uğratılırsa, bileşenleri
hωβ = hωαh"αβ

olan bir vektör alanı elde edilir. Bu vektör alanına T ∗M içindeki hω 1-formunun
düşey yükseltilmi̧si denir ve hωV ile gösterilir. hωV nin T ∗T ∗M içindeki indirgenmi̧s

koordinatlara göre matris gösterimi

hωβ = (hωB, 0)
⎛⎜⎝ 0 δCB

−δBC 0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 0

hωB
⎞⎟⎠ (6.2.4)

şeklinde tanımlıdır.
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Teorem 6.2.1.Her U � ⊂ T ∗M içindeki dxA lokal dual baz çatısı için (πT∗M)−1(U �)

içindeki (xA,ΘA) indirgenmi̧s koordinatlarına göre

(dxA)V =
∂

∂ΘA
(6.2.5)

dır.

İspat: Teoremin doğruluğu (6.2.3) ve (6.2.4) deki eşitliklerin kullanılmasıyla

doğrudan görülebilir.

M manifoldu içinde ω = ωidx
i ile ifade edilen 1-form ve X = Xi ∂

∂xi
ile ifade

edilen vektör alanı olmak üzere

hωS = (δωj
δxi
)V dxj + (Xj)V δpj

lokal gösterimine sahip hωS T ∗M de 1-formdur. Bu 1-form (πT ∗M)
∗ dönüşümü

yardımıyla T ∗T ∗M de

(πT ∗M)
∗(hωS) = (

δωj
δxi
)V V dxj + (Xj)V V δpj

hωαdx
α = Θjdx

j + Φjδpj

bileşenlerine sahip 1-form olur. h"αβ ile kontraksiyona uğratılırsa
hωβ = hωαh"αβ

eşitliğini sağlayacak şekilde

hωβ = (Θj,Φ
j, 0, 0)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 δji 0

0 0 0 δij

−δji 0 0 0

0 −δij 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

Θi

Φi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

bulunur. Böylece T ∗M yi geren (dxi, δpi) dual baz vektörlerinin düşey yük-
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seltilmi̧si

(dxi)V =
∂

∂Θi
; (δpi)

V =
∂

∂Φi
(6.2.6)

elde edilir.

Eğer iX ∈ @10(T ∗M), T ∗M üzerindeki uyarlanmı̧s lokal çatıya göreiX = iX i δ
δxi
+ iXi ∂

∂pi
lokal gösterimine sahip olan bir vektör alanı ise hι,

hι :
@10(T ∗M)
δ
δxi

∂
∂pi

→
→
→

@00(T ∗T ∗M)hι( δ
δxi
) = Θi

hι( ∂
∂pi
) = Φi

inclusion dönüşümü yardımıyla hι(iX) = iX iΘi + iX iΦi bileşenleri ile ifade edilen

T ∗T ∗M içinde bir fonksiyon elde edilir.

T ∗M deki ωV vektör alanının T ∗T ∗M ye tam yükseltilmi̧si aşağıdaki yol izlenerek

bulunur. Önce T ∗T ∗M deki hι(ωV ) fonksiyonu elde edilir. Bu

fonksiyonun dı̧s türevi alınarak dhι(ωV ) 1-formu bulunur. Bulunan bu 1-form

h"αβ yardımıyla bir vektör alanına dönüştürülür. Elde edilen vektör alanına ωV

vektör alanının T ∗T ∗M ye tam yükseltilmişi denir.

hι(ωV ) = hι((ωi)V ∂

∂pi
) = (ωi)

V VΦi

dhι(ωV ) =
∂

∂xj
{(ωi)V V }Φidxj + (ωj)V V dΦj

ωV C =
�

∂
∂xj
{(ωi)V V }Φi 0 0 (ωj)

V V

�
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 δji 0

0 0 0 δij

−δji 0 0 0

0 −δij 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ωV C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

(ωi)
V V

∂
∂xj
{(ωi)V V }Φi

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.2.7)
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Benzer şekilde

hι(XH) = hι((X i)V
δ

δxi
) = (X i)V VΘi

dhι(XH) =
∂

∂xj
{(Xi)V V }Θidxj + (Xj)V V dΘj

XHC =
�

∂
∂xj
{(X i)V V }Θi 0 (Xj)V V 0

�
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 δji 0

0 0 0 δij

−δji 0 0 0

0 −δij 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

XHC =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−(Xi)V V

0

∂
∂xj
{(X i)V V }Θi

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.2.8)

Ayrıca

hι(XC) = hι((Xi)V
δ

δxi
− ph(∇iXh)V

∂

∂pi
) = (Xi)V VΘi − (∇iXh)V V phΦ

i

dhι(XC) = (
∂Xi

∂xj
)V VΘidx

j + (Xj)V V dΘj − ∂∇iXh

∂xj
phΦ

idxj + (∇iXj)V V dpj +

+(∇jXh)V V phdΦ
j

XCC =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−(Xi)V V

−(∇iXh)V V ph

(∂X
i

∂xj
)V VΘi − (∂∇iXh

∂xj
)V V phΦ

i

(∇iXj)V V

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.2.9)

olur.

T ∗T ∗M manifoldu üzerindeki semi-Riemann metriklerin diferensiyel geometrisi

ve M manifoldu üzerindeki tensör alanlarının T ∗T ∗M ye ikinci mertebeden yük-

seltilmi̧sleri açık çalı̧sma konularıdır.
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