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1. GIRIS

XVIIL yiizyi1lda Newton ile baslayan mekanik sistemler iizerindeki calismalar bize
rigid bir cismin hareketinin nemini ortaya koymaktadir. Ilerleyen yillarda bir cismin
hareket denklemi gelistirilmistir. Giiniimiizde ise rigid bir cismin hareket denklemini
elde etmek pek giic olmamakla birlikte, bilgisayar teknolojisinin ortaya ¢ikmasiyla bir
cismin hareketi hakkinda daha kesin sonuglar elde edilmis ve hesaplamalar kolay

olmustur.

Bu calismada siirtiinmeli ve siirtiinmesiz ortamlarda rigid bir cismin nasil bir hareket
izleyecegi, bilgisayar modellemesi ile birlikte iki hareket arasindaki farklar ortaya
konacaktir. Yapilan modellemeler bize cismin hareketi hakkinda bilgiler vererek,
hareketi zorlagtiran ve kolaylagtiran etkilerin degerleri degistiginde hareketin nasil
olacagi hakkinda yorum yapmamizi kolaylastiracaktir. Bu ise bize kurulan mekanik
sistemler hakkinda net bir sonu¢ verecektir. Bu yapilar miihendislikte ve fizikte
kullanilarak yeni, daha modern yapilarin kurulmasimi saglayacaktir. Ayrica yapilan bu

calismadaki modelleme teknikleri yardimiyla, giiniimiizde hala hizli bir sekilde gelisme

gosteren kuantum mekanigine katkilar1 bulunabilecek, yeni ¢alismalara ufuk agacaktir.



2. KISITLI MEKANIK SISTEMLER

Evrendeki cisimlerin fiziksel etkiler sebebiyle konumlarinin zamanla degismesi
veya durum ve yapilarinin bozulmadan kalabilmesiyle ilgili problemleri inceleyen ve bu
problemlerde kesin sonuglar elde edilmesini arastiran bilim dalina mekanik denir

(Rizaoglu 2002).

XVIIL yiizyilda Newton’un calismalar ile mekanik sistemler kurulmus ve Newton
yasalar1 ad1 altinda {i¢ temel yasa iizerine dayanmistir. Newton yasalar1 iizerine kurulan
bu yapi, bugiin Klasik Mekanik veya Newton Mekanigi olarak adlandirilir. Klasik
Mekanik her problemin c¢oziimiinde kullanilan bir yontem olmasa da giliniimiizde
gokdelenlerden ucaklara kadar pek ¢ok sistemin yikilmadan, par¢calanmadan kalabilmesi
icin gerekli kosullarin bulunmasinda, diinya etrafinda dolanan uydularin
yerlestirilmesinde, gezegenlere ve daha Otelere uzay gemilerinin gonderilmesinde
kullanilan bilgiler arasinda, Klasik Mekanigin verdigi sonug¢lar dnemli bir yer tutar. Bu
nedenle; Klasik Mekanik hayatimizda 6nemli bir yere sahiptir. Ayrica Klasik Mekanik,
matematik becerilerimizin ve fiziksel diisiinme yetenegimizin artmasinda da onemli bir
rol oynar. Mekanik; XIX. yilizyllda pek cok arastirmacinin katkilariyla neredeyse
kusursuz bir sistematik yapiya kavusturulmustur. XIX. yiizyilda gelistirilen sistematik
yapiysa Analitik Mekanik veya Analitik Dinamik olarak isimlendirilmektedir. Analitik
Dinamik; Lagrange ve Hamilton denklemlerinden olusmaktadir. Lagrange yontemi,
mekanigin skaler biiyiikliikler kullanarak yeniden kurulmasi agisindan Onemlidir.
Hamilton denklemlerinin 6nemi ise Kuantum Mekanigi alaninda basariyla

uygulanabilmesidir (Rizaoglu 2002).

Klasik mekanik cisimlere fiziksel etkilerin sebep oldugu kisitlayict kuvvetler ile
hareketin degismesi ile ilgilidir. Bir cismin hareketinin gerceklesebilmesi icin bu

kisitlayict kuvvetleri yenmesi gerekir.

Kisith mekanik sistemlerin hareket denklemleri once D’ Alembert tarafindan ifade
edilmis ve daha sonra Lagrange tarafindan daha detayli bir hale getirilmis ve
gelistirilmistir. Gilinlimiizde bu denklemler D’ Alembert’in prensipleri olarak ifade edilir

(Udwadia 2000).



Bernoulli, Euler ve Leibnitz kisith mekanik sistemler iizerinde c¢alismis ve
gelistirmis olmalarina ragmen, kisitli hareketin genel bir kuramimi saglayan ve bu
prensibin analitik mekanikte 6nemini belirten kisi Lagrange’dir. Lagrange yontemi,
mekanik sistemlerin hareket denklemlerinin elde edilmesini siradan duruma getirir.

Fakat bu denklemlerin ¢oziilmesinde sistematik bir yol gostermez (Rizaoglu 2002).

Lagrange yontemi sunu ifade eder; her anlik ¢ zamaninda kisith bir mekanik sistem
Oyle bir sekilde gelisir ki; herhangi bir dizi uygulamali yer degistirme altinda
kisitlayicinin biitiin giiciiyle yapilan tiim isin toplam sifirdir (Udwadia 2000).

Mekanik sistem icinde rol alan kisitlayict giicler, Lagrange dinamiginin en temel
esaslar1 olarak goriilmustiir. Kisitlayicilar, D’Alembert prensiplerine uyuyorsa
genellikle ideal kisitlayici olarak adlandirilir. Kisitl hareketin temel problemi iizerinde
Voltera, Boltzmann, Hamel, Novozhilov, Whittaker ve Synge gibi bilim adamlar
caligmistir. Lagrange’dan 100 yil sonra Gibbs ve Appell birbirlerinden habersiz olarak
entegre edilemeyen esitlik kisitlayicilan ile ilgili kisith mekanik sistemlerin hareket
denklemlerini kapsayan bugiin Gibbs-Appell metodu olarak bilinen yontemi
bulmuslardir. Dirac ise, tekil Lagranjyan’lar ile Hamilton sistemlerini ve acikca zamana

bagli olmayan kisitlayicilar incelemistir (Udwadia 2000).

Yakin ge¢miste, klasik mekanik sinir1 i¢inde hem korunumlu, hem de korunumsuz
dinamik sistemlerin kisitli hareketini tanimlayan agik bir denklem Udwadia ve Kalaba
tarafindan gelistirildi. Udwadia ve Kalaba, En Az Kisitlama Gauss Prensibini baglama
noktas1 olarak kullandilar ve hem genellestirilmis hiz ve yer degistirme hem de acgikca

zamana bagl olabilen genel esitlik kisitlayicilarini incelediler (Udwadia 2000).

Kisith mekanik sistemlerin hareket denklemlerini kapsayan ve yukarida bahsedilen
yontemlerin hepsi ideal kisitlayicilar ile ilgilidir. Genelde, kisitlanmis bir sistemin
hareketi kisitlayicilarin zorlamalan ile degisir. Kisitlanmis sistemin hareketindeki bu
degisim ek kisitlayict kuvvet’in olusmasi ile kaynaklandigi goriiliir. Analitik dinamigin
ana gorevinin bir goriisii sudur; herhangi bir anlik zamandaki belirli bir mekanik sistem
icinde noktasal parcaciklarin pozitif ivmesi, kiitlesi, pozisyonlari ve hizlan verilir ve
bunlar iizerinde etkisi olan kuvvetler ifade edilir. Belli bir mekanik sistemin hareketi

sirasinda olusan kisith kuvvetlerin dogas1 ve ozellikleri 6zel fiziksel bir duruma



baghdir. Bu oOzellikler sayesinde, belli bir mekanik problemin sistem analizi,

formiilasyon ve deneyselleme ile modellemesi yapilmis olur (Udwadia 2000).

Aslinda genel olarak; bu prensip, uygulamali yer degistirme altinda kisitlayici
kuvvetlerle yapilan isin toplaminin sifira esit oldugunu ortaya koymustu. Ancak, kisith
bir mekanik sistemin hareketini modellemede, D’ Alembert prensibinin gegersiz oldugu
deneyler de mevcuttur. Kisitlh kuvvetler aslinda uygulamali yer degistirme altinda
caligir. Kisitli hareketin oldugu durumda en 6nemli nokta Coulomb Kayma Siirtiinmesi
icermesidir. Uygulamali yer degistirme altinda ¢alisan kisitlayici kuvvetlere yol acan bu
gibi kisitlayicilara ideal olmayan kisitlayici denir. Bu giine kadar bu kisitlayicilarin
icerigi tam olarak tanimlanamamisti. Goldstein, Kayma siirtiinme kuvvetleri varsa
kisitlayici  kuvvetler tarafindan yapilan tiim isin sifir olmadifin1 gostermistir.
Uygulamali yer degistirme altinda olusan denklem, bilinmeyen kisitlayic1 kuvvetleri
icerir. Kisith sistemin hareketini tanimlayan ivme ve kisitlayic1 kuvvetler, ideal
olmayan kisitlayicilarin sahip olmak zorunda olmasi, Lagrange dinamiginde agik bir
soru olarak kalir. Genel olarak; ideal olmayan kisitlayicilarin varhigr kisitlayici

kuvvetler olarak katagorize edilemeyen kuvvetlere yol acar (Udwadia 2000).

Bu calismada, oncelikle siirtiinmesiz bir ortamda cismin hareket denklemi elde
edilecek ve MATLAB-SIMULINK programi kullanilarak modellemesi yapilacak. Daha
sonra kisitlayict kuvvetlerin dahil olmasiyla hareket denklemleri elde edilecek ve
modellemesi yapilarak; siirtiinmeli ve siirtiinmesiz ortamlarda hareketin nasil
gerceklesecegi gosterilecektir. Boylece, bu mekanik yapilarin kurulmasi icin gerekli

olan bazi1 temel bilgiler verilmelidir.

2.1. Sanal Isler ilkesi

Bir noktasal cismin dengede olabilmesi i¢in iizerine etkiyen toplam kuvvetin sifir
olmas1 gerekir. Bu kavram, noktasal cisimle bir sisteme genellenebilir. Bu durumda
sistemin her bir parcasina etkiyen toplam tork da kendiliginden sifir olur. Sistemin her
hangi bir i numarali parcasi ele alinsin. Bu parcanin iizerine i¢ ve dis kuvvetler etki
etmektedir. Ayrica bu parga verilmis olan bazi kisitlamalara uymak zorundadir. Bu

kisitlamalara bag kosulu denir (Rizaoglu 2002).



i numaral parcanin iizerine etkiyen toplam kuvvet fiziksel kuvvetler ile kisitlayici

kuvvetlerinin toplami (Q;+Q; )’ dir. Buradaki Q;, fiziksel kuvvetleri ve Q) ise

kisitlayict kuvvetleri gdstermektedir. Sistemin parcalarinin belli konumlart sistemin bir
konfigiirasyonunu  tanimlar.  Herhangi  bir sistemin  birbirine yakin  iki

konfigiirasyonunda, i numarali parcanin konum vektorleri arasindaki fark &, olsun. Bu
1

durumda sistemin ¢ anindaki konum vektorii 7 olarak diisiiniilecegi yerde, bu

vektorden az fark eden r[' olarak diisiiniildiigiinde, iki konum vektorii arasindaki fark

r—r = 6, olur. J, sanal dteleme olarak adlandirilir. Sanal Stelemeler bag kosullarina
uymak durumundadir. é}i sanal oOtelemesi ile (Q[+Qf )5,1_ sanal isi yapilir. Sistem

dengede ise, Q;+Q; kuvvetinin toplami sifirdir. Sonu¢ olarak; sanal is de sifir

olacagindan;
SW :Z(Q,-+Q,-”)§rl_ =0

olarak elde edilir.

Sistemin dengede olmasi fiziksel kuvvetlerin toplam sanal isinin sifir olmasina
denktir. Bu ifade, sanal isler ikesi olarak bilinir. Sanal isler ilkesi, 1717 yilinda

Bernoulli tarafindan bulunmustur (Rizaoglu 2002).

Sistemin iizerine etkiyen kayma siirtiinme kuvvetinden soz edilebilmesi igin
parcanin konumunu gercekten degistirmesi gerekir. Bu durumda kayma siirtiinmesi
kuvvetlerini konum degistirmelerin gercek degil de sanal 6telemeler oldugu, sanal isler
ilkesi icine yerlestirilemez. Sanal isler ilkesi kayma siirtiinmesinin bulunmadigi

durumlarda kullanilir (Rizaoglu 2002).
2.2. Lagrange Denklemleri

Sistemi tamimlamak ic¢in yeterli olan birbirinden bagimsiz genellestirilmis

koordinatlarin ¢,,q,,...,q, ve bunlarin zamana gore birinci tiirevlerinin, ¢,,q,.,....q,

oldugunu kabul edelim. Sistemin Lagrange fonksiyonu; sistemin 7' kinetik enerjisi ile



V potansiyel enerjisinin farkina esit olup; L =T -V seklinde gosterilir. Burada

sistemin Lagrange denklemleri ise;

_(_)——:0, i:1,2,3,...,n (21)

olarak verilir (Rizaoglu 2002).

Bu denklem sistemi kartezyen koordinatlar x,x,,...,x, kullanilarak da ifade

edilebilir.
Bu durumda (2.1) denklemi;

—(—)—-—=0, i=1,2,3,...,n

seklinde yazilir.

2.3. Cember Uzerinde Hareket Eden Sikistirilmis Cisim Ornegi

{k
lg

yab—

\J

|

|
>
X

Sekil 2.1 Yeryiiziine dikey konumda bulunan Radious yaricapli cember {izerinde
hareket eden sikistirilmig m kiitlesi

Yercekimi etkisinde R radious dairesel halkasindaki dikey diizlemdeki daire i¢cinde
hareket eden sikistirllmig bir kiitlenin siirtiinmesiz bir ortamda Lagrange hareket

denklemlerini elde edelim.



Kinetik ve potansiyel enerjisi,
1 )
T=—m|x"+
(i +57)
V =mgy
denklemleri ile verilir.

Burada x=rcos@, y=rsiné kutupsal koordinatlar1 kullanarak kinetik enerji;
1 . s N2 . 2
T :Em[(rcosﬁ—rﬁsm 9) +(rsm 6 +rfcos 9) }

seklinde bulunur ve gereken islemler yapildiginda kinetik enerji;

T :%m(r'2 + rzéz)
olup potansiyel enerjisi;

V =mgrsin 8
seklinde ifade edilir ve buradan Lagrange denklemi;

L:T—V:%m(f2+r292)—mgrsin9

seklinde yazilir.

Boylece hareket denklemleri:

i(a_l.‘j_a_l’zo i(lm%j—(lm%éz—mgsinﬁjzo
dit\ or ) or de\ 2 2

i(a_L.j_a_Lzo i(lm2r29j—(—mgrcost9):0
dt\d6) 96 dr\ 2

seklinde olup gereken islemlerin ardindan;

mf—mr92+mgsinl9=0

mr26+2mi6 + mgrcos@ =0

denklemleri elde edilir.

Bu elde edilen denklemler, bilgisayar programi yardimiyla modellendiginde,

hareketin nasil gelisecegi ve hangi konumda nasil bir hareket yapacaginin hesaplanmasi



miimkiindiir. Rigid bir cismin hareketinin nasil gerceklesecegini bilgisayar programlari
ile hesaplamak; bu hareket hakkinda net bir sonuc¢ verecektir ve zaman kaybimi da

ortadan kaldiracaktir.
2.4. Ornek 2.3’iin MATLAB-SIMULINK Modellemesi

Asagidaki model, ornek 2.3’deki cismin Lagrange hareket denkleminin siirtiinmesiz
bir ortamda hareketini gostermek i¢in tasarlanmistir. Bu model MATLAB-SIMULINK

bilgisayar programinda hazirlanmistir.

Modelin sag tarafinda bulunan degerler, hareket denkleminde gecen sabitlerdir. g

yergekimi ivmesi olup degeri 9,81 olarak almmistir. V, ve V, hareket denkleminin

kutupsal koordinatlara ¢evrilerek elde edilmesinden sonraki ilk hizdir. 7, ve g ise

cismin baslangictaki konumudur. Modelin sol tarafinda ise, elde edilen hareket

denkleminin diyagrami bulunmaktadir.

o= -
(]
[ Liss.
D—| [ve)
:
(o]
@-l—bx
D s xy Graph
E—': G2 dot
2 w
iy R
;

Sekil 2.2 Ornek 2.3’iin MATLAB-SIMULINK modeli

Modelimizi tamamlaylp xy—graph yazisinin iistinde bulunan kutuya giris

yapildiginda, verilen sabit degerler ile modelimiz calisir ve grafikler bulunur. Bu



grafiklerin okunmasi ile rigid cismin hareketi hakkinda yorum yapilabilir.

Tablo 2.1 R yaricaph radious dairesel halkasindaki dikey diizlemdeki daire icinde
hareket eden sikistirilmis bir kiitlenin siirtiinmesiz bir ortamda Lagrange hareket
denkleminin modellenmesindeki veriler.

Konum Hiz (m/sn)
i ’ 1o 40 v Yy
2.3 4 0 0 0
24 4 0 0.5 0
2.5 9.81 4 0 0.5 0.5
2.6 4 0 0.5 0.6
2.7 4 0 0.8 0.6

Tablo 2.1°de, modelimize; yercekimi ivmesi g degeri 9.81 alinarak, rigid cismin
konumunu (4,0) sabit birakilmis ve x ile y ekseni boyunca hizim degistirerek

hareketin nasil bir sonug verdigi yandaki sekil numaralarinda verilmistir.

Asagidaki sekillerde hareketin model sonucunda olusan grafikleri verilmistir.
Grafiklerde iist boliimiindeki grafik rigid cismin x ekseni boyunca hareketini, alttaki
grafik ise y ekseni boyunca hareketini gostermektedir. Diisey eksen yolu, metre birimi

cinsinden, yatay eksen ise hareketin zamanini, saniye birimi cinsinden gostermektedir.
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Konum x—ekseni

200 [7 T T - T ; ; :

o 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100
Zaman

Sekil 2.3 ilk hiz verilmeden olusturulan modelleme grafigi

fIk hiz1 olmayan (4,0) konumundan harekete baglayan rigid cismin hareketinin
degisim grafigidir. Rigid cisim x ve y eksenleri boyunca hizlanip yavaslayan bir
hareket yapar. x ekseni boyunca 50. saniyeden sonra daha hizli bir hareket yapmig
artan azalan periyodu azalmistir. y ekseni boyunca ise daha sik araliklarla artan ve
azalan bir hareket yapmistir. 100. saniyede hem x ekseni hem de y ekseni boyunca en

yiiksek hiza ulagmistir.
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Konum x—ekseni

80 T T T T T T T T T

20 ! I | | 1 1 1
0 10 20 30 40 50 B0 70 60 a0 100

Zaman

Sekil 2.4 Yalmiz x ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Sadece x yoniinde 0,5m/s hiz verildiginde hareket degismistir. 70. saniyede hizi
x ekseni boyunca azalmaya, y ekseni boyunca artmaya baslamis ve 80. saniyede

maksimum diizeye ¢ikmistir. x ekseni boyunca 85. saniye de hiz maksimum olmustur.
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Konum x—ekseni

800 :

-100 | 1 1 1 1 1 1 1 |
o 10 20 30 40 50 B0 70 80 90 100

Zaman

Sekil 2.5 x ve y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Hem x ve hem de y yoniinde 0,5m/s hiz verildiginde 55. saniyeden sonra x
ekseni boyunca hiz azalmis 65. saniyede minimum degerini almis ve sonra hiz artmaya
baslamig ve 82. saniyede maksimum degerini alarak tekrar azalmaya baglamistir. y
ekseni boyunca ise 65. saniyeden itibaren hiz artmaya baslamis 75. saniyede maksimum
degerini almigtir. Hareketin kirilma noktasi 65. saniyedir. Sadece x ekseni yoniinde hiz
verildiginde konum maksimum (65,120)’e ¢ikarken y ekseni yoniinde hiz verildiginde

bu deger (650,800)’e kadar ¢ikmistir.
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Konum x—ekseni

100 I 1 1 1 I | I I L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman

Sekil 2.6 y ekseni yoniinde hizin artirilmasiyla olusturulan modelleme grafigi

y yoniindeki hiz 0,5m/s’den 0,6m/s’e c¢iktiginda hareket 95. saniyede
sonlanmigtir. Hareketin kirillma noktast 25. saniyedir. x ekseni boyunca 32. saniyede
h1z minimum, 47. saniyede hi1z maksimum olmustur. y ekseni boyunca 38. saniyede hiz

maksimum degerini almig ve 63. saniyede tekrar artmustir.
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Konum )
x—ekseni

30

20 — B ; =

0 10 20 30 40 50 60 70 80 30

Zaman

Sekil 2.7 x ekseni yoniinde hizin artirilmasiyla olusturulan modelleme grafigi

x yoniindeki hz 0,5m/s’den 0,8m/s’e ¢ikuginda hareket 88. saniyede
sonlanmistir. x yOniindeki hiz arttiginda cismin y yoniindeki hizi sik periyotlarla

degismistir. x ekseni boyunca Once azalmis sonra artmaya baglamis ve 29. saniyede
maksimum degerini almigtir. Daha sonra tekrar azalmaya baslamis ve artan azalan bir

hareket izlemistir.
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Sonu¢ olarak cismin hareketi, y yOniindeki hiz arttirildiginda sonlanma
egilimindedir. x yoniindeki hiz arttirildiginda ise y yoniindeki hiz da degismektedir.

Hiz arttiginda hareket daha sik periyotlarla gergeklesmistir. Ancak hareketin sonlanma
egilimi de artmistir. Bu grafiklerden de anlagilacagi iizere hizin artirilmasi, her zaman

hareketin devam edecegi anlamina gelmez.

2.5. Egik Diizlemde Duran Kat1 Cisim Ornegi

2z

xtan @

.

Sekil 2.8 Egim acis1 @ olan siirtiinmesiz bir egik diizlem iizerinde kendi agirliginin
etkisinde hareket eden m kiitleli bir cismin hareketi

Egim acis1 @ olan siirtiinmesiz bir egik diizlem iizerinde kendi agirliginin etkisinde
hareket eden m kiitleli bir cismin hareketini Lagrange denklemlerini kullanarak bir

onceki ornektekine benzer sekilde,

mx+mg cos?@tan =0

mj}+mg—mgcos20=0

hareket denklemleri elde edilir.

Bu hareket denklemleri 2.5’te yapildigi gibi benzer sekilde modeli yapildig: takdirde

asagidaki model olusturulur.
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2.6. Ornek 2.5’in MATLAB-SIMULINK Modellemesi

Modelimiz bir 6nceki modele benzer sekilde olusturulmustur.

981 —»{q |

D teta radyan 9

X Graph 0 X

Y

=]
4

Scope

- tan

V)

.

0
=]

Sekil 2.9 Ornek 2.5’in MATLAB-SIMULINK modeli

Olusturulan bu modelde yercekimi ivmesi g =9,81 ve egik diizlemin yatayla bir
ac1 yapacak sekilde alalim. Rigid cismin konumunu (10,10) noktasinda sabit tutup x
ile y ekseni boyunca hizim degistirerek hareketin nasil bir sonu¢ verecegini bulalim.
Tablo 2.2 Egim acis1 € olan siirtiinmesiz bir egik diizlem iizerinde kendi agirliginin

etkisinde hareket eden m Kkiitleli bir cismin Lagrange hareket denkleminin
modellenmesindeki veriler

E g 2] Konum Hiz (m/sn)
%3
> XO yo Vx Vy
2.10 10 10 0 0
2.11 30 10 10 5 0
2.12 9.81 10 10 5 5
2.13 10 10 0 0
45
2.14 10 10 5 5
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70 1 1 1 1 L 1 ] 1 I
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vy —ekseni
500 T T T T T T T T T
450 |- -
400 - -
350 n
300 - -
250 — =1
200 - -
150 — =
100 — sl
50 | .
0 1 1 I I I 1 ! 1 1L
1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman

Sekil 2.10 ilk hiz verilmeden olusturulan modelleme grafigi

[k hiz verilmeden yatayla 30° ag1 ile duran egik diizlemdeki cismin hareketi x

ekseni boyunca azalan y ekseni boyunca artan sekilde gerceklesir. Cismin konumu x
ekseni boyunca 10. saniyede —70’e kadar diistiigli, y ekseni boyunca ise 10. saniyede

490 ’a kadar ¢iktigr gézlenmektedir.
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zaman

Sekil 2.11 Yalniz x ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Sadece x yoniinde 5m/s hiz verildiginde cisim x ekseni boyunca 3. saniyeye

kadar konumu artmig, maksimum 19’a kadar ¢ikmig ve daha sonra azalmaya

baslamistir. y ekseni boyunca ise siirekli artan bir hareket yapmistir ve bir Onceki

hareketin aynisin1 gergeklestirmistir.
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600 T T T T T T

300 =

200 - : . -

100 - —

9
Zaman

Sekil 2.12 x ve y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Cisme y yoniinde de 5m/s hiz verildiginde x ekseni boyunca yaptigi hareket
degismezken, y ekseni boyunca daha hizli bir hareket yapmis ve konumu 10. saniyede

550’e kadar ¢ikmastir.
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Konum x—ekseni
250 T T

400 T T

350 -

300 -

250 -

150 -

50

Sekil 2.13 ilk hiz1 olmayan egim agis1 degisen modelleme grafigi

Cisme bu kez tekrardan ilk hiz verilmiyor ve konumu (10,10) olarak birakiliyor.

Egik diizlemin yatayla yaptig1 a¢1 30°’den 45° ¢ ¢ikartiliyor. Bu durumda cisim hem x
ekseni hem de y ekseni boyunca artan bir hareket yapar. x eksenindeki konumu 230’e
kadar cikarken, y eksenindeki konumu 330’a kadar ¢ikmaktadir. 30°’lik agi ile olusan

hareketten farkli olarak x eksenindeki konumu artmis ve y eksenindeki konumu

490’dan 390’a kadar diigmiistiir.
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Konum x —ekseni
300 T T T T T T T T T

250 - 1

200 - -

150 - -

100 : : : : —

50 =1

Zaman

Sekil 2.14. Egim acis1 degisen modele x ve y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan
modelleme grafigi

Sekil 2.13’deki grafigin olusmasi i¢in verilen degerlere bu kez ilk hiz hem x hem
de y yoniinde 5m/s kadar verildiginde cismin x ekseni ve y eksenindeki grafigi

onceki konumuna gore ¢ok az arttig1 gdzlenmektedir.
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Bu model, verilen hiz degerleri ile cismin hareketinin nasil degistigini gostermistir.
Cisme ilk hiz verilmeden yapilan modelde x ekseni boyunca azalan bir grafik cizdigi
ve y ekseni boyunca artan bir grafik ¢izdigi gdzlenmistir. x ekseni boyunca belli bir
miktar hiz verildiginde cismin 6nce artan sonra azalan bir grafik c¢izdigi bulunmustur.
Egik diizlemin yatayla yaptig1 aci degeri degistirildiginde, hareket degismekte; aci
artiginda x ekseni ve y ekseni boyunca hizin arttigi, ac1 azaldiginda ise x ekseni
boyunca hizin azaldigi ve y ekseni boyunca artmaya devam ettigi gozlenir. Yapilan
modelleme degisik degerler verilerek calistirildiginda cismin kritik hiz degerleri, ac1
degerleri hesaplanabilir. Yapilan hesaplamalar sonucunda cismin hareketi hakkinda

daha genis bilgi edinme imkan1 dogar.

Yukarida yapilan modellemelerde siirtiinmesiz bir ortamda calisilmis ve hareketin
denklemi Lagrange yontemi ile elde edilmistir. Bir cismin hareketinde kisitlayict
kuvvetlerin varligin1 da hesaba katilarak modeller genisletilebilir. Bu modellemeleri

yapabilmek i¢in kisitlayic1 kuvvetlerin iyi bilinmesi gerekir.

2.6. Bag Kosullar:

Bir sistemin hareketini kisitlayan kosullar bag kosullar1 olarak bilinir. Bu
kisitlamalar ile olusan bag kosullar1 geometrik olarak belirtilir. Bu kosullar cisimlerin
agirliklarinin  yalmzca belirli dogrultulardaki bilesenlerinin cisimlerin hareketlerini
saglayan kuvvetlerin arasinda yer almasi sonucunu dogurur. Bag kosullar cesitli

ozelliklere sahiptir. Degisik 6zellikteki bu bag kosullar1 asagidaki gibi siniflandirilabilir.

1. Koordinatlar cinsinden esitliklerle verilen ve zamana acik olarak bagh

bulunmayan bag kosullar1 skleronom holonom bag kosulu olarak adlandirilir.

2. Koordinatlarin kendileri arasinda esitliklerle verilen ve zamana acik olarak bagl

bulunan bag kosullarina reonom holonom bag kosulu denir.

3. Integre edilip holonom bag kosullarina gecilememesi durumunda koordinatlarin
diferansiyelleri arasindaki bagintilar veya koordinatlarin sagladig esitsizliklerle verilen

bag kosullarina anholonom bag kosullar1 denir.
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4. Kosul zamana agik olarak bagh degilse sklerenom, zamana bagli ise

reonomdur (Rizaoglu 2002).
2.8. Durgun Siirtiinme Olay1

2.8.1. Coulomb siirtiinmesi

Durgun siirtiinme olay1 sadece hizda durgun baglihga sahiptir. Tk durgun siirtiinme
modeli, Leonardo Da Vinci’nin buldugu klasik bir siirtiinme modeli olup, bu model de
siirtiinme kuvvetinin orantili yiiklenisi, hareketin karsi yonleri ve bagli bolgenin
kurtulusundan olusmaktaydi. Coulomb 1785 yilinda bu modeli gelistirdi ve bilinen
Coulomb siirtiinme modeli ile siirtiinme olayin1 tanimladi. Bu model asagidaki sekilde

verilir.

*

Siirtiinme Kuvveti
/lCQn

Kayma Hiz g

Sekil 2.15 Coulomb siirtiinme modeli

Siirtiinme kuvveti su sekilde tanimlanir.
of =0, 1, - sign(v)

Buradaki g. Coulomb siirtiinme sabitidir. Coulomb siirtiinme modeli olduk¢a basit
olup sik sik kullanilir. Bircok uygulama kitaplarinda dinamik siirtiinme kullanilir ve g,

dinamik siirtiinme sabitidir.
2.8.2. Durgun siirtiinme

1833 yilinda Morin tarafindan durgun siirtinme fikri ortaya atildi ve sartlar
tanimlandi: Kayma hiz1 oldugunda, hareketin ters yonlerinin siirtiinme kuvveti sifirdir.
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f

Siirtiinme Kuvveti

0,

—»

Kayma Hiz1

Sekil 2.16 Durgun siirtiinme modeli

Durgun siirtiinme kuvveti maksimum veya minimum kuvvetlere esittir, yani

Qfmax = Qn M
Qfmin = _Qn M

olup, burada z; durgun siirtiinme sabitidir.

2.8.3. Akiskan direnci siirtiinmesi

Reynolds 1866’da yagh maddelerin akiskan direncinin sebep oldugu siirtiinme
kuvveti icin baz1 aciklamalar gelistirdi. Akiskan direnci siirtiinmesi siirtiinme olay1 icin
kullanildi.

+

Siirtiinme Kuvveti
M, V- Qn

Kayma Hizi

Sekil 2.17 Akiskan direnci siirtiinme modeli
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Bu modelde siirtiinme kuvveti:
Qf =0y -4,V
seklinde tamlanir. Buradaki g, akiskan direnci siirtiinme sabitidir.

2.8.4. Coulomb ek akiskan direnci siirtiitnmesi

Akigkan direnci siirtiinmesi, Coulomb siirtiinmesi ile birlestirildi ve asagidaki
sekildeki gibi bir model elde edildi.

Siirtinme Kuvveti /

Kayma Hizi

Sekil 2.18 Coulomb ek akigkan direnci siirtiinmesi modeli

2.8.5. Durgun Coulomb ek akiskan direnci siirtiitnmesi

Mekanik sisteme durgun siirtiinme eklendiginde, bir siirtiinme modeli ortaya ¢ikar,
yani miihendislikte ortak kullanimda ek durgun Coulomb ek akiskan direnci siirtiinmesi

adi ile anilan siirtiinmedir. Bu model asagidaki sekilde gosterilmistir.

Siirtiinme Kuvveti /

Kayma Hiz1

Sekil 2.19 Durgun, Coulomb ek akiskan direnci siirtiinmesi modeli
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2.8.6. Durgun, Coulomb ek akiskan direnci Stribeck siirtiinmesi

Stribeck 1902’ de diisiik hizlar i¢cin meydana gelen siirtiinme kuvvetini artan hizlar
ile diisen siireklilik ile acikladi ve siirekli olmayan durumlarda bunun olmayacagini
ifade etti. Diigiiste azalan siirtiinme olayina artan hizlarda Stribeck siirtiinmesi veya

etkisi ad1 verilir. Bu model asagidaki gibi verilen durgun Coulomb akigkan direnci ve

Stribeck siirtiinmesidir.

Siirtiinme Kuvveti \_,,
_r.

Kayma Hizi
Sekil 2.20 Durgun, Coulomb akiskan direnci, ek Stribeck siirtiinme modeli

Stribeck etkisi v, parametresi ile tanimlanir ve Stribeck hiz karakterizasyonudur.

Durgun siirtiinmenin yalmz %37 si aktif oldugunda kayma hizi anlamima gelir. Bir

bagka deyisle v, 'nin kiiciik degerleri hizli azalan Stribeck etkisini verir ve v ’nin

biiyiik degerleri az azalan Stribeck etkisini verir (Peters 1997).

2.8.7. Siirekli fonksiyonlar

Biitiin bu siirtiinme modelleri sifir hizda siireksizligi gosterir. Sifir hizi, siirtiinme
kuvveti 6zel olmayan yalmiz hizin bir fonksiyonu gibidir. Bu sifira yakin modelin
davranisinin siireksizligi, bazen siirekli bir fonksiyon ile yaklasiktir. Ornegin;

Q = tanh (egim-v)
ve tersi
arctanh (Q)
V—
egim
olup, burada egim c¢ok biiyiik bir sabittir. Aciklanan modellerde siirekli

fonksiyonlarin sonug¢larinin kullanilmasi biiyiik kuvvetler ve hizlar i¢in simiilasyonu
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kolaylastirir. Kiiciik kuvvet ve hizlar, e§im parametresi uygun biiyiikliikte secildiginde
yavas ilerler. Model, izin verilen kuvvetler, durgun veya Coulomb siirtiinme
kuvvetinden daha kiiciik ise hareket bagslar. Bu sonuglar, sert modellerde simiilasyonu
zorlastirir.

2.8.8. Temel algoritmalar olay:

Kii¢iik kuvvetler ve hizlar icin dogru siirtiinme modelinde temel algoritmalar olay1
kullanilmaktadir. Eger kuvvete izin veren sifir hizi Coulomb siirtiinme kuvvetinden
veya durgun siirtinme kuvvetinden daha kiiciik ise, slirtiinme kuvveti izin verilen
kuvvete esittir ve hareket baslamaz. Eger kuvvete izin veren sifir hizi, Coulomb
siirtiinme kuvvetinden veya durgun siirtiinme kuvvetinden daha biiyiik ise, bu durumda
siirtiinme kuvveti Coulomb siirtiinme kuvveti veya durgun siirtiinme kuvveti olacaktir.
Siirtiinme kuvveti sifir hizinda dogru bir sekilde modellenirse, hizla beraber izin verilen

kuvvet, bilinmek zorundadir (Peters 1997).



28

3. DUZGUN OLMAYAN MEKANIK SiSTEMLER

Diizgiin olmayan olaylar siirtiinme, etki-tepki gibi kinematik kisitlamalar veya
fiziksel etkilerle ortaya ¢ikmustir. Gercek pratik problemlerin modelinde bu ortaya cikan
olaylarin bazilarinda hatalar elde edilmis ve bu hatalar uzunca bir zaman ihmal
edilmistir. Sonra goriintiiniin fiziksel tanimindan diizgiin karakteristiklerle yaklasik bir
tavir icerisinde bu olaylar ifade edildi. Yakin ge¢cmis zamanda gercek pratik problemler
icin daha kesin ve saf modeller diizgiin olmayan etkiler gibi dogru hesaplamalar

icerisinde aciklandi (Popp 2000).

Bu anlamda siirtiinme ve etkiler gibi fiziksel efektler basit bir yolla modellendi.
Bunlarda; Coulomb kayma siirtiinmesi ve Newton’un etki kanunu diizgiin olmayan gii¢
ve hareket karakteristigine Onciiliik etmesiyle agiklandi. Diizgiin modellerin vasitasiyla
diizgiin olmayan bu modellerin degismesiyle daha iyi sonuglar elde edildi. Bu gercekler
ile ilgin¢ ve acik olmayan yontemlerle modellemeye engineering art adi verilir (Popp

2000).

Diizgiin olmayan mekanik sistem, kuvvet ve hareket karakteristikleri tarafindan
karakterize edildiginde siireksizdir veya diferensiyellenemez. Sekil 3.1°de, solda basit
mekanik kuvvet elementleri ile sagda diizgiin olmayan kuvvet karakteristikleri vardir.

Genellikle bu elementler bir dinamik sistem formu ile eslestirilebilir (Popp 2000).

Bu durumda sekil 3.1.(a) dogrusal yaylarin bir sistemi (k katihik) 2a

biiyiikliigiiniin geri itilmesi ile elde edilir.

Ir

e —>y 1

1 7

L ey

Sekil 3.1.(a) Dogrusal yaylarin bir sistemi
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Bu da;
s2a=k(s—a)
fr= |s| <a=0
s<—a=k(s+a)
seklinde yazilir.

Sekil 3.1.(b) ve 3.1.(c) de s’ nin isaretlerine gore degisir. Sekil 3.1.(b)’ de | f0| =ka

ve kuvvet karakteristigi

s>0= fr=k(s+a)
s=0=|fr|<ka

s<0= fr=k(s—a)

seklindedir.

Sekil 3.1.(b) Dogrusal yaylarin bir sistemi

Sekil 3.1.(c)’de u sabiti ile Coulomb kayma siirtlinmesinin bir cifti gosterilir.

Boylece fj normal bir yiiktiir. Bu durumda kuvvet karakteristigi

§>0= fr=pfy
§=0=|fp|S sy
§<0=> fr=—pfy
seklindedir.
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[ 3 ;ufl\

a ifp
P g_.] fr —— S
s

Sekil 3.1.(c) Coulomb kayma siirtiinmesinin bir ¢ifti

Sekil 3.2.(a) durumunda bir kiitle s <0 bolgesinde kolayca tasiir. s =0 oldugunda

duvara ¢arpar boylece §, =—es_ olur ve burada 0 <e <1 dir.

O - i ‘
o

e O i
+

Sekil 3.2.(a) Duvara carpan bir kiitle

Sekil 3.2.(b) durumunda sistem s; ve s, koordinatlari ile iki kiitleden meydana
gelir. s, —s; 20 ile agiklanir. s, =5, oldugunda ideal plastik ¢carpma olusur burada

e =0 dir. Kiitle ikiden bire iner ve hareket devam eder. Destek etki hizlari;

. . _ mljl_ +m2S2_

Sl =S = —
ml + m2

formiilii ile aciklanir.

O S1— Sy 51—
—»_ —>
|
sl o0 - :
- § |
2 s =S N s
o= sy

S1=52

Sekil 3.2.(b) Iki kiitlenin birbirine carpmasi
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Snapper mekanizmasinda merkez noktalar sabit oldugunda benzer durumlar olusur.
Uzay gemilerinden giines panellerinin kapanmasina kadar bir¢ok gelismeler buna bir
ornektir. Contiguous panelleri final pozisyonundan ayrilirken hareketleri aniden durur

ve serbest hareketin bir kuvveti olan f ’de bir azalma ile sonuglanir.

Bir baska ornek ise sekil 3.2.(c) verilmistir. Bir ugakta / uzunlugu boyunca rigid bir

cismin [ yangaph dairesel halkast (r<1,f=2) icinde veya onun smirlarinda

(r=1, f =1) durdurulmasi modellenmistir.

Sekil 3.2.(c) Bir ugakta / uzunlugu boyunca rigid bir cismin / radious dairesel halkasi
3.1. Diizgiin Olmayan Sistemlere Ornek

Asagidaki sekillerde mekanik modellerin durumlar1 g6z 6niinde bulundurulmalar
ile birlikte basit etki problemlerinin bir koleksiyonunu gosterir ve bunun iizerine

kolayca kurulabilir.

Sekil 3.3.(a) basit bir 6rnektir. Bir diizgiin olmayan degisim ile paraboliin iki

kolunun varliginin bir gostergesidir.

P
P rrrrrrr

Sekil 3.3.(a) Bir diizglin olmayan degisim ile paraboliin iki kolunun varliginin bir
gostergesi
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3.2. Kiitlelerin Sallanmasimm Engelleme Problemi

Sekil 3.3.(b)’de 1956’dan sonraki giinlerde insa edilen nesnelerin temellerinin diinya
yiizeyinde diizenlenmesi tartisildi. Priestley, Evison ve Carr 1978’de yayinladiklar
makalede titresen bir masanmin kullanilmasiyla harmonik ve rastgele etkiyi performe
etmislerdir. 1993’te Lipscombe ve Pellegrino serbest sallanmanin engellenmesini

arastirdi. 1994°te Hogan duvar kenarindaki engellemeleri arastirdi.

Sekil 3.3.(b) 1956’dan sonraki giinlerde insa edilen nesnelerin temellerinin diinya
yiizeyinde diizenlenmesi

Sekil 3.3.(c)’ de rastgele tekrar eden etkiler i¢in ziplayan top problemi 1982’de K.
Popp tarafindan arastirildi. Titresen masa harmonigine etkileri goéz Oniinde
bulunduruldu ve basitlesen birka¢ varsayimlar altinda iki boyutlu ayrik haritas1 bulundu.
1990°da Isomaki tarafindan etkilerin bir bolgesinin sinirlar1 hesaplandi ve Fractal
egrilerinin olusumu bulundu. Diizenli hareket davranislar1 enerji artis periyotlari ile
izleyen etkiler arasinda ve onun kendi rigid hareketinin periyodu ile gelistirildi. Bu

davranis vurmali delme makinesinin durumuna simiilasyon edilmistir.

Sekil 3.3.(c) Rastgele tekrar eden etkiler icin ziplayan top problemi

Tasitlardaki vites makarasi c¢alismaya baslamadiginda, yani vites kutusu
yiiklenmedigi takdirde hareketin durumunu veren model sekil 3.3.(d)’de bir basit

mekanik model olarak gosterilmistir. Bu problemi bircok kisi gelistirmeye calismistir.
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Bu konu iizerinde periyodik ve karisik hareketler bulunmustur ve simiilasyon
sonuclar1 degerlendirilerek yeni goriiniimler elde edilmistir. En sonunda farkli diisiince

akimlar ile vites makaralar1 yiiklenir hale gelmistir.

<+—>

i

Sekil 3.3.(d) Tasitlardaki vites makarasi modeli
Kuru siirtiinme olay1 dogada iki farkl tiirde bulunur.

1. Yapisirma modundaki bir hareketin direncindeki siirtiinme kuvveti bir
kisitlayict kuvvettir.

2. Herhangi bir hareketteki bir direngin siirtiinme kuvveti izin verilen giigtiir.

Siirtiinme ile ilgili titresim problemlerinde sekil 3.4° te yukaridaki iki olayda olusur.
Sekil 3.4.(a)’da basit siirtiinme oskiilatorde, 6liim noktasi denen yerde kiitle kararliligina

kadar enerji korunumuna siirtiinme 6nderlik eder.

Sekil 3.4.(a) Siirtiinme ile ilgili titresim problemleri

Sekil 3.4.(a), siirtiinme oskiilatorii ile dis etkiyi gosterir. Harmonik veya rasgele etki

burada gosterilir.

Sekil 3.4.(b) Siirtiinme oskiilatorii
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Sadece kendi etkisiyle siirtiinme oskiilatorleri sekil 3.4.(b)’de sonug¢ limit
sinirlaridir. Hareketten oskiilatére enerji transferi her ikisinin siirtiinme kuvvetleri ile
karakterize edilmis veya siirtiinme kuvvetini icerenlerin durumunda gidip gelen normal

kuvvetler ile karakterize edilmistir.

Sekil 3.4.(c) Siirtiinme oskiilatorii

Oskiilatorler icin sekil 3.4.(a) (sagdaki sekil) ile sekil 3.4.(c) ikisi birlikte basarili

sekilde olusturulur sonug rigid kararli harekette olmasidir.

Giinliik yasamda miihendislik sistemlerinde yapisma-kayma titresim sonuglart
ortaya cikar. Ornegin kaynamanin sesi, sarap bardaklarmin sarkisi, kapilarin gicirtisi,
robotlarin c¢ikardigr sesler ve makinelerin sesleri, tramvaylarin sesleri, otoyoldaki

araclarin lastik sesleri titresimlere 6rnektir (Popp 2000).
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4. KISITLI MEKANIK SiSTEMLERIN HAREKET DENKLEMLERI

4.1. Giris

Kisith mekanik sistemi modelleyen hareket denklemini belirlemede D’Alembert

prensibinin 4 6nemli sonucu;

1. Kisitlayicilarin kinematik yapisinin basitge gosterilmesine,
2. Hareket denkleminin belirlenmesinde kolayliga,

3. Her hangi bir ¢ anmda bilinmeyen ivme ve kisitlayict kuvvetlerin

belirlenmesinde,

4. Bu prensip, sistemin belli kuvvetler ve kisitlayic1 kuvvetler olarak iki ayri
gurupta incelenmesine ve sistemin parcalar1 iizerinde etkili olan kuvvetlerin
ayrilmasina,

olanak saglar.

Sonu¢ olarak; ideal olmayan kisitlayicilart iceren hareket denklemleri biitiin
kisitlayicilarin ideal oldugu ©zel durumlara, D’Alembert prensibine indirgenebilir

(Udwadia 2000).

4.2. Non-ideal Kisitlayici ile Tlgili Lagrange Dinamiginin Temel Prensipleri

Noktasal parcaciklarin kisitli olmayan sistemin, her par¢anin sabit fakat muhtemelen
kiitlede oldugunu diisiinelim. Newton’un mekanik sistem yasalarim ve Lagrange
mekanik denklemlerini kullanarak, bu sistemin hareket denklemleri elde edilebilir.

Boylece;

M(q,l’)é:Q(q,q.,l‘), q(O)ZQO’ q(o)=% (41)

q(t), genellestirilmis koordinatlarin bir n -vektoriidiir (n” 1 1 vektor alalim), M

pozitif nxn kare matris, Q verilen kuvvetlerin bilinen n-vektdrii ve zamana bagl
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olarak diferensiyellenebilir. Kisith olmayan sistem ile n-vektdr ¢,’in elemanlar

bagimsiz olarak ozellestirilir. Burada Q ile argiimanlar1 bilinen kuvvetler gosterilmistir.

Her hangi bir ¢ aninda kisitli olmayan sistemin ivmesi a =M o degeri ile verilir.

Simdi, bu sistemin sabit kisitlayicilara maruz kaldigi kabul edilirse, m =h+s olmak

uzere,

9(g.t)=0 (4.2)

veE

v(q.4.1)=0 (4.3)

denklemleri verilir, burada ¢ h-vektor, ¥ s-vektordiir. Ayrica =0 aninda kisith
denklemlerin ¢, ve ¢, durumlarim verdigi kabul edilir. Denklem (4.2) ve (4.3)’iin

yeteri kadar diferensiyellenebilir oldugunu varsayalim ve denklem (4.2)’yi zamana
bagh olarak; iki kez ve denklem (4.3)’li zamana bagl olarak bir kez tiirevleri alinirsa,

boylece;
A(q.4.1)§=b(q.q.) (4.4)

denklemi elde edilir. Burada A, mXxn matris ve b m-vektor’diir. Denklem (4.4)’tin
denklem (4.2) ve (4.3)’iin esiti oldugunu vurgulamak onemlidir. Bu kisitli denklem
kiimesi digerleri arasinda olagan holonomik, non-holonomik, scleronomik, rheonomic,
katastatik ve akatastatik degiskenlerini igerir. Sistemde bulunan kisitlayicilar yiiziinden
herhangi bir # zamaninda kisithh mekanik sistemin hareketi, genellikle kisitlayicilart

hareketsiz oldugu yerden sapar. Kisith olmayan sistemden kisith hareketin sapmasi ¢

zamaninda ek bir kuvvet ile ortaya ¢iktig1 diisiiniilebilir. Bu ek kuvvete n-vektér Q°

kisitlayici kuvveti denir. Kisitlayicinin bu kuvveti’nin oOzellikleri ve dogasi 6zel
durumludur ve sistemin hareketini modellemek isteyen mekanik¢i bu konu hakkinda
ozel sistemin gerekli hareket denklemini elde etmek i¢in onlar1 tanimlamalidir. Kisith

mekanik sistemin hareketi;

M (q.1)§=0(q.4.1)+Q° (q.4.t) (4.5)
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denklemi ile agiklanir. Bu denklemde n-vektor Q¢ kisitlayicimin ortaya cikardig

kuvveti belirtir. Denklem (4.1) bu yiizden verilen ¢ zamaninda kisith sistem hareketinin

tanimini kapsar; denklem (4.2) ve (4.3) sistemdeki kisitlayicilari igerir.

Mekanik sistemlerde kisitlayic1 kuvvetin dzellikleri, kisitlayict kuvvetin dogasinin

karakterizasyonu boyunca 6zel bir durumdur. Denklem (4.1), (4.2) ve (4.3) durumu

ozellestirir. Analitik dinamigin gorevi kisith sistemden bildigimiz ¢ zamanindaki ¢(7)
n -vektoriiniin ivmesini belirleyen olarak goriilebilir. Denklem (4.2) ve (4.3) (ve bunlara

alternatif denklem (4.4)) Q° n -vektor kisitlayict kuvveti 6zellikleri ve yapisi hakkinda

ek bilgi verir.

Gelecek kullanimlar igin, uygulamal yer degistirme altinda ¢ zamanindaki v(r) n-

vektoruni kullanilir.

A(q.¢,t)v=0 (4.6)

Simdi Lagrange dinamigindeki Temel Prensipler belirlenirse, denklem (4.1), (4.2)
ve (4.3) tarafindan tanimlanan kisith mekanik sistem zamanla Oyle bir degisir ki,
herhangi bir ¢ zamaninda yapilan is Q° n-vektor kisitlayici kuvveti tarafindan ¢

zamaninda uygulamali yer degistirme ile verilir (Udwadia and Kalaba 1996).

Vo =vIC(g,4.1) 4.7

Buradaki C (q, g,t) bilinen, tanimlanan, yeterli bir sekilde diizgiin n-vektor ve v,

zamaninda uygulamali yer degistirme n-vektordiir. Bu C vektorii sistemin yapisini

belirler ve onun hareketini modelleyen mekanikg¢i tarafindan tanimlanir.

C =0 oldugunda, uygulamali yer degistirme altinda kisitlayict kuvvetler tarafindan
yapilan toplam isin sifir oldugunu gosterilmisti. Bu yiizden bu prensip biitiin
kisitlayicilarin  ideal oldugu 6zel durumlarda ki olagan D’Alembert prensibine
indirgenir. Bolim 4.3’de bu prensip Lagrange dinamigini kuadratik minimizasyon

problemine indirgemek icin kullanilacaktir.
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4.3. Analitik Dinamigin Temel Kuadratik Minimizasyon Prensibi

Kisitlayict denklemi veren herhangi bir ivmenin 7 -vektor sistemi goz oniine alinsin.

Bu durumda herhangi bir ¢ zamaninda () ve ¢(t) n-vektorlerinin degerlerinin

bilindigi kabul edilsin. Boylece qA(t) olas1 ivmenin denklem (4.4) kisitlayicisim1 veren

herhangi bir n-vektordiir.

A(q.4.1)G=b(q.4.1) (4.8)

Denklem (4.4) ve (4.8)’den
A(g.4.1)(§-4)=0 *9)

denklemi elde edilir. Kisitli sistemin ¢(z) gercek ivmesinden, ¢(z) olasi ivmesine

zamanindaki sapmasi n-vektor d (1) = (é - q) ile gosterilir.

Herhangi bir ¢ zamaninda bir n-vektér v(t), A(q.¢,t)v=0 ile t zamannda
uygulamali yer degistirmeyi igerir ve n-vektor d(¢) uygulamal yer degistirmeyi temsil

eder.

Denklem (4.5) kullanilarak; anlik # zamaninda temel prensip;
Vo =vT [MG-0]=v"C (4.10)
seklinde ifade edilir. Bu son esitlik herhangi bir # zamaninda;
v [MG-0-C]=0 4.11)
olmasini gerektirir ve boylece
d" [M§-0-C]=0 (4.12)

seklini alir. n-vektor d(t)= (El—q) , herhangi olasi ivme ¢ () vektorii igin uygulamali

yer degistirme vektoriinii belirtir. Simdi asagidaki yardimci teoremler verilebilir.
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Yardimei Teorem 1: Y, nxn simetrik matris ve n-vektor e, f ve g icin

(e-g.e~g), —(e=f.e=f),=(s~f.e=f),~2(e=f.e~f), (4.13)
Herhangi iki n-vektor ave b igin (a,b), = a’ Yb olarak tanimlanir.
Ispat: Dogrudan tanimlanarak gosterilir. [ |
Y pozitif tamimh matris oldugunda, (4.13) sonucu, Y tarafindan verilen metrik

kullanarak bir tiggende “kosiniis teoremi” nin genellestirilmesinin geometrik olarak

gosterilmesidir.

Yardimei Teorem 2: Herhangi n-vektor d (t) = (2] - q) ile

(MG~(Q+C).MG~(Q+C)) _, ~(Mi§~(Q+C).Mi~(Q+C))
=(d.d)

m (4.14)
+2(Mj—(0+C).d)

denklemi ifade edilir. Burada M pozitif tanimli simetrik matristir.

Ispat: Denklem (4.13) deki Y=M, e=M~'(Q+C), f=§ ve g=g olur ve
H

asagidaki sonuglar1 verir.
Boylece analitik dinamigin temel minimum prensibi verilebilir.

Sonuc 1: Holonomik ve/veya non-holonomik kisitlayicilara bagli olan kisith mekanik
sistem zamanla Oyle gelisir ki; herhangi bir anlik ¢ zamanindaki » -vektor qA ivmesi (¢

zamaninda g ve ¢ belli) quadratik formu;
Gm.(e}):=(M@}'—(Q+c),Me}—(Q+c))M_1 (4.15)

seklinde olup anlik # zamanindaki biitiin olas1 qA ivmelerinin iizerinde azaltir. Denklem

(4.5) kullanilarak,
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G, =(0°-C.0° —C)M_1 (4.16)

tarafindan verilen kisitlayici, Olciimii minimize etmesine ragmen, mekanik sistem

geligir. Uygulamali yer degistirme v altinda Q¢ kisitlayici kuvveti tarafindan yapilan

toplam is vIC ile verilir.

Ispat: Denklem (4.1), (4.2) ve (4.3) tarafindan tanimlanan kisith mekanik sistem icin,

n-vektor d (t) denklem (4.12) ile iliskilendirilir. Bundan dolayr denklem (4.14)’iin sag

tarafindaki son terim sifir olur ve denklem (4.14);

(MG-(0+C).MG—(Q+C)) _, ~(M§—(Q+C).Mi~(0+C))
=(d.d)

M 4.17)
M

seklinde yazilir. Fakat, M pozitif tanimli matristir ve bu yiizden denklem (4.17)’nin

sagindaki skaler, sifirdan farkli vektdor d i¢in pozitif olmalidir. Denklem (4.15)’in
minimumu § () =¢(r) oldugunda olusur. Dahasi, ideal olmayan kisitlayicilar ile kst

mekanik sistemin gercek hareketi, denklem (4.16) tarafindan verilen kisith kuvvetin

Olctimii minimize eder.

Yorum _1: Ideal olmayan kisitlayicilara uygulanabilen Gauss prensibinin
kisitlayicilarinin bir genellestirilmesi yukarida verilen sonugtur. Denklem (4.15) ve
(4.16yda ki G iizerinde ni alt simgesi bunu gostermektedir. ideal olmayan

kisitlayicilart igeren analitik dinamik i¢in alternatif baslama noktast olarak

diistiniilebilir. Q¢ —C miktari, uygulamali yer degistirme altinda kisitlayici kuvvetlerin

bir parcasidir.

Yorum 2: Sonuc 1’ de deginilen analitik dinamigin temel prensibi, analitik dinamikte
“minimum prensip” olarak goriiliir. Genelde digerleri (hamilton prensipleri gibi) sinirh
fonksiyonlar ile ilgilenir. Dahasi, zaman iizerinde integralleri iceren diger sinirl

prensiplerin aksine, bu minimum prensip her hangi bir anlik zamanda gegerlidir.
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Yorum 3: Kisitlayicilar ideal oldugu zaman, C =0 oldugunu goriiliir ve denklem (4.15)
ve (4.16) da belirtilen minimum prensip, her hangi bir anlik 7 zamanindaki sistemin

biitiin olas1 ivmesi ile
_ c c
G.=(0.0 )Mf1 (4.18)

kisitlayict 6l¢timlerinin minimizasyonunu gerektiren En Az Kisitlayici Gauss Prensibi

olacaktir.

Yorum 4: Denklem (4.15) ve (4.16) daki minimum, denklem (4.14) ile verilen sinirl

olmayan olas1 ivmelere sahip oldugu goriilmektedir.

Yorum 5: Sonu¢ 1’ den: Mekanikg¢i tarafindan saglanan C ’nin tanimi ile ve kisitlayict
denklem ile o anda tutarli olan olasi ivmelerin hepsinin ¢ zamanindaki mekanik

sistemin durumunu belirler. Kisith mekanik sistemin ger¢ek ivmesi G,;’yi minimize

eder.

Yorum 6: Her hangi bir anlik ¢ zamaninda, ideal olmayan kisitlayicinin kisith sistemin

¢ ivme vektoriiniin belirlenmesi asagidaki kisith kuadratik minimizasyon probleminin

cikmasina neden olup, anlik bir # zamaninda,

Min | Gu(d)] (4.19)

(i)

seklinde olur. Buradaki (} anlik r zamaninda bu kuadratik form (4.19)’u minimize eder

ve mekanik sistemin ivmesi () olur.

4.4. Non-ideal Kisitlayicilarla ilgili Sistemlerin Acik Hareket Denklemi

Bu bolimde; mekanik sistemin agik hareket denklemi elde edilecektir. Kisith

sistemin ivmesi, a=M "'Q ve c=M'C ile gosterilirse, G, ,
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G, (§)=(j—a—c)" M(j-a-c) (4.20)

seklinde ifade edilir. ¢+ zamaninda Ag = biliskisini veren biitiin bu ¢ ’lardan denklem

1

(4.20)’yi minimize eden ¢’'nin bulunmasi gerekir. r=M2(§—a—c) olsun, bu

durumda,

1
G=M Z2r+a+c 4.21)

bulunur ve Ag =» transformasyonu ile

1
AM 2r=b-Aa-Ac (4.22)

elde edilir. Bu kuadratik minimizasyon problemi, denklem (4.22)’ yi veren ve ||r||§

indirgeyen r vektoriiniin belirlenmesine indirgenir. Fakat bu problemin ¢oziimii basitce

gosterilmistir (Graybill 1983).

i
r:[AM 2} (b—Aa-Ac) (4.23)

1
Denkleminde {1,4}, AM ? matrisinde genellestirilmis ters matrisi gosterir. Simdi

(4.21) denklemi tekrar ele alinarak ve a ve ¢’ nin tamimlan ile ilgili asagidaki sonug

verilebilir (Udwadia and Kalaba 1996).

Sonug 2

Non-Ideal kisitlayicilarla ilgili mekanik bir sistemin acik hareket denklemi

RVSEEA B R A Y
j=a+M 2[AM 2} (b—Aa)+M 2 I—[AM ZJ AM 2 |M 2C (4.24)
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1 U4 1 |
+M?2 I{AM 2} AM 2 |M 2C
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IV
Mc'jQ+M2[AM 2} (b—AM_lQ)

(4.25.)

seklinde verilebilir. Biitiin kisitlayicilar ideal oldugunda C =0 olur ve denklem (4.24)

ve (4.25) her ikisinin de sagindaki {iigiincii terim sifir olur. Denklem (4.25) ile

M(q,1)§=0(q,4.t)+0° (g,q,t) denklemi kiyaslanirsa, toplam kisitlayict kuvvet n

vektor Q° iki tane n vektor olarak yazilabilecegini goriiliir. Yani;

seklinde olur. Burada

veE

0 =0f +05; (4.26)
o
QiC=M2[AM ZJ (b_AM_lQ) 4.27)
1 R R
Qr‘l'l. =M?2 I—[AM 2} AM 2 |\M 2C (4.28)

olur. Ayrica toplam kisitlayici kuvvetlerin iki durumundan da s6z edilebilir:

i) Biitin kisitlayicilar ideal oldugunda Qf sistemin kisitlayici kuvveti olarak

adlandirilir.

ii) Biitiin kisitlayicilar ideal olmayan ise Q;, sistemin toplam kisitlayict kuvveti

olarak adlandirilir.
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Verilen bir mekanik sistem i¢in denklem (4.26)’ daki C (q, c'],t) (veya esitlikleri)
anlik zamanda tamimlanmasi gerekir. Her zaman icin C =0 oldugunda, kisitlayicilar

idealdir. Boylece Qy, sifira esittir. Fakat Qy; kuvvetleri, kisitlayicilar ideal olsun

olmasin her zaman mevcuttur.

Denklem (4.25), ideal olmayan holonomik ve non-holonomik kisitlayicilarin olasi
varligin1 iceren Udwadia ve Kalaba tarafindan ortaya atilan hareket denkleminin bir
genellestirmesi olarak goriilebilir. Denklem (4.24) ve (4.25) Lagrange dinamigine dahil
olan ideal olmayan kisitlayicilarm bulundugunu acik bir sekilde gosterir (Udwadia and

Kalaba 1992).

1
Yorum 7: Denklem (4.23)’de elde edilen n-vektor r’nin ¢oziimii igin AM 2

matrisinin herhangi bir {1,4} genellestirilmis tersinden yararlanilmasina ragmen, vektdr

r’nin ¢oziimi tek olarak belirlidir. Sonu¢ olarak, n-vektor ¢ denklem (4.24)’iin

saginda tek olarak belirlidir.

1
Yorum 8: AM 2 matrisinin 6zel {1,4} tersi genel olarak sdzde tersi olarak adlandirlir

1 +
ve buna {1,2,3,4} tersi denir ve {AM 2} tarafindan belirlenir. Denklem (4.24) ve

(4.25)’de bu tersleri kullanarak mekanik sistemin agik hareket denklemi bulunabilir

(Penrose 1955).
L Y 1 IR L B |
j=a+M 2| AM 2| (b—Aa)+M 2|I-|AM 2| AM 2 |M 2C (4.29)
ve

1 1\* 1 1\* 1 1
MqQ+M2[AM 2} (b-am™'0)+m> 1—[AM 2} AM 2 |M 2C (430
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Denklem (4.27) ve (4.28)’de Qf ve Q.. ’nin her biri ayri ayn olarak denk

{4} I\t
aciklamalar1 elde etmek icin LAM ZJ i [AM ZJ ile yer degistirilebilir (Penrose

1955).

4.5. Aciklayic1 Ornekler
Ornek 4.5.1.

Bu Ornekte ideal olmayan kisitlayicilarla ilgili Mekanik Sistemin hareketini
tanimlayan ve Coulomb siirtiinmesini iceren problemlerde Denklem (4.25)’in nasil

uygulanacagi gosterilecektir.

Yercekimi etkisinde R yaricaphi dairesel halkasindaki dikey diizlemdeki daire
icinde hareket eden sikistirilmis bir kiitlenin pargaciklarn ele alinirsa; halkanin

merkezindeki orijin ile kartezyen koordinatlarin baslangici ¢akistirildiginda;

esitligi elde edilir. Bu esitlik ile verilen parcaci@in sinirsiz hareketi ve kisitlayicisi

x>+ y> =R® ile temsil edilir. Zamana bagli olarak 2. mertebeden diferensiyelleri ile;

y

denklemleri elde edilir. Burada, eger kisitlayict ideal olsaydi; QF kisitlayict kuvveti

denklem (4.27) tarafindan verilirdi (Udwadia 2001).

Q" =0/ +0,

1 1 {14}
Qf:MZ(AM_Zj (b—AM™Q)
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Buradan;

)
x|+ -0
Qi = — N

X< ==
=

elde edilir. Boylece, kisitli sistemin hareket denklemi;

(#+5" -gy)
R

—
<=
[
1l
|
o O
[
|
e x| =

seklinde verilir. Eger bu kisitlayici kuvvetin biiytikliigii kisitlayici ideal ise, o zaman;

(# +5%—gv)
R

o;

seklinde olacaktir. BoOylece kiitle ve halka arasindaki kayma siirtiinme tarafindan

olusturulan ideal olmayan kisitlayici

Vig-=vic==" {x}&
P +7)

denklemi ile verilir. Buradaki u kiitle ve halka arasindaki siirtiinme sabitidir.

Parcaciklarin dairesel yoriinge boyunca hareketi xx = yy sarti ile gosterilirse;

L
ﬂ

3’)
=

O+
¥ {—ys

R
esitligi elde edilir. Bu denklem, denklem (4.28) tarafindan ideal olmayan kisitlayici

kuvvetin elde edilmesi ile bulunur.



1 4 _1 1
Q' =M> I—(AM ZJ (AM ZJ M 2C

Bu denklemde verilen A" ile A* yer degistirilirse;

QZ}:{I—A+A}C=%{I 1 {xz - H_ysgn(x)}gn(y)

R |y y |
—ysgn(x)
=—p|0f sgn ()
xsgn (x)
R
bulunur. Buradan agik hareket denklemi;
X —ysgn (x)
X 0 R ()’cz+)'12—gy) . R )
=l T - sgn ()
vl |-¢] |y R xsgn(x)
R R
elde edilir.
Ornek 4.5.2.

Yatayla € acis1 ile duran egik bir diizlem iizerinde hareket eden bir m kiitle

blokunu goz 6niine alalim. Bu kiitle blokunun kisith olmayan hareketi,

o m)l3] o]

ile verilir (Udwadia 2005).

Bu esitlikte sag taraftaki vektore Q kuvveti diyelim. Egik diizlem bir kisitlayict

olusturur. Bu kisitlayict,

y=x-tan 8
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denklemi ile ifade edilir. Denklem (4.31)’in her iki tarafi zamana gore iki kez tiirev

alinirsa;
y=X-tan@

denklemi elde edilir. Bu denklemi;
i
[—tan9 1][} =0
y

seklinde ifade edebiliriz. Bu denklemdeki [—tant9 1] matrisine A matrisi diyelim.

Buradan;
\* 1
— = —tan @
B+[AM ZJ zmzcoszé{ af }

denklemi elde edilir ve »=0 dir. Denklem (4.32) ile verilen kisitlayici idealdir.

Sistemin hareket denklemi;

X 0 -sin@-cos @
m|  |= +mg 5
y —-mg cos” @
seklinde bulunur. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim, denklem (4.31) ideal kisitlayict
ile Qf kisitlayici kuvvetini verir. Bu kisitlayict kuvvetin biiyiikliigii mg cos @

seklindedir. Egik diizlem iizerinde g siirtiinme sabiti ile Coulomb siirtiinmesi vardir ve

ideal bir kisitlayict degildir. Kisitlayic1 kuvvet altinda sanal yer degistirme v ile

gosterilirse;

v Q¢ :—VTCE—VTL|:xj|mg cos & (4.32)

Yy
esitligi verilebilir. Kiitle blogunun hizinin kars1 yoniinde siirtiinme kuvveti vardir ve bu

kuvvetin bityiikligii ﬂ‘Qf ‘ ile gosterilir. §= %tan @ denklemiile C vektori,
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cos @

}Sgn(ff)

C=umg cos@{ ,
sin @

denklemi ile verilir. Denklem (4.32) ile ideal olmayan kisitlayici tanimlanir ve

kisitlayici kuvvet,

1 Y Y
Q5 =-M2{I-|AM 2| | AM 2 |}M 2C

c | sin@ -—sin@cosd
Qii=—11~ ¢
—sin@cos @ cos” @

2
cos” @ .
Qrczi=_|: Hime : :ISgn(x)
umg cos @sin

esitlikleri ile verilecektir. Bu denklemler ile hareket denklemi;

{x} [0 } —sinfcos @ cosZ @ ()
m| _ |= +mg — umg sgn(x
y —mg cos> 6 sin@cos @

seklinde ifade edilir. Bu denklemde acgik olarak goriiliir ki, esitligin sag tarafinda

sistemdeki kuvvetlerin farkli iic durumu meydana gelir. Birinci terim @ kuvvetini,
ikinci terim Qf kisitlayict kuvvetini (buda ideal kisitlayici) ve son olarak iigiincii terim

eklenen kuvvet Q. ideal olmayan kisitlayici olarak verilir.
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5. BILGISAYAR PROGRAMLAMA iLE MEKANIK SiSTEMLERIN
MODELLENMESI

Klasik Mekanik Denklemleri klasik yontemlerle ¢6zmek olduk¢a zor ve zaman
almaktaydi. 19. yy sonlar1 ve 20. yy baslarinda klasik mekanikteki mekanik sistemler
diferansiyel yapilar ( Manifold, Tanjant Demet, Tensor vb.) kullanilarak oldukg¢a basit
ve anlasilir denklemler ile ifade edildi ve ¢6ziimleri eski yontemlere gore daha kolay
¢oziilebildi. Giintimiizde ise elektronik hesaplayicilarin devreye girmesi ile klasik
mekanikteki mekanik sistemler modellenerek bilgisayar programlarn (Maple,
Mathematica, MATLAB vb.) yardimiyla coziilmeye calisilmaktadir. Modellemeler
yiikksek boyutlu ve karmasik mekanik sistemlerin ¢oziilmesinde yeni bir ¢igir agmis
zamanda kazan¢g ve c¢oOziimde giivenirliligin yiiksek olmasi ile giiniimiizdeki

aragtirmacilar bu alana yonelmistir.

5.1. Ornek 4.5.1’in MATLAB-SIMULINK Modeli

Yukarida hareket denklemi c¢ikarilan oOrmnek 4.5.1’i, MATLAB-SIMULINK

programini  kullanarak modelleyelim. Ornek 4.5.1°de hareket denklemi asagidaki

sekildeydi.
X —ysgn(x)
X 0 R ()’cz+)'12—gy) . R )
= T sgn ()
vl |-¢] |» R xsgn(x)
R R

MATLAB’ da dncelikle bu denklemin sabit degerlerini girelim;

@

g nu

;
i

<
o

Sekil 5.1 MATLAB-SIMULINK modelinin sabit degerleri

Burada V, ve V| hareketin baslangicindaki ilk hiz, x, ve y, ise kiitlenin

bulundugu konumdur. Sabitleri verdikten sonra denklemdeki terimleri verelim.
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Z]

T

X X X X
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X X X X

X
ﬁ
(-}
o
-
X

Sekil 5.2 MATLAB-SIMULINK modelinin terimleri

Buradaki Ax ve Ay degerleri denklemin sag tarafindaki ikinci ve ii¢iincii terimleri

vermektedir. Asagida ise QF degeri hesaplanmustir.

Sekil 5.3 MATLAB-SIMULINK modelinin Qf degeri

Sonug olarak modelleme asagidaki genel sekilde yazilmistir.

Sekil 5.4 Ornek 4.5.1’in MATLAB-SIMULINK modeli
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Asagidaki tabloda cesitli degerler verilerek program calistirilmig, hareketin

sonlandig1 andaki zaman hesaplanmis ve grafikler elde edilmistir.

Tablo 5.1 R radious dairesel halkasindaki dikey diizlemdeki daire icinde hareket eden
sikistirilmis bir kiitlenin Coulomb kayma siirtiinmesinin etkisiyle elde edilen
Lagrange hareket denkleminin modellenmesindeki veriler.

_ Konum Hiz (m/sn)

= 8 R y! Hareketin Sonlandigi Zaman (sn)
& X0 | Yo V. vy

5.5 4 0 0 4 0.7 0 32.6393681761429
5.6 4 0.05 0 4 0.7 0 29.4976792622003
5.7 4 0.05 0 4 0.7 0.7 10.19582315377807
5.8 9.81 4 0.05 4 0 0.7 0 14.7447675591768
5.9 4 0.05 4 0 0.7 0.7 10.96541979057925
5.10 4 0.05 4 0 0 0.7 23.02909675895902
5.11 4 0.05 0 -4 0 0.7 Sabit

5.12 4 0.05 0 -4 0.3 0.7 Sabit

Bo6liim 2’de ki modellerimizde siirtiinme kuvvetleri ihmal edilmis ve cisim Once ilk
hizi olmaksizin harekete baslamis ve daha sonra hiz verilerek modelleme
olusturulmustur. Bu modellerimizde ise Coulomb kayma siirtiinme kuvvetinin varligi da

modelimize dahil edilmis (0,4) konumundan harekete baglayan cisimde hiz degerleri

ve sabitler degistirilerek model olusturulmustur. Bu modelimizde cismin hareketinin

sonlandig1 zaman da belirtilmistir.
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Zaman

Sekil 5.5 Yalmiz x ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Cisim’in hareketi (0,4) konumunda baslamis x ekseni yoniinde 0,7m/s ilk hiz
verilmis ve hareketin 32,6393681761429 saniyede sonlandigi hesaplanmistir. Rigid
cisim y ekseni boyunca hizin azaldigi konumlarda x ekseni boyunca hizin arttigi
gozlenmektedir. Burada siirtiinme katsayist #=0 olarak alinmig ve harekete etkisi

gbzlenmistir.
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Konum x—ekseni
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Zaman

Sekil 5.6 Siirtiinme katsayisi verilerek olusturulan modelleme grafigi

Bu grafikte siirtinme katsayis1 degeri ¢ =0,05 olarak alinmis ve hiz degerleri
degistirilmeden harekete siirtiinmenin nasil bir etkisi olacag gozlenmistir. Siirtiinme
katsayisiin sifir oldugu zamandakine benzer sekilde x ekseni boyunca hiz artmis, daha
sonra azalmis y ekseni boyunca Once azalmis, sonra x ekseni boyunca arttig1 yerde
azalmaya baglamistir ve bu hareket artan azalan kisa periyotlan seklinde devam etmis,
sonunda 29,4976792622003 saniyede hareketin sonlandig1 gozlenmistir. Daha 6nceki

hareketten daha kisa zamanda hareket sonlanmaistir.
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Konum x—ekseni
T

120 — =

100 - T

80 - 1

60— 1

40 |- : -

20

140 —

100 —

Sekil 5.7 y ekseni yoniinde hiz verilmesiyle olusturulan modelleme grafigi

Burada ki harekette, y ekseni boyunca 0,7m/ s hiz ilave edilerek cismin hareketi
gozlemleniyor ve hareketin 10,19582315377807 saniyede sonlandig: tespit ediliyor.
Cisme y ekseni boyunca da hiz verildiginde, hareketin bir dnceki hareketlerden ¢ok
farklilagtigi, konumun x ekseninde 150’ye ve y ekseninde 90’a kadar ciktig

goriilmektedir.
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Sekil 5.8 Konum degistirilerek olusturulan modelleme grafigi

Konum degistirilerek hareketin gerceklesme durumu incelenmistir. Konum (4,0)
noktast alinmig ve x ekseni yoniinde 0,7m/s hiz1 veriliyor. y ekseni yoniinde hiz
verilmiyor. Hareket 14,7447675591768 saniyede bitmistir. x ekseni boyunca siirekli

azalan bir grafik ¢ikmistir. y ekseni boyunca ise artan bir grafik ¢cikmistir.
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0 2 4 6 8 10 12
Zaman

Sekil 5.9 Konum degistikten sonra y ekseni yoniinde hiz verilmesiyle olusturulan
modelleme grafigi

Bir onceki harekettekine benzer sekilde bu defa yekseni yoniinde de hiz ilave
edilmis ve hareket 10,96541979057925 saniyede sonlanmistir. Hareketin degisimi y

ekseni yoniinde verilen hiz ile alakali olup x ekseni ve y ekseninde konumlar artmistir.
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Konum x—ekseni

Zaman

Sekil 5.10 Yalniz y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Konum ve siirtiinme katsayis1 ayn1 degerde birakilip, x ekseni yoniinde hiz
verilmeden sadece y ekseni boyunca 0,7m/s iz veriliyor. Hareketin
23,02909675895902 saniyede bittigi ve artan azalan periyotlarinin azalarak ilerledigi

gozlenmektedir.
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Konum x—ekseni
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Sekil 5.11 Konum degistirilerek olusturulan modelleme grafigi

Bu grafikte cismin konumu (0,—4) olarak degistirilip sadece y hiz1 veriliyor.

Cismin x ekseni boyunca hizinin olmadigi ve y ekseni boyunca ise sabit oldugu
goriilmektedir. Yani, cisim sadece y ekseni boyunca aldigi hiz ile sabit bir hareket

izler. Siirtiinmenin bu durumda harekete bir etkisi yoktur.
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Sekil 5.12 x ve y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

Benzer sekilde; x ekseni yoniinde de hiz verildiginde rigid cismin hareketi sabit bir

sekilde ilerler. Cisim bu konumda sabit hareket yapmaktadir.
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Bu modelimizde, Radious dairesel halkas1 i¢indeki rigid bir cismin hareketinin farkli
konumlarda nasil degistigi incelendi. Oncelikle (0,4) konumunda harekete baslayan ve
siirtiinme katsayis1 sifir olan bir ortamda rigid cismin hareketinin grafigi bulundu. Daha
sonra bu cisim i¢in kiiciik bir say1r degerinde siirtinme katsayis1 verildi ve cismin

hareketi incelendi. Rigid cismin konumu model 2.4’de ki konuma getirildiginde ve

sadece Coulomb siirtiinmesi cisme uygulandiginda cismin hareketi incelendi.

(4,0) konumunda, Model 2.4’de siirtiinmesiz ortamda cismin hareketi sonlanmadigi
ve artan azalan hizlarda harekete devam ettigi ve bir noktaya geldiginde maksimum hiza
ulastig1 goriildi. x ekseni yOniinde ve yekseni yoniinde hiz verildiginde hareketin

farkliliklar1 ortaya kondu. Model 5.1°de ise Coulomb siirtiinmesinin hareketi nasil
etkiledigi gosterildi. Yapilan model ile ortaya ¢ikan en belirgin fark, ayn1 hareketi yapan
aynt konumdan baglayan aym cisimlerin, siirtiinmesiz ortamda hareketlerinin

sonlandig1, ancak siirtiinmeli ortamda hareketin belli bir zaman devam ettigi bulundu.
5.2. Ornek 4.5.2’nin MATLAB-SIMULINK Modeli

Yukarida hareket denklemi cikarilan o©rnek 4.5.2’i, MATLAB-SIMULINK

programini kullanarak modelleyelim. Ornek 4.5.2 de hareket denklemi,
{x} [ 0 } —sin@cosd cosZ O )
m|  |= +mg — umg sgn(x
y —mg cos> @ sin @ cos 8
seklindeydi.
MATLAB’ da daha onceki ornege benzer sekilde modelleme asagidaki gibi

olusturulur. Once sabit degerler alinir ve arkasindan denklem yazilip modelleme

yapilirsa,
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=5

Iy] xy-graph

Sekil 5.13 Ornek 4.5.2’nin MATLAB-SIMULINK modeli

modelini elde ederiz. Asagidaki tabloda ¢esitli degerler verilerek program calistirilmis,

hareketin nasil gerceklestigi ve harekete € degeri ve u siirtiinme katsayisinin etkisi
incelenmistir. g siirtiinme katsayis1 arttinldiginda hareketin gerceklesmekte zorlandig

gozlenmektedir. Ancak ac¢1 degeri arttiginda hareketin daha hizli oldugu

gozlenmektedir.

Tablo 5.2 Egim acis1 € olan Coulomb siirtiinmesi ile bir egik diizlem iizerinde hareket
eden m Kkiitleli bir cismin Lagrange hareket denkleminin modellenmesindeki

veriler.
Konum Hiz (m/sn)

z g ] U

2 X || Ve | Y
5.14 30 0.3 10 10 0 0
5.15 30 0.3 10 10 7 0
516 | 9.81 30 0.3 10 10 7 3
517 30 0.577 10 10 7 3
5.18 45 0.577 10 10 7 3

Asagida, tablo 5.2°deki degerler ile olugsmus hareket denklemlerinin grafikleri

verilmistir.
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Konum x—ekseni

Sekil 5.14 ilk hiz1 olmayan egim agis1 30° olan modelleme grafigi

[k hiz verilmeden ve siirtiinme katsayis1 0,3 segilerek olusturulan modelde hem x

ekseni yoniinde, hem de y ekseni boyunca hareketin azalan bir grafik ¢izdigi bulundu.

Egik diizlemin yatayla yaptig1 a¢1 30° olarak verilmistir. Bu a¢1 degeri ve konum model
2.6’daki modelimiz ile aynidir. ki model arasindaki fark; ilk modelimizde x ekseni
yoniinde artan, y ekseni boyunca azalan olmasina ragmen, bu modelde iki yonde de
azalan bir hareket yapmaktadir. Coulomb siirtiinmesinin harekete olan etkisi boylelikle

daha kesin veriler ile bulunmus olur.
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Sekil 5.15 Yalnmz x ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

x ekseni yoniinde hiz verildiginde, x ekseni yoniinde hiz bir miktar artmis ve sonra
tekrar azalmaya devam etmistir. Model 2.6’da benzer bir hareket yapan cisim y ekseni
boyunca konumu 490’a kadar ¢ikarken bu modelimizde coulomb siirtiinme katsayisinin
etkisiyle y ekseni boyunca azalan bir grafik olusmus ve konum 4. saniyede —10’a

kadar diismiistiir.
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Sekil 5.16 x ve y ekseni yoniinde hiz verilerek olusturulan modelleme grafigi

y ekseni yoniinde de hiz verildiginde iki yone dogru gerceklesen hiz 6nce artmis ve

sonra azalmistir. Model 2.6’da ki modelimize benzer sekilde bir hareket yapan cismin

sadece hizi, siirtiinmeden dolay1 model 5.2’de daha yavas olmaktadir.
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x—ekseni

Sekil 5.17 Siirtiinme katsayis1 degistirilerek olusturulan modelleme grafigi

Bu modelde, siirtiinme katsayis1 tizerinde ¢alisilmig ve siirtiinme katsayisi yapilan
denemelerden sonra 0.577 degerinden kiigiik olana kadar hareket gerceklesmis ancak

bu deger 0.578 oldugunda hareket gerceklesmemistir.
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Sekil 5.18 Egim acis1 degistirilerek olugturulan modelleme grafigi

Bu model de ise egik diizlemin yatayla yaptigi ag1 45°°e ¢ikartilmig ve siirtiinme

katsayis1 0,577 secilmistir. Cisim, x ekseni yoniinde ve y ekseni yoniinde once artan

sonra azalan bir hareket yapmustir.
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6. SONUC

Lagrange dinamigi, 200 yil 6nceki baslangicindan beri D’Alembert prensibinin
temeline dayanmistir. Bu prensip biitiin kisitlayicilar ideal oldugu sinirli varsayimi ile
uygulamali yer degistirme altinda kisitlayici kuvvetler tarafindan yapilan tiim islerin
sifir oldugunu sdylemistir. Sik sik uygulanabilir olmasina ragmen deneyler Coulomb
kayma siirtinmesinin 6nemli oldugu durumlar gibi bir¢ok pratik durumda bu

varsayimin gecgersiz oldugunu gostermistir.

Bu arastirma, Lagrange mekanigini ideal olmayan holonomik ve non-holonomik
kisitlayicilar1 hesaba katan acik hareket denklemini verir. Burada elde edilen acik
hareket denklemi kisitlayicilarin ideal oldugu ©zel durumlar olarak kabul eden
D’Alembert’in prensiplerini iceren daha genel bir prensiptir. Bu yeni ilkeden
kisitlayicilarin ideal oldugu 6zel durumlardaki En Az Kisitlayicili Gauss Prensibine
indirgenen analitik dinamigin temel minimum prensiplerinden tiireyebilir. Sinirlt
minimizasyon probleminin ¢6ziimii ideal olmayan kisitlayicilarla ilgili mekanik

sistemin genel acgik hareket denklemini verir.

Bu yapilanlar bize sunlart gosterdi.

1. Sirtiinmesiz ortamda Lagrange hareket denklemi elde edilip, modellemesi
yapildi. Ideal olmayan kisitlayicilar, ayn1 rneklere ilave edildi ve hareket denklemleri

tekrar bulundu.

2. Ideal olmayan kisitlayicilari kapsayan mekanigin temel ilkeleri ile biitiin

kisitlayicilar ideal oldugunda D’ Alembert ilkelerine indirgendigi goriildii.

3. Lagrange dinamigi, sinirli kuadratik minimizasyon problemi olarak yeniden insa

edildi.

4. Bu kuadratik minimizasyon problemini ¢ozerek, ideal olmayan holonomik ve
non-holonomik kisitlayicilarla ilgili olan mekanik sistemle baglantili genel acik hareket
denklemi elde edildi. Hareket denklemleri MATLAB-SIMULINK programi ile

modellendi.
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5. Kisitlayicilar yiiziinden sistemde tatbik edilen toplam kisitlayici kuvvetin iki ek

katkistnin olusur. Tlk katki Qf ideal olduklari varsayilan kisitlayicilardan dogan; ikinci
katkis1 ise Qy; kisitlayicilarin ideal olmayan 6zelliginden gelen durumdur. Belli bir

mekanik sistem igin Qp;, mekanik¢i tarafindan tanimlanmasi gereken C(q, c'],t)

fonksiyon vektoriine baglidir.

6. Anlik zamanda C bilindiginde genel ideal olmayan kisitlayicilar altinda

ivmelerin tek olarak belirlendigi gosterildi.

7. 1deal olmayan holonomik veya non-holonomik kisitlayicilarla ilgili sisteme
bagh hareket denklemleri sinirsiz sistemi tanimlamak i¢in kullanilan aym koordinat
sisteminde elde edilir. Bu, smnirli ve simirsiz mekanik sistemin hareket denklemleri
arasindaki direkt kiyaslamay1 saglar. Boylece ideal olsun olmasin ek kisitlayicilarin

sinirsiz sistemdeki hareket denklemi iizerindeki etkilerini basit ve acikca gosterir.

8. Elde edilen modellerin siirtinmeli ve siirtiinmesiz hareket denklemleri
arasindaki fark ortaya kondu. Siirtiinme katsayisinin artist veya azalisi, hareketin

sonlanmasi veya baslamasi yoniindeki etkisi gosterildi.

9. Yapilan modellemelerle hareketin seyri, kesin degerler ile bulundu. Bir
hareketin hangi deger ile harekete baslayacagi veya hareketin bitisi, modellemeler ile en
dogru sekilde bulunmustur. Bir cismin hareketinde siirtiinme katsayisinin alacagi deger,
ilk hizimin alacagi deger ve hareket icin gerekli olan diger degerlerin ne olmasi

gerektigini, bu degerler ne oldugunda hareketin nasil degisecegi gosterildi.



70

KAYNAKLAR

Civelek, S., (1996) The Lifts of Lagrange and Hamilton Equations to the Extended
Vector Bundles, Mathematical & Computational Applications, 1: 21-28

Graybill, F., (1983) Matrices and Applications To Statistics, 2nd Ed., Wadsworth Publ.
Co., Belmont, 461p

Penrose, R., (1955) A Generalized Inverse for Matrices, Proc. Cambridge Phil. Soc.,
51:406-413

Peters R. and Pritchett T., (1997) The Not So Simple Harmonic Oscillator, Amer. J.
Phys. 65:1067-1073

Popp K., (2000) Non-Smooth Mechanical Systems, .J. Appl. Maths., 5:765-772
Rizaoglu, E. ve Siinel, N., (2002) Klasik Mekanik, Seckin Yayincilik, Ankara, 570s

Udwadia, F. E. and Kalaba, R. E., (1992) A New Perspective On Constrained Motion,
Proc. Roy. Soc., 439:407-410

Udwadia, F. E. and Kalaba, R. E., (1996) Analytical Dynamics: A New Approach,
Cambridge University Press, New York, 272p

Udwadia, F. E., (2000) Fundamental Principles of Lagrangian Dynamics: Mechanical
Systems with Non-ideal, Holonomic and Nonholonomic Constraints, J. Maths.
Analysis and Appl., 251:341-345

Udwadia, F. E. and Kalaba, R. E., (2001) Analytical Dynamics Constraint Forces That
Do Work in Virtual Displacements, Appl. Maths and Computation, 121: 211-217

Udwadia, F. E. and Kalaba, R. E., (2004) Mechanical Systems With Nonideal
Constraints: Explicit Equations Without the Use of Generalized Inverses, Journal of
Applied Mechanics, 71:615-621

Udwadia, F. E., (2005) New General Principle of Mechanics and Its Application to
General Nonideal Nonholonomic Systems, Journal of Engineering Mechanics,
131:444-451



71

OZGECMI$S

20 Mayis 1976 tarihinde Ankara’da dogdu. Ilkokul ve ortaokul’u Balikesir’de
tamamlayip memleketi olan Denizli’de lise 6grenimini tamamladi. 1993 yilinda Mugla
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik boliimiinii kazand:r ve 1998 yilinda
mezun oldu. 1999 yilinda M.E.B. tarafindan ilk gorev yeri olan Cankir iline 68retmen
olarak atand1. 2004 yilinda Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Boliimii yiiksek lisans programini kazandi. 2006 yilinda evlendi. Halen Denizli ilinde
M.E.B.’na bagh bir ilkogretim okulunda matematik Ogretmeni olarak gorev

yapmaktadir.



