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Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, bu calismada kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci béliimde, normlu uzaylar iizerinde tanimlanan siirli lineer operatorlerinin
spektral teorisine bir girig verilerek spektral ve resolvent kavramlart ayrintili olarak
incelenmistir.

Uciincii  boliimde ise oOncelikle sifir dizi uzaymda Cesaro operatdriiniin
sonrasinda ise yakinsak dizi uzaymda Agirlikli Ortalama operatoriiniin spektrumlari
incelenmis ve cesitli uzaylarda bu iki operatdriin spektrumlari iizerinde durulmustur.

Son olarak dordiincii bolimde de sifir dizi uzayinda Rhaly operatoriiniin
spektrumu ve ince spektrumu incelenmistir.
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This study consists of four chapters.

In the first chapter the definitions and the theorems are given that used in other
chapters.

In the second chapter an entry to spectral theory of bounded linear operators in
normed spaces are given and the concept of spectrum and resolvent are detailed.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks sayilar kiimesi
sifira yakinsayan dizilerin uzay1

yakinsak diziler uzay1
siurlt diziler uzay1

1 < p < w0 olmak iizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan
dizilerin uzay1
mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzay1

siirlt saliimli diziler uzayt
sinirlt salinimh ve sifira yakinsayan diziler uzayi

siurlt seri olusturan diziler uzayi
X normlu uzaymdan Y normlu uzayina tanimli biitiin smirli lineer

operatorlerin kiimesi
X normlu uzayindan yine kendi ic¢ine tanimli biitiin sinirli lineer

operatorlerin kiimesi
Cesaro operatorii

Rhaly operatorii

X normlu uzaymin siirekli duali

T operatoriiniin adjointi

T operatdriiniin ¢ekirdegi

T operatoriinlin goriintii uzayi

R(T) kiimesinin kapanisi

T operatoriiniin spektrum kiimesi

T operatdriiniin nokta spektrum kiimesi

T operatoriiniin siirekli spektrum kiimesi

T operatoriiniin residual (artik) spektrum kiimesi

T operatoriiniin resolvent kiimesi

T operatoriiniin 4 6z degerine karsilik gelen operatorii
T operatdriiniin A 6z degerine karsilik gelen resolvent operatorii
T operatoriiniin spektral yarigapi

sinirl ifade

x dizisinin A matrisi altindaki doniisiim dizisi

(4,x) doniisiim dizisinin limiti




GIRiS

Spektral teori modern fonksiyonel analiz ve uygulamalarinin ana dallarindan
biridir. Ana hatlartyla ters operatorlerin genel 6zellikleri ve bu operatdrlerin orijinal
operatorlerle olan iligkileri ile ilgilenir. Bu alanin gelismesinde Strum ve Liouville’nin
sinir deger problemini aragtirmalari ile Fredholm’un iinlii integral denklemlerinin teorisi

onemli olmustur.

Sonsuz boyutlu uzaylar lizerindeki doniisiimlerin spektrumlar1 ve kullanim
alanlar1 oldukca ilgingtir. Ornegin fizikte kuantum mekaniginde, Hamilton
doniislimiiniin nokta spektrumu sistemin sinir degerindeki enerji seviyelerine karsilik
gelir. Yine bir 6rnek olarak toplanabilme teorisinde, daha dnceden analitik yontemlerle
incelenmis olan Mercerian Teoremlerinin fonksiyonel analiz yontemleriyle daha kisa ve

anlasilir bicimde yeniden ele alinmasini saglamstir.

Bu calismada ise once normlu uzaylar iizerinde tanimlanan 7: X — X smirh

lineer operatorlerinin spektral teorisine bir giris verilerek ¢, uzayinda Cesaro

operatoriiniin sonrasinda ise ¢ uzaymda Agirlikli Ortalama operatoriiniin spektrumlari

ve son olarak da ¢, uzayinda Rhaly operatdriiniin ince spektrumu incelenecektir. Bu

operatorlerle diinyada ve {ilkemizde yapilan calismalara kisaca bakacak olursak

sOyledir:

Cesaro operatoriiniin spektrumu ile ilgili ilk ¢alismalar 1965 yilinda A.Brown,

P.R.Halmos ve A.L.Sheilds’in ¢alismalarinda ¢, Hilbert uzayinda Cesaro operatoriiniin
siirlihigint gosterip, spektrumunu incelemeleriyle baglamis, 1972 de G.Leibowitz’in 7,

uzayindaki ¢aligmastyla devam etmistir. Cesaro operatoriiniin spektrumu ile ilgili diger

calismalardan bazilar1 ise 1985 de J.B.Reade’nin ¢,uzayinda, 1986 da J.I.Okutoyi’nin
¢,bv,bv, uzaylarinda, 2003 de A.M.Akhmedov ve F.Basar’mm ¢, ve bv uzaylarinda

yaptiklar1 caligmalardir. Cesaro operatoriiniin ince spektrumu ile ilgili ¢alismalardan
bazilar1 ise 1975 de R.B.Wenger’nin ¢ uzayinda, 2004 de A.M.Akhmedov ve F.Basar’in

¢, uzayinda yaptiklari caligmalardir.



Agirlikll ortalama operatoriiniin spektrumu ile ilgili ilk ¢alismalar 1977 yilinda
F.P.Cass ve B.E.Rhoades’in ¢ uzayinda agirlikli ortalama operatdriiniin spektrumunu
incelemeleriyle baglamuig, 1978 de J.M.Cartlidge’nin doktora ¢aligmasinda ¢
uzayindaki incelemesiyle devam etmistir. Agirlikli ortalama operatdriiniin  ince
spektrumu ile ilgili ¢alismalardan biri de B.E.Rhoades’in 1987 de c,uzayinda yaptig1

calismadir.

Rhaly operatoriiniin = spektrumu ile ilgili ilk ¢aligmalar 1987 yilinda

G.Leibowitz’in ¢,,c,¢ ,uzaylarinda Rhaly operatoriiniin sinirliligini - gostermesiyle

baslamis, 1989 da JR.H.C.Rhaly’nin ¢, uzayindaki caligmasiyla devam etmistir. Rhaly

operatorii ile ilgili sonraki calismalar ise 1996 de M.Yildirim’in kompakt Rhaly

operatoriin spektrumunu ve ince spektrumunu incelemesiyle devam etmistir.

Spektral teoride bu operatorlerden farkli olarak time operatorii ve fark operatorii
gibi operatorlerin spektrumlar ile ilgili galigmalar da yapilmis olup ilging ¢alismalardan
birinin de 1972 de N.K.Sharma’nin konservatif matrislerin spektrumlarn ile ilgili

caligsmasi oldugu da soylenebilir.



BOLUM 1
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremleri
verecegiz.
1.1. Temel Tammlar

Tanim 1.1.1: (Vektor uzay1) L bostan farkli bir kiime ve K reel veya kompleks
sayilar cismi olsun.

+:LxL—>L ve -:KxL—>L fonksiyonlar1 V x,y,zeL ve o, K igin
[,) x+yelL (kapalilik 6zelligi)
l,) x+(y+z)=(x+y)+z (birlesme 6zelligi)
[;) x+60=0+x olacak sekilde HeL vardir. (birim eleman)
[,) x+(=x)=(—x)+x=6 olacak sekildle —xeL wvardir. (terseleman)
[) x+y=y+x (degisme 6zelligi)
[,) a-xeL (skalerle ¢carpma isleminde kapalilik)
L)a-(x+y)=a-x+a-y
L) (a+p)x=a-x+p-x
L) (aB)-x=a-(B-x)
l,,) 1e K birim eleman olmak iizere 1-x = x

sartlarini sagliyorsa L uzayina bir vektor uzay (lineer uzay) denir.

Tamm 1.1.2: (Alt Vektoér Uzayr) L, K cismi {izerinde bir vektor uzay ve M, L

uzayinin bir alt kiimesi olsun. VaeKveV x,yeM igin
x+yeM ve axeM

sartlar1 saglaniyorsa M kiimesine L uzaymm alt uzayr denir. Bu iki sart

ox + fye M olarak da alinabilir.
Tamm 1.1.3: (Lineer Bagimsizlik) L, K cismi iizerinde bir vektdr uzayi ve
S = {xl 3 Xy s X, } kiimesi de L uzayinin sonlu bir alt kiimesi olsun. ¢, e K olmak iizere

Za[xi =0=i=L2,..,n i¢cin a; =0

i=1



onermesi dogru ise K cismi iizerinde x,,x,,...,x, vektorlerine veya S kiimesine lineer

bagimsiz denir.

Tammm 1.1.4: (Normlu Uzay) Reel veya kompleks K cismi iizerinde

tanimlanmig X vektor uzayinda |||| : X >R fonksiyonu

n) VxeX ,x+80 igin ||x||>0 ,

X=0ex=6
n) YieK ,VxelX igin|Ax|=|A| |
ny) Vx,yeX icin |x+ | <[+
sartlarii saghyorsa ||  fonksiyonuna, X uzayi iizerinde bir norm, X uzayma da

normlu uzay denir.

Tamm 1.1.5: (Lineer Operator) o(T) ve R(T) ayni cisim tizerindeki vektor
uzaylar1 olmak iizere T:¢(T)—>R(T) bigimindeki doniisiime operatér denir. Bu

operator i¢in  V x, yego(T ) ve « skaler olmak iizere

T(x+y)=Tx+T1y
T(ox) = alx

sartlar1 saglaniyorsa 7' ye lineer operator adi verilir. Deger kiimesi R reel sayilar veya

C kompleks sayilar olan operatorlere fonksiyonel denir.
Buna gére T nin gekirdegi Cek(T) ile gosterilirse
o(T)={xeX TxeY}
R(T)={yeY:y=Tx, xeX}
Cek(T)={xep(T):Tx =06}
olur. (Kreyszig 1989, sh 82)

Tanim 1.1.6: (Sinirh Lineer Operatér) X ve Y iki normlu uzay ve go(T ) cX
olmak tizere T : go(T ) — Y bir lineer operator olsun. Eger V x ego(T ) icin
7] < el
olacak sekilde bir ¢ >0 reel sayis1 varsa T operatoriine sinirli lineer operator denir.

(Soldaki norm Y uzayindaki sagdaki norm ise X uzayindaki normdur.) Burada bu

esitsizligi saglayan ¢ sayilarinin en biiyiik alt sinirina 7' nin normu denir. Bu norm



- sup I
=) ]

esitligi ile de verilebilir. X den X ’e olan biitiin siirli lineer doniisiimlerin uzay1

T || = supM ile normlu

B(X,X) veya B(X) ile gosterilir. Bu durumda B(X), o
x#0 X

uzay olur. (Kreyszig 1989, sh 91)

Tanmm 1.1.7: (Ters Operator) 7T : go(T )—) Y lineer doniistimii verilsin. Eger
tamm kiimesindeki farkli noktalarm 7' altindaki goriintiileri farkli yani x,,x,ep(T) ve
x, #x, = Ix, #Tx, ise T ’ye injektif veya 1-1 adi verilir. Bu durumda Tx, = y,
esitligi  icin  her  y,eR(7) elemanmi  x,e@(T) elemanma  doniistiiren

77 :R(T) - p(T) doniisiimii mevcuttur ve bu operatre T nin tersi denir. (Kreyszig

1989, sh 87)

Tamm 1.1.8: (Kapali Lineer Operatdr) XxY = {(x, v)xeX veye Y} ,

() +(xy,y,) = +x,, 0, + ;)
a(x,y) = (ax,ap)

islemlerine gore bir vektor uzayi ve ||(x, y)|| = ||x||+|| y|| ile normlu vzaydir. 7: X -7
bir lineer operator olsun. Eger T operatoriiniin G(7) = {(x, yv)xeX,y=T (x)} grafigi,

XxY normlu uzayinda kapali ise T ye kapali operator denir. (Kreyszig 1989, sh 292)

Tamm 1.1.9: (Dual Uzay) X normlu uzay olsun. Bu durumda

1/ (x)

1/ = T ig}lﬂf (x)
x#0

=1
normu ile normlanan X {zerindeki tim sinirli lineer fonksiyonellerin teskil ettigi

normlu uzay, X uzaymin dual uzay: olarak adlandirilir ve X' ile gosterilir. (Kreyszig

1989, sh 119)
Tamm 1.1.10: (Adjoint operatdr) X, K cismi iizerinde normlu uzay ve X , X

in siirekli dualini gdstermek iizere yani X = B(X ,K ) olmak {iizere, her xe X ve her

feX igin



T": X' X", (T'f)x=f(T(x))

bigiminde tanimlanan 7~ operatdriine T nin adjointi denir. (Kreyszig 1989, sh 232)

Baz 6zel uzaylar ve iizerlerinde tammlanan normlar:

l.c= {x =(x,): lign X, mevcut} kiimesine yakinsak dizilerin uzayi,

2.¢,= ix =(x,): li,fn X, = 0} kiimesine sifir dizilerinin uzayz,

3.0, = {x = (xk ):sup|xk| < oo} kiimesine sinirl dizilerin uzayi,
k

4. ép = {x = (xk ):Z|xk|p <w,l<p< oo} kiimesine p. kuvvetten mutlak yakinsak

k
diziler uzayi,
S.bv= {x =(x, ):Z|xk - xk+1| < oo } kiimesine siirl saliniml diziler uzay: denir.
k
6. bv, =c,Nbv

Burada c¢,,c ve (_, ||x||:sup|xk| ile birlikte bir normlu uzay / ise
k

< =

k=1

||x||p = [Zw]xk |p] , (p=1) ile birlikte bir normlu uzaydur.

1.2. Temel Teoremler

Teorem 1.2.1: X ve Y iki normlu uzay ve go(T )cX olmak Tizere
T:(T)— Y bir lineer operatér olsun. Bu durumda

a) T operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.
b) Eger T bir tek noktada siirekli ise stireklidir.
(Kreyszig 1989, sh 97)

Teorem 1.2.2: X,Y normlu uzay ve (7)< X tamm kiimesi , R(7) = Y deger

kiimesi olmak iizere T':¢(T)— R(T)lineer operatdrii verilmis olsun. 7' nin tersinin

olmas1 icin gerek ve yeter sart cekirdeginin sadece sifir vektdriinden olugmasidir.

(Kreyszig 1989, sh 87)



Teorem 1.2.3: (Acik Doniisiim-Siirli Ters) X Banach uzayindan Y Banach

uzay1 lizerine tanimlanan sinirli lineer T operatdrii bir agik dontigiimdiir. Eger T bijektif

(1-1 ve drten) ise T siirekli dolayistyla sinirhdir. (Kreyszig 1989, sh 286)

Teorem 1.2.4: (Kapali Lineer Operatér) X ve Y normlu uzaylar ve

@(T)c X olmak iizere T:p(T)—Y bir lineer operatér olsun. Bu durumda T
operatoriiniin kapali olmas: i¢in gerek ve yeter sart x, ego(T ) icin x, >x ve

Ix, — y oldugunda xe go(T ) ve Tx =y olmasidir. (Kreyszig 1989, sh 293)

Lemma 1.2.5: (Kapali Operatér) X ve Y normlu uzaylar ve go(T )CX tanim
kiimesi ile birlikte 7': (T') — Y smnirlt bir lineer operatr olsun. Bu durumda
a) go(T ) kiimesi X uzaymin kapali bir alt kiimesi ise 7" kapalidir.

b) T kapali ve Y tam ise go(T ) kiimesi X uzayinin kapali bir alt kiimesidir.
(Kreyszig 1989, sh 295)

Teorem 1.2.6: Eger Y bir Banach uzay1 ise B(X Y ) bir Banach uzayidir.
(Kreyszig 1989, sh 118)

Teorem 1.2.7: X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve M, X uzaymin bir alt
kiimesi olsun. M kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart M kiimesinin

kapal1 ve sinirli olmasidir. (Kreyszig 1989, sh77)

Lemma 1.2.8: (Carpimin Tersi): X, Y, ve Z vektor uzaylar1 olmak iizere

T:X—>Y ve S:Y > Z operatorleri bijektif ( 1-1 ve orten) lineer operatorler olacak
sekilde alalim. Bu durumda S7 ¢arpiminin tersi (ST )_l :Z —> X mevcuttur ve
(ST)" =77'S™" dir. (Kreyszig 1989, sh 89)

Teorem 1.2.9: Xnormlu uzay ve TeB(X) olsun. Bu durumda

T e B(X*) ve ||T|| = HT*H dir. (Brown ve Page 1970, sh 239)



Teorem 1.2.10: 7 operatoriiniin yogun bir deger kiimesinin olmas1 i¢in gerek

ve yeter sart T~ operatoriiniin 1-1 olmasidir. (Goldberg 1966, 11.3.7. Theorem )

Teorem 1.2.11: ?R(T *):X " olmasi icin gerek ve yeter sart T operatdriiniin

sinirli bir terse sahip olmasidir. (Goldberg 1966, 11.3.11. Theorem)
1.3. Matris Doniisiimleri

Tamm 1.3.1: A=(a, ) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve

x =(x, ) herhangi bir dizi olsun. Eger VneN igin

(Ax)n = Zank‘xk
k=0

serileri yakinsak ise Ax=((d4x),) dizisine x dizisinin 4 matrisi ile elde edilen
dontistim dizisi denir.

Eger VxeX igin Ax doniisiim dizisi mevcut ve ¥ uzayina ait ise 4 matrisi
X uzaymdan Y dizi uzayina bir matris doniisiimii tanimlar denir.

X dizi uzaym Y dizi uzayma doniistiiren biitiin matrislerin smifi (X,Y) ile
gosterilir ve 4 matrisi X uzayindan Y uzaymin igine ise Ae(X ,Y ) yazilir. Toplami
yada limiti koruyan matrislerin sinifi ise (X ,Y; p) ile gosterilir. Ozel olarak Ae(c,c)

ise A matrisine konservatif matris ve 4e(c,c; p) ise A matrisine regiiler matris denir.

Teorem 1.3.2: 4 eB(co) olmas i¢in gerek ve yeter sart
D) [ 4] = sup 2 ja,| <0
nok
i) Vk i¢in lima, =0

sartlarinin saglanmasidir. (Maddox 1970, sh 163)

Teorem 1.3.3: (Silverman -Teoplitz) 4 =(a,, ) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter sart

i) 4] =sup .
nok

a,|<o



i) Vn igin lima,, =0

0
iii) lim» a,, =1
" k=l

sartlarinin saglanmasidir. (Maddox 1970, sh165)

bnk

Teorem 1.3.4: AcB(c) olsun. Eger A matrisi ||B||=supz < oo sartini
L

gercekleyen bir 4™ = B tersine sahip ise 4 'e B(c) dir. (Wilansky 1984, sh 92)

Teorem 1.3.5: 4 eB(E w) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
4] =sup > fa| <
nok

sartinin saglanmasidir. (Maddox 1970, sh 174)

Teorem 1.3.6: AeB((,) olmasi igin gerek ve yeter sart
[4]=sup > Ja| <

sartinin saglanmasidir. (Maddox 1970, sh 167)

Teorem 1.3.7: Eger AeB((,)NB({,) ise AeB(fp), (1< p<oo)dr.

(Maddox 1970, sh 174)

Teorem 1.3.8: (Riesz Thorin): A< B(¢ ) olsun. Eger AeB(Ep) , (1< p<w)

ve g > p ise AeB(fq) dur. (Cartlidge 1978)

Teorem 1.3.9: (Abel Dini Teoremi) Zdﬂ pozitif terimli 1raksak bir seri olsun.
n=0

d,

a

D, =d,+d +..+d, olmak lizere z serisi; a >1 i¢in yakinsak, a <ligin

n=0 47,

raksaktir. (Knopp 1971, sh 290)
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1.4.Baz1 Ozel Operatorler

Tamm 1.4.1 (Cesaro operatorii) : Bir x = (x,) dizisini onun aritmetik ortalamast

X, X ot X,

olan y = ( y,)= ( ) j dizisine doniistiiren doniisiime Cesaro operatorii denir

ve C, ile gosterilir. Bu operatdriin matris gdsterimi

1 0 0 0 0
/2 12 0 0
C=(c,)=|1/3 1/3 1/3 0
1/4 1/4 1/4 1/4

o O O

veya
1
— ,0<5k<n
Cp=4n+l1
0 Lk>n

ifadesi ile verilir.

Okutoyi 1986 da yaptig1 doktora ¢alismasinda da

* * * . . .
a) ¢, ,{, vebv, wuzaylarina swrastyla izometrik olarak izomorf olan

p

¢,,0, ve bs uzaylan Uzerinde goz Oniine alinan Cl* adjoint operatoriiniin matris
gosteriminin

1 12 1/3 1/4 1/5
0 1/2 1/3 1/4 1/5
G =(c,)=[0 0 13 1/4 15
0 0 0 1/4 1/5

veya kisaca

*

Cu =1k+1
0 k<n

,0<n<k

oldugunu gostermistir.
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b) ¢ ve bv" uzaylarna sirasiyla izometrik olarak izomorf olan ¢,, ve C @ bs

. . .. .. .. * . . .. .. . . .. . . . .
uzaylar lizerinde géz oniine alinan C, adjoint operatoriiniin matris gosteriminin ise

0 0 0 0
112 13 1/4
12 1/3 1/4

1

0
C =c, =|0 0

00 0 13 1/4

veya kisaca

,n=k=0
,n=0,n<k

1
0
l ,1<n<k
k
0

,0<k<n

oldugunu gostermistir.
Teorem 1.4.2: Cesaro operatorii regiilerdir.

Tamm 1.4.3.(Agirlikli Ortalama operatorii )

Po>0,n21icin p, 20 ve P =Zpk olmak tizere

n

k=0
P o<k<n
ank= k
0 k>n

biciminde verilen 4 = (ank) matrisi ile tanimlanan operatore agirlikli ortalama operatorii

denir ve bu operatdriin matris gésterimi

oo 0 0 o0
F,
Lo P9 o 0
R A
(@)=|p P P
P, B P
LR N
kP B P

seklindedir.
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Tamm 1.4.4. (Rhaly operatorii ) Bir a = (an) skaler dizisi i¢gin

R a, ,0<k<n
=da =
o 0 , diger durumlar

bi¢iminde verilen R, = (ank) matrisinin tanimladigi operatdre Rhaly operatorii denir ve

bu operatoriiniin matris gosterimi

a 0 0 0
a a 0 0

a, a, a, 0
seklindedir.

Teorem 1.4.5: R, operatdriiniin ¢, iizerinde sinirl bir lineer operatdor olmasi

icin gerek ve yeter sart Ra* =R, olmasidir. (Wilansky 1964)
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BOLUM 2

NORMLU UZAYLARDA LINEER OPERATORLERIN
SPEKTRAL TEORISi

Bu béliimde temel olusturmasi nedeniyle once sonlu boyutlu uzaylar tizerindeki
operatorlerin spektrum ve resolventlerine kisaca degindikten sonra sonsuz boyutlu

uzaylardaki operatorlerin spektrum ve resolventleri detayli olarak incelenecektir.
2.1.Sonlu Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori

X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 7: X — X bir lineer operator oldugunda X
uzayinin bazina bagl olarak T lineer operatdrii matrisler ile gosterilebilir.

A= (a jk) reel yada kompleks terimli nxn tipinde karesel bir matris ise 6zdeger

ve Ozvektorler
(1) Ax = Ax

denklemi ile tanimlanirlar.

Tamm 2.1.1: x # 0 olmak iizere 4Ax = Ax denkleminin bir ¢6zliimii varsa bu A

sayisina A4 = (a_/k) kare matrisinin ozdegeri ve bu 6zdegere karsilik gelen x vektoriine

ise Ozvektorti denir. (Burada A, X normlu uzaymnin tanimlandigi K cisminin
elemanidir.)

A Ozdegerine karsilik gelen Ozvektorler ile sifir vektorii, X uzaymin bir alt
vektor uzayini olusturur ve bu uzaya A ya karsilik gelen dzuzay: denir.

A kare matrisinin tiim 6z degerlerinin o(A4) kiimesi, A matrisinin spektrum

kiimesi ve kompleks diizlemde bu spektrum kiimesinin tiimleyeni olan p(A4)=C—-oc(A4)

kiimesine ise resolvent kiimesi denir. Buna gore 4 = (a jk) kare matrisi i¢in
O'(A) = {l Ax=Ax,x # O}
p(A)=C—o(4)
olur. nxn tipindeki A kare matrisi i¢in 6zdeger ve 6zvektorleri bulmak i¢in oncelikle

nxn tipindeki / birim matrisi igin (1) denklemi

) (A= AD)x=0
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seklinde yazilir. Bu ifade, x:(fl,...,é‘n) vektoriiniin bilesenlerini bilinmeyen olarak

alan n tane lineer denklemin homojen bir sistemidir. (2) denkleminin x # 0 bi¢cimde

bir ¢oziimiiniin olmas1 i¢in det(4—Al/)=0 olmalidir. Yani A kare matrisinin

karakteristik denklemi det(4 — Al) igin

a,—A ap, a3 a,
a,, ay,—A a,y, a,,
3) det(4-Al)=| a, as, oy, —A .. a,, |=0
anl anZ anS arm - /1

olmalidir. (Ciinkiidet(4 — Al) # 0 oldugunda (A4—Al)x =0 denkleminin x =0 ¢bziimii

elde edilir. Bu ise asikar ¢oziim olup zaten bilinmektedir.) Bu ifade ise A kare
matrisinin karakteristik polinomunun, A ya bagh n. dereceden bir polinom oldugu

gosterir.

Matrisin 6zdegerlerinin nasil bulanacagini ifade eden bu sonug asagidaki teorem
ile ifade edilebilir:

Teorem 2.1.2: nxn tipindeki A4 :(a jk) kare matrisinin 6zdegerleri, A kare

matrisinin karakteristik denklemi olan (3) denklemi ile bulunur ve A kare matrisinin en

az bir tane ve en fazla n tane farkli 6zdegeri vardir. (Kreyszig 1989)

Kare matrislerdeki bu sonu¢ n boyutlu X normlu uzayi iizerindeki 7: X — X

lineer operatdriine soyle uygulanir: e = {el,ez,...,en}, X normlu uzaymin herhangi bir
bazi ve bu baza gore T lineer operatoriine karsilik gelen matris 7. = (a_/.k) olsun. Bu

durumda 7, matrisinin 6zdegerleri, T lineer operatdriiniin 6zdegerleri olur. Yine bu

matrisin spektrum ve resolvent kiimesi, T lineer operatoriin spektrum ve resolvent

kiimesi olur.

Teorem 2.1.3: Sonlu boyutlu X normlu uzayi iizerinde verilmis bir 7: X — X
lineer operatoriiniin X uzaymin farkli bazlarina bagl olarak tim matris gosterimleri

ayn1 6zdegerlere sahiptir. (Kreyszig 1989)
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Tamm 2.1.4: 7, ve T, , nxn tipinde sirasiyla e ve e bazlarina gore aynt T
operatdriinii temsil eden matrisler olsun. Eger 7, = C™'T,C esitligini saglayacak sekilde
singiiler olmayan bir C matrisi mevcut ise nxn tipindeki 7, ye, 7, e benzerdir denir.

Buna gore:
a) Sonlu boyutlu X normlu uzay: iizerinde ayni T lineer operatdriinii temsil eden
iki matris, X normlu uzayinin herhangi iki bazina gore benzerdir.

b) Benzer matrisler, ayni1 6zdegerlere sahiptir.

Teorem 2.1.5 (Varhk Teoremi) Sonlu boyutlu kompleks X #{0} normlu

uzayinda bir lineer operatoriin en az bir tane 6zdegeri vardir. (Kreyszig 1989)

Teorem 2.1.6: X vektor uzayi lizerinde lineer bir T operatdriintin farklh

Ay Ay sy A, Ozdegerlerine karsilik gelen x,,x,,...,x, Ozvektorleri lineer bagimsizdir.

(Kreyszig 1989)

Ispat: Kabul edelim ki {xl,xz,...,xn} kiimesi lineer bagimli olsun. Bu kiimenin
lineer bagimsiz olacak sekilde bir {xl,xz,...,xmfl} alt kiimesini alalim. Diyelim ki x,,
elemani bu kiimenin elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilen ilk vektor
olsun. Bu durumda
4) X, =a,x +.+ta, x,

olacak sekilde o,,a,,...,a, skalerleri vardir. T—A I operatorii (4) esitliginin her iki

tarafina uygulanirsa

—_

m—

(T—2,1)x, (T-2,1)x,

~.
_— =

3

a4, -2,k

—

~

esitligi elde edilir. x, vektorii, 4, Ozdegerine karsilik gelen bir 6zvektdr oldugundan
bu esitligin sol tarafi sifirdir. Dolayisiyla j=1,2,..,m—1 i¢in x, vektorleri lineer
bagimsiz oldugundan a, (ﬂj -4, ) =0 olmalidir. j=12,...m—1 i¢in lj =4,

oldugundan da «; =0 olmalidir. Buna gore (4) ifadesinden x, =0 olur. Ancak x,
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vektorii bir 6zvektor oldugundan x, #0 dir. Celiski. O halde varsayim yanlis olup,

{x,,%,,....x, } kiimesi lineer bagimsizdir.

2.2.Spektral ve Resolvent Kavrami

Normlu kompleks X ;é{O} uzayr ve (T)c X tanim kiimesi olmak {izere
T:0(T)—> X lineer operator olsun. A bir kompleks say1 ve I da g(7) kiimesi
tizerinde birim operator olmak tizere,

(1) T,=T-A
operatoriinii tanimlayalim. Eger 7, operatoriiniin tersi varsa, bu ters operatore T nin

resolvent operatorii denir ve R, (T) ile gosterilir. Buna goére

) R, (T)=T," =(T-AI)"
olur. Kullanilan T operatorii bilindiginde kisalik i¢in R, (7") yerine R, kullanilir.

R, (T)resolvent operatdrii, 7,x =y denklemini ¢6zmeye yardimci oldugundan
“resolvent-¢ozen” adi uygundur. Bu durumda R,(7) mevcut olmak iizere

x=T {1 y=R,(T)y olur. Lineer operatorlerin tersi de lineer operatér oldugundan R,

resolvent operatorii de bir lineer operatordiir.

Burada 6nemli olan R, resolvent operatdriiniin 6zelliklerinin arastirilmasinin, T
operatoriiniin 6zelliklerinin incelenmesi i¢in temel olmasidir. 7, ve R, operatorlerinin

bir ¢cok 6zelligi A kompleks sayisina baglidir. Spektral teori de bu 6zelliklerle ilgilenir.

Tanm 2.2.1: X ;t{O} kompleks normlu uzay1r ve @(7)c X tanim kiimesi
olmak tizere T : (7)) — X lineer operator olsun. Eger
(R) R,(T) mevcut
(R)) R,(T) smurh

(Ry) R,(T) ,Xuzayiiginde yogun bir kiimede taniml

sartlar1 saglaniyorsa A kompleks sayisina T operatoriiniin regiiler degeri ve biitiin

regiiler degerlerin olusturdugu p(7') kiimesine, T operatoriiniin resolvent kiimesi denir.

Buna gore
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p(T) = {/1 : A regiiler deger }
= {}t :(T —ﬂJ)f1 mevcut ,sinirlt ve X de yogun bir kiimede tanzmll}

olur. Resolvent kiimesinin C kompleks diizlemindeki o(7)=C— p(T) timleyeni, T

operatdriiniin spektrumu ve A< o(T) kompleks sayis1 da T operatoriiniin spektral degeri

olur. Buna gore
O'(T ) = {/1 : A spektral deger}
Herhangi bir X vektor uzayi iizerinde tanimli T operatdriiniin spektrumunu acik olarak

belirtmemiz gerektiginde o (7,X)ile gosterilir.

o(T) spektrum kiimesi asagidaki gibi ayrik li¢ kiimeye ayrilabilir:

Nokta Spektrum: (Discret-ayrik spektrum) R,(7) resolvent operatdriiniin

meveut olmadigi A sayilarmin kiimesi olup o ,(T) ile gosterilir. Bu durumda
Ae o ,(T) kompleks sayis1 T operatdriiniin bir 6zdegeri olur.

Stirekli Spektrum: R,(T) resolvent operatdriiniin mevcut oldugu, (R,) sartinin

saglanip (R,) sartinin saglanmadigi yani, R, (T") resolvent operatoriiniin sinirsiz oldugu
A sayilarinin kiimesidir ve o (7) ile gosterilir.

Residii_Spektrum: (Artik spektrum) R, (7)) resolvent operatoriiniin mevcut

oldugu (smnirh veya sinirsiz) fakat (R;) sartmin saglanmadigr yani R, (7)resolvent
operatoriiniin tanim kiimesinin X uzayinda yogun olmadig1 A4 sayilarinin kiimesidir ve
o,.(T) ile gosterilir.

Bu tanimda ifade edilen sartlar agagidaki tablo ile verilebilir:

Tablo 2.1. Resolvent ve Spektrum kiimelerinin sartlari

A kompleks sayisinin ait oldugu kiime | Saglanan sartlar | Saglanmayan sartlar

p(T) resolvent (R).(R,).(R,)
o ,(T) nokta spektrum (R)
o (T) stirekli spektrum (R),(R;) (R,)

o, (T)residi spektrum (R) (Ry)




18

Dikkat edilirse tablodaki dort kiime ayriktir ve birlesimleri tiim kompleks

diizlemi olusturur. Yani
C=p(T)uo,(T)uo, (T)uo,(T)
dir. Bu tanimdaki bazi kiimelerin bos kiime olup olmamas1 tartisilmasi gereken bir

varlik problemidir.

Teorem 1.2.2 nedeniyle T {1 =R, :R(T,) > o(T,) doniisiimiiniin mevcut
olmas: i¢in gerek ve yeter sart 7,x=0 oldugunda x=0 olmasidir, yani 7,
operatoriiniin  ¢ekirdeginin {0} olmasidir. Yani eger I x#0 vektori icin
T,x=(T—Al)x=0 ise T,operatoriiniin tersi yani R, resolvent operatorii mevcut
degildir. O halde A€o ,(T) dir. Buise A4 degerinin T operatoriiniin 6zdegeri olmasidir.

Bu durumda x vektorii T operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii olur.
(Veya eger X uzay1 bir fonksiyon uzayi ise T operatdriiniin bir 6zfonksiyonu olarak
adlandirilir.) Sonlu boyutlu uzaylarda oldugu gibi 6zuzay T nin A 6zdegerine karsilik
gelen biitiin 6zvektorleri ile 0 dan ibaret olan, ¢(7)nin alt uzay1 T nin A ya karsilik
gelen 6z alt uzayini olusturur.

Buradaki 6zdegerin tanimi bir 6nceki tanim ile uyumludur. Ciinkii sonlu boyutlu
uzay lizerinde tanimli lineer operatoriin spektrumu sadece nokta spektrumu olup stirekli
ve residii spektrumu bos kiimedir. Dolayisiyla sonlu boyutlu uzaylarda her spektral

deger bir 6zdegerdir.

Eger X sonsuz boyutlu ise bu durumda T operatoriiniin 6zdeger olmayan
spektral degerleri olabilir. Yani spektrum kiimesinin elemani olup nokta spektrum

kiimesinin eleman1 olmayan degerler olabilir. Bunu asagidaki 6érnekle gorelim.

Ornek 2.2.2: X =/, Hilbert dizi uzay1 iizerinde x = (&f/ ) e/, olmak lizere

(3) (£.6,, ) (0,6.4,...)

ile tanimlanan 7:/, — ¢, lineer operatoriinii tanimlayalim. ¢, uzaymndaki norm

||x||:[2‘xj‘ J olduguna gore
j=1

b2

=060l She | =l
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oldugundan T smurlidir. Ayn1 zamanda ||T || = sup% =supl=1 dir. Dolayisiyla
x#=0  ||X] x#0

a) Tx=0=>x=0 dir, yani R(T)=T":T(X)>X , (§.&,..)>(&.6..)

operatérii mevcuttur. Yani RO(T ),(Rl)sartlm saglar. Fakat (3) ifadesinden 7'(X)

kiimesi, Y = {(77 j): n, = 0} uzayinin bir alt uzayidir. Bu ise 7(X) # X olmasidir yani
T'(X) kiimesi X uzay: i¢inde yogun degildir. Yani R, (T ),(R3) sartin1 saglamaz. Su

halde A=0, T operatoriiniin resolvent kiimesinin bir elemani olmayip, spektrum
kiimesinin elemanidir. Yani 4 =0 bir spektral degerdir.

b) Ayrica (3) den Tx=0=>x=0 dir ve 0 vektori 6z vektor degildir.

Dolayisiyla 4 =0 6zdeger degildir.

X tam uzay, T:X — X operatorii sinirli ve lineer olmak lizere eger baz1 A
kompleks sayilar1 i¢in R, (") resolventi mevcut ve X uzayinin tamamu iizerinde taniml

ise A¢ik donilisiim — Sinirli Ters teoremi nedeniyle s6z konusu A lar igin resolventin

sinirli oldugu da sdylenebilir.

Lemma 2.2.3: X kompleks Banach uzayi iizerinde 7: X — X lineer operatorii
ve A€ p(T) olsun. Eger
(a) T kapali  veya (b) T sirh

ise bu taktirde R,(7) resolvent operatorii, X uzaymnin tamamu iizerinde tanimli ve

smirhdir. (Kreyszig 1989)

2.3.Smirh Lineer Operatorlerin Spektral Ozellikleri

Bu kisimda verilen bir operatdriin spektrumunun genel 6zellikleri ele alinacaktir.
Bu o6zellikler operatdriin kendisine ve operatoriin tamimlandig1 uzaya baghdir. Once

kompleks X Banach uzayi iizerinde tanimli ve smirli T lineer operatorleri ile

baslayacagiz. Yani T e B(X) alacagiz.
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Teorem 2.3.1: X Banach uzay1 olmak {izere T eB(X ) alalim. Eger ||T || <1 ise

bu durumda (/—T)"', X uzaymm tamanmu iizerinde smurli lineer bir operatordiir ve

esitligin sagindaki seri B (X ) kiimesinin lizerindeki norma gore yakinsak olmak iizere

(1) (I—T)_l=iTj=]+T+T2+...

=0
dir. (Kreyszig 1989)

Ispat: Tiimevarimdan HT / H S”T ||j dir. Ayrica Z”T ||j geometrik serileri ||T ||<1
icin yakinsak oldugundan (1) ifadesindeki seri ||T || <licin mutlak yakisaktir. X uzayi

Banach uzay1 oldugundan tamdir, Teorem 1.2.6 geregince de B(X ) tamdir. Dolayisiyla

mutlak yakinsaklik serinin yakinsakligini gerektirir. Buna gore (1) serisi yakinsaktir.

Simdi VxeX, ZT /(x)=S(x) serisinin toplamm S ile gdsterelim. Bu durumda

S =(I -T )71 oldugunu gostermek yeterlidir. S, , (1) serisinin kismi toplamlar dizisini

gostermek lizere
(I-T)S,=(I-T)(I+T+T"+..+T")
=I+T+T*+.+T"-T-T*-T°-..-T""
=]-T""
S,(I-T)=(I+T+T*+..+T")(I-T)=1-T""

()

yazilabilir. Ote yandan ||T || <1 oldugundan#n — o igin T""' — 0 olur. Bdylece (2) de
n — ooigin limite gegilirse
3) (I-T)S=1ve S(I-T)=1

elde edilir. Buise S=(/-7)" olmasidir. m

Simdi bu teoremin ilk uygulamasi olarak sinirli bir lineer operatoriin
spektrumunun kompleks diizlemde kapali bir kiime oldugunu gosterelim.

Teorem 2.3.2: X kompleks Banach uzay1 iizerinde tanimli sinirlt lineer bir T
operatoriiniin p(7") resolvent kiimesi agiktir ve dolayisiyla o(7) spektrumu kapalidir.
(Kreyszig 1989)

Ispat: Eger p(T)=O ise ispat asikardir. Simdi p(T)# < olsun. Bu durumda

A,€p(T) sabitini ve herhangi bir AeC alalim.
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T,=T—-A =T =4I+ - Al =T =] —(A—2)1
=T a0 1= 2T =AY |27, [1- (=40
=7, [I-(21-4)R, |

olur. Eger

(4) V=I-(A-2)R,

dersek T, =7,V yazlabilir. A ep(T)ve T operatorinin smirliligindan Lemma
2.2.3-b geregince R, resolvent operatdrii X uzaymin tamami tizerinde tammli ve
smirhdir. Su halde R, =T, %’1 eB(X) dir. Teorem 2.3.1 deki T operatorii yerine

(A=2,)R, € B(X) operatorii alinrsa H(ﬂ ~ AR, H <1 olmak iizere tiim A degerleri

icin [I —(A-2,)R e ]_1 =V operatdrii X uzaymmin tamami iizerinde tanimli ve smirh

olup,
(5) yr=[1-(-2)r, [ =§;[(/1—40)R%}' :%(/1—/10)’@01‘
dir. Ayrica

(©6) [(A-2)R, | <1 = |2-4] |8, |<1= |ﬂ—%|<m

dir. Su halde T %"1 =R, €B(X) oldugundan ve (4) ifadesinden (6) yi saglayan her 4
degeri i¢in 7, operatoriiniin

-1 -1 — -1 —
(7) R,=1," =(r vy =v'1, " =V"'R,

seklinde bir tersi vardir. Dolayisiyla (6), T operatdriiniin A4, 1n regiiler 4 degerlerinden
ibaret komsulugunu gosterir. (R, mevcut, R, =V 'R ;, Oldugundan siurl ve X

uzaymin tamaminda tanimhdir.) A,€p(7T) keyfi oldugundan p(7) resolvent kiimesi

acik kiimedir. Dolayisiyla tiimleyeni o(7') = C— p(T') kapahdir. m

Teorem 2.3.3: X kompleks Banach uzay1 ve bu uzay iizerinde tanimli sinirl
lineer bir T operatorii alalaim. R,(7") resolvent operatorii her A, € p(T)i¢in kompleks
1

diizlemde |- 4,| <
"R

diski i¢inde mutlak yakinsak olan
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) R, = i(ﬂ _ﬂo )j R/lo "

J

gosterimine sahiptir. Bu disk, o(7')resolvent kiimesinin bir alt kiimesidir. (Kreyszig

1989)
Teoremin ispat1 i¢in, yukaridaki (7 ifadesinde (5) ifadesindeki esitlik yazilirsa

R, = (z (A-4)R, j]RAO =2 (A=4) R, elde edilir.

Teorem 2.3.4: X kompleks Banach uzay: iizerinde sinirlh 7: X — X lineer

operatdriiniin o(7") spektrumu kompakttir ve
© 4 <[l
ile verilen diskin i¢indedir. Yani T operatoriiniin p(7') resolvent kiimesi bos degildir.
(Kreyszig 1989)

ispat: Teorem 1.2.7 den o(T)nin kapali ve smirl oldugunu gostermek
yeterlidir. Teorem 2.3.2 den O'(T ) kiimesi kapalidir. O halde sinirliliga bakmak

yeterlidir. 4 #0 alalim. Teorem 2.3.1 geregince

R, =(T-21)" = (AGT—ID_] = (—l(!—%TD_]
-2-r) 225
|7l

lT H:—<1 esitsizligini saglayan her A icin yakinsaktir.

Z

Yani |/1|>||T || icin yakinsaktir. Ayn1 teorem sebebiyle |/1|>||T || sartin1 saglayan A

(10)

yazilabilir. Buradaki seri

degerleri p(T) resolvent kiimesinin elemanlaridir. Dolayisiyla o(7)=C— p(T)
esitliginden O'(T ) spektrumunun elemanlar (9) ifadesindeki diskin i¢inde olmalidir. Bu

ise o(T') spektrum kiimesinin siirl olmasidir.

Tamm 2.3.5: X #{0} ve TeB(X) olsun. o(T), T nin spektrumu olmak iizere

r,(T)= sup |4

Aeo(T)

sayisina spektral yarigapi denir. Eger X bir Banach uzayi ise
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(11) r, (T) = limg/|T"

n—0

dir. (Brown ve Page 1970, sh 237)

Teorem 2.3.6: X #{0}ve TeB(X) olsun. Bu durumda o(T")co(T) dir.

Eger X bir Banach uzayi ise o(T") = o (T) dir. (Brown ve Page 1970, sh 242)

2.4. Resolvent ve Spektrumun Diger Ozellikleri

Teorem 2.4.1: X kompleks Banach uzay1, Te B(X) ve A, ue p(T)alalim. Bu

durumda

a) T operatoriiniin R, resolvent operatdrii,

(1) R,~R,=(u-2)R,R,  [Auep(T)
resolvent denklemini saglar.

b) R, resolvent operatorii, T operatorii ile degismeli olan bir Se B(X)
operatorii ile degismelidir.

c) Ayrica
2) R,R,=R,R, [2, e p(1)]
dir. (Kreyszig 1989)

Ispat:

a) T operatorii sinirhh oldugundan Lemma 2.2.3’li uygularsak R, resolvent
operatdrii X uzaymin tamami tizerinde taniml ve sinirlidir. Yani 7, operatdriiniin deger
kiimesi X uzaymn kendisidir. (R, : X — X , T: X — X) O halde I, X uzay1 iizerinde
birim operator olmak iizere A,uep(T) igin I=T,R, ve I=R .1, yazlabilir.
Dolayisiyla

R,-R,=R,I-IR, =R (T,R,)-(R,T, )R, =R, (T, -T, )R,
=R, (T-M—-(T—w)R, =R, (- AI +ul)R, =(u—A)R,R,
dir. Yani R, - R, = (- i)RﬂRl bulunur.

b) Se B(X) operatorii T ile degismeli yani ST =TS olsun.

ST, =S(T' = Al)=ST — ASI = ST — AS =TS — S
T,S=(T-AI)S=TS — AIS =TS - 1S
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ifadelerinden 7, S =ST, dir. O halde (a) sikkinda bulunan 7/ =T7,R, =R,T, esitligi
kullanilirsa
R,S=R,SI=R,ST,R, =R,T,SR, =ISR, =SR,

dir. Yani R,S =S8R, dir. Buise R, resolvent operatoriiniin S ile degismeli olmasidir.

¢) Oncelikle (b) sikkinda R, yerine R .» T yerine T ve S yerine de T alimirsa, T
operatdrii kendi ile degismeli oldugundan R, resolvent operatorii T operatorii ile
degismelidir.

Simdi de (b) sikkinda R, yerine R,, T yerine T ve S yerine de R B alinirsa, R,

resolvent operatdrii R, resolvent operatdrii ile degismelidir. Yani R, R, =R R, dir. »

Spektral teorisinde Onemli bir yeri olan diger bir sonug¢ spektral doniisiim
teoremidir. On hazirlik amaciyla matris 6zdeger teorisi ile baslayalim:
Eger A, A kare matrisinin bir 6zdegeri ise 3 x#0 i¢in Ax=Ax oldugunu
biliyoruz. Buradan ise
A’x=AAx=Alx = Ax=Ax=x
yazilabilir. Yani 4°x = A>x bulunur. Bu sekilde devam edilirse VmeZ" igin
A"x=A"x
oldugu elde edilir. Yani A, A kare matrisinin bir 6zdegeri ise A", A" kare matrisinin
bir  Ozdegeridir ve daha genel olarak p(i) =a ' +a, A +..+a,,
pA)=a 4" +a

A" +...+a,] matrisinin bir zdegeridir.

n-1

Simdi de sonlu boyutta elde edilen bu sonucun herhangi bir boyuttaki Banach
uzayina da genisletilebilecegini gérmeye ¢alisalim. Ancak bu yapilirken sinirlt bir lineer
operatoriin spektrumunun bostan farkli oldugu sonucu kullanilir.

Asagidaki teoremde p(G(T)) = {,u € (C|,u = p(/l) :ZEJ(T)} semboliinii
kullanacagiz.

Teorem 2.4.2: (Polinomlar i¢in spektral doniisiim teoremi) X kompleks Banach

uzayl, TeB(X) ve p(A)=a ' +a, A" +..+a, ,(a, #0) olsun. Bu durumda

(3) o(p(T)) = pla(T))
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dir. Yani p(T)=a,T" +a, T"" +..+a,] operatorinin o(p(T)) spektrumu, T
operatoriiniin o(T) spektrumuna ait noktalari p polinomu altindaki gériintiilerinden
ibarettir. (Kreyszig 1989)

ispat: o(T)# @ oldugu bilinmektedir. Eger n=0 ise esitlik agiktir. Zira
plo(1)= e} =0 (p(7)) i

n>0 olsun. Bu durumda o(p(T))< p(o(T)) ve p(o(T))< o(p(T)) oldugunu
gostermek yeterlidir.

a) o(p(T))< plo(T)

) oldugunu gorelim. Kolaylik agisindan xzeC ig¢in
p(T)=5 diyelim. Eger (p(T)-pd)' =(S—pd)" =5 #_1 operatorii meveut ise bu

durumda S ﬂ‘l operatort, p(T ) polinomunun resolvent operatorii olur. x yu sabit
olarak alalim. X kompleks uzay oldugundan S, (A4)= p(4)—u ile verilen polinom
lineer ¢arpanlara ayrilabilir. Buna gore S, niin kokleri y,,7,,...,, olmak tizere (u ye
bagli olan)

4) S,=p(A)-pu=a,(A-1)(A-7,)--(A1-7,)

seklinde yazilabilir. Bu durumda (4) ifadesine karsilik olarak

S,=p(T)-pl=a,(T-yI)(T-p,1)..(T-y,l)

yazabiliriz. Eger her bir y, koki p(T ) resolvent kiimesinin elemani ise bu durumda her
bir 77—y, Lemma 2.2.3 geregince X in tamaminda sinirh bir inverse sahip olur.

Lemma 1.2.8 den

L . f :
S = (T=n D) (T=7,.0) AT =1d)

n

dir. Bu durumda § #_1 operatdrii mevcut, smirli ve X uzaymimn tamaminda tanimli
oldugundan u sabiti p(T ) polinomunun resolvent kiimesinin elemani, yani

uep(p(T)) olur.
Simdi ueo(p(T)) alalim. Bu durumda 3 y; 1¢in y, € o(T) olur. (4) ifadesi

g6z Online alinirsa
Sﬂ (7‘/): p(]/])—/J =0
ve dolayisiyla

u=p(7,)ep(o(7))
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elde edilir. Fakat 4 e o(p(T))keyfi oldugundan
a(p(T)) < plo(7))
oldugu goriiliir.

b) p(o(T))c o(p(T)) oldugunu gorelim. Bunun igin xep(o(T)) alalim. Bu
durumda p(o(7))={p(1):Aec(T)} gorintii tanimndan 3 feo(T) degeri icin
K= p(,[)’) olur. Simdi ,BGO'(T ) icin iki durum s6z konusudur: 7 — I operatoriiniin ya
bir tersi vardir, ya da bir tersi yoktur.

1. durum: 7 —pI operatoriinin bir tersi mevcut olmasin. x = p(ﬂ) esitligi
diizenlenirse p(f)-x=0dr. Buise # nn S, (1)=p(1)-« ile verilen polinomun
bir kokii olmasidir. O halde g(/l) polinomu S_(4) polinomunun diger tam bdlenlerinin
ve «, bas katsayisinin carpimini gostermek lizere S, (i) = p(/i) -K= ( A-p ) g (/1)
yazilabilir. Bu gosterime gore de
(5) S (A)=p(T)-xI=(T-pI)g(T)
elde edilir. g(T ) nin biitin carpanlart1 7 -1 ile degismeli oldugundan
S, ( /1) = g(/i)(ﬂ, -p ) seklinde de yazilabilir. O halde
© 5. (4)=g(1)(T- 1)
yazilabilir. Eger S, ifadesinin bir tersi mevcut olsaydi (5) ve (6) ifadelerinden

I=(T-pI)g(T)S, "' =S"g(T)(T-pI)
ifadesi elde edilir. Buradan ise 7 — I operatoriiniin bir tersi vardir. Halbuki kabuliimiiz
T — fBI operatériiniin tersinin mevcut olmadigi idi. O halde S_ ifadesinin S_~' tersi
mevcut degildir. Yani x elemani igin p(T ) polinomunun resolvent operatorii
(p(T)-xd)"' =S, mevcut degildir. O halde x elemam, p(T) polinomunun
spektrumun elemamidir. Yani xeo(p(T)) dir. xep(o(T)) keyfi olarak alindigindan
T — Bl operatdriiniin bir tersi mevcut olmamak {izere p(a(T )) c a( p(T )) bulunur.

2. durum: 7 -l operatoriiniin bir tersi mevcut olsun. xeo(p(T)) yani
K%p(p(T )) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de (R)),(R,) ve (R,)sartlarindan en az
birinin saglanmadigini  gérmeliyiz. (R,)sartinin = saglanmadigin1  yani 7T - I

operatoriiniin deger kiimesi i¢in
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(7) R(T-pI)= X

oldugunu gorelim. Eger (R,)saglansayd: yani ER(T - pl ): X olsaydr Teorem 1.2.3
den (T - pl )_l operatorii smirli olur yani (R,) sartt saglanirdi. Buradan da
B € p(T)olurdu. Bu ise kabulimiiz olan Seo(T)ile gelisir. O halde (7) ifadesi
dogrudur. (5) ve (7) ifadelerinden de ER(SK);:& X olur. Simdi de Lemma 2.2.3-bde T
operatorii yerine p(T) alisa, xep(p(T)) alindiginda R(S,)=X olacagindan
K€ J( P (T )) elde edilir. Su halde 7' — Sl nin tersi mevcut olmamak iizere

ple(r) = o(p(7))

oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

2.5. Ince Spektrum (Fine Spektrum)

X bir Banach uzay1 ve T EB(X ) olsun. 7' operatdriiniin deger kiimesi ER(T ) ve

ER(T ) kiimesi {izerinde alman T~ ters operatdrii icin su durumlar séz konusudur:

LR(T)=X

1. R(T)# X ancak R(T)=X

L R(T)# X

1. 77" mevcut ve smirh
2. T™" mevcut ancak sinirh degil
3. T~ mevcut degil
Bu durumlar birlikte diiiiniildiginde 1,,7,,15,11,, II,, II,, Il IIL,, III,
olmak iizere dokuz tane farkli durum elde edilir. Eger 7' operatérii ///, durumunu

sagliyorsa T €lll, notasyonu kullanilir.
Omegin Telll, ise T mevcut ancak sl degil ve R(7)= X dir. Yine

ornek olarak Tel, ise T~ mevcut ve smirli ve ER(T ) =X dir.

Benzer sekilde 7' operatdriiniin mevcut ve siireksiz oldugunu gostermek igin

T 2 notasyonu, R(7)# X oldugunu gostermek igin ise 7 e /Il notasyonu kullanilir.,
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Eger A karmasik sayis1t Al =T €1, veya Al =T ell, olacak sekilde bir say1 ise
bu durumda A; T operatdriiniin, p(T') resolvent kiimesinin elemamidir. Bu durumda
1,,1,,11,, 11, IIl,, IIl,, IIl, durumlar1 spektrum kiimesinin ayrintili bir big¢imde

siiflandirilmasidir. Dolayisiyla Al =T €11l ise A EIHIG(T ) yazilir. (Goldberg 1966,
sh 66)

Bu kavramlar kisaca agagidaki tablo ile de belirtilebilir:

Tablo2.2. T ve T Operatorlerinin Ince Spektrum sartlarmn kesisim durumlari

1113
111,
I

115
I,
I1,

I
I
I;

L L Iz I IL Iz III; III, III;

»
»
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BOLUM 3

CESARO VE AGIRLIKLI ORTALAMA
OPERATORLERININ SPEKTRUMLARI

Bu boliimde ¢, /¢ p,bvo,bv uzaylari tlizerinde tanimlanan 1. mertebeden Cesaro

ortalamasi ile ¢,/ uzaylar {lizerinde tanimlanan Agirlikli ortalama operatorlerinin

p

spektrumlar1 incelenecektir.

3.1. ¢,Uzayinda Cesaro Operatoriiniin Spektrumu

Co» ||x|| = Sij x,| normu ile birlikte Banach uzayidir. J.B.Reade 1985 de yapmis

oldugu caligmalarda ¢, tlizerindekiC, Cesaro operatoriiniin spektrumu ile ilgili dnemli

Ozellikleri vermistir.

Teorem 1.4.2 geregince C, eB(co) ve Teorem 1.3.2 geregince ||A|| = supz a,,
nok

esitliginden de ||C1 || =1 oldugundan Teorem 1.2.9 geregince HCI*H = ldir.

Teorem 3.1.1: o ,(C,,c,)= dir. (Reade 1985)
Ispat: o, (C,c,)#@ olsun. Bu durumda (R) sarti saglanmaz yani
R,(C)=(C, = AI)" operatorii meveut degildir. Bir bagka degisle C, — Al operatorii 1-1
degildir (6rtenligi saglar ). Buradan Cek(C,—Al)# @ olur. Yani (C, - Al)x=0 olacak
sekilde ¢, uzayinda @ dan farkh bir x=(x,) dizisi vardir. Oyleyse:
1 0 0 0 ..)\x X,
/2 172 0 0 .| x

Cx=Ax = =1
‘x 13 13 13 0 x| s
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X, = Ax,

Exo +Ex1 = Ax,

1 1
gxo —|—§xl +§x2 = Ax,

ﬁ(xo +x, 4.+ X, ) = Ax,

denklemleri saglanir. Bu denklemler ¢oziildiiginde x = (x, ) dizisinin sifirdan farkli ilk

ve Vn>m igin Xy o MF >1 elde edilir. Bu ise
m+1 X n+l-m

n

bileseni x, ise A=

x, >0 (n - 00) olmasi ile yani (xn )e ¢, olmasi ile gelisir. O halde varsayim yanlistir

ve dolayisiyla o, (C,c,)=2 dir.

Lemma 3.1.2: Eger Re(%} =q 1se n— © igin

n

It

k=1

1 1

_k_/I n“

dir. Burada a, ~b, notasyonu ile (a,/b,) ve (b,/a,) dizilerinin smirl olmasi ifade

edilmektedir. (Reade 1985)
Teorem 3.1.3: O'p(Cl*,fl)ZFU{l} dir. Burada F:{AEC:‘A——

1<l dir.
21 2

Ispat: Teorem 3.1.1. in ispatinda oldugu gibi (Cl* - Al )x:0 olacak sekilde

(Reade 1985)

sifirdan farkl bir x=(x,) dizisi vardir. Bu ifade agilirsa:

112 13 14 .\(x, X,
. 0 1/2 13 14 ..
C'x=Ax = /213 Y i

0 0 13 14 ..|x X,
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1 1
X, +Ex1 +§x2 +..=Ax,

1
—X, +=X, +...= Ax

3

1
=X, +...=Ax
3 2 2

1 1

—Xx, + X, +..=Ax,

n

I—LJ ve ZLQ serilerinin
n

elde edilir. Lemma 3.1.2 den Re(%] =a igin Z( )

k=1

karakterleri aynidir. Ote yandan Z—a serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
n

sart o >1 olmasidir. Dolayisiyla z x,| serisinin yakinsak olmasi1 i¢in gerek ve yeter

n

sart Re[%j=a >1 olmasidir. Bir baska degisle Z|xn| <oo yani xe/, olmasi igin

gerek ve yeter sart Re(%] >1 olmasidir. Re(%) >1 ifadesi

a-L
2

<% ifadesine denk

olduguna gore xe/, olmasi igin gerek ve yeter sart

a-L
2

< % olmasidir.

Ispatin buraya kadar olan kismini 1985 yilinda Reade yapmustir. Ancak 1989
yilinda Okutoyi ve Thorpe A =1 degerinin de nokta spektrum kiimesinin bir elemani

oldugunu yani bir 6z deger oldugunu gdstermiglerdir. Gergekten de:

x,#0 ve n>1 igin x, =0 dizisi yani x =/(x,,0,0,...) dizisi i¢in C, x=Ax
(A =1)esitligi saglamr. Halbuki x # @ ve xe/, oldugundan A =1 6zdegeridir.

Dolayisiyla GP(CI*,£1)= Fu {1} dir. m



32

¢, uzayl bir Banach uzay1 oldugundan Teorem 2.3.6 dan o(C,,c,)= O'(Cl*,ﬁ 1)

1

SE}QJ(Q,CO)

dir. Ote yandan o&(C,,c,)kiimesi kapali oldugundan {/”LE(C :‘/L—%

yazilabilir. Simdi bu kapsamanin esitlik oldugunu gorelim.

Teorem 3.1.4: o(C,,¢,)=E = {ﬂe@ :‘/1—%

< %} dir (Reade 1985) .

Ispat: p(C.c,))= {)te C :‘l—%

> %} oldugunu gostermek yeterlidir. Diger bir

ifadeyle

a-L
2

1 .
>5 sartin1 saglayan A sayilarn i¢in (R),(R,),(R;) sartlarnmn

saglandigint gostermeliyiz. Teorem 3.1.1 geregince ap(Cl,co):Q oldugundan (R))
sarti her A sayisi i¢in saglanir. Buradan da Ri(Cl) operatorii mevcut olup A/ —C,

operatorii 1-1 ve ortendir.

Simdi de

a-L
2

>% sartini saglayan A sayilar igin (A —C,)" € B(c,) oldugunu

gorelim. Bunun i¢in Teorem 1.3.2 nin sartlarin1 saglatalim. Eger (/11 -C, )x= y

denklemi agilirsa

A-1 0 0 0o .. 0 RIS Yo
-1/2 2-12 0 0o .. 0 e |l X »
-1/3 -1/3 A-13 0 .. 0 X% | »
-i/n =ln  -lYn -lYn .. A-1/n .. | x, v,
(A-1)x, =¥,
-1 1
7x0+(/1—5jx1=y1
-1 1
?xo xl+(/1—§jx2:y2

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemler y cinsinden ¢oziiliirse
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1
%o ﬂyo
L= 1 J+ 1 1 1 »
1 1 5 0
2 2
X = ! y + ! y
n 1 n n—-1
AL (n+1)[z—1 j(z—lj
n+l n+1 n
+ 4 y
n-2
(m)@_ ! j@_lj@_l j
n+l1 n n—1
ﬂn—Z ﬂ,n_l
+oeet n+l 1 y1+ n+l 1 yO
n+l A—= n+1 A—=
o045 (- )
elde edilir. Bu ise
n—(k+1)
/1“1 1 ,0<k<n
(n+1)1‘[(z-,]
i=k+1 l
1
ank_ ~ 1 5n:k
n+l1
0 k>n

olmak iizere A=(a, )=(A/-C,)" matrisini tammlar. Dolayisiyla Lemma 3.1.2.

geregince her sabit k i¢in lima,, =0 olur. Simdi de ||A|| = supz a,|<oo oldugunu
n n k
gorelim.

T 1
n=0 igin Z|a0k|=|a00|+|a01|+|a02|+...=|a00|:‘ﬂ‘
k=0

n 21 igin Re(%j = a <1 olmak tlizere Lemma 3.1.2 yardimiyla

n—1 ‘ ln—(k+l) ‘

-1 o0 1
ank = ank + ann + Z ank = 1 + n+l 1
k=0 k=0 k=n+1 i_ k=0 (l’l+1) H ﬂ,—*
n+l i=k+1 i
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B 1
- 1

l—— = (n+1)|2
i o T

kl_i

1 1 1 S
= 1 + l’l+1 |/1|2 n+l 1 +k1;lzl 1
A 1I-— “'TIh-—
o -3 =10

n—1
30(1)+M("+1 {1+ i}
o K

SO(1)+M(n+1 { }

| ; {n+1) +o(1)]

o 1 >
elde edilir. Boylece Re(z) =a <1 oldugundan sup2|a,{| <o olur. Boylece Teorem

n k=0

1

1.3.2 nin sartlari gerceklendiginden (A —C,)” = 4eB(c,) dir. Dolayisiyla |A —% >—

icin 1ep(C,,c,) dr.
3.2. ¢l ,,bv,,bv Uzaylarinda Cesaro Operatoriiniin Spektrumu

C, Cesaro operatoriiniin degisik uzaylar tizerindeki spektrumlar1 Okutoyi ve

Leibowitz tarafindan verilmistir. Ilgili teorem ve sonuglari ispatsiz olarak ifade edelim:

Teorem 3.2.1: o ,(C,,c)= {I} dir (Okutoyi 1986) .
Teorem 3.2.2: o,(C,",¢, )= F U {1} dir (Okutoyi 1986) .

1

Teorem 3.2.3: o(C,,c)=E dir. Burada Ez{ﬂe@:‘ﬁ,—a !

SE} dir (Okutoyi

1986) .
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Onerme 3.2.4: A< B(c) olsun. Bu durumda o(4,c)=0(4,¢,) dur (Cartlidge
1978) .

Sonug 3.2.5: ¢(C,.¢ )= E dir.
Teorem 3.2.6: 1< p < oo olsun. Bu durumda C, eB(fp) dir.

Teorem 3.2.7: 1< p <o olsun. Bu durumda o, (CI,E p)=®dir. (Leibowitz

1972)

Teorem 3.2.8: o, (Cl*,fq) = {ie@ :‘}t—%

< %} dur. (Leibowitz 1972)

Teorem 3.2.9: l+l:1 olmak {izere O'(Cl,fp):{/ie(?:‘i—%ﬁ

p q

NONEN

} dur.

(Leibowitz 1972)
Sonug 3.2.10: 5(C,,¢,)={AeC:|A-1 <1} dir.
Teorem 3.2.11: C, € B(bv,) dir (Okutoyi 1986).

Teorem 3.2.12: o ,(C,,bv, )= dir (Okutoyi 1986) .

n

Lemma 3.2.13: 1eCve A #0 olmak iizere z, = H(l —ﬁj olsun. Bu
i+

i=0

o0
durumda Zzn serisinin kismi toplamlar dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n=1

A #1 olmak iizere Re(%} > 1 olmasidir (Okutoyi 1986) .

1

Teorem 3.2.14: o, (Cl*,bs) =E-{0} = {xle(C :‘i —% < 5}— {0} dur (Okutoyi

1986) .
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Teorem 3.2.15: o(C,,bv, )= E dir (Okutoyi 1986) .

Teorem 3.2.16: C, € B(bv) dir (Okutoyi 1986) .

Teorem 3.2.17: o ,(C,,bv) = {l}dir (Okutoyi 1986) .

Teorem 3.2.18: & ,(C,",C ® bs)= E — {0} dir (Okutoyi 1986)
Teorem 3.2.19: o(C,,bv)= E dir (Okutoyi 1986) .

3.3. ¢ Uzayinda Agirhikh Ortalama Operatoriiniin Spektrumu

Bu kisimda ¢ uzayi tlizerinde agirlikli ortalama operatoriiniin spektrumu ile ilgili

Cass F.P. ve Rhoades B.E’nin 1977 de yapmis oldugu ¢aligmalar1 ele alacagiz. Aksi

belirtilmedik¢e y = lim l;" , 0= ﬁlﬁ ve G= {Z” n2 0} olacaktir.

n n n

Lemma 3.3.1: A bir agirlikh ortalama operatorii ve A, B=AI—A=(b,,)
olmak iizere Vnigin b, #0 olacak sekilde bir kompleks say1 olsun. Bu durumda

D=B"=(d, ) matrisi

_h k=n
AB = p,
n—k-1 n P
(1) d, = A L0 ,0<k<n
R’l J=k P,ﬂ*_p/
0 k>n

ile verilir. (Cass ve Rhoades 1977)

Teorem 3.3.2: A bir agirhikli ortalama operatoérii olsun. Bu durumda

o(4,c)c E dir. (Cass ve Rhoades 1977)

Ispat: Ispat i¢in Teorem 1.3.4’den yararlanacagiz.



A,

a-L
2

_71 =a +if denirse  >—1 olur. j=0,1,2,... i¢in 0 < % <1 oldugundan
j

P, a2

> 1+a&

1- =1+(a+i,6’)%

J

J

gerceklenir. Lemma 3.3.1 den k <n i¢in

~ pkin—k—l n Pj
|dnk| - P ]j:]!:])Jﬂ_p

_pA H 1
Pn j=k P; Pn in_(k_l) =k 11— D
All——
P P
D T 1 ‘ P T 1
L i
pA PA
P T 1
2 H p _f;zk
A P, = l+a—L
P

elde edilir. Buradan da

n

1 n 1
fot Lo =—2T] LT

1 |/1|2P"f:°1+a& |/1|2P" +a

J J

Py

_| _Po 1 n D - 1
n v e 1w

0 J

=p0+pl(1+a) n 1
AR (14 )

R

J

37

>l esitsizligini gercekleyecek sekilde bir kompleks sayi olsun.
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= Pl - 1
|/”t|2 P (1+a)

- p
P lyaqL
j

bulunur ve 0 <7 <n i¢in tiimevarimla

. 1
Zﬂk [1

AP, 1+a), = 4 g

P
j

elde edilir. Dolayisiyla

n—1

0 n-1 )
z dnk :Z dnk + dnn + z dnk Zf;tk

k=0 k=0 k=n+1 |Z’P

n

<M{Lix?j@+0+iﬂﬂj

n

pn pl’l

bulunur. Eger o >0 ise 0<—<1 oldugundan 1+a—*

n n

>1 ve eger —1<a <0 ise

1+ a% >1+a elde edilir. M =min{1,1+a} dersek yukandaki esitsizlikte Vn igin

Bl )0

bulunur. Dolayisiyla

supZ|dnk|<oo
nok

elde edilir. Bu ise Teorem 1.3.4 geregince ﬂ,—% >% icin D=B" =(A—A4)" eB(c)

olmasi1 demektir.

Teorem 3.3.3: A bir regiiler agilikli ortalama operatorii olsun. Bu taktirde

zec:z—le“s
2-6|" 2-6

}uG co(4.c)

dir. (Cass ve Rhoades 1977)



39

1_2 sartlarin1 saglayan 4 kompleks sayilari icin A¢ p(A,c)

<

Ispat: ‘/1 -

2-0

oldugunu gérmek yeterlidir. Bunun igin(R,) sartinin saglanmadigimi gérelim. Once her

birnigin A # Pu 5lsun. Bu durumda (1) ifadesinden k£ <n i¢in

n

(2)

Pkﬁ P/ _ P R«ﬁ 1

nk _|1|2])n =k f)}_& _|/1|2f; Pk_] J=k 1 (1_1]171
A )P
= pk - 1
TR

elde edilir. Diger taraftan
T L DI
2) P,

. -1 ,
olmasi icin gerek ve yeter sart = =qa+iff olmak lizere

(1+(1+a)%} +(ﬂ%) <1

n n

dir. Bu esitsizligin p,,, =0 olacak bigimdeki her n igin saglandig1 agiktir. Ote yandan

P,. >0 bicimindeki her n i¢in, bu ifade

2(1+0¢)+[(1+0¢)2 +ﬂ2]%30

n

ifadesine denktir. Bu ifadenin gerceklesmesi i¢in ise

pn+1
pn+l — Pn+l
})n 1- @
Rc+l
ifadesi £ ye gore artan oldugundan yeterince biiyiik n ler icin 6 nin

2(1+a)+ [(1+0¢)2 +,82]%£ 0

ifadesini gergeklemesi yeterlidir. Halbuki bu ifade
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y) __1 < -0
2-06| 2-06
esitsizligiyle esdegerdir. Dolayisiyla son esitsizligi saglayan A kompleks sayist bir

1
2-0

gl_

onceki esitsizligi de saglar. O halde [1-

isartlm saglayan A kompleks

sayilari igin

s 1 P
R

elde edilir. Boylece yeterince biiyiik n ler igin

zpk

-1

Z

el

olup k£ — o i¢in P, — o oldugundan Abel Dini Teoremi geregince
sup Z d
nok

olur. Bu ise baslangictaki sartlar1 saglayan A kompleks sayilar icin A ¢ ,o(A,c) ve

nk:oo

dolayistyla A € o(4,c) olmasidir.

Py

Simdi de ﬂu:[; L icin /IEO'(A,C) oldugunu gorelim. Eger A= ise

n n

B=Al-A=(b,) olmak iizere b, =0 olacagindan (Al —A)" mevcut degildir. (R,)

Pu_ ) e o(4,c) dir. Boylece

n

ﬂeC:Z—LSﬂ ULy CG(A,C)
2-6| 2-0 P

n

elde edilir. ¢ uzaymnin bir Banach uzayr ve O'(A,c) kiimesinin de kapali olmasi

nedeniyle ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 3.3.4: A, 6 =0 olacak sekilde bir regiiler agirlikli ortalama operatorii ise
O'(A,c) = E dir. (Cass ve Rhoades 1977)

ispat: Teorem 3.3.2 den o(4,c)c E dir. Teorem 3.3.3 de §=0 alinirsa

Ec O'(A,C) dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.3.5: A, y >0 olacak bi¢cimde bir regiiler agirlikli ortalama operatorii
ise bu taktirde
1

O'(A,c)g{ﬂe(::‘;t—z—
-7

dir. (Cass ve Rhoades 1977)

Ispat: Teorem 3.3.2 nedeniyle O'(A,c)gE dir. Bu kapsamanin tersi ise
E'c p(A,c) dir. E kapali kiimesinin i¢indeki hangi kompleks sayilarin o spektrum
kiimesine hangilerinin p resolvent kiimesine ait oldugu arastirilip, resolvent kiimesinin
elemanlar1 daha iyi kavranmaya calisilacaktir. Bunun i¢in A kompleks sayilari,

-y
2-y

) PR O

2-y

>

< — esitsizligini gergeklediginde A # ve sartin1 saglayan

1
2

=
2

n

A kompleks sayilari icin A € p(A,c) oldugu goriilecektir.

_71 =a+iff olsun. a <-1 dir. Ancak A # Lo kabul edildiginden A # % =1

n 0

dir. =1 i¢in o =-1 olacagindan « <—1 alimmalidir.

(R) mevcutluk sart: (1) deki D=(1-14)" =(d,,) matrisinin tanimliligimdan

saglanir.

(R,) yogun kiimede tanimlilik sarti da uzayin kendisinde tanimli oldugundan

saglanir.
(R,) smirhlik sartin1 gérelim. Bunu i¢in supz d | <o oldugunu gérmeliyiz.
n k
Teorem 3.3.3 iin ispatindaki (2) ifadesinde |d , =| |§’k I1 ! oldugu
Al By ek

1+(1—1jpf
2)P,

>1 oldugunu gérmeliyiz. Mutlak degerin i¢indeki

goriilmiistii. O halde

1+(1—ljﬁ
2)p

. ; -1 .
degerler i¢in P =t ve = =q+if denilirse;
j

FO)=1+20+ )+ |1+ af + B2
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fonksiyonunun ¢, = — (1 j a) - noktasinda bir minimum noktasi vardir. Diger yandan
(l+a) +p
basta kabul edilen (4 — 5 > ;_—7/ sartinin bir denkligi de 7/(052 + )+ 2a >y -2 dir.
-7 -7
~(1+a) y - Yoo -
Buradan da ¢, = ( < oldugundan V¢ > icin f fonksiyonu
Co(vaf+p 21-7) 2(1-7)

artandir. £ >0 sayis1 yeterince kiigiik segilirse f (IL_ 8] =f (IL] -2-¢- g(g) elde
-7

edilir. f fonksiyonu ¢> 5 (17 ) icin artan oldugundan yeterince kiicik & >0 i¢in
-7

g(g)>0 dur.

. y - . 1 1 -y .

Simdi de f| ——|>1 oldugunu gorelim. |4- > nin bir bagka

1- 2—y| 2-y
denkligi el 7 oldugundan f(LJM elde edilir.
-7 A(l-y) 1=y

Simdi de ¢ sayisim f(IL—gJ = f(ILJ—Zg-g(S): 1° >1 olacak sekilde
e

secelim. y alt limit oldugundan V n> N i¢in

pn+1
P
pn+1 — n+l > Y —c
Pn 1— pn+1 1- Ve
P

n+l

olacak bi¢gimde bir N >0 sayis1 vardir. Boylece V n> N igin

yazilabilir. Diger taraftan V n> N icin

P
:f[%j >u>1

n

dnk

dn+1,k ‘
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elde edilir ki bu Vn,k> N i¢in

dnk

nin n ye gére monoton azalmasidir. Yani D

dnk

matrisinin siitun elemanlar1 simirlhidir. Boylece supz <o oldugunu gérmek ig¢in
nook

n—1
d,|ve Z d | ifadelerinin sonlu oldugu goriilmelidir.
k=N
P
P, B i P e y
—=—"— ifadesi —* ifadesine gére monoton artan oldugundan V n> N
P, | P P,
b,
icin % < 1L +1 olacak bigimde yeterince biiyiikk N >0 sayis1 segilebilir. Bu durumda
n _}/
n—1 n—1 n 1
dnk = 2pk
k=N k=N|}L| Pk_l =k

esitsizligi ile

£
A .
PM—Pn‘ |,1|1+(1—1)p”
ﬂ’ })n—l
— n—1 < 1—5:0(1)

elde edilir. Son iki ifade birlikte goz oniine alindiginda sup2|dnk| <o dur. Teorem
n g

1.3.4 den (A1 —A)_1 =D eB(c) dir. Buise (R,) sartinin saglanmasidir.
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Sonu¢ 3.3.6: A, y:Iim&>O olacak bi¢cimde bir regiiler agirlikli ortalama

n

Doy ¥
PP, 2-y

< l_y}uW

operatorii olsun. Bu durumda W :{ } olmak iizere

1
2-y

O'(A,c)={/1€(C:‘/1— <3
e

dir. (Cass ve Rhoades 1977)

Ispat: Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.5 birlikte diisiiniiliirse

AeCila-—2 <76 co(ae) c laec -1 <6
2=y 2-7 2=y 2-7
dir. Eger Ae G—-W ise 27/ <A <1 dir. Bu durumda ise
e
- 1 Sl—_}/
2-y] 2-7
olacagindan
1 -y
O'(A,c)z AeC:|A- < uw
2=y 2~y
bulunur.

34. ¢, ve { Uzaylarinda Agirhkh Ortalama Operatoriiniin Spektrumu

Agirlikli Ortalama Operatdriiniin ¢, ve ¢, uzayi tizerindeki spektrumu ile ilgili,
onceki kisimdaki diisiince tarziyla ispatlanabilen teoremleri ispatsiz olarak, ¢, uzayi

tizerindeki spektrumu ile ilgili teoremlerin bir kismini da ispath olarak asagida ifade

edelim.

Teorem 3.4.1: A, regiiler bir agirlikli ortalama operatorii olsun. Bu durumda

o(4,c,)c E dir. (Rhoades 1987)

Teorem 3.4.2: A, regiiler bir agirlikli ortalama operatorii olsun. Bu durumda

1
2-0

1-0

< 5}UG§G(A,CO)

{/”LEC:‘/%—
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olur. (Rhoades 1987)

Sonu¢ 3.4.3: A, 6 =0 olacak bicimde regiiler bir agirlikli ortalama operatorii

olsun. Bu durumda o(4,¢c,)=E dir. (Rhoades 1987)

Teorem 3.4.4: A, y >0 olacak bigimde regiiler bir agirlikli ortalama operatorii

< -0 UG
2-6

olsun. Bu durumda

1
2-0

O'(A,co)g{le(j:‘/l—

dir. (Rhoades 1987)

Sonu¢ 3.4.5: A, y = lim% >0 olacak bigimde regiiler bir agirlikli ortalama

n

operatorii olsun. Bu durumda W = Lo Pu o ¥ | olmak iizere
])n Pn 2_7/
O'(A,co)g iECIE—LSﬂ uw
2-6| 2-0

dir. (Rhoades 1987)

Teorem 3.4.6: A bir agirhikli ortalama operatorii olsun. Bu durumda
A‘leB(E p),(IS p<oo) olmasi icin gerek ve yeter sart 0¢G olmasidir. (Cartlidge
1978)

Ispat: Kabul edelim ki 0eG olsun. / » ,(IS p<oo) uzay1 bir Banach uzayi
oldugundan O'(A,K p) kapalidir. Dolayisiyla GCO'(A,Z p) dir. Kabuliimiiz de goz
oniinde  bulundurulursa Oe O'(A,f p) dir. Bu son ifade A =0degerinin
(R).(R,) ve (R,)sartlarindan en az birini saglamadigi anlamindadir. A =0igin
Al —A=—-A operatoriiniin tersi mevcut dolayisiyla (R1) sart1 saglanmaktadir. Bu
durumda (R,) saglanmamaktadir. Yani (A7 —A)_1 :(—A)_1 operatorii sinirli degildir.
Yani 47 ¢ B(¢,) dir.

Simdi de karsit olarak 0¢G olsun. Lemma 3.3.1 den 4 =0 igin
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—-  k=n
P,
P
d,=1—"-1 ,k=n-1
p”l
0 ,diger durumlarda

elde edilir. Boylece

dn,n—l

+|d

nn

2P
supy_|d,,|=sup} }=sup{p” —1}
n k n n

S25up{£}—l=¢—l<oo

=

" P inf p”}
e
SupZ|dnk| = Sup{‘dk—l k‘ + |dkk|} =Ssup {_k"‘i}
koon k ’ k Pr Pin
£2sup{i}:#<oo
¢ inf{p"}
LB

elde edilir. Teorem 1.3.5 ve Teorem 1.3.6 dan AeB((,)ve Ae B(!,)elde edilir.

Teorem 1.3.7 geregince AileB(fp) dir.

Lemma 3.4.7: E, :{/1 e(C:(l—t)ﬂzl}:{/i E(C:‘ﬂwL
21| 2t

Pl
2—t

olmak iizere 0 <¢<r <1 i¢in E, c E, dir. (Cartlidge 1978)

Teorem 3.4.8: A bir agirlikli  ortalama operatdrii  olsun. Eger

AeB(ﬁp) , (1£p<oo) ise

&:nzo UiAeC:A- !
P 2-6

n

1-0
< 2_5}QG(A,EP)

dir. (Cartlidge 1978)

Teorem 3.4.9: A bir agirhikli ortalama operatorii olsun. Bu durumda

AeB(fp),(l£p<oo) ve g > p ise
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pla, e Jnp(a,e,)c plae,) ve olae,)colae, )oo(4,,)

bagintilar1 gerceklenir. (Cartlidge 1978)

Ispat: AeB(fp J(<p<w) ve g>p olsun. ﬂep(A,Kp)m plA,0,) ise
(A1 -4)" EB(E p)m B(¢ ) dur. Riesz Thorin teoremi geregince (Al — A4) EB(K q) dur.
Yani ﬂep(A,Kq) dur. Bu ise p(A,fp)m p(A,Em) c p(A,Kq) bagintisinin

gerceklenmesidir. Bu son ifadenin C kompleks sayilardaki tiimleyeni de

O'(A,fq ) C O'(A, 14 » )u O'(A, ém) bagintisidir.

Teorem 3.4.10: Eger A, y >0 olacak sekilde bir agirlikli ortalama operatorii

<17 Py s
2-y7) £

ise
1
2—-y

O'(A,ﬁl):{/leC:‘ﬁ,—

dir. (Cartlidge 1978)

Teorem 3.4.11: A, y >0 olacak sekilde bir agirlikli ortalama operatorii olsun.

<=7 Pe s 0
2-y b,

Bu durumda 1< p < w0 olmak iizere

1
2—-y

O'(A,Ep)g{ﬂe@:‘/t—

dir. (Cartlidge 1978)

Sonug¢ 3.4.12: A, lim 2

=y >0 olacak sekilde regiiler bir agirlikli ortalama

< 1=y ) &:nZO
2-y b,

n

operatorii ise 1 < p <o olmak lizere

J(A,ﬁp):{/le(l:‘l—ﬁ

dir. (Cartlidge 1978)
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Teorem 3.4.13: A, lim f) =y olacak sekilde regiiler bir agirlikli ortalama

operatorii ve AeB(ﬁp),(ISp<oo) olsun. Eger g > p ise O'(A,ﬁq)ga(A,fp) dir.
(Cartlidge 1978)

Ispat: » > 0olsun. Sonug 3.4.12 den

O'(A,fp)z ﬂue(C:/l—L Sl_—y UlPr.y>0
2=yl 2-r7) (£
1 l—y . ... : . Py
dir. O halde |1 - 5 > 5 ozelligine sahip olan ve her n i¢in A #—*- olan A
e -7

kompleks sayilart igin (A7 — A)™' eB(ﬁ p) dolayisiyla da (A7 — 4)" €B(¢ ) dur. Riesz
Thorin teoremi geregince de ¢ > p icin (/11 — A)f1 eB(E q) elde edilir. Bu durumda
/”Lep(A,Eq) dur. Bu ise p(A,Ep ) c p(A,Eq) demektir.

7 = 0 olsun. Teorem 3.3.2 ve Onerme 3.2.4 nedeniyle U(A,é ) E dir. Teorem

3.4.8 de y =0 yazarsak {%n > O} UE C O'(A,E p) bulunur. Son iki kapsamadan

n

O'(A,E w) c O'(A,f p) dir. Teorem 3.4.9 nedeniyle de O'(A,E J )g G(A,f p) elde edilir.
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BOLUM 4
¢, UZAYINDA RHALY OPERATORUNUN

SPEKTRUMU VE INCE SPEKTRUMU

Bu boliimde bir a = (a, ) skaler dizisi igin

a) L= lign(n +1)a, limiti meveut, sonlu ve sifirdan farkli

b) Vn icina, >0

c)i#j igin a, #a,;

d) a =(a,) monoton azalan bir dizi
olmak iizere k <n igin a,, =a, ve diger durumlarda a,, =0 olmak lizere R, = (ank)
alt tiggensel Rhaly matrisinin, ¢, Banach uzayimndaki ince spektrumu incelenecektir.

Bu boliimde aksi belirtilmedik¢e S ={a, :n=0,1,2,...} olacaktur.

Lemma 4.1: Eger Re(%j =qa ise n—> o0 igin

dir. Burada a, ~b, notasyonu ile (a,/b,) ve (b,/a,) dizilerinin sirl olmasi ifade

edilmektedir. (Yildirim 1998)

Bu lemma 6zel olarak (ak ) = (%j almirsa Lemma 3.1.2 ye indirgenir.

Teorem 4.2: Eger 0<L<owo ise SN(2L,0) co,(R,,¢))c Sm[ZL,oo)

(Yildirim 1998)

Teorem 4.3: Eger 0 <L <o ise
L

Ll L __
{/1:‘/1—5 <E}USU{L} ng(Ra ,C, ;El)g ({/1:‘/1—5

dir. (Yildirim 1998)
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L

Teorem 4.4: Eger 0 <L<oo ise J(Ra,co)={/1:‘/1—5 L

< E} uS dir. (Yildirim

1998)

1 .
Teorem 4.5: 0 <L<oo olsun. a = Rez olmak tlizere eger A¢S ve aL >1 ise

bu durumda Aelll,o(R,,c,) dir. (Yildirim 2002)
Ispat: A¢S oldugundan 7, =A/—R, matrisi bir alt iiggensel matris olup
kosegen iizerindeki elemanlar: sifirdan farkli oldugundan tersi vardir ve 7 [1 mevcuttur.

Teorem 1.4.5 den ¢, uzaymda R, = R,' dir. Bu durumda 7, x = 6 denklemini

inceleyelim:
A—-a, —a, -a, —a, X, 0
; A-a, —a, -—a, X, 0
Ix=T,x= =
0 A-a, -a X, 0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse

X, = (1 — %)xnl

ifadesi buradan da » > 1 i¢in
n-1 a.

X, = 1-—1|x

1%

elde edilir. Buradan Lemma 4.1. nedeniyle
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serilerinin karakterleri aynidir. oL >1oldugundan bu seri yakinsak olur, yani

X= (xo,xl,xz,...)e ¢, bulunur. Dolaysiyla T, operatorii 1-1 degildir. Teorem 1.2.10 den

da 7, operatorii yogun bir deger kiimesine sahip degildir yani SR(T i) # ¢, dir. Bu ise

T, elll demektir.

Simdi de 7,el oldugunu goérelim. Bunun i¢in Teorem 1.2.11 den

faydalanilabiliriz. Banach uzaylarinda sinirligin siireklilige denk olmasi ve ¢, 1n Banach
uzay1 olmasi nedeniyle ER(T ;):co* oldugunu gostermeliyiz. Fakat ¢, =/, olduguna
gore R(T ;)zﬁ ,oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin y=(y,)e/, alahm. Bu

durumda T, x =y olacak sekilde x=(x,)e/, bulmahyiz. Simdi 7,x=y denklemi

incelenirse:
A—-a, -a -a, —a, ..)\[X, Yo
A—a, —a, -a X y
£t 1 2 3 e 1| | N
I, x=T,x= 0 1 =
-a, —a, ..||x, Vs
yani

(ﬂ—ao)xo —Zakxk =Y,
k=1
(;’“_al)xl _zak'xk =N

(ﬂ_az)xz _Zakxk =V,

(/I_an)xn_ z ak'xk :yn

k=n+1

denklemleri elde edilir. x, =0 alinirsa

Y=o

X ==

A

bulunur. Timevarimla » >1 igin



a
n—1
yn_ .yn—l_

A
_ an—3 (1_ an—Z
A A
2 .

n—1 a.
Tl 1-=L 1y
j—l( ﬂ’j ’

22 .(l_hj.yn_z
](1_ an—l
A

1
YA a (1__

(-

A
j‘ynS

elde edilir. Buise x=By i¢in n>1 , k>0 olmak iizere

b=
A
— an—l

2/2

b

n,n—1

by, 2_71 ve n>1 igin b, =—

ile verilen b = (b,, ) matrisini tanimlar. Lemma 4.1 geregince

A n—1 a.
<[ 11—+
=1

B
/137

n n

_1 n—1

olacak sekilde A ve B pozitif sabitleri vardir. Boylece

n=1 n=2

1 1 &yl @
_ 1 -0

g uz( J
<L+iw B :L+£
A& T

ve C =sup ka, olmak iizere k >1 i¢in

o0 0 _1 0
Z b, :|b10|+z b, :‘7‘+Z

n=2

_1 n—1 a.
_1_[[1_7

A

=

a,

A

)
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bnk

ibnk =[By | B oot By | B |+ B | + i

n=1 n=k+2

e, e e 1 (e
_‘/1+|/12 +=Z A’ 11_11 2
e e %
AT 2 1:[ /1]
n—1 1_&
L c QG > | A A
4] A |/12n;2 ﬁl—&
Al A
B
_ 1 C a, - (l’l—l)aL
AW | 2
kaL

1 C a4 B ,< |1
Al A 4 néz(n—l)ﬂ

= — 4+ — _

1 C a B ,& 1
|/1| |ﬂ,|2 + |ﬂ/|2 A nZ_];(n+l)aL

1. C a B ujgl
MNPV Pt
_L_’_ C +kak.§. 1

1] |,1|2 |,1|2 A al-1

1 C ¢ B 1

+——+ —-
A A e

elde edilir. oL >1 oldugundan sup2|bnk| <o dur. Buradan ise B eB((,) olur. yel,
k n

olduguna gore x = By esitliginde xe/, olup T l* operatorii ortendir. Boylece Teorem
1.2.11 den T, operatorii sinirh bir terse sahiptir. Yani 7, €l dir. Sonug olarak 7, e Il],

yani Aelll,o(R,,c,) dr.
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Teorem 4.6: 0<L<oo olsun. Eger A¢S ve alL=1 ise bu durumda
Aell,o(R,,c,) dir. (Yildirim 2002)

Ispat: A¢S oldugundan 7, =A/—R, matrisi bir alt iiggensel matris olup

kosegen lizerindeki elemanlart sifirdan farkli oldugundan tersi vardir ve T /1_1 mevcuttur.
Ohalde T, e 10U 2 dir.

Bir onceki teoremdeki gibi T ; adjoint operatorii gbz Oniine alinirsa 7 ;x =40

denkleminde »n >1 igin

X, = I-—|x,
=0 )"

dir. Buradan Lemma yardimiyla

serilerinin karakterleri aynidir. al =1oldugundan da bu ifade iraksak olur ve

X= (xo,xl,xz,...)e ¢, olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, =0 yani x =0 dir. Dolaysiyla
T, operatorii 1-1 dir. O halde 7,"€ 1U2 dr.

Tablo 2.2 geregince 7, 1U2 ve T, e 1U2 ifadelerini saglayan 7, operatorii
I, ya da II, durumunu saglar. Yani 7, € [, Ull, dir. Teorem 4.3 den ieo(R,.c,)
oldugundan T, ¢I, ve T, ¢ II, dir. O halde T, € II, dir. Bu ise Ae Il,0(R,.c,)

demektir.

Teorem 4.7: 0 <L < olsun. Eger en az bir m (m =0,1,2,...) igin A =a,, ise bu
durumda A=a, €lll,o(R,,c,) dir. (Yildirrm 2002)

Ispat: Onceki c¢alismalarda oldugu gibi (/11 —Ra*):T ;x:O denklemi

incelenirse
A—a, -a -a, -—a, X, 0
A-a, -a, -—a X 0
1 2 3 1
T,x=T'x = =
0 A-a, -a, X, 0

denklem sisteminden
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denklemleri elde edilir.

Once A =a, oldugunu varsayalim. Bu durumda yukaridaki denklem sisteminin
ilk iki denkleminden a,x, = 0 elde edilir. Rhaly matrisinin elemanlarinin pozitif oldugu
hatirlanirsa x, =0 dir. Diger denklemlerde yerine yazilirsa Vn > 0 igin x, =0 olur.

Simdi de m >0 i¢in A =a, oldugunu varsayalim. Bu durumda yukaridaki

denklem sisteminin m. ve (m+1). denklemlerinden, a, x

m~ m+1

=0 yanmi x,,, =0 dir.
Dolayisiyla da V> m igin x, =0 dir. Demek ki A =a, igin x = (x,)=(x,,0,0,...) ve
A=a, i¢in x=(x,)=(x,,%,...x,.,0,0,...) dir. Buise x €/, anlamna gelir. Su halde
(/U —Ra*): T, x=0 esitliginde x e/, bulunur. Bu ise 7, = T, operatorinin 1-1
olmamasidir. Teorem 1.2.10 den 7, yogun bir deger kiimesine sahip degildir. Yani

T, elll dir. Su halde s6z konusu n degerleri i¢in 4 =a,, oldugundan 7, ~ mevcut

degildir. Yani 7, e 3 tiir. O halde 7, elll, yani, A=a, €lll,o(R,.c,)elde edilir.
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