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OPERATOR AYIRMA METODU KULLANILARAK ADVEKSIYON-
DISPERSIYON DENKLEMININ SAYISAL COZUMU
YUKSEK LiSANS TEZi
ERSIN BAHAR
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INSAAT MUHENDISLiGi ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:DOC. DR. GURHAN GURARSLAN)

DENIZLIi, OCAK - 2017

Operatdor ayrma metotlart  adveksiyon-dispersiyon  denkleminin
¢Ooziimiinde son yillarda kullanim alan1i bulmaya baslamistir. Bu metotlar
adveksiyon-dispersiyon denklemini, adveksiyon ve dispersiyon olmak tizere iki
farkli prosese ayirmaktadir. Bu sayede hem proseslere uygun metot secilerek
sonuglar iyilestirilmekte hem de ¢ok boyutlu problemler bir boyutlu problemler
gibi kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Ancak bu metotlarin sagladigi faydalarin
yaninda bazi ayirma hatalar1 sonucu etkilemektedir.

Bu c¢alismada operatdér ayirma metotlarinin ¢6ziime olan etkileri
incelenmistir. Calisma kapsaminda Lie-Trotter ve Strang ayirma metotlar1 olmak
iizere iki operator ayirma metodu kullanmilmis ve ¢esitli Courant ve Peclet
sayilarinda karsilastirmalar1 yapilmistir. Bu metotlar bir boyutta ve iki boyutta
saf adveksiyon, adveksiyon-dispersiyon problemlerine uygulanmistir. Ayrica ani
degisen ¢oziimlere sahip problemde test edilmiglerdir.

Adveksiyon prosesinin ¢Ozlimiinde kiibik spline interpolasyonunu
kullanan bir karakteristikler metodu (MOC-CS), dispersiyon prosesinin
¢Ozlimiinde ise Crank-Nicolson (CN) sonlu fark semasi kullanilmistir.

MOC-CS ve MOC-CS-CN metotlar1 dort adet bir boyutlu ve iki adet iki
boyutlu probleme uygulanmistir. Elde edilen sonuglar hem analitik ¢6ziimlerle
hem de literatiirdeki diger yontemlerle karsilastirilmistir. MOC-CS ve MOC-CS-
CN metotlarnin literatiirdeki diger yontemlere gore daha diisiik hata normlarina
sahip oldugu goriilmiistiir. Bunun yani sira 6zellikle ani degisen ¢oziimlere sahip
problemlerde Strang ayirma metodunun etkinligi goze ¢arpmaktadir. MOC-CS
ve MOC-CS-CN metotlar1 kosulsuz stabildirler. Bununla birlikte yiliksek zaman
adimlar1 kullanildiginda da kaliteli ¢6ztimler saglamaktadirlar.

ANAHTAR KELIMELER: Adveksiyon-Dispersiyon denklemi, Sonlu farklar,
Operatdr ayirma metodu, Karakteristikler metodu, Spline interpolasyonu



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF ADVECTION-DISPERSION EQUATION
USING OPERATOR SPLITTING METHOD
MSC THESIS
ERSIN BAHAR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

CIVIL ENGINEERING
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. GURHAN GURARSLAN)

DENIZLIi, JANUARY 2017

In recent years operator splitting methods started to have an area of use in
the solution of advection-dispersion equation. These methods split advection-
dispersion equation into two different processes such as advection and
dispersion. Thus suitable methods can be chosen for the nature of each process
and also multidimensional problems can be solved as if they are one dimensional
problems. However, in addition to the benefits provided by these methods, some
splitting errors affect the end result.

In this study, effects of operator splitting methods to the solution of
advection-dispersion equation are examined. Within the context of this work two
operator splitting methods, Lie-Trotter and Strang splitting methods, were used
and comparisons were made through various Courant and Peclet numbers. These
methods have been implemented to pure advection and advection-dispersion
problems in one- and two-dimensions. They have also been tested in a problem
which has sharp gradient.

Numerical solutions of advection and dispersion processes were carried
out by a characteristics method with cubic spline interpolation (MOC-CS) and
Crank-Nicolson (CN) finite difference scheme, respectively.

MOC-CS and MOC-CS-CN methods were used to solve the six one- and
two-dimensional problems. Obtained results were compared with analytical
solutions of the problems and available methods in the literature. It is seen that
MOC-CS and MOC-CS-CN methods have lower error norm values than the
other methods. In addition, the effectiveness of Strang splitting in the solution of
the problem which has a sharp gradient is eye-catching. MOC-CS and MOC-CS-
CN methods are unconditionally stable and also they produce accurate results
even while the time steps are great.

KEYWORDS: Advection-Dispersion Equation, Finite difference, Operator
splitting method, Method of characteristics, Spline function
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1. GIRIS

1.1 Genel

Nehirler, goller ve diger dogal sular, medeniyetin ilk zamanlarindan beri

kentsel ve endiistriyel atiklarm bosaltildig1 alic1 ortamlar olmuslardir. Ilk zamanlarda

bu atiklarin miktar1 ve kompozisyonu ¢ok onemli seviyelerde olmadigi i¢in sucul

ortamlarda olumsuz bir etki olusturmuyorlardi. Ancak hizli niifus artisi, yasam

standartlarinin yiikselmesi ve sanayinin gelismesi sonucu sucul ortamlara bosaltilan

atik miktariin artmasina neden olmustur. Bu durum ¢evreye geri doniisii olmayan

zararlar vermektedir. Biliylik miktarda atigin ortadan kaldirilmasinda yeteri kadar

giivenilir yontemlerin olmamasindan dolayi, ¢cevreye zarar verme egilimi en azindan

birka¢ on yil boyunca daha devam edecektir. Nehirlerde meydana gelen kirliligi

gidermek veya azaltmak icin, ac¢ik kanallardaki kirletici tagimim siirecleri iyi

kavranmali ve yapilacak islemler bu siireclerin dogasia uygun hale getirilmelidir.

1)

2)

3)

4)

Akarsulardaki kirletici kaynaklar1 asagidaki gibi siniflandirilabilir:

Dogal kirleticiler: havza alanindaki yiizey zemininde yada kanal smir1
iizerindeki malzemede bulunan inorganik tuzlardir.

Kentsel kirleticiler: kanalizasyon ve yagmursuyu borulariyla tasinan
atiklardir.

Endiistriyel kirleticiler: ¢ok sayida farkli endiistri tipinden kaynaklanan
atiklardir. Deri endiistrisinden krom, tekstil ve boya endiistrisinden kursun
atiklar1 6rnek olarak verilebilir.

Kaza sonucu ortama giren kirleticiler: kaza sonucu kimyasal, biyolojik veya

radyoaktif atiklarin sulara dokiilmesi.

Bu kirleticilerin kisa vadedeki wvarligi, sucul yasami olumsuz yonde

etkilemektedir. Ancak, bu kirleticilerin baliklar tarafindan siirekli olarak absorbe

edilmesi insanlarin yasamlarm tehlikeye sokabilmektedir. Ornegin, Japonya’daki

civa kirliligi, kirlenmis baliklar1 tiiketen ylizlerce insanin dliimiine sebep olmustur.

1



Bu kirleticilerin miktar1 kritik bir seviyeye ulastiginda, nehirdeki ¢oziinmiis oksijen
miktar1 ciddi miktarda azalmaya baslar ve bunun sonucunda sucul ortamdaki yasam
olumsuz etkilenir. Nehir debisinin biiyiik oldugu zamanlarda, kirleticiler bosaltim
noktasindan akis agagisina dogru ilerledik¢e konsantrasyonlarinda seyrelme meydana
gelmektedir. Bu nedenle, eger kirletici bosaltim noktasindan oldukca asagisinda
yeralan bir su temini sistemi i¢in bir su alma yapimiz varsa bu sistem bosaltimdan
cok fazla etkilenmeyecektir. Ancak akarsu debisi zamana gore ¢cok degisken oldugu
icin  yilim bazi donemlerinde yeterli seyrelme saglanamayabilmektedir.
Planlanan tiim nehir desarjlarinin giivenli sinirlar dahilinde olmasimi ve ekosisteme
kalict hasar vermemesini saglamak icin, akim tizerindeki etkileri bakimmdan farkl
giderim stratejilerinin analiz edilmesi gerekmektedir. Bu arastirmalar1 yapmak i¢in
kirletici karakteristikleri, tasmim siireci, farkli nitelikteki parametrelerin izin
verilebilir smirlar1 (maksimum agir metaller veya minimum ¢oziinmiis oksijen gibi)
ve lyilestirme secenekleri hakkinda yeterli seviyede bilgiye sahip olmak

gerekmektedir (Srivastava, 2008).

1.2 Amacg

Nehirlerdeki, gollerdeki, okyanuslardaki ve yeralt1 suyundaki kirletici madde
tasinim1 adveksiyon-dispersiyon denklemi ile temsil edilmektedir. Adveksiyon ve
dispersiyon prosesleri eszamanli prosesler olmasma ragmen kiitle tasinimini ¢ok
farkl1 bir bicimde yaparlar. Adveksiyon prosesi akis yoniinde gerceklesirken
dispersiyon prosesi ise hem akis yoniinde hem de akisin tersi yoniinde gergeklesir.
Adveksiyon-dispersiyon denkleminde farkli davramig sergileyen hiperbolik
(adveksiyon) ve parabolik (dispersiyon) terimlerin var olmas1 matematiksel olarak bu
problemin ¢Oziimiinde birtakim niimerik giicliikkler meydana getirmektedir.
Adveksiyon-dispersiyon denkleminin sayisal ¢oziimiinde, klasik sonlu farklar ya da
sonlu elemanlar yontemlerinin kullanilmasi durumunda niimerik dispersiyon ve

yapay salmim gibi iki 6nemli olumsuzluk s6z konusudur.

Bu tez ¢aligmasimin amaci, niimerik dispersiyon ve yapay salinimi onlemede
operatdr ayrma metodunun etkinligini arastirmaktir. Tez c¢alismast kapsaminda

adveksiyon-dispersiyon denklemi operatdr ayrma metodu kullanilarak adveksiyon



ve dispersiyon denklemleri olarak ikiye boliinecektir. Dispersiyon kismi i¢in Crank-
Nicolson sonlu fark semasi, adveksiyon kismi iginse kiibik spline interpolasyonuna
dayali bir karakteristikler yontemi uygulanacaktir. Elde edilen sonugclar, literatiirde

verilen analitik ve niimerik sonuglarla karsilastirilacaktir.

1.3 Kapsam

Bu tez caligsmasi alt1 boliimden olusmaktadir. Calismanin ikinci bolimiinde,
acik kanallardaki kirletici tasinimi hakkinda bilgiler verilmistir. Kirletici taginimini
etkileyen adveksiyon, difiizyon ve hidrodinamik dispersiyon siiregleri anlatilmis ve
bu siireclerin tanimlar1 yapilmustir. Uglincii boliimde, adveksiyon-dispersiyon
denklemi kirletici kiitle dengesinden tiiretilmistir. Dordiincii  boliimde tez
kapsaminda, adveksiyon-dispersiyon denkleminin ¢6ziimiinde kullanilacak niimerik
metotlara yer verilmistir. Bunlar operatér ayirma metotlari, spline interpolasyonuna
dayali karakteristikler metodu ve Crank-Nicolson semasindan olusmaktadir. Besinci
boliimde, tez kapsaminda kullanilacak niimerik metotlarin etkinligi bir boyutlu ve iki
boyutlu sayisal 6rneklere uygulanarak test edilmistir. Elde edilen sonuglar analitik ve
literatiirdeki diger ¢alismalarin sonuclariyla karsilastirilmistir. Altinc1 boliimde ise,
calismanm tamaminda elde edilen sonuclar degerlendirilerek 6zetlenmis ve ileriye

yonelik yapilacak olan ¢aligmalara iligskin ¢esitli 6neriler sunulmustur.

1.4  Literatiir Ozeti

Adveksiyon-dispersiyon denkleminin igerdigi proseslerin dogasindan
kaynaklanan bazi zorluklardan dolay1 niimerik ¢6ziimii literatiirde uzun yillardir aktif
bir arastirma alant olmustur. Adveksiyon ve dispersiyon eszamanli prosesler
olmasina ragmen kiitle tasinimina ¢ok farkl etki etmektedirler. Adveksiyon tasmimi
sadece geg¢misteki durumdan etkilenecek sekilde karakteristik ¢izgi boyunca
meydana gelir. Ancak dispersiyon tagmnimi hem ge¢gmis hem de anlik durumlarm her
ikisinden de etkilenecek sekilde karakteristik ¢izgiler arasinda meydana gelir. Bunun
anlami1 hiperbolik terimleri(adveksiyon) ve parabolik terimleri(dispersiyon) es

zamanl olarak ele alabilen bir niimerik metoda ihtiya¢ duyulmasidir. Bu problemin



tamamiyla {istesinden gelebilecek bir niimerik metot yoktur (Baptista, 1987; Zheng

ve Bennett, 2002).

Holly ve Usseglio-Polatera (1984), iki boyutlu gelgit akimlarindaki kirletici
dispersiyonunu modellemek i¢in hassas bir niimerik metot gelistirmislerdir. Bu metot
adveksiyon kisminin ¢oziimiinde yiiksek mertebe bikiibik Hermite enterpolasyonu ile
karakteristikler yaklasimini kullanmaktadir. Cogu sonlu farklar ve sonlu elemanlar
semalarinda meydana gelen asir1 salinimlardan kaginmaktadir. Caligmada difiizyon
kismi i¢in ise Crank-Nicolson semasi kullanilmistir. Operator ayirma algoritmasi
sabit bir Eulerian mesh iizerindeki kirletici dispersiyonunun hassas simulasyonu i¢in
basit ve ekonomik bir metot saglamaktadir. Konsantrasyon bdlgelerinin
dispersiyonunun Lagrangian hesaplar1 i¢cin 6zel bir yontem, kaynak ¢ikis noktalarinin
gelisiminin erken evrelerini simule etmistir. Bu c¢esitli yontemleri detayli olarak
aciklamiglar, performanslarini gosteren uygulamalar yapmislar ve Fransa’daki Saint-

Brieuc korfezine uygulamiglardir.

Noye ve Tan (1989) adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢6ziimii icin
diizenlenmis esdeger kismi diferansiyel denklem yaklasimi ile agirlik katsayili
ayristirma kullanarak gesitli hassas sonlu farklar metotlar1 gelistirmislerdir. Bu yeni
metotlar Once bir boyutlu daha sonra ise iki boyutlu adveksiyon-difiizyon
denklemine basarili bir sekilde uygulanmistir. Hassaslik ve stabilite faktorleri goz
oniinde bulundurularak s6z konusu metotlarin sonuglar1 geleneksel sonlu farklar
semalarmin sonuglari ile karsilagtirilmistir. Calisma sonucunda yeni metotlarin daha

hassas ve genellikle daha stabil oldugu sonucuna varilmistir.

Yang ve Hsu (1990) calismasinda Holly-Preissmann (1977)’ in uyguladiklar1
metoda benzer sekilde yeni bir interpolasyon teknigi olusturmuslardir. Polinom
parametreleri olarak zaman ekseni lizerindeki iki noktada bagimli degiskenlerin
zamana gore tilirevlerini kullanmaktadir. Yapilan hata analizleri sonuglarina gore yeni
metodun Holly-Preissmann (1977) metoduna goére daha dogru sonuglar verdigini
gostermislerdir. Yeni Onerdikleri metot saf adveksiyon ve adveksiyon-difiizyon
problemlerinde Courant sayismin 1’ den kiigiik oldugu durumlarda daha iyi sonuglar

vermektedir.



Chen ve Falconer (1992) nehir agizlarindaki ve kiyilardaki su kalitesini
modelleme ¢aligmalarinda son yillarda oldukc¢a yaygin sekilde kullanilan QUICK
sonlu farklar semasin1 modifiye etmisler ve stabilite analizlerini yapmuslardir. Ug
farkli sinir kosuluna gore ¢Oziilen orneklerden elde edilen sonuglari, diger ikinci
mertebe hassas fark semalarinin sonuglari1 ve analitik sonuglarla karsilagtirmiglardir.
Ayrica operator ayirma yontemlerinden ADI teknigini kullanarak QUICK semasini
(ADI-QUICK) iki boyutlu probleme de uygulamislardir. Benzer metotlardan elde

edilen sonuglarla karsilastirildiginda ilgi ¢ekici sonuglar elde etmislerdir.

Szymkiewicz (1993) bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denkleminin
coziimiiyle ilgilenmistir. Uyguladigi ¢6ziim yonteminin temeli proses ayirma
teknigine dayanmaktadir. Denklem, adveksiyon ve diflizyon olmak iizere prosesleri
ifade eden iki parcaya ayrilarak c¢oziilmiistiir. Adveksiyon tasinim denklemini,
enterpolasyon icin kiibik spline denklemini kullanan karakteristikler metodu ile
¢Ozmiistiir. Difiizyon denklemini ise standart Galerkin sonlu elemanlar metodu ile
¢Oozmiistiir. Elde ettigi sonuglar1 Holly-Preissmann (1977)’m ¢6ziimii ve analitik

sonuglarla karsilagtirarak metodun oldukga hassas sonuglar verdigini gostermistir.

Ataie-Ashtiani ve dig. (1996) Taylor serisi analizinden adveksiyon-
dispersiyon-reaksiyon denkleminin sonlu fark ¢oziimlerinde meydana gelen kesme
hatalar1 i¢in bir iyilestirme yontemi gelistirmislerdir. Birinci mertebeden reaksiyon
terimi iceren adveksiyon-dispersiyon denkleminin ¢ziimiine etkisini géstermek icin
acik bir sonlu fark semasi kullanmislardir. Analitik sonuglarla karsilastirdiginda
tyilestirme uygulanmayan ¢6ziimdeki hatalarm géz ardi edilemez oldugunu ve

tyilestirme uygulandiginda sonuglarin daha hassas oldugunu gostermislerdir.

Mohamad (1997) saf adveksiyon ve adveksiyon-difiizyon denklemlerini
¢ozmek i¢cin konumda dordiincii ve zamanda ikinci mertebe hassas bir metot
onermistir. Adveksiyon terimlerini aywrirken MacCormack (MC) zaman ayirma
semalarini, ¢esitli sonlu fark semalar: ile birlikte kullanmistir. Cesitli sonlu fark
semalar1 kullanarak, hata mertebeleri ayni olmasma ragmen her sonlu fark semasinin
ayn1 hassaslikta ¢dziim saglamadigmi gormiistiir. Onerdigi metodu gesitli drneklere
uygulamistir ve elde ettigi sonuglar1 geleneksel MC semasmin sonuglart ve analitik

sonuglarla karsilastirmistir. Hassaslik ve uygulamada basitlik diisiliniildiigiinde



onerilen metodun ¢ekici oldugu fakat stabilite analizlerinin gosterdigi iizere kosullu

stabil oldugu sonucuna varmistir.

Karpik ve Crocketf (1997) ¢aligmasinda karmasik geometriye sahip kararsiz
adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢0ziimii i¢in yari-Lagrangian bir metot
sunmuglardir. Adveksiyon ve diflizyon siireglerini ayirarak ¢0zen bir strateji
uygulamiglardir. Adveksiyon kismimin ¢oziimii i¢in karakteristik ¢izgiler boyunca
geriye dogru yoriingeyi takip etmisler ve arada kalan degerleri enterpolasyon ile
hesaplamislardir. Enterpolasyonu bir kiibik spline denklemi ile yapmislardir. Metot
programlama agisindan basittir ve oldukca hassas sonuglar vermektedir. Geleneksel
Eularian semalarma gore niimerik hatalar oldukca diisiiktiir. Bir boyutlu ve
dikdortgen biciminde iki boyutlu ¢6ziim uzaylarinda onerilen metot, 1yi bilinen yari-
Lagrangian sema ile karsilastirilabilir sonuglar vermektedir. Ancak yeni metot

karmagik geometriye sahip problemlerin ¢oziimiinde olduk¢a etkilidir.

Zerroukat ve dig. (2000) dogrusal adveksiyon-difiizyon problemlerini serbest
diiglim noktalar1 olusturarak ¢6zen agik ve kapali semalar gelistirmislerdir. Sabit
diiglim araliklarina sahip metotlarin aksine bu semalarin iyi dagitilan yari-rastgele
diiglim araliklar1 kullandigmi ve kiiresel radyal tabanli denklemleri kullanarak
sonuca yaklastigini agiklamiglardir. Semalar, sabit diigiim araliklarindan olusan bir
sistem yerine rastgele noktalar kullanan genellestirilmis sonlu farklar semasi olarak
goriilebilir. Bu 06zelligin faydasini, karmasik sekilli sinirlara sahip ¢ok boyutlu
problemlerde karmasik diiglim yapisina ihtiya¢ duymadan ¢oziim saglamasi olarak

belirtmislerdir.

Tsai ve dig. (2001) adveksiyon-dispersiyon denkleminin ¢6zimi icin
integrale dayali bir sema &nermislerdir. Onerilen semada, ¢dziim bdlgesi cesitli
sayida elemanlara ayrilmaktadir. Her elemanin orta noktasindaki yaklasik
konsantrasyon degeri kuadratik bir polinom yardimiyla elde edilmektedir. Daha
sonra elemanlar, komsu elemanlarin sinir noktalarindaki konsantrasyon degerlerinin
birinci tiirevlerinin siirekliligi ilkesiyle birbirleriyle iliskilendirilmektedir. Onerilen
sema kosulsuz stabildir ve tridiyagonal sistem denklemleri verir. Bu denklemler
Thomas algoritmasiyla etkili bir sekilde ¢oziilebilir. Onerilen sema, operatdr ayirma
metodu yardimiyla kolay bir sekilde ¢ok boyutlu problemlerin ¢oziimiinde

kullanilabilmektedir. Onerilen semanin performansi bes adet niimerik Ornekte
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denenmistir. Sonuglara bakildiginda Onerilen semanimn tatmin edici hesaplama

performansi verdigi goriilmistiir.

Ahmad ve Kothyari (2001) saf adveksiyon siirecinin ¢ézlimii i¢in yeni bir
niimerik sema 6nermislerdir. Onerilen semanm temeli geri karakteristikler metoduna
dayanmaktadir. Bu sema zaman ¢izgisi tizerindeki karakteristik konsantrasyonlari
kiibik spline enterpolasyon metodunu kullanarak elde eder. 1, 1/2, 1/3, 1/4 vb. gibi
Courant sayilarinda elde edilen sonuglar analitik ¢dziimle aynidir. Diger Courant
sayilar1 i¢cinde Onerilen semanin performans: iyidir. Yazarlar semayi iki boyutlu
adveksiyon denklemine genisletmislerdir. Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon
denkleminin adveksiyon kismi i¢in 6nerilen semayi ve diflizyon kismi i¢in ise Crank-
Nicolson semasmi1 kullanmiglardir. Elde ettikleri sonuclar1 analitik ¢6ziimle

karsilagtirmiglardir.

Kalita ve dig. (2002) cesitli konveksiyon katsayilarina sahip iki boyutlu
kararsiz konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in zaman ayristirmasinda agirlik katsayili
yiiksek mertebeden kompakt semalar gelistirmislerdir. Semalar, agirlik parametresi
secimine bagh olarak zamanda ikinci veya daha diisiik mertebe ve konumda ise
dordiincii mertebeden kesinlige sahiptir. 0<#<I araliginda semalar kosulsuz
stabildir. Bir boyutlu dogrusal konveksiyon-difiizyon problemine ve {i¢ farkli akim
icin iki boyutlu Navier-Stokes denklemlerine uygulamislardir. Analitik sonuglarla
kusursuz uyum i¢inde olan niimerik sonuglar elde etmislerdir. Semalarin giiclii, etkili

ve hassas oldugu sonucuna varmiglardir.

Dehghan (2004) sabit katsayili bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denkleminin
¢cOziimil i¢in ¢esitli niimerik teknikler gelistirmis ve karsilastirmistir. Bu teknikleri
iki-seviye sonlu fark yaklasimlarma dayanarak gelistirmistir. Bu calismada
kullandig1 sonlu fark denklemlerinin analizinin temeli 1974 Warming ve Hyett’ in
calismasindan gelistirilen diizenlenmis esdeger kismi diferansiyel denklem
yaklasimidir. Yeni gelistirilen metotlar geleneksel metotlara gore daha kesin ve daha

etkili sonuglar vermistir. Bu metotlar niimerik diflizyondan bagimsizlardir.

Karaa ve Zhang (2004) zamana bagl konveksiyon-difiizyon problemlerinin
¢oziimii i¢in yiiksek mertebeden bir ADI metodu &nermislerdir. Onerilen metot

konumda dordiincii ve zamanda ikinci mertebedendir ve c¢oklu bir boyutlu
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tridiyagonal algoritma kullanimma olanak saglayarak, hesaplama siiresinde 6nemli
miktarda kazang saglamakta ve etkili bir ¢6ziim sunmaktadir. Fourier analizi ile
metodun iki boyutlu problemler i¢cin kosulsuz stabil oldugunu gostermislerdir.
Metodun hassasligini standart ikinci mertebe Peaceman-Rachford ADI metodu ve
Noye ve Tan’m konumda ii¢lincli mertebeden kompakt semasi ile karsilastirmak igin

niimerik ¢oziimler yapmislardir.

Tsai ve dig. (2004) adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimii i¢in kiibik-
spline enterpolasyonunu kullanan karakteristikler metodunu onermislerdir. Kiibik-
spline enterpolasyonu yapmak i¢in sinir noktalarinda kullanilan kisitlarin ¢6ziim
kalitesi tlizerindeki etkileri incelenmistir. Kullanilan dort farkl kisit (birinci tiirev,
ikinci tiirev, kuadratik ve not-a-knot) igerisinde not-a-knot ve birinci tiirev
kisitlarmin en 1iyi sonucu verdigi gozlemlenmistir. Ancak kesinlik ve uygulama
kolaylig1 diisiiniildiiglinde, not-a-knot kisitinin adveksiyon-difiizyon denkleminin

¢Ozlimii i¢in en 1yi secenek oldugu ifade edilmistir.

Shou-dong ve dig. (2005) yapmis olduklar1 c¢alismada operatdor aymrma
metodu fikrine dayanan iki tane yiiksek mertebeden sema Onermislerdir. Bu iki
operator ayirma semasi kullanilarak, ti¢c boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi ¢ok
sayida bir boyutlu denkleme ayristirilmistir. Her yonde sadece ii¢ diigiim noktasina
ihtiya¢ olmasina ragmen konumdaki hassaslik dordiincii mertebedendir. Ayrica, bu
calismada, klasik ADI semasina dayanan tigiincii bir sema Onerilmistir ve bu semanin
adveksiyon teriminin konumdaki kesinligi dordiincii mertebedendir. Bu semalarin
Peclet sayisinin 5’ ten kii¢iik oldugu durumlarda analitik sonuglarla uyumlu sonuglar

verdigini gézlemlemislerdir.

Dag ve dig. (2006) adveksiyon-diflizyon denklemi i¢in lineer ve kuadratik B-
spline tabanli polinom denklemlerini kullanarak konumda-zamanda en kiigiik kareler
sonlu eleman metotlarini gelistirmislerdir. Gelistirilen metotlarin kesinligini 6lgmek

icin iki test problemini ¢6zmiislerdir ve sonuglarini karsilastirmiglardir.

Tsai ve dig. (2006) adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢dziimii i¢in konum
veya zaman ¢izgisi lizerinde Hermite kiibik enterpolasyonu veya kiibik-spline
enterpolasyonu ile entegre edilmis karakteristikler yonteminin kullanimini incelemis

ve sonuclarini karsilastirmistir. Bu yontemleri karsilastirmak i¢in akimin {iniform ve



diftizyon katsayismin sabit oldugu kabulii yapilarak Gaussian konsantrasyon
dagilimina sahip bir kirleticinin davranigi simiile edilmistir. Zaman yada konum
cizgisi iizerinde kullanilan bu dort tane sema (HCSL, HCTL, CSSL ve CSTL)
iizerinde Peclet sayisi, Courant sayisi ve reachback sayisi gibi parametrelerin etkisi

detayli olarak incelenmistir.

Verma ve dig. (2006) adveksiyon-diflizyon denkleminin ¢oziimiinde operator
ayirma  metodunu  kullanmiglardir.  Adveksiyon denkleminin  ¢dziimiinde
MacCormack semasi, dispersiyon denkleminin ¢oziimiinde Crank-Nicolson sonlu
farklar semas1 kullanilmistir. Gelistirilen yontemin performansi farkli Courant ve
Peclet sayilar1 i¢in test edilmistir. Sonuglara bakildiginda, yontemin diisiik ve orta
Peclet sayilarinda oldukea 1yi sonuglar iirettigi buna karsin yiiksek Peclet sayilarinda
ise ¢oziim kalitesinin diistiigii ve ¢oziimde ciddi salinimlar olustugu goézlenmistir.
Ayrica, Courant sayisindaki artisla salinimlarin biiyiikliiklerinde azalma oldugu tespit

edilmistir.

Badrot-Nico ve dig. (2007) kartezyen diigiim noktalarinda ¢ok boyutlu
dogrusal adveksiyon denkleminin sonlu hacimler upwind niimerik semasi ile
¢Ozlimiinii sunmusglardir. Bu ¢alismada bir boyutta modifiye edilmis siireksiz profil
metodunu (MDPM) ve bu metodun iki ve {i¢ boyuta genellestirilmesini sunmuslardir.
Iki ve ii¢ boyutlu durumlarda MDPM metodunu MUSCL semasma karsi test
etmiglerdir. Bazi bozulmalar olmasmna ragmen metot sharp (keskin) egimli
problemlerde yiiksek kalitede sonuglar vermistir. Diizgiin egimlerde MDPM semasi
orijinal seklin diizglinliiglini MUSCL semas1 kadar koruyamamasina ragmen ug
degerleri en iyi MDPM semas1 korumustur. Ancak diigiim araliklar1 genis oldugunda
hata terimleri ve CPU siiresi dikkate alindiginda MDPM semasinin daha etkili
oldugu kanitlanmis iken diiglim araliklar1 kii¢iik oldugunda ise MUSCL semas1 daha

kisa CPU siiresinde daha hassas sonuglar vermektedir.

Tian ve Ge (2007) c¢alisgmasinda iki boyutlu zamana bagli konveksiyon-
diflizyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in zaman ayristirmasinda Crank-Nicolson
semasini, konum ayrigtirmasinda eksponansiyel (exponential) bir dordiincli mertebe
kompakt fark formiilii kullanan (EHOC), bir yliksek mertebeden kompakt ADI
metodu gelistirmislerdir. EHOC-ADI semasinin her ADI ¢6zliim adiminda verdigi

tridiyagonal matris denkleminin ¢0ziimii Thomas algoritmas: uygulanarak kisa
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zamanda elde edilebilir. Metodun kosulsuz stabil karakterini Von-Neumann analizi
ile ispatlamislardir. Metodu, Karaa ve Zhang’m yliksek mertebeden ADI metodu ve
Noye ve Tan’in konumda iiclinci —mertebeden kompakt semast ile

karsilastirmiglardir.

Man ve Tsai (2008) adveksiyon-diflizyon denkleminin ¢6ziimii i¢in sasirtmali
-diigiim sisteminde yiiksek mertebeden bir sema gelistirmislerdir. Birinci mertebe
konumsal tiirevlerin hesaplanmasinda dordiincii mertebeden bir sonlu fark semasi
kullanarak biitiin kesme hatalarmi difiizyon terimlerinden daha kii¢iik tutmuslardir.
Boylelikle niimerik diflizyonu dengelemek i¢in yapay bir diflizyon terimi eklemeye
gerek kalmamistir. Zaman tiirevi i¢in Adam-Bashforth tahmin-diizeltme metodunu
uygulamislardir. Metodun stabilite analizini von Neumann metodunu kullanarak
yapmislardir. Sonuglar metodun iyi stabiliteye sahip oldugunu gostermistir. Ayrica
bu metot diger diisiik mertebeden niimerik semalara gore cok az yapay salinim
olusturmaktadir. Sonug¢ olarak Onerilen niimerik sema uzun siiren simiilasyonlarda
daha hassas sonuclar saglamaktadir. Onerilen metot bir ve iki boyutlu tasinim

problemlerine uygulanmistir.

Dehghan ve Mohebbi (2008) iki boyutlu zamana bagli konveksiyon-difiizyon
denkleminin ¢oziimii i¢in yeni yiiksek mertebeden metotlar Onermislerdir. Bu
metotlar zaman ¢izgileri yaklagimina (method of lines) dayanmaktadir. Konumdaki
tiirevlerin ayristirilmasinda dordiincii mertebeden bir sonlu fark yaklasimi, zamanda
ise dordiincii mertebeden bir smir deger metodu uygulamislardir. Onerilen metot hem
konumda hem de zamanda dordiincii mertebeden kesinlige sahiptir. Ayrica, onerilen
smir deger metotlar1 kosulsuz stabildir. Coziilen ¢ok ¢esitli problemlerden elde edilen
sonuglar dordiincii mertebeden kompakt sonlu fark yaklagimi ve dordiincii
mertebeden bir smir deger metodu bu tarz problemlerin ¢oziimii i¢in etkili bir

algoritma vermistir.

Kadalbajoo ve Arora (2010) zamana bagh adveksiyon-difiizyon
problemlerinin ¢oziimiinde dogrusal ve kuadratik B-spline polinomlarina dayali
Taylor-Galerkin yontemi kullanmiglardir. Metodun hassaslhigini 6lgmek i¢in bazi test
problemlerini ¢ozmiislerdir. Elde edilen sonuclarin analitik ¢oziimlerle iyi bir uyum

icerisinde oldugunu gdstermislerdir.
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Mohebbi ve Dehghan (2010) yaptiklar1 ¢alismada bir boyutlu 1s1 ve
adveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢6ziimii icin yiiksek mertebeden bir metot
onermislerdir. Bu denklemlerin konumdaki tiirevlerinin ayristirilmasinda dordiincii
mertebeden bir kompakt sonlu fark yaklagimi ve adi diferansiyel denklemlerle
sonuglanan dogrusal sistem igin kiibik C'-spline kollokasyon metodunu
uygulamislardir. Kiibik C!-spline kollokasyon metodu parabolik denklemlerin
zamanda birlestirilmesi igin A-stabil bir metottur. Onerilen metot konumda ve
zamanda dordiincli mertebeden kesinlige sahiptir. Yiiksek mertebeden kesinlige ek
olarak metodun kosulsuz stabil oldugunu ispatlamislardir. Problemlerden elde edilen
sonuglar onerilen metodun 1s1 ve adveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢6ziimiinde

etkili oldugunu gostermistir.

Sari ve dig. (2010) bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢6ziimii igin
onuncu mertebeye kadar sonlu fark semalar1 onermislerdir. Semalar Taylor serisi
acilimma dayanmaktadir. Coziimleri elde etmek i¢in mesafede onuncu mertebeye
kadar sonlu fark semalar1 ile zamanda dordiincii mertebe bir Runge-Kutta semasini
birlestirmiglerdir. Metotlar1 kesin ¢oziimleri bilinen iki probleme uygulamislardir.
Tekniklerin olduk¢a hassas sonucglar verdigini gostermislerdir. Ayrica elde ettikleri

sonuglarim literatiirdeki baz1 mevcut sonuglardan daha iyi oldugunu géstermislerdir.

Dag ve dig. (2011) bu ¢alismada ilgili zaman ayristirmasinda Taylor serisi
acilimin1 kullanan B-spline Galerkin sonlu eleman metotlarmi kullanarak zamana
baglh adveksiyon-diflizyon probleminin niimerik c¢Ozlimlerini elde etmeyi

amaclamislardir.

Dhawan ve dig. (2012) calismasinda B-spline denklemlerini kullanarak
adveksiyon-difiizyon denkleminin kapsamli bir incelemesini yapmuslardir. Onerilen
semanm avantajlarinin  anlagilabilmesi i¢in dogrusal ve kuadratik B-spline
denklemlerinin her ikisini de kullanmislardir. Onerdikleri semay1 bazi drneklere

uygulamis ve elde ettikleri sonuglarin karsilastirmasini yapmiglardir.

Korkmaz ve Dag (2012) calismasinda diferansiyel kuadratur metotlarini
tanitmuglardir. Test problemlerinde iki farkli drnek seg¢mislerdir. Ilk problemde
baslangic konsantrasyonunun taginimini, ikincisinde ise baslangi¢

konsantrasyonunun dagilimini simiile etmigslerdir. Diferansiyel kuadratur metodunu
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olusturmak i¢in kiibik B-spline denklemlerini test polinomu olarak se¢mislerdir.
Cesitli hata normlar1 kullanarak niimerik sonuglarin  olusturdugu hatalar1

belirlemiglerdir.

Mittal ve Jain (2012) ¢alismasinda Neumann sinir kosullarinda konveksiyon-
diflizyon kismi diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢cin iki tane niimerik
metot Onermiglerdir. Metotlar sonlu elemanlar iizerinde B-spline kollokasyonuna
dayanmaktadir. Boylelikle ¢6ziim boyunca bagimli degiskenin ve onun ilk iki
tirevinin  siirekliligini  saglamiglardir. Birinci  metotta, zaman tilirevlerinin
ayristirilmasinda Crank-Nicolson semasini, mesafe tiirevlerinde ise kiibik B-spline
polinomlarmi kullanmislardir. Metodun kosulsuz stabil oldugunu gostermislerdir.
Ikinci metotta, konum tiirevlerinde kiibik B-spline uygulamislar ve birinci mertebe
adi diferansiyel denklem sistemi elde etmislerdir. Bu sistemi SSP-RK54 semasi ile
¢ozmiislerdir. Bu metotlar az depolama alanina ihtiya¢ duyarlar ve bu ylizden daha
az niimerik hata biriktirirler. Niimerik test problemlerinde metotlarin performansini
ve hatalarin1 hesaplayarak gostermiglerdir. Metotlar1 bes 6rnege uygulamiglar ve
kesin sonuglarla uyumlu sonuglar elde etmislerdir. Metotlarin giiglii tarafi ekonomik

ve kolay uygulanabilir olmalaridir.

Giirarslan ve dig. (2013) yaptiklar1 ¢alismada zamanda dordiincii mertebeden
bir Runge-Kutta semas1 ve mesafede altinci mertebeden bir kompakt sonlu fark
semas1 kullanarak bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemine niimerik ¢oziimler
iiretmeyi amaclamislardir. Onerilen semanm olduk¢a hassas oldugu ve kirletici
madde tasmimi denkleminde Pe<5 ’e kadar ¢oOziimler iirettigi belirlenmistir.
Onerilen niimerik modelin kesinligini ve gegerliligini verilen drnek sonuglari ve
literatiir aracihigiyla saglamiglardir. Onerilen teknigin, mevcut tekniklere gore

oldukca giivenilir bir alternatif olabilecegi sonucuna varmislardir.

Glirarslan (2014) tarafindan yapilan calismada, adveksiyon-dispersiyon
denkleminin niimerik simulasyonu yiliksek mertebeden kompakt sonlu farklar
semalar1 ile gerceklestirilmistir. Kompakt sonlu farklar semalar1 MacCormack ve
Runge-Kutta semalar:1 ile birlikte kullanilarak altinci mertebeden kesinlige sahip
coziimler elde edilmistir. Mevcut semalarm yiiksek mertebeden kesinligini ve

etkinligini gostermek i¢in bir ve iki boyutlu sayisal érnekler sunulmustur. Elde edilen
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sonuclar analitik sonuglar ile karsilagtirildiginda, Onerilen semalarn minimum

hesaplama ¢abasiyla yiiksek mertebeden kesinlik sagladigi goriilmiistiir.

Nazir ve dig. (2016) yapmis olduklar1 ¢calismada Dirichlet ve Neumann tipi
siir kosullarinda adveksiyon-difiizyon denkleminin niimerik ¢6zliimii i¢in yeni bir
kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yaklasimi gelistirmiglerdir. Bu
yaklagimda, zamana bagl tiirev ifadesi klasik sonlu farklar semasi ile konumdaki
tirevler ise bir 0 agiwrlik katsayis1 yardimiyla kiibik trigonometrik B-spline
enterpolasyonuna dayali olarak ayristirilmaktadir. Onerilen bu yeni sema cesitli
adveksiyon-difiizyon problemlerinde test edilmistir. Onerilen yaklasimin ikinci
mertebeden oldugu sayisal olarak dogrulanmistir ve Peclet sayisinin 5’ten kiiglik

oldugu durumlarda caligtig1 goriilmektedir.
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2. ACIK KANALLARDA KIRLETICi TASINIMI

2.1 Tasimim Mekanizmasi

Akarsuya bosaltilan herhangi bir kirletici, akimin tastyabilecegi agirlikta
olursa bosaltim noktasinda sabit kalmayarak akimla beraber akis asagismma dogru
tasinmaktadir. Bu tasinim swrasinda kirletici, etrafindaki su ile karisarak
seyrelmektedir. Kirletici; bazen suda bulunan askidaki kati maddelerle bazen de
kendi kendine(radyoaktif madde) veya bakterilerin etkisiyle(cogu organik ve bazi
inorganik kirleticiler) tepkimeye girerek bozulabilmektedir. Biitiin bu prosesler

konsantrasyonu etkilemektedir.

h 4 h 4
t=0 t=t t=tz JRANIPN
-0 O t o t
V  —Vt—s A . A A
=4
|
]
|

—
|
<

it

A-A Kesiti
(a) (b)

(© (d)

Sekil 2.1: Kirletici tasgimimimin farkli mekanizmalar1 a) Adveksiyon, b) Difiizyon, ¢) Adveksiyon ve
difiizyon, d) Dispersiyon.
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2.1.1 Adveksiyon

Atmosferik bir 06zelligin veya bir maddenin, sivinin yatay hareketiyle
tasinimima adveksiyon denir. Dogal akimlarla ilgilendigimiz i¢in siviy1r su olarak
kabul edebiliriz. Tagmman Ozellikler kimyasal madde, 1s1 veya farkli 6zellikteki su
(tuzlu su) bile olabilmektedir. Eger taginim mekanizmasi sadece adveksiyon (saf
adveksiyon) ise ve kirletici tek bir pargacik kabul edilirse, bu pargacik akimin
ortalama hizina esit bir hiz ile taginmaktadir. Boylece bir noktadaki parcacigin
konumu aradan ¢ zamani gegtikten sonra V¢ kadar yer degistirmis olacaktir. Benzer
sekilde Sekil 2.1(a)’daki gibi bir parcacik kiimesi ele alindiginda bu kiimedeki biitiin
parcaciklar ayni yer degistirmeyi yapacaklarindan, seklini aynen koruyacaktir.

Gergekte bu kiimenin sekli, parcaciklar disa dogru yayilacagi icin degisecektir.

2.1.2 Difiizyon

Adveksiyon ve diflizyon proseslerini birlestirmeden once difiizyon prosesini
ayr1 bir sekilde inceleyelim. Bir tanktaki hareketsiz suyun i¢indeki bir pargacigi ele
alirsak, bu pargaciga etrafindaki su molekiillerinin Brownian hareketinden dolay1
kuvvetler etki edecektir. Eger parcacigin su ile ayni yogunlukta oldugu kabul
edilirse, Brownian hareketinin (molekiiliin herhangi bir yone gitme olasilig1 esit
olarak) rastgele dogasindan dolay1 pargaciga etki eden net bir kuvvet olmayacaktir.
Boylece bir siire sonra parcacik ilk konumunu koruyacaktir. Ancak bir parcacik
kiimesi ele alindiginda pargacik hareketini belirlemede pargacik sayist onemli bir
Ozellik haline gelecektir. Bir parcacigin herhangi bir yone gitme olasilig1 hala esittir.
Ancak biri diisiik biri yliksek konsantrasyonlu iki komsu bolge diisiiniildiigiinde,
sadece parcacik sayisiin coklugundan dolayr daha fazla pargacik yiiksek
konsantrasyonlu bdlgeden diisiik konsantrasyonlu bolgeye hareket edecektir. Bu
olaya diflizyon denir ve diisiik konsantrasyonlu bdlgelere, rastgele Brownian

hareketinin olusturdugu yonelme ile meydana gelmektedir.

Bir tank yerine akisin oldugu bir akimi ele alirsak adveksiyon ve difiizyon
prosesleri birlesecektir. Pargacik kiimesi ortalama V¢ kadar yer degistirecek ancak

diflizyondan dolay1 seklini koruyamayacaktir. Parcaciklar cevrelerindeki diistik
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konsantrasyonlu bolgelere dagilmaya devam edecektir. Bu dagilmanin etkisiyle
kiime genisleyecek fakat konsantrasyonu diisecektir. Bir adim daha ileri gidip
tirblilansli bir akimi ele alirsak burada hiz degisimlerinden dolayr Brownian
hareketindekine benzer diflizyon meydana gelecektir. Tiirbiilanstaki hiz degisimleri
Brownian hareketine benzetilebilir fakat ¢ok daha biiyiiktiirler. Bu iki mekanizmay1
birbirinden ayirmak i¢in Brownian hareketinden kaynaklanan difiizyona molekiiler
difiizyon, turbiilanstan kaynaklanan difiizyona ise tirbiilansli difiizyon denmektedir.
Difiizyon terimi iki mekanizmanin birlesimi i¢in kullanilmaktadir. Cogu akim
kosullarinda molekiiler diflizyon tiirbiilansli diflizyonla karsilastirildiginda goz ardi
edilmektedir. Ancak ¢ok yavas akisin oldugu akimlarda (6rnegin; yeralt1 suyu

akimlart) molekiiler difziiyon tiirbiilansh diflizyondan daha etkili olmaktadir.

Arazi kosullarinda akim hizi bir enkesit boyunca onemli dl¢lide degisiklik
gostermektedir. Hiz degisimi derinlige baghdir ve tabanda sifir, yiizeyde veya
ylizeye ¢ok yakin kisimda maksimum olmaktadir. Eger bir enkesit hem derin hem de
s1g bolge barmdiriyor ise derin bdlgede hiz daha yiiksek olacaktir. Buna gore bir
parcacik kiimesinin enkesitinde boylu boyunca 6nemli 6lgiide dispersiyon meydana

gelecektir. Ciinkii farkli parcaciklar farkl hizlara sahiptirler.

2.1.3 Hidrodinamik Dispersiyon

Diflizyonu ihmal edip sadece adveksiyonu dikkate aldigimizda hiz
degisimlerinden kaynaklanan yayilma etkisi olmaktadwr. Buna hidrodinamik
dispersiyon denir ve etkisi diflizyondan daha biiytliktiir. Aslinda difiizyon parcaciklar1
hizl1 hareket eden yiliksek konsantrasyonlu bolgelerden yavas hareket eden diisiik
konsantrasyonlu bolgelere tasiyarak dispersiyonu azaltma egilimindedir. Diflizyon ve
dispersiyonun genel etkileri bir kiimenin yayilmasi oldugu i¢in bu ikisi tek bir
dispersiyon bileseninde birlestirilmektedir. Sonug olarak bu proses advektif-dispersif
tasinim olarak adlandirilmaktadir ve adveksiyon-dispersiyon denklemi ile ifade

edilmektedir (Srivastava, 2008).
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3. ADVEKSIiYON DISPERSIYON DENKLEMININ
TURETILMESI

3.1 Yonetici Denklem

Konumda ve zamanda konsantrasyon degisimlerini temsil eden adveksiyon-
dispersiyon denklemi, tasinanlarin kiitle dengesinden tiiretilmistir. Adveksiyon ve
dispersiyona ek olarak reaksiyon tepkimelerinden etkilenebilmektedir. Ornegin
kirletici madde, akimla beraber tasman kati maddelere baglanabilmekte veya
kimyasal, biyolojik veya radyoaktif degisimlere ugrayabilmektedir. Tepkimeler anlik
veya yavas olabilmektedir. Anlik tepkimeleri modellemek kolaydir. Yavas
tepkimelerde tepkime hiz1i fazladan bir parametre olur ve analizlere baska
diferansiyel denklemlerin eklenmesi gerekmektedir. Bunlar da modellemeyi

karmasiklastirmaktadir.

Dikkate aldigimiz bir elemanin boyutu sifira yaklasirkenki limit durumunda
kiitle dengesine bakilarak yonetici denklem tiiretilmektedir. Basit olmas1 i¢in bir
boyutta analiz yapilabilir fakat dispersiyon katsayisi araciligiyla kesitlerdeki hiz

degisimlerinin etkileri dahil edilmelidir.

C} 1 Cr’ Cr—l
® ® ®
V! 1 Vr' V!‘l
— —> —
Hiicre —» il i i+1
Diigiim noktalan — #1 i i+1
I I . AX . AX . AX . I I
t—————r¢—>

Sekil 3.1: Siirelilik denklemi i¢in elementsel diigiim noktalarmin gosterimi.
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Sekil 3.1 de Ax boyutlarinda elemanlara ayrilmis kanalin bir kismini
gostermektedir. Burada C, i elemanindaki kirletici konsantrasyonunu (birim
hacimdeki kiitle) simgelemektedir. Bir kesit alanin1 dikkate aldigimizda, boylece i’

inci elemandaki kirletici kiitlesi C/Ax ve Ar zamani boyunca kiitle birikimi
[G(CAx)/ GtJAt olmaktadir. Bu birikim kontrol yiizeyine giren net kiitleye esit

olmalidir. Bu terimler adveksiyon, molekiiler difiizyon, tiirbiilansli diflizyon ve

dispersiyon durumlari i¢in incelenmistir.

3.1.1 Advektif kiitle girisi

Sekil 3.1° de gorildigii gibi i—1 hiicresindeki akim hizi V., ve
konsantrasyon C, ,’ dir. Boylece At zamaninda ;i—1 ve i hiicrelerinin arayiliziindeki
kiitle girisi V;,AtC,_,’ dir. Benzer sekilde i ve i +1 hiicrelerinin arayiiziindeki ¢ikis
V.AtC,’ dir. Kontrol yiizeyi boyunca net advektif kiitle girisi denklem (3.1)" de

verilmistir.

AxAt 3.1)

3.1.2 Molekiiler difiizyondan dolay: kiitle girisi

i—1 ve i hiicrelerinin arayiiziinde, i—1 hiicresinden sag tarafa ve i
hiicresinden sol tarafa yonelen birtakim parcaciklar olacaktir. Bu parcaciklar
konsantrasyonla orantilidir. A. Fick tarafindan 1850’ lerde Onerilen ampirik Fick

kanunu, i’ inci hiicredeki olan kiitle degisimini (Cl._1 —Cl.)/ Ax’ ye orantili olarak

yazmada kullanilabilmektedir.

Fick kanununa gore, diflizif kiitle akisi ile konsantrasyon gradyani orantilidir
ve bu orantiya diflizyon katsayisit adi verilmektedir. Bu ampirik bagmntinin ispati
Brownian hareketine benzer sekilde yapilabilmektedir. Eger parcacigin mevcut

poziyonunu koruma ihtimalini yok sayarsak, saga veya sola gitme ihtimali esit
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olmaktadir. ; hiicresinde n,sayida pargacikla baslarsak Az zamanda meydana gelen

parcacik sayisindaki artig agagidaki gibi olmaktadir.
t+At t 1 t+At t 1 t+At t
n —n; :—(nH —nl.)——(n. —n ) (3.2)

(3.2) esitliginin sag tarafindaki ilk terim i —1 ve ; arayiiziindeki artis1, ikinci
terim ise ; ve j+ 1 arayiiziindeki azalig1 temsil etmektedir. Genel olarak su sekilde

yazilabilir:

DAt == Ay (3.3)

AX’ /2At degerini sabit difiizyon katsayist D, olarak aldigimizda A¢

, C_-C .
zamanda kiitle girisini DmTAt olarak yazabiliriz (diflizyon katsaymin
boyutlar1 I’T™" dir ve genelikle cm’ /s birimleriyle kullanilir). Benzer sekilde diger

C.—C,
arayiizdeki kiitle ¢ikis1 D, ’T’“At olarak yazilabilir ve kontrol ara yiiziindeki

net diflizif kiitle girisi asagidaki gibidir.

mm — Dm Ci—l _Ci Al—Dm Cz i+ At
2 (3.4)
=D, o e Ar:Dma—foAr
X i—1,i ax i,i+1 ax

3.1.3 Tiirbiilansh difiizyondan dolayi kiitle girisi

Denklem 3.1° de goriildiigii gibi advektif kiitle girisi hiz ve konsantrasyonun
zamana gore tiireviyle orantilidir. Tirbiilansli akimda hiz ve konsantrasyonun ikisi
de ortalama bir degerde birlestirilmis dalgalanmalara sahiptirler ve asagidaki gibi

yazilabilmektedir.

V(x,t): I7(x)+ V'(x,t) (3.5)
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(3.5) esitliginde herhangi bir konumdaki ortalama hiz asagidaki gibidir.

_ 1%
V(x)= - ! V(x,t)dt (3.6)
(3.6) esitligindeki T segilen uygun bir zamandir. Segilen bu zaman araligi
tiirbiilans dalgalanmalarindan biiylik, ortalama hiz degisimlerinden kii¢iik olmalidir.
Ortalama akimin kararli oldugu kabul edilmektedir. Benzer ifadeler konsantrasyon
icin yazilip denklem (3.1)’ de yerine konulursa adveksiyonun ve tiirbiilansh

difiizyonun olusturdugu zamana bagli kiitle giris oran1 elde edilmektedir.

u _8[(7+V')(5+C')} 3.7)

+1
¢ ox

Zamana gore ortalamas1 alinmig degerler olarak asagidaki gibidir.

M i = 6(%) + 6(V'—Cl) (3.8)
ox Ox

(3.8) esitliginin sag tarafindaki ilk terim advektif girisi, ikinci terim ise
tirbiilanshh  diflizyonu ifade etmektedir. Molekiiler diflizyona benzer olarak
tirbiilanslt difiizyon katsayisini D, olarak belirlersek net kiitle girisi asagidaki gibi
olmaktadir.

2
szaC

t t 2
ox

AxAt (3.9)

3.1.4 Hidrodinamik dispersiyondan dolayi kiitle girisi

Tiirbiilanslh diflizyon analizine benzer olarak denklem (3.1)° 1 ele alarak
ancak burada zamana bagli ortalama hiz yerine enkesitsel bir ortalama hiz
tanimlanmaktadir. Boylelikle noktasal hiz bu hizlarin toplamimin ortalamasi

olacaktir. Daha sonra denklem (3.8)’ e benzer bir denklem elde edilmekte olup
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hidrodinamik dispersiyon katsayis1 D, olarak belirlendiginde dispersif kiitle girisi

asagida gibi olmaktadir.

2
m, =D, S Axat (3.10)

X
Biitiin kiitle girisleri (adveksiyondan, molekiiler difiizyondan, tiirbiilansli
difiizyondan ve hidrodinamik dispersiyondan dolay1) bulundugunda kiitle dengesi

asagidaki gibi yazilabilmektedir (Tiirbiilansh akimlar i¢in V ve C anlik degerleri

degil zamana bagli ortalamas1 alinmis degerleri temsil etmektedir).

2
—a(Cfo)Az:_—8(VC)AxAz+(Dm+D,+Dh)8—foAt (3.11)
ot Ox X
Baska bir deyisle;

o(ve 2
aa—f+ (a ):Dif (3.12)
X X

(3.12) denklemindeki D dispersiyon ve diflizyon etkilerini igceren efektif

dispersiyon katsayisidir. Dispersiyon genellikle hem boyuna hem de enine olmak
tizere iki yonde de meydana gelmektedir. Boyuna dispersiyon katsayist D, , enine
dispersiyon katsayist D, ’dir. Su sikistirilamaz oldugundan dolayr siireklilik

denklemini ( oV /ox=0 ) kullanarak (3.12) denklemi asagidaki gibi

yazilabilmektedir.

2
oc yoc_,0C
ot ox ox

(3.13)

(3.13) denklemi adveksiyon-dispersiyon denklemidir. Zamana ve konuma
bagli konsantrasyon degisimlerini elde etmek i¢in analitik ve niimerik metotlar
kullanilarak ¢oziilebilmektedir. Denklem zamanda bir, konumda ikinci mertebe
oldugundan ¢dziimii igin bir baslangig¢ ve iki siir kosulu gerekmektedir. Ornegin,
baslangicta temiz bir akimdaki kirletici yayilimmi simiile etmek i¢in baslangi¢
kosulu her yerde sifir, sinir kosullari ise kirletici salinim yontemine bagli olmaktadir.

Eger kirletici salinimi1 bir sefere mahsus, kazara meydana gelmigse sinir
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kosullarindan birisi salinim noktasinda kirletici girisi pulse seklinde olmaktadir.
Ancak bir nehire kanalizasyonun bosaltilmas1 gibi diizenli kirletici salimimi var ise
siir kosulu i¢in giin iginde konsantrasyonda degisimler olmasina ragmen sabit bir
konsantrasyon degeri kullanilabilmektedir. Diger sinir kosulu kirletici kaynagindan
uzak mesafelerde sifir olarak alinabilmektedir. Bu uzak mesafe analitik ¢oziimde
sonsuz, niimerik modelde sonlu biiyiik bir deger olabilmektedir. Cogunlukla ortalama

hiz1 x eksenine dogru, dispersiyonu enine yonlerde olusabilen bir boyutlu akimlar
kullanilmaktadir. V., V, V_ bilesenleri sirasiyla x—, y—, z— yonlerindeki hizlari

belirtmek tlizere ve dispersiyon katsayisinin konuma bagl degistigi varsayilarak

adveksiyon-dispersiyon denkleminin 1ii¢ boyutlu genel hali asagidaki gibi

yazilabilmektedir.
ot ox oy 0z Ox ox) oy "oy ) oz oz
Ancak denklemin en genel formunda dispersiyon katsayisi ny, ) Dyz gibi

kosegen dis1 terimleri igeren 3x3 bir tensOrdiir. Bu terimler bir yondeki
konsantrasyon egiminden dolay1 diger bir yone olan dispersif akis1 temsil etmektedir.
(3.14) denkleminin sag tarafindaki parantez icindeki her dispersiyon katsayisi ii¢

terimin toplamimndan olusmaktadir. Bu kosegen dis1 terimler genellikle yok

sayllmaktadir. Sadece V. hiz bilesenin oldugu veya baskin oldugu ve akima gapraz

yondeki ( y, z) dispersiyon katsayilar1 esit ise (3.14) denklemi asagidaki sekilde

yazilmaktadir.

8_C+V8_C:£(DL5_CJ+£ DT8_C +£(DT8—C) (3.15)
ot Ox Ox ox ) Oy oy ) oz oz

(3.15) denklemindeki D, boyuna, D, c¢apraz yondeki dispersiyon
katsayilarm1 ifade etmektedir. Molekiiler diflizyon hizdan bagimsiz olarak

diistiniilebilmektedir ancak tiirbiilansht difiizyon ve dispersiyon 6nemli dl¢iide hiza

baghdir ve dispersiyon katsayis1 agagidaki gibi yazilmaktadir.

D, =D +a,V ve D,.=D +aV (3.16)
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(3.16) denklemlerindeki ¢, , o, ifadeleri uzunluk boyutunda boyuna ve

capraz dispersiviteleri temsil etmektedir. Akarsu akimlarinin dahil oldugu ¢ogu
durumda diger terimlere gére molekiiler difiizyon yok sayilmaktadir. Dispersiyon
katsayis1 akarsu karakteristiklerine baghdir ve dogru tahmini acik kanallardaki

kirletici taginimi1 analizlerinde kritik 6neme sahiptir (Srivastava, 2008).
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4. ADVEKSIiYON DISPERSIYON DENKLEMININ
NUMERIK MODELLEMESI

Nehirlerdeki, gollerdeki, okyanuslardaki ve yeralt1 suyundaki ¢oziinmiis
madde taginimini ifade eden ana denklemlerden birisi olan adveksiyon-dispersiyon
denkleminin ¢oziimiinde kullanilan niimerik metotlar Eulerian, Lagrangian veya
karma Eulerian-Lagrangian olarak smiflandirilabilir (Neuman, 1984; Baptista, 1987).
Eulerian metotlar tasimim denklemini konumda sabit diigiim noktalarina aywrarak
¢ozmektedir. Sonlu fark ve sonlu eleman metotlar1 bu smifin temel metotlaridir.
Tasmim modellemesine uygulanan en eski metotlar arasinda olan Eulerian metotlar
giiniimiizde hala siklikla kullanilmakta ve akim simulasyonunda iyi sonuglar
vermektedir. Bu metotlar konumda sabit diigiim noktalarmin avantajina ve
kolayligia sahip olup, dispersiyonun baskin oldugu problemleri hassas ve etkili bir
sekilde c¢ozebilmektedir. Oldukca kolay bir sekilde programlanabilmekte ve
uygulanabilmektedir. Ancak Eulerian metotlar mevcut arazi kosullarinda siklikla
karsilagtigimiz adveksiyonun baskin oldugu problemlerde niimerik dispersiyon veya
yapay salimimdan ¢ok fazla etkilenmeye yatkindir (Pinder ve Gray, 1977; Anderson,
1979). Bu tarz hatalar konumda kullanilan diigiim noktalarmi arttirarak ve kiigiik
zaman araliklarinda hesaplama yapilarak azaltilabilmektedir fakat bu iyilestirmeler
arazi Olgekli uygulamalarda hesaplama siiresini ¢ok fazla arttiracagindan c¢oziime

ulagilamayabilmektedir.

Lagrangian metotlar c¢oziinmiis madde tasmimini ifade eden kismi
diferansiyel denklemi dogrudan ¢6zmemektedir. Onun yerine ¢ok sayida hareket
eden parcacigi kullanarak adveksiyon ve dispersiyonu tahmin etmeye ¢aligmaktadir.
Lagrangian metotlar adveksiyonun baskin oldugu problemlerdeki niimerik
dispersiyonu ortadan kaldirarak hassas ve etkili bir ¢6zlim saglamaktadir (Prickett ve
dig., 1981; Kinzelbach, 1986; Tompson ve Gelhar, 1990). Ancak Lagrangian bir
metottaki sabit diiglim noktalarmin veya sabit bir koordinat sisteminin eksikligi,
ozellikle birden fazla kirletici kaynaginin ve karmasik smir kosullarmin olmasi
durumunda niimerik dengesizlige ve hesaplama zorluklarma yol agabilmektedir

(Yeh, 1990). Parcacik takibinde hiz enterpolasyonuna ihtiya¢c duyulmasi yersel kiitle
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denkligi hatalar1 ve ¢oziim anormallikleriyle sonuclanabilmektedir (LaBolle ve dig.,
1996). Dahas1 Lagrangian bir metot ile elde edilen konsantrasyon ¢oziimii genellikle
“kaba” bir goriiniise sahiptir ve bu durum ters problemler ve optimizasyon
modellemesinde sorunlar yaratabilmektedir. Lagrangian metotlarin esnekligini,
verimliligini ve siirekliligini gelistirmek i¢cin ¢calismalar yapilmaya devam etmektedir

(LaBolle ve dig., 1998; Sun, 1999).

Karma Eulerian-Lagrangian metotlar ise iki smifin da avantajlarmi
birlestirmeylr amaclamaktadir. Bu yiizden operator ayrma metotlar1 sayesinde
denklem adveksiyon ve dispersiyon olmak {iizere ikiye ayrilmaktadir. Bu sayede
adveksiyon teriminin ¢6ziimiinde 1yi olan Lagrangian metotlar, dispersiyon teriminin

¢oziimiinde ise Eulerian metotlar kullanilmaktadir (Zheng ve Bennett, 2002).

4.1  Operator Ayirma Metodu

Operator ayirma metotlar1  kismi  diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Ozlimlerinde yaygin olarak kullanilan bir metottur. Bu metot genellikle iki sekilde
kullanilmaktadir. Birincisi diferansiyel denklem her bir koordinat eksenine ait
tiirevlerine ikinci olarak ise her parca belirli bir fiziksel durumu ifade edecek sekilde
ayrilarak kullanilabilmektedir. Ornegin; adveksiyon, diflizyon vb. Her iki durumda
da kullanilacak sayisal metot, aywrilan her parcanin ¢dziimlerinin birlestirilmesi
olarak tanimlanmaktadir. Bu durum g¢ok etkili metotlarin ortaya ¢ikmasini
saglayabilmektedir. Cilinkii aywrilan her parcaya farkli ¢6ziim metotlar

uygulanabilmektedir.

Operatdr ayrrma, denklemlerde bulunan konumsal diferansiyel operatdrlerin
basit formlara sahip farkli alt operatorlerin toplamina ayirilmasi anlamina gelir ve
bdylece denklem kolayca ¢dziilebilir. Operatdr ayirma, gruplanmis kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢Oziimii icin Onemlidir. Ciinkii karmasik denklem

sistemlerinin ¢ozlimii basit pargalara ayirilarak yapilabilir.

Asagida verilen diferansiyel denklemde iki lineer operatdr olmast durumuna

odaklanalim ve Cauchy problemini diisiinelim:
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aua(tt)zAu(t)+Bu(t), te(0,T),  u0)=u, (4.1)

Baslangi¢ fonksiyonu u, verilmis olsun. 4 ve B ‘nin Banach uzaymda

A,B:X > X smrlandirilmis  lineer operatorler oldugu varsayilir.  Gergek
uygulamalarda bu operatorler adveksiyon, diflizyon operatorleri gibi fiziksel
operatorlere karsilik gelir. Cesitli operatdr ayirma metotlar1 mevcuttur fakat bu
calismada Lie-Trotter ve Strang-Marchuk olmak {izere iki adet operator aymrma

metodu kullanilacaktir.

4.1.1 Lie-Trotter Ayirma Metodu

Lie-Trotter aymrma metodu birinci mertebe bir operatdor ayrma metodu

olmakla birlikte ardistk ayirma metodu olarakta isimlendirilmektedir. Bu metot
n=01.,N-1,£=0vet"=T oldugu [¢",¢""'] alt araliklarda iki alt problemi
ardisik olarak ¢ozmektedir. Farkli alt problemler baslangic kosullar1 araciligi ile

birlestirilmektedir. (4.1)’ deki problemi alt araliklarda alt problemlere ayirarak Lie-

Trotter ayirma metodunun algoritmasini asagidaki gibi gosterebiliriz.

ou*(t)
Ot
Ou™**(t)
Ot

Au*(t), te(,t"™) u*(")=ul (4.2)

Bu**(t), te(t",t"") u**")=u*("") (4.3)

n=0,1..,N-1 olmak iizere u, =u, esitligi (4.1)" de verilmistir. t=1"

zamanindaki yaklasik ¢6zim u;;” =u**(t"") olarak hesaplanmaktadir.

4.1.2 Strang-Marchuk Ayirma Metodu

Strang-Marchuk ayirma metodu ikinci mertebe bir operatér ayrma metodu

olmakla birlikte operatér ayirma metotlar1 arasinda en ¢ok kullanilan ve en popiiler
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metotlardan birisidir. Strang ayirma metodu olarakta isimlendirilmektedir. (4.1)” deki

probleme uygulandiginda algoritmas1 asagidaki gibi olmaktadir.

ou*(t N
ua—():Au*(t), << ) =ul, (44)
¢
a **t + n n+
ua O _purr), 1 <<, wre)=ur (@) (4.5)
t
a kokok t . n+ n+
ua—():Au***(t), A A Th i (A B TRk () (4.6)
¢
"% =" +0.5A¢ esitligi yarm zaman araligmi ifade etmektedir. Bu aralik

kullanilarak ilk alt problem ¢6ziiliir ve buradan elde edilen sonug ikinci alt problemin
baslangic kosulu olarak kullanilir. Tam zaman araliginda c¢oziilen ikinci alt
problemden elde edilen sonug tekrardan ilk alt problemin baslangi¢c kosulu olur ve
yarim zaman araliginda ¢oziilerek bir tam zaman araliginda yaklasik ¢oziim elde

edilir. Son olarak bulunan sonug bir sonraki zaman araligindaki baslangi¢ kosulu

olmaktadir. u;“ =u*** (") esitligi bunu ifade etmektedir (Yazici, 2010; Geiser,

2011).

Lie-Trotter ve Strang-Marchuk operator ayirma metotlarinin hata mertebeleri

ile ilgili detayl bilgi i¢in Geiser (2011) tarafindan yapilan ¢alismaya bakilabilir.

4.2  Adveksiyon Kisminin Coziimii

Adveksiyon kisminin  ¢0ziimiinde spline interpolasyonuna  dayali
karakteristikler metodu seg¢ilmistir. Ciinkii stabilite kosulu olmadan hiperbolik
denklemler i¢in en iyi sonucu veren yontem karakteristikler metodudur. Metodun
kesinligini belirleyen kullanilacak interpolasyon metodudur. Tez kapsaminda lineer,
kuadratik ve kiibik spline interpolasyonlar1 anlatilmistir. Bunlardan en iyi sonucu

kiibik spline interpolasyon yontemi verdigi i¢in analizlerde bu yontem kullanilmustir.
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4.2.1 Spline Enterpolasyonuna Dayal Karakteristikler Metodu

Denklem (3.13)’ te verilen bir boyutlu adveksiyon-dispersiyon denklemini
operatdr ayirma metotlar1 yardimiyla adveksiyon ve dispersiyon olmak iizere iki

prosese ayirabiliriz. Saf adveksiyon denklemi, denklem (4.7) deki gibi olmaktadir.

oC V@C:

o " ox @.7)

Saf adveksiyon denkleminin niimerik c¢oziimiinde tiirevlerin tahminine
dayanan metotlarin kullanilmasindan kaynaklanan zorluklar alternatif yaklagimlar
arastirilmasina sebep olmustur. Bu yaklasimlardan birisi uzun zamandan beri

hiperbolik denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan karakteristikler metodudur.

Denklem (4.7)’ nin her iki tarafi 4t ile ¢arpilirsa:

a—Cdt+VVafta—C:0 (4.8)
Ot TooOx

Denklem (4.9)’ daki notasyonu kabul edersek:
dx=Vdt (4.9)

Denklem (4.9)’ u denklem (4.8)’ de yerine yazdigimizda denklem (4.10) elde

edilir.

a—Cah‘+a—cabc:0 (4.10)
ot ox

Denklem (4.10)’ un sol tarafi C(x,?) fonksiyonunun tam diferansiyelidir. Bu

durumda denklem (4.8) i¢cin asagidaki esitlikler yazilabilir:

dC=0 (4.11a)
dx =V dt (4.11b)

veya
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dc

=0 4.12
” (4.12a)
dx _ v (4.12b)
dt

Boylece kismi diferansiyel denklem olan denklem (4.7), (X,f) diizleminde
denklem (4.9)’ da tanimlanan dogru boyunca basit bir adi diferansiyel gibi
¢oziilebilmektedir. Denklem (4.12a)’ dan ¢ikan sonuca gore bu dogru boyunca C
fonksiyonunun zamana gore degisimi sifira esittir. Sonu¢ olarak bu karakteristik

¢izgi boyunca konsantrasyonda herhangi bir degisiklik olmamaktadir.

Denklem  (4.12b) saf adveksiyon  denkleminin  karakteristigini
tanimlamaktadir. Bu da karakteristik ¢izginin tanjantina yani egimine esittir. Akiskan

hiz1 sabit oldugunda karakteristik ¢izgisi dogru olmaktadir. Ancak akiskan hizi

degisken oldugunda karakteristik ¢izgisi (X,) diizleminde tanimli egriler olmaktadir.

Karakteristik ¢izgi boyunca C(x,f) fonksiyonu degismediginden baslangig
degerlerinin verilmesi kosuluyla saf adveksiyon denklemi adi diferansiyel denklem
gibi kolaylikla ¢oziilebilir. Bu o6zellikler hiperbolik tipteki kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan temel metotlardan birisi olan karakteristikler

metodunun temelini olusturur (Abbott ve Basco, 1989).

Denklem (4.12a)’ nin sonucuna bakilarak anlasilan, denklem (4.12b)’ de
tanimlanan karakteristik dogru boyunca konsantrasyonun degismeyecegi bilgisini
kullanarak denklem (4.7)’ nin kesin ¢oziimiinii temsil eden esitlik denklem (4.13)’
teki gibi yazilabilir.

C(x,t) = C(x,,t,) = C(x—j‘det,toJ (4.13)

)

Boylece ¢ aninda x konumunda tanimlanan bir pargacigin f={, anindaki

konumu denklem (4.14) ile hesaplanabilir.
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x, =x—[V.dt (4.14)

)

Akigkan hizinin sabit oldugu durumlarda karakteristik ¢izginin 1/V, egimli

dogru olmasi sebebiyle denklem (4.14) diizenlenerek denklem (4.15) teki gibi

yazilabilir.
Cx,t)=Clx=(t—1,)V,.1,) (4.15)

Denklem (4.15), akiskanin sabit bir hizi oldugunda baslangig
konsantrasyonun kanal ekseni boyunca degisime ugramadan tasmacagini

gostermektedir.

Eger ag boyutlarint Ax ve A¢’ den olusturursak bu araliklar denklem (4.9)’ u

saglamaktadir.
! A
Ax R Ax R
l}'+l — [
-~ e
v v At
7 7
o o
fj — 4
- Ve
v v At
e -
o o
fi1 —
| | | >
Xii Xi Xi+]

Sekil 4.1: Karakteristikler metodunun diigiim noktalari.
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Ax=V At (4.16)

Sekil (4.3)’ te gorildigl tizere segilen araliklar denklem (4.16)° y1
sagladiginda agin kosegenleri ile karakteristik ¢izgiler kesigsmektedir. Karakteristik
¢izgi boyunca konsantrasyonun degismeyecegi bilindiginden yeni zamandaki

konsantrasyonlar denklem (4.17)’ de belirtilmistir.

C(xi+1’tj+l) = f(xi’tj)
CcH =/

i+1

(4.17)

Denklem (4.17)" ye gore ¢, zamaninda (x,,7;) diigim noktasmnda bulunan

parcacik As zaman adimindan sonra (x,,,,

t;,) digim noktasinda olacaktir. Bu

sonuca gore eger hiz sabit ise adveksiyon denkleminin karakteristikler metoduyla

¢Oziimii analitik ¢ozlime esittir.

Maalesef dogal kanallarda akim hizi konuma gére (V, =V,(x)) veya hatta
zamana gore (V, =V, (x,1)) degismektedir. Bu durumda denklem (4.16)’ y1 saglayan
bir diigiim yapist olusturmak miimkiin degildir. Sekil (4.4)’ ten goruldigii iizere
bundan béyle karakteristikler agin kosegenleri ile ¢akigsmayip ¢, zamamnda digiim

noktalar1 arasinda bir noktadan gegmektedir.

/ A
Ax
1i+1 R R
/
A
/
4 % ¢ 2
X1 X2 X3 Xi1 Xi X% Xi+1 X X1

Sekil 4.2: Geri karakteristiklerin diigiim noktalari.

Karakteristik ¢izgi boyunca konsantrasyon degeri degismediginden (i, +1)

diigiim noktasindaki konsantrasyon degeri (¥*, /) noktasindakine esittir:
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C/ = C(x*,t)) (4.18)

x*=x, —VAt (4.19)

Denklem (4.19) kullanilarak x* noktasinin konumu hesaplanmaktadir.
Biitiin digliim noktalarindaki konsantrasyon degerleri baslangic kosullarindan
bilindiginden x* noktasindaki konsantrasyonu hesaplamak icin bir enterpolasyon

yontemine ihtiyacimiz vardir. Lineer splinelar, kuadratik splinelar ve kiibik splinelar

bunlardan bazilaridir (Szymkiewicz, 2010).

4.2.1.1 Lineer Splinelar

Lineer splinelar veri noktalar1 arasinda olusturulan diiz ¢izgilerdir. Ornegin
(x, ), (x,1,), (x3,¥;) ve (x,,y,) gibi dort noktadan olusan bir veri setine uygun

enterpolasyon polinomu {icilincii dereceden olmaktadir. Ancak her aralik i¢in lineer
splinelar kullanildiginda bunlar birinci dereceden basit lineer fonksiyonlar

seklindedir. Lagrange formu kullanilarak asagidaki gibi olusturulmaktadir.

X=X, X=X

S, (x) = y+ Yy, X <xZX, (4.20)
X=X Xy =X

S,(x) = Y y, + X% V5, X, <x<x, (4.21)
X, — X, X, —X,

S,(x)= Ay v, + Al Vo X% Sx<Z1X, (4.22)
X, — X, X, — X,

Lineer splinelarin en biliyiikk kusuru birlesim noktalarinda ani egim
degisimlerinden etkilenmeleridir. Bunun sebebi komsu lineer fonksiyonlarin birinci
tiirevlerinin uyusmamalaridir. Bu problemi ¢ozmek icin birlesim noktalarindaki
tiirevlerin uyusmasini saglayan yiiksek mertebe polinom splinelar1 kullanilmaktadir.
Birlesim noktalarinda birinci tiirevlerin siirekliligini kuadratik splinelar, birinci ve
ikinci tiirevlerin her ikisinin de siirekliligini kiibik splinelar saglamaktadir. Pratikte

en ¢ok kiibik splinelar kullanilmaktadir.
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4.2.1.2 Kuadratik Splinelar

Kuadratik splinelar enterpolasyon yapmak i¢in her aralikta olusturulan ikinci
derece polinomlar1 kullanmaktadir. (x,),) ,..., (x,,;,¥,,;) gibi n+1 adet veriden

olusan bir veri setinde n adet aralik ve n adet kuadratik polinom bulunmaktadir.

Kuadratik polinomlarin genel formu asagidaki gibidir.
S(x)=a,(x—x,)’ +b(x—x)+c, i=L2,.,n (4.23)

(4.23) esitligindeki a,, b, c, (i=1,2,...,n) hesaplanmasi gereken bilinmeyen
katsayilardir. n adet polinom ve her polinom da ii¢ katsay1 oldugundan toplamda 3
adet bilinmeyen katsayr vardwr. Bundan dolay:r biitlin bilinmeyen katsayilar
belirlemek i¢cin 3n adet denkleme ihtiyacimiz vardir. Bu denklemlerin elde edilisleri

asagidaki dort baglikta agiklanmaktadir.

4.2.1.2.1 Bitis Noktalarindaki Fonksiyon Degerleri

Ik polinom S,(x) (x,,y,) noktalarindan, son polinom S, (x) (x,.,»,.)

noktalarindan  ge¢cmektedir. Bodylece bu polinomlar asagidaki esitlikleri

saglamaktadir.

S,(x) =, } (4.24)
Sn (xn+1) = Vs 2denklem .

(4.24)’ teki esitlikleri daha agik bir sekilde yazmamiz gerekirse asagidaki
gibi yazilmaktadir.

a1x12 +hx +¢ =y (4.25)

ax:, +bx  +c =y, .,

n”"n+l n”"n+l
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4.2.1.2.2 Ara Noktalardaki Fonksiyon Degerleri

Ara noktalarda iki sart saglanmak zorundadir. ilk olarak polinomlar veri
noktalarmdan gegmelidir. Tkincisi ise birbirine komsu polinomlar ara noktalarda esit

olmalidir.

(4.26)

S,(x) =y, S,(x5) = y50eer S, (x,) =, }' denten
Sz(xz) =V, S3(x3) = Vyperns Sn(xn) =y,

n—1 denklem

(4.26)’ daki denklemlerin daha genel ve acik ifadeleri asagidaki gibi

olmaktadir.

Si (X)) = Vit i=12,...,n-1

4.27

S(x)=y., i=2,3,..n (4.27)
ax’ +bx.  +c=y.,, i=12,..,n-1 428
ax; +bx +c, =y, i=23,.,n (4.28)

4.2.1.2.3 Ara Noktalardaki Birinci Tiirevler

Birbirine komsu kuadratik polinomlarin birinci tiirevleri ara noktalarda esit

olmalidir.

S)=505)  SE)=805 ) SL)=S,(5)) (4.29)
Bu denklemlerin genel ifadesi asagidaki gibi olmaktadir.
Si(x.,)=S,(x,), i=L2..,n-1 (4.30)

Polinomlarm genel ifadesinin birinci tiirevi S,(x)=2ax+b, olduguna gore

bu esitlik (4.30)’ da yerine yazilarak genel ifade asagidaki gibi daha ag¢ik olarak elde
edilmektedir.

xi+l

2ax,,+b =2a

7+

+b,, i=12,.,n-1 (4.31)

i+1
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Kuadratik polinomlarin en basinda belirttigimiz gibi bilinmeyen katsayilar1

hesaplamak i¢in 3n adet denkleme ihtiyactmiz vardwr. Simdiye kadar
2+4(n=D)+(m-1)+(n-1)=(3n—-1) adet denklem elde ettik. Bilinmeyen katsayilar
hesaplamak i¢in son bir denkleme ihtiyacimiz kaldi. Bu denklemi de sol sinir

noktasindaki ikinci tiirevin sifira esit oldugunu kabul ederek bulabiliriz.

4.2.1.2.4 Sol Stmir Noktasindaki ikinci Tiirev Sifir

81 (x,)=0} (4.32)

1 denklem

Polinomlarm genel ifadesinin sol smir noktasindaki ikinci tiirevi S, (x,)=2q,

oldugundan bu esitlik (4.32)’ de yerine yazildiginda buradan a, katsayismin degeri

hesaplanir.
a, =0 (4.33)

Boylece toplamda 3n adet denklem elde edilmis olur. (4.33) esitligi dogrudan

a, =0 degerini verdiginden geriye 3n—1 hesaplanmasi gereken katsay1 kalir. Bunlar

da diger 3n—1 adet denklem kullanilarak hesaplanir.

4.2.1.3 Kiibik Splinelar

Kiibik splinelar enterpolasyon yapmak i¢in her aralikta olusturulan iigiincii
derece polinomlart kullanmaktadir. (x,,,) ,..., (x,,,V,,,) gibi n+1 adet veriden

olusan bir veri setinde n adet aralik ve n adet kiibik polinom bulunmaktadir. Kiibik

polinomlar genel olarak asagidaki formda gosterilmektedir.
S(x)=a(x—x) +b(x—x) +c,(x—x)+d,, i=12,.,n (4.34)

(4.34) esitligindeki a, b, ¢;,d, (i=1,2,..,n) hesaplanmas1 gereken

bilinmeyen katsayilardir. n adet polinom ve her polinomda dort katsayr oldugundan
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toplamda 4n adet bilinmeyen katsayr vardir. Bundan dolayr biitiin bilinmeyen
katsayilar1 belirlemek icin 4n adet denkleme ihtiyacimiz vardir. Bu denklemlerin
elde edilisleri kuadratik splinelara benzemektedir. Farkli olarak birbirine komsu
kiibik polinomlarin ikinci tiirevleri de ara noktalarda esit olmak zorundadir. Ayrica
iki smir kosulu gerekmektedir. 4n adet denklemin olusturulmasi asagidaki gibi

olmaktadir.

Splinelar ara ve bitis noktalarindan ge¢cmekte olup birbirine komsu splinelar

ara noktalar da ayn1 degeri vermektedir (2 adet denklem).

S(x)=y,  S,(x.0)=V.u
Si+1(xi+1):Si(xi+1)5 i:1:2733“':n_1 (435)
S(x)=y, i=273,..n

Birbirine komsu splinelarm birinci tiirevleri ara noktalarda esittir (n—1 adet

denklem).
Si(x,)=S.,(x.,), i=12,.,n-1 (4.36)

Birbirine komsu splinelarin ikinci tiirevleri ara noktalarda esittir (n—1 adet

denklem).
S(x,)=S,(x.,), i=12,..,n-1 (4.37)

Simdiye kadar toplamda 4n—2 adet denklem olusturulmustur. Ihtiyacimiz
olan son 2 denklem ise smir kosullar1 esitliklerinden saglanmaktadir. Sinir kosullar
icin ¢esitli yaklagimlar kullanilmaktadir. Yaygin olarak kullanilan kosullardan iki
tanesi i¢in kiibik spline fonksiyonlar1 elde edilecektir. Bunlardan birincisi sabit sinir
kosulu, ikincisi ise serbest sinir kosuludur. Bu smir kosullar1 denklem (4.38) ve

(4.39)’ da verilmistir.

Sabit smir kosulunda (x;,y,) noktasindan baslayan S, fonksiyonunun birinci

tiirevi ve (x,,,,»,,;) noktasinda biten §, fonksiyonunun birinci tiirevi belirtilmistir.
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Sl'(x1):p

. 4.38
Sn (xn+1) =4 ( )

Serbest smir kosulunda (x,,y,) noktasindan baslayan S, fonksiyonunun
ikinci tiirevi ve (x,,,,y,,) noktasinda biten S, fonksiyonunun ikinci tiirevi sifir

olarak alinmaktadir.

Sln(xl):O

S, (%) =0 *3

4.2.1.3.1 Sabit Smir Kosulu Kullanilarak Kiibik Splinelarin

Olusturulmasi

a,b,c,d (i=1,2,..,n) katsayilar1 (4.38)’ de verilen sabit sinir kosulu
esitlikleri ile (4.35)-(4.37) denklemleri kullanilarak belirlenecektir.

(4.34) denkleminden S,(x,)=d, (i=1,2,3,...,n) olmaktadir. (4.35)" deki ilk

ve son denklemlerden S,(x,) =y, (i=1,2,3,...,n) oldugu goriilmektedir. Boylece;
d=y (i=123,..,n) (4.40)

Veri noktalar1 arasindaki  mesafeyi 4 =x,,,—x, (i=12,..,n) olarak

tanimlayalim. Bunu ve S, (x,,,)=d,,, esitligini dikkate aldigimizda (4.35)’ deki

+1

ikinci denklemin diizenlenmis hali asagidaki gibi olmaktadir.
d. =ah’ +bh’ +ch+d, i=12,.n-1 (4.41)

Eger d

n+l

=y, olarak tammlarsak (4.41) denklemi i=1,2,..,n araliginda

gecerli olacaktir. Ciinkii S, (x,,,)=y,,, dir. Boylece;

d. =ah +bh’ +ch+d, 1=12,.,n (4.42)
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S.(x)’ in birinci tiirevini alip (4.36) denklemini uyguladigimizda asagidaki

esitligi elde ederiz.
o =3ah’ +2bh +c, i=12,.,n-1 (4.43)

Eger c,,, =S, (x,,,) olarak tammlarsak (4.43) denklemi i =1,2,..,n arahginda

gegerli olacaktir. Boylece;
. =3ah’ +2bh +c, i=12,.,n (4.44)

S.(x)’ in ikinci tirevini alip (4.37) denklemini uyguladigimizda asagidaki

esitligi elde ederiz.

2bi+l = 6aihi +2bn 1= 1’2""n _1 (4-45)

n+

l .
Eger b IZESH(xM) olarak tamimlarsak (4.45) denklemi i=12,.,n

araliginda gecerli olacaktir. Boylece;

b

i+1

=3ah +b, i=12,.,n (4.46)

Buradaki amacimmiz sadece b, (i=1,2,..,n+1) katsayillarn1 iceren bir
denklem sistemi olusturmaktir. (4.46) denklemi a, =(b,, —b,)/3h, olacak sekilde

diizenlendikten sonra (4.42) ve (4.44) denklemlerinde yerine yazildiginda asagidaki
esitlikler elde edilmektedir.

d. = %(Zbi +b W +ch+d, i=12,.n (4.47)

Ve
Cin = (bz +b[+1)h,‘ +c, = 19 2,..,]’1 (448)

(4.47) denklemi c, i¢in diizenlenirse asagidaki denklem elde edilir.
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d,—d 1
6 === (b +h )k (4.49)

1

(4.48) ve (4.49) denkleminde i’ ler i—1 olarak diizenlenip tekrar yazildiginda
asagidaki esitlikler edilir.

d—d 1
€ == ’*I—E(Zbi_ﬁbi)hi_l (4.50)

i-1

¢ = (bi—l + bi)hH +c¢, (4.51)

Son olarak (4.49) ve (4.50) denklemleri (4.51) denkleminde yerlerine yazilip

diizenlenirse asagidaki denklem elde edilmektedir.

b h_ +2b(h+h_)+b, h = 3(d"+}11

i i-1

_di) _ 3(di — di—l)

,i=2,3,..,n (4.52)

(4.52) denklemi sadece b, (i=12,...,n+1) katsayilarmin bilinmedigi bir
sistem denklemini ifade etmektedir. d, (i=1,2,...,n+1) degerleri veri noktalarindaki
fonksiyon degerlerini, A4 (i=12,...,n) degerleri ise veri noktalar1 arasindaki
mesafeleri ifade ettiginden hepsi bilinmektedir. Ancak (4.52) denklemi n+1
bilinmeyenin oldugu »—1 adet denklemden meydana gelen bir sistemdir. Bu sistemi
¢Ozebilmek i¢in iki adet denkleme daha ihtiyacimiz vardir. Bu denklemler (4.38)
denklemindeki sabit smnir kosulundan elde edilmektedir. (4.49) denklemi i =1 icin
yazilirsa;

d,—d, 1
=—2 1——(2b1+b2)h1 (4.53)
n 3

G

Siir  kosulundan bulunan ¢, =S,(x,)=p esitligi kullanilarak (4.53)

denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde asagidaki denklem elde edilmektedir.

3d,-d) _

(2b, +b,) Iy, = 7

3p (4.54)

(4.48) denklemi kullanilarak;
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Cn+1 = (bn +bn+1 )hn + Cn (455)

Smuir kosulundan bulunan ¢, =S (x,,,)=g esitligi kullanilarak (4.55)

n+l

denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde asagidaki denklem elde edilmektedir.
¢,=q—(b,+b,.)h, (4.56)
(4.49) denklemi i =n i¢in yazilirsa;

d. —d 1
cn = %_E(an +bn+1)hn (457)

n

(4.56) esitligi (4.57) denkleminde yerine yazilarak diizenlendiginde asagidaki
denklem elde edilmektedir.

3d . —d
(2b,,,+b,)h, = —(%”)Hq (4.58)

n

(4.58), (4.54) ve (4.52) denklemleri birlestirilmesi n+1 adet

b (i=1,2,..,n+1) bilinmeyen igeren n+1 adet denklemden olusan bir sistemi

meydana getirmektedir.

Ozet olarak b, katsayilar1 asagida verilen denklemlerin olusturdugu sistem

¢oOziilerek elde edilmektedir.

3(d2 _dl) _

(2b,+b,)h, = 3p
h,
b b +2b(h+h_)+b,,h = i =d) 3(dih_ 41) ,i=2,3,..,n (4.59)
i i1
(2, +b,)h, =~ 3(d"+;; )43

n

(4.46)’ daki denklemler tridiagonal bir matris sistemi olusturmaktadir. Bu

sistem Thomas algoritmasi ile etkili bir big¢imde ¢oziilebilmektedir. b, katsayilari
elde  edildikten sonra  denklem (4.49) kullamlarak ¢,  katsayilari

hesaplanabilmektedir.
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¢ = d"”h_ ‘ ‘%Qbf th ), =120 (4.60)

1

Son olarak denklem (4.33) kullanilarak a, katsayilar1 hesaplanabilmektedir.

a =1 i=12..n (4.61)

4.2.1.3.2 Serbest Smr Kosulu Kullanilarak Kiibik Splinelarin

Olusturulmasi

Serbest sinir kosulunda sinirdaki degerler denklem (4.39)’ da belirtilmistir.

S/ (x)=6a,(x—x,)+2b, esitligi bilindigine gdre birinci smir kosulu kullanilarak
. I .
b, =0 olarak elde edilir. Onceki kisimda elde edilen b,,, :ES"(X"H) esitligi ile

ikinci siir kosulu kullanilarak b, ., =0 olarak elde edilir. Elde edilen bu iki degeri

denklem (4.52) ile birlestirdigimizde n+1 adet bilinmeyen igeren n+1 adet
denklemden olusan sistem olusturulabilir. Bu sistemin igerdigi denklemler asagidaki

gibi olmaktadir.

b, =0

b_h_ +2b(h+h_)+b. h = & (d”}ll_df) - 3(dfh_ da) - i=23,.,n

i i—1

(4.62)

Bu tridiagonal matris sistemi Thomas algoritmasi yardimiyla etkili bir

bigimde ¢oziilerek b, katsayilar1 hesaplanmaktadir. Diger bilinmeyen katsayilar sabit
smir kosulundaki gibi belirlenmektedir. Ozet olarak d (i=12,..,n+1) veri
noktalarindaki fonksiyon degerleri, A (i=1,2,..,n) veri noktalar1 arasmndaki
mesafeyi ifade etmektedir. b, katsayilar1 denklem (4.62), ¢, katsayilar1 denklem
(4.60) ve g, katsayilar1 denklem (4.61) kullanilarak hesaplanmaktadir (Esfandiari,
2013).
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4.3  Dispersiyon Kismimnin Coziimii

Dispersiyon kismimin ¢dziimii i¢in Crank-Nicolson (CN) sonlu fark semasi
secilmistir. Bunun sebebi dispersiyon probleminde iirettigi kesinligi yliksek ve stabil
sonuglardir. Ayrica kolay uygulanabilir olmasi ve islem siiresinin ¢ok fazla olmamasi

diger sagladig faydalardir.

4.3.1 Crank-Nicolson Semasi

Operatér ayrma metotlar1 ile proseslerine ayrilan adveksiyon-dispersiyon
denkleminin adveksiyon prosesi spline enterpolasyonuna dayali karakteristikler
metodu ile coziilecektir. Geriye kalan dispersiyon prosesinin ¢dziimiinde Crank-

Nicolson semas1 uygulanacaktir.

2
oc_,ic
ot Oox

(4.63)

Dispersiyon denklemi denklem (4.63)’ te verilmistir. Crank-Nicolson
metodunun sonlu farklar formunda ii¢ adet yeni zamanda, li¢ adette eski zamanda
olmak iizere toplamda alt1 adet diigiim noktas1 kullanilmaktadir. Bu diigiim noktalar

sekil (4.5)’ te gosterilmistir.

I A
j+1H3 t ==
i [] bilinmeyen
Jt o

K ; O bilinen
Jj b S S
i-1 i i+1

>

X

Sekil 4.3: Crank-Nicolson metodunun sonlu farklar ile gdsterimi.
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Dispersiyon denkleminin zamandaki tiirevi hesaplanirken (7, +1/2)
noktasinda merkezi fark acilimi kullanilmaktadir. Konumdaki tiirevi ise (i, j +1) ve

(i,/) noktalarindaki merkezi fark acilimlarinin  ortalamas:  almarak

hesaplanmaktadir.
c/'-c/ 1| D . o D . . .
At = 5{(Ax)2 (Ctil - 2ij + C;jfl ) + Ax)z (Cijﬂl _2Cij : + Cijfll )} (4~64)

Denklem (4.64)° teki bilinen degerler sag tarafta, bilinmeyen degerler sol
tarafta toplanirsa denklem (4.65) elde edilmektedir.

aClt'+bC/* +cClt = f) (4.65)

i i+l

Denklem (4.65)’ teki katsayilar ve sag tarafin esitlikleri sirasiyla:

.1 AD
e (4.66)
__AD
=y (4.67)

1 AD
T (4.68)
o LAD
f ==’ SIS, (¢l -2¢/+c/,) (4.69)

Denklem (4.65) tridiagonal bir cebirsel esitlikler sistemi olusturmaktadir. Bu
sistem Thomas algoritmasiyla es zamanli olarak etkili bir bi¢imde ¢oziilebilmektedir

(Lam, 1994).
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5. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boliimde, operatér ayirma metotlar: ile birlikte diger niimerik metotlarin
bir boyutlu ve iki boyutlu kirletici tasmimi problemleri tizerindeki etkinligi ¢ok

cesitli Courant ve Peclet sayilar1 igin detayli olarak incelenecektir.

Courant sayis1 akiskanin hizina, secilen diiglimler arasi genislige ( Ax) ve
zaman araliklarina ( Az ) bagli boyutsuz bir sayidir. Bir algoritmanin stabil olup
olmadigr Courant sayisinin degerine bagli olarak ifade edilmektedir. Genellikle
Cr <1 i¢in ¢cogu algoritma stabildir. Courant sayis1 biiyiidiikge metotlarin stabiliteleri
diismekte ve iirettikleri ¢oziimler bozulmaktadir. Cogu niimerik metot Courant
sayisinin 1’ den biiyiik oldugu durumlarda ¢6ziim iiretememekte veya yiiksek hatali

¢Oziimler elde etmektedir.

At
Cr=V— 5.1
. (5.1

Peclet sayis1 ise akiskanin hizina, diflizyon katsayisina ve diiglimler arasi
geniglige baglh olan boyutsuz bir sayisidir. Peclet sayisi o problemde hangi prosesin
baskin oldugunu anlamamizi saglamaktadir. Peclet sayismin biiyilkk olmasi

adveksiyonun, kii¢iik olmasi ise difiizyonun baskin oldugunu gostermektedir.
Ax
Pe=V— (5.2)
D

Bu incelemelerde saf adveksiyon, adveksiyon-dispersiyon, keskin (sharp)
¢coziimlii adveksiyon-dispersiyon ve iki boyutlu adveksiyon-dispersiyon gibi farkli
tarzda problemler kullanilacaktir. Problemlerin ¢6ziimiinde adveksiyon prosesi i¢in
kiibik spline interpolasyonuna dayali karakteristikler metodu (MOC-CS) difiizyon
prosesi i¢cinse Crank-Nicolson (CN) sonlu fark semasi kullanilacaktir. Niimerik
metotlardan elde edilen sonuglarin dogrulugu iki sekilde incelenecektir. ilk olarak
problemlerin kritik noktalarindaki degerler literatiirdeki diger arastrmacilarin
sonuclartyla ve analitik ¢oziimlerle karsilastirilarak yapilacaktir. ikinci olarak elde

edilen nlimerik sonuclar ile analitik ¢oziimler arasinda hesaplanan hata normlari
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sayesinde metotlarin kesinligi 6lciilecektir. Hata normlarinin hesaplanisi asagidaki

gibi olmaktadir.

LOO = max cikesin _Ciniimerik

1

(5.3)

L2
niimerik

i

cikesin —c

N
L=/
i=1

(5.4)

5.1  Bir Boyutlu Problemler

5.1.1 Birinci Problem

Sabit kesit alanma sahip sonsuz uzunlukta bir kanalda saf adveksiyon
denklemini inceleyelim. Akiskan hizi V"'=0.5 m/s olarak alinmistir. Gaussian

dagilimina sahip konsanstrasyonun standart sapmasi p =264 m ve baslangic tepe
noktas1 x, =2000 m’ dir. Problem ¢6ziimiinde kanal uzunlugu L =9000 m olarak

ele alimmistir. Bagslangic dagilimi kanalda ¢ =9600 s boyunca sekil degistirmeden
tasinmaktadir. Bu problemin analitik ¢6ziimii asagidaki denklemin ¢6ziimiiyle elde

edilmektedir (Szymkiewicz, 1993).

(x—xo Vt)2]

C(x,t)—lOexp[— s

(5.5)
yo,
Sinirlarda asagidaki smir kosullar1 kullanilmastir.
C(0,£)=0
(5.6)
-D (G_Cj (L,t)=0
ox

Denklem (5.5) te r=0 kullanildiginda baslangic degerleri, #=9600 s

kullanildiginda ise problemin analitik ¢6zlimii hesaplanmaktadir.
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" T T T T

t=0 t=9600 | O MOC-CS
Baslangig Durumu
10 - A Analitik Cézim T

0 1000 2000 3000 4000 5000

Sekil 5.1: Ax =25 m ve At =50 s araliklarinda MOC-CS ile elde edilen niimerik ¢6ziimle analitik

¢ozlimiin karsilastirilmasi.

Tez kapsaminda adveksiyon prosesinin ¢oziimiinde Szymkiewicz (1993)
tarafindan Onerilen kiibik spline interpolasyonuna dayali karakteristikler metodu
(MOC-CS) kullanilmistir. Bu sebeple tablo (5.1)’ den goriilebilecegi gibi saf
adveksiyon problemi i¢in elde edilen sonuglar Szymkiewicz (1993) tarafindan elde
edilen sonuglarla birebir uyusmaktadir. Bu algoritma ¢ok biiyiik Courant sayilarinda

bile etkili sonuglar iiretebildigi i¢in se¢ilmistir.

Tablo 5.1: + =9600s' de ¢esitli Courant sayilari i¢in en biiyiik konsantrasyon degerleri.

Holly- . ..
Cr (?nx ) (AS[) Preissrr}llann Szy(r11119<1963v)v1cz MOC-CS %I:)azlllltllrlf

(1977)
0.25|100| 50 9.677 9.816 9.816 10
0.50| 100 | 100 9.756 9.836 9.836 10
0.75]100 | 150 9.805 9.934 9.934 10
1.00{ 100 | 200 10.000 10.000 10.000 10
1.50{ 100 | 300 - 9.941 9.941 10
2.00| 100|400 - 10.000 10.000 10
2.40|100 | 480 - 9.966 9.966 10
3.20] 100 | 640 - 9.988 9.988 10
4.80| 100|960 - 9.992 9.992 10
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Tablo (5.1)’ deki sonuglar incelendiginde arastirmaci problemin yapisini ve
t=9600 s’ de en biiylik konsanstrasyon degerinin x =6800 m’ de olusacagini
dikkate alarak bir Ax araligi se¢mis ve bu araligi sabit tutarak ¢ok farkli Az
degerleri i¢in elde ettigi sonuglar1 sunmustur. Cok biiyiik Courant sayilarinda dahi
hesaplanan en biiylik konsantrasyon degeri analitik ¢6ziime olduk¢a yakindir. Holly-
Preissmann (1977) Courant sayismin 1’ den biiylik oldugu durumlarda sonug

bulamamustir.

Algoritmanin  aynt Courant sayilarindaki etkinligini detayli olarak
inceleyebilmek i¢in tablo (5.2) ve tablo (5.3) olusturulmustur. Ax araliklar1 sabit
tutularak sadece Ar araliklar1 degistirilerek yapilan hesaplamalardan elde edilen
sonuglar tablo (5.2)’ de verilmistir. Benzer sekilde Az araliklari sabit tutularak
sadece Ax araliklar1 degistirilerek yapilan hesaplamalardan elde edilen sonuglar

tablo (5.3)’ de verilmistir.

Tablo (5.2) ve tablo (5.3) birlikte incelendiginde Courant sayisinin, tam say1
oldugu durumda elde edilen sonuclar analitik ¢dziimle birebir aynidir. Courant
sayisini denklem (5.1)° den goriilebilecegi lizere Ax ve Ar biiyiikliiklerine baghdir.
Bu biiytikliiklere miidahale ederek ayni1 Courant sayilarinda ¢ok farkli sonuglar elde

etmek miumkiindir.

Ax ve At araliklarinm kiiciik se¢ilmesi hesaplama siirelerini arttrmakta ve
elde edilen sonuglarin dogrulugunu etkilemektedir. Tablo (5.2) ve tablo (5.3)
incelendiginde acik¢a goriilmektedir ki Ax araligi yeteri kadar kiiclik secildiginde
yilksek Courant sayilarinda Crank-Nicolson semasi bile analitik ¢6ziime
yaklagmaktadir. Bu sebeple Ax araligi kiigiik secilerek elde edilen Courant
sayillarinda hesaplanan dogrulugu yiliksek degerler, gelistirilen niimerik metodun
performansin1 tam olarak ifade edememektedir. Metodun yiiksek Courant
sayilarindaki gercek performansini gérebilmek amaciyla sabit bir Ax araliginda Az

aralig1 degistirilerek hesaplamalar yapilmis ve tablo (5.2)’ de sunulmustur.
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Tablo 5.2: # = 9600 s' de sabit Ax Ve farkli Az’ ler icin sonuclar ve hatalar.

L L
Cr Ax | At CN MOC- | Analitik 2 z
m)| (s) CS | Gozim | ¢N Mgsc CN Mgf

0.25]1200| 100 |5.012| 8.836 10 12.210| 1.846 |5.315| 1.164
0.501200| 200 | 4.885| 8.969 10 12.480| 1.522 |5.338| 1.031
0.751200| 300 |4.699| 9.426 10 12.878| 0.897 |5.341| 0.574
1.00]200 | 400 |4.477| 10.000 10 13.350| 0.000 |5.523| 0.000
1.501200| 600 |4.010| 9.497 10 14.333] 0.709 [5.990| 0.503
2.001200| 800 |3.584| 10.000 10 15.213| 0.000 |6.416| 0.000
2.401200] 960 |3.292| 9.665 10 15.805| 0.469 |6.708| 0.335
3.00{200|1200]2.931| 10.000 10 16.524| 0.000 |7.069| 0.000
4.801200]1920|2.221| 9.905 10 17.880] 0.160 |7.779| 0.095

0.25]100| 50 |7.434| 9.816 10 9.445 | 0.368 [3.948| 0.184
0.50] 100 | 100 | 7.288| 9.836 10 9.908 | 0.309 [4.062| 0.164
0.75]100| 150 | 7.066| 9.934 10 10.615| 0.130 |4.203| 0.066
1.00] 100 | 200 | 6.792| 10.000 10 11.488| 0.000 |4.492| 0.000
1.50] 100 | 300 | 6.182| 9.941 10 13.436| 0.109 |5.039| 0.059
2.00| 100 | 400 |5.591| 10.000 10 15.321| 0.000 |5.242| 0.000
2.401100| 480 |5.169| 9.966 10 16.657| 0.064 |5.498| 0.034
3.20[ 100 | 640 |4.475] 9.988 10 18.819| 0.024 |5.525| 0.012
4.80| 100 | 960 |3.540| 9.992 10 21.624| 0.016 |6.460| 0.008

0.25] 50 | 25 19.320] 9.978 10 4.835 | 0.060 |1.663| 0.022
0.50] 50 | 50 ]9.030] 9.980 10 6.183 | 0.052 [2.100| 0.020
0.75] 50 | 75 |8.583| 9.992 10 8.179 | 0.020 [2.704| 0.008
1.00] 50 | 100 |8.053| 10.000 10 10.524| 0.000 |3.320| 0.000
1.50) 50 | 150 |6.993| 9.993 10 15.270| 0.017 |4.452| 0.007
2.00| 50 | 200 | 6.105| 10.000 10 19.301| 0.000 |5.128| 0.000
2.40] 50 | 240 |5.532] 9.996 10 21.895| 0.010 |5.425| 0.004
3.20] 50 | 320 |4.671| 9.999 10 25.740| 0.003 |5.582| 0.001
4.80] 50 | 480 |3.614| 9.999 10 30.268| 0.002 |6.414| 0.001

MOC-CS ile literatiirdeki diger arastirmacilarin metotlar1 tablo (5.4)° te
karsilastirilmaktadir.

Tablo (5.4) incelendiginde Ar araligi sabit tutularak Ax araligi degistirilerek
Courant sayis1 bliyiitiilmiistiir. Bu sebepten dolay1 biitiin arastirmacilarin sonuglari
Courant sayisinimn  biliylimesiyle analitik ¢oziime yaklagsmaktadwr. MOC-CS
metodunun performanst her Courant sayisi i¢in iyi olmakla birlikte Cr>1 oldugu
durumlarda analitik ¢6ziimle ayni sonucu vermektedir. Diger arastirmacilar biiylik
At araliklar1 i¢in sonu¢ vermediklerinden karsilastirma yapilamamistir. MOC-CS
metodunun biliylik Ar araliklarindaki performansi detayli olarak tablo (5.2)° de

incelenmistir.
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Tablo 5.3: # = 9600 s' de sabit A¢ ve farkli Ax ’ ler i¢in sonuglar ve hatalar.

Cr Ax At CN MOC- Ar.l.aljtik LZMOC LO;\/IOC

(m) | () CS | Cozim | CN S CN S
0.25]400.0[1200]3.919] 6.552 10 [12.100] 4.453 [6.081] 3.448
0.50[200.0[200[4.885] 8.969 10 [12.480] 1.522 [5.338] 1.031
0.75]133.3[200[5.791] 9.834 10 [12.249] 0.296 [5.087| 0.166
1.00[100.0]200]6.792] 10.000 10 [ 11.488] 0.000 [4.492] 0.000
1.50| 66.7 [200]7.647] 9.984 10 [10.689] 0.037 [3.797] 0.016
2.00[ 50.0 [200]8.053] 10.000 10 [10.524] 0.000 [3.320] 0.000
2.50| 40.0 [200]8.267| 9.998 10 [10.707] 0.006 [3.107] 0.002
3.18] 31.5 [200]8.461 10.000 10 [11.450] 0.001 [2.870] 0.000
4.79] 20.9 [200]8.612] 10.000 10 [12.724] 0.000 [2.735] 0.000
0.24]309.1[150]3.949] 7.484 10 [12.050] 3.426 [6.051] 2.516
0.55]136.0]150]5.935] 9.638 10 [11.874] 0.603 [4.951| 0.362
0.75]100.0| 150 | 7.066] 9.934 10 [10.615] 0.130 [4.203| 0.066
0.99] 75.6 [1507.903| 10.000 10 [ 9.307 | 0.001 [3.471] 0.000
1.50| 50.0 [ 1508.583] 9.993 10 [ 8.179 | 0.017 [2.704] 0.007
2.00[ 37.6 [ 150 8.845] 10.000 10 | 7.847 | 0.000 [2.366] 0.000
238 31.5 [150[9.081] 9.999 10 | 7.837 [ 0.003 [2.029] 0.001
3.20] 23.4 [150(9.164| 10.000 10 | 8.058 | 0.000 [1.913] 0.000
481 15.6 [150[9.268] 10.000 10 | 9.035 | 0.000 [1.762] 0.000
0.25]200.0[100]5.012] 8.836 10 [12.210] 1.846 [5.315] 1.164
0.50]100.0[ 100 7.288] 9.836 10 [ 9.908 | 0.309 [4.062] 0.164
0.75] 66.7 [100]8.455] 9.982 10 | 7.576 | 0.043 [2.843] 0.018
1.00| 50.0 [100{9.030] 10.000 10 | 6.183 | 0.000 [2.100] 0.000
1.50| 33.3 [100]9.484| 9.998 10 | 4.980 | 0.006 [1.410] 0.002
2.00| 25.0 [100{9.639] 10.000 10 | 4.626 | 0.000 [1.135] 0.000
2.40( 20.8 [100]9.749] 9.995 10 | 4.573 | 0.001 [1.024] 0.000
3.20] 15.6 [100[9.752| 10.000 10 | 4.706 | 0.000 [0.912] 0.000
4.80| 10.4 [100[9.777] 10.000 10 | 5258 | 0.000 [0.830] 0.000
0.25]100.0] 50 [7.434] 9.836 10 [9.445 ] 0309 [3.948] 0.164
0.50] 50.0 | 50 [9.320| 10.000 10 | 4.835 [ 0.000 [1.663| 0.000
0.75] 33.3 | 50 [9.765] 9.998 10 | 3.107 | 0.006 [0.878] 0.002
1.00| 25.0 | 50 [9.888] 10.000 10 | 2.383 | 0.000 [0.579] 0.000
1.50| 16.7 | 50 [9.953] 10.000 10 1.846 | 0.000 [0.362] 0.000
2.00 12.5 [ 50 [9.970] 10.000 10 1.695 | 0.000 [0.286| 0.000
2.40( 10.4 | 50 [9.971] 10.000 10 1.669 | 0.000 [0.257] 0.000
3.20] 7.8 | 50 [9.986] 9.999 10 1.711 | 0.000 [0.227] 0.000
4.80| 5.2 |50 [9.980] 10.000 10 1.906 | 0.000 [0.207] 0.000

Tablo 5.4: Hesaplanan sonuglarin literatiirdeki sonuglarla karsilastirilmasi.

op | A | M Gardner Dag (2006) Dag (2011) | Giirarslan cn | MOC- | Analitik
(m) | (s) | (1994) | FEMLSF | FEMQSF| TC | TG | (2013) CS | Cozim
0.25] 100 | 50| 9.986 9.647 9.926 [9.940(9.989| 9.999 |7.434| 9.836 10
0.50| 50 [ 50| 9.986 9.864 9.932 19.984(9.991| 10.000 |9.320| 10.000 10
0.75133.3{50| 9.993 9918 9.949 19.993(9.996| 10.000 |9.765| 9.998 10
1.00| 25 [ 50| 9.986 9.943 9.961 9.986(9.991| 10.000 |9.888| 10.000 10
1.50{16.7| 50| 9.994 9.951 9.959 {9.9949.996 - 9.953| 10.000 10
2.00112.5|50| 9.986 9.956 9.961 9.98619.995 - 9.970| 10.000 10
2.40110.4| 50| 9.994 9.959 9.962 [9.994|9.996 - 9.971| 10.000 10
320| 7.8 [ 50| 9.999 9.960 9.962 [9.99319.996 - 9.986| 9.999 10
480 5.2 |50 9.994 9.961 9.962 [9.994|9.996 - 9.980| 10.000 10
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Tablo 5.5: ¢ =9600 s'de hesaplanan hatalarin literatiirdeki hatalarla kargilastirilmasi.

LZ Lac
Ax | At | Korkmaz Korkmaz
Cr MOC- MOC-
2012 2012
m | | o12) | MO | @orz) | MO
DQM DQM

0.25]200 | 100| 34.789 | 1.846 3.322 1.164
0.50| 100 | 100| 2.867 0.309 1.160 0.164
1.00| 50 [100] 0.377 0.000 0.146 0.000

1.50(33.3]100 - 0.006 - 0.002
2.00(25.0] 100 - 0.000 - 0.000
2.40(20.8|100 - 0.001 - 0.000
3.20|15.6| 100 - 0.000 - 0.000
4.80]10.4| 100 - 0.000 - 0.000

Tablo (5.5)” te MOC-CS metodu ile Korkmaz (2012) diferansiyel kuadrator
metodunun (DQM) hatalar1 karsilastirilmaktadir. DQM metodunun hata degerleri
yliksek olmakla birlikte Cr >1 i¢in sonu¢ bulamamistir. MOC-CS metodunun hem
hata degerleri olduk¢a kiigiiktiir hem de Courant smirlamasi yoktur yani kosulsuz

stabildir.

Tablo 5.6: ¢ =9600 s'de hesaplanan hatalarin literatiirdeki hatalarla karsilagtirilmasi.

Lz
Cr Av | At Dag Korkmaz | Giirarslan
(m) | (s) (20006) (2012) | (2013) | MOC-CS

FEMLSF | FEMQSF| DQM CD6
0.125| 200 | 50 | 32.874 12.555 | 34.734 | 0.8511 1.9526
0.250| 100 | 50 | 10.596 7.951 2.685 0.0218 0.3683
0.500| 50 [50| 7.984 7.908 0.170 0.0024 0.0520
1.000| 25 | 50| 7.881 7.908 0.023 0.0029 0.0000

1.500(16.7| 50 | 7.892 7.896 - - 0.0011
2.000(12.5(50| 7.899 7.908 - - 0.0000
2.400(10.4|50| 7.901 7.928 - - 0.0002
3.200| 7.8 | 50 | 7.904 7.933 - - 0.0000
4.800| 5.2 | 50| 7.906 7.872 - - 0.0000
Lco

Cr Av | At Dag Korkmaz | Giirarslan

(m) | (s) (20006) (2012) | (2013) | MOC-CS

FEMLSF | FEMQSF| DQM | CD6

0.125|200 | 50 | 1.350 0.518 1.156 0.4293 1.0873
0.250| 100 | 50 | 0.494 0.376 0.136 0.0100 0.1845
0.500| 50 (50| 0.380 0.373 0.008 0.0008 0.0199
1.000| 25 [50| 0.377 0.379 0.001 0.0007 0.0000

1.500|16.7| 50 | 0.378 0.378 - - 0.0002
2.000|12.5{ 50| 0.378 0.379 - - 0.0000
2.400(10.4| 50| 0.378 0.380 - - 0.0000
3.200| 7.8 [ 50| 0.379 0.380 - - 0.0000
4.800| 5.2 | 50| 0.378 0.377 - - 0.0000
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Tablo (5.6)’ da c¢esitli metotlarin hesaplama hatalar1 verilmistir. MOC-CS
metodunun avantajli ve dezavantajli oldugu noktalar goriilmektedir. DQM ve CD6
metotlarma gore diisiik Courant sayilarinda daha kotii sonuglar vermektedir. Ancak
bu metotlar Courant sayisina baghdirlar (Cr <1) yani kosullu stabildirler. FEMLSF
ve FEMQSF metotlar1 Courant sayisindan bagimsiz goriinmektedir. Bu metotlarin

hatalar1 karsilastirildiginda MOC-CS metodunun sonuglar1 oldukga iyidir.

Genel olarak saf adveksiyon problemi i¢in verilen biitiin tablolar
incelendiginde yiiksek Courant sayilarinda bile MOC-CS kosulsuz stabil olmakla

birlikte analitik ¢6zlime yakin sonuglar vermektedir.

5.1.2 ikinci Problem

Birinci probleme benzer sekilde bu problem de Gaussian dagilimma sahiptir.

Ancak bu dagilimda iki adet tepe bulunmaktadir. Akiskan hizi V'=0.5 m/s ve

konsantrasyonun standart sapmalar1 swrasiyla p, =264 m ve p, =264 m’dir.

Konsantrasyon tepe noktalar1 baslangicta swrasiyla x, =1400 m ve x, =2400 m

koordinatlarindadir. Baslangi¢ konsantrasyonu L =9000 m uzunlugundaki kanalda
t =9600 s boyunca taginacaktir. Problemin analitik ¢6ziimii asagida verilmektedir

(Yong-hong ve dig, 2001).

[ (xx]Vt)z} { (xszt)z}
C(x,t)=10exp| —~—— 5 |+6.5exp| —~—25— (5.7)
2 2,

Py

Probleme ait baslangic ve siir kosullar1 analitik ¢oziimden alabilir. Elde

edilen sonuglarm degerlendirilmesinde kritik noktalar olan tepe noktalardaki
konsantrasyonlar ve iki tepe noktast arasindaki en diisiik konsantrasyon
kullanilacaktir. Bu kritik noktalar sekil (5.7)’de acikca goriildiigii gibi sirasiyla A, B,

C noktalar1 olarak isimlendirilmistir.
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Sekil 5.2: Ax =25 m ve At =50 s araliklarinda MOC-CS ile elde edilen niimerik ¢dziimle analitik

¢Ozlimin karsilastirilmasi ve kritik noktalar.

Problemin ¢6ztiimiinde kullanilan MOC-CS’nin iirettigi sonuglar tablo
(5.7)’de verilmistir. Elde edilen sonuglarin analitik ¢6zlimle iyi bir uyum igerisinde
oldugu net bir bicimde goriilmektedir. Bu ¢oziimlerde diigiim araligt Ax =50 m
olarak secilmis ve biitiin analizlerde sabit tutulmustur. Her analizde sadece zaman
aralig1 At degistirilerek cok cesitli Courant sayilar1 i¢in ¢oziimler elde edilmistir.
MOC-CS’in yiiksek Courant sayilarinda diisiik Courant sayilarma gore analitik
¢Ozlime daha yakin sonuglar trettigi agiktir. Bu sebeple yliksek Courant sayilarinda

¢oziim liretmek hem sonucu iyilestirecek hem de hesaplama siiresini kisaltacaktir.
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Tablo 5.7: ¢+ =9600 s'de kritik noktalarda hesaplanan konsantrasyon degerlerinin analitik

¢ozlimle karsilastirilmasi ve hata normlart (Ax = 50 m).

Cr A noktasi | B noktast | C noktast| L, L

0

0.01 10.0035 | 2.6639 | 6.5063 ]0.0256|0.0079
0.05 9.9978 | 2.6664 | 6.5024 ]0.0334|0.0110
0.10 9.9920 | 2.6690 | 6.4986 |0.0468|0.0152
0.15 9.9876 | 2.6709 | 6.4957 ]0.0584|0.0189
0.20 9.9844 | 2.6722 | 6.4936 [0.0670|0.0215
0.25 9.9823 | 2.6730 | 6.4923 ]0.0725]0.0229
0.30 9.9813 | 2.6733 | 6.4916 |0.0752]0.0237
0.40 9.9817 | 2.6728 | 6.4920 |0.07310.0233
0.50 9.9847 | 2.6712 | 6.4941 ]0.0634|0.0203
0.60 9.9893 | 2.6689 | 6.4973 ]0.0489|0.0157
0.75 9.9973 | 2.6653 | 6.5026 |0.02430.0077
0.80 9.9997 | 2.6643 | 6.5042 [0.0168|0.0054
1.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
1.20 10.0015 | 2.6638 | 6.5053 ]0.0112]0.0036
1.50 9.9982 | 2.6651 6.5031 |0.0212]0.0068
1.60 9.9991 2.6647 | 6.5037 |0.0184]0.0059
2.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
2.40 10.0011 | 2.6639 | 6.5050 |0.0123]0.0039
3.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
3.20 10.0037 | 2.6628 | 6.5068 |0.0042|0.0014
4.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
4.80 10.0041 | 2.6625 | 6.5071 |0.0028|0.0009
6.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
6.40 10.0035 | 2.6628 | 6.5067 |0.0046]0.0015
8.00 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
9.60 10.0040 | 2.6626 | 6.5070 |0.0031]0.0010
12.00 | 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
16.00 | 10.0050 | 2.6622 | 6.5077 |0.0000|0.0000
19.20 | 10.0048 | 2.6623 | 6.5075 |0.0007|0.0002

Analitik |0 6050 | 26602 | 65077 | - ;
Cozim

Tablo (5.8)’de diigiim araligit Ax =100 m olarak se¢ilmis ve biitiin analizlerde
sabit tutulmustur. Elde edilen sonuglar incelendiginde MOC-CS Courant sayisinin
tam say1 oldugu analizler hari¢ analitik ¢6ziime tam olarak ulasamamistir. Bu da
secilen diiglim araliginin olmasi gerekenden daha biiylik sec¢ildigini gostermektedir.
Yine de MOC-CS kabul edilebilir sonucglar iiretmistir. Ayrica tablo (5.7)" deki
sonuglara benzer sekilde Courant sayisinin biiyiik oldugu analizlerde analitik ¢oziime
daha yakin sonuclar bulmustur. Bu sonu¢ hata normlarinin incelenmesiyle de kolay
bir sekilde goriilmektedir. Courant sayisi ile hata normlarinin sonuclar1 ters

orantilidir.
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Tablo 5.8: Kritik noktalardaki degerlerin analitik ¢6ziimle karsilastirilmasi ve hata normlari.

Cr | Anoktasi | B noktas: | C noktas1| L, L

0

0.005 | 9.9768 | 2.7507 | 6.4836 |0.3010]0.1360
0.025 | 9.9536 | 2.7647 | 6.4677 |0.3027]0.1306
0.050 | 9.9281 2.7808 | 6.4502 |0.3149]0.1341
0.075 | 9.9058 | 2.7953 | 6.4350 |0.3333]0.1449
0.100 | 9.8864 | 2.8083 | 6.4219 |0.3542]0.1540
0.125 | 9.8698 | 2.8196 | 6.4107 |0.3751]0.1612
0.15 9.8556 | 2.8293 | 6.4014 [0.3945|0.1668
0.20 9.8338 | 2.8442 | 6.3873 ]0.4259|0.1733
0.25 9.8198 | 2.8534 | 6.3789 ]0.4452|0.1852
0.30 9.8127 | 2.8575 | 6.3753 ]0.4522|0.1922
0.375 | 9.8133 | 2.8552 | 6.3775 |0.4412]0.1917
0.40 9.8160 | 2.8525 | 6.3800 |0.4323|0.1889
0.50 9.8380 | 2.8347 | 6.3966 |0.3759|0.1670
0.60 9.8732 | 2.8097 | 6.4213 ]0.2947|0.1318
0.75 9.9375 | 2.7721 | 6.4643 ]0.1559]0.0675
0.80 9.9582 | 2.7621 | 6.4779 ]0.11240.0483
1.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
1.20 9.9744 | 2.7611 6.4865 |0.0755]0.0329
1.50 9.9452 | 2.7728 | 6.4680 [0.13070.0598
1.60 9.9529 | 2.7679 | 6.4735 [0.11410.0521
2.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
2.40 9.9701 2.7615 | 6.4843 ]0.0766|0.0349
3.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
3.20 9.9934 | 2.7512 | 6.4997 ]0.02860.0126
4.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
4.80 9.9971 2.7480 | 6.5026 |0.0191]0.0084
6.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
8.00 10.0050 | 2.7452 | 6.5077 |0.0000|0.0000
9.60 9.9960 | 2.7488 | 6.5018 [0.0194|0.0089

Analitik |6 0050 | 27450 | 65077 | - ]
Coziim

5.1.3 Ugiincii Problem

Bu problemde akigkan hizi ¥ =0.01 m/s, diflizyon katsayis1 D =0.002 m*/s
olarak alinmistir. Ancak diflizyonun ¢6zlim iizerindeki etkisini arastirmak amaciyla
farkl diflizyon katsayilar1 ile de ¢oziimler elde edilmistir. Kanal uzunlugu L =100

m olarak se¢ilmistir. Bu problemin analitik ¢dziimii agagidaki denklemin ¢oziimiiyle

elde edilmektedir (Szymkiewicz, 1993).

1 x=Vt) 1 Vx x+Vt
C()C,t)—Eel’fC[Ej+§eXp(Bjel’fC(\/HJ (59)

Smirlarda denklem (5.10)’ da verilen siir kosullar1 kullanilmagtir.
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C(0,1) =1

5.10
_D(ac)(u)zo (5.10)

o

Smir kosullarindan goriildiigii iizere bu problemde akis yukarisindan kanala
stirekli kirletici girisi vardir. Denklem (5.9)’ da =0 kullanildiginda baslangi¢
degerleri, ¢r=3000 s kullanildiginda ise problemin analitik ¢oziimii

hesaplanmaktadir.

T T T T T T T T

—O6—MOC-CS-CN
1 (}888333333368088888583 — — Analitik C6ziim

0.8

0.6
C

0.4

0.2

0 10 20 30 40

Sekil 5.3: Ax=1 m ve At =10 s araliklarinda MOC-CS-CN ile elde edilen niimerik ¢oziimle analitik

¢Oziimiin karsilastirilmasi (Pe=5).

Bu problem adveksiyon ve diflizyon proseslerinin her ikisini de
barmdirmaktadir. Oncelikle operatér ayirma metotlar1 kullanilarak adveksiyon ve
diftizyon olmak tizere ikiye ayrilacaktir. BOylece operator ayirma metotlarmin
performanslar1 karsilastirilacaktir. Problem sharp (keskin) bir ¢6zliime sahip oldugu

icin metotlarin gergek performanslarmi agik bir sekilde gostermektedir. Yapilan

biitiin hesaplamalarda Ax araligi 1 m olarak segilmistir.

55



Tablo 5.9: ¢ =3000 s'de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilastirilmasi ( Az =1s).

Girarslan | Giirarslan | Nazir

MOC-CS-CN
Mesafe CN (2013) (2014) (2016) OC-CS-C Analitik
x (m) RK4- Lie- Cozim
CD6 MC-CD6 | CuTBSM Trotter Strang

0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000
18 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000
19 1.000 | 0.999 0.999 0.999 1 0.999 1 0.999 | 0.999
20 1.003 0.998 0.998 0.998 ] 0.998 | 0.998 | 0.998
21 1.008 | 0.996 0.996 0.996 | 0.996 | 0.996 | 0.996
22 1.009 | 0.991 0.991 0.991 0.990 | 0.990 | 0.991
23 1.004 | 0.982 0.982 0.982 ] 0.981 | 0.981 | 0.982
24 0.984 | 0.964 0.964 0.964 | 0.963 | 0.963 | 0.964
25 0.944 | 0.935 0.934 0.934 ] 0.933 ] 0.933 | 0.934
26 0.883 0.889 0.889 0.888 | 0.888 | 0.888 | 0.889
27 0.800 | 0.824 0.823 0.822 ] 0.823 | 0.823 | 0.823
28 0.701 0.739 0.738 0.736 | 0.738 | 0.738 | 0.738
29 0.592 | 0.637 0.636 0.635 | 0.635 | 0.635 | 0.636
30 0.483 0.523 0.523 0.522 ] 0.522 ] 0.522 | 0.523
31 0.379 | 0.408 0.408 0.408 | 0.408 | 0.408 | 0.408
32 0.287 | 0.301 0.301 0.301 0.301 | 0.301 | 0.301
33 0.209 | 0.208 0.208 0.208 | 0.209 | 0.209 | 0.208
34 0.148 | 0.135 0.135 0.136 | 0.137 | 0.137 | 0.135
35 0.100 | 0.082 0.082 0.082 | 0.084 | 0.084 | 0.082
36 0.066 | 0.047 0.046 0.046 | 0.048 | 0.048 | 0.046
37 0.042 | 0.025 0.024 0.024 | 0.026 | 0.026 | 0.024
38 0.026 | 0.012 0.012 0.012 ] 0.013 ] 0.013 | 0.012
39 0.016 | 0.005 0.005 0.005 | 0.006 | 0.006 | 0.005
40 0.009 | 0.002 0.002 0.002 | 0.003 | 0.003 | 0.002
41 0.005 0.001 0.001 0.001 0.001 | 0.001 | 0.001
42 0.003 0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

L, 10.0979| 0.0017 0.0017 - 0.0046 | 0.0046
L 0.0437| 0.0008 0.0008 - 0.0019]0.0019

Problem sharp (keskin) bir yapiya sahip oldugundan analitik ¢oziime
yaklasmak olduk¢a zordur. Bu sebeple yapilan hesaplamalar oldukga kiigiik bir
zaman araligindan baglamaktadir. Tablo (5.9)’ daki hesaplamalar zaman araligi
At =1 olarak secilerek Cr =0.01 i¢cin yapilmistir. Boyle kiiclik bir zaman araliginda
bile Crank-Nicolson semasimin bu kadar kotii sonug vermesi problemin ne kadar zor
oldugunu gostermektedir. Ancak diger metotlarn hepsi hemen hemen analitik
coziimle ayni degerleri bulmuslardir. Ayrica agikca goriilmektedir ki operator ayirma
metotlar1 arasinda fark yoktur. Bu sebeple bu fark net bir sekilde goriiniinceye kadar
zaman aralig1 ile birlikte Courant sayis1 kademe kademe biiyiitiilerek karsilastirmalar

yapilacaktr.
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Tablo 5.10: 1 =3000 s' de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilagtirilmasi (At = 10's).

Giirarslan | Giirarslan | Nazir MOC-CS-CN

Mesafe CN (2013) (2014) (2016) Analitik
x (m) RK4- Lie- Cozim
CD6 MC-CD6 | CuTBSM Trotter Strang

0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000
18 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000
19 1.000 | 0.999 0.999 0.999 1 0.999 1 0.999 | 0.999
20 1.003 0.998 0.998 0.998 ] 0.998 | 0.998 | 0.998
21 1.008 | 0.996 0.996 0.996 | 0.996 | 0.996 | 0.996
22 1.010 | 0.991 0.992 0.991 0.991 | 0.991 | 0.991
23 1.004 | 0.982 0.982 0.982 ] 0.981 | 0.981 | 0.982
24 0.984 | 0.965 0.965 0.963 | 0.963 | 0.963 | 0.964
25 0.944 | 0.936 0.936 0.933 ] 0.934 ] 0934 | 0.934
26 0.883 0.891 0.891 0.885 ] 0.889 | 0.889 | 0.889
27 0.800 | 0.827 0.827 0.818 | 0.824 | 0.824 | 0.823
28 0.701 0.743 0.743 0.732 ] 0.739 | 0.739 | 0.738
29 0.592 | 0.642 0.641 0.631 0.637 | 0.637 | 0.636
30 0.482 | 0.529 0.528 0.517 ] 0.525 ] 0.524 | 0.523
31 0379 | 0.414 0.413 0.404 | 0.410 | 0.410 | 0.408
32 0.287 | 0.306 0.306 0.298 ] 0.303 | 0.302 | 0.301
33 0.209 | 0.213 0.212 0.207 ] 0.211 | 0.210 | 0.208
34 0.148 | 0.138 0.138 0.134 | 0.138 | 0.138 | 0.135
35 0.100 | 0.084 0.084 0.081 0.085 | 0.084 | 0.082
36 0.066 | 0.048 0.048 0.045 ] 0.049 | 0.049 | 0.046
37 0.042 | 0.025 0.025 0.023 ] 0.026 | 0.026 | 0.024
38 0.026 | 0.012 0.012 0.011 0.013 | 0.013 | 0.012
39 0.016 | 0.006 0.006 0.005 | 0.006 | 0.006 | 0.005
40 0.009 | 0.002 0.002 0.002 | 0.003 | 0.003 | 0.002
41 0.005 0.001 0.001 0.001 0.001 | 0.001 | 0.001
42 0.003 0.000 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

L, 10.0984| 0.0148 0.0142 - 0.0073 | 0.0064
L 0.0439| 0.0060 0.0055 - 0.0028 1 0.0025

Tablo (5.10)° daki hesaplamalar Cr=0.1 icin yapilmistr. Zaman
araligindaki bu ufak degisim diger metotlarin analitik ¢oziimden uzaklagmaya
baslamalarina yetmektedir. Hesaplanan konsantrasyon degerleri karsilastirildiginda
MOC-CS-CN metodunun her iki operator ayirma metodu i¢in de analitik ¢6ziime en
yakin sonuglara ve en diisiik hata normlarina sahip oldugu ag¢ik bir bigimde
goriinmektedir. Boylece MOC-CS-CN metodunun sharp (keskin) problemlerde ne
kadar etkili oldugu ortaya ¢ikmistir. Ayrica az da olsa operatdr ayirma metotlarinin

etkisi belirmektedir.

57



Tablo 5.11: 1 =3000 s' de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilagtirilmasi ( Af =30 s ).
MOC-CS-CN
Mesafe Oc-CS-C Analitik

CN Lie- -
x (m) Trotter Strang | Coziim

0 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
18 0.999 | 1.000 | 1.000 | 1.000
19 1.000 | 0.999 | 0.999 | 0.999
20 1.004 | 0.998 | 0.998 | 0.998
21 1.008 | 0.996 | 0.996 | 0.996
22 1.011 | 0.991 | 0.991 | 0.991
23 1.005 | 0.982 | 0.981 | 0.982
24 0.985 | 0.964 | 0.964 | 0.964
25 0.945 | 0.936 | 0.935 | 0.934
26 0.882 | 0.891 | 0.890 | 0.889
27 0.799 | 0.828 | 0.826 | 0.823
28 0.699 | 0.744 | 0.742 | 0.738
29 0.591 | 0.643 | 0.641 | 0.636
30 0.481 | 0.531 | 0.528 | 0.523
31 0.378 | 0.416 | 0.414 | 0.408
32 0.286 | 0.309 | 0.306 | 0.301
33 0.209 | 0.215 | 0.214 | 0.208
34 0.148 | 0.141 | 0.140 | 0.135
35 0.101 | 0.087 | 0.086 | 0.082
36 0.067 | 0.050 | 0.049 | 0.046
37 0.043 | 0.027 | 0.027 | 0.024
38 0.026 | 0.013 | 0.013 | 0.012
39 0.016 | 0.006 | 0.006 | 0.005
40 0.009 | 0.003 | 0.003 | 0.002
41 0.005 | 0.001 | 0.001 | 0.001
42 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000

L, ]0.1019]0.02100.0152
L 0.0454 | 0.0083 | 0.0057

0

Tablo (5.11)° deki hesaplamalar Cr=0.3 icin yapilmistr. Hesaplanan
konsantrasyon degerleri incelendiginde secilecek operatér ayirma metodunun
sonuglar tlizerindeki etkisi agikg¢a goriilmektedir. Strang operatér aymrma metodu
analitik ¢oziime daha yakin sonuglar vermekle birlikte hata normlar1 da daha
kiicliktlir. Strang ayirma yontemi ile hesaplanan sonuglar, Giirarslan (2013) ve
Glirarslan (2014)’ te verilen yliksek mertebe kompakt semalar ile Nazir (2016)’ da
onerilen kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon metodunun Cr =0.1 i¢in buldugu

sonuclarla hemen hemen aynidir.

58



Tablo 5.12: 1 =3000 s' de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilagtirilmasi (At = 60 s ).

Dag Dag

Mesafe Holly- Szymkiewicz | Gardner (2006) (2011) MOC-CS-CN Analitik
x(m) | Freissmann | o935 (1994) CN A Céziim

a977) FEMLSF | FEMQSF | TC | TG Lie- 1 girang

Trotter

0 1.000 1.000 1.000 | 1.000 1.000 |1.000]1.000| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
18 1.000 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000]1.000] 0.998 | 1.000 | 1.000 | 1.000
19 1.000 0.999 1.000 | 1.000 1.000 | 0.999]0.999] 1.000 | 0999 [ 0999 | 0.999
20 1.000 0.998 0.999 | 0.999 1.000 | 09990998 | 1.004 | 0998 | 0.998 | 0.998
21 1.000 0.996 0996 | 0.997 0999 [0.999]0.996| 1.010 | 0996 | 0.996 | 0.996
22 1.000 0.990 0991 | 0993 0996 |0.998]0991| 1.014 | 0992 | 0991 | 0.991
23 1.000 0.978 0981 | 0985 0989 |0.994]0980| 1.009 | 0983 | 0982 | 0.982
24 1.000 0.957 0961 | 0970 0974 |0.987]0960| 0988 | 0967 | 0.965 | 0.964
25 1.000 0.922 0927 | 0943 0946 |0.972]0926] 0946 | 0940 | 0937 | 0.934
26 0.996 0.870 0.874 | 0.902 0.900 |0.945]0874| 0.882 | 0.897 | 0.893 | 0.889
27 1.013 0.799 0.800 | 0.842 0.832 [0.902]0.800] 0.796 | 0.836 | 0.830 | 0.823
28 1.047 0.708 0706 | 0.763 0743 |0.838]0.705| 0.695 | 0.754 | 0.747 | 0.738
29 0.897 0.602 0.596 | 0.666 0.638 | 0.755]0.595| 0.586 | 0.654 | 0.647 | 0.636
30 0.457 0.488 0479 | 0.556 0524 |0.653]0479| 0476 | 0542 | 0535 | 0.523
3] 0.067 0.375 0366 | 0.442 0411 |0.541]0366| 0374 | 0427 | 0.420 | 0.408
32 0.036 0272 0265 | 0332 0306 | 0427|0264 0284 | 0318 | 0312 | 0301
33 0.010 0.185 0.181 | 0235 0218 |0320]0.181] 0208 | 0222 | 0218 | 0.208
34 0.002 0.118 0.118 | 0.156 0147 [0227]0.117] 0.148 | 0.146 | 0.143 | 0.135
35 0.000 0.070 0.072 | 0.096 0.095 |0.152]0.072] 0.102 | 0.090 | 0.088 | 0.082
36 0.000 0.038 0.042 | 0.055 0.058 | 0.096]0.041| 0.068 | 0.052 | 0.051 | 0.046
37 0.000 0.020 0.023 | 0.030 0.034 |0.057]0.023] 0044 | 0.028 | 0.027 | 0.024
38 0.000 0.009 0012 | 0015 0019 [0.032]0012] 0028 | 0.014 | 0.014 | 0.012
39 0.000 0.004 0.006 | 0.007 0.010 |0.017]0.006| 0.017 | 0.007 | 0.006 | 0.005
40 0.000 0.002 0.003 | 0.003 0.005 | 0.008]0.002| 0.010 | 0.003 | 0.003 | 0.002
41 0.000 0.001 0.001 | 0.001 0.003 | 0.004]0.001| 0.006 | 0.001 | 0.001 | 0.001
42 0.000 0.000 0.001 | 0.000 0.001 | 0.001]0.000] 0.003 | 0.001 | 0.000 | 0.000

L, y y y y y - - 01139 | 0.0479 |0.0300

L, y y y y y - - 10.0505| 0.0194 |0.0118

Tablo (5.12)° deki hesaplamalar Cr =0.6 icin yapilmstir. Oncelikle operator
ayirma metotlarmin sonuglar1 karsilastirildiginda Strang metodunun sagladigi
tyilestirme agik bir sekilde goriilmektedir. Ancak bu iyilestirme yeterli olmamistir.
Genel olarak bakildiginda higbir arastirmaci analitik ¢6ziime yeterince
yaklasamamistir. Bu da hesap yapilan zaman aralifinin olmas1 gerektiginden daha
biiyiik secildigini gostermektedir (Giirarslan, 2013). Bu zaman aralig1 i¢in sonuglarda
daha fazla iyilestirme saglamak icin kullanilan metotlarin mertebeleri veya operator

ayirma metodunun mertebesi arttirilmalidir.

Tablo (5.9), (5.10), (5.11) ve (5.12)’ deki biitiin hesaplamalar Peclet sayis1 5
icin yapilmustir. Bu tablolardaki sonuglar zaman araligi degistirilerek Courant
sayisinin ¢oziime olan etkilerini gdstermektedir. Courant sayisi sabit tutularak sadece
Peclet sayismin sharp (keskin) yapiya sahip bir problem iizerindeki etkisini gdrmek
icin difiizyon katsayisi degistirilerek bazi hesaplamalar yapilacaktir. Onceki

analizlerden de goriilecegi gibi hem Lie-Trotter hem de Strang ayirma metoduna
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dayali MOC-CS-CN At =30 s i¢in yeterince dogru sonuclar iiretmistir. Bu sebeple

Peclet sayisinin etkisini 6lgerken zaman araligi Az =30 s olarak se¢ilmistir.

—E&— MOC-CS-CN
— — Analitik Cozim | _|

0.8 -

04

Sekil 54: Ax=1 m ve Ar=10 s araliklarinda MOC-CS-CN ile elde edilen niimerik

coziimle analitik ¢6ziimiin karsilagtirilmasi ( Pe =0.5).

Tablo (5.13)’ teki analizlerde Peclet sayist1 0.5’ tir. Konum araliginin
degismedigi durumlarda Peclet sayismin kiigiilmesi difiizyon etkisinin arttig1
anlamma gelmektedir. Sonuglar incelendiginde biitlin metotlarin analitik ¢ozlime
yakin sonuclar verdigi goriilmektedir. Strang operator ayirma metodu ise analitik

coziimle hemen hemen ayn1 konsantrasyon degerlerini vermektedir.
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Tablo 5.13: ¢ =3000 s' de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilastirilmasi (D = 0.02 m?/s).

Mesafe MOC-CS-CN Analitik

CN Lie- -
* (m) Trotter Strang (ozlim

0 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
18 0.911 | 0.909 | 0911 | 0.911
19 0.894 | 0.892 | 0.894 | 0.894
20 0.874 | 0.872 | 0.875 | 0.875
21 0.853 | 0.851 | 0.853 | 0.853
22 0.829 | 0.827 | 0.830 | 0.829
23 0.803 | 0.801 | 0.804 | 0.803
24 0.774 1 0.772 |1 0.776 | 0.775
25 0.744 | 0.742 | 0.745 | 0.745
26 0.712°]1 0.710 | 0.713 | 0.713
27 0.678 | 0.676 | 0.680 | 0.679
28 0.643 | 0.641 | 0.644 | 0.644
29 0.606 | 0.604 | 0.608 | 0.608
30 0.569 | 0.567 | 0.571 | 0.571
31 0.531 | 0.529 | 0.533 | 0.533
32 0.493 | 0.491 | 0.495 | 0.495
33 0.456 | 0.453 | 0.457 | 0.457
34 0.418 | 0.416 | 0.420 | 0.420
35 0.382 ] 0.379 | 0.383 | 0.383
36 0.347 | 0.344 | 0.348 | 0.347
37 0.313 ] 0.310 | 0.313 | 0.313
38 0.280 | 0.277 | 0.281 | 0.281
39 0.249 | 0.247 | 0.250 | 0.250
40 0.221 | 0.218 | 0.221 | 0.221
41 0.194 | 0.191 | 0.194 | 0.194
42 0.170 | 0.167 | 0.169 | 0.169

L, ]0.0060|0.0165|0.0016
L 0.0015{0.0039 | 0.0004

0

Tablo (5.14)’ teki analizlerde Peclet sayist 0.05° tir. Hesaplanan sonuclar
incelendiginde sonuglarin analitik ¢6ziimle aym1 veya c¢ok yakin oldugu
goriilmektedir. Bu durum problemin neredeyse tamamen difiizyon etkisi altinda olup
sharp (keskin) yapismi kaybetmesinden kaynaklanmaktadir. Bu tarz problemlerin
coziimleri kolaylikla elde edilmektedir. Asil problem Peclet sayisinin yiiksek oldugu

yani adveksiyon etkisinin ¢ok fazla oldugu durumlarda ortaya ¢ikmaktadir.
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Tablo 5.14: ¢ =3000 s' de hesaplanan konsantrasyon degerlerinin karsilastirilmasi (D = 0.2 m%/s).

Mesafe MOC-CS-CN Analitik

CN Lie- -
* (m) Trotter Strang (ozlim

0 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
18 0.839 | 0.838 | 0.839 | 0.839
19 0.828 | 0.826 | 0.828 | 0.828
20 0.816 | 0.814 | 0.816 | 0.816
21 0.804 | 0.802 | 0.804 | 0.804
22 0.792 1 0.790 | 0.792 | 0.792
23 0.779 | 0.777 | 0.779 | 0.779
24 0.766 | 0.764 | 0.766 | 0.766
25 0.753 ] 0.752 ] 0.753 | 0.753
26 0.740 | 0.738 | 0.740 | 0.740
27 0.727 | 0.725 | 0.727 | 0.727
28 0.714 | 0.712 | 0.714 | 0.714
29 0.700 | 0.698 | 0.700 | 0.700
30 0.687 | 0.685 | 0.687 | 0.687
31 0.673 | 0.671 | 0.673 | 0.673
32 0.659 | 0.657 | 0.659 | 0.659
33 0.645 | 0.643 | 0.645 | 0.645
34 0.631 | 0.629 | 0.631 | 0.631
35 0.617 | 0.615 | 0.617 | 0.617
36 0.603 | 0.601 | 0.603 | 0.603
37 0.589 | 0.587 | 0.589 | 0.589
38 0.575 ] 0.573 | 0.575 | 0.575
39 0.560 | 0.558 | 0.561 | 0.561
40 0.546 | 0.544 | 0.546 | 0.546
41 0.532 | 0.530 | 0.532 | 0.532
42 0.518 | 0.516 | 0.518 | 0.518

L, 10.0004]0.0150|0.0001
L 0.0000 | 0.0021 | 0.0000

0

Tablo 5.15: Farkli zaman araliklar1 i¢in hesaplanan L hatalarinin karsilastirilmasi (Ax =1 m).

At Irk (2015) MOC-CS-CN
(s) BSCM ECuBSCM | Lie-Trotter Strang

60 0.04330 0.04250 0.01942 0.01180
30 0.01962 0.01961 0.00828 0.00567
20 0.01270 0.01260 0.00512 0.00376
10 0.00685 0.00608 0.00284 0.00251
5 0.00409 0.00307 0.00222 0.00212
1 0.00224 0.00127 0.00188 0.00187
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Sekil 5.5: Ax=1 m ve At =10 s araliklarinda MOC-CS-CN ile elde edilen niimerik

¢oziimle analitik ¢6ziimiin karsilagtirilmasi ( Pe = 0.05 ).

Tablo (5.15)’te hesaplanan L, hata degerleri farkli zaman araliklar1 igin

literatiirde verilen diger hatalarla karsilastirilmistir. Ar =1 deki genisletilmis kiibik
B-spline kollokasyon metodunun hatasi hari¢ her zaman araliginda MOC-CS-CN
daha kiiciik hata degerlerine sahiptir. Ayrica zaman aralifinin biliylimesi operator
ayirma metodunun ¢6ziim tizerindeki etkisini daha fark edilebilir hale getirmektedir.

Strang ayirma metodunun ¢oziimii iyilestirdigi agiktir.

Genel olarak ¢6ziimii zor olan sharp (keskin) yapiya sahip ikinci problem icin
verilen tablolar incelendiginde MOC-CS-CN metodu iyi sonuglar vermistir.
Literatiirdeki karsilastirmalardan sadece kiiclik Courant sayilarinda yiiksek mertebe
metotlardan kotii sonug vermistir. Ancak Courant sayisi biiyiidiikge buldugu sonuglar
diger metotlardan iyidir. Ozellikle yiiksek zaman araliklarinda {irettigi dogru
sonuglar dikkat ¢ekicidir. Kullanilan operatdr ayirma metotlarmm ¢dziime olan
katkilar1 incelenmis ve Strang operatdr ayrma metodunun ¢oziimii iyilestirdigi

goriilmiistiir. Sagladig1 iyilestirmelerin etkisi Courant sayisi ile birlikte artmaktadir.

63



5.1.4 Dordiincii Problem

Bu problemde akiskan hizi V' =0.8 m/s, difiizyon katsayis1 D=0.005 m*/s
olarak alinmistir. Kanal uzunlugu L =9 m olarak ele alinmistir. Problemin analitik

¢cOziimii asagidaki denklemin ¢oziimiiyle elde edilmektedir (Sankaranarayanan ve

dig., 1998).

Clnt) = — (x=1-71) 5.11
X,t)= exp| ——% )
Jarr1 b D(4t+1) G-
Sinirlarda asagidaki sinir kosullar1 kullanilmistir.
oD (-1-72)’ |
1) = exp| —
Jaii1 P\ D)
] (5.12)
L) 1 (8-vt)
,t) = exp| —
Jaiel ¥ D(41+1)

Bu problemde sinir kosullar1 zamana bagli oldugu i¢in her zaman araliginda
smirlardaki  degerlerin, (5.12)° deki denklemler yardimiyla hesaplanarak
giincellenmesi gerekmektedir. Denklem (5.11)’ de =0 kullanildiginda baslangi¢

degerleri, ¢ =35 s kullanildiginda ise problemin analitik ¢6ziimii hesaplanmaktadir.

Tablo 5.16: Cesitli Courant sayilari i¢in hesaplanan tepe noktasindaki hata degerleri ( Ax = 0.025 m).

Giirarslan
Cr | At (s)| CN (2013)
CD6-RK4 | Lie-Trotter | Strang
0.016 | 0.0005 | 1.57E-03 | 5.64E-09 | 3.01E-04 | 3.06E-04
0.032 | 0.001 | 1.57E-03 | 5.64E-09 | 2.92E-04 | 3.01E-04
0.064 | 0.002 | 1.57E-03 | 5.78E-09 | 2.76E-04 | 2.92E-04
0.08 [0.0025| 1.57E-03 | 5.99E-09 | 2.68E-04 | 2.88E-04
0.16 | 0.005 | 1.59E-03 | 1.10E-08 | 2.39E-04 | 2.68E-04
0.32 | 0.01 |1.66E-03| 8.18E-08 | 2.17E-04 | 2.39E-04
0.64 | 0.02 |2.01E-03| 9.02E-07 | 2.58E-04 | 2.17E-04
0.8 | 0.025 | 2.31E-03 | 1.79E-06 | 2.90E-04 | 2.19E-04

MOC-CS-CN

1.6 0.05 - - 2.85E-04 | 2.88E-04
3.2 0.1 - - 2.94E-04 | 2.76E-04
6.4 0.2 - - 2.58E-04 | 2.59E-04

8 0.25 - - 2.37E-04 | 2.37E-04
16 0.5 - - 5.96E-05 | 5.96E-05
32 1 - - 9.26E-03 | 9.26E-03
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Sekil 5.6: MOC-CS-CN ile elde edilen niimerik ¢dziimle analitik ¢oz{imiin karsilastirilmasi.

Tablo (5.16)° da c¢ok farkli zaman araliklarinda problemin en biiyiik
konsantrasyon degerine sahip oldugu noktadaki hata degerleri literatiirdeki diger
arastirmacilarin  hesapladig1r hatalarla karsilastirilmigtir.  Bu  tablodaki biitiin
hesaplamalarda Peclet sayis1 4’ tiir. MOC-CS-CN metodu yiiksek mertebe kompakt
sema hari¢ diger yontemlerden daha diigsiik hataya sahip sonuglar bulmustur.
Arastirmacilar Courant sayisinin 1’ den biiyiik oldugu durumlarda herhangi bir sonug
bulamamiglardir. MOC-CS-CN metodu Courant sayist 32 oldugunda bile oldukca

dogru sonugclar elde etmistir.

5.2 iki Boyutlu Problemler

5.2.1 Birinci Problem

Bir boyutlu ikinci problemin iki boyutlu hali olan bu problemde bir ¢ift

Gaussian konsantrasyon dagilimi vardwr. Her iki yondeki akiskan hizlar:
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V.=V,=05 m/s olarak birbirine esittir. Konsantrasyonun standart sapmalari
srrastyla p, =264 m ve p, =264 m’dir. Konsantrasyon tepe noktalar1 baslangicta
srrastyla (x,,»,)=1400 m ve (x,,y,)=2400 m koordinatlarindadir. Baslangi¢
konsantrasyonu L, =L =9000 m olarak alinmis kanalda #=9600 s boyunca

taginacaktir. Problemin analitik ¢0ziimii asagidaki denklem ¢oziilerek elde

edilmektedir (Yong-hong ve dig, 2001).

(x—x1 - th)z + (y -V - Vyt)2
2p7

C(x,y,t)=10exp| —

) , (5.13)
(x—x2 —th) +(y—y2 —Vyt)
2p;

6.5exp| -

Probleme ait baslangic ve smir kosullar1 denklem (5.13) kullanilarak
hesaplanabilir. Bir boyutlu ¢ift tepe noktasma sahip olan saf adveksiyon problemine
benzer sekilde elde edilen sonuglarin degerlendirilmesinde kritik noktalar olan tepe
noktalarindaki konsantrasyonlar ve iki tepe noktast arasindaki en disiik

konsantrasyon kullanilacaktir.

1=8600

7o00 8000 9000
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
X

Sekil 5.7: iki boyutlu saf adveksiyon probleminin simiilasyonu.
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Sekil (5.12) deki problemin simiilasyonunda diigiim araliklar1 Ax = Ay =50

m ve zaman araligt Az =100 s secilerek Courant sayisinin 1 oldugu durum ig¢in

¢Oziim Uretilmigtir.

Tablo (5.17)’ de farkli Courant sayilar1 i¢in hesaplamalar tekrarlanmistir.
Ayrica, problem iki adet adveksiyon terimi igerdiginden Lie-Trotter ve Strang

operator ayirma metotlarin etkinlikleri de karsilastirilmigtir.

Tablo 5.17: Cesitli Courant sayilar1 i¢in hesaplanan kritik noktalardaki konsantrasyon ve hata
degerleri (Ax = Ay =50 m).

Lie- Lie- Lie- Lie- Lie-
Cr Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang
A noktasi B noktas1 C noktast L, L,

0.10 | 9.9742 | 9.9798 |0.4592|0.4588 | 6.4832 | 6.4869 | 0.1593 | 0.1386 | 0.2471 | 0.2207
0.15 | 9.9655 | 9.9725 | 0.4600 | 0.4594 | 6.4776 | 6.4821 | 0.2001 | 0.1719]0.3106 | 0.2711
0.20 | 9.9594 | 9.9668 | 0.4605|0.4598]6.4736 | 6.4784 | 0.2300 | 0.1987 | 0.3552] 0.3071
0.25 | 9.9554 | 9.9625 | 0.4607 | 0.4602 | 6.4710 | 6.4756 | 0.2493 | 0.2182 | 0.3839 | 0.3306
0.30 | 9.9533 | 9.9594 | 0.4609 | 0.4604 | 6.4697 | 6.4736 | 0.2586 | 0.2314 | 0.3997 | 0.3512
0.40 | 9.9542 | 9.9568 | 0.4607 | 0.4606 | 6.4703 | 6.4719]0.2515|0.2410| 0.3903 | 0.3722
0.50 | 9.9602 | 9.9578 |0.4601 | 0.4604 | 6.4741 | 6.4726 | 0.2183 | 0.2344 | 0.3394 | 0.3672
0.60 | 9.9693 | 9.9613 | 0.4593|0.4601 | 6.4801 | 6.4749 | 0.1682 | 0.2198 | 0.2615 | 0.3494
0.75 | 9.9850 | 9.9692 |0.4579]0.4593]6.4902 | 6.4800 | 0.0836 | 0.1971 | 0.1296 | 0.3108
0.80 | 9.9898 | 9.9720 | 0.4575]0.4591|6.4933 | 6.4818 | 0.0578 | 0.1902 | 0.0893 | 0.2972
1.00 | 10.0000| 9.9801 |0.4567]0.4584 | 6.5000 | 6.4870 ] 0.0000 | 0.1606 | 0.0001 | 0.2447
1.20 | 9.9932 | 9.9812 |0.4574]0.4583 | 6.4956 | 6.4878] 0.0386 | 0.1272 | 0.0596 | 0.1980
1.50 | 9.9866 | 9.9858 |0.4578]0.4579|6.4913 |6.4908 ] 0.0731 |0.0785]0.11370.1231
1.60 | 9.9884 | 9.9891 |0.4577)0.4576|6.4925|6.4929 ] 0.0633 | 0.0606 | 0.0984 | 0.0940
2.00 | 10.0000]| 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
240 | 9.9923 | 9.9927 |0.4574]0.4574 | 6.4950 | 6.4953 | 0.0422 | 0.0405 | 0.0655 | 0.0625
3.00 |10.0000| 9.9933 | 0.4567|0.4573 | 6.5000 | 6.4957 | 0.0000 | 0.0538 | 0.0001 | 0.0819
3.20 | 9.9974 | 9.9929 [ 0.4570]0.4573 | 6.4983 | 6.4954 | 0.0145 | 0.0479 | 0.0224 | 0.0745
4.00 | 10.0000| 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
4.80 | 9.9983 | 9.9953 |0.4569 | 0.4571| 6.4989 | 6.4969 | 0.0097 | 0.0319 | 0.0149 | 0.0498
6.00 | 10.0000 | 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
6.40 | 9.9971 | 9.9973 [0.4570]0.4570| 6.4981 | 6.4982| 0.0159 | 0.0152 | 0.0246 | 0.0235
8.00 | 10.0000 | 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
9.60 | 9.9981 | 9.9982 | 0.4569 | 0.4569 | 6.4987 | 6.4988 | 0.0106 | 0.0101 | 0.0164 | 0.0157
12.00 | 10.0000 | 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
16.00 | 10.0000 | 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
19.20 | 9.9996 | 9.9988 | 0.4568]0.4568 | 6.4997 | 6.4992 | 0.0024 | 0.0080 | 0.0037 | 0.0124

Analitik 10.0000 0.4567 6.5000 - -
Cozim

Tablo (5.17) de verilen konsantrasyon degerleri incelendiginde her iki
operatdor ayrma metodu i¢in de sonuglar genel olarak analitik ¢ézliime yakindir.
Diigiim araliklar1 Ax=Ay=50 m olarak alndiginda kritik noktalardaki
konsantrasyon degerleri birbirine yakin oldugundan operator aywrma metotlarinin

¢coziime olan etkileri ancak hata normlar1 incelenerek goriilmektedir. Kiiciik Courant
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sayillarinda Strang aymrma metodunun, biiylik Courant sayilarinda ise Lie-Trotter
ayirma metodunun hata normlar1 daha digsiiktiir. Bunun sebebi Strang ayirma
metodunun herhangi yondeki adveksiyon prosesini Lie-Trotter operatdr ayirma
metodunu kullantyormus gibi yar1 zaman araliginda (Az/2) iki defa ¢dzmesinden
kaynaklanmaktadir. Daha Onceki analizlerden de goriildiigi tlizere karakteristikler
metodu zaman araligmin biiyiik oldugu durumlarda daha iyi sonu¢ vermektedir.
Sonu¢ olarak Strang operatér aymrma metodu zaman araligni kiigiilterek islem
yaptig1 i¢in iirettigi sonuglar az da olsa kotiilesmektedir. Eger Strang operatdr ayirma
metodu zaman arali§i se¢iminden olduk¢a fazla etkilenen metotlarla birlikte
kullanilirsa sonuglar tizerindeki 1iyilestirme etkisinin ¢ok belirgin olabilecegi

ongoriilmektedir.

Tablo 5.18: Cesitli Courant sayilar1 i¢in hesaplanan kritik noktalardaki konsantrasyon ve hata
degerleri (Ax = Ay =100 m).

Lie- Lie- Lie- Lie- Lie-
Cr Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang Trotter Strang
A noktasi B noktasi C noktasi L, L,

0.050 | 9.8448 | 9.8702 | 0.4691 | 0.4664 | 6.3991|6.4156 | 0.7471 | 0.7263 | 1.1273 | 1.0990
0.075 | 9.8006 | 9.8349 |0.4740|0.4702 | 6.3704|6.3927|0.7936 | 0.7585|1.1923 | 1.1387
0.100 | 9.7625 | 9.8035 | 0.4783|0.4737|6.3456 | 6.3723|0.8450|0.7952 | 1.2685 | 1.1868
0.125 | 9.7299 | 9.7758 | 0.4821 | 0.4768 | 6.3244 | 6.3542|0.8994 | 0.8332 | 1.3439 | 1.2362
0.15 9.7023 | 9.7513 | 0.4854|0.4797| 6.3065 | 6.3384| 0.9524 | 0.8694 | 1.4101 | 1.2822
0.20 | 9.6605 | 9.7114 | 0.4905|0.4843 | 6.2793|6.3124|1.0311|0.9403 | 1.5515| 1.3843
0.25 9.6345 | 9.6820 | 0.4936|0.4878|6.2624 | 6.2933| 1.0760 | 0.9925 | 1.6364 | 1.4884
0.30 | 9.6219 | 9.6620 | 0.4949|0.4901 | 6.2542| 6.2803 | 1.0954 | 1.0250 | 1.6784 | 1.5648
0.375 | 9.6245 | 9.6469 | 0.4941|0.4917 | 6.2559| 6.2705|1.0683 | 1.0403 | 1.6415| 1.6183
0.40 | 9.6303 | 9.6454 | 0.4932|0.4918|6.2597|6.2695|1.0470| 1.0382 | 1.6081 | 1.6214
0.50 | 9.6742 | 9.6543 | 0.4870|0.4902 | 6.2883 | 6.2753 | 0.9099 | 1.0007 | 1.3999 | 1.5793
0.60 | 9.7433 | 9.6824 | 0.4785|0.4866 | 6.3331|6.2935|0.7165|0.9346 | 1.1061 | 1.4972
0.75 9.8688 | 9.7458 | 0.4657|0.4797|6.4147 | 6.3348|0.3791 | 0.8283 | 0.5799 | 1.3267
0.80 | 9.9092 | 9.7688 |0.4624|0.4775|6.4410| 6.3497|0.2730|0.7971 | 0.4115 | 1.2544
1.00 | 10.0000| 9.8358 [0.4567|0.4716|6.5000 | 6.3933|0.0000 | 0.6738 | 0.0001 | 1.0032
1.20 | 9.9390 | 9.8407 [ 0.4621|0.4702 | 6.4604 | 6.3964 | 0.1832 | 0.5457|0.2703 | 0.8445
1.50 | 9.8825 | 9.8756 |0.4660|0.4659 |6.4236|6.4192|0.3189|0.3499 | 0.4912 | 0.5486
1.60 | 9.8980 | 9.9036 |0.4643|0.4634|6.4337|6.4373(0.2782|0.2743 | 0.4281 | 0.4307
2.00 |10.0000 | 10.0000 | 0.4567 | 0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
240 | 9.9311 | 9.9351 [0.4622|0.4621 | 6.4552|6.4578|0.1868 | 0.1842|0.2860 | 0.2871
3.00 [10.0000| 9.9411 |0.4567|0.4613|6.5000| 6.4617 | 0.0000 | 0.2363 | 0.0001 | 0.3483
320 | 99770 | 9.9374 |0.4587|0.4615 | 6.4850| 6.4593(0.0693|0.2122(0.1019 | 0.3225
4.00 |10.0000 | 10.0000 |0.4567|0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
4.80 | 9.9846 | 9.9578 [0.4577|0.4599 | 6.4900 | 6.4726 | 0.0463 | 0.1426| 0.0690 | 0.2172
6.00 |10.0000 | 10.0000|0.4567|0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
8.00 |10.0000|10.0000]|0.4567|0.4567 | 6.5000 | 6.5000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
9.60 | 9.9824 | 9.9835 |0.4579|0.4578 | 6.4886| 6.4893 | 0.0472 | 0.0466 | 0.0725 | 0.0729
Analitik
Coziim

10.0000 0.4567 6.5000 - -

68



Tablo (5.18)’ deki analizler diigiim araliklar1 Ax=Ay =100 m olarak

yapilmistir. Kiigiik Courant sayilarinda elde edilen sonuglar her iki operator ayirma
metodu i¢in de analitik ¢ozliime yaklasamamistir. Ancak biiyiik Courant sayilarinda
sonuglar analitik ¢6ziime daha yakindir. Genel olarak hata normlar1 incelendiginde
secilen diigiim araliklarinin olmas1 gerekenden daha biiyiik secildigi anlagilmaktadir.
Operatdr ayirma metotlarinin ¢éziime olan etkileri arastirildiginda ise tablo (5.17)’

dekine benzer sonuglar goriilmektedir.

5.2.2 ikinci Problem

Son ornekte dikdortgensel bir alandaki Gaussian pulse bigimindeki kirliligin
adveksiyon-difiizyon etkisi altindaki hareketi simiile edilmistir. Akiskan hiz1 her iki
yon i¢in de esit olmakla birlikte V, =V =0.8 m/s olarak almmustir. Baslangig
durumunda 1 birim olan Gaussian pulse (0.5, 0.5) koordinatlarindadir. Alan
genislikleri L, =L, =2 m olarak hesap yapilacaktir. Gaussian pulse adveksiyon ve
diflizyonun etkisiyle 1.25 s sonra 1/6 birime diismiis ve (1.5, 1.5) koordinatlarma
ilerlemis olacaktir. Diftizyon katsayilart D, =D, =0.01 m?/s olarak almmustur.

Problemin analitik ¢6ziimii denklem (5.14) ¢6ziilerek hesaplanmaktadir (Yong-hong
ve dig, 2001).

1 —-0.5-V1) —-0.5-V¢)
C(x,y,t)=——exp L O ) J (5.14)

4t +1 D (4t+1) D, (4t+1)

Baslangic ve smir kosullar1 denklem (5.14)’ten hesaplanabilir. Baslangi¢
konsantrasyon degerleri denklem (5.14)’te t=0 esitligi yerine yazilarak elde
edilmektedir. Niimerik metodun performansi Gaussian pulse’ mn 1.25 s’ de alacagi
deger analitik ¢oziimle karsilastirilarak ve hata normlarina  bakilarak

degerlendirilecektir.
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Sekil 5.8: iki boyutlu adveksiyon-difiizyon probleminin simiilasyonu.

Sekil (5.8)° deki simiilasyon olusturulurken zaman araligi ( Az =0.0125 s)
diigiim araliklar1 Ax=Ay =0.025 m olarak secilmistir. Bu araliklara bagl olarak

Cr=04 ve Pe=2"dr.

Tablo (5.19) da wverilen sonuclar hesaplanirken diiglim araliklari
Ax=Ay=0.025 segilmistir. Cesitli Courant sayilar1 i¢in elde edilen tepe
noktasindaki konsantrasyon degerleri incelendiginde Cr <2’ ye kadar bir bozulma
gozlenmemistir. Lie-Trotter ve Strang operatér ayirma metotlarmin ¢6ziim
iizerindeki etkileri gozlenememistir. Bunun sebebi olarak problemin yapisinin
oldukca kolay olmasi diisiiniilmektedir. Problem yapisinin kolay oldugu biitiin
analizlerde hesaplanan degerlerin analitik sonuca olduk¢a yaklagmasindan
anlagilmaktadir. Buna bagl olarak her analizde yaklasik olarak ayni hata normlari

elde edilmistir.
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Tablo 5.19: Cesitli Courant sayilar1 i¢in hesaplanan tepe noktasindaki konsantrasyon ve hata degerleri

(Ax=Ay=0.025 m).

Lie-Trotter | Strang | Lie-Trotter | Strang | Lie-Trotter | Strang

Cr
Tepe noktasi L, L

)

0.0016 | 0.1674 [0.1674] 0.0119 [0.0119] 0.0448 ]0.0448
0.0032 | 0.1674 [0.1674] 0.0119 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0.0064 | 0.1674 [0.1674] 0.0119 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0.0080 | 0.1674 [0.1674] 0.0119 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0010 | 0.1674 [0.1674| 00119 [0.0119] 0.0448 |0.0443
0016 | 0.1674 [0.1674| 00119 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0.020 | 0.1674 [0.1674| 00118 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0032 | 0.1674 [0.1674| 00118 [0.0119] 0.0448 |0.0448
0.040 | 0.1674 [0.1674| 00118 [0.0118] 0.0448 |0.0443
0.080 | 0.1673 0.1674| 0.0117 [0.0118] 0.0448 |0.0443
0.10 | 0.1673 [0.1674] 0.0117 [0.0118] 0.0448 |0.0448
0.16 | 0.1673 [0.1673| 0.0116 [0.0117| 0.0448 | 0.0448
020 | 0.1673 [0.1673| 00116 [0.0117| 0.0448 | 0.0448
032 | 01673 [0.1673| 00115 [0.0116] 0.0448 |0.0448
040 | 0.1673 [0.1673| 00116 [0.0115| 0.0448 |0.0448
080 | 0.1674 [0.1673| 00121 [0.0115| 0.0448 |0.0448
1.00 | 0.1674 [0.1673] 0.0123 |0.0116] 0.0448 |0.0443
1.60 | 0.1673 [0.1673] 0.0125 |0.0118] 0.0448 |0.0443
2.00 | 01673 [0.1674] 0.0127 [0.0120] 0.0448 | 0.0448
Analitik 0.1667 . . . .
Coziim
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasi kapsaminda agik kanallarda kirletici taginimini temsil eden

adveksiyon-dispersiyon denkleminin ¢éziimii operatér ayrma metoduna dayali

olarak yapilmistir. Adveksiyon kisminin ¢oziimii MOC-CS ile dispersiyon kisminin

¢Ozlimii ise CN semasi ile gerceklestirilmistir. Kullanilan biitiin metotlar MATLAB

programinda kodlanmis ve analizler bu program yardimiyla yapilmistir. Bu ¢alisma

sonunda elde edilen bulgular asagida maddeler halinde 6zetlenmektedir.

1)

2)

3)

4)

5)

Adveksiyon prosesinin ¢oziimiinde kullanilan MOC-CS metodu kosulsuz stabil
olmakla birlikte yiiksek Courant sayilarinda da kesinligi yiliksek sonuclar
iretmektedir.

MOC-CS metodu bir boyutlu veya iki boyutlu saf adveksiyon problemlerinde
Courant sayisimnin tam sayt oldugu durumlarda dogrudan analitik ¢6ziimii
vermektedir.

MOC-CS metodunda dikkat edilmesi gereken en Onemli nokta konumdaki
diigiim araligmin ( Ax) ¢ok biiylik se¢ilmemesidir. Konumda uygun bir diigiim
aralig1 ( Ax ) secildikten sonra zaman araligmin ( Az ) biiylik secilmesiyle daha iyi
sonuglar elde edilmektedir. Bu sayede hem ¢6zlim kalitesi iyilestirilirken hem de
biiyiik zaman aralig1 segilerek hesaplama siiresi kisaltilmaktadir. Ozellikle ¢ok
boyutlu problemlerde bu durum oldukg¢a 6nemlidir.

Genel olarak sonuglar incelendiginde Lie-Trotter ve Strang operatér ayirma
metotlarmin ¢6zlime olan etkileri arasinda biiyiik bir fark goriilmemistir. Sadece
keskin (sharp) yapiya sahip olan bir boyutlu problemde zaman araligi ( Az)
biiytidiikge Strang ayirma metodunun sagladigi iyilestirme acgik bir bigimde
goriilmektedir. Biiyllk zaman araliklar1 kullanildiginda literatiirde verilen
sonuglardan daha iyi sonuglar elde edilmistir.

MOC-CS-CN semasinin bazi yiiksek mertebeden yOntemler haric diger
yontemlere gore daha diisiik hata normlarmma sahip oldugu goriilmiistiir. Bu
yiiksek mertebeden metotlar Courant sayisina bagli yani kosullu stabil olmalarina

ragmen MOC-CS-CN semas1 kosulsuz stabil olup tiim zaman araliklarinda kabul
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6)

7)

8)

9)

edilebilir sonuglar tiretmektedir. Bu 6nemli avantajlariyla adveksiyon-dispersiyon
denkleminin ¢6ziimii i¢cin olduk¢a uygun bir metot oldugunu kanitlamistir.
Adveksiyon prosesinin simiilasyonunu iyilestirmek icin MOC-CS metodunda
kullanilan kiibik spline interpolasyonunun mertebeleri yiikseltilebilir veya daha
yiiksek mertebeden bagka interpolasyon teknikleri kullanilabilir.

Dispersiyon prosesinin simiilasyonunu iyilestirmek i¢in Crank-Nicolson sonlu
fark semasmin konumdaki mertebesi yiikseltilebilir veya daha yiiksek
mertebeden bagka bir sema kullanilabilir.

Ozellikle bilinmeyen kirlilik kaynaklarinin belirlenmesi gibi ters problemlerde
kosulsuz stabil, olduk¢a kesin ve hesaplama zamani diisiik olan MOC-CS-CN
semasinin kullanilmasi yerinde bir se¢cim olacaktir.

Daha sonra yapilacak ¢alismalarda MOC-CS-CN semasini kirlilik kaynaklarinin
yerlerinin ve sayilarmin belirlenmesi problemlerinin ¢oziimiindeki basarisi test

edilecektir.

73



7. KAYNAKLAR

Ahmad, Z. and Kothyari, U. C., “Time-line cubic spline interpolation scheme
for solution of advection equation”, Computers and Fluids, 30(6), 737-752, (2001).

Anderson, M. P., “Using Models to Simulate the Movement of Contaminants
Through Ground Water Flow Systems”, Criti. Rev. Environ. Control, 9(2), 97-156,

(1979).

Ataie-Ashtiani, B. Lockington, D. A. and Volker, R. E., “Numerical
correction for finite-difference solution of the advection-dispersion equation with

reaction”, Journal of Contaminant Hydrology, 23(1-2), 149-156, (1996).

Badrot-Nico, F., Brissaud, F. and Guinot, V., “A finite volume upwind
scheme for the solution of the linear advection-diffusion equation with sharp
gradients in multiple dimensions”, Advances in Water Resources, 30(9), 2002-2025,

(2007).

Baptista, A. E. De M., “Solution of Advection-Dominated Transport by
Eulerian-Lagrangian Methods Using the Backward Method of Characteristics”, Ph.D

Thesis, MIT, Cambridge, (1987).

Chen, Y. and Falconer, R. A., “Advection-diffusion modelling using the
modified QUICK scheme”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,

15(10), 1171-1196, (1992).

Dag, 1., Canivar, A. and Sahin, A., “Taylor-Galerkin method for

advection-diffusion equation”, Kybernetes, 40(5/6), 762777, (2011).

74



Dag, 1., Irk, D. and Tombul, M., “Least-squares finite element method for the
advection-diffusion equation”, Applied Mathematics and Computation, 173(1), 554—

565, (2006).

Dehghan, M. and Mohebbi, A., “High-order compact boundary value method
for the solution of unsteady convection-diffusion problems”, Mathematics and

Computers in Simulation, 79(3), 683—-699, (2008).

Dehghan, M., “Weighted finite difference techniques for the one-dimensional
advection-diffusion equation”, Applied Mathematics and Computation, 147(2), 307—

319, (2004).

Dhawan, S., Kapoor, S. and Kumar, S., “Numerical method for advection
diffusion equation using FEM and B-splines”, Journal of Computational Science,

3(5), 429-437, (2012).

Esfandiari, R. S., Numerical Methods for Engineers and Scientists Using

MATLAB, New York: Taylor and Francis Group, (2013).

Gardner, L. R. T. and Dag, 1., “A numerical solution of the advection-
diffusion equation using B-spline finite element”, Proceedings International AMSE

Conference, Lyon, France, 109-116, (1994).

Gurarslan, G., “Accurate Simulation of Contaminant Transport Using High-
Order Compact Finite Difference Schemes”, Journal of Applied Mathematics, 2014,

1-8, (2014).

Gurarslan, G., Karahan, H., Alkaya, D., Sari, M. and Yasar, M., “Numerical

solution of advection-diffusion equation using a sixth-order compact finite difference

75



method”, Mathematical Problems in Engineering, vol. 2013, Article ID 672936, 7

pages, (2013).

Holly, F. M. and Preissmann, A., “Accurate calculation of transport in two

dimensions”, Journal of Hydraulic Division, 103(11), 1259-1277, (1977).

Holly, F. M. and Usseglio-Polatera, J., “Dispersion Simulation in
Two-dimensional Tidal Flow”, Journal of Hydraulic Engineering, 110(7), 905-926,

(1984).

Irk, D., Dag, 1. and Tombul, M., “Extended Cubic B-spline Solution of the
Advection-Diffusion Equation”, KSCE Journal of Civil Engineering, 19(4), 929-934,

(2015).

Kadalbajoo, K. M. And Arora, P., “Dynamic Data-Driven Finite Element
Models for Laser Treatment of Cancer”, Numerical Methods for Partial Differential

Equations, 26, 1206—-1223, (2010).

Kalita, J. C., Dalal, D. C. and Dass, A. K., “A class of higher order compact
schemes for the unsteady two-dimensional convection-diffusion equation with
variable convection coefficients”, International Journal for Numerical Methods in

Fluids, 38(12), 1111-1131, (2002).

Karaa, S. and Zhang, J., “High order ADI method for solving unsteady
convection-diffusion problems”, Journal of Computational Physics, 198(1), 1-9,

(2004).

76



Karpik, B. S. R. and Crocketf, S. R., “Semi-lagrangian algorithm for two-
dimensional advection-diffusion equation on curvilinear coordinate meshes”, Journal

of Hydraulic Engineering, 123(5), 389401, (1997).

Kinzelbach, W. K. H., Groundwater Modeling, An Introduction with Sample

Programs in BASIC, Amsterdam, Elsevier, (1986).

Korkmaz, A. and Dag, 1., “Cubic B-spline differential quadrature methods for
the advection-diffusion equation”, International Journal of Numerical Methods for

Heat and Fluid Flow, 22(8), 1021-1036, (2012).

LaBolle, E. M., Fogg, G. E. And Tompson, A. F. B., “Random-walk
Simulation of Transport in Heterogeneous Porous Media: Local Mass Conservation

Problem and Implementation Methods”, Water Resour. Res., 32(3), 583-593, (1996).

LaBolle, E. M., Quastel, J. and Fogg, G. E., “Diffusion theory for transport in
porous media: Transition-probability densities of diffusion corresponding to

advection-dispersion equations”, 34(7), Water Resour. Res., 1685-1693, (1998).

Lam, C. Y., Applied Numerical Methods for Partial Differential Equations,

Singapore, Simon and Schuster, (1994).

Man, C. and Tsai, W. C., “A higher-order predictor-corrector scheme for two-
dimensional advection-diffusion equation”, International Journal for Numerical

Methods in Fluids, 56, 401-418, (2008).

MATLAB 2009a, The MathWorks, Inc., Natick, Massachusetts, United

States.

77



Mittal, R. C. and Jain, R. K., “Numerical solution of convection-diffusion
equation using cubic B-splines collocation methods with Neumann ’ s boundary
conditions”, International Journal of Applied Mathematics and Computation, 4(2),

115-127, (2012).

Mohamad, A. A., “Spatially Fourth-Order-Accurate Scheme for Unsteady-
Convection Problems”, Numerical Heat Transfer, Part B: Fundamentals, 31(3),

373-385, (1997).

Mohebbi, A. and Dehghan, M., “High-order compact solution of the one-
dimensional heat and advection-diffusion equations”, Applied Mathematical

Modelling, 34(10), 3071-3084, (2010).

Nazir, T., Abbas, M., Izani, A. and Abd, A., “The numerical solution of
advection-diffusion problems using new cubic trigonometric B-splines approach”,

Applied Mathematical Modelling, 40(7-8), 4586—4611, (2016).

Neuman, S. P., “Adaptive Eularian-Lagrangian finite element method for

advection-dispersion”, Int. J. Num. Meth. Eng., 20, 321-337, (1984).

Noye, B. and Tan, H., “Finite difference methods for solving the
two-dimensional advection—diffusion equation”, International Journal for Numerical

Methods in Fluids, 9, 75-98, (1989).

Pinder, G. F. and Gray, W. G., Finite Elements in Surface and Subsurface

Hydrology, San Diego, Academic Press, (1977).

78



Prickett, T. A., Naymik, T. G. and Lonnquist C. G., A “Random Walk”
Solute Transport Model for Selected Groundwater Quality Evaluations, Illinois,

Illinois State Water Survey, (1981).

Sankaranarayanan, S., Shankar, N. J. and Cheong, H. F., “Three-dimensional
Finite Difference Model for Transport of Conservative Pollutants”, Ocean Engng.,

25(6), 425-442, (1998).

Sari, M., Giirarslan, G. and Zeytinoglu, A., “High-order finite difference
schemes for solving the advection-diffusion equation”, Mathematical and

Computational Applications, 15(3), 449-460, (2010).

Shou-dong, W. and Yong-ming, S., “Three high-order splitting schemes for
3D transport equation”, Applied Mathematics and Mechanics, 26(8), 1007-1016,

(2005).

Srivastava, R., Flow Through Open Channels, India, Oxford University Press,

(2008).

Sun, N. —Z., “A finite cell method for simulating the mass transport process

in porous media”, Water Resour. Res., 35(12), 3649-3662, (1999).

Szymkiewicz, R., “Solution of the advection-diffusion equation using the
spline function and finite elements”, Communications in Numerical Methods in

Engineering, 9, 197-206, (1993).

Szymkiewicz, R., Numerical Modeling in Open Channel Hydraulics, New

York, London Heidelberg: Springer- Dordrecht, (2010).

79



Tian, Z. F. and Ge, Y. B., “A fourth-order compact ADI method for solving
two-dimensional  unsteady convection-diffusion  problems”, Journal of

Computational and Applied Mathematics, 198(1), 268-286, (2007).

Tompson A. F. B. and Gelhar, L. W., “Numerical Simulation of Solute
Transport in three-dimensional Randomly Heterogeneous Porous Media”, Water

Resour. Res., 26(10), 2541-2562, (1990).

Tsai, T. L., Chiang, S. W. and Yang, J. C., “Examination of characteristics
method with cubic interpolation for advection-diffusion equation”, Computers and

Fluids, 35, 1217-1227, (2006).

Tsai, T. L., Yang, J. C. and Huang, L. H., “An accurate integral-based scheme
for advection-diffusion equation”, Communications in Numerical Methods in

Engineering, 17(10), 701-713, (2001).

Tsai, T. L., Yang, J. C. and Huang, L. H., “Characteristics Method Using
Cubic—Spline Interpolation for Advection—Diffusion Equation”, Journal of

Hydraulic Engineering, 130(6), 580-585, (2004).

Verma, P., Prasad, K. S. H. and Ojha, C. S. P., “MacCormack scheme based
numerical solution of advection-dispersion equation”, ISH Journal of Hydraulic

Engineering, 12(1), 27-38, (2006).

Yang, J. C. and Hsu, E. L., “Time-Line Interpolation for Solution of the

Dispersion Equation”, Journal of Hydraulic Research, 28(4), 503-523, (1990).

Yazici, Y., “Operator Splitting Methods for Differential Equations”, M.Sc

Thesis, Izmir Institute of Technology, Izmir, (2010).

80



Yeh, G. T., “A Lagrangian-Eulerian Method with Zoomable Hidden Fine-
Mesh Approach to Solving Advection-Dispersion Equations”, Water Resour. Res.,

26(6), 1133-1144, (1990).

Yong-hong, Z., Yong-ming, S. and Da-hong, Q., “A High-order Splitting
Scheme for the Advection-diffusion Equation”, Journal of Environmental Sciences,

13(4), 444-448, (2001).

Zerroukat, M., Djidjeli, K. and Charafi, A., “Explicit and Implicit Meshless
Methods for Linear Advection-Diffusion-Type Partial Differential Equations”,

International Journal for Numerical Methods in Engineering, 48, 19-35, (2000).

Zheng, C. and Bennett, G. D., Applied Contaminant Transport Modeling,

New York: John Wiley and Sons, (2002).

81



8. OZGECMIS

Adi1 Soyadi : Ersin BAHAR

Dogum Yeri ve Tarihi : Momtchilgrad / BULGARISTAN - 28.08.1990
Lisans Universite : Siileyman Demirel Universitesi - ISPARTA
Elektronik posta : ebahar@pau.edu.tr

Tel :0(258) 296 34 36

[letisim Adresi : Pamukkale Universitesi Miihendislik Fakiiltesi

B Blok Insaat Miihendisligi Boliimii

82



