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OZET

BURGERS DENKLEMININ PETROV-GALERKIN SONLU ELEMAN
METODU COZUMU
YUKSEK LISANS TEZI
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MATEMATIK ANABILIiM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. MURAT SARI)

DENIZLi, ARALIK - 2016

Bu tez, Petrov-Galerkin yontemine dayali olarak Burgers denkleminin
nliimerik ¢oziimlerini aragtirmayr amac¢ edinir. Bunu gerceklestirebilmek icin
lineer B-spline ve kuadratik B-spline yaklagimlari kullanilmistir. Hesaplanan
¢Oziimler hem nitel hem de nicel olarak sunulmaktadir. Mevcut sonuglarla
literatilir ve analitik ¢6ziimler arasinda ¢ok iyi bir uyum goézlenmistir. Coziimlerin
hesaplamasi, burada tiretilen MATLAB kodlari ile yapilmstir.

ANAHTAR KELIMELER: Burgers denklemi, Sonlu eleman metodu, B-Spline
fonksiyonlar, Petrov-Galerkin yontemi, Kuadratik B-spline, Lineer B-spline



ABSTRACT

SOLUTION OF BURGERS EQUATION USING PETROV-GALERKIN
FINITE ELEMENT METHOD
MSC THESIS
MEHTAP BAYRAKTAR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. MURAT SARI)

DENIiZLi, DECEMBER 2016

The aim of this thesis is to investigate numerical solutions of the Burgers
equation in terms of the Petrov-Galerkin Finite Element Method. To achive this,
both linear B-spline and quadratic B-spline approaches have been used. The
computed solutions have been present qualitatively and quantitatively. Very good
agreement between the current results and the literature as well as the analytical
solutions has been observed. The solutions have been calculated through currently
produced computer codes in MATLAB.

KEYWORDS: Burgers equation, Finite element method, B-spline functions,
Petrov-Galerkin method, Quadratic B-spline, Linear B-spline
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1. GIRIS

Arastirmacilarin {izerine yogunlastig1 kimi dnemli fiziksel stireclerin Burgers
denklemi ile temsil edildigi bilinmektedir (Sari 2009). Isaret edilen fiziksel siiregleri

kisaca agiklayalim.

1.1 Tiirbiilans

Yiiksek hiza ve siddete sahip yapilarda, beklenen siddetinden farkli ve
beklenmeyen yonlerden araliklarla gelen riizgarin yol a¢tigi hava akimi tiirbiilans
olarak tanimlanabilir. Baska bir ifadeyle tiirbiilans, sivi veya gaz halindeki

maddelerin hareketlerindeki diizensizlik olarak agiklanabilir.

Akiskanlar mekaniginde akig, katmanli veya tiirbiilansli olarak kategorize
edilir. Bu ayrimin kararini ise akigkanin yogunlugu, hizi, kinematik viskozitesi,

dinamik viskozitesi gibi sartlarinin belirledigi Reynolds sayilar1 (boyutsuz) verir.

Ruelle ile Takens (1971), tiirbiilansin bagimsiz ¢ hareket ile
betimlenebilecegi diisiincesini ortaya koymuslardir. Calismalarinin en 6nemli sonucu
garip ¢eker kavramidir. Bir ¢eker (attractor), faz uzaymda bir noktadan ibarettir.
Eger sistem, periyodik hareket yapiyorsa yoriingesi bir ¢emberdir. Bu ¢emberin
merkezi, kararli bir ¢ekerdir. Ceker, sistemi, ¢ikisin bir ¢ekim havzasi gibi kendi
lizerine kapanmaya zorlamaktadir. Sisteme siirtiinme eklendiginde ise miimkiin olan

biitiin yoriingeler bir helezon gizerek merkezde son bulur.

1.2  Sok Dalga

Ani basing degisiklerine neden olan olgularin, bir akigkan ya da esnek bir kati

ortam i¢inde yarattig1 giiclii basing dalgasi sok dalgas1 olarak tanimlanmaktadir.

Sok dalgalar1 sahip oldugu kimi oOzellikler sebebiyle ses dalgalarindan
farklilagir. Bu dalgalarda, sikismanin gergeklestigi dalga cephesinde ani ve siddetli


https://tr.wikipedia.org/wiki/David_Ruelle
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Floris_Takens&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%87eker&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Faz_uzay%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%87eker&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Helezon

gerilim, basing siddeti ve sicaklik farkliliklar1 olusur. Bu nedenle sok dalgalari, ses
dalgalarindan farkli bigimde ilerler. Ayrica, sok dalgasi, sesten hizli hareket eder ve
genligi biliytidiik¢e hiz1 artar. Sok dalgasinda enerjinin bir boliimii hareket sirasinda
ortama gectigi i¢in sok dalgasinin siddeti ses dalgasininkinden ¢ok daha hizli bir

sekilde azalir.

Bir ucak havadayken havay1 carpip sikistirarak oniinde ve arkasinda basing
dalgalar1 olusturur (Resim 1.1). Bu basing dalgalar1 da ses hiziyla hareket ederler.
Eger ucak, ses hizindan diisiik hizda hareket ediyorsa ugaktan yayilan basing
dalgalar1, ugagin her yerinde hissedilir. Ugak Ses hizina yaklasirken 6n ve arkadaki
basing dalgalar1 ugagin gerisinde kalarak birbiri iizerinde birikir ve basing daha ¢ok
ucagin arkasinda hissedilir. Arkada biriken basing dalgalari, gozlemci tarafindan tek
bir sok dalgasi olarak algilanir. Yayilan dalgalar bir koni i¢indeymis gibi goriinerek
yol alir ve buna Mach konisi -Ernst Mach’in sok dalgasina katkilarindan dolayi-
denir. Dalgalar, Mach konisinde birikerek genligi yiiksek bir basing dalgasi olusturur
ve bu dalga, gézlemciye ulastiginda yiiksek sesli bir patlama (sonik patlama) olarak

duyulur.

Duran Sesalti Ses Hizi Sesustu

BAOC

Resim 1.1: Havada siiziilen bir u¢agin basing dalgalar1 (Ryder28 2012)

Bir sok dalgasi, cisimlere kismen veya tamamen zarar verebilir. Cisim kirilgan
ise kirabilir, yumusak ise biikebilir. Bazi cisimler tek bir sok dalgasiyla zarar
gormese bile zamanla yorulabilir veya deforme olabilir. Cihazlarin, aletlerin

kalibrasyonlar1 bozulabilir. Sokun etkisiyle bazi patlayicilar infilak edebilir.

Sok dalgas1 sadece sesiistii akislarda goriilen bir durum degildir. Mesela
simgek cakmasi ya da bir bombanin patlamasi aninda olusan yiiksek basingtan

kaynakl1 bir enerji yayilimi da bir sok dalgasidir.



Sok dalganin istenmeyen etkileriyle yiiz ylize kalan bilim insanlari, bu
durumu tersine cevirmeye c¢alismis ve sok dalga cihazlari gelistirilerek iiroloji,
ortopedi ve travmatoloji alanindaki hastaliklarin tedavisi i¢in yontem iiretmislerdir

( Loew ve dig. 1999).

1.3 Burgers Denklemi

Teknolojinin gelismesiyle birlikte hava yolu trafigi onemli Olgiide artig
gOstermistir. Bu durum, toplumda ¢ogu insanin tiirbiilans kavramini duymasina veya
tirbiilansa girmis bir ugak igerisinde siddetli sarsint1 hissetmesine ya da yiizlerce
metre irtifa kaybetmesine neden olmustur. Bununla birlikte, savunma sanayiine
yapilan yatirimlar sayesinde de askeri ugaklar siipersonik hizlara ulasmistir. Ancak
bu tarz ucaklar, ucus sirasinda sok dalgalar olusturmus ve arkasindaki hava akimim
dengesizlestirmistir. Bu dengesizlik ucak kumandalarini olumsuz etkilemis ve
kontrol etme giigliigli yasatmistir. Ucgusu tehlikeye sokan bu fiziksel problemlerin
analizi ve ¢oziimil icin ¢aligmalar baslatilmis ve uygun yontemler, materyaller
kullanilarak asilmaya c¢alisilmistir. Dogadaki her problem gibi bu problem de
matematiksel bir modele ihtiyag duymaktadir ve bu ihtiya¢ Burgers denklemi ile

karsilanmaktadir.
Burgers denklemi, v > 0 bir sabit olmak {izere

u +uu,—vu, =0, a<x<b,t>0

bi¢cimindedir. Bu denklem, keyfi sinir kosullar
u(a,t) = f(t), u(,t)=",(t), t=0
ve baslangi¢ kosulu
u(x,00=g(x), a<x<b

ile tek analitik ¢oziimii bulunabilen bir problemdir. Burada f,(t), f,(t) ve g(x) test

problemlerinde belirlenen fonksiyonlardir. Burgers denklemi, vu, diflizyon terimi



ve nonlineer konveksiyon uu, teriminden dolay: Navier-Stokes denkleminin 6zel bir

durumu gibi goriilebilir. Burgers denkleminin analitik ¢6ziimii mevcut oldugu igin
niimerik metotlarin ve Navier-Stokes denkleminin niimerik yontemlerinin kararlilik

ve dogrulugunun test edilmesinde kullanilir.

Burgers denklemi, matematiksel agidan ilging Ozellikler tasimaktadir.
Denklem, v niin ¢ok kiigiik olmasi1 durumunda parabolik yapisin1 yitirerek hiperbolik
bir yapt kazanir. Ayrica vV degeri kiiciildilkge akiskanda sok dalga hareketi ve
dinamik dalgalarin yayilmasinda dik yonelmeler meydana getirir. Bu durum ¢ok
sayida arastirmaciy1 cezbetmis ve ugruna oldukca fazla ¢alisma yapilmistir (Ali ve

dig. 1992; Sari ve Giirarslan 2009; Soliman 2012; Korkmaz ve Dag 2013).

Burgers denklemini ilk olarak, Bateman (1915) bir ¢aligmasinda ele almis ve
denklemin denge durumu ¢éziimlerini ortaya koymustur. Burgers (1939) denkleme
bir makalesinde yer vermis. Burgers (1948), bu denklem sayesinde tiirbiilans
teorisinin matematiksel modelini tanimlamis ve denkleme onun adi verilerek
onurlandirilmistir. Literatirde Cole (1951) 1s1 iletimini ve stokastik siiregler
teorisindeki uygulamalari, Van der Pol (1951) say1 teorisini, Lighthill (1952)
aerodinamigi, nonlineer akustigi, nehirlerdeki su taskini dalgalarin1 ve otobandaki

trafik akisini, Pospelov (1966) izotropik katilardaki elastik dalgalari modellemistir.

Hopf (1950) ve Cole (1951) birbirinden bagimsiz olarak Burgers denklemini,
lineer diflizyon denklemine doniistiirmiis ve problemin tam ¢oziimiinii elde
etmislerdir. Farkli baslangi¢ kosullar1 i¢in ¢oziimler, Benton ve Platzman (1972)
tarafindan listelenmistir. Ancak, analitik ¢oziimlerin sonsuz seriler icermesinden
dolayr kiiciik v viskozite degerleri i¢in ¢ok yavas yakinsamaktadir. Bu nedenle
arastirmacilar v degeri kiigiildiikge ortaya ¢ikacak durumlari gozleyebilmek igin ¢ok
sayida niimerik yontem gelistirmistir. Dolayisiyla bu yontemlerin basarili olma

oOlciitii de kiiclik vdegerleri i¢in fiziksel duruma uygunluk saglayip saglamamasidir.

Burgers denklemine sonlu eleman metodunu uygulayarak niimerik ¢dziime
ulagsmak isteyen arastirmacilar, farkli interpolasyon sekil fonksiyonlar ile agirlikli
kalan yontemleri tercih etmistir. Bu amag i¢in Rubin ve Khosla (1976) kiibik spline
fonksiyonlar ile kollokasyon, Christie ve dig. (1981) kuadratik fonksiyonlar ile
Petrov-Galerkin, Herbst ve dig. (1982) lineer ve kiibik fonksiyonlar ile Petrov-
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Galerkin, Nguyen ve Reynen (1987) lineer fonksiyonlar ile en kiiciik kareler, Ali ve
dig. (1990) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Dogan ve dig. (1997)
kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, Kutluay ve dig. (2004)
kuadratik B-spline fonksiyonlar ile en kiigiik kareler yontemlerini etkili olarak

kullanmuslardir. Ayrica Aksan ve Ozdes (2004) sin(nzx) fonksiyonlar ile Galerkin
yontemini, Ozis ve dig. (2003,2005) lineer ve kuadratik fonksiyonlar ile Galerkin

yontemini, Ramadan ve dig. (2005) septik B-spline fonksiyonlar ile kollokasyon
yontemini, Dag ve dig. (2005) zaman-ayriklastirma denklem i¢in kuadratik ve kiibik
B-spline fonksiyonlar ile Galerkin yontemini problemlerinde benimsemiglerdir.
Aksan (2005) lineer B-spline fonksiyonlar ile Galerkin yontemini, Irk (2009) sextic
B-spline fonksiyonlar ile kollokasyon yontemini, Mittal ve Jain (2012) degistirilmis

kiibik B-spline fonksiyonlar ile kollokasyon yontemini se¢mistir.

Burgers denkleminin sonlu farklar yontemiyle de elde edilmis ¢ok sayida
niimerik ¢oziimii mevcuttur. Bunu saglayan arastirmacilardan Iskandar ve Mohsen
(1992) denklemi once ikiye parcalamis sonra yontemi uygulamistir. Buna benzer
bi¢imde Jain ve dig. (1995) de 6nce denklemi lige par¢alamis sonra kiibik spline
fonksiyonlar yardimiyla yontemi uygulamistir. Diger aragtirmacilar: Kutluay ve Esen
(2004) lineerlestirilmis kapali, Kadalbajoo ve dig. (2005) bir parametreye bagli
olarak diizgiin yakinsayan, Hassanien ve dig. (2005) dordiincii mertebeden, Giilsu ve
Ozis (2005) restrictive Taylor yaklasimini kullanarak klasik acik, Zhang ve Wang
(2012) Kestirici-diizeltici kompakt, inan ve Bahadir (2014) Crank-Nicolson fiistel
sonlu fark yontemini uygulamistir. Bu konuda yiiksek lisans tezinde Dinger (2015)

cesitli sonlu fark semalarina yer vererek niimerik ¢oziimler tiretmistir.

Korkmaz ve Dag (2011) sinc Diferansiyel Kuadratiir Yontemini (DKY),
Korkmaz ve Dag (2011) polinom esasli DKY, Mittal ve Jiwari (2012) DKY, Jiwari
ve dig. (2013) agirlikli ortalama DKY, Mittal ve dig. (2013) DKY kullanarak

Burgers denklemine niimerik ¢oziimler 6nermislerdir.

Kakuda ve Tosaka (1990) genellestirilmis sinir elemanlar1 yontemini Burgers
denkleminin ¢6ziimii i¢in kullanmistir. Bahadir ve Saglam (2005) denklemi 6nce
sonlu farklarla lineerlestirmis sonra da karigik sinir elemanlar1 yontemi ile yollarina

devam etmislerdir.



Denklemin degisik seri yontemleri ile ¢oziimiine de literatiirde yer verilmistir

(Inc 2005; Abbansbandy ve Darvishi 2005).

Burgers denkleminin en hassas niimerik ¢éziimii i¢in ¢ok ¢esitli yontemler
gelistirilmistir. Rubin ve Graves (1975) yart lineerlestirme ve spline fonksiyon
teknigini kullanarak problemin bir niimerik ¢6ziimiinii elde etmistir. Bu amacla
Varoglu ve Finn (1980) agirlikli kalanlar yontemi ile sahne almistir. Mittal ve
Singhal (1993), Bazley (1976) tarafindan gelistirilen teknigi kullanarak elde ettikleri
adi diferansiyel denklem sistemini ¢dzmek i¢in Runga-Kutta-Chebychev yontemini
uygulamuslardir. Ozis ve Ozdes (1996) varyasyonel yontemi, Katsuhiro (1997) bir
sonlu fark yontemine yer vermislerdir. Hon ve Mao (1998) multiquadric yontemi,
Abd-el-Malek ve EI-Mansi (2000) grup teoretik yontemi, Lin ve Zhou (2001)
multiresolution yontemi tercih etmistir. Abdou ve Soliman (2005) varyasyonel
iterasyon yontemini, Darvishi ve Javidi (2005) pseudospektral yontemini, Ozis ve
Aslan (2005) biiyiik Reynolds sayilari iceren denklem igin asimptotik agilim
yontemini, Ramadan ve dig. (2007) polinom olmayan spline yaklagimini
uygulamigtir. Zhu ve Wang (2009) kiibik B-spline quasi interpolasyon, Liu ve dig.
(2009) Lie simetri analizini, Asaithambi (2010) otomatik farklilasma ydntemini,
Khalifa (2010) spektral diizenleme yontemini giindemlerine almislardir. Bu problemi
niimerik analiz etmede Dag ve dig. (2011) B-spline kullanarak Taylor-Galerkin ve
Taylor-kollokasyon yontemlerini, Altiparmak (2011) ¢arpanlarina ayrilmis kosegen
Padé yaklagimini, Bulut ve dig. (2013) degistirilmis deneme denklemi metodunu ele
almiglardir. Stokastik Burgers denklemi i¢in Blomker ve Jentzen (2013) Galerkin
yaklagimlarini, Grafke ve dig. (2013) instanton filtreleme teknigini kullanmiglardir.
Ayrica, Doha ve dig. (2014) denkleme, Jacobi kollokasyon yaklagimini uygulamislar,
Gongalves ve dig. (2015) denklemi mikroskobik etkilesimler sinifi ile

iligkilendirmistir, Hristov ve dig. (2016) kesirli Burgers denklemi iizerine ¢aligmistir.



2. SONLU ELEMAN METODU

Sonlu Eleman Metodu (SEM), pek c¢ok karmasik problemin ¢oziimii igin
kullanilabilen bir niimerik yontemdir. Metot ilk kez 1956 yilinda ugaklarin yapisal
problemlerinin analizinde kullanilmistir ( Turner ve dig.). Yaklasik on yil sonra farkli
problem tiplerinin ¢dziimleri i¢in metodun potansiyeli taninmistir. Yillar gectikce de
SEM genis bir alana hitap eden problemlerin ¢oziimiinde en iyi metotlardan biri
olmustur. Hatta SEM uygulamali matematikgiler i¢in aktif arastirma alanlarindan biri
haline gelmistir. Farkli bilim alanlarinda metodun popiiler olmasinin ana
nedenlerinden biri, genel bir bilgisayar programinin yazilabilmesi ve herhangi bir

problemin ¢6ziimii i¢in kullanilabilmesidir.

SEM de, ¢6ziim bolgesi ¢ok kiigiik yapilar gibi diisiiniilebilir ve birbirine
baglanan alt bolgeler “sonlu elemanlar” olarak adlandirilir. Sonlu elemanlar
modelinin nasil oldugunu 6rneklersek, Resim 2.2 (a)’da karmasik bir geometrik sekil
tasvir edilmektedir. Herhangi belirli sartlar altinda makinenin kesin tepkisini bulmak
olduk¢a zor oldugundan, SEM’ de bu yap1 Resim 2.2 (b)’deki gibi birka¢ par¢adan
olusarak yaklastirilmigtir. Her bir par¢a veya eleman, bir uygun yaklasik ¢6ziim farz
edilerek yapinin bastanbasa tiim dengesinin sartlari tiiretilir. Bu sartlar saglandiginda

yaklagik bir ¢6ziim bulunmus olacaktir.

Overarm

Arbor
Colu

(a)Freze Makinesi Yapisi (b) Sonlu Eleman Yapisi

Resim 2.2: Sonlu elemanlarla freze makinesinin tasviri (Rao 2005)



2.1 Sonlu Eleman Metodunun Adimlari

1. Problem, diferansiyel denklemlerle tanimlanir. Problem igin virtiiel is,
varyasyonel veya zayif form gibi integral form olusturulur.
2. Analizde kullanilacak sonlu elemanlarin tipi ve mertebesi segilir.

1 2
."’- S

(4) (&)
& s o8

3. Diigiim ve elemanlarin yerlesim diizeni tanimlar1 yapilir.

Eleman 1 Baglant1 1 3 4
2 142
3 25
4 3674
5 4785

4. Eleman dizileri hesaplanir. Ozel virtiiel is, varyasyonel veya zayif form, her
elemanin 6zel iligkilerinin hesaplanmasinda temel saglar.
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5. Bilinmeyen parametreler icin lineer cebirsel denklem sistemi ¢oziiliir.
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6. Dugiim ve eleman degiskenleri i¢in sonuglar ¢ikarilir. Bu adimda grafiksel
veriler de kullanish olur (Zienkiewicz and Taylor 2000).

Literatiirde, tiiggen bolgeler iizerinde tanimlanmis parcali stirekli
fonksiyonlarm kullanimini igeren SEM’e benzer bir yaklagimi 1943 yilinda ilk kez
Courant ileri siirmiistiir. Giintimiizde SEM’in temel fikri Turner ve dig. (1956) ile
Argyris ve Kelsey (1954-1955)’in ¢aligmalarina dayanir. Sonlu eleman ismi, Clough

(1960) tarafindan tiiretilmistir. Turner ve dig.’nin ¢alismalari, SEM’in



gelistirilmesinde kilit noktalardan biri olarak goriilmiis ve ugak yapisinin analizi i¢in
basit sonlu elemanlar uygulamasini sunmuslardir. Ayrica bilgisayarlarin gelismesiyle
birlikte sonlu elemanlarin uygulanmasi etkileyici sekilde artarak ilerleme
kaydedilmistir. Zienkiewicz ve Cheung (1967) metodun genis yorumunu ve herhangi
probleme uygulanabilmesini gostermiglerdir. SEM’in bu genis yorumuyla, Galerkin
ve en kiiciik kareler gibi agirlikli kalan yontemleri kullanilarak tiiretilebilen sonlu
eleman denklemleri bulunmustur. Bu durum, lineer veya nonlineer diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii i¢in SEM’i uygulayanlar arasinda ilgi ¢ekici olmustur. Metot,
yapt mekanikleri alanlarinda genis c¢apta kullanilmasinin yani sira 1s1 iletimi, akis
dinamigi, sizint1 akislari, elektrik ve manyetik alanlar gibi alanlarda da basariyla
uygulanmistir. Giiniimiizde SEM, bilim insanlarinca ele alinan pek ¢ok problemde

dezavantajlarina ragmen popiilaritesini stirdiirmektedir.

SEM, diger yontemlerle kiyaslandiginda olduk¢a fazla avantaja sahiptir.
Diizensiz sekle sahip yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen farkli, karmasik
bolgeleri kolay bir sekilde modelleyebilir. Bunun yaninda, eleman denklemleri ayri
ayr1 olusturulabildigi i¢in farkli malzemelerden olusan yapilar1 modelleyebilir.
Ayrica, sinir sartlarinin degigsmesi sonlu eleman modelini degistirmedigi i¢in ¢ok
farkli smir sartlart ile birlikte kullanilabilir. Gerekli olmasi durumunda elemanlarin

biiytikliikleri ya da modeli degistirilebilir.

Her niimerik yontemin oldugu gibi SEM in de bazi dezavantajlari vardir.
Bilgisayar kullanim1 gerektiriyor olmas1 metodun ekonomik dezavantajidir. Ayrica,
daha kesin sonuglar elde etmek i¢in daha kiigiik eleman boyutlart kullanilmalidir.
Eleman boyutlarinin bu sekilde kiigiilmesi daha biiyiik bilgisayar hafizasi gerektirir.
Bilgisayar hafizasinin smirli olusu da ¢oziimiin hassasiyetine bir sinirlama

getirecektir.

Problemimize sonlu eleman metodunu uygulayabilmek icin ihtiyag
duydugumuz integral formu, agirlikli kalanlar ile olusturacagiz. Bu nedenle ¢oziim

adimina gegmeden Once agirlikli kalanlar yontemine kisaca deginecegiz.



2.2  Agirhikh Kalanlar Yontemi

Bir diferansiyel denklemin elde edilen yaklasik c¢oziimleri ile gergek
¢Ozlimleri arasindaki farkin, sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile carpildiktan
sonra toplamlarmin minimize edilmesine agirlikli kalanlar (rezidii) yaklasimi denir.
Bu yaklagima dayanan yontemlere ise agirlikli kalanlar yontemi denir. Bu yontemler,
varyasyonel yontemler ile kiyaslandiginda daha avantajlidir. Ciinkii agirlikli kalanlar
yontemi sayesinde her denklemin agirlikli integral formu olusturulabilir. Agirlikl
integral form, problemin smir sartlarindan higbirini igermez. Dolayisiyla, agirlik
fonksiyonlart secilirken yaklasik ¢oziimiin hem dogal hem de temel sinir sartlarini
saglayacak bicimde olmasina dikkat edilmelidir. Agirlikli kalanlar ydntemini

anlatabilmek i¢in V bolgesinde
A(u) = f (2.1)

operatdr denklemi dikkate alinir. Burada A lineer veya nonlineer bir operator, U

bagimh degisken ve f bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olarak tanimlanir.

(2.1) denklemindeki u ¢6ziimii i¢in

Uy =§“aj¢j + 2.2)

bigiminde bir yaklagim tanimlanir. (2.1) denkleminde (2.2) ile verilen u, yaklagik
¢oziimii yerine yazildiginda f = A(u,) fonksiyonu elde edilir ki bu fonksiyonun f

ye esit olmak zorunlulugu yoktur. f ile f arasindaki farka

R=f, —f =A£iaj¢j+¢o]—A(u)¢o (2.3)

yaklagimin kalan1 denir. Burada R kalan fonksiyonu, hem a; parametrelerine hem

de ¢, ifadelerinden dolayr konuma baghdir. a; parametrelerini tespit edebilmek i¢in

_[y/i(x, Y)R(x,y,a,)dxdy =0, i=123,..,N (2.4)
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integrali sifira esitlenerek R kalani sifirlanmaya zorlanir. Burada V iki boyutlu bir

bolge ve y; ’ler ise agirhikli kalan fonksiyonlaridir. Segilecek bu fonksiyonlarin

kiimesi linecer bagimsiz olmalidir. Aksi taktirde (2.4) integralinden elde edilen
denklemler ¢oziilemez. En kiiglik kareler, Galerkin, Petrov-Galerkin, kollokasyon ve

altbolge agirlikli kalanlar yonteminin bazilaridir.

2.3 Galerkin Yontemi

v, agirlik fonksiyonlari ile ¢ yaklasim fonksiyonlar: esit segilir ise yontemin

ad1 Galerkin olur. Galerkin yaklagiminin cebirsel denklemleri A, =I¢IA(¢j)dV ve

\

Fo=[4[f - A%)]dV olmak iizere,

bi¢imindedir.

24 Petrov-Galerkin Yontemi

v, agirlik fonksiyonlart ile ¢ yaklasim fonksiyonlar: y, # ¢ olacak bigimde

segilirse bu yontem Petrov-Galerkin olarak isimlendirilir. A lineer bir operator

olmak tizere V bolgesinde (2.4) yaklagimi,

z[ [ w,-A(mdxdyjai = [y, [~ Algh)]dxcly

i=1 \v

veya

11



seklinde yazilabilir. Bu yontemde elde edilen [A;] katsayilar matrisi simetrik

olmayabilir. Bu durumun matematiksel karsihigr A; # A; bicimidir.

2.5 Kollokasyon Yontemi

Bu yontemde V ¢bziim bolgesinden segilen N adet x/ = (x/,y/)

kollokasyon noktasinda kalanin sifir olmas1 gerekir. Bagka bir deyisle,
R(x',y',a)=0, j=12,..,N

olmaldir. x/ kollokasyon noktalar;, denklem sisteminin iyi sartli olmasimi
saglayacak sekilde secilmelidir. Bu yontemde agirlik fonksiyonu ¢; = §(x — x’)

olur ve (2.4) denkleminde yerine yazilirsa
j&(x—xi)R(x,a,.)dxdyzo
v
veya
R(x/,a;) =0
elde edilir. Burada &(x) Dirac delta fonksiyonudur ve jf(x)&(x—é)dxdy= f(&)
v

seklinde tanimlanir.

2.6  Altbolge Yontemi

Altbolge yonteminin uygulanabilmesi i¢in y; agirlik fonksiyonlar:

L X =X<Xy
vi= 0, diger durumlar

bigiminde segilir. Burada i=0,1,...,N alinir. a; parametrelerinin sayis alt araliklarin

sayisina esit olmalidir. y; agirlik fonksiyonlari (2.4) denkleminde yerine yazilirsa

12



[R(x.y,a))dxdy =0, i=0,1..,N
\%

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile a; parametreleri bulunur.

2.7  En kiiciik Kareler Yontemi

Bu yontemde, agirlikli kalan integralindeki kalani minimize etmek amaciyla

yaklagim kalaninin karesi lizerinden integral alma iglemi gergeklestirilir.

J.R(x, y,a,)R(x,y,a,)dV :jRZdv
\Y \

Bu fonksiyonun minimum yapilmasi i¢in biitiin bilinmeyen sabitlere gore

tiirevler alinarak, asagidaki gibi, sifira esitleme islemi gergeklestirilir.

oa. B

J
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3. SPLINE FONKSiYONLAR

Polinom yaklagimlari, yaklasim yontemleri i¢cinde olduk¢a Onemli bir yere
sahiptir. Ancak polinom yaklasimi ile her zaman arzu edilen hassasiyette ¢oziimler
elde edilemeyebilir. Bunun sebebi fonksiyonun tiirevlerde hizli degisim gosteriyor
olmasi veya fonksiyonun keskin koselerinin varligi olabilir. Bu durumu telafi etmek
icin yliksek dereceden polinomlar tercih edilse bile istenilen hassasiyette bir
yaklasim yapilamayabilir. Bununla birlikte, nokta sayis1 arttifi zaman yaklasimda
kullanilacak (Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlari) polinomun derecesi de
artar ve bunun sonucu olarak bazi hesaplama hatalar1 olusur. Boyle durumlarda
ardigik iki veri arasinda birinci, ikinci ya da {giincli dereceden fonksiyonlarla
yaklagimin yapildigi spline interpolasyon yontemi tercih edilmelidir. Spline
interpolasyonu, tanimlanan aralik iizerinde ve sonlu noktalarda birbirini 6rtmeyen alt
araliklarda daha kiigiik dereceden polinom bulma esasina dayanir. Spline
fonksiyonlar, pargali polinomlar sinifina ait olup polinomlarin siireklilik 6zelliklerini

tasiyan dizilislerinden meydana gelmektedir.

Reel sayilarin monoton artan bir dizisi —0=X, <X <..<X, <X 4=
olacak sekilde X, X,,...,X, e bagl ve reel dogru iizerinde tanimli m. dereceden bir

s(x) spline fonksiyonu asagidaki iki 6zelligi saglar:

s(x) her bir (x,%,,),i=0,1...,n araliginda m. veya daha diisiik dereceden

bir polinomdur. Burada x, =—o0,X,,, = .

N+l

s(x) fonksiyonu ve s(x)in 1,2,...,(m—1). mertebeden tiirevleri, tanimlanan

her aralikta ve X;,1=1,2,...,n boliinme noktalarinda siireklidir.

Bu tanima gore, bir spline fonksiyonun olusmasi i¢in pargali polinom
fonksiyonlarin stirekli ve tiirevlerinin belirli sartlar1 saglamasi gerekir. m=0 ig¢in
ikinci sart gegersizdir. Sifirinci dereceden spline fonksiyon, adim fonksiyonu olarak

adlandirilir. m=1 i¢in ise s(x) fonksiyonu bir poligon (kirik ¢izgi) olup lineer

polinomlarin birlestirilmesi ile olusur (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1: Birinci dereceden spline fonksiyonlar

3.1  B-Spline Fonksiyonlar

Biitiin spline fonksiyonlar kiimesi i¢in bir baz olusturan fonksiyonlara B-

spline fonksiyonlar denir. B-spline fonksiyonlar niimerik hesaplamalar i¢in olduk¢a

kullanighdir.

3.2 Lineer B-Spline Fonksiyonlar

L, (x) lineer B-spline fonksiyonlar olmak fiizere, [a,b] araliginin diizgiin bir
pargalanist  a=X, <X <..<Xy,<Xy=b olsun. i=0,1..,N noktalar1 icin

AX = X;,; — X olmak lizere X, diigiim noktalarinda

(X = X)=2(% —=X) ,  [X_, %]

L(x)= E (X1 —X) v X Xl
0

, diger durumlar

seklinde  tanimlamir. a<x<b  arahginda tamimh  fonksiyonlar  igin
{L(x), LL(X),..., Ly (X)} kiimesi bir baz olusturur. Lineer B-spline fonksiyon ve
tiirevi, [X,_;,X,,] araligmm disinda sifirdir. Sekil 3.2°de goriildiigii iizere, her bir
[X;,X.,] sonlu eleman sadece L;, L,,, gibi iki lineer B-spline fonksiyon tarafindan
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ortiilmektedir. L, (X) ve birinci mertebeden tiirevinin diiglim noktalarindaki degerleri

Tablo 3.1 ile verilmistir.

Tablo 3.1: L,(x) ve L'(x) in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xig X Xis
L, 0 1 0
AXL/ 0 -1 1

Bir [x,X,,] araligi, Ax=x—-x, 0<£&<1 yerel koordinat donisimii
yardimiyla [0,1] araligina doniistiirtiliir. Boylece lineer B-spline fonksiyonlar [0,1]

araliginda & cinsinden,

L =1-¢

bi¢ciminde bulunur.

I‘i+1 = é

Litq

- o=

Xi+1

Sekil 3.2: Lineer B-spline sekil fonksiyonlari

7z

(3.1)



3.3 Kuadratik B-Spline Fonksiyonlar

Q,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlar olmak tizere, [a,b] araliginin diizgiin
bir pargalanisi a=Xx, <X <..<Xy, <Xy, =Db olsun. i=-10,..,N noktalar icin

AX = X, — X olmak lizere X, diiglim noktalarinda

(Xi+2 - X)2 _3(X - X)2 +3(Xi - X)Z ) [Xi—l’ Xi]

i+1

Q _ i (Xi+2 - X)Z _3(Xi+l - X)2 | [Xi , Xi+1]
| AXZ (Xi+2 - X)2 ! [Xi+1’ Xi+2]
0 , diger durumlar

seklinde  tamimlanir. a<x<b araliginda tanimli  fonksiyonlar igin

{Q1(X), Qy(X),..., Qu(X)} kiimesi bir baz olusturur. Kuadratik B-spline fonksiyon ve
tirevi, [X ,,X,,] arahgmim disinda sifirdir. Sekil 3.3’de goriildiigi tizere, her bir

[x,X.,] sonlu eleman, Q. ,,Q,,Q.,, gibi iic kuadratik B-spline fonksiyon tarafindan

ortiilmektedir. Q (x) ve Q'(x) diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 3.2 ile

verilmigtir.

Tablo 3.2: Q (x) ve Q'(x) in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xi -1 Xi +1 Xi+2
Q 0 1 0
AXQ/ 0 -2 0

Bir [x,X,,] araligi yerel koordinat doniisimii yardimiyla [0,1] araligina

dontisiir. Boylece kuadratik B-spline fonksiyonlar [0,1] araliginda & cinsinden,

Qi—l = (1_65)2
Q =1+2¢-2¢
Qi+1:§2 (3.2)

bigiminde bulunur. (3.2) kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilarak x; diigiim

noktasinda Uy ve U, ¢oziimlerinin 5, eleman parametreleri cinsinden,
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uN(Xi’t):ui :é}—1+é}

2 (3.3)
u =—:(©5 -6
i AX( i |—1)
seklinde yazilabilir.
Q
N\
Q :
15 » |
1 Ko :
Qi+ :
Q 1 |
0 I > X
Xi Xit1

Sekil 3.3: Kuadratik B-spline sekil fonksiyonlart

3.4  Kiibik B-Spline Fonksiyonlar

¢ (X) kiibik B-spline fonksiyonlar olmak iizere, [a,b] araligmin diizgiin bir
pargalanist a=X, <X <..<Xy,<X,=Db olsun. i=-10,..,N+1 noktalar1 icin

AX =X, — X, olmak lizere X, diiglim noktalarinda

(X=%,)° N L
A +3AXP (X = %;_,) + 3AX(X =X ;)* =3(x = %)%, [X..,X
¢.(x) = % AXE 4 3AX% (X, = X) +3AX (X = X)* =3(% = %), [%, %]
X
(Xi+2 - X)S , [Xi+l’ Xi+2]

0 , diger durumlar

i+1

olacak bigimde tamimlanir. a<x<b araliginda tanimli fonksiyonlar ig¢in

{¢71(X), & (X),-.., By (X),¢N+1(X)} kiimesi bir baz olusturur. Kiibik B-spline ¢ (x)

18



fonksiyonu ve tiirevi, [X ,,X.,] araligmnin disinda sifirdir. Sekil 3.4’de goriildigi

tizere, her bir [x,x_,] sonlu eleman, ¢ ,,¢,4.,,64., gibi dort kibik B-spline

fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. @ (X), ¢ (x) ve ¢"(x) fonksiyonlarmin diigiim

noktalarindaki degerleri Tablo 3.3 ile verilmistir.

Tablo 3.3: ¢ (x),4 (x) ve ¢"(x) in diigiim noktalarindaki degerleri

X Xi _2 Xi -1 Xi Xi +1 Xi +2

& 0 1 4 1 0
AXd/ 0 3 0 -3 0
AX*g” 0 6 -12 6 0

[x,x.,,] aralig1 yerel koordinat doniisiimii yardimiyla [0,1] araligina doniisir.

Boylece kiibik B-spline fonksiyonlar [0,1] araliginda & cinsinden,

$1 :(1_5)3

¢ =1+3(1-&)+3(1-¢)* -301-¢)°
¢ =1+3E+38° -3

¢|+2 253

(3.4)

bulunur. (3.4) kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak x. diigiim noktasinda U, uN'

ve u," ¢dziimlerinin &, eleman parametreleri cinsinden,

seklinde yazilabilir.

Uy (Xi’t) =U; = 5i—1 +45i + 5i+1
, 3
=8+ 8.) @5)

n 6
u = F(é‘i—l —20,+6,,)
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Sekil 3.4: Kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 (Karakog, 2011)
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4, BURGERS DENKLEMININ PETROV-GALERKIN
SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE COZUMU

Bir boyutlu Burgers denklemi
u,+uu,—vu, =0 (4.1)

icin agirlikl kalan integrali a= X, < X < X, =b olmak iizere,

.[vvi(ut +uu, —vu)dx=0, i=01..,N-1 (4.2)

X0

olur. Agirlik fonksiyonunu Dirac delta fonksiyonu segersek

1, X <x<Xx,
= (4.3)
0, X<X,X>X.,

(4.2) denklemi sadece [X;,X;,,] elemani i¢in var olur. Baska bir deyisle,

If (u,+uu,—vu, )dx=0 (4.4)

X

olarak sadelesir. Gerekli integral islemleri yapilirsa

Xis1 X1 Xis1

j u,dx + j u(u,dx)—v j u, dx =0 (4.5)

_[ u,dx +%U2 et —v(u,) [*=0 (4.6)

X

elde edilir. Ote yandan t zaman degiskeni icin Crank-Nicolson yaklagimi ele almirsa

1 . .

u =—(@u'"-u’ 4.7

(= u) (4.7)
1 j j+1

u:z(u‘+uJ ) (4.8)
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u? =uy! (4.9)

olur. (4.7-4.9) denklemlerini (4.6) denkleminde kullanirsak,

1 e . 1 ... . vV . .
— | ™ =uN)dx+= UMY e —= U +u)) =0 4.10
A U S B run (4.10)

elde edilir.

4.1  Lineer B-Spline Fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin Yontemi

[X,X.,] elemani {izerindeki sekil fonksiyonu olarak lineer B-spline segilen
yaklagim fonksiyonu

i+1

uy =u=> L (x5 (4.11)

=Uu= I_Ié‘l + I‘i+15i+1 (412)

=U=1-S&)5, + &0,

i+1

(4.13)

olur. Burada ¢, nicelikleri diigiimsiiz eleman parametreleridir. Diger bir ifadeyle, X

noktalarina bagli degil ancak zamana baglidir. (4.10) denkleminde (4.13)

denklemindeki test fonksiyonu dikkate alinirsa agagidaki iterasyon elde edilir.

i=01..,N-2, n=01,..., oz:ﬂ ve ,[)’:V—AE olmak iizere,
AX AX

(=B -ad )& +1+2B+a8,)5 - BS; =1+ )5 +(L-2P)5,, + B3,

i+l i+2 i+2
bi¢imindedir.

i=0,1..,N—2 degerleri, iterasyon denkleminde dikkate alinirsa (N +1)

bilinmeyen ve N -1 tane denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Bu
sikinttyr gidermek i¢in problemin siir kosullart dikkate alinarak ilk ve son

denklemde ortaya ¢ikan &,,0, parametreleri yok edilir.
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U, alt sinir kosulu olmak iizere i =0 i¢in &, =Uu, olur ve ilk eleman i¢in,
Q+28+ad) )5 — Boy =(L-2B)8 + B8y + (28 +au,)u,
denklemi elde edilir.
u, st smir kosulu olmak iizere i =N igin &, =u, olur ve son eleman i¢in,

(1= B-ady )0, + L+ 28 +ady )6y = L+ B)Sy , +(1=2B)Sy, +2uy

denklemi elde edilir. Bu diizenlemelerle birlikte artik N —1 bilinmeyenli N -1

denklemden olusan sistem elde edilmis olur.

5™ parametrelerinin  hesaplanabilmesi igin &° baslangig vektoriiniin

bilinmesi gerekir. 6°, problem ile verilen baslangi¢ sart: kullanilarak hesaplanir.

Bunun igin &' belirlenecek parametreler olmak iizere;
s =u(i,0)
alinir.

Buradaki yontemlerin agiklanmasinda Dogan (1997)‘mm prosediirii takip

edilmistir.

4.2  Kuadratik B-Spline Fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin Yontemi

[x,X.,] elemant iizerinde sekil fonksiyonu olarak kuadratik B-spline segilen

yaklasim fonksiyonu

i+1

U, =u= ZQJ(X)5j(t) (4.14)
=>U=Q,6,+Q6,+Q .54 (4.15)
U= (1-28+8)3,, + (Lt 262895, + £5,, (4.16)
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olur. Burada &, nicelikleri x, noktalarma bagl degil sadece zamana baglidir.

(4.16) denklemindeki test fonksiyonu dikkate alindiginda (4.10) denklemi
asagidaki sekli alir:

i—01..N-1, n=01., a=32L ﬂ:BZ—At icin,
X

2AX 2

(- B-als) + 67D +(4+2f+al5), — 5\ D)6 + (1= f+ald + 5,160

i+l - i+l

=+ B +(4-28)5" + 1+ B)o], . (4.17)

i=0,1,..N -1 degerleri, iterasyon denkleminde dikkate alinirsa (N +2)

bilinmeyen ve N tane denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Denklem
sayisi-bilinmeyen dengesini saglamak i¢in problemin sinir kosullar1 dikkate alinarak

ilk ve son denklemde ortaya ¢ikan &, ve J, parametreleri yok edilir.

U, alt smir kosulu olmak iizere i=0 igin & , =u, —J, olur ve ilk eleman

i¢in,

(B+3B+aldy + & ™ + (U= B+aldy + NS = (3-3B) + L+ )] +(2 +au,)u,

denklemi elde edilir.

u, ust sinir kosulu olmak tizere i=N-1 i¢in S, =uy, —J,, olur ve son

eleman i¢in,

A= B -aldy_, +65,1)605% +B+38—aldy_, + 65, = A+ B)oy_, +(3-38)5 4
+ (28 —auy)uy

denklemi elde edilir. Bu diizenlemelerle birlikte arttk N bilinmeyenli N denklemden

olusan sistem elde edilmis olur.

5™ parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6° baslangig vektdriiniin

bilinmesi gerekir. 5°, problem ile verilen baslangi¢ ve sinir sartlar1 kullanilarak

hesaplanir. Bunun igin 8! belirlenecek parametreler olmak iizere
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uy (x,0) = iQido

seklinde yazilabilir. Boylece baslangic sartlarmin X, diigiim noktalarindaki

uy (x,0)=u(x,0),i=0,1,...,N degerleri kullanilarak & parametreleri igin,

u(x,,0)=0,+9,
u(x,,0) =6, +9,
u(x,,0)=0,+9,

U(XN—l’O) = §N—2 + §N—1
u(xy,0) =0y, +9,

(N +2) bilinmeyenli (N +1) tane denklemden olusan cebirsel denklem sistemi elde

edilir. Bu denklem sisteminde ilave sart olarak;
, y 2

u'(%,0)=u, = E(é‘o —0,)

tiirevli smir sart1 kullanilirsa 5° baslangig parametreleri,

[—2/Ax 2/Ax O
1 1 0
0 1 10 .. 0 51 U(X1)

o O
o O
o%,‘_\g’)
[
—~
=<
o
~

matris denkleminin ¢6ziilmesi ile elde edilir.
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5. NUMERIK YONTEMLERIN UYGULANMASI

Bu bolimde dort farkli test problemi kullanilacak ve sonuglar
karsilastirilacaktir. Problem 1 ve Problem 4, bir sok dalga davranisini tanimlar ve bu
problemler i¢in sinir kosullart x = x, iken u > 1 ve x — xy iken Problem 1°de
u = 0.2, Problem 4’te u = 0.0 alinir. Problem 2 ve Problem 3, bir kutu igindeki
tiirbiilans bozulmasini modeller ve sinir kosullar1 olarak kutunun x = x, ve x = xy

uclarinda u = 0 kullanilir.

Farkli metotlardan elde edilen niimerik c¢oziimler ile analitik ¢oziimler

arasinda kantitatif karsilagtirmalar yapmak i¢in maksimum hata
Loo =|| u _uN ”oo= mlax | ui _(uN)i |

ile ortalama hata

1
N

L, dlu-u, ||2=(Ax2|ui - (), |2]2

i=1

normlart kullanildi.

5.1 Test Problemleri

Problem 1 (Dogan, 1997): Bir sok dalga davranisini modelleyen Burgers

denkleminin ¢6ziimi « =0.4, ©=0.6, y=0.125,71 =M olmak tizere
Y
u(x,t) = o+ p+ (= a)exp(n) , —2<x<5 t=0

1+exp(n)

seklindedir. Sinir sartlari
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u(-2,t)y=1 t>0
u(G,t)=02, t>0

ve baslangig sarti

a+u+(y—a)exp(j‘(x—y)}

u(x,0) =
1+am(3(x—y8

, —2<x<5

olarak alinmastir.

PGLB yontemiyle v = 0.1 i¢in iretilen ¢6ziim egrileri Sekil 5.5' deki gibi ve
hata normlar1 Lo, = 0.9922 ve L, = 0.6755 iken, v = 0.01 i¢in ¢oziim egrileri Sekil
5.6" deki gibi ve hata normlar1 L, = 0.9904 ve L, = 0.5907 olarak oldukga yiiksek

elde edilmistir.

+  t=0
Vo t=0.5
O t=1

Sekil 5.5: PGLB yontemi ile Problem 1 igin v=0.1, Ax=0.01, At =0.005
degerleri i¢in ¢oziimler
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1.4¢ T T

—&— t=0
—~ t=0.5
N —S— t=1

Sekil 5.6: PGLB yontemi ile Problem 1 i¢in v =0.01, Ax=0.01, At =0.005

degerleri i¢in ¢ozlimler

PGKB yo6ntemi, hem v = 0.1 hem de v = 0.01 degerleri i¢in Tablo 5.4 ve

Tablo 5.5’den anlasilacagi lizere oldukga hassas sonuglar tiretmistir.

Tablo 5.4: PGKB yontemi ile Problem 1 i¢in v=0.1, Ax=0.01, At =0.005
degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimler

t 0.5 1.0

X Niimerik Coziim Analitik Coziim Niimerik Coziim Analitik Coziim
0.1 0.9992366 0.9991945 0.9998110 0.9997667
0.2 0.9869595 0.9869580 0.9960532 0.9961816
0.3 0.8286639 0.8286679 0.9393154 0.9415190
0.4 0.3459436 0.3459404 0.5404475 0.5482909
0.5 0.2107088 0.2107095 0.2344848 0.2358301
0.6 0.2006594 0.2006595 0.2021852 0.2022745
0.7 0.2000401 0.2000401 0.2001332 0.2001386
0.8 0.2000024 0.2000024 0.2000081 0.2000084
0.9 0.2000001 0.2000001 0.2000004 0.2000004
L, 7.3770E-005 5.5455E-005

L, 5.5749E-005 5.1548E-005
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Y
@)

t=0
t=0.5
t=1.0

Sekil 5.7: PGKB yontemi ile Problem 1 i¢in v=0.1, Ax =0.01, At =0.005

degerleri i¢in ¢ozlimler

Dalganin on tarafi, ilk seklini koruyarak sabit hizla saga dogru hareket eder

(Sekil 5.7-5.8 ). Sok dalga grafigi, tanimli parametrelerle diiz kalir ve higbir fiziksel

kipirdanma goriinmez. Ayrica elde edilen hatalar oldukga kiictiktiir.

—*— t=0
—*— t=0.5

—v — t=1.0

Sekil 5.8: PGKB yontemi ile Problem 1 i¢in v =0.01, Ax =0.01, At =0.005

degerleri i¢in ¢coziimler
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Tablo 5.5: PGKB yo6ntemi ile Problem 1 igin V= 0.01, Ax=0.01, At =0.005
degerleri i¢in farkli zamanlardaki niimerik ve gercek ¢oziimler

t 0.5 1.0

X Niimerik Coziim Analitik Coziim Niimerik Coziim Analitik Coziim
0.1 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
0.2 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
0.3 0.99999837 0.99999819 0.99999999 0.99999999
0.4 0.20000022 0.20000024 0.23776179 0.23794069
0.5 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.6 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.7 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L, 6.8736E-004 6.6461E-004

L, 1.6557E-004 1.6412E-004

Problem 2 (Dinger, 2015): Bir boyutlu Burgers denklemini,

homojen sinir sartlar1 ve

U, +uu, =vu,

u(0,t)=0, t>0
u@@t)=0, t>0

u(x,0) =sin(zx), 0<x<1

baslangi¢ sart1 ile birlikte g6z oniine alalim. Problemin bu kosullar altindaki analitik

¢Ozlimii,
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1
a, = j exp {~(277v) [1- cos(zx)]} dx
0
1
a, = 2[exp{—~(27v) "[1-cos(zx)]| cos(nzx)dx, N=123,..
0
Fourier katsayilar1 olmak {izere problemin tam ¢oziimii,

ian exp(—n’zvt)nsin(nzx)
u(x,t) =2zv—=—
a, +Y_a, exp(-n’*z’vt) cos(nzx)
=1

bicimindedir. Bu problem i¢in ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir.

Tablo 5.6’da bazi1 diigiim noktalarinda zaman ilerledik¢e elde edilen
¢oziimlere ve hata normlarma yer verilmistir. PGLB ydntemiyle iiretilen bu
sonuglarin grafikleri Sekil 5.9’daki gibidir. Tablo 5.9 incelendiginde ayni verilerle
PGKB yontemi kullanilarak problemin gercek ¢oziimiine ¢ok daha yakin ¢oziimler

iretilmis ve benzer grafikler Sekil 5.12’de sunulmustur.

Tablo 5.6: PGLB yontemi ile Problem 2 i¢in v =1, Ax=0.02, At =0.01 degerlerinde
farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ztimler

t 0.02 0.04 0.1 0.22

Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢oziim

0.2 0.4626 0.4661 0.3732 0.3776 0.2061 0.2098 0.0643 0.0659

0.4 0.7677 0.7699 0.6250 0.6283 0.3446 0.3479 0.1060 0.1075

0.6 0.7915 0.7904 0.6523 0.6514 0.3588 0.3590 0.1082 0.1087

0.8 0.5030 0.4994 0.4192 0.4151 0.2301 0.2278 0.0682 0.0678

L 0.0036 0.0046 0.0040 0.0017

L, 0.0026 0.0031 0.0025 9.9557E-004
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—%— t=0
—*— t=0.02
—Yv— t=0.04
—H=—t=0.1
—S— t=0.22

Sekil 5.9: PGLB yo6ntemi ile Problem 2 i¢in v=1, Ax=0.02, At =0.01
degerleri i¢in ¢ozlimler

Tablo 5.7-5.10” da v = 0.1 i¢in konum daha fazla boliinerek ideal ¢oziimlere

ulagilmaya c¢alisilmis ve buna karsilik PGKB yontemi icin daha az sayidaki

elemanlar icin oldukg¢a basarili sonuglar iiretilmistir. Bunun yani sira parabolik

durumun bozulmaya baslamasi hem PGLB hem de PGKB yontemleriyle
gozlenmistir (Sekil 5.10-5.13).

Tablo 5.7: PGLB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.1, Ax=0.01, At =0.05
degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 0.05 0.25 0.75 15
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢coziim coziim coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim

0.1 0.2578 0.2587 0.1595 0.1603 0.0829 0.0834 0.0431 0.0437
0.2 0.4990 0.5001 0.3150 0.3162 0.1645 0.1655 0.0844 0.0858
0.3 0.7057 0.7065 0.4614 0.4630 0.2428 0.2445 0.1220 0.1240
0.4 0.8597 0.8599 0.5922 0.5941 0.3149 0.3174 0.1530 0.1556
0.5 0.9427 0.9424 0.6981 0.7000 0.3755 0.3789 0.1739 0.1769
0.6 0.9380 0.9374 0.7634 0.7653 0.4147 0.4192 0.1801 0.1833
0.7 0.8338 0.8334 0.7623 0.7637 0.4158 0.4209 0.1668 0.1696
0.8 0.6292 0.6290 0.6540 0.6537 0.3549 0.3590 0.1306 0.1325
0.9 0.3397 0.3394 0.3951 0.3926 0.2118 0.2131 0.0724 0.0732
L, 0.0010 0.0027 0.0051 0.0032

L2 5.5636E-004 0.0016 0.0029 0.0021
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Sekil 5.10: PGLB yontemi ile Problem 2 i¢in v=0.1, Ax =0.01, At =0.05
degerleri i¢in ¢ozlimler

Tablo 5.8: PGLB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.01, Ax =0.005, At =0.005
degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 04 0.8 1.2 3.0
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢coziim ¢coziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim

0.2 | 0.27447 | 0.27452 0.17733 0.17736 | 0.13090 | 0.13092 | 0.06009 | 0.06009
0.4 | 0.53785 | 0.53792 0.35278 0.35282 | 0.26125 | 0.26128 | 0.12015 | 0.12016
0.6 | 0.77335 | 0.77345 0.52395 0.52401 | 0.39040 | 0.39043 | 0.18016 | 0.18018
0.8 | 0.94072 | 0.94100 0.68699 0.68708 | 0.51747 | 0.51752 | 0.23799 | 0.23863
L, 0.1151 0.0311 0.0190 0.0045

L2 0.0163 0.0054 0.0037 0.0013
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Sekil 5.11: PGLB yontemi ile Problem 2 i¢inv = 0.01, Ax = 0.005, At =0.005
degerleri i¢in ¢ozlimler

v = 0.01 alinarak analitik ¢6ziime en yakin ¢oziimlerin elde edilmesi igin, hem

konum hem zaman adiminin oldukg¢a kiigiik segilmesi gerekmektedir. Tablo 5.8-

5.11°deki sonuglar, arzu edilen hassas c¢oziimlerin PGKB ile elde edildigini

gostermektedir. Ayrica Sekil 5.11-5.14 parabolik davranisin zaman gegtikge

tamamen bozuldugunu ve dik inis hareketinin sergilendigini anlatmaktadir.

Tablo 5.9: PGKB yontemi ile Problem 2 igin v =1, Ax=0.02, At =0.01 degerleri
icin farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 0.02 0.04 0.1 0.22
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢oziim ¢coziim ¢oziim ¢coziim ¢oziim ¢coziim ¢oziim coziim

0.2 0.4659 0.4661 0.3773 0.3776 0.2096 0.2098 0.0657 0.0659
0.4 0.7696 0.7699 0.6279 0.6283 0.3475 0.3479 0.1073 0.1075
0.6 0.7904 0.7904 0.6512 0.6514 0.3586 0.3590 0.1084 0.1087
0.8 0.4995 0.4994 0.4151 0.4151 0.2275 0.2278 0.0676 0.0678
Loc 3.5921E-004 3.9345E-004 4.2060E-004 2.8206E-004

L2 2.0247E-004 2.3956E-004 2.9737E-004 1.9909E-004
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Sekil 5.12: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v =1, Ax=0.02, At =0.01 degerleri
i¢in ¢ozlimler

Tablo 5.10: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.1, Ax=0.01, At =0.05 degerleri
icin farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 0.05 0.25 0.75 15
X Nii.m"erik Arla!'iti k | ™V ii"m"erik Arla!.iti k Nii“m'(.erik Arla!.iti k Nii"m"erik Arlal..iti k
¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim

0.1 0.2583 0.2587 0.1601 0.1603 | 0.08339 | 0.0834 | 0.04374 | 0.0437
0.2 0.4996 0.5001 0.3159 0.3162 | 0.16545 | 0.1655 | 0.08574 | 0.0858
0.3 0.7062 0.7065 0.4626 0.4630 | 0.24440 | 0.2445 | 0.12393 | 0.1239
0.4 0.8601 0.8599 0.5938 0.5941 | 0.31731 | 0.3174 | 0.15554 | 0.1556
0.5 0.9429 0.9424 0.7000 0.7000 | 0.37888 | 0.3789 | 0.17687 | 0.1769
0.6 0.9380 0.9374 0.7657 0.7653 | 0.41921 | 0.4192 | 0.18320 | 0.1833
0.7 0.8335 0.8334 0.7644 0.7637 | 0.42093 | 0.4209 | 0.16953 | 0.1696
0.8 0.6286 0.6290 0.6545 0.6537 | 0.35892 | 0.3590 | 0.13243 | 0.1325
0.9 0.3389 0.3394 0.3930 0.3926 | 0.21305 | 0.2131 | 0.07317 | 0.0732
L, 5.9196E-004 7.8079E-004 8.0775E-005 9.7565E-005

L, 3.7414E-004 4.2225E-004 5.1389E-005 5.1599E-005
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Sekil 5.13: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v=0.1, Ax=0.01, At =0.05 degerleri
icin niimerik ¢oztimlerin farkli zamanlardaki davranislari

Tablo 5.11: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.01, Ax = 0.005, At =0.005
degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 0.4 0.8 3.0
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik | Nimerik | Analitik
¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim coziim

0.2 0.27452 | 0.27452 | 0.177358 | 0.177358 | 0.1309201 | 0.1309201 | 0.06009 | 0.06009
0.4 0.53792 | 0.53792 | 0.352823 | 0.352823 | 0.2612813 | 0.2612812 | 0.12016 | 0.12016
0.6 0.77346 | 0.77345 | 0.524010 | 0.524008 | 0.3904389 | 0.3904385 | 0.18018 | 0.18018
0.8 0.94106 | 0.94100 | 0.687088 | 0.687083 | 0.5175298 | 0.5175280 | 0.23864 | 0.23863
Loo 0.1215 0.0017 8.4137E-004 8.7299E-005

L2 0.0171 2.3177E-004 1.2095E-004 1.8471E-005
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Sekil 5.14: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.01, Ax =0.005, At =0.005
degerlerinde niimerik ¢dziimler

*  t=0
* t=0.2
vV o t=0.4
O  t=0.6
% 1=0.8
0 t=1

Sekil 5.15: PGKB yontemi ile Problem 2 i¢in v =0.001, Ax =0.001, At =0.001
degerlerinde niimerik ¢oziimler
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v =0.001 degeri igin bilgisayarin sonug vermesi ¢ok uzun siirmiis ve maksimum hata

normu istenilenden ¢ok daha fazla elde edilmistir. Ancak grafikte keskin inisler

gozlenebildigi igin kabul gormiistiir (Sekil 5.15).

Tablo 5.12: Problem 2 i¢in v =1, At =0.00001, t =0.1 degerlerinde maksimum hata

normlari
Ax EKKB
PGLB LG Kutluay ve dig. (2004)
0.1 0.00312 0.02150 0.00201 0.00417
0.05 7.8173E-04 0.00985 0.00151 0.00217
0.025 1.95465E-04 0.00474 9.19069E-04 0.00110
0.0125 4.88694E-05 0.00232 5.07405E-04 5.49995E-04
0.00625 1.22177E-05 0.00115 2.65828E-04 2.70000E-04

Tablo 5.12° de dort yontemin c¢ok kiiciik zaman adimi ve farkli konum

adimlart i¢in maksimum hatalar1 karsilastinlmistir. En gercek¢i sonucglar PGKB

tarafindan saglanmistir. Bu yontemler arasinda kullanilan LG ydntemine iliskin

formiilasyon Eklerde verilmistir.

Tablo 5.13: Problem 2 i¢in v =1.0, Ax =0.0125, At =0.0001 degerlerinde farkli
zamanlardaki niimerik ¢oziimlerin karsilastirilmasi

EKKB Analitik

X t PGKB PGLB LG Kutluay ve dig. (2004) Ciiiii;
0.4 0.01357 0.01340 0.01360 0.01359 0.01357

0.6 0.00189 0.00186 0.00189 0.00189 0.00189

0.25 0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.00026 0.00026
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004

3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

0.4 0.01923 0.01913 0.01928 0.01927 0.01924

0.6 0.00267 0.00266 0.00268 0.00268 0.00267

0.50 0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.00037 0.00037
1.0 0.00005 0.00005 0.00005 0.00005 0.00005

3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

0.4 0.01362 0.01366 0.01366 0.01365 0.01363

0.6 0.00189 0.00189 0.00189 0.00189 0.00189

0.75 0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.00026 0.00026
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004

3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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Tablo 5.14: Problem 2 i¢in v=0.1, Ax =0.0125, At =0.0001 degerlerinde farkli
zamanlardaki niimerik ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

K|t poke | PGB | LG | iy e o | Gosim
0.4 0.30890 0.30757 0.31219 0.31215 0.30889

0.6 0.24075 0.23933 0.24362 0.24360 0.24074

0.25 0.8 0.19569 0.19407 0.19817 0.19815 0.19568
1.0 0.16258 0.16073 0.16474 0.16473 0.16256

3.0 0.02720 0.02629 0.02771 0.02771 0.02720

0.4 0.56965 0.56644 0.57300 0.57293 0.56963

0.6 0.44723 0.44329 0.45094 0.45088 0.44721

0.50 0.8 0.35925 0.35488 0.36291 0.36286 0.35924
1.0 0.29192 0.28745 0.29536 0.29532 0.29192

3.0 0.04019 0.03907 0.04096 0.04097 0.04021

0.4 0.62538 0.62058 0.63046 0.63038 0.62544

0.6 0.48715 0.48099 0.49274 0.49268 0.48721

0.75 0.8 0.37385 0.36803 0.37916 0.37912 0.37392
1.0 0.28741 0.28246 0.29206 0.29204 0.28747

3.0 0.02976 0.02913 0.03037 0.03038 0.02977

Tablo 5.15: Problem 2 i¢in v =0.01, Ax =0.0125, At =0.0001 degerlerinde farkli
zamanlardaki niimerik ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

EKKB Analitik

X t PGKB PGLB LG Kutluay ve dig. (2004) Coziim
0.4 0.34192 0.34176 0.34824 0.34819 0.34191

0.6 0.26897 0.26884 0.27541 0.27536 0.26896

0.25 0.8 0.22148 0.22139 0.22757 0.22752 0.22148
1.0 0.18819 0.18812 0.19378 0.19375 0.18819

3.0 0.07511 0.07510 0.07754 0.07754 0.07511

0.4 0.66071 0.66045 0.66545 0.66543 0.66071

0.6 0.52942 0.52922 0.53526 0.53525 0.52942

0.50 0.8 0.43914 0.43899 0.44527 0.44526 0.43914
1.0 0.37442 0.37430 0.38048 0.38047 0.37442

3.0 0.15018 0.15015 0.15362 0.15362 0.15018

0.4 0.91027 0.90958 0.91203 0.91201 0.91026

0.6 0.76725 0.76686 0.77132 0.77132 0.76724

0.75 0.8 0.64740 0.64715 0.65254 0.65254 0.64740
1.0 0.55605 0.55587 0.56157 0.56157 0.55605

3.0 0.22483 0.22417 0.22877 0.22874 0.22481

Farkli viskozite degerlerine karsilik, yontemlerin trettigi niimerik ¢oziimler
Tablo 5.13-5.15’de yerini almistir. Bu tablolarda, farkli maksimum zamanlarda bazi
diigiim noktalarindaki ¢oziimler mevcuttur. Bu ¢éziimlerden elde edilen maksimum

hatalara Tablo 5.16’da yer verilmistir.
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Tablo 5.16: Problem 2 i¢in maksimum hata normlar1

v=10, Ax=0.0125, At=0.0001
t 0.4 0.6 0.8 1.0 3.0
KBPG | 9.7241E-06 2.0286E-06 3.7594E-07 6.5295E-08 5.2394E-16
LBPG | 1.7803E-04 2.6455E-05 3.8840E-06 5.6836E-07 2.3319E-15
LG | 3.9963E-05 5.0106E-06 6.0433E-07 7.0891E-08 1.6051E-16
v=0.1, Ax=0.0125 At=0.0001
KBPG | 1.7296E-04 1.4913E-04 1.0871E-04 7.7874E-05 1.0643E-05
LBPG | 0.00511 0.00643 0.00627 0.00562 0.00115
LG | 0.00730 0.00644 0.00547 0.00460 7.6346E-04
v=0.01, Ax=0.0125, At=0.0001
KBPG | 0.10721 0.01610 0.01152 0.00758 5.3855E-04
LBPG | 0.10028 0.08780 0.07226 0.05466 0.01095
LG | 0.21554 0.09642 0.07437 0.05552 0.01206

Problem 3 (Giilbahar, 2007): Bir kutudaki tiirbiilansin bozulmasi problemini temsil

eden Burgers denkleminin analitik ¢6ziimi

X
t
2 k)
1+ lexp x
t, 4vt

bi¢imdedir ve burada t, = exp(éj olarak alinmistir. Sinir sartlar
Y

t>1,a<x<b

u(x,t) =

u(a,t)=u(b,t)=0, t>1
ve baslangi¢ sart1

X

u(x,1) = 1
1+ exp((x2 —0.25))
4y
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kullanilmistir. Bu baslangig sarti, kapali formda ifade edilen analitik ¢6ziim sonucu
icin ¢ok kullanighidir. Bu sayede, her v degeri igin L, ve L, hata normlari

kolaylikla hesaplanabilir.

Tablo 5.17: PGLB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.5, Ax=0.08, At =0.05,
[a,b] =[0,8] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25

X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢ozgiim ¢oziim ¢coziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim ¢oziim ¢coziim

0.8 0.3611 0.3611 0.18833 | 0.19034 | 0.12262 | 0.12375 | 0.08877 | 0.08933

1.6 0.3833 0.3833 0.26890 | 0.26687 | 0.19352 | 0.19229 | 0.14752 | 0.14657

24 0.1435 0.1435 0.19911 | 0.19445 | 0.18140 | 0.17727 | 0.15515 | 0.15197

3.2 0.0215 0.0215 0.08105 | 0.08031 | 0.11132 | 0.10832 | 0.11674 | 0.11333

4.0 0.0015 0.0015 0.01893 | 0.02007 | 0.04541 | 0.04541 | 0.06398 | 0.06263

4.8 0.0000 0.0000 0.00271 | 0.00325 | 0.01270 | 0.01362 | 0.02595 | 0.02633

5.6 0.0000 0.0000 0.00025 | 0.00035 | 0.00251 | 0.00303 | 0.00796 | 0.00865

6.4 0.0000 0.0000 0.00001 | 0.00003 | 0.00036 | 0.00051 | 0.00188 | 0.00227

7.2 0.0000 0.0000 0.00000 | 0.00000 | 0.00004 | 0.00006 | 0.00034 | 0.00048

L 1.1480E-013 0.0048 0.0043 0.0037

L, 3.2471E-014 0.0051 0.0049 0.0045

Tablo 5.17 ile Tablo 5.22°’deki sonuglar incelendiginde PGKB yo6nteminin

PGLB yontemine gore daha hassas sonuglar iirettigi goriilmektedir.

Sekil 5.16: PGLB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.5, Ax =0.08, At =0.05,
[a,b]=[0,8] degerlerinde niimerik ¢éziimler

Zaman ilerledik¢e dalga boyunda azalma ve daha genis alana yayilma

gozlenir (Sekil 5.16-5.20).
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Tablo 5.18: PGLB yontemi ile Problem 3 igin v =0.05, Ax =0.03, At =0.05,

[a,b] =[0,3] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
coziim coziim coziim coziim ¢oziim ¢oziim coziim coziim
0.3 0.20699 | 0.20699 | 0.11353 | 0.11504 | 0.07668 | 0.07780 | 0.05717 | 0.05794
0.6 0.21952 | 0.21952 | 0.16698 | 0.16643 | 0.12427 | 0.12431 | 0.09708 | 0.09723
0.9 0.05159 | 0.05159 | 0.10968 | 0.10637 | 0.11223 | 0.10945 | 0.10091 | 0.09905
1.2 0.00312 | 0.00312 | 0.02787 | 0.02835 | 0.05454 | 0.05292 | 0.06670 | 0.06440
15 0.00007 | 0.00007 | 0.00301 | 0.00364 | 0.01371 | 0.01436 | 0.02672 | 0.02644
1.8 0.00000 | 0.00000 | 0.00016 | 0.00026 | 0.00195 | 0.00243 | 0.00667 | 0.00724
2.1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00017 | 0.00027 | 0.00110 | 0.00141
24 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00002 | 0.00012 | 0.00020
2.7 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00002
L, 5.5511E-017 0.0034 0.0030 0.0026
L, 1.3456E-017 0.0020 0.0019 0.0017
Tablo 5.18-5.23 ile Tablo 5.17-5.22° deki sonuglar kiyaslandiginda

viskozitenin kii¢iilmesinin yan1 sira konum adiminin ve iizerinde ¢alisilan bdlgenin

de kiigiiltiilmesi hata miktarlarinin azalmasi sonucunu vermistir.

0.35¢ T T T T
—%— t=0
—*— t=0.02
0.3 iy t=0.04
t=0.1

Sekil 5.17: PGLB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.05, Ax =0.03, At =0.05,
[a,b]=]0,3] degerlerinde niimerik ¢ozlimlerin davraniglari
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Tablo 5.19: PGLB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.005, Ax =0.012, At = 0.05,
[a,b] =[0,1.2] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim coziim coziim cozitm cozitm

0.12 0.12000 | 0.12000 | 0.06857 | 0.06857 | 0.04800 | 0.04800 | 0.03692 | 0.03692
0.24 0.23998 | 0.23998 | 0.13714 | 0.13714 | 0.09600 | 0.09600 | 0.07384 | 0.07384
0.36 0.35913 | 0.35913 | 0.20562 | 0.20568 | 0.14397 | 0.14399 | 0.11075 | 0.11076
0.48 0.34901 | 0.34901 | 0.27243 | 0.27331 | 0.19173 | 0.19189 | 0.14760 | 0.14766
0.60 0.00244 | 0.00244 | 0.29694 | 0.29957 | 0.23688 | 0.23812 | 0.18398 | 0.18430
0.72 0.00000 | 0.00000 | 0.02327 | 0.02869 | 0.24133 | 0.24252 | 0.21561 | 0.21729
0.84 0.00000 | 0.00000 | 0.00002 | 0.00017 | 0.03647 | 0.03764 | 0.19356 | 0.19172
0.96 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00015 | 0.00064 | 0.02631 | 0.02771
1.08 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00027 | 0.00079

- 1.1102E-016 0.0145 0.0101 0.0079

) 1.4734E-017 0.0033 0.0025 0.0021
Uzerinde calisilan  bolgenin  daraltilmasi, viskozite degerinin iyice

kiigiiltiilmesi durumunda hata miktarini azaltmaya yetmemistir (Tablo 5.19).

0.45¢ C :

—%— t=0
—*— t=0.02
—v— t=0.04

—*1=0.1

Sekil 5.18: PGLB yontemi ile Problem 3 igin v =0.005, Ax =0.012, At =0.05,
[a,b]=[0,1.2] degerlerinde niimerik ¢oziimlerin davranislari
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Viskozite degeri kiiciildiik¢e dalgalarda saga dogru ilerlemenin yaninda keskin
inigler gézlenmektedir (Sekil 5.18-5.22).

Tablo 5.20: PGLB yontemi ile Problem 3 igin v =0.001, Ax =0.005, At =0.025,

[a,b] =[0,1] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oztimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
coziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim
0.1 0.1000 0.1000 0.0571 0.0571 0.0400 0.0400 0.0308 0.0308
0.2 0.2000 0.2000 0.1143 0.1143 0.0800 0.0800 0.0615 0.0615
0.3 0.3000 0.3000 0.1714 0.1714 0.1200 0.1200 0.0923 0.0923
0.4 0.4000 0.4000 0.2286 0.2286 0.1600 0.1600 0.1231 0.1231
0.5 0.2500 0.2500 0.2857 0.2857 0.2000 0.2000 0.1538 0.1539
0.6 0.0000 0.0000 0.4954 0.3429 0.2253 0.2400 0.1847 0.1846
0.7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.3435 0.2800 0.3342 0.2154
0.8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0055 0.0396 0.2543 0.2462
0.9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0679 0.1113
LOC 3.3307E-016 0.2009 0.1654 0.1373
L2 3.3842E-017 0.0350 0.0288 0.0244
0.7¢ T .
—4— t=0
—— t=0.02
0.6 —~— t=0.04
> ——t=0.1

Sekil 5.19: PGLB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.001, Ax =0.005, At =0.025,
[a,b]=[0,1] degerlerinde niimerik ¢dziimler
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Cok kiictik viskozite degeri icin PGKB yonteminde kullanilan zaman ve
konum adimi segilmis ama bu durum PGLB yonteminin kotli sonuglar vermesine
sebep olmustur (Tablo 5.20). Ayrica Sekil 5.19 incelendiginde diigiim noktalarinin
ikinci yarisinda osilasyonlar meydana gelmistir. Bu sikintiyr gidermek i¢in zaman
adimi biraz daha kigiltilmustir (Sekil 5.20) ve bu sayede L, = 0.01617 ve
L, = 0.00195 hata degerleri elde edilmistir.

0.6¢ : T T :

—— t=1
—*— t=1.75
—V— t=2.5

= t=3.25

_o.l C r r r r
0 . .

Sekil 5.20: PGLB yo6ntemi ile Problem 3 igin v =0.001, Ax =0.005, At =0.01,
[a,b] =[0,1] degerlerinde niimerik ¢oziimlerin davraniglar

Tablo 5.21: PGKB yo6ntemi ile Problem 3 i¢in farkli v ve b degerlerinde t=3.25
zamaninda hata normlari

v b AX At L, L,
0.5 8 0.08 0.05 0.00008 0.0001
0.05 3 0.03 0.05 0.00004 0.00003
0.005 1.2 0.012 0.05 0.00020 0.00009
0.001 1.0 0.005 0.025 0.00120 0.00020
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Tablo 5.21°de dikkate alinan boélge uygun olgiide alinir ve bunun yaninda
uzay ve zaman adimi ideal Olglide segilirse kiigiik viskozite degerleri igin, hata

normlarindan da anlasilacagi tizere, yontem gergege yakin sonuglar vermis olur.

Tablo 5.22: PGKB yo6ntemi ile Problem 3 i¢in v=0.5, Ax =0.08, At =0.05,
[a,b] =[0,8] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25

X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢oziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim ¢coziim coziim

0.8 0.3611 0.3611 | 0.19024 | 0.19034 | 0.12366 | 0.12375 | 0.08928 | 0.08933

1.6 0.3833 0.3833 | 0.26676 | 0.26687 | 0.19220 | 0.19229 | 0.14650 | 0.14657

24 0.1435 0.1435 | 0.19451 | 0.194451 | 0.17725 | 0.17727 | 0.15193 | 0.15197

3.2 0.0215 0.0215 | 0.08037 | 0.080307 | 0.10837 | 0.10832 | 0.11334 | 0.11333

4.0 0.0015 0.0015 | 0.02006 | 0.02007 | 0.04544 | 0.04541 | 0.06267 | 0.06263

4.8 0.0000 0.0000 | 0.00324 | 0.00325 | 0.01362 | 0.01362 | 0.02634 | 0.02633

5.6 0.0000 0.0000 | 0.00035 | 0.00035 | 0.00302 | 0.00303 | 0.00865 | 0.00865

6.4 0.0000 0.0000 | 0.00003 | 0.00003 | 0.00050 | 0.00051 | 0.00226 | 0.00227

7.2 0.0000 0.0000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00046 | 0.00048

L, 1.1480E-013 1.2702E-004 9.6373E-005 8.1923E-005
L, 3.2471E-014 1.4947E-004 1.1962E-004 1.0170E-004
0.45¢ : : =
—F— t=1
—— t=1.75
—— t=2.5
O t=3.25

Sekil 5.21: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.5, Ax =0.08, At =0.05,
[a,b]=]0,8] degerlerinde niimerik ¢oziimlerin davraniglari
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Tablo 5.23: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.05, Ax = 0.03, At =0.05,

[a,b] =[0,3] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 1.0 1.75 25 3.25
X Nii"m"erik Arlalnitik Nii"mfzrik Arlalnitik Nii"mfzrik Ar.l'aluitik Niifnfzrik Ar.l.aluitik
¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim
0.3 0.20699 | 0.20699 | 0.11502 | 0.11504 | 0.07778 | 0.07780 | 0.05792 | 0.05794
0.6 0.21952 | 0.21952 | 0.16635 | 0.16643 | 0.12425 | 0.12431 | 0.09719 | 0.09723
0.9 0.05159 | 0.05159 | 0.10642 | 0.10637 | 0.10944 | 0.10945 | 0.09902 | 0.09905
1.2 0.00312 | 0.00312 | 0.02836 | 0.02835 | 0.05296 | 0.05292 | 0.06442 | 0.06440
1.5 0.00007 | 0.00007 | 0.00362 | 0.00364 | 0.01436 | 0.01436 | 0.02646 | 0.02644
1.8 0.00000 | 0.00000 | 0.00026 | 0.00026 | 0.00242 | 0.00243 | 0.00724 | 0.00724
2.1 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00001 | 0.00027 | 0.00027 | 0.00141 | 0.00141
24 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00002 | 0.00002 | 0.00020 | 0.00020
2.7 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00002 | 0.00002
L, 5.5511E-017 7.4224E-005 5.6461E-005 4.3798E-005
L, 1.3456E-017 5.1138E-005 4.1679E-005 3.3849E-005
0.35¢ r ; ; C
—&—t=1
——t=1.75
0.3 1| T t=25

25

O  t=3.25

Sekil 5.22: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.05, Ax =0.03, At =0.05,
[a,b]=]0,3] degerlerinde niimerik ¢dziimlerin davranislari
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Tablo 5.24: PGKB yo6ntemi ile Problem 3 i¢in v =0.005, Ax = 0.012, At =0.05,
[a,b] =[0,1.2] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ziimler

t 1.0 1.75 2.5 3.25

Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢oziim ¢coziim ¢oziim

0.12 0.12000 | 0.12000 | 0.06857 | 0.06857 | 0.04800 | 0.04800 | 0.03692 | 0.03692

0.24 0.23998 | 0.23998 | 0.13714 | 0.13714 | 0.09600 | 0.09600 | 0.07384 | 0.07384

0.36 0.35913 | 0.35913 | 0.20568 | 0.20568 | 0.14399 | 0.14399 | 0.11076 | 0.11076

0.48 0.34901 | 0.34901 | 0.27338 | 0.27331 | 0.19190 | 0.19189 | 0.14766 | 0.14766

0.60 0.00244 | 0.00244 | 0.30036 | 0.29957 | 0.23822 | 0.23812 | 0.18432 | 0.18430

0.72 0.00000 | 0.00000 | 0.02805 | 0.02869 | 0.24284 | 0.24252 | 0.21741 | 0.21729

0.84 0.00000 | 0.00000 | 0.00016 | 0.00017 | 0.03730 | 0.03764 | 0.19176 | 0.19172

0.96 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00061 | 0.00064 | 0.02754 | 0.02771

1.08 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00077 | 0.00079

L 1.1102E-016 8.4312E-004 3.6692E-004 2.0357E-004

L, 1.4734E-017 2.8613E-004 1.4784E-004 8.6949E-005

Tablo 5.24, PGKB yo6nteminin bu kadar kiiciik viskozite degerinde bile

gercege yakin ¢oziimler sundugunu ifade etmektedir.

0.45¢ T T T C C c
—%— t=1

—*— t=1.75
—1=25

—S—t=3.25

02 04 06 08 1 12 14

Sekil 5.23: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.005, Ax =0.012, At =0.05,
[a,b]=[0,1.2] degerlerinde niimerik ¢oziimlerin davranislari
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Tablo 5.25: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.001, Ax =0.005, At = 0.025,
[a,b] =[0,1] degerlerinde farkli zamanlardaki niimerik ve analitik ¢6ztimler

t 1.0 1.75 25 3.25
X Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik
¢coziim coziim ¢oziim coziim ¢coziim ¢oziim ¢coziim ¢coziim

0.1 0.1000 0.1000 0.0571 0.0571 0.0400 0.0400 0.0308 0.0308
0.2 0.2000 0.2000 0.1143 0.1143 0.0800 0.0800 0.0615 0.0615
0.3 0.3000 0.3000 0.1714 0.1714 0.1200 0.1200 0.0923 0.0923
0.4 0.4000 0.4000 0.2286 0.2286 0.1600 0.1600 0.1231 0.1231
0.5 0.2500 0.2500 0.2857 0.2857 0.2000 0.2000 0.1539 0.1539
0.6 0.0000 0.0000 0.3429 0.3429 0.2400 0.2400 0.1846 0.1846
0.7 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.2800 0.2800 0.2154 0.2154
0.8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0377 0.0396 0.2462 0.2462
0.9 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1104 0.1113
L, 3.3307E-016 0.0072 0.0024 0.0012

L2 3.3842E-017 0.0010 4.1035E-004 2.1243E-004

Beklendigi gibi viskozite degeri kiiciildiik¢e hata miktarlar1 artmistir (Tablo 5.25).

Bu sekilde iiretilen ¢oziimlerin kalitatif davranisi Sekil 5.24°de sunulmustur.

0.6

—%— t=1
—— t=1.75
—=—t=2.5

—©—1=3.25

Sekil 5.24: PGKB yontemi ile Problem 3 i¢in v =0.001, Ax =0.005, At =0.025,
[a,b]=[0,1] degerlerinde niimerik ¢dziimler
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Tablo 5.26: Problem 3 igin v=0.5, [a,b]=[0,8], Ax=0.05, At=0.0001, t=1.5

degerlerinde niimerik ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X PGKB PGLB LG Kutluaylf/lzgiz?. (2004) A(\?r;iltl:ck
0.5 0.15326 0.15186 0.15397 0.15398 0.15327
1.0 0.26574 0.26488 0.26632 0.26634 0.26577
15 0.30409 0.30520 0.30448 0.30451 0.30412
2.0 0.26141 0.26415 0.26189 0.26190 0.26142
2.5 0.17219 0.17434 0.17270 0.17268 0.17217
3.0 0.08810 0.08843 0.08840 0.08839 0.08807
35 0.03583 0.03520 0.03594 0.03594 0.03582
4.0 0.01185 0.01127 0.01188 0.01189 0.01186
4.5 0.00324 0.00295 0.00325 0.00325 0.00325
5.0 0.00074 0.00063 0.00074 0.00074 0.00074
L 3.8653E-05 | 2.8185E-03 | 7.1097E-04

Tablo 5.27: Problem 3 icin v=0.5, [a,b]=[0,8], Ax=0.05, At=0.0001, t=3.0

degerlerinde niimerik ¢6ziimlerin karsilastiriimasi

X PGKB PGLB LG Kutluayl?/l:l;ti:i (2004) Acr:;ut;;zk
0.5 0.06425 0.06382 0.06466 0.06468 0.06426
1.0 0.11878 0.11853 0.11939 0.11942 0.11880
15 0.15506 0.15556 0.15573 0.15576 0.15509
2.0 0.16760 0.16914 0.16829 0.16832 0.16762
2.5 0.15629 0.15858 0.15697 0.15699 0.15630
3.0 0.12739 0.12969 0.12803 0.12803 0.12738
35 0.09134 0.09291 0.09186 0.09185 0.09134
4.0 0.05799 0.05857 0.05835 0.05834 0.05798
45 0.03285 0.03270 0.03306 0.03305 0.03284
5.0 0.01674 0.01629 0.01684 0.01684 0.01674
L, 4.0664E-05 2.4070E-03 | 6.7639E-04
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Tablo 5.28: Problem 3 icin v=0.5, [a,b]=[0,8], Ax=0.05, At=0.0001, t=4.5

degerlerinde niimerik ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X PGKB PGLB LG Kutluay%%iz}. (2004) Acr:'iilililk
05 0.03798 0.03788 0.03824 0.03825 0.03799
1.0 0.07186 0.07190 0.07229 0.07231 0.07187
15 0.09792 0.09835 0.09845 0.09847 0.09793
2.0 0.11337 0.11435 0.11397 0.11399 0.11339
25 0.11697 0.11847 0.11759 0.11761 0.11698
3.0 0.10948 0.11129 0.11010 0.11011 0.10949
35 0.09369 0.09545 0.09425 0.09425 0.09369
4.0 0.07361 0.07499 0.07409 0.07409 0.07361
45 0.05331 0.05412 0.05368 0.05367 0.05330
5.0 0.03572 0.03600 0.03598 0.3597 0.03572
L. 7.7456E-04 | 1.8311E-03 | 7.7456E-04

Zaman ¢ok kiigiik adimlara boliinerek farkli maksimum zamanlarda
yontemlerin ise yararhigi test edilmistir (Tablo 5.26-5.28). EKKB verilerinin alindig1
kaynakta hata miktarlar1 belirtilmedigi i¢in ilgili boliim bos birakilmistir. Tablolar bu
haliyle kiyaslandiginda en iyi yontemin PGKB oldugu ¢ikarimi yapilmistir.

Problem 4 (Dogan, 1997): Bir sok dalga davraniginin ikinci modeli igin

1, —-2<x<5
u(x,0)=<6-%x, 5<x<6
0, 6<x<16

baslangi¢ kosulu kullanilir. Sinir kosullar1 u(—2,t) = 1, u(16,t) = 0 bigimindedir.

Bu problemin niimerik ¢oziimleri, v = 0 ve t > 1 i¢in saglanan analitik ¢6ziim

u(x.t) = 1, x<55+0.5t
7710, x>5.5+0.5t

ile neredeyse tam bir uyum igindedir.

Sirasiyla; v = 1.0,0.1,0.01 i¢in t =0,1,2,3,4 zamanlarindaki niimerik
¢oziimler Sekil 5.25’den Sekil 5.28’ya kadar verilmistir.

o1



Sekil 5.25: PGLB yontemi ile Problem 4 i¢in v =1, Ax=0.1, At =0.04 degerlerinde
niimerik ¢oziimler

Sekil 5.26: PGKB yo6ntemi ile Problem 4 i¢in v=1, Ax=0.1, At =0.04 degerlerinde
nlimerik ¢oziimler
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Sekil 5.27: PGKB yontemi ile Problem 4 i¢in v=0.1, Ax=0.1, At =0.04
degerlerinde niimerik ¢oziimlerin davranislari

Sekil 5.28: PGKB yontemi ile Problem 4 i¢in v =0.01, Ax=0.01, At =0.01
degerlerinde niimerik ¢coziimler
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v=1 icin viskozite, baslangi¢ siireksizliginin hizli bir sekilde diizlestigi goriiliir.

Dalganin 6n tarafi zamanla dikligini azaltir (Sekil 5.26).

v =0.1lile dalganin 6n tarafi baslangi¢ dik agisinda kalirken ve 0.5 sabit hiz ile saga

dogru hareket ederken degisim bolgesi diizlesir (Sekil 5.27).

v =0.01 i¢in simiilasyon ilerlerken dalga 6nii t =1 zamanina kadar diklesir. Sekiller

esit 0.5 hizla saga dogru hareket eder (Sekil 5.28).

Coziim grafiklerindeki biiyiik farklar, kiiclik viskoziteler tarafindan diizlesen niimerik
¢ozlim egrilerinin oldugu degisim bdlgelerinde ortaya ¢ikar. Uzay ve zaman adimlari

ile secilen dalga grafikleri simiilasyonlar boyunca diiz kalir.

Coziim grafiklerindeki temel farklar, kiiciik viskoziteler sayesinde diizlestirilen
niimerik ¢oziim egrilerinin oldugu degisim bolgelerinde ortaya ¢ikar. Uzay ve zaman

adimlariyla birlikte se¢ilen dalga grafikleri simiilasyonlar boyunca diiz kalir.

54



6. BULGULAR

Ele alinan niimerik yontemlerden PGKB yonteminin, Burgers denklemini
basarili ve etkin bir sekilde ¢ozebildigi ve elde edilen sonuglarin analitik ¢oziim ile
uyum ic¢inde oldugu gorilmiistiir. Ayrica bu ydntemin sundugu sonuglarin,
literatiirde ilgili problemler i¢cin mevcut olan bazi niimerik sonuglarla da uyum i¢inde

oldugu ve hatta bazilarindan daha hassas oldugu gézlenmistir.

Problem 1’in ¢dziimleri saga dogru ilerleyen bir sok dalga hareketini ifade
etmektedir. Problemin temsil ettigi davraniy PGKB ile oldukga iyi iiretilirken, PGLB

ile bu durum birazcik geriden gelmektedir

Problem 2 i¢in Tablo 5.12’den Tablo 5.16’a kadar yontemler arasinda ¢esitli
viskozite degerleri i¢in kiyaslamalar yapilmis ve en hassas ¢oziimleri PGKB
yonteminin ortaya koydugu anlasilmistir. Beklendigi gibi nispeten az hassas sonuglar
PGLB yontemine aittir. Agirlik fonksiyonunun Dirac delta fonksiyonu olarak
secilmesi agirlikli kalan integralindeki fonksiyonun derecesinin oldukca kiigiik
kalmasina sebep olmustur. GL yontemiyle kiyaslandiginda bu yontem PGLB’e gore
daha avantajlidir. Clinki hem agirlik fonksiyonu hem de yaklasim fonksiyonunun

ayn1 olmasi durumunun, sonuglar1 olumlu yonde etkiledigi bilinmektedir.

Problem 3’iin PGLB yonteminden elde edilen ¢dziimler analitik ¢oziim ile
uyum i¢indedir. Viskozite degeri iyice kiiclik secildiginde arzu edilen davranisin elde
edilebilmesi i¢in zamanin daha fazla boliinmesi gerekmektedir. PGKB yontemi ise

daha az denklem sistemi kullanarak istenen davraniglar1 gostermistir.
Problem 4 i¢in arzu edilen ¢oziimler PGKB yontemiyle elde edilmistir.

Burada hesaplanan tiim sonuglar ve grafikler icin iretilen bilgisayar

yazilimlart MATLAB R2009a siiriimiinde caligtirilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Petrov-Galerkin sonlu eleman metodu kullanilarak Burgers
denkleminin kalitatif ve kantitatif davranislari incelenmistir. Denklemin dort farkli
analitik ¢o6ziimii i¢in olusturulan baglangic-sinir deger problemlerinin niimerik
coziimleri elde edilmistir. Bu sayede ele alinan yontemler birbirleriyle

karsilastirilmis, avantajlarina ve dezavantajlarina yer verilmistir.

Kuadratik B-spline fonksiyonlarmin kullanildigi yaklasimin, lineer B-spline
yaklagima gore daha hassas oldugu goriilmiis ve s6z konusu yontem, biitiin
problemleri olduk¢a hassas bigimde ¢d6zmeyi basarmis ve olmasi gereken keskin
davraniglar1 yakalayabilmistir. Yontem bu baglamda, adveksiyonun dominant olmasi
durumlan igin de yiiksek dogrulukta sonuglar iiretebilmistir. ilgili problemler igin
literatlirde mevcut olan calismalar ile yapilan karsilastirmalarda burada iiretilen
Petrov-Galerkin kuadratik B-spline yonteminin daha etkili oldugu gdzlenmistir.
Ancak zaman adiminin kii¢iiltiilmesi hesaplama siiresinin artmasina sebep olmus bu
durum da, ¢ogu niimerik ¢aligmalarda oldugu gibi, yontemin dezavantaj hanesine

yazilmstir.

Petrov-Galerkin lineer B-spline yonteminin, dikkate alinan her problem igin
digeri kadar basarili ¢6ziimler sunamasa da niimerik ¢alismalara alismada ¢ok degerli
bir asama oldugu goriilmiistiir. Bununla beraber, kiiciik parametre degerleri icin
Petrov-Galerkin lineer B-spline yontemiyle liretilen sonuglarin kuadratik B-spline ile

iretilen sonuclara oldukga yaklastigi da gozlenmistir.

Burada ortaya c¢ikan goreceli dezavantajlart azaltmada kiibik B-spline
yaklasiminin yani sira diger bazi hibrit yontemlere de yer verilmesi kayda deger bir

calisma olacaktir.
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9. EKLER

EK A Burgers Denkleminin Galerkin Sonlu Eleman Yontemiyle Coziimii

Burgers denkleminin agirlikli kalan integraline yerel koordinat doniigiimii

uygulanir ve

j(ut +cU, —du,, )wdé =0
0

e

elde edilir. Burada C=:—, d =% bigimindedir. Integrali basitlestirmek icin U
X X

her eleman {izerinde bir sabit olarak alinmaktadir. Lineer sekil fonksiyonlar1

L=1-¢ L=¢

ve buna bagl yaklagim fonksiyonu

2
uy =2 L4,
i=1
seklinde olur.
1
[(u+cu, —du, )LdE=0, i=12
0

integraline kismi integrasyon uygulanarak tlirevin derecesi diistirtiliir.

Jl-Ka_uchﬁ_uj L +da—u%}8§:0
Lt Tag 0F 0&

denkleminde ug, yaklasim fonksiyonu yerine konulursa her bir elemanin katkisi
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2 1 o5, aL. oL
Zj{l.il_j—w oL, —2 4, ) J&Jag 0
ol Ta Tas o og

olur. Bu denklemin matris formu

2o 80
at

+(B°+dC*)s° =0,  5°=(5,5,)

seklindedir. Elemanlarin matrisleri

e | 1 L e[ 11 ee_jondy, [1 A
sohusi st syt ¥

0

olur. Denklem sistemini olusturmak i¢in biitiin elemanlar bir araya getirilir ve

%+[B+dc]5 0, 5=(6,5,0,)

elde edilir. Bu sistemin tipik tiyesi

g‘:lé‘i—l"'gé‘i +l5|+1:| (1C—1+dJ _‘:l(ci—l_ci)_'_zd:lé‘i _(lci _djé‘m
otL 6 3 6 2 2 2

n

bi¢imindedir. Burada c, ::—‘ ile bulunur. Bu adi diferansiyel denklem sistemini
X

¢6zmek i¢in Crank-Nicolson yaklagimi kullanilir. t = (n + 0.5) At olmak tizere,

oo, _ 1

n+ n _E n+ n
8t E(d ' 5')’ é‘i_z(é‘i l+5i)

olarak ele alinir. Béylece iterasyon,

(l_%_gciljé}nf (3+dAt+%[ : Ci]Jé}n+l+(£—dAt At Ijévml

i+1

6 2 4 6 2 4
:(EA—E-FAJ[ jé‘n [——dAt—g[ ])é‘n (l %_gcijéﬁl

6 2 4 3 4 6 2 4
bulunur.
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