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OZET

AKISKANLAR MEKANIiGIiNiN TEMEL MODEL PROBLEMLERININ
SONLU FARK COZUMLERI

Bu calisma akiskanlar mekaniginde karsilasilan ve pek cok fiziksel olguyu temsil
eden kimi diferansiyel denklemlere hassas c¢oziimler iiretmeyi amag¢ edinir. Bunu
gergeklestirebilmek i¢in yiiksek mertebeden sonlu farklar yaklagimlari kullanildi.
Dinamik problemlerde zaman integrasyonu i¢in ti¢lincii mertebeden toplam degisim
azaltan Runge-Kutta yontemi kullanildi.

Laplace, Poisson, bir-iki boyutlu konveksiyon-difiizyon, Burgers ve Navier-Stokes
denklemlerinin temsil ettigi problemler incelenmistir. S6z konusu problemlerin
coziimi i¢in MATLAB program kodlar1 iretilmistir ve hesaplanan sonuglarin
literatiirle ¢ok iyi bir uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir.
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SUMMARY

FINITE DIFFERENCE SOLUTIONS OF FUNDAMENTAL MODEL
PROBLEMS IN FLUID MECHANICS

This work aims to produce accurate solutions for some differential equations
encountered in fluid mechanics and that represent many physical phenomena. To
achive this, high-order finite difference schemes have been used. Time integration of
dynamical problems has been carried out by using total variation diminishing third-
order Runge-Kutta method.

The model problems governed by Laplace, Poisson, one- and two-dimensional
convection difussion, Burgers and Navier-Stokes equations have been dealt with. In
order to solve the corresponding problems, program codes have been produced in
MATLAB. The obtained results have been seen to be in very good agreement with
the literature.
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1. GIRIS

Uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan ¢ogu problemler, kismi diferansiyel
denklemler ile temsil edilir. Ornegin; viskoz akiskanlarn hareket problemleri
Navier-Stokes denklemleriyle modellenir. Kismi diferansiyel denklemlere ¢6ziim
bulmak, modelleme agisindan son derece énemlidir. Kismi diferansiyel denklemlere
¢cOziim tretmenin temelde iki yontemi vardir. Birincisi; kismi diferansiyel denklem
icin bir analitik (gercek) ¢oziim ortaya koymaktir. Analitik ¢6zlim, ¢6ziim uzayimnin
biitlin noktalarindaki ¢oziimii temsil eder ve gergektir. Ancak; ¢cogu durumda bu
denklemlerin analitik ¢6zlimlerini elde etmek miimkiin degildir ya da zahmetlidir.
Iste bu durumlar igin gelistirilen ikinci yontem olan sayisal yontemler, kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde fonksiyonun ayrik noktalardaki degerleri ile
tirevleri arasinda bir baginti kurarak ¢6ziim uzaymin istenen noktalarinda ¢oziim
elde etmemize olanak sunar ve biiylik kolaylik saglarlar. Sayisal yontemler ile elde
edilen ¢oztuimler, yaklasik c¢oziimlerdir ve ¢oziim uzayinin belli noktalarinda
gecerlidir. Teknolojinin gelismesiyle sayisal yontemler yaygin olarak basvurulan bir
alan haline gelmis, sonlu farklar, sonlu elemanlar, kiibik spline fonksiyonu, pseudo-
spektral, diferansiyel kare yapma ve smir elemanlar1 gibi sayisal yontemler

gelistirilmistir.

Akigkanlar mekanigi, akiskan maddelerin hareketlerini analiz eden uygulamali
bilimlerin en 6nemli dallarindan birisidir. Akiskan maddeler dogada ¢okca rastlanan
ve insanlarin hayatinda sik¢a karsilastigi maddelerdir. Bu nedenle akiskan
maddelerin davranist hakkindaki bilgiler bir¢ok uygulamali bilim dal1 i¢in 6nemlidir.
Cogu akiskan maddenin hareket problemleri kismi diferansiyel denklemlerce temsil
edilir ve bu denklemlerin noktasal davraniglarin1 gézlemek olduk¢a zahmetli bir istir.
Ote yandan pek ¢ok akiskanin hareketini modelize eden denklemlerin analitik
¢Oziimii mevcut degildir. Bu nedenle son yillarda hesaplamali (sayisal) akiskanlar
mekanigi popiilerlik kazanmistir. Gelismis bilgisayarlar araciligiyla bu denklemlerin

sayisal yontemlerle yaklasik ¢oziimler bulunmasina olanak taninmistir.



Akiskan maddeler, sikistirilabilen ve sikistirilamayan akiskanlar olmak {izere ikiye
ayrilirlar. Sikistirilabilen akiskanlarin hareketleri sirasinda zamanla yogunluklar

degisir, sikistirilamayan akiskanlarin yogunlugunda ise bir degisim olmaz.

Navier-Stokes denklemleri, hareket eden bir akiskanin hizi, basincit ve yogunlugu
arasindaki bagintiy1 ifade eder. Bu denklemler 1800’lerin basinda Stokes ve Navier
tarafindan Dbirbirinden bagimsiz olarak ¢ikarilmistir. Bu denklemler Euler
denklemlerinin bir genel halidir ve viskozitenin akiskan tizerindeki etkilerini
icerirler. Navier-Stokes denklemleri, momentum korunum kanununun bir akiskan
elemanina uygulanmasiyla tiiretilirler. Bu denklemlerin tiiretilmesi ve ifade ettikleri
fiziksel anlam konusunda detayl1 bilgi i¢cin Currie (2003), ve Muralidhar ve Biswas

(2005) galismalarina basvurulabilir.

Navier-Stokes denklemleri, genellikle iki formda ifade edilirler. Birincisi
sikistirtlamayan akiskan denklemleridir, ikincisi ise sikistirilabilen akiskanlarin
denklemleridir.  Sikistirllamayan akigkan denklemleri, yogunlugu zamanla
degismeyen akiskanlarin modellemesinde kullanilirken; sikistirilabilen akigkan
denklemleri, yogunlugu zamanla degisebilen akiskanlarin modellemesinde kullanilir.
Biz, bu calismada sikistirllamayan akiskanlarin hareketini ifade eden denklemleri
g6z Oniine alacagiz.

Sikistirllamayan akiskanlarin problemleri; hidrolik, endiistriyel kanal akislar1 ve
hava dinamigi gibi uygulamali bilimlerin pek ¢ok alaninda karsimiza ¢ikar ve bu

problemler matematiksel olarak Navier-Stokes denklemleri ile ifade edilirler.

Bu calismada ilk olarak akiskanlarin hareket denklemlerini ortaya koymak i¢in temel
bilgiler ile birlikte siireklilik ve momentum korunum denklemleri ¢ikariliglart ortaya
konmustur. Daha sonra bu korunum kanunlarindan yola ¢ikilarak Newton tipi
akigkanlar icin Naveir-Stokes denklemleri ortaya konulmustur. Akiskanlar
mekanigindeki cogu temel problemlerin modellenmesinde karsilasilan pek cok
fiziksel sistemin davranisini temsil eden Laplace, Poisson, konveksiyon-difiizyon ve
Burgers gibi Navier-Stokes denklemlerine temel teskil eden denklemlerin yani sira

kararli1 Navier-Stokes denklemlerinin ¢6ziimleri ele alinacaktir.



1.1 Akiskanlarla ilgili Bazi Temel Kavramlar

1.1.1 Hareket

Bir cismin, bir referans sisteminde duragan bir noktaya goére yer degistirmesine
hareket denir. Akiskanlarin hareketleri, kiitle korunum kanunu, momentum korunum
kanunu ve enerji korunum kanunu goz oniinde bulundurularak matematiksel olarak

modellenir.

1.1.2 Gerilme

Akiskan pargaciklarinin hareketi, {izerine etkiyen kuvvetler ile gergeklesir. Bu
kuvvetler etki konumuna gore, iki ayr1 grupta toplanirlar. Bunlardan birincisi yiizey
kuvvetleridir (isminden de anlasilacagi iizere parcaci@in ylizeyine etkiyen
kuvvetlerdir), bu kuvvetler basing ve kayma gerilmelerini icerirler. ikincisi ise
biinyesel kuvvetlerdir ve hacim ic¢indeki her bir parcaciga direkt etki eden yergekimi

ve manyetik kuvvetler gibi kuvvetleri barindirirlar.

Gerilme, birim alana uygulanan kuvvet olarak ifade edilir. Bir bagka ifadeyle, cisme
bir dis kuvvet uygulandiginda, kuvvetin uygulanan alana orami gerilmeyi verir.

Gerilme matematiksel olarak

o = lim 28 (1.1)
AM—0 A4

seklinde ifade edilir. Burada AF birim kuvvet, A4 birim ylizeydir.

Fiziksel anlamda gerilme, bir kuvvetin meydana getirecegi deformasyona

kars1 cismin i¢inde meydana gelen birim ylizeye diisen i¢ kuvvettir (Koparan, 2005).

Bir akiskan elemaninin yiizeylerinde, etki dogrultusuna gore iki tiir gerilme
meydana gelir. Yiizey normali dogrultusunda meydana gelen gerilmeye, normal
gerilme denir ve o ile gosterilir; yiizey tizerinde tegetsel dogrultuda meydana gelen
gerilmeye ise tegetsel gerilme veya kayma gerilmesi denir ve 7 ile gosterilir. Bir
akiskan elemanina, biri normal ikisi tegetsel gerilme olmak iizere her bir ylizeye tic;
toplamda dokuz adet gerilme bileseni etki eder. Gerilmeyi belirtmek i¢in ¢ift indis
kullanilir. Birinci indis gerilmenin dogrultusunu; ikinci indis ise gerilmenin etkidigi

yiizeyi belirtir. Ornegin 7., ylzey normali x dogrultusundaki yz diizlemine etkiyen

ve kendi yonii y dogrultusunda olan gerilmeyi belirtmektedir. Gerilme tensorii



Xy ny TZ}'

Xz yz zz

olarak yazilir. Gerilme tensorii kdsegene gore simetriktir; yani 7, =7 ;.

Yiizeyin
Normali

F dA alanina
etkiyen kuvvet

Yiizey
Tegeti

Sekil 1.1: Bir akigkana etkiyen ylizey kuvvetleri
1.1.3 ideal akiskan ve Newtonian akiskan kavram

Sonsuz kiigiik bir zorlama etkisinde dahi diren¢ gostermeden akis eylemine gecen
akigkanlara, ideal akiskan denir. Bu tiir akiskanlarda, akisa kars1 direnci temsil eden
viskozite yok kabul edilir ve bunlara viskozitesiz akiskan da denir. Dogada ideal
akigkan yoktur ancak; matematiksel uygulamalarda kolaylik sagladigi icin bu tiir
kabuller yapilip 6rnek modeller kurularak gercek akiskan modellerine gecis

modelleri olusturulur.

Dogada karsilasilan akigkanlarin ¢ogunda az veya ¢ok viskozite vardir. Bu tiir

akiskanlara gergek akiskanlar denir.

Deformasyon hizi ile kayma gerilmesi arasinda dogrusal bir oranti
bulunduran akiskanlara Newton tipi akiskanlar denir. Bu orant1 1687 yilinda Newton
tarafindan ortaya konulmustur ve bu nedenle bu tip akiskanlara Newton tipi

(Newtonian) akiskanlar denilmektedir.



Newton’un one stirdigli; laminer (dizgiin akis cizgileri) ve paralel bir akista,
tabakalar arasindaki yiizey gerilimi (7 ) tabakalara dik yondeki hiz gradyeni (du/dy )

ile orantilidir. Bu oranti;

du
= y— 1.2
T ﬂdy (1.2)

seklindedir. Burada x sabiti, viskozite sabiti, viskozite veya dinamik viskozite

degerini ifade etmektedir. Su ve gazlarin ¢ogu Newton’un ortaya koymus oldugu bu

kurala uyar ve Newton tipi akiskanlar olarak adlandirilirlar.

Deformasyon hizi ile kayma gerilmesi arasinda dogrusal bir oranti
bulundurmayan akiskanlara Newton tipi olmayan (non-Newtonian) akiskanlar denir.
Newton tipi olmayan akiskanlardaki yiizey gerilimi ile hiz gradyeni arasindaki iligki,
Newton tipi akiskanlar i¢in ifade edilen yiizey geriliminden ¢ok daha karmasik bir
hal alir. Yogurt, boya, hamur kivami, jel, jole gibi maddeler Newton tipi olmayan

akigkanlara rnektirler.

1.1.4 Akiskan viskozitesi

Bir akiskanin viskozitesi, akiskanin molekiilleri arasindaki etkilesimden
kaynaklanan; kayma kuvvetine karst akiskanin gostermis oldugu direncin
bytikligiinii ifade eden bir 6zelliktir. Bir akigkanin akmaya karsi gosterdigi i
diren¢ olarak da tanimlanabilir. Eger siv1 asir1 akici ise, viskozitesi diisiik ya da sivi
koyu kivamli ve akis1 zorsa viskozitesi yiiksek demektir. Ornegin hava cok diisiik
viskoziteye sahip iken buzun viskozitesi ¢ok yiiksektir. Bir akiskanin viskozitesi ne
kadar yiiksekse, kayma gerilmesi o kadar yiiksek olurken; sekil degistirme hiz1 da o

kadar yavas olur. 7 kayma gerilmesi, 0 deformasyon acis1 ve x dinamik viskozite

sabiti olmak tizere; kayma gerilmesi, deformasyon ve viskozite arasindaki bagint1

do
T= ,u; (1.3)
seklinde ifade edilir.

1.1.5 Reynolds sayis1 ve kinematik viskozite

Akiskanlar mekaniginde Reynolds sayisi, bir akiskanin, atalet kuvvetlerinin (v, p

"nin) viskozite kuvvetlerine ( 4/d ) olan oramidir ve Re ile gosterilir. Bu deger, atalet



kuvvetleri ile viskozite kuvvetlerinin belli bir akis sart1 altinda birbirine olan géreceli
Onemini verir. Bu sonug¢, Reynolds tarafindan 1883 yilinda klasik boru deneyi
gelistirilirken ortaya konulmustur. v, akiskanin hizi, d borunun capi, x# akiskanin
dinamik viskozitesi, v akiskanin kinematik viskozitesi (dinamik viskozitenin
yogunluga oranini ifade eden sabit, v=u/p) ve p akigkanin yogunluu olmak

tizere Reynolds sayis1 asagidaki sekilde tanimlanir:

Re = pvd v L  Ataletkuvvetleri
Y7, v viskozitekuvvetleri -

Akis alaninin ylizeye yakin kisimlarinda stirtinme kuvvetleri egemendir ve
yiizeyden uzak kisimlarinda ise, serbest akis alaninda atalet kuvvetleri baskindir. Bu
nedenle akis, hiz ya da kuvvetler arasindaki orana gore simiflandirilir. Bundan 6tiiri,
Reynolds sayisi, diizgiin akis ve tiirbiilanshi akis gibi degisik akis rejimlerini

nitelemek icin kullanilan en yaygin boyutsuz sayidir.

Bir boru igerisindeki akista; hizin kademeli olarak artirilmasi halinde, laminer

akistan tirbiilanshi akisa gecis, boru ¢apiyla (d ) tanimlanan Reynolds sayisinin
yaklasik 2300 degerine varmasiyla gerceklesir ki, ( Re, ., :ﬂ) buna kritik
v

Reynolds sayisi denir. Burada u ortalama akis hizini, d karakteristik boru

uzunlugunu ve v kinematik viskozite katsayisin1 gostermektedir.

1.1.6 Deformasyon

Stirekli bir akiskan, akim eylemi sirasinda veya bir kuvvetin (veya gerilmenin) etkisi
altinda, igerisindeki her eleman belli bir siire sonrasinda yeni bir yere ve konuma
gecer. Buna yer ve sekil degistirme (deformasyon) denir. Bir akigkan elemani akim
eylemi sirasinda dogrusal (uzama) ve acisal olmak {izere iki tiirlii sekil degistirmeye

(deformasyon) ugrar.

Dogrusal deformasyonu ortaya koymak igin Sekil 1.2°de gosterilen hiz alam
etkisindeki elemani g6z Oniine alip, x yoniindeki dogrusal sekil degistirmeyi
saptayalim. Bir akigkan elemani iizerindeki hiz alan1 v=0,u#0 ve du/dx#0 ise
akiskan elemani x dogrultusunda hareket ederken deformasyona ugrar. Az zaman

sonra A noktast uAr kadar ilerleyerek A' noktasina hareket ederken, B noktasi



[u+(6u/6x)Ax] At kadar ilerleyerek B' noktasma gelecektir. Boylece Af zaman

araliginda x dogrultusunda dogrusal deformasyon:

D u cu+5Ax D D c ¢
> T —
| |
1 1
1 1
1 1
> w| | e
1 1
| |
1 1
1 1
1 1
A Ax B ou
u+—Ax ' '
o A A Ax B B
[a—MAx)At
ox

Sekil 1.2: Bir akiskan elemaninda meydana gelen dogrusal deformasyon

A'B'- AB ZQAXAt (1.4)
Ox

olur. Birim boydaki deformasyon

ou
AxAt u

AB-AB_oc vy, (1.5)
AB Ax o

seklinde bulunur. A7 zamanindaki x dogrultusundaki dogrusal sekil degistirmeyi

e ile temsil edersek;

X.

ou
e =—At 1.6
XX 8)(: ( )

olur. Benzer islemler y ve z dogrultular i¢in de yapilirsa y ve z dogrultularindaki

dogrusal deformasyonlar sirasiyla

eyy:@At, ezzza—wAt (1.7)
oy 0z
seklinde ifade edilir.
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Sekil 1.3: Bir akiskan elemanin agisal deformasyonu

Acisal deformasyonu ortaya koymak i¢in xy —diizleminde akiskan elemaninm

gbz oOniine alalim ve daha sonra elde edilen sonuglart tim durumlar igin

genelleyelim. xy— diizleminde rotasyonel ve agisal deformasyona neden olan hiz
alaninin degisimi Sekil 1.3’de gosterilmistir. Sekil 1.3(a)’da gosterilen eleman
tizerindeki hiz alaninda u ve v sifirdan farkli, du/ox=0, ov/dy =0 olup ou/dy ve
ov/ox sifirdan farkli ve pozitif iseler, bu hiz alanin etkisinde akigkan par¢acigi, kenar

uzunluklar1 degismeksizin acisal deformasyona maruz kalir ve Sekil 1.3(b)’deki gibi
paralelkenar dortgen seklini alir. Buna gore, A7 zaman sonra

(Ov/ox) AxAt _ @At

— (1.8)

tanAa ~ Aa =

AyAt
au/ay) \% :a—uAt

tan A~ Af = ( . & (1.9)

olur. Burada Aa ve A cok kiigiik degerler oldugu icin tanjant degerleri yerine
kendi degerleri alinmistir. Boylece A7 zaman araliginda xy— diizleminde olusan
toplam acgisal deformasyon

Aa+Ap = @+6_u At (1.10)
ox oy

bulunur. Diger diizlemler i¢in benzer islemler yapilirsa, sirasiyla xz— ve

yz —diizlemlerindeki toplam agisal deformasyonlar, sirasiyla,



Aa+A}/=(a—W+6—uJAt (1.11)

ox 0Oz
Aﬁ+Ay:{a—w+@]At (1.12)
oy Oz

olarak bulunur. xy — diizlemindeki ortalama agisal deformasyon e, ile ifade edilirse,

bu diizlemdeki ortalama agisal deformasyon

e = Qu]A (1.13)
Y olox oy )2

olarak ifade edilir. Aym sekilde xz— ve yz— diizlemlerindeki ortalama acisal

deformasyonlar, sirasiyla,

XZ:(@_W+@j£ (1.14)
ox 0z)2
e, = 8—W+@ Al (1.15)
Y oy 0z)?2

olur.

Dogrusal ve agisal deformasyonlar birlestirilerek bir tensor ile ifade edilecek olursa 9

bilesenli
XX eyx ZX
v Sy Gy
XZ yz 7z

deformasyon tensorii bulunur. Bu tensér A7 zamanindaki sekil degistirmeyi ifade
eden deformasyon tensoriidiir. Birim zamandaki sekil degistirmeyi bulmak icin, elde

edilen degerleri At ile bolersek birim zamandaki dogrusal ve acisal deformasyonlar

e ou
e =X —_ 1.16
At oOx (1.16)
€, @, azzza—w (1.17)
oy 0z
e =5 = 2 M (1.18)
v 2(ox oy



€, gzle(ﬁ_er@_uJ (1.19)
2\ ox 0Oz

E_=¢, :l 6—w+@ (1.20)
. 72\ 0y oz

seklinde bulunur. Buradan birim zamandaki deformasyon tensorii

XX yX zX
Xy Yy SZY

Xz € yz 8zz

olur (Sogukoglu, 2000).

1.1.7 Gerilme ile deformasyon arasindaki baginti

Akim ortamu igerisinde yer alan bir akiskan igerisinde, iki konum arasindaki
hiz farkinin biiyiik olmasi, bu iki konum arasinda olabilecek gerilmelerin de biiyiik
olacagimi gosterir. Bu durum bir akiskan elemanina etkiyen gerilmeler ile akiskan
elemanin sekil degistirmesi arasinda bir bagintinin varliginin gostergesidir. Bu
bagint1 biinye denklemi (gerilme ile sekil degistirme arasindaki bagintiyr veren
denklem) ile verilir. Yani biinye denklemi, bir akiskanin bir kuvvet altinda

davranigini ifade eder. Newtonian akiskanlarin biinye denklemi (sogukoglu, 2000)
1
Ou=—D0y+2u| &, _§8v5jk (1.21)

seklindedir. Burada ¢, =divV seklinde tanimlanir ve V:V(x, v, z,t) akiskan

parcaciklarinin hizim ifade eden vektor alanidir. Buradan gerilme ile deformasyon

arasindaki bagintilar asagidaki sekilde yazilir:

o, :—p+2,ua—u—2,udiVV, (1.22)
) ox 3

T, =T, = ﬂ(g_er%j , (1.23)

o, =—p+2,ug—;—§,udiVV, (1.24)

e =ﬂ(2—3+2—:j, (1.25)

10



azzz—p+2y2—j—§,udiVV, (1.26)

ov  ow
T,.=7,= ,u(nga] (1.27)

Sikistirilamayan Newtonian akigkanlar i¢in €, =div V =0. Buradan sikistirilamayan

Newtonian akigkanlar i¢in biinye denklemi
Oy =—pOy +2ue, (1.28)

seklinde olur. Burada 6, , Kronecker deltasidir. Dolayistyla sikistirilamayan

Newtonian akiskanlar i¢in gerilme ile deformasyon arasindaki bagintilar

o, :—p+2y2—z, (1.29)
T,=T,= y(g—;’+%j, (1.30)
o, =—p+2,u2—;, (1.31)
r=t. =ﬂ(%+%} (1.32)
o, =—p+2y2—j, (1.33)
T,=7,= ﬂ(%+%j (1.34)

seklinde ifade edilir.

1.1.8 Siireklilik (kiitle korunum) denkleminin c¢ikarilisi

Stireklilik denklemi, kiitle korunum yasasinin akiskana uygulanmasiyla
bulunur.
Akis alani igerisinde akis hizinin x,y ve z dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla
u,v,w olan; boyutlart Ax,Ayve Azolan (Sekil 1.4’da gortuldugi gibi) dikdortgenler
prizmasi seklindeki akis elemanii g6z oOniine alalim. Bu elemanin herhangi bir

yuziinde, birim zamanda gecen akiskan kiitlesi; akiskanin yogunlugunun, yiizey

11



alaninin ve hizinin yiizey normal bileseninin ¢arpimina esittir. Su halde elemana

giren toplam kiitle pu AyAz + pv AxAz + pw AxAy , elemandan ¢ikan toplam kiitle

Ay

I Az

pulyAz |
—>

7 PpulyAz +§(puAyAz)Ax
X
»

e »

Sekil 1.4: Bir akigkan elemanina giren ve ¢ikan kiitle miktari

puAyAz + pv AxAz + pw AxAy +§(pu AyAZ)A)H—ai(vaxAZ)Ay +§(prxAy)Az
X y /4
seklinde olacaktir. Birim zamanda elemana giren ve ¢ikan miktarlar arasindaki fark

eleman igerisinde birikmis toplam kiitle (kiitle degisimi) olacaktir. Eleman
igerisindeki kiitle degisimi %MAyAZ. Burada 0p/ot, hacim igindeki, yogunlugun

zamanla degisimidir. Kiitle korunum prensibi geregince, net akiskan girisi, hacim

icindeki kiitle degisimine esit olacagindan,
Kiitle degigim miktar: = Elemana giren kiitle miktar: — Elemandan ¢ikan kiitle miktart

olur. Buradan,

dp 8 8 5
—— AxAyAz=—| — — — AxAyAz . 1.35
2 ey [ax(/’“)%y(m*az(pw)j y (1.39)

Boylece, ii¢ boyutlu sikistirilabilir ve kararsiz (unsteady) bir akis i¢in siireklilik

denklemi (kiitle korunum denklemi)

0 0 0 0
a—'[;ﬁ—[a(pu)#—a(pv)ﬁ—a(pw)jzo (1.36)

olarak verilir.

12



Akiskanin kararli (steady) oldugu akislarda akiskan ozellikleri zamanla
degismez. Bu durumda, yani kararli ve sikistirilabilen akiskan i¢in siireklilik

denklemi

2 o)+ 2 (o) + L (pw) =0 (1.37)
ox oy 0z

seklini alir.

Kararli ve sikistirllamayan akislarda akisin yogunlugu sabittir ( p:sabit).

Yogunluk zaman ve konuma gore degismez. Bu durum ig¢in siireklilik denklemi

ou Ov Oow
— 4 —=

0 (1.38)
ox oy oz

seklinde olur.
Goz  oOninde  bulundurulan  akisin  iki  boyutlu  olmast  durumunda

(6w/ 06z = 0) siireklilik denklemi

ou @_

2.2 0 (1.39)

olur.

Eger akis bir boyutlu ve kararli ise y ve z yonlerindeki hiz bilesenleri sifir
olacagindan bu yonlerdeki hiz bilesenlerinin tiim tiirevleri sifir olur( dv/dy =0 ve
ow/dz =0). Bu durumda siireklilik denklemi

du
20 1.40
e (1.40)
seklinde olacaktir.

Stireklilik denkleminin ¢ikarilis1 konusunda daha detayli bilgi icin Sogukoglu (2000),
Currie (2003), Muralidhar ve Biswas (2005) ¢alismalarina bagvurulabilir.

1.1.9 Momentum korunum denklemi

Momentum korunum prensibi, Newton’un ikinci hareket kanununun bir akiskan
elemanina uygulanmasidir. Newton’un ikinci hareket kanunu, herhangi bir 7 aninda
bir elemana etkiyen toplam kuvvet; o elemanin kiitlesi ile elemanin ayni andaki

ivmesinin ¢arpimina esittir. Yani

13



(1.41)

Z F =m.a

seklinde ifade edilir. Bir elemana etkiyen kuvvetler konumuna gore ikiye ayrilir.

Bunlar, yiizey (basing, viskoz gerilmeler gibi) kuvvetleri ve kiitle (yer¢ekimi,

elektromanyetik gibi) kuvvetleridir.

Eger tanimlamalar1 birim kiitle i¢in yaparsak, (1.41) denklemi

ac2F
m

seklinde olacaktir. @ ivmeyi; F, birim kiitleye etkiyen kiitle kuvvetlerini; R ise, birim

(1.42)

kiitleye etkiyen yiizey kuvvetlerini géstermek tizere (1.42) denklemi vektorel formda

a=2V _piR (1.43)
Dt
seklinde olur. Burada Dr ivme vektoriinii gosterir ve

DV oV oV oV ov .
— =—u+—v+—w+— seklinde tanimlanir.
Dt Ox oy 0z ot

or
Z A AT + Z Az
0z
or
T, +—
or, 3
Tt Az r
= aZ L A
o7,
r <4-------- -I( T)z + ay Ay
),' Txy X or
1 »
- A ot : T, + 5 Ay
T, : T+ . Ax Ty L5 Oy
. orl,
]
Yy > T, + 5 Ay
/ O(x,»,2) T y'
T ,
€@------ *
|
X lTzz

Sekil 1.5: Akiskan elemanina etki eden yiizey kuvvetlerinin olusturdugu
gerilmeler
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Simdi bir akiskan elemanina etkiyen R ylizey kuvvetini bulalim. Bunun i¢in Sekil
1.5°de goriilen akis alan1 icerisinde O(x, y,z) noktasindan gecen akiskan elemanini
g6z oOniline alalim. Bu akigkan elemanina etkiyen ylizey kuvvetleri Sekil 1.5°de
gosterilmistir. Bu akiskan elemanina etkiyen yiizey kuvvetlerinin bileskesinin x, y

ve z dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla asagidaki sekilde yazabiliriz:
7., yizey normali x dogrultusundaki yz— dizlemine etkiyen ve kendi yoni y
dogrultusunda olan kayma gerilmesini temsil eden tensér olmak {izere x

dogrultusundaki ylizey kuvveti

or
— ij AxAz —7_ AxAy +
oy

—r AyAz+ (z‘ + %mj AyAz —7, AxAz + (z’yx +

(1.44)
(z‘zx +%AZJAxAy

0z
seklinde yazilir. (1.44) denkleminde gerekli sadelestirmeleri yaparsak, x
dogrultusundaki yiizey kuvveti

5
0Ts T 0% | Avapac (1.45)
ox oy Oz

olur. y dogrultusundaki bilesen i¢in benzer islemler yapildiginda, y dogrultusundaki

yuizey kuvveti

(az’xy or, 0Ot

AxAyAz 1.46
ox | oy azj Y (1.46)

olur. Aynm sekilde benzer islemler z dogrultusu i¢in de yapilirsa, z dogrultusundaki

yiizey kuvveti

+—=+
ox 0Oy Oz

or
(arﬂ o7, ijAyAZ (1.47)
seklinde elde edilir. G6z Oniine alinan akiskan elemanimin kiitlesi pAxAyAz
oldugundan birim kiitleye isabet eden yiizey kuvvetlerinin bileskesi olan R’nin x, y
ve z bilesenleri sirasiyla

o
R, =[Py T O} (1.48)
p\ Ox oy 0z
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1(0r, OJr, Ot
R =— + +—1, (1.49)
pl ox oy oz
0
R, =1 %=, %0 0Ty (1.50)
p\l ox oy Oz

olarak elde edilir. Elde edilen bu degerler (1.43) denkleminde yerine konulursa,

X, Y ve Z akigkanin birim kiitlesine etkiyen hacimsel kuvvetlerin bileskesinin (F)

x,y ve z bilesenleri olmak tizere momentum korunum denklemi izdiisiimler olarak

ot
Du_ x4l 9% 0 0% ) (1.51)
D¢ p\Lox oy oz

or, Or, Ot

&=Y+l 24— (1.52)
D¢ pl ox oy oz

or,
Dw_,, 1[07. 097, Oz, (1.53)
D¢ pl Ox Oy Oz
seklini alir. Burada ivme vektorii izdiigtimleri, maddesel tiirev geregince
Du_ou,, on ,0u, 28 (1.54)
Dt ot ox Oy 0z
m:@ww@wtv@wLw@, (1.55)
Dt ot ox oy 0z
%za—w+u@+v8—w+wa—w (1.56)
Dt ot ox oy oz

seklindedir. Momentum korunum denklemi vektorel formda, gerilme tensoriiyle

DV

1

“L=F+-V-o

Dt

P

(1.57)

seklindedir. Burada yapilan ¢aligmalar i¢in ¢ogunlukla Sogukoglu (2000) takip

edilmistir.

1.1.10 Hareket denklemleri

Onceki boliimde elde edilen gerilme degerlerinin diferansiyel momentum hareket

denkleminde yerine yazilmasiyla
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X momentum;

@:X_La_p_ig(ﬂdivv)+zg(ﬂg_uj+ﬁ{ﬂ(a_uﬂﬂ
X

D¢ ox 3pa 0. oy O
pox 3pox p Ox p Oy Yy Ox (158)
e (a_u a_w]
p 0z 0z Ox
y momentum;
Dt poy 3pody poy\ oy) poz 0z Oy
(1.59)
1o ov  Ou
+——| Y| —+—
p Ox ox Oy
z momentum;
Dt p Oz 3poz poz\' 0z) pox ox 0Oz (1.60)

seklinde Navier-Stokes denklemleri elde edilir. Bu denklemler vektorel formda

DY v Lgrad p+oviv+Lgraddivy (1.61)
Dt Yol 3

seklinde ifade edilir.

Eger bu denklemler sikistirilamayan akiskanlar (divV =0) i¢in ifade edilirse

Naveir- Stokes denklemleri

X momentum;

2 2 2
o o Oy L (O Ou O (1.62)
ot ox Oy 0z p Ox ox~ oy- Oz
y momentum;
2 2
Yy L, a—vz+a—‘;+a—‘; (1.63)
ot ox Oy 0z p Oy ox~ oy° 0Oz

z momentum;
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ow ow  ow ow 1 op o'w O'w O'w
—tu—+v—tw—=L-———+V| Sttt (1.64)
ot ox 0oy 0z p Oz ox° oy° 0Oz

seklinde olur ve vektorel formda

E:-lgradp+uV2V+F (1.65)
Dt Y2

olur. Bu diferansiyel denklemler sikistirilamayan Newtonian akiskanlarin hareketini
ifade eden Navier-Stokes denklemleridir. Fransiz matematik¢i Navier ve Ingiliz
mekanik¢i Stokes tarafindan ortaya konan bu hareket denklemleri, stireklilik
denklemiyle birlikte ele alindiginda sikistirllamayan Newtonian akiskanlarin akisi
icin tam bir matematiksel model olustururlar. Bu {i¢ denklem, siireklilik denklemi ile

birlikte ifade edildiginde dort denklem ve dort bilinmeyenli (u,v,w ve p) bir sistem

olusturur.

1.1.11 Navier-Stokes ve diger model denklemler

Uc boyutlu sikistirilamaz viskoz bir akiskanin hareketi, ii¢ momentum denkleminden

olusan Naveir Stokes denklemleri

ou' ou' ou'  ou' 1 op' o'u' ou' ou'
— U — VY — W ——— V| ot +— (1.66)
o' ox' oy oz'  p'ox' ox“ oy" oz

' ' ' ' ' 2.1 2.0 2.0
v ot ovt o 1ot 6V2+8V2+6V2 (1.67)
ot' ox' oy' oz' p' oy’ ox" oy oz

' ' ' ' ' 2. 2.1 2.1
Ot D QO L O[O O O (1.68)
ot' Ox' oy' oz' p'oz' ox" oy oz'
ve stireklilik denklemi
qu_ov_ow_, (1. 69)
Ox Oy Oz

ile verilir. Akisin iki boyutlu olmas1 durumunda iki momentum denkleminden olusan
Navier-Stokes denklemleri ve siireklilik (kiitle korunum) denklemi ile akiskanin

hareketi modellenir. Bunlar sirasiyla

(1.70)

ou'  ou' ou' 1 op' o’u' o'u'
—tu'—+4v'—= v
ot' ox' oy' p' ox'

1
"o e Tan
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' ' ' ' 2.1 2.1
W Lo [0V O (1.71)
ot' ox' oy' p' oy’ ox"” oy’

ou' o' _, (1.72)
ox Oy

'

seklindedir. Burada u', v' ; x',»' ve t' bagimsiz degiskenlerine bagli hiz

bilesenlerini, p' basinci, p' ile v sirastyla yogunluk ve kinematik viskozite

sabitlerini ifade etmektedir.
(1.70)-(1.72) denklemleri; L' karakteristik uzunlugu, U' karakteristik hizi ifade

eden degiskenleri tanimlayarak boyutsuz formda ifade edilebilir (Benzer islemler {i¢

boyutlu (1.66)-(1.69) Navier-Stokes denklemleri i¢in de yapilabilir). Bu durumda

boyutsuz degiskenler
u:u_: V:v—, x:ij y:L
U’ U’ L' L'
t' '
= p=—"_t— (1.73)

U|2pv

seklinde olur. Bu degiskenler, (1.70)-(1.72) denklemlerinde yerine konulursa

2 2
Ou o 1 a—‘z’ 8—‘2’ : (1.74)
ot ox Oy ox Relox” oy
2
@+u@+v@:—6—p+i 8_112+8_\2/ , (1.75)
o ox Oy oy Relox™ oy
Z—u+%=0. (1.76)
X
Burada ifade edilen
Reo UL 07
P

sabiti akimin Reynolds sayisi olarak tanimlanir.

(1.74)-(1.76) denklemleri Navier-Stokes denklemlerinin esas degiskenler u,v ve
p ile formiilasyonudur ( u,v - p formiilasyonu) ve iki boyuttaki katmerli

sikistirilamayan viskoz akiskanlarin hareketini ifade eden denklemlerdir.
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Akim fonksiyonu ve burga¢ formiile edilerek Navier- Stokes denklemlerinin bagka

formlarda ifadesi elde edilebilir. Burgag¢ ve akim fonksiyonu, @, w,sirasiyla,

w0 (1.78)
ox Oy

u= v (1.79)
oy ox

seklinde tanimlanir. (1.79) denklemi ile siireklilik denklemi otomatik olarak saglanir.

(1.79) denklemindeki terimleri (1.78) denkleminde yerine yazarsak,

2 2
VLoV, (1.80)

+ =
ox* oy

seklinde akim fonksiyonu icin denklem elde edilir. (1.74) denkleminin her iki

tarafinin y ’ye gore ve (1.75) denkleminin her iki tarafinin x ’e gore tiirevleri alinarak

farklarinin alinmasi ile burga¢ denklemi

2 2
90 oy oo _dyde_ 1 [0 © 0 a)] (181)

=— +
ot o0y ox oOx dy Relox® o

seklinde bulunur. (1.80) ve (1.81) denklemleri iki boyutlu kararsiz (unsteady)
Navier-Stokes denklemlerinin burgag-akim fonksiyonu ile ifadesidir. (1.81) denklemi

akimin kararli (steady) olmas1 durumunda asagidaki formda ifade edilir:

2 2
G_W_w_a_wa_w_L(@ ®, 0 wj (1.82)

- Tt o2
dy ox oOx oy Relox™ oy
(1.80) ve (1.82) denklemleri iki boyutlu kararli (stasyoner(steady)) sikistirilamayan
akiskan i¢in Navier-Stokes denklemlerinin burga¢ w(x,y) ve akis w(x,y)

fonksiyonu ile belirtilmesidir. Bu denklemlerin {i¢ boyutlu ¢ikarilist i¢in Fletcher’in
(1991) galismasina basvurulabilir.

Navier-Stokes denklemlerinin alternatif bir formu (1.81) denkleminde @ ’nin (1.80)

denkleminde bulunan ifadesinin yerine yazilmasiyla

0

(T ()= S (Tr)= vy 183

oy Ox Ox Oy Re

seklinde lineer olmayan doérdiincti mertebeden eliptik bir denklem bulunur.
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Bir boyutlu Navier-Stokes denklemi

ou Ou__a_p 1 @

—tu— +t—— (1.84)
ot Oox Oox Reox

seklinde ifade edilir. Basincin gradient etkileri, momentum denkleminde ihmal

edilmesi durumunda (1.84) denklemi

ou ou 0u
" _

olur. Burada v = x/ p kinematik viskozite katsayisidir. (1.85) denklemi bir boyutlu
Burgers denklemi olarak bilinir. Bu denklem, lineer olmayan bir boyutlu akis
denkleminin biitiin davranisini1 barindirir (Cebeci vd., 2005). Burgers denklemi, 1s1
iletimi, esneklik, gaz dinamigi, tiirbiilans ve viskoz akiskan igerisindeki sok dalga
hareketinin yaklasik teorisi gibi ¢esitli fiziksel olaylarin modellemesinde kullanilir.
(1.62) denkleminde kiitle kuvvetleri ihmal edilir; Du/Dt =0 oldugu kabul
edildigi ve akisin dikdortgensel bir kanalda tam gelismis katmerli (laminar) bir akis
gerceklestigi diistintiliirse asagidaki model denklem bulunur (Cebeci vd., 2005):

2 2
5_Z‘+5_Z’:_L6_P. (1.86)
ox° Oy P Ox
(1.80) denklemi w(x, y) akim fonksiyonu ve (1.86) denklemi # hiz bilesenine gore
iki boyutlu Poisson denklemleridir. (1.80) denkleminin ¢6ziimiiyle akimi; (1.86)

denkleminin ¢6ztimiiyle de akimin herhangi bir noktadaki hiz degeri bulunur. Ayrica,
yiikk yogunlugu ve nokta yiik igceren elektrik alan problemlerinin potansiyel dagilimi

Poisson denkleminin ¢oziimiiyle elde edilir.

Bir harekette hiz vektoriiniin bir potansiyelden tiiremesi halinde, hareketin girdap
vektoriintin sifir olmasi gerekmektedir. Bu ise, hareketin girdapsiz oldugu anlamina

gelir. Bir hareketin girdapsiz olabilmesi i¢in, akiskan ortamin ideal, yani viskositesiz

( U= 0), baska bir ifadeyle, i¢ siirtinmesiz olmasi lazimdir. Bunun karsiti olarak;
ideal bir akigkanin ( Y7 :0) akiminda hareket girdapsiz olur. Hareketin girdapsiz

olmasi halinde ise, hiz vektort daima skaler bir ¢(x, y,z,t) fonksiyonunun gradyenti

olacaktir. Sikistirilamayan akiskan ortamlarin, kararli diizlemsel hareketinde girdap
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vektoriiniin z bileseni de sifir, yani hareket girdapsiz oldugunda hiz vektorii

V =grad ¢ bir potansiyelden tiiremekte ve hiz alan1

u=@,v=@ ve w=0 (1.87)
ox oy

seklinde olmaktadir. Bu durumda ayni zamanda sikismazlik sartini  (divV =0)

yazacak olursak

v o Fo_

divv=§+6y_8x2 & (1.88)
yani
2 2
0,20 (19
X

olur (Sogukoglu, 2000). (1.89) denklemi iki boyutlu Laplace denklemidir. (1.89)
denkleminin ¢oziimii, ideal bir akiskanin hiz potansiyelini verir. Ayrica, Laplace
denkleminin c¢oziimleri, herhangi bir yiik etkisi bulunmayan elektrik alan
problemlerinin ¢o6ziimiinde, elektromanyetizma, yergekimi potansiyelinin davranisini

da agiklar.

Bu c¢alismada, Navier-Stokes denklemlerine benzer o6zelliklerinden dolay:

konveksiyon-difiizyon denklemlerinede yer verilecektir. V. ve V , sirastylaxve y
yoniindeki sabit iz bilesenleri; D, , D, sirasiyla x ve y yonlerindeki difiizyon

sabitleri olmak iizere lineer iki boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemi

u o, ,ou_p ou . Ou

.p o 1.90
oo “ox oy ot oy (1.50)

seklindedir. (1.90) denklemi matematiksel olarak iki boyutlu Navier-Stokes
denklemlerinin x -momentum denklemiyle benzer ozellikler tasir. Bu nedenle bir

model denklem olarak g6z 6niine alinmstir. (1.90) denkleminin bir boyutlu ifadesi

2—?+KZ—M=DX% (1.91)
X X

seklindedir. (1.91) denklemi bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemidir.

Konveksiyon-difiizyon denklemi hesaplamali hidrolik ve akiskanlar dinamiginde
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kiitle, 1s1, enerji, hiz, vortisiti gibi niceliklerin konveksiyon ve difiizyonunun

modellemesinde goriiliir (Dehghan ve Mohebbi, 2008).

Navier-Stokes denklemleri dogrusal olmayan denklemlerdir. Bu nedenle ¢oziimlerini
bulmak zordur. Genel olarak bu denklemlerin bilinen bir analitik ¢6ziimii yoktur.
Hesaplamali akiskanlar dinamigi, genellikle Navier-Stokes denklemlerinin bazi
formlar ile ¢alismay1 gerektirir. Bu formlar, genellikle bazi kabullerin yapilmasi ile
Navier-Stokes denklemlerin indirgenmesiyle elde edilir. Daha sonra sayisal bir

algoritmanin gelistirilmesiyle bu denklemlerin ¢6ztimii bulunur.

Bu calismada amacimiz yukarida ifade edilen model denklemlerin yiiksek

mertebeden sonlu fark ¢oztimlerini ortaya koymaktir.

1.1.12 Literatiir taramasi

Hareket eden bir akigkanin hizi, basinci ve yogunlugu arasindaki bagintiyr ifade eden
Navier-Stokes denklemleri 1800’lerin basinda G. G. Stokes ve L. M. Navier
tarafindan birbirinden bagimsiz olarak tiiretilmistir ve giiniimiizde de 6nemlerini
korumaya devam etmektedirler. Ortaya konulduklar1 zamandan giiniimiize degin bu
denklemler iizerinde pek c¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan bazilar
denklemlerin tam (analitik) ¢oziimlerini, bazilar1 da sayisal ¢oziimlerini elde etmek
icin yapilmistir. Ancak glinimiize kadar bu denklemlerin tam ¢oziimlerini ifade eden
bir ¢6ziim ortaya konamamistir. Bu nedenle bu denklemlerin sayisal ¢oziimleri son
derece onemlidir. Bu denklemlerin sayisal c¢oziimleri {izerinde yapilan bazi

caligmalar kronolojik siraya gore agsagida verilmeye ¢alisilmistir:

Harlow ve Welch (1965) zamana bagh sikistirllamayan akiskanlarin akisi {izerine
sayisal arastirmalar i¢in yeni bir teknik tanimlamislardir. Navier-Stokes
denklemlerinin tam ifadesi sonlu fark formunda yazilmis ve ¢6ziimler sonlu zaman
adiminin artimi ile yapilmistir. Denklemlerdeki bagimli degiskenler hiz ve basingtir.
Ayrica akigkan1 hareket ettiren isaretleyici pargaciklar kiimesi kullanilmistir.
Kullanmis olduklar1 teknik, isaretleyici ve hiicre yontemi (marker and cell method)

olarak adlandirilir.

Burggraf (1966) iist sinir1 sabit bir hizla hareket eden bir kare oyuktaki akis i¢in
Navier-Stokes denklemlerinin burgag-akim fonksiyonu formiilasyonunun sonlu fark
¢Oztimlerini ortaya koymustur. Bu ¢alismada ¢oziimler, Reynolds sayisinin 0, 100 ve

400 degerleri i¢in verilmistir.
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Iki boyutlu, kararli (steady), viskoz, sikistirilamayan sivilarin bir kanal icerisindeki
akisi, Greenspan (1969) tarafindan detayli bir sekilde incelenmistir. Kullanilan
yontem, bir sonlu fark yaklagimidir. Yontem, o zamana kadar kullanilan zamana

bagl yontemlere gore daha ekonomik ve daha iyi sonuglar vermistir.

Marshall ve Spiegal (1973) bir kare oyuktaki kararli akis probleminin sonlu fark
¢Oztimlerini vermislerdir. Ortogonal koordinat sisteminin bir yonii tizerinde tam
gelismislik kabul edilerek ti¢ boyutlu Navier-Stokes denklemleri yari-iki boyutlu
kararli, sikistirilamaz viskoz akis i¢in olusturulmustur. Meric ve Macken (1974) bir
kanal igerisindeki dikdortgensel oyuktaki akis problemi i¢in yari-iki boyutlu Navier-
Stokes denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini bulmuslardir. Uzerinde calisilan biitiin
Reynolds sayilar1 i¢in sonlu fark yontemi kullanarak yakinsamis ¢oziimler

vermislerdir.

Hughes vd. (1979) penalt1 fonksiyonu formiilasyonunu kullanarak kararli ve kararl
olmayan (unsteady) Navier-Stokes denklemlerine ¢oziim  iiretmislerdir.
Calismalarinda sonlu eleman matrislerini elde etmek i¢in Galerkin tipi yaklagimi
kullanarak denklemleri ayristirmislardir. Newton-Raphson yontemini kullanarak
iteratif olarak ortaya ¢ikan sistemi ¢ozmiislerdir. Kararli olmayan (unsteady) durum
icin zamansal tlireve bir kapali tahmin etme-diizeltme yontemi (implicit predictor-

corrector method) kullanarak ¢6ziim bulmuslardir.

Goda (1979) iki ve ti¢ boyutlu oyuk akis probleminin ¢6ziimlerini hesaplamak icin
Reynolds sayisinin 1000’e kadar olan degerleri i¢in kapali fark semalar1 kullanarak
cok adiml bir teknik vermistir. Takemitsu (1980), Reynolds sayisinin 100, 1000
arasindaki degerlerde; kararli oyuk akis probleminin ¢6ziimlerini elde etmek igin
kapali (implicit) ardisik yaklagim yontemini vermistir. Bu calismalarda, Navier-

Stokes denklemlerinin u,v— p formiilasyonu g6z 6niine alinmistir.

Sani vd. (1981) zamana bagli Navier-Stokes denklemlerini penalti Galerkin sonlu
eleman yontemini kullanarak g6z oniine almislardir. Hiz icin bilineer yaklasimi ve

hizin tiirevleri i¢in sabit yaklasimi kullanarak Poisieulle akisini ¢6zmiislerdir.

Donea vd. (1982) sonlu eleman yontemini kullanarak, zamana bagli sikistirilamayan
viskoz akislar1 goz Oniine almislardir. Zamanin integrasyonunda kesirli adim

yaklasimiyla Navier-Stokes denklemlerinin esas degiskenler u,v ve p ile

formiilasyonu i¢in ¢6ziim ortaya koymuslardir. Yontemi test etmek amaciyla birkag
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problem g6z oniine alinmig kararli olmayan oyuk akis problemine, Re =1000 icin

t=5,10 ve 15 zaman degerlerinde ¢6ziim vermislerdir.

Ghia vd. (1982) iki boyutlu Navier-Stokes denklemlerinin burgag¢-akim fonksiyonu
formiilasyonunu kullanarak sonlu fark ¢o6ziimlerini Reynolds sayisinin biiyiik
degerleri i¢in vermislerdir. Model problem olarak kare oyuk igerisindeki akisi

kullanmiglardir.

Hudson ve Dennis (1985) diiz bir plaka tizerindeki kararli akis1 gbz Oniine alarak

[0.1,20] araligindaki Reynolds degerleri i¢cin Navier-Stokes denklemlerinin sayisal

coztimlerini vermiglerdir. Girdap boyutlar1 ve vorteks merkezleri gosterilmis ve diger
degerlendirmeler ile karsilastirma yapilmistir. Akim ¢izgileri ile es vortisite
(equivorticity) cizgileri verilmistir. Kullanilan araliktaki Reynolds sayilari igin
bulunan kararli akis sonuglarinin, deneysel sonuglar ile 1yi bir uyum ig¢inde oldugu

gorilmiistir.

Abdallah (1987a) Navier-Stokes denklemlerinin u,v— p formiilasyonu ile bir kare
oyuktaki akig probleminin sonlu fark ¢oziimlerini vermistir. Asamali olmayan (non-
staggered) 1zgara noktalarin1 kullanarak basing i¢in Neumann sinir kosullu Poisson
denklemi ¢oziilmiistiir. Yazarin onerdigi yontemle hiz alanlar1 verilmis bir oyuktaki

basing katsayilar1 hesaplanmustir.

Abdallah (1987b) sikistirilamaz Navier-Stokes denklemlerinin «,v— p formiilasyonu

ile sayisal ¢oztimlerini asamali olmayan 1zgara noktalar1 kullanilarak vermistir. Bu
calismada basing denklemi asamali olmayan 1zgara noktalarinda momentum
denklemi ile iteratif olarak ¢oziilmiistiir. Bu durumda basing denkleminin ¢oziimii
sadece basinci saglamaz; ayrica dolayli olarak siireklilik denklemini de saglar.
Navier-Stokes denklemlerinin #,v— p formiilasyonu, burgac-akim fonksiyonu ile
formiilasyonuna gore {ic boyutta uygulanabilirlik avantajina sahip oldugu

gorilmustiir.

Soulaimani vd. (1987) iki boyutta sikistirilamaz akislar icin cesitli ticgensel
elemanlar iizerinde bir simetrik sayisal deney (symmetric numerical experiment)
uygulamislardir. C6ziim, penalti fonksiyon yaklagimi {izerinden yapilmistir. Kiibik
oyuk problemi gz 6niine alinarak ¢oziim {i¢ boyuta genisletilmis ve Re =100, 400

degerleri i¢in ¢6ziim verilmistir.
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Soh ve Goodrich (1988) u,v—p bagiml degiskenleriyle sikistirllamaz Navier-

Stokes denklemlerini, zamanda hassas olan bir sonlu fark yaklasimi ile vermislerdir.

Casulli (1988) adveksiyon ve difiizyon terimleri i¢in bir agik (explicit) Lagrangian
yaklagimi vermistir. Konveksiyon-difiizyon denklemlerinde sonlu fark semalarmin
olusturmus oldugu yapay difiizyonu indirgemek ve stabiliteyi gelistirmek i¢in bu
yaklasim tiiretilmistir. Bu konseptler Navier-Stokes denklemlerindeki konvektif ve
viskoz terimleri ayristirmada kullanilmistir. Basing gradiyenti ve hiz diverjansi
kapali sonlu fark yaklasimi ile ayristirtlmistir. Yontemin stabilitesi Reynolds
sayisinin artmasi durumunda daha az kisitlayici olacagi gosterilmistir. Biiyiik zaman
adimlarinda hassas neticeler bulunmustur. Ortaya konan sayisal yoOntemin

hassasiyeti, oyuk akis problemi ile verilmistir.

Anderson (1989) calismasinda iki boyutlu sikistirilamaz, viskoz Navier-Stokes
denklemlerinin burga¢ formulasyonu i¢in farkli sinir kosullarini onermistir. Sinir
kosullart sonlu fark semasi ile birlestirilmis ve siirlarda tegetsel hiz kosullarini
saglayan vortisiti degerleri olusturulmustur. Bu sonlu fark yontemi ile bir dairesel
silindiri gecen akis probleminin ¢oziimlerini vermistir. Ayrica, bir yar1 sonsuz diiz
plaka tizerindeki akis1 ifade eden Prandtl sinir tabaka denklemi i¢in bir fark semasi

ve hesaplama sonuglar1 verilmistir.

Nishida ve Satofuka (1992) Navier-Stokes denklemlerinde yer alan uzaysal
degiskenleri degistirilmis diferansiyel kare yapma yontemi (modified differential
quadrature-MDQ) ile; zamansal degiskeni dort adimli Runge-Kutta yontemi ile;
eliptik Poisson denklemini degisken-mertebeli ¢ok-1zgara noktali yontemini
(variable-order multi-grid method) kullanarak ¢ozmiislerdir. Kare oyuk problemini

Reynolds sayisinin 100, 1000 ve 3200 degerleri i¢in ¢oziimislerdir.

Li vd. (1995) dordiincii mertebeden kompakt sonlu fark semalarini kullanarak
Navier-Stokes ~ denklemlerinin ~ burgag-akim  fonksiyonu formiilasyonu ile
cozmislerdir. Verilen yontemin avantaji, dordiincii mertebeden semanin kiigiik
Reynolds sayilari i¢in dogrudan iteratif bir yontem ile ¢6zme imkani sunmasidir.
Re <7500 Reynolds sayisinin degerleri icin AAG (SOR) yontemi kullanilarak oyuk

problemi ¢oztilmustiir.

Erturk vd. (2005) iki boyutlu kararli sikistirllamayan bir akiskanin st sinir1 hareketli

oyuktaki akis problemini, Navier-Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu ve burgag
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formulasyonu ile ifadesini goz Oniine alarak sayisal coziimlerini vermislerdir.
Reynolds sayisinin 21000 degerine kadar olan ¢oziimleri gosterilmistir. Akim
fonksiyonu ve burga¢ denklemleri ayri ayr1 ¢oziilmiistiir. Yapilan sayisal

ayristirmada her denklem i¢in tiggensel iki sistemin ¢oziimii gerekmistir.

Bruneau ve Saad (2006) iki boyutlu tist sinir1 hareketli oyuk akis probleminin kritik
Reynolds sayilarinda kararli hal i¢in sonlu fark yontemini kullanarak esit aralikli

asamal1 1zgara noktalar ile ¢oziimlerini vermislerdir.

Erturk ve Gokcol (2006) dordiincii mertebeden kompakt bir sema ile iki boyutlu
sikistirllamayan Navier-Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu ve burgag ile
ifadesini bir kare oyuktaki akis problemi i¢in ¢6zmiistiir. Reynolds sayisinin 20000

degerine kadar ¢6ztimler verilmistir.

Erturk ve Gokcol (2007) tiggensel bir oyuktaki iki boyutlu, kararli, sikistirilamayan
akis problemini goz oniine alarak Navier-Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu ve
burga¢ ile ifadesinin egrisel (curvilinear) koordinatlarda sayisal ¢oziimlerini

vermislerdir.

Erturk (2009) iki boyutlu iist sinir hareketli oyuk problemini fiziksel ve matematiksel
detaylarimi tartismistir ve bu problemi diizgiin 1zgara noktalar ile kararli durum i¢in
AAG (SOR) iteratif yontemi ile Reynolds sayisinin yiiksek degerlerinde ¢oziimler

vermistir.

Fadel vd. (2010) sikistirllamayan akiskanlar i¢in Stokes ve Navier —Stokes
denklemleri i¢in yeni bir yliksek mertebeden sonlu fark yaklasimi onermislerdir.
Gelistirilen semalar hiz-basing-basing gradyenti formulasyonu {izerinedir. Yiiksek
mertebeden sonlu fark yaklasiminda asamali olmayan 1zgara noktalar1 kullanilmistir.

Yiiksek mertebeden basing gradiyent yaklasimi, standart Padé semasi ile yapilmistir.

Akiskanlar dinamiginde 6nemli yer tutan ve model denklemlerden biri olan Burgers
denklemi de Navier-Stokes denklemleri gibi arastirmacilarin ilgi odagi olagelmistir.
Burgers denklemi, 1s1 iletimi, esneklik, gaz dinamigi, tiirbiilans ve viskoz akiskan
icerisindeki sok dalga hareketinin yaklasik teorisi gibi cesitli fiziksel olaylarin
modellenmesinde kullanilir. Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915) tarafindan
ortaya konulmustur. Daha sonra Burgers’in 1939-1965 yillar1 arasinda tiirbiilans
tizerine yapmis oldugu calismalarda model denklem olarak kullanilmistir; bu nedenle

kendisinin ismiyle anilmaktadir. Hopf (1950) ve Cole (1951) birbirlerinden bagimsiz
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olarak yaptiklar1 c¢alismalarda bir boyutlu Burgers denkleminin herhangi bir
baslangi¢c kosulu icin analitik olarak ¢oziilebilen bir lineer homojen 1s1 denklemine
indirgenebilecegini gostermislerdir. Boylece, Burgers denkleminin analitik ¢oziimii
Fourier serileri formunda verilebilir. Benton ve Platzman 1972’de yapmis olduklari

calismada Burgers denkleminin 35 civarinda farkli ¢oziimiinii vermislerdir.

Burgers denklemi i¢in verilen baslangi¢c kosullarinin diizgiin (smooth)
olmamas1 veya sadece ayrik konumlarda gegerli olmasi durumunda etkili bir sayisal
yontem gereklidir. Diger bir sorun da, bulunan Fourier serisi ¢oziimlerinin yavas
yakinsamasidir. Bu nedenle, iyi neticeler elde etmek i¢in olduk¢a uzun seriler
gereklidir (Liao, 2009). Bu amagla, Burgers denkleminin sayisal ¢oziimleri onemlidir
ve bilim adamlarinin ilgisini ¢ekmis ve son yillarda Burgers denklemi tizerinde sonlu
fark, sonlu eleman, siir elemani1 yontemleri kullanilarak olduk¢a hassas ¢oziimler
bulunmustur. Yapilan bu caligmalardan bazilar1 hakkinda asagida 6zet bilgiler

verilmigtir:

Ozis vd. (2003) sonlu eleman yéntemini kullanarak bir boyutlu Burgers denkleminin

sayisal ¢ozlimlerini, ¢esitli viskozite degerleri i¢in vermislerdir.

Dogan (2004) yapmis oldugu ¢alismada Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak
bir boyutlu Burgers denkleminin ¢6ziimiinii ¢esitli viskozite degerleri i¢in vermistir.
Sonlu eleman yonteminin kullanilmasi sonucu olusan adi diferansiyel denklem

sistemi Crank-Nicolson yaklasimi kullanilarak ¢6ziilmiistiir.

Kutluay ve Esen (2004) yapmis olduklari caligsmada, lineerlestirilmis kapali
(implicit) sonlu fark yontemini kullanarak bir boyutlu Burgers denkleminin sayisal

¢Oztimlerini ortaya koymuslardir.

Dag vd. (2005) siralama (collocation) kiibik B-spline yontemini kullanarak bir
boyutlu Burgers denkleminin ¢oziimlerini {i¢ adet test problemi i¢in vermislerdir.

Onerilen yontemin kosulsuz stabil oldugu da gésterilmistir.

Hassanien vd. (2005) dordiincti mertebeden sonlu fark yontemini kullanarak bir
boyutlu Burgers denkleminin ¢dziimiinii vermislerdir. Kullanmis olduklar1 yontem

kosulsuz stabildir.

Giilsu (2006) kisitlayicr (restrictive) Padé yaklasimi ile kapali sonlu fark yontemini
kullanarak bir boyutlu Burgers denkleminin sayisal ¢6ziimlerini vermistir. Yapilan

caligmada kullanilan yontemin stabilitesi ve kesme hatasi tartisilmistir.
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Liao (2009) doérdiincii mertebeden bir kompakt sonlu fark yontemi kullanarak iki
boyutlu Burgers denklem sisteminin ¢dziimiinii vermistir. iki boyutlu Burgers
denklem sistemi iki boyutlu Hopf—Cole dontisiimii ile bir lineer 1s1 denklemine
dontistiiriilmiis; elde edilen lineer 1s1 denklemi kapali (implicit) doérdiincii mertebeden

sonlu fark semasi ile ¢ozlilmiistiir.

Sari ve Girarslan (2009) yapmis olduklar1 calismada bir boyutlu Burgers
denkleminin sayisal ¢oztimlerini, denklemde yer alan uzaysal degiskenleri altinci
mertebeden kompakt sonlu fark yontemini, zamansal degiskeni ise TDA-RK3

yontemini kullanarak vermislerdir.

Konveksiyon etkisi, akiskan hareketinin énemli rol oynadig:1 problemlerde dikkate
alimir. Konveksiyonun oldugu yerde diflizyon olayr gergeklesir. Bu nedenle,
konveksiyon ve diflizyonu beraber ele alan yontemlere ihtiya¢ vardir. Navier-Stokes
denklemleri ile benzer o6zellikler tasiyan konveksiyon-difiizyon denklemi;
hesaplamal1 hidrolik ve akigkanlar dinamiginde kiitle, 1s1, enerji, hiz, vortisiti gibi
niceliklerin konveksiyon ve difiizyonunun modellenmesinde goriiliir. Konveksiyon-
difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimleri, akis problemlerinin simiilasyonunda énemli
bir rol oynamaktadir. Bu nedenle konveksiyon difiizyon denklemine hassas sayisal
¢oziimler bulmak oOnemlidir. Asagida konveksiyon-difiizyon denklemi {iizerinde

yapilan bazi ¢calismalar 6zetlenmistir.

Ismail vd. (2004) kisitli Taylor yaklagimini (Restrictive Taylor’s Approximation)
kullanarak bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ¢oztimlerini
vermislerdir. Kullanilan yontem igin stabilite aralig1 tizerinde durulmustur. Ug test
problemi ele alinarak yontemin konveksiyon—difiizyon denklemine uygulanabilirligi

ortaya konmustur.

Inc vd. (2005) lineer ve lineer olmayan difiizyon ve konveksiyon-difiizyon
denklemlerinin ¢6ziimii i¢in Adomian ayrisim yontemini (Adomian decomposition

method (ADM)) kullanmis olup yaklasik ¢coziimleri seri formunda vermislerdir.

Dag vd. (2006) en kiiciik kareler sonlu eleman yontemini kullanarak adveksiyon-
difiizyon denkleminin ¢6ziimiinii vermislerdir. Lineer ve karesel B-spline sekil

fonksiyonlarini kullanmislardir.

Dehghan ve Mohebbi (2008) bir ve iki boyutlu konveksiyon difiizyon denkleminin

¢coziimiinli vermislerdir. Denklemlerde yer alan uzaysal degiskenlere bagh tiirevleri
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dordiincii mertebeden bir kompakt sonlu fark yaklasimini; olusan zaman degiskenine
bagli adi diferansiyel denklemlerdeki tiirevleri, dordiincii mertebeden hassasiyete

sahip bir sinir deger yontemini kullanarak ayristirmiglardir.

Laplace denklemi, matematiksel olarak Poisson denkleminin bir 6zel halidir. Possion
ve Laplace denklemlerine, genellikle denge ve kararli hal (steady-state)
problemlerinin matematiksel modellenmesinde; yergekimi, elektrostatik, ideal sivi
hareketleri, sivilarda ylizey dalgalari, kararli 1s1 akimi ve burulma problemlerinde

karsilagtlir.

Poisson ve Laplace denklemlerine analitik ¢o6ziim bulmak miumkiindiir. Ancak,
Poisson ve Laplace denklemlerinin ¢oziimlerinde Fourier seri ¢oztimleri ¢ikmaktadir
ve ¢oziimler yine uzun siireli calisma gerektirerek yaklasik olarak hesaplanmaktadir.
Bu gibi uzun siireli islem gerektiren problemler giiniimiizde hizla gelismekte olan
bilgisayar teknolojisi ve hassas sonuglar elde etme imkani sunan sayisal yontemler
sayesinde kisa siire icerisinde gergeklestirebilmek miimkiindiir. Bu nedenle Poisson
ve Laplace denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini bulmak énemlidir. Asagida Poisson

ve Laplace denklemlerini konu alan kimi literatiir ¢alismalarina yer verilmistir.

Wang vd. (2009) yiiksek mertebeden bir kompakt sonlu fark semasini kullanarak
diizgiin olmayan 1zgara noktalar1 ile iki boyutlu Laplace ve Poisson denklemlerinin

¢Oztimlerini vermislerdir.

Laknera ve Plazl (2008) diizgiin olmayan bélgeler tizerinde tanimlanan problemleri,
sonlu fark yontemi ile sembolik ve sayisal bir prosediir kullanarak Laplace ve kararli
olmayan hal i¢in 1s1 iletim denklemini ¢ozmiislerdir. Diizgiin olmayan gercek
bolgedeki sistem spline fonksiyonlar1 kullanilarak dikdortgensel bolgeye doniisiim
yapilmis ve sonlu fark yontemi ile doniistiiriilmiis sistemin ¢6ztimii yapilmistir. Daha

sonra bulunan sayisal sonuglar tekrar diizgiin olmayan bolgeye transforme edilmistir.

Wazwaz (2007) yar1 analitik olan varyasyonel iteratif yontemini kullanarak Dirichlet
ve Neumann sinir kosullu problemler i¢in Laplace denkleminin ¢oziimiinii vermistir.

Verilen ¢oztimler, seri formunda analitik ¢6ziime yakinsayan ¢oztimlerdir.

Eristi ve Yildirirm (2008), yik yogunluguna sahip elektrik alan problemlerini
tanimlayan Poisson denklemini siir elemanlar1 yontemini kullanarak ¢ozmiislerdir.
Problem bolgesinin = sinirlar, lineer simir elemanlariyla  ayristirilmis;  yiik

yogunlugunun uygulandigi problem bolgesi ise iicgen elemanlarla bolmelendirilerek
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¢oziim verilmistir. Bulunan c¢oziimler, ELECTRO ve MATLAB PDE toolbox

sonuglart ile karsilagtirilmistir.

Bu c¢alismada ise kararli Navier-Stokes denklemlerinin burgag-akim
fonksiyonu ile ifadesinin ¢oziimii lizerinde duracagiz. Denklemlerde yer alan
tiirevler, ikinci mertebeden sonlu fark (SF2), dordiincii mertebeden sonlu fark (SF4)
ve altinct mertebeden sonlu fark (SF6) ile ayristirilmis; ardarda asir1 gevseme (AAG)

(Successive Over Relaxation- SOR) yontemi kullanilarak iteratif olarak ¢oziilmiistiir.

Navier-Stokes denklemlerinin 6zel bir durumu olan Burgers denkleminin sayisal
coztimleri, (SF2), (SF4) ve (SF6) yaklasimlar1 kullanilarak uzaysal degiskene bagh
tirevler ayristirilmis; zamansal tiireve bagl tiirevler iic adimli toplam degisim

azaltan Runge-Kutta (TDA-RK3) yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Akigkanlar dinamiginde 6nemli bir yere sahip bir ve iki boyutlu konveksiyon-
difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimleri Burgers denklemine benzer sekilde SF2,
SF4 ve SF6 yaklagimlar1 kullanilarak uzaysal degiskene bagl tiirevler ayristirilmas;
zamansal tiireve bagl tiirevler TDA-RK3 yontemi kullanilarak elde edilmistir. Bir ve

iki boyutlu denklemlerin her biri i¢in birer test problemi alinmistir.

Laplace ve Poisson denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in denklemlerde
ki tiirevler SF2, SF4 ve SF6 yaklagimlar1 kullanilarak ayristirtlmis ve AAG yontemi
kullanilarak iteratif olarak c¢o6ztimler elde edilmistir. Laplace ve Poisson
denklemlerinin ¢oziimleri her bir denklem icin bir problem goéz Oniine alinarak

sunulmustur.

1.1.13 Tez plam

Bolim 1°de bu ¢alismada ele alinan model denklemler ve bu model denklemlerin

icin gerekli temel kavramlar hakkinda bilgi verilmistir.

Bolim 2’de sonlu fark yaklagimlart ve bu yaklasimlarin Taylor serisinden

yararlanarak ¢ikarilislart sunulmustur.

Ele aliman model denklemlerin sonlu fark formiilasyonlarima Bolim 3’te yer

verilmistir.

Sonlu fark yaklagimlarinin model denklemlere uygulamalari ile sonuglarin sunulmasi

ve literatiirde yer alan ¢aligmalar ile karsilastirmalar1 Boliim 4’°te yapilmustir.
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Bu caligma ile ilgili sonuglar ve dneriler Boliim 5’te ortaya konmustur.

Son olarak Ek A.1°de bu calismada kullanilan bir boyutta bes ve yedi nokta

kullanilarak elde edilen sonlu fark formiilasyonlar1 verilmistir.
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2. SONLU FARK YONTEMLERI

Bir fonksiyonun analitik ifadesinin var olmasi durumunda, bu fonksiyonun istenen
noktalardaki degerlerini hesaplamak; fonksiyonun belirli noktalardaki tlirevini
saptamak ya da belirli araliklarda integralini saptamak miimkiindiir. Ancak, bir
fonksiyonun analitik ifadesinin bilinmedigi durumlarda, sadece belli ayrik noktalarda
fonksiyon degerlerinin bilindigi durumlarda bu tiir hesaplamalar1 dogrudan yapmak
mimkiin degildir. Bu amacgla bu tir hesaplamalar1 yapabilmek i¢in sayisal
yaklasimlar gelistirilmistir. Sonlu farklar yontemi, bu amagcla, sayisal tiirev almak

icin gelistirilmis olup giiniimiizde en ¢ok kullanilan yontemlerden biridir.

Sonlu fark uygulamalarinin temeli Daniel ve Jacob Bernoulli, Leonard Euler, Jacobo
Stirling gibi tinli bilim adamlar ile iki yiiz yildan daha gerilere gider. Tirev ve
integral alma, i¢ ve dis deger bulma, sayisal veriye polinom uydurma gibi uygulama
alanlarinda sik¢a karsilasilan problemler sonlu farklar yaklasimi ile ¢oziilebilirler

(Canitez, 1997).

Sonlu fark metotlar1 hassasiyetlerine gore iki gruba ayrilirlar. Bunlar birinci ve ikinci
mertebeden ile yiiksek mertebeden (ii¢ ve daha fazla mertebeden) sonlu farklardir.
Geleneksel olarak, birinci ve ikinci merteben (iki nokta yaklasimi) sonlu farklar basit
olmalar1 nedeniyle pratik uygulamalarda daha ¢ok tercih edilirler. Karmagik ve zor
(daha ¢ok hassasiyet gerektiren) problemler i¢in yiiksek mertebeden sonlu fark
yaklagimlar1 kullanilir. Son yillardaki teknolojik gelismeler yiiksek mertebeden sonlu

fark formiilasyonlarinin kullanilmasina olanak tanimaistir.

Sonlu fark yontemleri, cesitli diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimleri elde

edilemediginde, kullanilan sayisal ve yaklasik yontemlerdendir (Berktay, 1992).

[a,b] araliginda tanimlanan f(x) fonksiyonun bir x noktasindaki tiirevi

() i L () =/ (%)
f(x)—hm P

h—0

2.1)
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ile tanimlanir. f(x) fonksiyonunun analitik ifadesi biliniyorsa, (2.1) tiirev degerini

hesaplamak miimkiindiir. Ancak bazi durumlarda (2.1) tiirev degerini, verilen

f(x) analitik ifadesinden hesaplamak karmagik bir durum olabilir ya da f(x)

fonksiyonunun analitik ifadesi mevcut olmayabilir. Bu durumlarda fonksiyonun
ayrik noktalardaki degerlerinden yararlanilarak sayisal tiirev ile fonksiyonun tiirevi
yaklasik olarak hesaplanir. Bunun i¢in ¢esitli sayisal yontemler gelistirilmis olup

sonlu fark yaklagimlar1 bu metotlar i¢erisinde en yaygin olanlarindandir.

Sonlu fark metotlart; ileri farklar yaklasimi, geri farklar yaklagimi ve merkezi farklar

yaklagimi olarak {i¢ farkli sekilde uygulanmaktadir. G6z oniine alinan y = f(x)

fonksiyonun bir x; noktasindaki tiirevi; x,,,x gibi noktalardaki fonksiyon

i+12Vi420 0

degerleri yardimiyla ifade edilen ileri farklar yaklagimiyla, x, ,,x, ,,.. gibi
noktalardaki fonksiyon degerleri yardimiyla ifade edilen geri farklar yaklagimiyla,
X

X ., X

i+1° z+2 >

AT .. gibi noktalardaki fonksiyon degerleri yardimiyla ifade edilen

merkezi farklar yaklasimiyla hesaplanir. Simdi bu yaklasimlarn Taylor seri

acilimindan faydalanarak ortaya koyalim.

2.1 Birinci Mertebeden Tiirevler icin Sonlu Fark Yaklasimlar:

Sonlu fark yontemlerinde, ileri, geri ve merkezi fark yaklasimlarinda sayisal tiirevi
hesaplamak i¢in kullanilan nokta sayisinin arttirilmasi, daha hassas neticelerin elde
edilmesini saglar. Bu ¢alismada g6z 6niine alinan model problemleri ¢6zmek i¢in iki,
bes ve yedi nokta kullanilarak elde edilen yaklagimlar kullanilmistir. Asagida, birinci
ve ikinci mertebeden tiirev degerlerinin hesaplanmasinda kullanilan bazi sonlu fark

yaklasimlarin ¢ikarilislart ortaya konulmustur

2.1.1 ileri fark yaklasim

Analitik bir f(x) fonksiyonu verilmis olsun. f'(x + /) ’in x etrafindaki Taylor seri agilim

a’f hzdf h3a’3f+
dx 20 dx* 3! ax’
Wd'y
n! dx”

fx+h)= f(x)+h=L
2.2)

=Jf(x )+Z

seklindedir. 9f /Ox igin (2.2) denklemi ¢oziiliirse,
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i:f(x+h)—f(x)_h{l &Ef hdf | } 23)
dx h 21 3' dx’

ifadesi bulunur. Sag tarafta birinci terimden sonraki terimler kesilerek,

ﬂzf(X+h)—f(X)+0(h) (2.4)
dx h

seklinde ileri fark yaklasimi elde edilir. (2.4) formiiliinde O(4) kesme hatasi olup (2.3)

denkleminin sag tarafindaki kesilen terimler / ile orantili olarak degismesi nedeniyle 4

mertebesindedir.

2.1.2 Geri fark yaklasim

Geri fark yaklagimu, ileri fark yaklasimina benzer sekilde elde edilir. f(x—#4)’in x

etrafindaki Taylor seri agilimz;

g KL Kdf

h h—+————
Joe=m)=709= dx 2' dx* 3! dx3
& (2.5)
= + 1

=f(x) Z[( ) } o
seklindedir. df /dx igin (2.5) denklemi ¢ziiliirse,

_ _ 3
G @S VS RS 06
dx h 20 dx® 31 dx
olur. Yine, sag taraftaki birinci terimden sonraki terimler kesilirse,
G _JZTEZD o 2.7)
dx h

seklinde geri fark yaklagimi bulunur. Kesilen terimler /4 ile orantili olarak
degismesinden kesme hatast # mertebesindedir.
2.1.3 Merkezi fark yaklasimi

(2.2) ifadesindeki Taylor agilimindan (2.5) ifadesindeki Taylor agilimini ¢ikarirsak

@ LAMdS . (2.8)

SO+ )= f (=)= 20+ 2

esitligi bulunur. (2.8) esitligini 24 ile boler f'(x) icin diizenlersek,
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') =

f(x+h)—f(x—h)_h2 lf_f+ (2.9)
2h 6 di° '

olur. (2.9) esitliginden birinci mertebeden tiirev icin merkezi fark yaklasimi A’

mertebesi bir hatayla,

f(x+h)_f(x_h)+0(h2) (2.10)

f')= 7

seklinde elde edilir.

Merkezi fark yaklasiminda # adim uzunlugu kiigiildiikge hata, adim uzunlugunun

karesiyle (/°) orantili oldugu icin daha hizli bir sekilde kiigiilecektir. Bu nedenle
merkezi fark, ileri fark ve geri fark yaklasimlarina goére cok daha tutarli neticeler

verecektir.

Birinci mertebeden tiirevlerin sayisal hesabinda ikiden fazla noktanin kullanilmasi
durumunda hata miktar1 azalir. Bu nedenle daha iyi neticeler veren sonlu fark

yaklasimlari elde edilir.

2.1.4 Birinci mertebeden tiirevler icin bes nokta sonlu fark formiilleri

Sayisal tlirevlerin hesabinda ikiden fazla nokta kullanilmasi durumunda hata miktar1
azalir. BOylece daha hassas neticeler bulunmasina imkan saglayan sonlu fark
formiilleri elde edilir. Elde edilen bu yaklagimlardan hata mertebesi ikiden fazla olan
yaklasimlar yiliksek mertebeden sonlu farklar olarak nitelendirilir. Bes noktanin
kullanilmasiyla ortaya ¢ikan ve ii¢ nokta kullanilarak elde edilen sonlu fark
formiilasyonlarina goére daha hassas sonuglar veren dordiincii mertebeden sonlu fark
formiilasyonunu ortaya koyalim. Bunun i¢in yukarida ii¢ nokta kullanilarak elde

edilen formiilasyonlarda oldugu gibi Taylor seri agilimlarindan yararlanacagiz.

Simdi birinci mertebeden tiirevler icin bes noktanin kullanilmasiyla doérdiinci
mertebeden ileri fark formiilasyonunu bulalim. Bunun i¢in,

2 72 3 713 4 43 5 g5
A KA KA LS K S

SOA ) = O e a2 e 120 d

2.11)

2 2 3 3 4 4 5 5
Fsaiy= foye o AL LS A6H d' 2 A

2.12
dx 2 dx? 6 dx’ 24 dx* 120 o° ( )
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df oW d'f 27h3df+81h4df 243K d°f

+3h +3h= . (2.13
S = 03 T T s e o a0 a1
df 16K &S 6AK d'f
+4h +4h—
/(x )=f)+ x 2 dx? 6 dx’
4 4 5 5
(256K d'f 104K d°F 014

24 dxt 120 dx’

Taylor seri ag¢ilimlarint g6z ontine alalim. Yukaridaki esitliklerden birincisi 48 ile

ikincisi -36 ile ti¢linciisii 16 ile ve sonuncusu -3 ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa,

A8 F(x+h)—36 £ (x+2h) +16 f (x +3h) —3 f (x + 4h) =

5 (2.15)
25 F(x) +12hf '(x) + O(h°)

elde edilir. (2.15) esitliginden birinci mertebeden tiirev i¢in dordiincii mertebeden

ileri sonlu fark formiilasyonu,

25 £(x)+48 £ (x+h) =36 f(x+2h) +16 f (x+3h) =3 £ (x + 4h)
124 (2.16)

J'(x)=
+O(h*)
seklinde bulunur.

Birinci mertebeden tiirevler i¢in bes noktali dordiincti mertebeden geri fark

formiilasyonunu bulmak icin asagidaki denklemleri géz 6niine alalim:

d Wdf Bdf hdf BdS

h W=l . 2.17
J(x=h)=f(x)= dx 2' dx* 3! dx’ 4' dxt 5! dx’ ( )
Fe—2h) = f(x) 2hdf an* d*f 8h3d3f+16h4d4f_32h5 &If 2.18)

dc 2! dd® 30 4 ot 5 '
2 3 4 74 5
P = 1) 3hdf On’ d’f 27h df+81h d'f 243h d{ @19
dx 2! dx* 6 dx’ 24 dx* 120 dx
2 2 3 3
fla—4h) = f-an L O EL B LT
x * x (2.20)

Jr256h4 d4f_1024h5 dsf
24 dx? 120 dx’

(2.17) denklemini -48, (2.18) denklemini 36, (2.19) denklemini -16 ve (2.20)

denklemini 3 ile ¢arptiktan sonra taraf tarafa toplarsak
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48 f(x—h)+36 f(x—2h)—16 f (x=3h) + 3 f(x — 4h) =

. 2.21)
25 £(x)+12hf '(x) + O(K°)

ifadesi bulunur. Bu esitlik birinci mertebeden tiirev terimi igin ¢6ziiliirse dordiincii

mertebeden geri fark formiilasyonu,

257 (x) =48 £ (x—h) +36 £ (x —2h) 16 f (x = 3h) + 3 f (x — 4h)
124 (2.22)

S'(x)=
+O(h*)
seklinde bulunur.

Birinci mertebeden tiirevler i¢in, bir boyutta, bes noktanin kullanilmasiyla elde

edilen dordiincli mertebeden merkezi fark formiilasyonunu bulmak i¢in

df Kdf Bdf HdS B

+h +h—= 2.23
SxHh) = f(x) dx 2' i’ 3' dx’ 4' dx* 5' dx’ ( )
df hzdzf h3df h4df hSa’f
h h— +— 2.24
S(x=h)= 1 (x)= dx 2' dx* 3l dd 4 a5 ( )
Fx—2h) = f(x)— Zhdf 4h2df ’h d3f+16h4 a"‘f_32h5 dsfm (2.25)
de 20 31 dd 4 ot s A '
2 2 3 3 4 4 5 5
Fx+2h) = f(x)+2hdf 4h df 8h df+16h df+32h af (2.26)

dc 2 dx’ 6 dx’ 24 dx* 120 dx’

denklemlerini goz oniine alalim. (2.23) denkleminin 8, (2.24) denkleminin -8, (2.26)
denkleminin -1 ile ¢arpilip (2.25) denklemi ile taraf tarafa toplanmasiyla

F(x=2h)=8f(x—h)+8f(x+h) — f(x+2h) =12hf '(x) - ShSZ{ (2.27)

denklemi bulunur. (2.27) denklemi birinci mertebeden tlirev terimi i¢in ¢oziiliirse

f(x=2h)=8f(x=h)+8f(x+h)— f(x+2h)

+0(h*
124 ()

S =

seklinde birinci mertebeden tiirev icin bes noktalt merkezi fark formiilasyonu

bulunur.
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2.2 ikinci Mertebeden Tiirevler icin Sonlu Fark Yaklasimlari

Verilen bir f(x) fonksiyonunun 7. mertebeden tiirevi i¢in en az n+l1

noktanin verilmesi gerekir. Bu nedenle ikinci mertebeden tiirevin sonlu fark
formiilleri i¢in en az ii¢ noktaya ihtiya¢ vardir. Fazla sayida noktanin kullanilmasi

hatanin mertebesini disiirecektir.

2.2.1 lleri fark yaklasinm

Ikinci mertebeden tiirevler icin ileri fark yaklasimini elde etmek igin;

2 3
df hdf+hdf+

f(x+h)=f(x )+h PR TRr R TR (2.28)

df Qhy d*f @Qh} d'f
fr2h) = () + 20—t D S (2.29)

Taylor agilimlar kullanilir. (2.28) esitligini 2 ile ¢arpar (2.29) esitliginden ¢ikarirsak,

Fe420) =21 (x+h)=—f(x)+ K i;{ + i ‘;xf . (2.30)

elde edilir. (2.30) esitliginden,

f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)+O(h)

£ = e

seklinde /# mertebesinde bir hatayla ikinci mertebeden tiirev i¢in ileri fark yaklagimi

bulunur.

2.2.2 Geri fark yaklasimi

Geri fark yaklagimi i¢in

ﬂxh)f()h” fﬁl—@d{ 231)
x !

df QhPdf @Cwdf
f(x=2h)= f(x)—2h——- St ot (2.32)

Taylor agilimlar1 goz oniline alimirsa (2.31) esitliginin 2 katini (2.32) esitliginden

cikarilmasiyla

F(x=2h)=2f(x—h)= f(x)+h2d2f pdL Ay (2.33)
)C

12 dx*

39



bulunur. (2.33) esitliginden,

S22/ =D+ 1) | o 234)

S = 7

seklinde /# mertebesinde bir hatayla ikinci mertebeden tiirev i¢in geri fark yaklasimi

bulunur.

2.2.3 Merkezi fark yaklagimi

Yukaridaki yaklasimlara benzer sekilde merkezi fark yaklasimini elde etmek icin

asagidaki Taylor agilimlar1 g6z 6niine alinir:

g Wdf de+

h h— ° 2.35

Jle=h)=10)= Ox 2! > 3! dy’ (2.33)
df h2 d’ af W d3f

+h +h— — =+ 2.36

L T T (2:30)

Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa,

4

f(x+h)+ f(x+h)=2f(x )+h2df I df (2.37)

o 12 d4

olur. (2.37) esitliginden ikinci mertebeden tiirev igin merkezi fark yaklasimi A’

mertebesiyle,

SO =21+ fh) | o0 (2.38)

£ = 7

seklinde bulunur.
2.2.4 ikinci mertebeden tiirevler icin bes nokta sonlu fark formiilleri

2.2.4.1 ileri fark yaklagimm

2 2 3 3 4 3 5 5
f(x+h)= f(x)+hdf h df+h df+h df+ hdy
dc 2 dx* 6 dd® 24 dd® 120 dx

T (2.28)

W‘4#d7+wfdf+mﬁdv+nﬁd7

+2h +2h
Sf(x+2h)= f(x) de 2 dd 6 d 24 dx* 120 dx’

+eee, (2.29)

40



df 9n* d f+27h3 df
dx 21 dx? 6 dx’

f(x+3h)=f(x)+3h—

(2.41)
81h* d4f 243K dsf
+ + ey
24 dx* 120 dx’
2 3
F(x+4h)y = f(x)+ 4hdf 16A df 64h df
dx 2 dx? 6 dx’ (2.42)

256h4 d* f 10244° df
24 dx* 120 o’

Taylor seri agilimlarindan birincisi -104, ikincisi 114, tiglinctisti -56 ve dordiinciisii

de 11 ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

—104 £ (x+h)+114 f(x+2h) =56 f(x+3h) + 11 f(x + 4h) =

5 5 (2.43)
=35 (x)+12h° f"(x)+ O(h)
denklemi bulunur. (2.43) denkleminde f "(x) ¢ekilirse
£ = 35/(x)-104f(x+h)+114 f(x+2h) =56 f (x+3h)+11 f(x+4h)
- 12/ (2.44)

+O(K)

seklinde ikinci mertebeden tiirevler i¢in {iglincii mertebeden bes noktali ileri fark

formiilii bulunur.

2.2.4.2 Geri fark yaklasim

dr 16K d*f 64K df | 256k d'f
4h an
T o I L VI

1o S -
120 d®
2 3 4
3 )~ 3hdf on’ d’f 27h a’f+81h d*f
dx 20 o’ 6 d 24 o' 246
s dy, o
120 d® 7
df 4 d) 8w d') 16h'd'f 32K d'f
) 54 _ (247
f(x=2h)= f(x)- x M dt 3 dy’ 4! dx* 51 dx’ ( )
f(x=h)=f(x)- hdf Ky h3df+h4df LA (2.48)
dc 21 dd 3l dd 4l de' 5! dy '
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acilimlarindan birincisini 11, ikincisini -56, tigtinciisiinii 114 ve dordiinciisiinti de 104

ile ¢arpip taraf tarafa toplarsak

11f(x—4h) =56 f (x —3h) +114 f(x —2h) 104 f (x — ) =

5 S (2.49)
=35 (x)+12h" f"(x)+ O(h”)
denklemi bulunur. (2.49) denkleminde f"(x) gekilirse
() = 35F(x)+11f(x—4h)—-56f(x—3h)+114 f(x—2h)—104 f(x—h)
- 12/ (2.50)
+O(h)

bulunur. (2.50) denklemi ikinci mertebeden tiirevler igin tgiincii mertebeden bes

noktal1 geri fark yaklasimini ifade eder.

2.2.4.3 Merkezi fark yaklasim

df 4 df 8h3d3f+16h4d4f_32h5d5fm

S = ) e T e T 4 a5 @31)
oot L B AL o
oo s EELELL LS
ot o LB L

acilimlarindan ikincinin 16 kati ile tgilinciiniin 16 katin1 toplayip, birinci ve

dordiinciiyii bu toplamdan ¢ikartirsak
—f(x—2h)+16f(x—h)+16f(x+h)—f(x+2h) =

(2.30)
30 £ (x)+ 12k F "(x) — h S FO(x) 4

elde edilir. Buradan

— F(x=2h)+16 f(x—h) =30 f(x)+16 f(x+ ) — f(x+2h)

£ = o

+O(h")  (2.56)

seklinde ikinci mertebeden tiirev i¢in bes noktali merkezi fark yaklagimi bulunur.
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2.3 Sonug¢

Bu boliimde, model denklemlerin sayisal ¢éztimlerinin elde edilmesinde kullanilacak
olan bir boyutta ti¢ ve bes noktanin kullanilmasiyla elde edilen sonlu fark
yaklagimlar ¢ikarilmistir. Bu ¢alismada, yukarida, ¢ikariliglar ortaya konulan sonlu
fark yaklasimlar1 disinda; model denklemlerin ¢oziimleri, yedi nokta kullanilarak
elde edilen sonlu fark yaklasimlari ile de elde edilmistir. Yedi nokta kullanilarak elde
edilen (altinci mertebeden sonlu farklar) yaklasimlarinin ¢ikarilislart da yukaridaki
cikariliglar ile benzer oldugu i¢in burada verilmemistir. Bunun yerine, model
denklemlerin sayisal ¢oziimleri elde edilirken i¢ ve siir noktalarinda kullanilan yedi
noktanin kullanilmasiyla elde edilen sonlu fark yaklasimlar1t EK A.1 da verilmistir.
Ayrica, EK A.1’de bes noktanin kullanilmasiyla elde edilen i¢ ve sinir noktalarinda

kullandigimiz sonlu fark yaklagimlar1 da verilmistir.
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3. MODEL DENKLEMLERIN SONLU FARK FORMULASYONLARI

3.1 Laplace ve Poisson Denklemlerinin Sonlu Fark Formiilasyonlari

u(x,y) fonksiyonunun Laplace operatorii

Viu= ilzl + iz; (3.1)
ox~ Oy

olmak iizere sirasiyla Poisson ve Laplace denklemleri asagidaki sekildedirler:

Vau = g(x,y), (3.2)

Vu=0. (3.3)

Laplace denklemi, Poisson denkleminin bir 6zel hali olarak g6z Oniine alinabilir.
Poisson ve Laplace denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek igin bu
denklemlerde yer alan ikinci mertebeden tiirev terimlerini ayrik formda ifade etmek

gerekir. Laplace ve Poisson denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin
R={(x,y):a<x<b,c<y<d} seklinde dikdortgensel bolgeyi gbz niine alalim.
Sayisal hesaplamalar1 yapmak i¢in [a,b] araligi Ax uzunluklarla ¥ -1; [c,d] aralig1

Ay uzunluklarla M -1 parg¢aya bolinmiis olsun. Bu durumda Laplace operatoriinde

yer alan ikinci mertebeden tiirevlerin merkezi sonlu fark formiilleri asagidaki gibi

olur:

o’u _u(x+Ax, y) = 2u(x, y) +u(x—Ax, y)
ox’ (Ax)2

2

O'u _u(x,y+Ay)—2u(x,y)+u(x,y—Ay)
ayZ (Ay)2

Bu yaklasimlarin (3.2) ve (3.3) denklemlerinde yazilmasiyla
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u(x+Ax,y)—2u(x,y)+u(x—Ax, y) N u(x,y+Ay)—2u(x,y)+u(x,y—Ay)

(a) (&) me O

u(x+Ax,y)—2u(x,y)+u(x—Ax,y) N u(x,y+Ay)—2u(x,y)+u(x,y—Ay)
(Ax) (Ar)’

=0 (3.5

elde edilir. x ve y yoniindeki adim uzunluklarinin Ax=Ay =4 seklinde esit

alinmasiyla (3.4) ve (3.5) denklemleri

2 2 _
Vu= Uy Fu U+, —4u,.’j -h g = 0 (3.6)

2
Viurmu,  +u,+u, .t _4”1-,/ =0 (3.7)

i+l,j i,j+1

seklinde sirasiyla Poisson ve Laplace denklemleri i¢in sonlu fark formiilleri elde

edilir.
Burada u,; yaklagimi u(xi, yj) icin kullanilmis olup dikdortgensel bolge

X=X +hy, =y, +h(i=2,.,N-1, j=2,.,M-1) seklinde esit araliklara

Jj+l
bolinerek 1zgara noktalart Sekil 3.1°deki gibi olusturulmustur. (3.6) ve (3.7)
yaklasimlar1 sirasiyla Poisson ve Laplace denklemleri i¢in bes nokta formiilleri

olarak ifade edilir.

Yu

Yin i+l

i1, i, i+l
Y S

Vs

> x
xN

X

n-1

Y X X, oo Xig X; Xii

Sekil 3.1: Poisson ve Laplace denkleminin ¢6ziimiinde kullanilan SF2 gsemast

(3.6) ve (3.7) denklemleri, sirastyla Poisson ve Laplace denklemlerine, ikinci

mertebeden merkezi fark yaklagiminin uygulanmasiyla elde edilmislerdir ve Poisson
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ile Laplace denklemlerinin ikinci mertebeden sonlu fark ¢oziimleri bu denklemlerden

bulunur.

Bes nokta kullanilarak elde edilen dordiincii mertebeden merkezi sonlu fark
yaklasimlart kullanilarak Laplace denkleminde yer alan kismi tiirevlerin

ayristirilmasi

o’u _—u(x—2Ax, y) +16u(x—Ax, y) =30u(x, y) +16u(x + Ax, y) —u(x + 2Ax, y)
ox’ 12(Ax)’

o’u _—u(x,y—=2Ay) +16u(x, y — Ay) —30u(x, y) + 16u(x, y + Ay) —u(x, y + 2Ay)
oy’ 12(Ay)

seklindedir. Bu degerler (3.2) ve (3.3) denklemlerinde yerine yazilirsa

—U,_,;+ 16ui_1,j —=30u, , +1 6u., .—u

Vzui’j N : i+l,j i+2,j
12(Ax)
_ul ,Jj=2 + 16ui:./ —301/1 + 16“, o l [ = gh_ia (38)
12(Ay)
Vzui,j ~ 2J EREEY,
12(Ax)
u 2+16u —301/1 +16u1/+1 Uija -0 (3.9)

12(Ay)

seklinde olur. x ve y yoniindeki adim uzunluklari Ax = Ay =/ seklinde esit alinirsa

(3.8) ve (3.9) denklemleri

Uy, +16u,,  +16u,,  —u, , —u, ,+16u, . +16u,  —
—60u, —12h2gi,j =0, (3.10)
—U,, 16w, 16w, —u,,  —u; o+ 160, + 160~y —60u,, =0  (3.11)

halini alir. (3.10) ve (3.11) denklemleri sirasiyla Poisson ve Laplace denklemlerinin
dordiincti mertebeden sonlu fark ¢oztimleridir. Bu denklemler sirastyla Poisson ve

Laplace denklemleri i¢in dokuz nokta formiilleri olarak tanimlanir.
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A
Yo
i,j+2
yj+2
‘ui,j+1
Yiu
‘172 i ® i-1,j 'ui,j ® i+l,j ‘i+2,j
Vi
Ui
Lyl
Yia L 4
i,j=2
Vi ¢
Vs
>
i X
'xl x2 xi -2 'xi -1 xl 'xi +1 xnfl 'xn

Sekil 3.2: Poisson ve Laplace denkleminin ¢6ziimiinde kullanilan SF4 semast

Bir boyutta yedi noktanin kullanilmasiyla elde edilen merkezi sonlu fark yaklagimlar

kullanilarak Laplace denkleminde yer alan kismi tiirevlerin ayristirilmasi asagidaki

sekildedir:

2
% ~ [2u(x = 3Ax, ) 27u(x — 2Ax, y) + 270u(x — Ax, ) — 490u(x, )

1270u(x + Ax, y) — 27u(x + 2Ax, y) + 2u(x + 3Ax, y)]/ (180(Ax)2)

o’u
> ~[2u(x,y —3Ay) = 27u(x, y = 2Ay) + 270u(x, y — Ay) —490u(x, y)

+270u(x, y + Ay) —27u(x, y+2Ay) + 2u(x, y + 3Ay)]/(180(Ay)2 )

Bu yaklagimlarin (3.2) ve (3.3) denklemlerinde yazilmasiyla

Viu = [2u(x —3Ax,y)—27u(x—2Ax, )+ 270u(x — Ax, y) —490u(x, y)
£270u(x + Ax, y) — 27u(x + 2Ax, ) + 2u(x + 3Ax, )] / (180(&)2)

(3.12)
+ [Zu(x, v=3Ay)—27u(x,y—2Ay)+270u(x, y — Ay) —490u(x, y)

1270u(x, y+ Ay) - 27u(x, y +28y) + 2u(x, y + 34p)] / (180(Ay)2) —g, .,
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Viu = [Zu(x —3Ax,y)—27u(x—2Ax, )+ 270u(x — Ax, y) —490u(x, y)
£270u(x + Ax, ) — 27u(x + 2Ax, y) + 2u(x + 3Ax, )] / (180(&)2)
(3.13
+ [2u(x, v—=3Ay)—27u(x,y—2Ay)+270u(x, y —Ay) —490u(x, y) )

+270u(x,y+ Ay) = 2Tu(x,y + 24) + 2u(x, y + 349)] (180(ay)) =0

sonu¢larint verir. x ve y yoniindeki adim uzunluklarinin Ax = Ay =h seklinde esit

alinmasiyla
2u,,, i~ 27u,,, it 270u,,, + 270u, i~ 27%_2,- +2u, , it 2u, s 27u, 42

’ ’ ) ’ ’ ’ ’ ’ (3.14)
+270u, ;,, +270u, ,  —27u, ; ,+2u, , ;—980u, ,—180h’g, =0
2u 5 = 2Tu,,  + 2700, +270u,,  —2Tu, ,  +2u, 5 +2u, ,,,—2Tu, ., -
+270u; ,, +270u, ; \ =27u, , , +2u,; ;—980u, ;=0 (3.15)

seklinde sirasiyla Poisson ve Laplace denklemleri i¢in altinci mertebeden sonlu fark

yaklasimlar1 bulunur.

Poisson ve Laplace denklemleri eliptik denklemlerdir. Eliptik denklemlere sonlu fark
yontemlerinin uygulanmasiyla fazla sayida sifir katsayili ¢oziilmesi gereken ¢ok
fazla sayida cebirsel denklem sistemi olusur. Bu tip denklem igeren sistemlerin
¢Oztimiinde, iteratif yontemlerin dogrudan (direct) yontemlere gore daha ¢ok etkili
olmasi nedeniyle tercih edilirler. Bu nedenle bu ¢alismada sonlu fark yontemlerinin
uygulanmasiyla elde edilen yukaridaki denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in ardarda
asir1 gevseme (AAG) yontemi kullanilmistir. AAG yonteminin Laplace denklemine

uygulanmasi ikinci mertebeden sonlu farklar i¢in

Kal = (u

i+l,j

P~ 4, )[4 (3.16)
kalan1 (residual) belirtmek tizere,

ut =ul', +aKal,n=1,2,... (.17)

1,] =

ile ardisik olarak hesaplanir. Burada « , AAG yonteminde kullanilan gevseme
katsayisin1  belirtmektedir. Dordiinci ve altinct mertebeden sonlu farklar igin

uygulamasi benzer sekildedir.
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3.2 Bir Boyutlu Lineer Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin Sonlu Fark

Formiilasyonlari

V., x yoniindeki sabit hiz bileseni ve D, difiizyon sabiti olmak lizere, bir boyutlu

lineer konveksiyon-difiizyon denklemi

u+Vu =Du_,a<x<b, t=0 (3.18)

x7xx?

seklinde ifade edilir. Burada ¢ zaman, x uzaysal degiskeni ve [a,b] , X uzaysal

degiskeninin tanim araligini ifade etmektedir.

x uzaysal degiskeninin tanim aralii, Ax araliklarla N —1 tane parcaya boliinmiis
olsun. Boylece sayisal hesaplamalarin yapilacagi N tane uzaysal diigiim (mesh)
noktasi elde edilir. Bu noktalarda (3.18) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin
birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevlerin yerine,

ou u(x+Ax,1)—u(x—Ax,1)
ox 2Ax

0’u _u(x+Ax,0) = 2u(x, 1) + u(x — Ax,1)
ox’ (Ax)2

ikinci mertebeden sonlu fark yaklasimlarinin yazilmasiyla uzaysal tlirevler

ayristirilarak bir boyutlu (3.18) konveksiyon-difiizyon denklemi

% — _Vx Uiy — Uiy X Uiy — 2ui 2+ Uiy (3 19)
ot 2Ax ( Ax)
adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin

birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri yerine sirasiyla,

ou u(x—2Ax,1) = 8u(x—Ax,7) + 8u(x + Ax, 1) —u(x + 2Ax,1)
ox 12Ax ’

o0%u _—u(x—2Ax,1) +16u(x — Ax,1) = 30u(x,2) + 16u(x + Ax, 1) —u(x + 2Ax, 1)
ox’ 12(Ax)’

dordiincti mertebeden sonlu fark yaklagimlarinin yazilmasiyla (3.18) denklemi
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aui N Ui, — 87/’1'-1 +8ui+1 Ui +D —Ui, +16ui—l _30ui + 16ui+1 Ui,

o7 12Ax . 12(Ax)’

(3.20)

adi diferansiyel denklemine doniisiir.

(3.18) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin tiirevleri asagidaki altinci

mertebeden sonlu fark formiilasyonlarinin

Z—u ~ [—u(x —3Ax, 1) +9u(x —2Ax,t) —45u(x — Ax,t) +45u(x + Ax, 1)
X

—9u(x + 2Ax, 1) + u(x +3Ax,1)] /(60Ax)

2
‘27’;’ ~ [2u(x = 3Ax, 1) = 27u(x — 2A%, 1) + 270u(x — Ax, £) — 490u(x, 1)

F270u(x + Ax, 1) — 2Tu(x + 2Ax, 1) + 2u(x + 3Ax, )] / (180(Ax)2)

kullanilmastyla

Ou; _ V[ (=tty +9u,_, —45u,_, +45u,, ~u,,, +u,,)/(60Ax) ]

ot (3.21)
+D. [(2%73 —27u, , +270u, , —490u, +270u,,, —27u,,, + 2u, . ) / (1 80(Ax)’ )}

1

bulunur.

Burada u, yaklaslmlu(xl.,t) ’1 sembolize etmek icin kullanilmis olup tanim aralig

X, =x,+Ax (i=1,2,..,N-1) seklinde esit araliklara boliinerek diigiim noktalar

olusturulmustur. (3.19) denklemi, (3.18) bir boyutlu konveksiyon-difiizyon
denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin tiirevleri ikinci mertebeden sonlu fark;
(3.20) denklemi, (3.18) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin tiirevleri
dordiinci mertebeden sonlu fark ve (3.21) denklemi altinct mertebeden sonlu fark
formiillerinin uygulanmasiyla elde edilmis zamana bagh adi tiirevli denklemlerdir.
Elde edilen bu adi diferansiyel denklemlere agik (explicit) veya kapali (implicit) bir
yaklagimin uygulanmasiyla bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal
¢Oziimi bulunur. Bu ¢alismada {igiincii mertebeden toplam degisim azaltan Runge-
Kutta (TDA-RK3) acik (explicit) yontemini uygulayarak bir boyutlu konveksiyon-

difiizyon denkleminin sayisal ¢6ztimii elde edilecektir.

TDA-RK3 yontemi

u, =L (u) (3.22)
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seklinde verilmis uygun baslangi¢c kosullarina sahip adi diferansiyel denklemlerden

olusan bir sisteminin ¢6ztimiinde kullanilir. (3.22) sistemi,
u, = —f(u)x (3.23)

seklinde verilmis bir denklemin sag tarafinda yer alan —f (u)x teriminin, sonlu fark
yaklagimi kullanilarak ayristirllmasiyla elde edilir (Gottlieb ve Shu, 1998). TDA-
RK3 yontemi asagidaki islemlerle #, (k. adim)’dan ¢, + A¢ ((k+1). adim)‘ye (3.22)
denklemini integre eder:

u® =u* + AtL(u),

u?® = éuk +lu“) +1A1L(u(l)),
40 74" T,

u*! :luk +%u(2) +2AtL(u(2)).
3 3 3

3.3 iki Boyutlu Lineer Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin Sonlu Fark

Formiilasyonlar:

V. ve V,, sirasiyla x ve y yoniindeki sabit iz bilesenleri; D _,D, sirasiyla x ve

vy yonlerindeki difiizyon sabitleri olmak tizere, iki boyutlu lineer konveksiyon-

difiizyon denklemi

u +Vu + Vyuy =Du_+ Dyuyy,

a<x<bh, c<y<d,t>0, (3.24)

seklinde tanimlanir. Burada ¢ zaman x ve y uzaysal degiskenleri; [a,b] ve [c,d]

sirastyla x ve y uzaysal degiskenlerinin tanim araliklarini ifade etmektedir.

Kabul edelim ki x uzaysal degiskeninin tanim araligi, Ax uzunluklarla N -1 tane
parcaya; y uzaysal degiskeninin tanim araligi, Ay uzunluklarla M —1tane parcaya
boliinmiis olsun. Boylece sayisal hesaplamalarin yapilacagi Nx M tane 1zgara
noktasi elde edilmis olur. (3.24) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin birinci
ve ikinci mertebeden kismi tlirevleri yerine,

a_u~ u(x+Ax=y=t)_u(x_Axayat)
ox 2Ax ’

6_u~ u(x>y+Ay>t)_u(xay_Ay’t)
oy 2Ay ’
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u u(x+Ax:y:t)_2u(x7y9t)+u(x_Axvyat)

o’ (Ax) |
azu ~ ”(an""Ayat)_2”(x>yat)+“(xay_Ayat)
ay2 (Ay)2

sonlu fark yaklagimlarint yazarak wuzaysal tiirevler aynstirilip iki boyutlu

konveksiyon-difiizyon denklemi

ou, _ gy iy T Uiy U Ui jon —U; j D Uy =20+
ot T 2Ax Y 2Ay . (Ax)’
u 2u. . +u (3:25)
i,j+1 i,j i,j—1
+D, AR,
(A7)

seklinde zamana bagli bir adi diferansiyel denkleme indirgenir.

(3.24) iki boyutlu lineer konveksiyon-difiizyon denkleminde yer alan uzaysal
degiskenlerin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevlerinin  yerine

ou u(x 2Ax, y,t)—8u(x—Ax, y,t)+8u(x+ Ax, y,t) —u(x + 2Ax, y,t)
ax 12Ax

ou u(xy 2Ap,1) —8u(x,y — Ay, t) +8u(x, y + Ay, t) —u(x, y+2Ay,t)
8y 12Ay

o0’u —u(x 2Ax, y,t)+16u(x —Ax, y,t) =30u(x, y,t) +16u(x + Ax, y,t) —u(x + 2Ax, y,t)

o 12(Ax)’
o’u _—u(x,y=2Ay,0)+16u(x,y — Ay, 1) = 30u(x, y,1) + 16u(x, y + Ay, 1) —u(x, y + 2Ap, 1)
o’ 12(Ap)’
seklindeki dordiincii mertebeden sonlu fark yaklasimlarinin yazilmasiyla (3.24)
denklemi
% __ —8u,_ L) +8u,,, g Ui v U i o _8ui,j |+ 8y, Ll T U o
ot ) 12Ax g 12Ay
s+lou,  =30u,  +16u,,  —u,,
+Dx ] = (3.26)
12 (Ax)
N u, o +16u, ;  =30u,  +16u, ;. —u, .,
’ 12(Ay)
olur.
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(3.24) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin birinci ve ikinci

mertebeden tiirevler i¢in

Z—u ~ [—u(x—3Ax,y,t) +9u(x—2Ax, y,t) —45u(x — Ax, y,t) +45u(x + Ax, y,t)
X

—Qu(x +2Ax, y,1) +u(x +3Ax, y,1)]/(60Ax),

Z—u e [—u(x, v=3Ap,t)+u(x,y—2Ay,t)—45u(x, y — Ay, t)+ 45u(x, y + Ay, t)
y

—Qu(x,y+2Ay,t)+u(x,y+3Ay, t)]/(60Ay) ,

2
% ~ [2u(x =3Ax, y,t)—27u(x —2Ax, y,t)+ 270u(x — Ax, y,t) —490u(x, y,t)
X

1270u(x + AX, y,1) = 2Tu(x + 2A%, p, 1)+ 2u(x + 3Ax, ,1)] / (180(Ax)2 )

o’u
y ~ [2u(x, v=3Ap,t) =27u(x,y —2Ap,t)+270u(x, y — Ay, t) —490u(x, y,t)

+270u(x, y + Ay, t) = 2Tu(x, y + 2Ap, )+ 2u(x, y + 3Ay, t)]/(l 80(Ay)2 )

altinct mertebeden sonlu fark formiillerinin kullanilmasiyla

ou.
g’t’f =, [(~us, + 9y~ 45, +45u,, ~Ou, +u,, ) /(60AY)]

y

-V [(—ui,jf3 + 9ul.,f2 — 45ul.’j71 + 45ul.’j+1 — 914,.’].+2 +U s )/(60Ay)]

—27u. ., .+2u.

i+l,j i+2,j l+3,j)

4D, | (20,5, = 2T, ; +270u,, , —490u, ;+270u

/ (180(Ax)’ )] +D, [ (2u,, —=27u, , , +270u, ,, —490u, , +270u

i,j+1

270, +2u,,,.) /(180 ()’ )} (3.27)

sonucunu Verir.

Burada u, ;, u(xi, yj,t) 1 gostermek icin kullanilmis olup x ’in tanim aralig
X, =x+Ax (i=12,.,N-1) ve y ‘nin tanim aralig
Via=Y;+Ay (j=L2,.,M-1) seklinde her cksen kendi i¢inde esit araliklara

boliinerek N x M adet 1zgara noktast olusturulmustur.

53



(3.25) denklemi, (3.24) iki boyutlu konveksiyon-difiizyon denkleminde yer alan
uzaysal degiskenlere bagli birinci ve ikinci mertebeden tiirevler igin ikinci
mertebeden merkezi fark yaklasgiminin uygulanmasiyla elde edilmistir. (3.26)
denklemi, (3.24) denklemine dordiincii mertebeden sonlu fark yaklagiminin
uygulanmasiyla elde edilmis ve (3.27) denklemi yine (3.24) denklemine altinci
mertebeden sonlu fark yaklagiminin uygulanmasiyla elde edilmistir. TDA-RK3 agik
(explicit) yontemi kullanilarak (3.25), (3.26) ve (3.27) denklemlerinin ¢oziimii

bulunur.

3.4 Burgers Denkleminin Sonlu Fark Formiilasyonlari

v kinematik viskozite sabiti olmak {izere, bir boyutlu Burgers denklemi

2
LN PAREY (3.28)
ot Ox Ox

seklinde verilir.

[a,b] araligl, Ax araliklarla N —1 tane pargaya boliinmiis olsun. Boylece sayisal

hesaplamalarin yapilacagt N tane uzaysal diigiim noktasi elde edilmis olur. Bu
noktalarda (3.28) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri yerine,

Ou _u(x+Ax,0)—u(x—Ax,1)
ox 2Ax

o’u _u(x+Ax, 1) = 2u(x,t) +u(x — Ax, 1)
ox’ (Ax)2

b

seklinde ikinci mertebeden sonlu fark yaklasimlariin yazilmasiyla uzaysal tiirevler

ayristirilarak bir boyutlu (3.28) Burgers denklemi

% =—u, U — Uy +0 Ui — 2ui :— Uiy (329)
ot 2Ax ( Ax)

seklinde adi ttirevli bir denkleme indirgenir.

(3.28) denkleminde yer alan uzaysal degiskenlerin birinci ve ikinci

mertebeden kismi tlirevler yerine, sirasiyla,
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ou u(x—2Ax,1) = 8u(x —Ax,7) + 8u(x + Ax,t) —u(x + 2Ax,1)
ox 12Ax

0%u _—u(x—2Ax,1) +16u(x — Ax, 1) = 30u(x, 1) + 16u(x + Ax, 1) —u(x + 2Ax, 1)
ox’ 12(Ax)’

dordiincii mertebeden sonlu fark yaklagimlarmin yazilmasiyla uzaysal tiirevler

ayristirilarak (3.28) denklemi

ou; = U, —8u, +8u, —u,, Ltz +16u,_, —30u, 2+ 16w, —u,, (3.30)
ot 12Ax 12(Ax)

adi diferansiyel denklem halini alir.

(3.28) denkleminde yer alan wuzaysal degiskenlerin tiirevleri altinct

mertebeden

Z—u ~ [—u(x —3Ax,1)+9u(x —2Ax,1) —45u(x — Ax,t) + 45u(x + Ax, 1)
X

=9u(x +2Ax, 1) +u(x +3Ax,1)] /(60Ax)

2
% ~ [2u(x —3Ax,t)—27u(x —2Ax,t) + 270u(x — Ax,t) — 490u(x, )

1270u(x + Ax, 1) = 2Tu(x + 2A%, 1) + 2u(x + 3Ax, 1)] / (180(Ax)2 )
yaklasimlar1 kullanilarak ayristirilirsa

— =, [ (~u, s +9u, —45u,_, +45u,., —u,,, +u,;)/(60A) |
ot (3.31)

o [(2%73 = 27u,, +270u,., ~490u, +270u,, - 270, , +2u,., ) (180 (Ax)’ )}

elde edilir.

Burada u, yaklagimi u(xi,t) 1 simgelemek i¢in kullanilmis olup tanim aralig:
X, =x+h(i=0,1,,.,N-1) seklinde esit araliklara boliinerek ¢oziim noktalar

olusturulmustur. (3.28) Burgers denklemindeki uzaysal x degiskenine bagli birinci
ve ikinci mertebeden tiirevler, ikinci mertebeden sonlu fark yaklagiminin
uygulanmasiyla (3.29) denklemi; doérdiinci mertebeden sonlu fark yaklagiminin
uygulanmasiyla (3.30) denklemi ve altinct mertebeden sonlu fark yaklasiminin

uygulanmastyla (3.31) denklemi elde edilmistir. (3.29), (3.30) ve (3.31) denklemleri
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zamana bagh adi diferansiyel denklemlerdir. (3.29), (3.30) ve (3.31) denklemleri her
bir i¢ nokta i¢in ¢oziilmesi gereken bir denklem olusturur. (3.29), (3.30) ve (3.31)
denklemleri simir kosullarina i¢ noktalarda uygulanmasi gereken sonlu fark
formiilleridir. Problemde verilen sinir kosullarina bagli olarak farkli sonlu fark
formilleri uygulamak gerekecektir. Bu c¢alismada Burgers denkleminin i¢
noktalardaki sayisal ¢6ziimiini (3.29), (3.30) ve (3.31) denklemlerinden elde etmek
icin acik (explicit) bir yontem olan, fazla bilgisayar bellegi gerektirmeyen, diger

yontemlere gore avantajlara sahip olan TDA-RK3 yontemi kullanilacaktir.

3.5 Navier-Stokes Denklemlerinin Sonlu Fark Formiilasyonlari

Iki boyutlu, kararli, sikistirilamaz akiskanlar i¢in Navier-Stokes denklemlerinin akim

fonksiyonu ve burgag (girdap) (stream-vortisity) ile ifadesi

oy . Oy
ox* oy’

—w (3.32)

2 2
1 (8(0 6(0}_8(//6_@_81//8_60 (3.33)

- + =
Re\ ox*> oy’ oy Ox Ox Oy

seklindedir. Burada Re Reynolds sayisini, i akim fonksiyonunu ve @ burgact

(girdap) ifade etmektedir. (3.32) ve (3.33) denklemlerini ayristirmak i¢in

oy ity y)—p(x—Axr,y)
ox 2Ax ’

oy _y(xy+Ay)—y(x,y—Ay)
oy 2Ay ’

Oy _y(x+Axy) = 2p(x, ») +y(x - Ax, y)
ox? (Ax)z

5

Oy (o y+A) =2y (x, ) +y(x,y—Ay)
oy’ (Ay)2

5

a_a)~ a)(x"'Aan/)_w(x—Aan’)
Ox 2Ax ’

oo o(x,y+Ay)—w(x,y—Ay)
dy 2Ay ’
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O’ w(x+Ax,y)—20(x,y) + o(x—Ax,y)
ox’ (Ax)2

5

Do o(x,y+Ay)-20(x,y)+o(x,y - Ay)
6y2 (Ay)Z

5

ikinci mertebeden sonlu fark formiilleri kullanilirsa (3.32) ve (3.33) denklemleri

sirastyla

l//(x—i-Ax,y)—21//(x,y)+l//(x—Ax,y)

2

(Ax) (3.34)
YY) -y )ty ey -8
(Av)
1 o(x+Ax,y)—20(x, y) + o(x — Ax, y)
Re (Ax)’
Loy +Ay) —20(x, y) + o(x, y = Ay)} _
(Av) (3.35)
(x5, y+ A~y (x, y—Ay) (w(x+Ax,y)—w(x—Ax,y)j
2Ay 2Ax
_[w(HAx,y)—t//(x—Ax,y)j o(x,y +Ay) - o(x,y - Ay)
2Ax 2Ay

seklinde olur. x ve y yoniindeki adim uzunluklarmmin Ax=Ay =/ seklinde esit

alinmasiyla (3.34) ve (3.35) denklemleri
Vi YW TVim TV 0 _4l//i,j + hza)i,j =0, (3.36)

a)i+1,j + a)i—l,j + a)i,j+1 + a)i,j—l - 4a)i,j

R
_Te I:(Wi,j+1 - lr//i,j—l )(a)i+1,j - a)i—l,j ) - (l//i+l,j - llyi—l,j )(a)i,j-#l - a)i,j—l )j| =

seklinde sirasiyla Navier-Stokes denklemleri i¢in ikinci mertebeden sonlu fark

(3.37)

formiilleri elde edilir.

(3.32) ve (3.33) denklemlerindeki tiirevler doérdiincii mertebeden sonlu

farklar cinsinden

Oy _y(x=2Ax,y) —8p(x—Ax, y) + 8y (x + Ax, y) —y(x +2Ax, y)
Ox 12Ax ’
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Oy _y(x,y—2Ay) -8y (x,y—Ay) + 8y (x,y + Ay) l//(xy+2Ay)
oy 12Ay

0w a)(x 2Ax,y)—8w(x — Ax, y) +8w(x + Ax, y) — o(x + 2Ax, y)
o 12Ax

0w a)(x y—=2Ay)—-8w(x,y—Ay)+8aw(x,y+Ay)—w(x, y+2Ay)
8y 12Ay

oy W (x=2Ax, p) + 16y (x = Ax, p) =30y (x, ) + 16y (x + Ax, y) —p(x + 2Ax, y)
o~ 12(Ax)’

Oy WOy —2Ay) +16y(x, y — Ay) =30y (x, ») + 16y (x, ¥ + Ay) —y (¥, y+2Ay)
o 12(Ay)

o’w —a)(x 2Ax,y)+16w(x — Ax, y) —300(x, y) +16w(x + Ax, y) — o(x + 2Ax, y)
o 12(Ax)’

0w _—0(x,y =2Ay)+16a(x, y — Ay) —=300(x, y) + 160(x, y + Ay) — a(x, y + 2Ay)
o’ 12(AyY

seklinde yazilir. Bu esitlikler (3.32) ve (3.33) denklemlerinde yerine konulursa
[_l//(x_zAxay) +16l//(x_Axay)_30W(x7y)+ 16l//(x+Ax,y)
—p(x +2Ax, )] / (12(Ax)2 ) [ (x,y = 2A9) + 16y (x, y - Ay) (3.38)

300 (x, ) + 16 (x, y + Ay) — (3, y + 2A)] / (12(20))=-e,

Ri[[—w(x—mx, ¥)+160(x - Ax, ) —300(x, ) +16(x + Ax, y)
e
—o(x+24x%,3)]/(12(Ax)" )+ [-(x, y - 249) + 160(x, y - AY)

-300(x, y) +16(x,y + Ay) — o(x, y + 2Ay)]]/(12 (Ay)2 )J -

[(w(x,y=249) =8y (x, y = &) +8p (x, y + Ap) —pr(x, ¥+ 24)) /(124y) ] (3.39)
[((x=2Ax, y) - 8ax(x — Ax, y) + 8a(x + Ax, y) — o(x + 2Ax, ) ) /(12Ax) |
~[(w(x—2Ax,y) — 8y (x — Ax, ) + 8y (x + Ax, y) —(x + 2Ax, )) /(12Ax) |
[(@(x,y—2A) -8a(x, y — Ay) +8e(x, y + Ay) — (x, y + 2A9)) [(124y) |

seklinde bulunur. x ve y yoniindeki adim uzunluklarinin Ax = Ay =#h seklinde esit

alinmasiyla (3.38) ve (3.39) denklemleri
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[_l//i_z,j + 16‘”1'—1,./ - 30'//;',_; + 16V/i+1,_/ _V/i+2,_/ }

, (3.40)
+ |:_l//i,_j—2 +16y, =30y, +16y, .\ =W, ;. } -12h°w, ; =0,

~0,,;+160,,; +160,, @, ;-
Re

E[(l/li,j72 - 8‘//1',1'71 + 8l/li,j+l Wi )(a)FZ,j - 8(01'71,1' + 8a)i+l,j — Wiy ) (3.41)

- (l/li—Z,j - 8‘//1'71,1' + 8l/li+l,j - V/i+2,j )(a)i,j—Z - 8(0[',]'71 + 8a)i,j+1 - a)i,j+2 ):|

o, ,+160w, ,  +160,

i,j+1 -

@, ., 600, ; =

olur. (3.40) ve (3.41) denklemleri, Navier-Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu ve

burgag ile ifadesinin dordiincii mertebeden sonlu fark formiilleridir.

(3.32) ve (3.33) denklemlerindeki tiirevler altinct mertebeden sonlu farklar

cinsinden

V[0, ) 99 (200, 3) = 45 (A, ) + 45y + A, )
X

=9y (x +2Ax,y) +y(x +3Ax, »)]/(60Ax),

0
a—f‘v’ ~ [~y (x, 7= 3A9) + 9y (x, ¥ — 2A9) — 45y (x, y — Ap) + 45y (x, y + Ay)

—9p(x,y +2Ap) + v (x,y +3A)]/(60Ay),

88—60 ~ [—a)(x —3Ax,y)+9w(x —2Ax, y) —45w(x — Ax, y) + 450(x + Ax, y)
X

~9(x + 2Ax, ) + @(x +3Ax, »)] /(60Ax),
ow

8_ & [—a)(x, y=3AY)+9w(x,y—-2Ay)—45w(x,y — Ay)+45w(x, y + Ay)
y

—9a(x,y+2Ay)+ o(x, y + 3Ay)]/(60Ay),

82

o = [20/(r=30%.) = 2Ty (v~ 2, )+ 270y (x~ Ax, y) 490y (x. )
12700 (x + Ax, ) — 27y (x + 2Ax, 1) + 207 (x + 3Ax, y)]/ (180(ax)’),
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ayl/; ~[2p(x,y =3Ay) =27y (x,y = 2Ay) + 270y (x, y — Ay) — 490y (x, y)

12700 (x, y+ Ay) — 2Ty (x, y + 240) + 2y (x, y + 3A9)] / (180(Ay)2),
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o’w

~ [Za)(x —3Ax,y)-27w(x—2Ax,y)+270w(x — Ax, y) —490w(x, y)

2
X
12700(x + Ax, y) — 27w (x + 2Ax, ) + 20(x + 3Ax, )] / (180(Ax)2 )
0’w
> ~ [Za)(x, y=3Ay)-27w(x,y —2Ay)+270w(x,y — Ay) —4900(x, )

12700(x, y + Ay) = 2T (x, y + 2A) + 20(x, y +34y)] / (1 80(Ay)’ )

seklinde yazilir. Bu ifadeler (3.32) ve (3.33) denklemlerinde yerine konulursa

[2(x =3Ax, ) =27y (x = 2Ax, ) + 270y (x — Ax, ) — 490y (x, »)
+270p (x + Ax, ) =27y (x + 2Ax, y) + 2 (x + 3Ax, y)]/(l 80 (Ax)2 )

+[20(x, y =34y) =27y (x, y = 2A9) + 270y (x, y = Ay) = 490/ (x, »)

270y (x,y +Ay) = 2Ty (x, ¥y +2Ay) + 2w (x, y + 3Ay)]/(1 80(Ay)2 ) =-o, (3.42)

Ri[[zw(x—mx, )= 27w(x —2Ax, y) +2700(x — Ax, y) —490a(x, y)
e

12700(x + Ax, y) — 2Ta(x + 2Ax, y) + 20(x + 3Ax, )] / (1 80(Ax)’ )
+ [Za)(x, v=3Ay)-27w(x,y—2Ay)+270w(x, y — Ay)—4900(x, )

12700(x, y + Ay) — 2Teo(x, y + 2A9) + 200(x, y + 3Ay)] / (180(Ay)2)}

= ([~ (x, y =389) + 99/ (x, y = 2A9) = 45y (x, y = Ay) + 45 (x, y + Ay)
—9y (x, y+2A) +y (x, y+34y)]/(60Ay)) (3.43)
([~o(x—3Ax, y) +90(x - 2Ax, y) — 450(x - Ax, ) + 450(x + Ax, )

—9a(x +2Ax, y) + w(x+3Ax,y)|/(60Ax))

—([w (x=3Ax, ») + 9y (x —2Ax, ) — 45y (x — Ax, y) + 45y (x + Ax, )
—9y (x+2Ax, y) +y (x+3Ax, y)|/(60Ax))

([~o(x, y =3A9) +9a(x, y — 24y) - 45(x, y = Ay) + 450(x, y + Ay)
—90(x,y+2Ay)+ w(x, y +3Ay)]/(60Ay))

seklinde olur. x ve y yoniindeki adim uzunluklariin Ax=Ay =/ seklinde esit

alinmasiyla (3.42) ve (3.43) denklemleri

2Wi—3,_j - 27'//1'72,1' + 270'//1'71,_/ + 270l//i+1,j - 27Wi+2,j + 2lr//i+3,j + 2Wi,j—3

3.44
27y, + 270, +2700, . =27y, ., + 2%, ., 980y, , +180K e, =0, (49
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Za)H’j - 27601;2’] + 270a)H,j + 270(01.“’] - 27a)i+2’j + 2a)i+3,j + 2601,,].73 - 27a)i’j72
+2700, ;, ,+270w, ;, —270, ., + 20, , ;—9800), ,
Re
= 2_0|:(_l//i,j—3 + 9'/’1’,_/-2 - 45‘//1',,'—1 + 45‘//i,j+1 - 9Wi,j+2 + Wi,j+3)
(3.45)
(_a)i—3,j +90,, ,-450,, ; + 45w, , - %0, + a)i+3,j)

- (_'//H,j + 9'//1'72,; - 45‘//1'71,}' + 45‘//i+1,_; - 9Wi+2,j + Wi+3,j)

)]

)

i,j+2 + @,

(—a)l.,jf3 + 9(01.,].72 — 45(0,.,].71 + 45a),.’j+1

sekline doniisiir. (3.44) ve (3.45) denklemleri, Navier-Stokes denklemlerinin akim

fonksiyonu ve burgag ile ifadesinin altinct mertebeden sonlu fark formiilleridir.

3.6 Sonu¢

Bu boliimde g6z oniine alinan model denklemlerin, Laplace, Poisson, bir-iki boyutlu
konveksiyon-difiizyon denklemleri, bir boyutlu viskoz Burgers denklemi ve iki
boyutlu Navier-Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu-burgag ile ifadesinin sonlu
fark formiilasyonlar1 ¢ikarilmistir. Denklemler, merkezi fark yaklasimlari
kullanilarak sonlu fark formiilasyonlar1 verilmistir. Siir noktalarinda denklemlerin
sonlu fark formiilasyonlar1 merkezi fark yaklasimi ile yapilamayacagindan sinir
noktasina bagli olarak ileri veya geri sonlu fark formiilasyonlar1 ¢ikarilmistir. Her bir
denklem i¢in smir noktalarindaki formulasyonlarin ¢ikariliglarinin uzun olmasi

nedeniyle EK A.1°de genel olarak kullanilmasi gereken yaklasimlar verilmistir.
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4. PROBLEMLER VE SONUCLAR

Bu boliimde incelemeye alinan modellerin sonlu fark ¢oéztimleri sunulmustur. Elde
edilen sonucglar analitik sonuglar ve literatiirdeki mevcut diger ¢alismalarla

karsilastirilmistir.

4.1 Laplace Denkleminin Sonlu Fark Coziimleri

Problem 4.1.1 (Hoffman ve Chiang, 2000)

Iki boyutlu ideal, sikistirlamayan bir akiskan Sekil 4.1°de gosterilen bolmeye, akis

giris ve cikisi gergeklesmektedir. Bu bolme icerisindeki akis ¢izgilerini saptayalim.

w=0 w=0-"

w =100

=0 w =100
/ T f \ 4

«—1.0 —»

3.8

\ 4

A

0.2

Sekil 4.1: Problem 4.1.1 de ifade edilen bélmenin taslagi ve problemin sinir kosullari
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Iki boyutlu sikistirlamayan akis icin siireklilik denklemi

ou Ou

— 4+—=0 4.1
ox Oy 1)

seklinde ifade edilir. 7 akim fonksiyonu

i (4.2)
Oy
oy
-7 43
Y Oox (4.3)

seklinde tanimlanabilir. Bir akis ¢izgisi sabit bir akim fonksiyonunun ¢izgisidir.

Ayrica burgag (vorticity)
@=VxV (4.4)
olarak tanimlanir. Buradan

_ov _Ou (4.5)

w, = :
ox Oy
Rotasyonel olmayan bir akista girdap sifirdir. Dolayisiyla

o _ou_, (4.6)

ox Oy

olur. (4.2) ve (4.3) denklemlerini (4.6) denkleminde yerine yazarsak

i(_ﬁ_v’j_i 72T
ox\_ oOx ) oy oy

veya

2 2
V.oV _y (4.7)

ox* oy -

olur. Bu problemde amacimiz, (4.7) kismi diferansiyel denkleminin sonlu fark
coziimlerini elde etmektir. Coziim Sekil 4.1°de gosterilen bolmedeki akis ¢izgilerini,
v akim fonksiyonunun ¢izgilerini, belirlemektir. Bu problem ig¢in sinir kosullari,
fonksiyonun siir noktalarinda degerleri verildigi i¢in Dirichlet tipi sinir kosullarina
sahiptir. Bolmede akisin gergeklestigi giris ve ¢ikis 0.2 ft; bolmenin boyutlar 5‘er ft.
Akisin gergeklestigi giris ve ¢ikis yerleri Sekil 4.1°de gosterilmistir.
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Bu problemde sayisal hesaplamay1 yapmak i¢in problemin tanimlandig1 bolge

x ve y yoniinde 4 =0.2 olacak sekilde esit araliklara boliinerek (4.7) denkleminin

ayristirtlmasi ikinci, dordiincii ve altinct mertebeden sirasiyla (3.7), (3.11), (3.15)
denklemlerinde oldugu gibi yapilmistir. Daha sonra elde edilen (3.7), (3.11), (3.15)
denklemlerine 1E-10 tolerans degeriyle AAG yontemi uygulanarak sonlu fark
¢Oztimleri bulunmustur. AAG yonteminde gevseme katsayisinin en uygun se¢imi,

lineer sistemlerde iterasyon matrisinin 6zdegerlerine baghdir ve

a= 4 - (4.9)
T
2+ ,.4—| cos +cos
N -1 M -

Yu

Yo
Y-
Vi

Sekil 4.2: Laplace denkleminin SF6 ile ¢oziimiinde farkli bir yaklasim gerektiren
sinir noktalar1 semasi

ile hesaplanir. Bu problem ¢oziilirken AAG yonteminin uygulanmasi sirasinda
gevseme katsayisi, (4.8) bagintist ile hesaplanmistir. SF2, SF4 ve SF6 yontemlerinin
Laplace denklemine uygulanmasiyla elde edilen, sirasiyla, (3.7), (3.11), (3.15)
denklemlerine AAG yonteminin uygulanmasiyla ¢6ziime yakinsama, sirasiyla, 122,
180, 201 iterasyonda gergeklesmistir. Elde edilen ¢oziimlerin ti¢ boyutlu grafikleri
SF2 i¢in Sekil 4.3’de; SF4 i¢in Sekil 4.5°de, SF6 i¢in Sekil 4.7°de verilmis olup
izdustimu grafikleri SF2 i¢in Sekil 4.4°te, SF4 icin Sekil 4.6’da, SF6 i¢in Sekil 4.8°de
verilmistir. Bulunan ¢oziimlerden x=1, x=2, x=3, x=4 degerlerine karsilik

gelen her y noktasindaki ¢oziimler Tablo 4.1°de verilmistir. Bu problemin (Laplace
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denkleminin) SF6 ¢oziimiinde Sekil 4.2°de goriilen sinir noktalarinda EK A.1°de
verilen SF6 yaklasimlarimin uygulanmasi durumunda ¢oziime yakinsama
gerceklesmemistir. Bu nedenle s6z konusu sinir noktalarinda SF4 yaklasimlari igin

EK A.1’de verilen yaklagimlar kullanilmigtir.

100
80
60
40

20

Sekil 4.3: Problem 4.1.1 in SF2 yontemi ile ¢oziimu
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Sekil 4.4: Problem 4.1.1° in SF2 ydntemi ile ¢6zlimiiniin kontur grafigi
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Sekil 4.5: Problem 4.1.1 ‘in SF4 yontemi ile ¢oziimii
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Sekil 4.6: Problem 4.1.1° in SF4 yontemi ile ¢6zlimiiniin kontur grafigi
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Sekil 4.7: Problem 4.1.1 in SF6 yontemi ile ¢oziimu
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Sekil 4.8: Problem 4.1.1’in SF6 yontemi ile ¢oziimiiniin kontur grafigi
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4.2 Poisson Denkleminin Sonlu Fark Coziimleri

Problem 4.2.1 (Hoffman ve Chiang, 2000)

Dikdortgensel bir kanalda, kararli, kaygan olmayan sinir kosullu (no-slip boundary
condition), sabit basing gradientli, tam gelismis laminer bir akis1 géz oniline alalim.
Kanalin karsilikli bolimleri, boyutlar1 boyunca ve kullanilan koordinat sistemi Sekil
4.8°de gosterildigi gibidir. Bu akis i¢in Naveir-Stokes denklemlerinin x - momentum
denklemi asagidaki gibi olur:

o’'u O0u) op
# (6)}2 822j o (43)

\
=V

I
Lz |/ 1

B

Sekil 4.9: Problem 4.2.1 i¢in kullanilan koordinat ve boyutlar

Bu denklemi sayisal olarak ¢6zmeden once asagidaki boyutsuz degiskenleri

tanimlayalim:
=
y L’
z
z'=—, 4.10
L (4.10)
u' Hu

(4.9) denklemi (4.10) boyutsuz degiskenleri cinsinden
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o’u' otu'
2 + 2
oy“ oz'

+1=0 (4.11)

1Y

sekline doniisiir. Burada gosterilen isareti, tizerinde bulundugu degiskenin
boyutsuz degisken oldugunu ifade etmektedir. Go6z Oniine alman akiskan
u=04 Newton.s/ m’ viskoziteye sahip yagdir. Bu problem

Z—p = —10Newt0n/ m’ /m basing gradyenti i¢in ¢6ziilmiistiir. Bu problemin analitik
X

¢Ozimil

1617 ( dpj °° (n-1))2 cosh(nzz/2L)) |cos(nzy/2L,)

uly,z)= -1 1- 4.12
(»2) ’ nz (=) cosh(nzL,/2L,) n *12)

seklindedir.

(4.11) denkleminin ikinci, dordiincii ve altinc1t mertebeden sonlu fark formiilasyonu

g =—1 olmak tizere, sirasiyla, (3.6), (3.10) ve (3.14) denklemlerinde oldugu gibidir.
L =15 ve L,=1 almarak problem ¢oziilmistir. (3.6), (3.10) ve (3.14)

denklemlerine AAG yonteminin uygulanmasi sirasinda 1E-6 yakinsama kriteri

altinda; gevseme katsayisi (4.8) bagintist ile hesaplanarak; 4 =0.11i¢in, y yoniinde

N =31, z yoniinde M =21, ¢oziim uzayinda Nx M =31x21 tane 1zgara noktasi
olusturularak sonlu fark ¢oziimleri bulunmustur. Elde edilen ¢6ziimlerin davranislar
kalitatif olarak Sekil 4.10°da; ¢oziimlerin kontur grafikleri Sekil 4.11 da analitik
coztimler ile birlikte verilmis olup mutlak hatalarin kontur grafikleri Sekil 4.12°de
verilmistir. Bu problemin SF6 ¢oziimiinde Sekil 4.2°de goriilen sinir noktalarinda
SF6 yaklagimlarinin uygulanmasi sirasinda ¢oziime yakinsamayisi nedeniyle soz
konusu sinir noktalarinda Laplace denkleminin ¢6ziimiinde oldugu gibi EK A.1°de

verilen SF4 yaklagimlar1 kullanilmistir.
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Sekil 4.10: Poisson denkleminin analitik ve sonlu fark ¢oziimleri
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Analitik SF2

Sekil 4.11: Poisson denkleminin analitik ve sonlu fark ¢éziimlerinin kontur grafikleri
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Sekil 4.12: Poisson denkleminin sonlu fark ¢oziimlerinde olusan mutlak hatalarin




4.3 Bir Boyutlu Konveksiyon Difiizyon Denkleminin Sonlu Fark Coéziimleri

Problem 4.3.1 (Ismail vd, 2004; Salkuyeh, 2006)

Bu problemde konveksiyon-difiizyon denklemi

2.
019 _ 00220

ot Oox ox*

0<x<l t>0 (4.13)

seklinde alinirsa analitik ¢oziimii

u(x’ t) — el.1771243446770x—0.09t (4. 14)

seklinde olur Bu problemde baslangi¢ ve sinir kosullarini (4.14) ger¢ek ¢oziimiinden
almarak Ax =0.025 ve Ar=0.001 i¢in #=0.1 aninda elde edilen yaklasik ¢oziimler,
analitik ¢oztimler, mutlak hatalar ve bagil hatalar Tablo 4.2°’de verilmistir. Tablo
4.2°’de verilen c¢oziimlerden goriilecegi tizere sonlu fark yontemlerinin bu tip
problemleri ¢6zmede olduk¢a etkili yontemler olduklari ifade edilebilir. Sekil
4.13’de ¢ =1 anindaki sonlu fark ¢oziimlerinin mutlak hatalari verilmistir. Sekil
4.14’de ¢t =2 anindaki (4.13) denkleminin analitik ¢oziimleri ve sonlu fark ¢oziimleri

verilmistir.
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Sekil 4.13: Bir boyutlu konveksiyon difiizyon denkleminin Az =0.001, Ax =0.025
icin 7 =1 anindaki sonlu fark ¢6ziimlerinin mutlak hatalar
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Sekil 4.14: Bir boyutlu konveksiyon difiizyon denkleminin Az =0.001, Ax =0.025
icin ¢ =2 anindaki analitik ve sonlu fark ¢6ziimleri
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4.4 iki Boyutlu Konveksiyon Difiizyon Denkleminin Céziimleri

Problem 4.4.1 (Dehghan ve Mohebbi, 2008)

2. 2.
Oy y_p QU pdu
or “ox oy ox " oy

0<x,y<2 (4.15)

iki boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemini

u(x,y,0)=exp{—(x_l;)'5) —(y_DO'S) } (4.16)

baslangi¢ kosulu altinda ele alalim. Bu problemin analitik ¢oziimii

—Vi-05) Vi-05)
u(x, v, ) = ——exp _(xva05)” (y-re-03) 4.17)
1+4¢ D, (1+41) D, (1+4)

seklindedir. Bu problem, sirkiilasyonlu akislar i¢in standart bir test problemidir.
Rotasyonlu akis igerisindeki bir Gaussian etkinin adveksiyon-difiizyonunu

belirtmektedir.

Tablo 4.3: Problem 4.4.1’in sonlu fark ¢oziimlerinde olusan ortalama kare
hatalar ve bulunan Gaussian etkinin pik degeri

D, =0.05 D, =0.005

SF2 SF4 SF6 SF2 SF4 SF6
OKH 831E-03  6.27E-07  4.06E-09 1.95E-03  6.32E-05  3.27E-06
Pik degeri  0.166309  0.166667  0.166667 0.164884 0.166674  0.166668

Bu problemde, sinir kosullar1 (4.17) analitik ¢6ztimiinden elde edilmis olup

V.=V,=08 iken D =D =005 ve D =D =0.005 secklinde alarak
Ax=Ay=0.025, Ar=0.00125 icin elde edilen ¢oziimlerin ortalama kare hata

(OKH) degerleri ve Gaussian etkinin pik noktas1 degerleri Tablo 4.3’de verilmistir.
Tablo 4.3’te verilen sonuglar sonlu fark yonteminde kullanilan yaklagimlarin iki
boyutlu konveksiyon difiizyon denkleminin ¢oziimiindeki hassasiyetlerini ortaya
koymustur. Sekil 4.15°de SF2 ¢o6ziimlerinin ve SF2 ¢oziimiinde olusan mutlak
hatalarin kontur grafikleri verilmistir. Sekil 4.16’de SF2 c¢oziimlerinin ti¢ boyutlu
grafigi verilmistir. Sekil 4.17°da SF4 ¢6ziimlerinin ve SF4 ¢oziimiinde olusan mutlak

hatalarin kontur grafikleri verilmistir. Sekil 4.18’de SF4 ¢oziimlerinin iic boyutlu
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grafigi verilmistir. Sekil 4.19°de SF6 ¢ozlimlerinin ve SF6 ¢oziimiinde olusan mutlak
hatalarin kontur grafikleri; Sekil 4.20°de SF6 ¢o6ziimlerinin ti¢ boyutlu grafigi

verilmistir.
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Sekil 4.16: Ax=Ay =0.025, Ar=0.025, D, =0.01, D, =0.01, V. =0.8, V, =0.8

icin #=1.25 anindaki [0,2] x[0,2] bolgesindeki SF2 yaklasik ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.18: Ax =Ay =0.025, Ar=0.00125, D, =0.01, D, =0.01, V. =0.8,
V,=0.8i¢in #=1.25 amndaki [0,2]><[0,2] bolgesindeki SF4 yaklasik ¢oztimlerinin
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Sekil 4.20: Ax =Ay =0.025,Ar=0.00125, D, =0.01, D, =0.01, V =0.8,
V,=0.8 i¢in #=1.25 amndaki [O,2]><[0,2] bolgesindeki SF6 yaklasik

coziimlerinin grafikleri

88



4.5 Burgers Denkleminin Sonlu Fark Coéziimleri
Problemi 4.5.1: (Giilsu ve Ozis, 2005; Sari ve Giirarslan, 2009)
Bir boyutlu Burgers denklemi

ou ou o’u

+u——u—2—00<x<1 0<t<T (4.18)
ot ox  Ox
baslangi¢ kosulu
u(x,O)zsin(ﬂ'x) O<x<l1 (4.19)

ve smir kosullari
u(O,t):u(l,t):O 0<¢t<T (4.20)
olan problemin analitik ¢6zlimii;

>" a,exp(-n’z’vt)nsin(nrx)

a,+Y. a,exp(-n’r’vt)cos(nmx)

u(x,l) =2nv (4.21)

seklindedir. Burada

1

a, = 6l.exp(—(27w)1 (1- cos(ﬁx)))dx

=2;[exp( (27v) 1 cos(ﬁx)))cos(nﬁx)dx.

Bu problem v kinematik viskozite katsayisinin v =1, v =0.1 degerleri i¢in ¢oziimii
elde edilmis ve elde edilen degerler analitik ve literatiirde bulunan diger niimerik
sonuglarla karsilastirilarak Tablo 4.4-4.6’da verilmistir. C6ztim elde edilirken TDA-
RK3 yonteminde kullanilan zaman adimi stabilite kosulunu saglayacak sekilde
secilmistir. Tablo 4.4-4.6’dan goriilecegi gibi SF6, SF2 ve SF4 sonuglarina gore;
SF4, SF2‘ye gore daha hassas neticeler vermistir. Sonlu fark yénteminde kullanilan

nokta sayisinin artirilmasi durumunda daha hassas neticeler elde edilmistir.
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Problemi 4.5.2: (Christie vd., 1981; Hassanien vd., 2005)

, 5 a (x—ut—7y)
Bu problemde Burgers denklemi [a, b] tanim araliginda 7 = ———= olmak
v
lizere
a+u+(a—u)ex
u(x,t):[ ad ( ,u) p(n):l, a<x<bt>0 (4.22)
1+exp(n)
o S _a(x=7)
analitik ¢6ziimii ve baslangi¢ kosulu (4.22) denkleminde ¢ =0 alarak 7 = ———~=
v
iken
o+ u+(a—u)ex
u(x,O):[ a ( ,u) p(?])] (4.23)
1+exp(7)
baslangi¢ sartiyla birlikte « =0.4 4 =0.6 ve y =0.125 alinarak
u(a,t)=1, u(b,t)=02,t>0 (4.24)

sinir kosullart altinda @ =0, b =1 i¢in incelenecektir.

Bu problem, bir 6nceki probleme benzer bir drnektir. Siir kosullar1 Dirichlet sinir
kosullaridir ve tanim bolgesi 0 <x <1 seklinde goz Oniine alinarak c¢oziimler
dretilmistir. Elde edilen sonuglar, analitik ¢oziimlerle birlikte literatiirdeki kimi

caligmalarin sonuglariyla karsilastirmak amaciyla Tablo 4.7°de verilmistir.
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Tablo 4.7: Bir boyutlu viskoz Burgers denkleminin sonlu fark ¢éziimlerinin analitik
¢Oziim ve literatiirde bulunan diger sonuglarla karsilastirilmasi: v =0.01, 1=0.5,

Ax = 1/36
Ali vd. Dogan Dag vd.  Hassanien SF2- SF4- SF6-
(1992) (2004) (2005)  vd. (2005) TDA-RK3 TDA-RK3 TDA-RK3
X Ar=0.025 Ar=0.05 Ar=0.025 Ar=0.01 At =0.01 Analitik
0.000 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
0.056 1.0 1.0 1.0 1.0 0.726 1.000 1.0 1.0
0.111 1.0 1.0 1.0 1.0 0.539 1.000 1.0 1.0
0.167 1.0 1.0 1.0 1.0 0.402 1.000 1.0 1.0
0.222 1.0 1.0 1.0 1.0 0.300 1.000 1.0 1.0
0.278 0.999 0.999 0.999 0.998 0.235 0.998 0.998 0.998
0.333 0.985 0.994 0.986 0.982 0.201 0.981 0.980 0.980
0.389 0.847 0.848 0.850 0.849 0.188 0.855 0.851 0.847
0.444 0.452 0.407 0.448 0.455 0.184 0.450 0.453 0.452
0.500 0.238 0.232 0.236 0.239 0.182 0.239 0.238 0.238
0.556 0.204 0.204 0.204 0.204 0.182 0.204 0.204 0.204
0.611 0.2 0.2 0.2 0.2 0.182 0.200 0.2 0.2
0.667 0.2 0.2 0.2 0.2 0.182 0.200 0.2 0.2
0.722 0.2 0.2 0.2 0.2 0.182 0.200 0.2 0.2
0.778 0.2 0.2 0.2 0.2 0.182 0.200 0.2 0.2
0.833 0.2 0.2 0.2 0.2 0.183 0.200 0.2 0.2
0.889 0.2 0.2 0.2 0.2 0.184 0.200 0.2 0.2
0.944 0.2 0.2 0.2 0.2 0.189 0.200 0.2 0.2
1.000 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
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4.6 Navier-Stokes Denklemlerinin Sonlu Fark Coziimleri

Burada, Sekil 4.20’de tanimlanan iist sinir1 hareketli olan bir kare oyukta
sikigtirtlamaz  ¢alkantisiz  viskoz bir sivi akimin sonlu fark ¢6ziimii ortaya
konulmaktadir. Problem zamandan bagimsiz Navier-Stokes denklemlerinin akim
fonksiyonu ve burgag(girdap) formiilasyonu g6z oOniinde bulundurularak

tanimlanmustir.

Bir kare oyuktaki akis problemi, hesaplamali akigkanlar mekaniginde
tizerinde en c¢ok calisilan problemlerden biridir. Problemin, basit bir geometriye
sahip olmasi problemi kodlamayi ve sinir kosullarimin uygulanmasimi kolay kilar

(Ertiirk, 2009).

Ust sinirt hareketli kare oyuktaki akis problemi, bir test problemi olarak sayisal
metotlarin etkinligini ve hassasiyetlerini belirlemek i¢in kullanilir. Literatiirde bu

problem tizerinde yapilan bir¢ok ¢alisma bulmak miimkiindiir.

u=1 v=0 w=0
—

(0.1)
w=0 y=0
u=v=\0
u=v=_0
(Q@ u=v=0 =0 (L@ xr

Sekil 4.21: Ust sinir1 hareketli kare oyugun semasi ve kaygan olmayan sinir kosullari

Iki boyutlu, kararli sikistirilamayan bir akiskanin kare oyuktaki hareketi Navier-
Stokes denklemlerinin akim fonksiyonu ve burgag¢(girdap) (stream-vortisity) ile

ifadesi

ox* oy’ -

2 2
V.oV, (4.25)
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2 2
I [aa) aa)j_ay/a_a)_awa_a) (4.26)

B Tt |7
Rel ox~ oy oy Ox Ox Oy
seklindedir. Burada Re, v, o, sirasiyla, Reynolds sayisini, akim fonksiyonunu ve
burgaci gostermektedir.

Kaygan olmayan siir kosullu, hizlarin tegetsel bilesenlerinin kare oyugun;

alt, sag ve sol sinirlarinda sifir; {ist sinirinda ise iist sinirin hiz degerine esit olmasini

gerektirir. Bu, akim fonksiyonu ile

2 =0 alt sinirda, 2 =0 yan sinirlarda,

oy ox

oy . .

—— =1 Ust sinirda (4.27)
Oy

seklinde ifade edilir.

Burgag i¢in sinir kosullart @ =—0u/dy + dv/ox esitligi g6z 6niinde bulundurularak
akim fonksiyonu ile ortaya konulabilir. Kare oyugun alt sinirinda v =0 oldugundan
ov/0x =0 olur. Buradan burgag i¢in alt simir kosulu @ = —0u/dy =0’y / 6y2 seklinde

bulunur. Benzer sekilde diger sinir kosullar1 elde edilir ve burgag i¢in siir kosullari

2
w=- (2 1/2/ alt ve st sinirda,
y
2
w —g ‘/2/ yan sinirlarda, (4.28)
X

seklinde bulunur.

(4.25) denklemi bir Poisson denklemidir. Bu nedenle bu denklemin ¢6ziimiinde
bolim 4.2°de Poisson denklemi icin ifade edilen ¢6ziim prosediirii goz Oniine
alarak akim fonksiyonu i¢in ¢6ziim bulunur. Burgacin ¢oziimiinii elde etmek icin
(4.26) denklemi de Poisson denklemi olarak ele alinir ve yukarida ifade edilen sinir
kosullar1 altinda sonlu fark ¢6ziimii bulunur. (4.25) denkleminin SF2, SF4 ve SF6 ile
formilasyonu, sirasiyla, (3.36), (3.40), (3.44) denklemlerinde oldugu gibidir. (4.26)
denkleminin de SF2, SF4 ve SF6 ile formiilasyonu, sirasiyla, (3.37), (3.41), (3.45)
denklemlerinde ifade edildigi gibidir.
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Ust kenart hareketli kare oyugun sonlu fark ¢oziimiinii elde etmek icin asagidaki

adimlar sirastyla uygulanir;

ilk olarak, akim fonksiyonu ve burgag i¢in i¢ ve sinir noktalarinda tahmini bir

deger atanir. Bu deger genellikle sifir olarak segilir.

Ikinci adimda, akim fonksiyonu i¢in (4.25) denkleminin (3.36), (3.40) ve
(3.44) denklemlerinde verilen SF2, SF4, SF6 denklemleri bir iteratif

yontemle y =0 sinir kosulu altinda ¢oziiliir. Yontem, (4.25) denkleminin

SF2 ifadesi olan (3.36) denklemi g6z 6niinde bulundurularak
Kal = (l//i+l,j + Vi, + Viin + Vi1~ 4;[/1-,] + hza)i’j )/4 (429)

ifadesi hesaplanir. Kal, kalan olarak tanimlanir. Iteratif yontemler adim adim
ilerlerler. Her bir adimda onceki deger kullanilarak yakinsama gergeklesene
kadar devam eder. Bu calismada AAG yontemi kullanilmistir. AAG
yonteminin (3.36) denklemine uygulanmasi; » bulunan adim olmak

tizere, bir sonraki adim (#+1), asagidaki gibi hesaplanir:

n+l

! =y +akKal.,n=12,..., (4.30)

Burada a, AAG yonteminde kullanilan gevseme katsayisini belirtmektedir

ve burada o =0.6 olarak alinmustir.

Bu adimda, smirlardaki 1zgara noktalarinda, sinirlardaki hiz degerleri goz
ontinde bulundurularak burgac degerleri hesaplanir. Hareketli olan {ist

kenardaki 1zgara noktalar1 g6z Oniine alimarak akim fonksiyonunu y
degiskenine gore Taylor seri agilimi

0 A (0°
Vi =Vimn _AJ/(_W] +L[—V2/j (4.31)
6)/ i,M+1 2 ay i,M+1

seklinde olur. (oy/dy) =1 ve @, = —(82t///82y) .., oldugu dikkate

i,

alnip (4.31) denklemi o, ,,,, i¢in ¢dziiliirse

_9 Vi ~YVinm ) 1

a)i,MH -

(Ar) Ay
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olarak bulunur. Benzer sekilde islemler yapilarak, burgac i¢in diger

siirlardaki degerler

:2Wi,1 Vi o :2‘//1,,'_‘//2,_;'

@, 2 . 2
A A
( y) ( y) (4.32)
o CAYNa YNy
N+1,j —
J (Ay)Z

seklinde bulunur. Benzer islemler yapilarak daha fazla sayida terimin

kullanilmasiyla yiiksek mertebeden hassasiyete sahip ifadeler bulunabilir.

Bu adimda, (4.26) denkleminin sag tarafindaki tiirevlerin sonlu fark degerleri

hesaplanir.

Bu adimda, (4.26) denklemi burgac i¢in iteratif olarak ¢oziliir (Bu ¢alismada
AAG yontemi kullanilmistir). AAG iteratif yonteminde SF2 ic¢in asagidaki

formiil kullanilir;

Kal=(a)i+1’j+a)i71’j+a). + . —4a)i’j+h2gi’j)/4, (4.33)

i,j+1 i,j-1

n+l1
.

i

o +aKal, n=12,... (4.34)

(4.33) denkleminde bulunan g, ; terimi (4.26) denkleminin sag tarafini ve bir

onceki adimda hesaplanan terimdir. « , AAG yonteminde kullanilan gevseme

katsayisini; Kal, (4.26) denklemi i¢in kalan1 belirtmektedir.

Son olarak akim ve burgag¢ fonksiyonu i¢in yakinsama kriteri kontrol edilir.
Yamnsama kriterinin saglanmasi durumunda iglem sonlandirilir. Yakinsama
kosulu saglanmiyorsa ikinci adimdan itibaren islemler tekrarlanir. Bu

n+l n
. . —a)ii

L]

calismada ¢oziimiin yakinsama Olgiitii olarak max(

)le—6 ve

n+l

max( Wi

v, ) <1E -6 kosullar1 kullanilmistir.

Yukarida ifade edilen algoritma ile MATLAB ortaminda SF2, SF4 ve SF6 icin ayri

ayr1 programlar yazilarak tst sinirt hareketli olan bir kare oyukta sikistirilamaz

calkantisiz viskoz bir sivi akimin sonlu fark ¢6ziimleri bulunmustur. Reynolds

sayisinin 100, 400, 500 ve 1000 degerleri i¢in ¢oziimler bulunmus olup bulunan

sonuglardan birincil vorteksteki minimum akim fonksiyonu degerleri Tablo 4.8’de ve

bu minimum akim fonksiyonu degerlerinin koordinatlar1 Tablo 4.9°da verilmistir.
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Tablo.4.8: Birincil vorteksteki akim fonksiyonu degerlerinin karsilastiriimasi

Barragy ve Carey ~ Ghia vd. Schreiber ve
Re (1997) (1982) Keller (1983) SF2 SF4 SF6
100 0.10330 -0.103423 -0.10330 -0.102821 -0.103506  -0.103513
400 -0.11389 -0.113909 -0.11297 -0.112140  -0.113934  -0.113987
500 - - - -0.113035 -0.115303 -0.115386
1000 -0.11861 -0.117929 -0.11603 -0.118171  -0.118927 -0.118939

Re =1000 degeri i¢in elde edilen birincil vorteksin 6zellikleri; akim fonksiyonun
maksimum degeri, burga¢ degeri ve merkez noktanin koordinatlar1 Tablo 4.10°da
verilmigstir. Tablo 4.8-4.10’dan goriilecegi lizere elde edilen sonlu fark ¢oziimleri
literatirde var olan calismalarin  sonuglariyla uyumludur. (4.25), (4.26)
denklemlerinin 100, 400, 500 ve 1000 Reynolds sayr degerleri icin akim
fonksiyonunun; Sekil 4.23°de SF2 ile ¢o6ziimlerinin; Sekil 4.24°’de SF4 ile
coziimlerinin ve Sekil 4.25’de SF6 ile ¢oztimlerinin kontur grafikleri verilmistir.
(4.25), (4.26) denklemlerinin 100, 400, 500 ve 1000 Reynolds sayilar1 i¢in SF6

¢oziimiinden elde edilen burgacin kontur grafikleri Sekil 4.26’de verilmistir.

Y

Yu
Yy

V3

X Xy X3 o X o Xy Xy Xyq

Sekil 4.22: Ust sinir1 hareketli kare oyugun SF6 ile ¢oziimiinde kullanilan sinir
noktalar1 semasi

Yukarida ifade edilen algoritmanin SF6 i¢in uygulanmasi sirasinda; Sekil 4.22°de
verilen i=1,N+1 veya j=1,M+1 smr noktalarinda (4.32) yaklasimlar,

i=23,N-1,Nveya j=2,3,M—1,M siir noktalarinda ise EK A.1’de verilen SF4
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yaklasimlar1 ve diger (i¢) noktalarda EK A.1°de verilen SF6 yaklasimlariyla

cOztimler tretilmistir.

Tablo 4.9: Birincil vorteksteki akim fonksiyonunun koordinat degerlerinin karsilastirilmasi

Schreiber ve Keller

Re Ghia vd. (1982) (1983 SF2 SF4 SF6
129%129 129%129 129%129
(0.60156,0.72656)  (0.61719,0.734375)  (0.61719,0.73438)
100 (0.6172,0.7344)  (0.61667,0.74167) 5 s 6565 650 65
(0.60938,0.73438)  (0.60938,0.73438)  (0.60938,0.73438)
200 97x97 97x97 97x97
(0.5547,0.6055)  (0.55714,0.60714)  (0.55208,0.60417)  (0.55208,0.60417)  (0.55208,0.60417)
500 97x97 97x97 97x97
- - (0.55208,0.59375)  (0.54167,0.59375)  (0.54167,0.59375)
oo 129129 141x 141 257x257 257%257 257%257

(0.5313,0.5625)

(0.52857,0.56429)

(0,53125,0,56641)

(0.53125,0.56641)

(0.52734,0.56641)
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Tablo 4.10: Re=1000 i¢in birincil vorteksteki akim fonksiyonu degerlerinin
karsilagtirilmasi: akim fonksiyonun maksimum degerleri ve koordinatlari ile bu
noktalarda yer alan burga¢ degerlerinin literatiirde var olan bazi ¢alismalar ile

karsilastirilmast
Referans Izgara nokta W @ x y
sayist

SF2 257x257 0.118171 2.056858 0.53125 0.56641
SF4 257x257 0.118927 2.067777 0.53125 0.56641
SF6 257x257 0.1189388 2.068001 0.52734 0.56641
Barragy ve Carey(1997) 257%x257 0.118930 - - -
Botella ve Peyret (1998) N =128 0.1189366 2.067750 0.5308 0.5652
Botella ve Peyret (1998) N =160 0.1189366 2.067753 0.5308 0.5652
Nishida ve Satofuka (1992) 129x129 0.119004 2.068546 0.5313 0.5625
Schreiber ve Keller (1983) 100x100 0.11315 1.9863 - -
Schreiber ve Keller (1983) 121x121 0.11492 2.0112 - -
Schreiber ve Keller (1983) 141x141 0.11603 2.0268 0.52857 0.56429
Schreiber ve Keller (1983)  Ekstrapolasyon  0.11894 2.0677 - -
Li vd. (1995) 129x129 0.118448 2.05876 0.5313 0.5625
Ghia vd. (1982) 129x129 0.117929 2.04968 0.5313 0.5625
Gupta vd. (1979) 41x41 0.111492 2.02763 0.525 0.575
Hou vd. (1995) 256x256 0.1178 2.0760 0.5333 0.5647
Liao ve Zhu (1996) 129x129 0.1160 2.0234 0.5313 0.5625
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Sekil 4.23: Bazi Reynolds sayilarinda SF2 ile elde edilen akim fonksiyonu

¢Oziimlerinin kontur grafikleri: (a) Re =100; (b) Re =400; (c) Re =500 ve (d)
Re =1000
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(© )

Sekil 4.24: Bazi Reynolds sayilarinda SF4 ile elde edilen akim fonksiyonu
¢Oziimlerinin kontur grafikleri: (a) Re =100; (b) Re =400; (c) Re =500 ve (d)
Re =1000
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© )

Sekil 4.25: Bazi Reynolds sayilarinda SF6 ile elde edilen akim fonksiyonu
¢Oziimlerinin kontur grafikleri: (a) Re =100; (b) Re =400; (c) Re =500 ve (d)
Re =1000
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Sekil 4.26: Bazi Reynolds sayilarinda SF6 ile elde edilen burgag ¢oziimlerinin kontur
grafikleri: (a) Re =100; (b) Re =400; (c) Re=500 ve (d) Re=1000
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, akiskanlar mekaniginde akiskanin hizi, basinci ve yogunlugu
arasindaki bagintiyr matematiksel olarak ifade eden Navier-Stokes denklemleri,
Navier-Stokes denklemlerinin indirgenmis modelleri; Laplace, Poisson, Burgers ve
Navier-Stokes denklemlerine model denklem olusturan, bir ve iki boyutlu lineer
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin ikinci, dordiincii ve altinct mertebeden sonlu
fark ¢oztimleri sunulmustur. Elde edilen sonuglar, analitik ¢oziimler ve literatiirde
var olan c¢alismalar ile karsilastirilarak sonlu fark c¢oziimlerinin hassasiyeti
incelenmistir. Yedi nokta kullanilarak elde edilen sonlu fark yaklagiminin ii¢ ve bes
nokta kullanilarak elde edilen yaklasimlara gore hatanin mertebesi nedeniyle daha
hassas neticeler elde edildigi goriilmustir. Ancak mertebesi biiyilk olan

yaklasimlarin daha fazla zaman ve islem gerektirdigi saptanmaistir.

Goz oOntine alman model denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmede
MATLAB ortaminda her bir model denklem i¢in, kullanilan her bir yaklagimda ayri

bir program yazilmistir.

Navier-Stokes denklemlerinin iki boyutlu burgag(girdap)-akim fonksiyonu
formiilasyonu ile ifadesi goz oniinde bulundurularak; literatiirde bir test problemi
olarak kullanilan, bir kare oyuktaki akiskanin hareket problemi ¢oziilmiistiir. Elde

edilen ¢oziimler grafikler ile verilmistir.

Poisson ve Laplace denkleminin sonlu fark ¢6ziimlerini ortaya koymak i¢in
birer Dirichlet problemi goz 6niine alinmis; elde edilen ¢6ztimler analitik ¢oztimlerle

kalitatif ve kantitatif olarak karsilastirilmistir.

Burgers denkleminin sonlu fark ¢oziimleri iki Dirichlet problemi goz oniine
almarak ortaya konulmustur. Bulunan sonuglar analitik ¢oziimler ve literatiirde

mevcut diger ¢alismalarla karsilastirilmistir.

Bir ve iki boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemlerinin sonlu fark ¢éziimleri

birer tane Dirichlet problemi géz Oniine alinarak ortaya konulmustur. Elde edilen
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sonlu fark ¢o6ziimleri analitik ve literatiirdeki mevcut kimi c¢alismalarla

karsilagtirilmistir.

Bundan sonra, akiskanlarin hareketini ifade eden kismi tiirevli denklemlerin
sonlu fark ¢oztimlerini istenen mertebeden hassas neticeler veren ve problemler i¢in
bir simiilasyon olusturan bir bilgisayar ortami1 (toolbox) olusturulabilir. Ayrica sonlu
farklar ile belli avantajlara sahip diger niimerik yontemlerle hibrit yontemler

olusturarak ele alinan problemler i¢in daha hassas ¢oziimler elde edilebilir.
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EKLER

EK A.1 : Bir Boyutta Bes ve Yedi Noktanin Kullanilmasi ile Elde Edilen I¢ ve
Sinir Noktalarinda Kullanilan Sonlu Fark Yaklasimlar:

Burada birinci ve ikinci mertebeden tiirevler i¢in, tanimlanan problemlerin i¢
ve smir noktalarinda kullanilan; bir boyutta, bes ve yedi nokta kullanilarak elde
edilen sonlu fark yaklasimlar1 verilmistir. Goz o6niine alinan bir problemin tanim
araliginda i=1,2,...,N i¢in Xx,,X,,...X,,...,x, seklinde N tane diigim noktasinin
olusturulmasi; f (x) fonksiyonunun x, noktasindaki degerini f; ifade etmek iizere
kullanilan sonlu fark yaklasimlari asagidaki gibidir:

Birinci ve Ikinci Mertebeden Tiirevler icin Bes Noktanin kullanilmasiyla Elde

Edilen Sonlu Fark Yaklasimlari:

Sinir noktasi, i =1 i¢in

of 1

- -25f.+48f.,-36f.,+16f..-3f..,),
Ox|, 12h( J; Jin Jia Jiis f,+4)

82f

a2 212 2(35fl.—104fl.+1-i-114fl.+2—56fl.+3+11f,.+4),

Sinir noktast i =2 igin;

94

= 3 —10f+18f., — 6+ fos),
ax . 12h ( f; 1 f f;+1 fl‘+2 1+3)
82

ax{ 12h2 (1 1](; 1 20.}(1‘ +6f1"+1 +4fl"+2 _f;+3)'

I¢ noktalar1 i =3,4,..,.N—2:

0

f‘ 12h fz—z 8fi—1+8fi+1_fi+z)=

0 1

6x{ 12h2(ﬁ2+16f1—30f+16f ~fia) -
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Sinir noktas1 i =N —1;

0

f‘ (St 6f 8, H10S43,),
0? 1

6—;: =12h2(—f,.f3+4fl.72+6f,.71—20f,.+11fl.+1).

Sinir noktas1 i = N ;

o _ 1
3 16/, ;+36f,_,—48f_,+25f,),
x|, 12h( fra =16/ +36f,-48f +25f)
o’ f
o 12h2(11f,4—56123+114]:_2—104ﬁ_1+35ﬁ),

Birinci ve ikinci Mertebeden Tiirevler icin Yedi Noktanin kullamlmasiyla Elde

Edilen Sonlu Fark Yaklasimlar

Sinir noktas1 i =1 igin;

Zf; 6(1)h (-147 f,+360f,,, —450 f,, +400 1., —225f, , +72 f, s —10 1),
o' f 1
7| = 1s0R ——(812f,-3132f,, +5265f,,, —5080 f,,, + 2970 f,,, —972 f,,s +137 f.,¢ ).

Sinir noktast i =2 igin;

o1

| 60h( 10/, =77f,+150f,, =100, + 50, =15/, +2f.5),
o' f 1
7| ~ 307 (137 f,_, —147f,—255f,,, + 470 f.,, =285 f,, +93f,,, =13 f,.5 ).

Sinir noktast i =3 igin;

9 1

a{c 6Oh(2f’2 241 —35(+80f,, =30/, +8f,s— fira)s

o’ f 1

~7| = o 13/ 2280, 420+ 200, +15 £, ~12f5 + 20 )-

I¢ noktalar1 i =4,5,...,N =3 icin;
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0
f‘ 60h fz 3 +9fz 2 45fz>1 +45fi+1 _9fi+2 +fi+3)’

o' f
ox? i

— (2, =27, +270f,, — 490, +270 1., 27 f.., + 2..,).

180h2

Sinir noktasi i = N —2 i¢in

G

f‘ (=8 4307, =B0f 4354241, =2 1,,).

o' f 1

| TR (2f, 4 —12f, ,+15f,,+200 £, —420£,+228,, ~13f..,).

Sinir noktast i = N —1 i¢in

0 1

af; 60h( —2f_s+15f_, =50/, +100f,_, =150/, +77 f, +10f.,,),

o' f 1

=] = o 13 /is #9314 =285, + 470, 2255/, ~147 £, +137£,,)).

Sinir noktast i = N igin

1
g ——(10f, s —72f, 5 +225f,_, —400f,_, +450f_, -360f,_ +147f),
Ox|; 60h
o' f 1
o~ =lgohz(137J§_6—972f,._5+297ﬁ_4—5080ﬁ_3+5265f,. ~3132f,, +812f).
X .
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