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BIRLESIM (DIFERANSIYEL QUADRATURE VE SIMULASYON) METODU

Demir, Ersin
Doktora Tezi, Makine Miihendisligi ABD
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Zekeriya GIRGIN
Mart 2009, 151 Sayfa

Son yillarda birgok adi diferansiyel denklemin (ADD) ¢oziimii i¢in Simiilasyon
Teknikleri (ST) kullanilmaktadir. Matlab/Simulink, Dymola, Mosilab, SimulationX,
LMS Imagine.Lab AMESim, MathModelica System Designer gibi bazi yazilimlar,
Modelica’y1 esas almaktadirlar. ST, ADD ¢6ziimlerinde oldukea iyi bir teknik olmasina
ragmen, onemli bir eksikligi mevcuttur. ST de sinir kosullar1 sisteme girilemez. Diger
taraftan Diferansiyel Quadrature Metot (DQM), ¢alisma bdlgesinde az sayida digim
noktas1 kullanarak dogru sonuglar elde eder. Fakat lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlerin DQM ile ¢6ziimii kolay degildir. Ayrica DQM’de ayn1 yere birden fazla
sartin girilmesi de kolay degildir. Bu c¢alismada, bahsedilen bu dezavantajlarin
giderilmesi icin, iki metot birlestirilmistir. Yeni metodun adi Birlesim Metodu
(BM)’dur. Bunun yaninda bu calisma da, BM’nin bazi lineer olmayan problemlerin
¢Oziimiine kolaylikla uygulandigi ve diger metotlardan elde edilen sonuglarla
kiyaslandiginda daha dogru sonuclar verdigi gosterilmistir.

Bu tez Pamukkale Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Birimi (PAUBAP)
(Proje No:2007 FBE 013) tarafindan desteklenmistir.
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ABSTRACT
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Recent years, Simulation Techniques (STs) have been used for solving most of the
ordinary differential equations (ODEs). Some softwares, such as Matlab/Simulink,
Dymola, Mosilab, SimulationX, LMS Imagine.Lab AMESim, MathModelica System
Designer ect., have been based on Modelica. Although ST is a quite good technique to
solve ODEs, that is of a very important deficient. Boundary conditions haven’t been
imposed into the system by ST. On the other hand, Differential Quadrature Method
(DQM), leads to very accurate results using a few grids on the computational domain.
But non-linear ODEs haven’t been solved easily by DQM. Furthermore, it is not so easy
to impose multiple conditions on the same location at DQM. In order to eliminate the
mentioned disadvantages, these two methods were combined in this study. This new
method is called as Combining Method (CM). Also, this study represents CM has been
applied to some non-linear problems simply and gives more accurate results compared
with those of other methods.
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan sayisal yaklasim metotlari,
miithendislik bilimlerinin pek c¢ok sahasinda uygulanmis ve uygulanmaya devam
etmektedir. Sonlu Elemanlar Metodu (SEM) ve Sonlu Farklar Metodu (SFM) gibi
klasik teknikler son derece gelismis ve taninmistirlar. Hatta mithendislik problemlerinin
¢Oziimii i¢in hazirlanan bir¢ok paket program (Ansys, Abacus, ...) bu metotlar1 temel
almaktadir. Bu tiir metotlarin en genel 6zelligi biiylik sayida diiglim noktalar1 kullanarak
giivenilir sonuclar elde etmeleridir. Bunun yaninda bir¢ok durumda, gercek degere
yakin sonuglar, problemin fiziksel alaninin birka¢ 6zel noktasinda istenir. Bu noktalarin
¢coziimiinlin elde edilebilmesi i¢in, geleneksel metotlar hala ¢ok fazla sayida digim
noktas1 gerektirmektedir. Bunun sonucu olarak problemin ¢o6ziimii i¢in gerekli

bilgisayar kapasite ihtiyact daha da biiyiimektedir.

Hizli islem yapabilen bilgisayarlarin gelisimine paralel olarak, miihendislik
problemlerinin ¢ozlimiinde kullanilan sayisal tekniklerin gelistirilmesinde de bir
hareketlilik olmustur. Kabul edilebilir dogruluga sahip sonuclari elde etmek i¢in daha az
diigiim noktas1 kullanan alternatif sayisal metotlar arastirilirken ilk defa Bellman ve
Casti (1971) tarafindan Diferansiyel Quadrature Metot (DQM) ileri siiriilmiistiir. DQM,
kapsamli bir yaklasim metodudur ve geleneksel SEM ve SFM gibi metotlara alternatif
olarak kabul edilmektedir. Bellman ve Casti (1971), metotlarinda kii¢iik diigim sayilari
kullanarak, dogru sayisal ¢oziimler elde etmislerdir. Metot genel olarak, ¢oziim
bolgesinin herhangi bir noktasinda, bir koordinat yoniine gore bir fonksiyonun tiirevi
veya integrali, bu koordinat yoniinde segilen biitiin diiglim noktalarindaki fonksiyon
degerlerinin agirlikli lineer toplamidir fikrine dayanir. DQM, ayrilmis her digim

noktasinin her derece tiirevi i¢in agirlikli katsayilarinin hesaplanmasi iizerine kuruludur.

DQM, SEM’den iki bakimdan degisiklik gosterir. Birincisi, DQM’de yiiksek
dereceden polinomlar kullanilarak global bir yaklagim kurulurken, SEM’de diisiik
dereceden polinomlar kullanilarak, lokal elemanlar iizerinden fonksiyon yaklasimi

kurulur. Ikincisi DQM, bir noktadaki fonksiyonun tiirevini direk elde ederken, SEM



lokal bir eleman {iizerine kurulur ve tiirev, yaklasim metodundan elde edilir. Bu
bakimdan DQM daha ¢ok SFM’ye benzemektedir. Ancak SFM de diisiik dereceden
polinomlar kullanan lokal bir yaklagim metodudur (Civan ve Sliepcevich 1983a,

Naadimuthu vd 1984).

Herhangi dereceden bir diferansiyel denklemin ¢dziilebilmesi i¢in dncelikle agirlikl
katsayilarin hesaplanmas:1 gereklidir. Bellman vd (1972), agirhikli katsayilarin
hesaplanmasi i¢in iki metot ileri siirmiislerdir. Bellman vd (1972), tarafindan gelistirilen
iki metodun da bazi1 temel zorluklar1 mevcuttur. Birinci metotta, cebirsel bir denklem
sistemi ¢Oziilmiistlir ve kullanilan polinomun derecesi, diiglim sayisinin bir eksigine esit
veya daha kiiclik olmaktadir. Lineer denklem dizisinin bir tek ¢oziimii vardir. Ciinkii
matris elemanlar1 Vandermonde matrisinden olusmustur (Bellman vd 1972). Ikinci
metotta ise agirlikli katsayilarin hesabinda basit bir cebirsel formiilasyon kullanilmistir.
Fakat hesaplama, N. Dereceden 6telenmis Legendre polinomunun kdkleri olarak segilen
diigiim noktalarinin koordinatlarma gore yapilir (Bellman vd 1972). Yani eger digiim
sayisi (N) belirlenirse, diigiim noktalarinin dagilimi degisik fiziksel problemler veya
degisik smir sartlari i¢in olsa dahi sabittir. Bazi pratik problemlerin ¢ézlimleri i¢in sinira
yakin diigiim noktalarma ihtiya¢ oldugundan, s6zii edilen durum DQM’yi smirlar.
Bellman’in agirlikli katsayilari bircok yerde uygulanmistir (Bellman ve Casti 1971,
Bellman vd 1972, Bellman vd 1974, Bellman vd 1975a,b, Bellman ve Roth 1986,
Kashef ve Bellman 1974, Hu ve Hu 1974, Mingle 1977, Wang 1982, Civan ve
Sliepcevich 1983a,b, Civan ve Sliepcevich 1984a,b, Naadimuthu vd 1984, Bert vd
1988, Bert vd 1989, Bert vd 1994, Jang vd 1989). Bellman’1in iki metodundan genellikle
birincisi kullanilmigtir. Bu metotta, diigiim noktalarinin koordinatlar1 rasgele segilerek
agirliklh katsayilar bulunmaktaydi. Fakat cebirsel denklem sisteminin derecesi ki bu
diigiim sayisina esittir, biliylik oldugunda elde edilen matris, tekillikten dolay:
kullanilamaz hale gelir. Ciinkii digiim sayist (N) biiyiikk oldugunda, olusan
Vandermonde matrisinin tersinin hesaplanmasi zordur. Bundan dolay1 bu metotta fazla
sayida diiglim noktasi kullanildig1 durumlarda, agirlikli katsayilarin elde edilmesi ¢ok
zordur. Daha kotiisii, (NxN) lineer cebirsel denklem dizisinin her dereceden tiirevinin
¢oziilmesi gerekir. Civan (1989), Bellman’in ilk yaklasimindaki yiliksek diigiim
noktalarinda agirlikli katsayilarin hesaplanmasindaki zorlugun Vandermonde matrisinin
karakteristiginden kaynaklandigini o6ne silirdii. Vandermonde matrisi miihendislik

problemlerinin  bircok alaninda  kullanmilmistir.  Denklemlerin, Vandermonde



matrislerinin ¢oziilebilmesi i¢in bazi 0zel algoritmalar kullamilmistir. En etkili
algoritmalardan biri, Bjorck ve Pereyra (1970) tarafindan One siiriilmiistiir. Bjorck
Pereyra (1970), BP (Bjorck-Pereyra) algoritmasini kullanarak 31 diiglim noktal
agirhikli  katsayillar1  dogru olarak  hesaplamayr  basarmislardir.  Bellman’in
yaklagimlarindaki bu zorluklar1 gidermek icin birgok calisma yapilmistir. Quan ve
Chang (1989a,b), Lagrange interpolasyon polinomunu test fonksiyonu olarak kullanarak
birinci ve ikinci dereceden tiirevlere ait agirlikli katsayilar1 hesaplamiglardir. Agirlikli
katsayilarin hesaplanmasinda en biiyiik yeniligi Shu ve Richards (1990) ve Shu (1991)
yapmiglardir. Shu’nun yaklagimi ile birinci dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilari,
diiglim noktalarinin koordinatlarinin se¢iminde hi¢bir zorlukla karsilagiimadan basit bir
cebirsel formiille belirlenmistir (Shu ve Richards 1990). Ayrica iki veya daha {ist
dereceden tiirevler icin tekrarlamali carpim iliskisini gelistirmislerdir. Bunun yaninda
Bellman vd’nin (1972) ikinci yaklasiminda goriilen diigiim noktalarindaki kisitlamalar
kaldirilmis ve keyfi diiglim noktasi se¢imi getirilmistir. Bu metot Genellestirilmis

Diferansiyel Quadrature Metodu (GDQM) olarak da bilinmektedir.

GDQM’de, SEM ve SFM’ye benzer olarak verilen diferansiyel denklemler, ¢oziim
bolgesinde, diiglim noktalarindaki fonksiyonun degerleri cinsinden cebirsel denklemlere
dondistiirtiliir. Ayrica sinir sartlarini ifade eden denklemler, GDQ formunda yazilmis
denklemlerle degistirilir ve metot uygulanir. Buna karsilik yiiksek dereceden
diferansiyel denklem c¢oziimlerinde, tek diiglim noktasina birden fazla smir sartinin
uygulandigir durumlar ortaya ¢ikmaktadir. Diferansiyel Quadrature ¢oziimlerinde, ayni
noktaya uygulanan birden fazla sinir sartinin ele alinmasi kolay degildir. Bu sorunu
asmak icin degisik metotlar gelistirilmistir. Jang vd (1989), DQM’nin kiris ve plaklarin
statik analizine uygulanmasi ile ilgili ¢aligmalarinda, d -yaklagimi adli bir metot ileri

sirmislerdir. Bu metotta, sinirdaki diigiim noktalarinin ¢ok yakininda (6;10'5)

noktalar se¢ilir. Daha sonra, bir sinira ait iki sinir sartindan ilki, sinir diigiim noktasina

ve digeri bu sinir noktasindan & kadar uzaktaki diger diigiim noktasina uygulanir.

0 -yaklasimi, degisik simir kosullarindaki kirislere ve plaklara basarili bir sekilde
uygulanmistir (Bert vd 1988, Jang vd 1989). o degeri, kabul edilebilir ¢6ziim
dogrulugu agisindan 0,001’den biiyiik olmazken, ¢ok kiiciik & degerleri i¢in de sonug
dalgalanmaya baglar. Siir sartlarinin  uygulanmasinin = boyle bir yaklagimla

yapilmasinda meydana gelen dogruya yaklasamama, sinir ve yiikleme bakimindan



simetrik problemlerde, ¢oziimdeki (diiglim noktalarindaki ¢okme degerleri gibi)

simetrinin kaybolmasi seklinde kendini gosterir.

Coklu sinir sartlarinin tek noktaya uygulanmasi problemine Wang ve Bert (1993),
agirhikli katsayilar matrisini yeniden diizenleyerek yeni bir yaklasim getirmislerdir.
Ayrica Shu ve Du (1997), DQM uygulanmis genel denkleme sinir sartlarin1 dogrudan
uygulayarak ayr bir yaklagim getirmislerdir.

GDQM, miihendisligin bir¢ok yapisal problemine basariyla uygulanabilmistir (Du
vd 1994, Du vd 1996). Shu ve Richards (1992), GDQ ile, enerji problemlerini
cozmiislerdir. Ayrica Liu ve Wu (2000), GDQM ile Frechet tiirevi kullanarak Duffing
tip lineer olmayan diferansiyel denklemi ¢ozmiislerdir. Wu ve Liu (2000) ise, GDQM’yi
baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimiinde kullanmiglardir. Sonra tekrar Liu ve Wu
(2001), GDQM kullanarak kirislerin titresim analizlerini yapmislardir. Bundan baska
Tomasiello (2003), Liu ve Wu’nun (2000) c¢alismasina benzer bigimde, Duffing tip
lineer olmayan Ozellige sahip dinamik sistemleri Diferansiyel Quadrature’u esas alan

iteratif bir metotla ¢ozmiistiir.

Striz vd (1994) ve Striz vd (1997), DQM’nin, mekanigin gergcek problemlerinin
¢odziimiinde eksikligi oldugunu sdylemislerdir. Ozellikle diizgiin olmayan geometriler ve
stireksiz yiiklerin ¢oziimii i¢cin Quadrature Element Metodu'nu (QEM) gelistirdiler.
Bununla beraber QEM’de 0 -yaklasimi kullanildigindan dolayi yeteri kadar elverigli ve
dogru degildi. Bu yiizden bu yaklasim yerine QEM’nin gelistirilmis versiyonu olan
Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu (DQEM) onerildi (Wang ve Gu 1997).
DQEM, ¢okme, serbest titresim ve burkulma gibi yapisal miihendislik problemlerine
basariyla uygulanmigtir (Liu ve Liew 1999a,b, Gu ve Wang 1997, Chen 1999, Chen
2000). Ayrica siireksiz yiiklemeli ve degisik kalinliktaki kirig ve kirissel yapilar da
DQEM ile c¢oziilebilmistir. Diiglim noktalarinin istege bagli olarak secilebilmesi ve
hesaplama yapilan alani birden fazla elemana ayirabilme 6zelligi metodun

avantajlarindandir.

Yukarida anlatilan agilikli katsayilarin elde edilmesinde kullanilan yodntemlerin
tamaminda polinom yaklasimin1i esas alan Diferansiyel Quadrature (PDQ)
kullanilmigtir. Polinom yaklasimi bir¢ok miihendislik probleminin ¢6zliimii i¢in oldukga

uygundur. Ancak 6zellikle periyodik davranig gosteren bazi problemlerin ¢éziimiinde,



polinom yaklasimi1 en iyi sonucu vermez. Fourier agilimi yaklagimi bu tiir problemler de
daha iyi sonuglar verebilmektedir. ilk defa Striz vd (1995), DQ uygulamasinda test
fonksiyonu olarak Harmonik fonksiyon kullanmiglar ve Bellman vd’nin (1972) birinci
yaklagiminda da kullanilan cebirsel denklem takimini ¢6zerek agirlikli katsayilari elde
etmiglerdir. Bununla beraber standart Diferansiyel Quadrature’dakine benzer bigimde
bazi zorluklarla karsilasmislardir. Bunun tizerine Shu ve Xue (1997), Fourier seri
acilimini, GDQM kullanarak, Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ) adi altinda,
plaklarin serbest titresim analizlerine basariyla uygulamiglardir. Ayrica Shu ve Chew
(1997), ayn1 metodu Fourier agilimini esas alan Diferansiyel Quadrature (FDQ) basligi
altinda Helmholtz problemlerine uygulamistir. HDQ ve FDQ arasindaki tek fark test

fonksiyonunda 7 nin alinip alinmamasidir.

Birlesim Metodu (BM) ilk olarak Girgin (2008a) tarafindan ve bu tezde onerilmistir.
Metot, DQM ile Simiilasyon Teknigini (ST) birlestirmistir. Son yillarda ST, bircok
yazilima basarili bicimde uygulanmistir. Modelica tabanli; Matlab/Simulink, Dymola,
Mosilab, SimulationX, LMS Imagine.Lab AMESim, MathModelica System Designer
gibi paket programlar ST’yi kullanmaktadirlar. ST, diferansiyel denklemleri ¢ozerken,
otomatik kontrol problemlerinde kullanilan blok diyagramlarim1 kullanmaktadir. Bu
nedenle lineer olmayan denklem veya diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, bu metot ile
kolaylikla elde edilebilmektedir. Bir¢ok durumda bu metot, lineer olmayan diferansiyel

denklemlere kolaylikla uygulanabilmektedir.

ST’de, sistemin modeli olusturulup ¢6ziimleme yapilabildigi gibi, sistemin genel
denkleminin simiilasyonu olusturularak da g¢oziimlemeler yapilabilmektedir. Model
olusturularak yapilan yontemde, model kurulurken programlarin paket kiitiiphaneleri
kullanilmaktadir ve model olusturulduktan sonra tek yapmak gereken modeli
calistirmaktir. Programlar, modele herhangi bir miidahale hakki vermemektedir.
Halbuki tezin amaci, ST nin eksikliklerini DQM kullanarak veya tersi olarak DQM’nin
eksiklerini ST kullanarak gidermektir. Bu nedenle bu tezde sistemin genel denklemleri

kullanilarak ¢oziimlemeler yapilmistir.

ST ile lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklem c¢oziimleri yapilirken,
programlar sadece baslangi¢ sartlarin1 girmeye miisade etmektedir. Yani siir degerlerin

sisteme girisi yoktur. Ozellikle smir deger problemlerindeki integraller alinirken bu



problem kendini gostermektedir. ST nin bu eksikligi, tiirev ve integraller alinirken

DQM kullanilarak asilmistir. ST ile tiirev veya integral alinirken s uzay: kullanilir.

BM sadece ST’ye degil DQM’ye de biiylik kolayliklar getirmektedir. DQM ile
coziimleme yaparken Ozellikle ayn1 diigiim noktasina iki ayr1 sarti girmenin zorlugu
yukarida anlatilmigti. ST mantig1 ile ayni noktaya once ilk sart sonra ikinci sart
kolaylikla uygulanabilmektedir. Ayrica DQM’de, lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in zorunlu olarak kullanilan Frechet tiirevine de, BM’de ihtiyag

duyulmamaktadir.

Sonu¢ olarak hem ST’deki eksiklikler hem de DQM’deki eksiklikler, her iki

metodun birlestirilmesiyle giderilmistir.

Buna ilave olarak DQ agirlikli katsayilar, farkli yeni bir yontemle elde edilmistir. Bu
yeni yontem, DQM’de kullanilandan daha kolaydir ve kosegen elemanlarin elde
edilmesi i¢in ilave isleme gerek duymamaktadir. Ayrica yeni yontem ile ayn1 mantik
kullanilarak Integral Quadrature (IQ) agirlikli katsayilarin da elde edilmesi saglanmistir.
Bundan baska, Shu vd’nin (1995) énerdigi Integral Quadrature Metodu’da (IQM)
gelistirilmistir. Her iki yontemle elde edilen integral agirlikli katsayilar matrisi,
fonksiyonun integralini, ¢ integral sabitlerini de hesaba katarak bulmaktadir. Quadrature
cozlimlerinde, c integral sabitlerini de hesaplayarak, fonksiyonun integralinin alinmasi
daha once literatiirde bulunmamaktadir. Bdylece icerisinde diferansiyel veya integral
islemleri iceren lineer olmayan baglangic veya sinir deger problemleri kolaylikla
coziilebilmistir. Yeni onerilen yontemle agirlikli katsayilarin elde edilmesi ilk olarak bu
tezde ve Shu vd’nin (1995) metodundan gelistirilen yontemle 1Q agirlikli katsayilarin

elde edilmesi ilk olarak Girgin (2008b) tarafindan ve yine bu tezde onerilmistir.

Bu ¢alismada ilk 6nce DQM’ye genel bir hatirlatma yapilarak, DQ’nun Bellman ve
Casti’den (1971) giiniimiize, 6nemli bigimde gelisimini saglayan metotlar tanitilmistir.
Ucgiincii béliimde Birlesim Metodu anlatilmistir. Ayni béliimde, yeni dnerilen yontemle,
diferansiyel ve integral agirlikli katsayilar matrislerinin ve Shu vd’nin (1995)
metodundan gelistirilen integral agirlikli katsayilar matrislerinin elde edilmesi de
gosterilmigtir. Dordiincii boliimde lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
verilmistir. Ekler boliimiinde ise yeni onerilen yontemle, 5 ve 13 diigiim i¢in elde edilen

diferansiyel ve integral agirlikli katsayilar matrisleri verilmistir.



2. DIFERANSIYEL QUADRATURE METODUNA GENEL BAKIS

2.1. Birinci Dereceden Tiirevler i¢cin Agirhkh Katsayilarin Hesaplanmasi

xe[a,b] araliginda bir boyutlu bir problem ele alinsin. Koordinatlar

a=X,,X,,...,Xy =b olan N adet diigiim sayis1 varsayilsin. Bellman vd (1972), f(x)

. C .o o)) df(X) .. h
fonksiyonunun birinci dereceden tiirevini, f (x):d— olmak tizere her digliim
X
noktasi i¢in asagidaki formiille vermislerdir.
N
9 (x,)=2af(x, ) i=1,2,.,N (2.1)

j=1

] 1

f (x), X, diigiim noktasindaki fonksiyonun degerini ifade eder. f(l)(xi), X,

diigiimiindeki f (x) fonksiyonunun birinci dereceden tiirevidir. agjl), birinci dereceden

tiirevler i¢in agirlikh katsayilardir.

Oncelikle agirlikli katsayilar matrisi belirlenir. Bu sayede fonksiyonun degerleri

kullanilarak tiirevleri elde edilebilir.

2.1.1. Bellman’in yaklasimi

Bellman vd (1972), ag.f) agirlikli katsayilariin hesaplanabilmesi i¢in iki yaklasim

onermislerdir. Bu iki yaklasim asagida verilmistir.
2.1.1.1. Bellman’in birinci yaklasimi

Bu yaklasimda test fonksiyonu asagidaki gibi alinmistir.

5 (x)=x", k=0,1,..,N-1 (2.2)



Denklem (2.2)’den, diigiim noktas1 sayist (N) kadar test fonksiyonu oldugu
goriilmektedir. Ayrica diiglim noktalarinin sayisi, diferansiyel denklemdeki en yiiksek

dereceli tiirevin bir fazlasina esit olmalidir. Denklem (2.1)’de gecen i ve j, 1’den N’e

kadar gitmektedir. Bu ylizden agirlikli katsayilar matrisinin boyutu (NXN) "dir.
Agirlikli katsayilar matrisinin elde edilebilmesi i¢cin N adet test fonksiyonu, N adet

diiglim noktasina (Xl,Xz,...,XN) uygulanir. Sonucta afjl) agirlikl katsayilar;

N
> alx; =1 i=1,2,..N (2.3)

N
Zagjl)xz‘ = kxf‘*ljk =23,.,N-1

J=

olarak veya daha farkli bir ifadeyle;
N
Za’il? (X;(FI):_;(X\FI) s i,V:1,2,...,N (2.4)

seklinde elde edilir.

Denklem (2.3)’lin son esitliginden goriilmektedir ki, kabul edilen test fonksiyonu
icin (Denklem (2.2)), diiglim noktalarinin sayisina esit veya daha biiyiik dereceli
tirevlere ait agirlikli katsayilar sifirdir. Clinkii agirlikli katsayilar, Denklem (2.3)’de

verilen son esitligin sag tarafinin tiirevinin alinmasiyla bulunur. x, diigiim noktalar
belirlendiginde, bu bagintilar ile agirlikli katsayilar matrisi ig¢in (NXN) ’lik lineer

cebirsel denklem dizileri elde edilir. Bu denklem dizilerinin matrisleri Vandermonde
formunda oldugu i¢in tek bir ¢ézlimii vardir. Bu yiizden N diigiim sayis1 ¢ok biiyiik
olursa, matris tekillesecek yani tersinin alinmasi giiclesecektir. Bu da ¢oziimleri

zorlagtiracaktir.

Tekilligin boyutlari1 6lgmek icin, agirhikli katsayilar, degisik sayida diigiim

noktalar1 i¢in esit aralikli diiglim noktalar1 kullanilarak hesaplanmistir. Bu



hesaplamalardan, alinabilecek maksimum diigiim nokta sayisinin 22 oldugu ortaya
cikmistir. Bu say1 asildiginda, lineer cebirsel denklem takimlari tekil hale gelir ve

coziilemez. Genel olarak bu yaklagimda diigiim sayis1 13’1 gegmemelidir.

Asagida 3 diigiimlii elemanin birinci dereceden tiirevleri icin agirlikli katsayilar
matrisinin nasil elde edildigi gosterilmistir (Jang 1987). Denklem (2.4) g6z Oniine

alinarak;

v =1 igin;

al’x? =0 (2.5)

3
1
=1

]

veya daha acik ifade ile;

all +al) +all =0,  i=1 (2.6)
al) +al) +all =0, i=2 2.7)
al) +al) +al) =0, i=3 2.8)

olarak elde edilir. v =2 i¢in;

alx, =" (2.9)

3
=

J
veya daha acik ifade ile;

alx +al)x, +allx, =1,  i=1 (2.10)

allx, +al)x, +allx, =1,  i=2 (2.11)



10

al)x, +allx, +allx, =1,  i=3 (2.12)

olarak elde edilir. v =3 igin;

al'x? =2x, (2.13)

1

=

3
J=1

veya daha acik ifade ile;

asll)xl2 + aglz)xi + a%)xi =2x,, 1=1 (2.14)
allx? +allx?+allx?=2x,, i=2 (2.15)
a(;l)xf + aglz)xg + a(;})xi =2x,, 1=3 (2.16)

olarak elde edilir. Denklem (2.6), (2.7), (2.8); (2.10), (2.11), (2.12) ve (2.14), (2.15),
(2.16) matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.

11 17]an 0
X, X, X,[{alli=41 (2.17)
X, X3 Xi P 2x,

X, X, X;[jalt=41 (2.18)

2 2 2 |
X; X, X;|[aW 2x,

X, X, X;[{allt={1 (2.19)

Denklem (2.17), (2.18) ve (2.19) kisa sekilde asagidaki sekilde yazilabilir.



11 17y 0 al)

X, X, X aglz) 1 = ai(;)

xi x5 x]a0| 2% al)
X

Diigiim noktalariin  koordinatlari,

edildiginde;
11 1 -3
[x]=|0 05 1| = [x]'=[0 4
0° 0,5 1 0 -1

olarak bulunur. Buna gore Denklem (2.20);

al'| 11 -3 27(0 al] al)
alt=10 4 4|51 ¢ = [al) al)
) Lo 2flx] a a

olarak elde edilir. Sonug olarak;

)l ] [
) o) <[4 0 4
)l ] 13

bulunur. Gorildigl tizere agirhikli katsayi

11

1 1 1 0
=X, X, X, 1 (2.20)
X; X2 X; 2x,
- - -7
X

x,=0; x,=1/2; x;=1 olarak kabul

2.21)

(2.23)

lar, indislerine gore dogru yerde degildir.

Matrisin transpozesi alindiginda istenilen agirlikl katsayilar elde edilebilir (Jang 1987).

T
1 1 1 1 1 1
agl) agz) 353) agl) al(21) a(31) =3
1 1 1 1 1 1
) oD ||l o | |-
G o) )

4 -1
0 1 (2.24)
4 3
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Denklem (2.24), Bellman’in birinci yaklasimina gore ii¢ diigiimlii elemanin birinci

derece tiirevleri i¢in agirlikli katsayilar matrisidir.

Ikinci derece tiirevlerin agirhikli katsayilari, Denklem (2.20)’deki ilk esitligin sag

tarafinin bir kez daha tiirevinin alinmasiyla elde edilebilir. Denklem (2.20)’de, [x]

matrisi degistirilmemelidir. Bunun sabebi, Denklem (2.3)’de verilen son esitligin sag

tarafinin tlirevinin alinmasiyla bozulan esitlik, sol taraftaki katsayilar matrisinin

degistirilmesiyle saglanir. Yani ai(jz) , ikinci derece tiirevler i¢in agirlikli katsayilar olmak

tizere, Denklem (2.22);

al 1 -3 27(0 ai) al) A 1 3 2770 0 o0
all={0 4 —4i0r = [a? a0 P |=|0 4 4|0 0 0] (225
a?| [0 -1 2|2 a® a0 L@ [0 -1 22 2 2

biciminde degisir ve bunun sonucu olarak da;

|} 4 4 4

ag) a(zzz) agi) =|-8 -8 -8 (2.26)
CRCIC N

(2)

al’ (2)

a?:l

bulunur.

Yine goriildiigii lizere agirlikli katsayilar, indislerine gore dogru yerde degildir.

Matrisin transpozesi alindiginda istenilen agirlikli katsayilar elde edilebilir.

T
a(z) a a
11 12 13

2 2 2
ay) ay) ay)

2 2 2
a(31) a(32) a(33)

) 50 (2)

()
a;," dy Ay 4 -8 4
2 L0

=lal? al) a)| =|4 -8 4 (2.27)
2 4@ 4@ 4 -8 4

13 23 33

(2)

Denklem (2.27), Bellman’in birinci yaklagimina gore ti¢ diiglimlii elemanin ikinci

derece tiirevleri i¢in agirlikli katsayilar matrisidir.
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2.1.1.2. Bellman’in ikinci yaklasimi

Bu yaklagim birinci yaklasimin aynisidir. Fakat kullanilan test fonksiyonu farklidir.

Bu yaklasimda kullanilan test fonksiyonu;

 (x) =) k=1,2,..,N (2.28)

seklindedir. Burada L (x), N. Dereceden Legendre polinomu ve L(IL) ; LN(X) ’in
birinci dereceden tilirevidir. x, diiglim noktalarinin secimi, Otelenmis Legendre
polinomunun kdklerine gore yapilir ve her diigiim noktas1 Denklem (2.28)’e uygulanir.

Bellman vd (1972), agjl) ’1 hesaplamak icin asagidaki basit cebirsel formiilii bulmuslardir.

)

all = LN(XiI? : i#i (2.29)
(=) IV ()

w__1=-2x (2.30)

Bilindigi iizere Legendre polinomu asagidaki bigimde ifade edilmektedir (WEB 1
2008).

Ly(x)= 2N1N! d(i;N [(x2 —1)N}, x e[-1,1] 231)

Otelenmis Legendre polimonu ise;

iN(x):((N—l)!)_l%[(xz —x)Nl}, x [0,1] (232)

seklinde ifade edilmektedir (WEB_1 2008).
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Diigiim noktalar1 bulunurken, 6telenmis Legendre polinomu sifira esitlenir. Elde
edilen denklemin kokleri, diigiim noktalarinin koordinatlarini verir. Diigiim noktalari

dagilimlarina, Boliim 2.7°de ayrintili olarak deginilmistir.

Denklem (2.29) ve (2.30) kullanilarak agirlikli katsayilar hesaplanabilir. Bununla
birlikte bu metot, birinci metot kadar kullanisl degildir. Ciinkii bu yaklasimda digiim
noktalarinin koordinatlar1 rasgele se¢ilememektedir. N. dereceden Gtelenmis Legendre
polinomunun kdoklerine gore secilmektedir. Bu yiizden pratik kullanimda genellikle
birinci yaklasim kullanilmistir. Ayrica bu yaklasimda N diiglim sayis1 belirlendiginde,
otelenmis Legendre polinomunun kokleri de belirlenmis olur. Boylece hangi tiir fiziksel
problemin ele alindigina bakilmaksizin diigiim noktalarinin dagilimi sabit hale gelmis
olur. Bu durum, pratikte karsilasilan degisik yapisal geometrik sekiller ve degisik sinir
sartlart icin ihtiya¢ duyulan farkli koordinath diigiim noktalar1 kullanilamadigindan,

metodun mekanigin bazi problemlerine uygulanmasinda engel teskil eder.

Yukaridaki anlatilanlardan anlasilacagir tizere, ilk DQ metodunun her iki
yaklasiminda da bazi eksiklikler mevcuttur. Bu eksiklikler, metodun mekanik

sistemlerin analizine uygulanmasinda bazi sinirlamalar olusturur.

2.1.2. Quan ve Chang’n yaklasimi

Bellman’in yaklagimimi gelistirebilmek i¢in bircok ¢alisma yapilmistir. Bunlardan
birisi de Quan ve Chang’in (1989a,b) yaklasimidir. Quan ve Chang (1989a,b), test

fonksiyonu olarak asagidaki Lagrange interpolasyon polinomunu kullanmiglardir.

M(x)
I, (X):(X—Xk)M(l)(Xk)’ k=12,.,N (2.33)
Burada;
M(x)=(x—x,)(x—X,)..(x =xy) (2.34)

ve,
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M(l)(xi): ﬁ (x;—x,) (2.35)
dir.

Denklem (2.33), N diigiim noktasina uygulandiginda, agjl) agirhikli katsayilarinin

hesaplanabilmesi i¢in asagidaki formiiller elde edilir.

N —
al) =1 ] XX ji (2.36)

0 _ 1 2.37
(2.37)

k=1,k#i Xi - Xk

Denklem (2.36) ve (2.37)’de diigiim noktalarinin sec¢imi i¢in herhangi bir kisitlama
yoktur.

2.1.3. Shu’nun genel yaklasim

Shu, yaklasiminda Bellman vd’den (1972) esinlenmis ancak Quan ve Chang’in
(1989a,b) yaklasimini da igine alan genel bir yaklagim iiretmistir (Shu 1991, Shu ve
Richards 1990). Shu, iki soru ile yola c¢ikmistir. Birincisi, agirlikli katsayilari
hesaplamak i¢in neden iki yaklagim kullantyoruz? Ikincisi, bu iki yaklagim ayni1 agirhikly
katsayilar1 m1 veriyor? Eger Oyleyse, agirlikli katsayilari hesaplamak igin baska
yontemler de olabilir. Bu sorularin cevabini, polinom yaklasimlarini ve lineer vektor

uzayin kullanarak vermistir.

Diferansiyel denklemlerin (DD) c¢oziimlerine dogru olarak yaklasabilmek igin
ylksek mertebeli bir polinom kullanilmalidir. Burada polinomun derecesi N-1 olarak

alinmustir.

Eger f (x) , bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise, genel olarak ¢6ziim fonksiyonu

asagidaki gibi verilir.
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f(x)zPN (x)z c X" (2.38)

burada c, sabittir. PN(X) , N boyutlu V; lineer vektdr uzaymin skaler carpim ve

vektdrel toplamindan olusur. Lineer vektdr uzayr Vy, lineer bagimsiz 1,x,x7,...,x" "
olarak verilmistir. Yani;
s, (x)=x"", k=12,...,N (2.39)

olarak da ifade edilebilir.

DD’nin ¢6ziimii i¢in diiglim noktalarindaki fonksiyonun degerlerini bilmek gerekir.

[a,b] kapali aralifinda, N diigiim sayisina ait koordinatlar a =x,,Xx,,...,Xy, =b olmak

lizere x; diiglim noktasindaki fonksiyonun degeri, f (Xi)’dil‘. Denklem (2.38)’deki

sabitler agagidaki denklem sistemi ile belirlenir.

Co +C X, +C,X| ot X, =f(x,)
2 N-1
C,+CX, +C,X5 +.+Cy Xy =1(X,) (2.40)

2 N-1
Co +C Xy +CyXy +.t O Xy =F(Xy)

Denklem (2.40) Vandermonde formundadir ve tekil degildir. Denklem (2.38)’in

Cy5Cys--,Cy, Katsayilari i¢in tek bir ¢oziim vardir. Sabitler hesaplandiginda polinom

elde edilmis olur. Diger taraftan eger N sayisi biiylik olursa, matris tekilleseceginden

tersini almak zor olur. Bu durumda, c,c,,...,cy_, katsayilarini bulmak da zorlasir.

Denklem (2.38)’deki vektoér bir anlamda polinomdur ve asagidaki polinomlar

alinabilir.

r(x)=x‘", k=12,.,N (2.41)
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¢ (x) = () k=12,..,N (2.42)

n(x)= k=12,.,N (2.43)

r(x)=1Lr1(x)=(x—x)5,(x), k=23,..,N (2.44)

Burada LN(X), N. dereceden Legendre polinomudur. M(x), Denklem (2.34)’de

verilmisti. Denklem (2.42) ve Denklem (2.43)’de Legendre ve Lagrange polinomlari
kullanilmigtir. Denklem (2.44) Newton interpolasyon polinomudur. Denklem (2.42) ile
Denklem (2.43) arasinda, kullanim bakimindan tek fark, diigim noktalarinin
dagilimidir. Denklem (2.42), Denklem (2.43)’tin 6zel bir halidir ve Legendre diiglim

noktalari i¢in gegerlidir.

Denklem (2.41), Bellman’in birinci yaklagimidir. Denklem (2.42), Bellman’in ikinci
yaklagimidir. Yani Bellman’in iki yaklasiminda kullandig: test fonksiyonlar: aslinda,

\Y

v lineer vektdr uzaymndaki iki polinomdur. Denklem (2.1)’deki a; bir lineer
operatdrdiir. Lineer vektdr uzaymin 6zelligi olarak bilinmektedir ki, Denklem (2.1)’deki
gibi bir lineer operatorii, bir polinomu sagliyorsa, diger polinomlar da saglar. Bundan
dolay1 agirlikli katsayilar, test fonksiyonunun se¢imine bagli degildir. Diger taraftan
Bellman’in iki yaklasimindaki tek farkin, test fonksiyonu oldugu bilinmektedir. Test
fonksiyonlart polinomlarla esdegerdir. Bundan dolay1 iki ayri1 polinom kullanmak
demek, iki ayr1 agirlikli katsayilar hesap etme yontemi kullanmak demektir. Lineer

vektor uzayindan bir¢ok polinom elde edilebilir, yani agirhikli katsayilarin

hesaplanmasinda bir¢ok yaklagim yapilabilir.

Eger temel polinom olarak Denklem (2.41) almirsa, Denklem (2.3)’de verilen
Bellman’in birinci yaklasimi elde edilir. Eger temel polinom olarak Denklem (2.42)
almirsa, Denklem (2.29) ve Denklem (2.30)’da verilen Bellman’in ikinci yaklagimi elde
edilir. O ylizden burada genellestirme icin iki temel polinom alimmistir (Shu 2000).
Lagrange interpolasyon polinomu (Denklem (2.43)) birinci temel polinom olarak

alinmistir. Basitlestirmek i¢in;
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M(x):N(x,xk)(x—xk), k=12,..,N (2.45)
doniisiimii yapilir. Burada,

N(x. xj)=M(l)(xi)8.. (2.46)

i 1j

dir. Burada 3, Kronecker operatoridiir ve her i=j degerinde 1 ve her i= j degerinde

0 degeri alir. Denklem (2.45), Denklem (2.43)’de yerine konuldugunda;

N(x,xk)
= k=12,...,.N 2.47
(%) MY (x,) (247
elde edilir.

Denklem (2.47), Denklem (2.1)’den faydalanilarak,

N (x,.x))

() A7)
' M (Xj )

(2.48)
seklinde yazilabilir (Shu 2000).

Denklem (2.48)’deki M"(x;), Denklem (2.35)den kolaylikla bulunabilir.
NO (xi, X j) ‘nin hesaplanmasi i¢in, Denklem (2.45)’in x’e gore tiirevi alinarak asagidaki

genel tekrarlamali formiil elde edilir (Shu 2000).

MY (x) =N (x,%, )(x=x, )+ N (x,x,),r=1,2,... N~k =1,2,..,N (2.49)

Burada M(r)(x) ve N(r)(x,xk), M(x) ve N(x,x,)’nin r. dereceden tiirevlerini

ifade etmektedir. Denklem (2.49)’da r = 1 alindiginda, N(r_l)(x,xk) degeri her i# j
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noktalarinda, Denklem (2.46)’dan M (xi)éiij "ye esit olacagindan ve i# j sartinda J;

sifira gittiginden N® (xi,x j) asagidaki bigimde elde edilir.

)
N(l)(xi,xj):M—(Xi), i ] (2.50)

Xi_Xj

Ayrica yine Denklem (2.49)’da x =x, alindiginda, (x — xk) ifadesi sifira gittiginden

N (xi%,);

M@ (Xi)

N(l)(xi,xi)= 5

(2.51)

olarak elde edilir. Denklem (2.50) ve (2.51), Denklem (2.48)’de yerine yazildiginda;

al) = j i # ] (2.52)

(2.53)

denklemleri elde edilir.

Denklem (2.52)’den goriildiigii tizere, x; verildiginde MU (Xi) Denklem (2.35)’den
kolaylikla bulunabileceginden, i# j i¢in afjl) ’de kolaylikla bulunabilir. Fakat Denklem

(2.53)’deki a!’in hesaplanmasi, M(z)(xi) ikinci dereceden tiirevin hesabini

gerektirdiginden kolay degildir. Zorluk, ikinci bir temel polinom kullanilarak ¢oziiliir.
Lineer vektor uzaymin 6zelligine gore, eger bir temel polinom Denklem (2.1)’deki gibi

bir lineer operatorii saglarsa, baska bir temel polinom da saglar. Sonug olarak, Lagrange

. . 1) 1 NP .
interpolasyon polinomu (Denklem (2.43)) a;;’ lineer operatoriinii sagliyorsa, baska bir

temel polinomda (Denklem (2.41)) saglar. Bu yiizden al!, k=1 iken, x*"' temel

ij 2
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polinomundan elde edilen asagidaki denklemi saglar. Yani Denklem (2.3)’iin ilk

sartindan;
N N
Zag) =0 veya afil) =— Z afj) (2.54)
j=1 j=1,j=1
elde edilir.

Sonug olarak Shu’nun (1991) yaklasimina gore agirlikli katsayilar matrisi Denklem

(2.52) ve (2.54)’den elde edilir.

2.2. ki veya Daha Yiiksek Dereceden Tiirevler i¢cin Agirhikh Katsayilarin

Hesaplanmasi
2.2.1. ikinci dereceden tiirevlerin agirhkh katsayilar

Ikinci derece tiirevlerin agirlikli katsayilariin hesabinda Denklem (2.1)’e benzer

_4x)

bigimde £ (x) — olmak iizere asagidaki yaklagim verilebilir.

dx

f<2>(xi)=§:a§f>f(xj), i=12,.,N (2.55)

=

Denklem (2.55)°deki f'*(x,), x, noktasindaki f(x)’in ikinci dereceden tiirevidir.

a§f) , ikinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilardir. Goriildiigii tizere Denklem
(2.55) lineer operatordiir ve Denklem (2.1)’in benzeridir. Ikisi arasindaki tek fark, farkli
agirliklt katsayilari kullanmalaridir. Asagida ai(jz) ‘nin hesaplanmasi i¢in iki yaklagim

verilmistir.
2.2.1.1. Quan ve Chang’in yaklasimi

Quan ve Chang (1989a,b) bu yaklasimlarinda, Lagrange interpolasyon polinomunu
test fonksiyonu olarak almislardir. Buna gore ikinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli

katsayilari, asagidaki bigimde vermislerdir.
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N _ N
2l =2 ( X; Xk}(z ! ] P ] (2.56)
A kI,I T )l 2

0oy 3| ( y ! ] 2.57)
a5’ = '
Kotk | X — Xy Uskant=i X — X

2.2.1.2. Shu’nun genel yaklasimi

Birinci dereceden tiirevdeki analize benzer olarak Shu’nun (1991) genel yaklagimi,
polinom yaklasimi ve lineer vektdr uzay: analizlerine dayanir. Temel polinom olarak

Denklem (2.41) ve Denklem (2.43) kullanilmistir. Denklem (2.48)’e benzer bi¢cimde;

NS (Xi ,X )
ay) = MO (x, )J (2:3%)
yazilabilir.

Diger taraftan Denklem (2.49)’dan, Denklem (2.50) ve (2.51)’e benzer bigimde;

M(Z) ' _2N(1) X
N ) - M )2 o) i ] (2.59)
Xi_Xj
o
N (x,,x,) = 2 3(X') (2.60)
elde edilir.

Yine Denklem (2.59) ve (2.60)’dan, Denklem (2.52) ve (2.53)’e benzer bi¢cimde;

i # (2.61)



22

a? = i) (2.62)

denklemleri bulunur.

Denklem (2.52) ve Denklem (2.53), Denklem (2.61)’de yerine yazildiginda;

a(?>:2a§‘>(a§>— ! J i# ] (2.63)

elde edilir.

i# j iken Denklem (2.63)’den ag?) ’yi hesaplamak kolaydir. Fakat Denklem (2.62)

"deki afiz ) ’yi elde etmek i¢in gerekli olan 3. dereceden M" (x;) tiirevini hesaplamak

zordur. Zorluk lineer vektor uzaymnin Ozelliginden faydalanilarak giderilir. Birinci

dereceden tiirevdeki analizine benzer bicimde, ag.z) lineer operatdriinii Lagrange
interpolasyon polinomu sagliyorsa, baska bir temel polinom da (xk‘l,k=l, 2,...,N)
saglar. Bu ylizden asz) , k=1"de x*' temel polinomu igin tiiretilen asagidaki formiilii

dogrular.
N
Zaﬁf) =0 veya ai(f) =— Z.ai(jz) (2.64)

Shu’nun genel yaklasiminda, i# j i¢in a'?, Denklem (2.63)’den ve afiz) , Denklem

i o

(2.64)’den hesaplanir.

2.2.2. Yiiksek deceden tiirevler icin Shu’nun tekrarlamah formiilii

drf(x)
dx'

Yiiksek dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilarmin hesabinda f *) (x)=

olmak tizere asagidaki iki lineer operator uygulanir.
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N
£7(x,) = al" f(x,), i=12,..,N;r=2,3,.,N-1 (2.65)

N
£ (x,) =Y al ™ £ (x;), i=1,2,.,N;r=2,3,..,N-1 (2.66)

Burada f"(x;) ve f""(x,), x, noktasmdaki f(x)’in x’e gore r. ve (r-1).

(r)

W ve al™, r. ve (r—1). dereceden tiirevlere ait agirlikli

dereceden tiirevleridir. a i

katsayilardir. afjr) ’yi elde etmek icin iki temel polinom kullanilacaktir. Bu temel
polinomlar, birinci ve ikinci dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilarinin elde
edilmesinde de kullanilan Denklem (2.41) ve (2.43)’diir. Denklem (2.58)’e benzer

bicimde, Denklem (2.65) ve (2.66) icin;

(r) i
al 2.67
ij M( ) (Xj) ( )
N (XA XA)

(r-1) _ 2%

= (2.68)
M (XJ)
denklemleri elde edilir.
Denklem (2.68),

N (x,x;)=al " MY (x,) (2.69)

olarak da ifade edilebilir.

Denklem (2.69), her i ve j diiglim noktalar1 i¢in gecgerlidir. Diger taraftan birinci ve
ikinci dereceden tiirevler i¢in uygulanan isleme benzer bigimde Denklem (2.49)’dan,

Denklem (2.59) ve (2.60)’a benzer bigimde;
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N(r)(xi,xj)= o x, , i#] (2.70)
M(r+1)( )
NO (x. x.) = n 2.71
(ro) = )
(r)
N (x,,x,) = (x) (2.72)
r
elde edilir.
Denklem (2.72)’deki M") (x;), Denklem (2.70)’de yerine yazildiginda;
e NCD(x,x )= N (x,x.
N (x,0x,) = [N ox) N )] i ] 273)
X; =X,
elde edilir.
Denklem (2.73), Denklem (2.69) kullanilarak basitlestirildiginde;
rla"MY (x,)—al""MY (x.
N (x,,x;)= [ ()8, ( J)], i # (2.74)

elde edilir.

Denklem (2.74), Denklem (2.52) kullanilarak Denklem (2.67)’de yerine
yazildiginda, Denklem (2.63)’e benzer bigimde;

a..
al) = r(a@)a.‘“) _”—}, i,j=1,2,.,N;r=2,3,..,N-1 (2.75)
]
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denklemi elde edilir. Burada afjl), birinci dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilaridir.

a@ ’yi elde etmek i¢in; Denklem (2.71), Denklem (2.67)’de yerine yazildiginda,
Denklem (2.62)’ye benzer bi¢cimde;

. M(r+1) (X. ) o
a. = - , ,j=12,...,N;r=2,3,..,N-1 (2.76)
) MY (x,)

bulunur.

Goriildugi tizere Denklem (2.75)’den, i # j i¢in agirlikli katsayilar (aﬁj)), kolaylikla

hesap edilebilir. Ancak Denklem (2.76)’daki agirlikli katsayilarin (afir )) hesap edilmesi

kolay degildir. Yine bu zorluk lineer vektdr uzaymnm kullanimiyla giderilecektir. N

boyutlu lineer vektdr uzay: analizinde, a;’ lineer operatoriinii, Lagrange interpolasyon
polinomu sagliyorsa, baska bir temel polinom da (xk’l,k:l,z,...,N) saglar. Bu

yilizden afjr) ,k=11iken x*"' temel polinomundan elde edilen asagidaki denklemi saglar.

N
da=0 veya ay=-3 af (2.77)

Buna gore a'” | Denklem (2.77)’den ve i#]j igin agjr) ise Denklem (2.75)’den

n >’

hesaplanabilir.
2.2.3. Matris carpim yaklasim

Diferansiyel operatoriin tanimindan agagidaki esitlik elde edilebilir (Shu 2000).

d’f d(df
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2
Basitlik olmasi bakimindan g—f;, f(2)(x) ve ?’de f(l)(x) ile gosterilsin. DQ
X X

formu, Denklem (2.78)’in sol tarafina uygulandiginda;

N
£7(x,) =Y alf (x;). i=12,.,N (2.79)
j=1

denklemi elde edilir.

DQ formu, Denklem (2.78)’in sag tarafina uygulandiginda ise;

N N N
£ (x,) =Y al £ (x,) =) al) > apf (x;), i=1,2,..,N (2.80)
k=1 k=1 j=1

elde edilir ve sonug olarak;

fu)("aFi{Zaip afi)} £(x,). i=1,2,..,N 2.81)

j=1 L k=1
denklemi bulunur.

Denklem (2.79) ve Denklem (2.81) birlestirildiginde;

ai(1_2) - Z ai(i)a%) (2.82)

N
k=1

denklemi elde edilir. Buna gore birinci ve ikinci dereceden tiirevler igin agirlikli

katsayilar matrisleri;
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)l ) ) el
) all Ll £l Al

|:A(1):| _ . . Coe . . ’ |:A(2):| _ . . ce . (283)
ol el ECIRCINY

olmak iizere, Denklem (2.82) asagidaki sekilde de yazilabilir.

(AP ]=[A0|[A"] (2.84)

Denklem (2.84), ikinci derece tiirevlere ait agirlikli katsayilar matrisinin, birinci
derece tiirevler i¢in elde edilen agirlikli katsayilar matrisinin kendisiyle ¢arpilarak elde

edilebilecegini gostermektedir.

Benzer bigimde f(x)’in r. dereceden tiirevi igin;

dOf 4 (d"Vf)  dtY [(df
dx " :d_x dx Y :dx(H) (d_xj (2.85)

yazilabilir. [A(r)} ve [A(H)] , T. ve (r—l). dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar

matrislerini gostermek iizere;
[A“)] - [A(l)][A(H)} - [A(H)][A(l)], r=2,3,..,N-1 (2.86)

elde edilir.

Denklem (2.86) basit goriilebilir ancak Denklem (2.75) ve (2.77) ile kiyaslandiginda
daha fazla isleme ihtiya¢ duymaktadir. Denklem (2.86)’da her bir agirlikli katsay1 i¢in,
N carpim ve (N —1) toplama islemi gereklidir. Demek ki toplam (2N —1) adet isleme

ihtiya¢c vardir. Denklem (2.75) ise, iki ¢arpma, bir bolme ve bir ¢ikarma islemini
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gerektirmektedir. Demek ki her bir diyagonal olmayan agirlikli katsayimin
hesaplanabilmesi i¢in dort adet aritmetiksel islem gereklidir. Denklem (2.77)’deki

diyagonal agirlikli katsayilarinin hesaplanabilmesi i¢in ise (N—Z) ¢ikarma islemi

gereklidir. Bunun anlami, Denklem (2.75) ve Denklem (2.77) i¢in gerekli aritmetiksel
islem, Denklem (2.86) icin gerekli olandan daha azdir.

2.3. Fourier A¢ilimini Esas Alan Diferansiyel Quadrature (FDQ) ve Harmonik
Diferansiyel Quadrature (HDQ) ile Agirhikh Katsayilarin Hesabi

Yukaridaki boliimlerde anlatilan agilikli katsayilarin elde edilmesinde kullanilan
yontemlerin tamaminda, polinom yaklasimini esas alan Diferansiyel Quadrature (PDQ)
kullanilmistir. Polinom yaklasimi, birgok miihendislik problemlerinin ¢oziimii i¢in
oldukca uygundur. Ancak ozellikle periyodik davranis gosteren bazi problemlerin
¢Oziimiinde polinom yaklagimi en iyi sonucu vermez. Fourier agilimi yaklagimi bu tiir
problemler de daha iyi sonuglar verebilmektedir. Bu yiizden ilk defa Striz vd (1995),
DQ uygulamasinda test fonsiyonu olarak Harmonik fonksiyon kullanmislardir. Striz vd
(1995), Bellman vd’nin (1972) birinci yaklasiminda kullandigi cebirsel denklem
takimim ¢ozerek agirhikli katsayilari elde etmislerdir. Bununla beraber standart
DQ’dakine benzer bigcimde bazi zorluklarla karsilasmislardir. Bunun iizerine Shu ve
Xue (1997), Fourier seri acilimimi1 GDQM kullanarak HDQ adi altinda, plaklarin serbest
titresim analizlerine basariyla uygulamislardir. Ayrica Shu ve Chew (1997), ayni
metodu FDQ baslig1 altinda Helmholtz problemlerine uygulamiglardir. Aralarindaki tek

fark, test fonksiyonunda 7 ’nin alinip alinmamasidir.

FDQ ve HDQ metotlarinin anlatilmasinda, basitlik olmasi bakimindan bir boyutlu
problem ele alinacaktir. Ayrica anlatimda, FDQ ve HDQ birbirine ¢ok benzediginden,
ayni denklem iki metot i¢in arka arkaya verilerek aralarindaki kiiciik fark

gosterilecektir.

Xe€ [a,b] araliginda bir boyutlu bir f (x) fonksiyonu ele alinsin. Caligma alaninin,

X,,X,,...,Xy diglim noktalar1 koordinatlarina sahip, N diigiim sayisina ayrildig:
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varsayilsin. Buna goére herhangi bir x, diiglimiindeki f (x) fonksiyonunun birinci ve

df(x) dzf(x)

ikinci dereceden tiirevi £ (x)= ve f? (x)= i olmak iizere;
X X
N
£ (x,)= Zlag.”f(xj), i=12,.,N (2.87)
p
N
£7(x,) =Y af (x;). i=12,.,N (2.88)

) ve agj) sirastyla birinci ve ikinci dereceden tlirevlere ait

olarak verilir. Burada ai(j1
agirlikli katsayilardir. f (x) fonksiyonu, polinom yaklagimina gore alindiginda, birinci

ve ikinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar, Denklem (2.52), (2.54), (2.63) ve
(2.64)’de verildigi sekilde elde edilmekteydi. Bu bolimde f (x) fonksiyonu, 0 <x <1

araliginda Fourier seri a¢ilimi ve Harmonik olarak alinacaktir. Buna gore f (x)

fonksiyonu;
f(x)=c, +§g‘(ck cos (kx)+d, sin (kx)) (FDQ) (2.89)
f(x)=c,+ NZ/Z:(Ck cos (knx)+d, sin (knx)) (HDQ) (2.90)

k=1
seklinde verilmektedir (Shu ve Chew 1997, Shu ve Xue 1997). Bolim 2.1.3.°de

anlatilan Shu’nun (1991) genel yaklasimina benzer bigimde, burada da 2 tane temel

polinom alinacaktir. Bunlardan birincisi, Denklem (2.41)’e benzer bi¢imde;

1,sin(x),cos(x),sin(2x),cos(2x),...,sin(Nx /2),cos(Nx/2) (FDQ) (2.91)

1,sin(7x ), cos (7x ), sin (2nx ), cos (2nx ), ...,sin (Nnx / 2),cos (Nnx /2)  (HDQ) (2.92)
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seklindedir. Ikinci temel polinom ise Denklem (2.43)’e benzer bicimde Lagrange

interpolasyon trigonometrik polinomudur ve asagida verilmistir.

n(x)= k=0,1,..,N (FDQ) (2.93)

k=0,1,...N (HDQ) (2.94)

(HDQ)  (2.96)

olarak elde edilir. Denklem (2.93) ve (2.94)’deki M(x), Denklem (2.34) ve (2.45)’e

benzer bigimde;

M(x):ﬁsin(X;ij:N(x,xk)sin(x;xkj (FDQ) (2.97)
M(X)zﬁsin(x;xk n]=N(X,Xk)sin(X_2Xk nj (HDQ) (2.98)

olarak yazilabilir. Yine Denklem (2.35)’e benzer olarak;
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N(x,,x,)= f[ sin(xi;"kap(xi) (FDQ) (2.99)
N(x,,x;)= ﬁ sin(xi;Xk 7:}=P(xi) (HDQ) (2.100)

dir. Denklem (2.99) ve (2.100)’deki P(x,) ifadesi, Denklem (2.35)deki M" (x,)
ifadesine benzemektedir. Ancak burada P(x,), M"(x,) nin iki kat: olarak verilmistir

(Shu ve Chew 1997, Shu ve Xue 1997). Bu iliskinin nasil elde edildigi Denklem (2.111)
ve (2.112), ve lizerindeki tarif ile anlatilmistir. Denklem (2.46)’ya benzer bigimde;

N(xi,xj):N(xi,xi)SU

(2.101)

yazilabilir. Burada §; Kronecker operatoriidir ve her i=j degerinde 1 ve her i# j

degerinde 0 degeri alir. Denklem (2.47)’ye benzer bicimde, Denklem (2.97) ve (2.98)’in
Denklem (2.93) ve (2.94)’de yerine yazilmasiyla asagidaki bigimde kisaltilabilir.

(2.102)

Denklem (2.48) ve (2.58)’e benzer bicimde Denklem (2.102), Denklem (2.87) ve
Denklem (2.88)’den faydalanilarak;

0 _ o X (2.103)

NO 0% (2.104)
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denklemleri elde edilir. Burada N(l)(x,xk) ve N(z)(x,xk) srastyla N(X,X, ) ’nmn

birinci ve ikinci dereceden tiirevleridir. Denklem (2.103) ve (2.104)’den ai(jl) ve asz) ‘nin,

NO (xi,x j) ve N(z)(xi,x j) ’in elde edilmesiyle bulunabilecegi goriilmektedir. P(x j),

Denklem (2.99) ve (2.100)’den kolaylikla elde edilebilir. N (x;,x;) ve N®(x,.x;),

1777
Denklem (2.97) ve (2.98)’in arka arkaya tiirevi alinmasiyla elde edilebilir. Buna gore

M (x)’in birinci, ikinci ve iigiincii dereceden tiirevleri;

M(l)(x):N(l)(x,xk)sin(X 2ij+%N(x,xk)cos(X_2ij (FDQ)  (2.105)

M(l)(x)=N(l)(X,Xk)sin(X 2Xk nj+§N(X,Xk)cos(X_2Xk nJ (HDQ) (2.106)

M‘”(x)=N“’<x,xk)sin(x—zxkj+Na>(X,Xk)COS(x_xk]

—%N(X,Xk)sin(x 2XkJ

[\

(FDQ)  (2.107)

M® (x) :N(Z)(x,xk)sin(X 2Xk nj+nN(l)(x,xk)cos(X_Xk nj

2
—%N(x,xk)sin

(HDQ)  (2.108)

7N\
o | !
el
~
a

(FDQ)  (2.109)

(HDQ)  (2.110)
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seklinde elde edilir.

Denklem (2.105) ve (2.106)’da x yerine x, yazilmasiyla sin (%) ifadesi sifira

gittiginden, Denklem (2.99) ve (2.100) dikkate alinarak;

M(l)(xi):%N(xi,xi):%P(xi) (FDQ) @.111)
M(l)(xi):gN(xi,xi):gP(xi) (HDQ) 2.112)
denklemleri elde edilir. Bunun yaninda Denklem (2.105) ve (2.106)’daki N(x,x,)

degeri, her i # j noktalarinda, Denklem (2.101)’den N(xi,xi )Sij ’ye esit olacagindan ve

i# j sartinda §; sifira gittiginden N(l)(xi,xj);

N (x,.x;) =——= (FDQ) (2.113)
sin( ‘ j

(HDQ) (2.114)

olarak elde edilir. Denklem (2.111), (2.112) ve (2.113), (2.114)’de yapilan isleme
benzer olarak, Denklem (2.107) ve (2.108)’de x yerine X, yazilmasiyla;

N (x,,x,)=M? (x,) (FDQ) (2.115)

(HDQ) (2.116)
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denklemleri elde edilir. Yine (2.107) ve (2.108)’deki, N(x, X, ) , her i# j noktalarinda

sifira gittiginden;

i#i (FDQ) (2.117)

M? (Xi)_ﬂN(l) (Xi)Xj)COS(Xi ;Xj nj
! [Xl _XJ j |
Sin T
2

elde edilir. Denklem (2.111), (2.112) ve (2.115), (2.116)’nin elde edilmesi igin

kullanilan islem ti¢iincii derece tiirev i¢in de tekrarlandiginda, yani Denklem (2.109) ve

N (xi.%,)=

j#i (HDQ)  (2.118)

(2.110)°da x yerine x, yazilmasiyla;

N (Xi,xi)zg[M(3)(xi)+%N(xi,xi)} (FDQ) 2.119)
N(Z)(xi,xi):%{M(3)(xi)+%3N(xi,xi)} (HDQ) (2.120)
T

elde edilir.

Denklem (2.111), (2.112); (2.113), (2.114) ve (2.115), (2.116), Denklem (2.103)’de

yerine yazildiginda;

D2 ’ j#i (FDQ) (2.121)




o .
ai(jl) =2 X% Y j#i (HDQ)
P(Xj)sm( 2 TE]
ve,
M(Z) X,
2y = P(i_)) (FDQ)
(2)
0 M) (HDQ)

denklemleri bulunur.
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(2.122)

(2.123)

(2.124)

Benzer bigimde, Denklem (2.117), (2.118) ve (2.119), (2.120), Denklem (2.104)’de
yerine yazildiginda, Denklem (2.103); (2.111), (2.112); (2.121), (2.122) ve (2.123),

(2.124)’den de faydalanilarak;

X. —X.
a® =a| 22 _cot| =1 ||, J#1
ij ij ii 2

ve,

(FDQ)

(HDQ)

(FDQ)

(HDQ)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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denklemleri elde edilir.

Denklem (2.121), (2.122) ve (2.125), (2.126)'daki a\’ ve al”, (i#]) sarti i¢in

i
kolaylikla hesaplanabilir. Ancak Denklem (2.123), (2.124) ve (2.127), (2.128)’deki aﬁ?
ve a!”’nin hesaplanmasi M) (x;) ve M®) (x;)’den dolay1 zordur. Shu'nun (1991)
yaklagimina benzer bi¢gimde, bir temel polinom Denklem (2.87) ve Denklem (2.88)’deki
gibi bir lineer operatorii sagliyorsa, baska bir temel polinom da saglar. Buna gore agjl) ve
asz) lineer operatorleri diger bir temel polinom olan 1, sin(x), cos(x), sin(2x) yeens
sin(Nx/2), cos(Nx/2)’yi saglar. Bu polinom Bellman’m ilk yaklasiminda (Bellman

vd 1972) kullanilan polinomdan farkli olarak trigonometriktir. Yine de Denklem (2.3)
"deki ilk sart gecerlidir. Yani;

N

arl) =0 veya alll = _ Z al! (2.129)

ij ii

M=

J

[
—_

L

N
aijz) =0 veya al)=-— >, a? (2.130)

=L

M=z

J

I
—_

denklemleri yazilabilir.

Denklem (2.129) ve (2.130)’dan agirlikli katsayilar matrisinin diyagonal elemanlar1
da kolaylikla hesaplanabilir. Daha yiiksek dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilarim
hesaplayabilmek i¢cin Bolim 2.2.3’de verilen matris c¢arpimi yaklagimindan

faydalanilabilinir.

Burada elde edilen denklemler periyodik problemlere uygulanabildigi gibi periyodik
olmayan problemlere de uygulanabilir. Periyodik olmayan problemlerde, hesaplama
bolgesindeki x araligit 0<x <m aralifinda, periyodik problemlerde ise 0<x <27

araliginda alinir.
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2.4. Sir Sartlarinin Uygulanmasi

2.4.1. 5-Yaklasim

0 yaklasimi ilk defa Jang vd (1989) tarafindan, DQ ile diferansiyel denklem
coziimlerinde, aynm1 noktaya iki baglangi¢ veya siir sartinin girilmesindeki zorlugu
gidermek amaciyla Onerilmistir. Bu yaklasimda Dirichlet sarti (W = 0), siir digim

noktasina uygulanirken, Neumann (tlirev) sarti, bu noktadan 0 kadar kii¢iik bir

uzaklikta olan ayr1 bir noktaya uygulanir.

L

NN\N

Sekil 2.1 Kiris problemleri i¢in & diigiim noktasinin yeri

Sekil 2.1°den goriildiigii lizere, 6 dugim noktalari, X, =06 ve X, ,=1-0

koordinatlarinda bulunmaktadir.

Ormek olarak bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetle desteklenmis bir kiris ele

alinsin. Kirisin ankastre mesnetle desteklenmis u¢ noktasinda, ¢okme (W) ve donme
(dW /dX) degerleri sifir iken, basit mesnetle desteklenmis ug noktasinda, ¢okme (W)
ve moment (dZW/ dXz) degerleri sifira esittir. Kiristeki ¢cokme sartlar (W = 0) , UG
diigiim noktalarina uygulanirken, dénme (dW/dX =0) ve moment (d2W/ dX? = 0)

sartlari, X, ve X,_, diigiim noktalarina uygulanir. Bu iki diigiim noktasina DQ formu;

N
> al)l W, =0 (2.131)

N
>ad) W, =0 (2.132)
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seklinde uygulanir.

Agikga goriilmektedir ki o -yaklasiminda, tiirev sartinin girildigi yer tam dogru
degildir. 4 -yaklasiminin iki 6nemli sakincasi vardir. Birincisi, tiirev sartinin 6 diigiim
noktasina girilmesidir. Ciinkli gercek tiirev sarti, 6 kadar uzakta degildir ve & ’nin
boyutu sayisal sonuglar etkilemektedir. Dogru sonuglarin elde edilebilmesi i¢in, & 'nin
kiiciik bir deger olmas1 gereklidir (0,0001°den biiyiik olmamalidir). Genellikle bu deger
8=10" olarak alinir. Ikincisi ise, & diigiim noktalarmin diger diigiim noktalarindan
cok kiigiik alinmasi, elde edilen agirlikli katsayilar matrisini tekillige gotiirmektedir. Bu

da ¢ozlimleri etkilemektedir.
2.4.2. Agirhkh katsayilar matrisinin diizenlenmesi

Bu teknik ilk defa Wang ve Bert (1993) tarafindan, o -yaklagimimin eksikliklerini
gidermek i¢in Onerilmistir. Bu yaklasimda sadece bir sinir sart1 sisteme sayisal olarak
ilave edilir. Diger sinir sart1 (tiirev sart1)) DQ agirlikli katsayilar matrisi tiiretilirken
sisteme girilir. Bu yaklasimi anlatabilmek i¢in asagidaki smir sartlar1 ele alinsin

(Ankastre-Basit Mesnet).

X =0'da w=o, W_, (2.133)
dx
2

X =1'de W =0, dvf:o (2.134)
dx

[A(r)] ve [A(r)} , strastyla n. dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilar matrislerinin

asil ve diizenlenmis durumlarin1 gostersin. Buna gore;

(2.135)

dw _d d'w
dX" dx\| dx!

ve buradan da agagidaki ifade elde edilir.
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(AT ]=[AV][AY < [AP ][ A = <[ A [ AY] (2.136)

(dw/dx), | | anl  all ally Al [ w,

(dW/dX), al)  al) all,  all || W,
= . ) .o ) . . (2.137)

(dW / dX)N—l a(I\II)—l,l ag\ll)—l,Z - ag\ll)—l,N—l a(I\ll)—l,N Wi

(dW/dX)N i 3(1\11?1 agxll),z - ag\ll),N—l a(I\II?N ] W

Denklem (2.133)’deki tlirev sartinin sisteme girilebilmesi i¢in, Denklem (2.137)’deki

matrisin ilk satirinin elemanlar1 sifirlanir.

(dW/dX)l 0 0 e 0 0

W

(dW / dX) 2 a(zl,)l a(zl,)z SN a(zl,)N—l a(zl,)N W,
= . . Co : . ) (2.138)

(dW/dX)N—l ag\ll)—l,l 3531)71,2 SRR 35\11)71,1\171 ag\?—l,N Wi

(dW/dX), aﬁ)l al, .. all aS)N W

Gorildiigii izere Denklem (2.137)’deki matris [A(l)] ve Denklem (2.138)’deki
matris ise [A(l)] ’dir. Denklem (2.134)’deki ikinci sinir sartin sisteme girilebilmesi i¢in

ikinci dereceden agirlikli katsayilar matrisi [K(zq , Denklem (2.136)’dan faydalanilarak

asagidaki bigimde elde edilir.

[K@)] - [A“)][A“)} (2.139)
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Denklem (2.134)’de verilen X = 1’deki ikinci sinir sartinin sisteme girilebilmesi i¢in,

[K(z)] ikinci dereceden agirlikli katsayilar matrisinin son satir elemanlarinin

sifirlanmas1 gereklidir.

ay &) A A
iy Ay B A
[A(ﬂ= . S . : (2.140)
iy al, o Al A
0 0 ... 0 0

Denklem (2.133) ve (2.134)’de verilen tiirev sinir sartlari, [K(z)] matrisi ile tamamen

girilmis olmaktadur. [K(z)] matrisi kullanilarak, [/1(3) ] ve [K(“)] diizenlenmis agirlikli

katsayilar matrisleri asagidaki bigimde elde edilir.
[A0]= [V ]A"] (2141)
A9 ]=[a0]A] (2142)

Yukaridaki islemlerden goriildiigi iizere, agirlikli katsayilar matrislerindeki
diizenlemeler matrisin formlarinin degistirilmesiyle yapilmaktadir. Metot, matristeki
bazi elemanlarin sifirlanmasi tlizerine kurulu basit bir metottur. Buna ragmen bu metotta
homojen olmayan tiirev sartlarinin sisteme girisi kolay degildir. Malik ve Bert (1996),
matris elemanlarinin belirlenebilmesi igin tekil bir denklem sisteminin ¢oziilmesi
gerektigini sOylemislerdir. Yukaridaki yontemde karsilasilan zorlugun giderilmesi i¢in,
diizenlenmis agirhikli katsayilar matrisinin elemanlarinin belirlenmesinde toplama

formu kullanimi 6ne siiriilmiistiir (Malik ve Bert 1996).
Genel olarak homojen olmayan sinir sartlar ele alinsin;

aw _

X=0'da W=e, _
dx

f (2.143)
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d*w
X =1'de W=g, =h 2.144
& I ( )

Burada e, f, g ve h sabitlerdir. Oncelikle X, diigiim noktasina ikinci dereden tiirev

icin DQ formu uygulansin.
Wik (Xi) = 2351121 Wy (Xkl) (2.145)

Denklem (2.143)’deki tiirev sarti, Denklem (2.145)’de yerine konulup DQ formu
uygulandiginda;

Wi (X) = a1(ll) f+ z z 35,1131 agl),k W, = a1(ll) f+ Zéfzk) W, (2.146)

N N
k=1 k1=2 k=1

denklemleri elde edilir. Bu denklem, 5 diigimlii bir eleman i¢in;

a0 a0 40 0] }
W,y (Xl) L1 2 A3 Ay A4 o0 o) 0 71(W,
(1) O ) .0 . ||B2 822 A3 834 A
W. (X) a) Qo A3 8y, 8y 1 1 I 1 W,
(X At )l o
Wik (X3) = 3(31,3 f+ agl,)z agl,)3 agl,zx agl,)s a(l’) a({) a(l’) a(f) a(1’)5 W;
al 4 A3 Ay Ay
Wi (X4) agl,)l agl,)Z agl,)3 af& agl’)s a(l) a(l) a(l) a(l) a(l) W
Wy (XS) a(;} a(51)2 a(;)3 agl a(51)5 L4510 452 A5y dsa dss || W
5(2)
aijj
(2.147)

seklinde acik olarak yazilabilir.

Ikinci dereceden tiirevler icin agirlikli katsayilar matrisinin elemanlar1 asagidaki

bicimde hesaplanir.

il =>al) al), (2.143)

Benzer bi¢cimde {igiincii dereceden tiirevlerin dagilimlari da;
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N
Wy (X)) =2 h+f2alk1 k11+2 G w, (2.149)

kl=1 k=1

seklinde elde edilir. Yine bu denklem, 5 diiglimlii bir eleman i¢in;

1
Weu(k)] (2] [l A a0,
1 1 1 1 1 Ll
WXXX (XZ ) a(z,)s a(Z,)l a(2,)2 a(z,)3 3(2,)4 (1)
NG W L0 L0 L0 [J32
WXXX(X3) =vaysch+flay) a; ay; ag, N0 =
W () | [l ) ) a)|[%
W. X 1 1 1 1 1 41
X)) (] [l el o) el ]
UG 1) (1]
oA s R ree) 2o 20 s ;07(W,
RO RO N0, 11 12 43 dig ds
u Mo By allg L0 0 0 0|V
ay; ay) ay, a,, a
NS N R R (I () a0 fa2 S Saa sy
B do Es Bl o) 20 0 0 0]
ay, ay, ay; ay, a
o 0 .0 a0 432 A3 A3 dis |y
A Bax By Ball o) L) o) 20 0[] *
a0 R0 L0 0 B4 4o B3 A4 A5 | W,
L 751 5,2 53 5,4 |
(2.150)
seklinde acik olarak yazilabilir. Dordiincii dereceden tiirevlerin dagilimlari ise;
Wxxxx( = 1Nh+fza1k] k]]+za (2.151)

kl=1

seklinde yazilabilir.

Z

Denklem (2.149) ve (2.151)’deki, 313 afllz éfd)k , k Zalkl a;;, olmak lzere

1
kl=1

W
0

~(3 ~(4 e e v g e . . . . o
ai(k) ve ai(k) , Uclincli ve dordiincli dereceden tiirevlerin diizenlenmis agirlikhh

katsayilaridir. Goriildiigii lizere homojen olmayan sartlar, toplama formu ile sisteme

girilebilmistir.

Bu yaklagim uygulandiginda tiirev sarti, agirlik katsayilarimin diizenlenmesiyle
otomatik olarak girilmektedir. Bu yiizden sinir diigime sadece bir sart uygulanmaktadir.

Sonu¢ olarak DQ formu uygulanmis genel denklem sadece i¢ diiglim noktalarina

(2 <i<N- 1) uygulanmaktadir. Neticede bu yaklasimda kullanilan denklem sisteminin
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boyutu (N —2)x(N-2)dir. Bu yaklagim baz1 kirig problemlerinin ¢éziimiinde basarili

bicimde uygulanmistir. Buna kars1 Shu ve Du (1997), yaklasimin uygulamalarinda bazi
limitler oldugu sdylemislerdir. Limitlerden biri, iki ucu ankastre olarak desteklenmis
kiristeki sinir sartlarinda olugmaktadir. Bu sartlar altinda yaklasim, bazi frekanslarin

hesaplanmasinda basarisizliga ugramistir (Shu 2000).
2.4.3. DQ uygulanmis genel denkleme sinir sartlarinin direk uygulanmasi

Bu yaklasim ilk defa Shu ve Du (1997) tarafindan, bir ucu ankastre diger ucu basit
mesnet ve bunun kombinasyonu smir sartlarina sahip kirislere uygulanmistir.
Yaklasimin esasi, ¢okme sartlarmin (Dirichlet sart1), sinir diiglime direk olarak
uygulanmasi ve tiirev sartlarina (Neumann sartt) DQ formu uygulanmasi iizerine
kuruludur. Daha sonra iki ug¢ diigiim noktasindaki DQ formu uygulanmus tiirev sartlar

birlestirilerek W, ve W, _, ¢oziimleri elde edilir. Bundan sonra W, ve W, ifadeleri,
i¢ diiglim noktalarina (3SiSN—2) uygulanan DQ uygulanmis genel denklemde

yerine yazilir. Bu yaklagima gére denklem sisteminin boyutu (N —4)x (N —4) diir.

Ankastre ve basit mesnet sinir sartlarinin her kombinasyonu i¢in DQ formu

uygulanmus sinir sartlart asagidaki gibi yazilabilir.

W, =0 (2.152)
N
>alPw, =0 (2.153)
k=1
W, =0 (2.154)
N
> alllw, =0 (2.155)
k=1

Burada n0 ve nl, 1 ve 2 degerlerini almak iizere, Denklem (2.153) ve (2.155)

asagidaki bigimlerde ayarlanabilir.
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n0=1,nl=1 - ankastre-ankastre
nd=1,nl1=2 - ankastre-basit mesnet
n0=2,nl=1 - basit mesnet-ankastre
n0=2,nl1=2 - basit mesnet-basit mesnet

Ornek olarak, degisken kesitli, L boyunda, Bernoulli-Euler kirisinin titresim analizi

i¢in sistemi ifade eden genel denklem;

4 3 2 2
dw+2ds(X)dW+d s(X) d*wW

X —-Q’W =0 2.156

( )dX4 dX dx° dx* dx? ( )

I(X A(X)L'o’

seklinde verilmigtir (Shu ve Du 1997). Burada, s(X)z (I ), Q° =%,
0 0

X =— olmak tizere, EI; kirisin rijitligi, pA; kiris uzunlugu basina diisen kiitle, 1;

kirisin kesit atalet momenti ve ®; boyutlu frekanstir.

Denklem (2.156)’ya DQ uygulanip diizenlendiginde;

z
z

N
sP (X)) aP W, +2s" (X)X al W, +s(X,)D Y w, = Q*W, (2.157)
k=1 k=1 =

k=1

elde edilir.

Denklem (2.152) ve Denklem (2.154), Denklem (2.157)’de kolaylikla yerine
konulabilir. Fakat Denklem (2.153) ve Denklem (2.155) i¢in ayn1 sey sdylenemez. Bu
iki denklem kullanilarak asagidaki W, ve W, , ¢oOziimleri elde edilir (Shu ve Du

1997).

1 N-2

W, =——)> AXKIW, 2.158
= AXN s (2.158)



N-2
W, :;ZAXKNW](

N-1
k=3
Burada;

n0 nl n0 nl
AXKI=a]}a( —a Y a\)
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(2.159)

(2.160)

(2.161)

(2.162)

olarak verilmektedir (Shu ve Du 1997). Bu esitliklerin matris tizerindeki yerleri, 6

diigiimlii eleman i¢in agik olarak;

o O

AXKl=|

AXKN =|

AXN=|

O

o o -
(2.163)
C) . . ._
(2.164)

O -

(2.165)
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seklindedir.

Denklem (2.158) ve (2.159)’a gore W, ve W ,; W,,W,,.., W, , cinsinden
yazilabilir ve Denklem (2.157)’ye kolaylikla yerlestirilebilir. Bu yaklasim asagida
gosterilmistir. Denklem (2.152), (2.153), (2.154) ve (2.155), dort sinir denklemi saglar.
Toplam olarak W,’den W ’e kadar N bilinmeyen vardir. Sistemin tamamlanmasi igin

Denklem (2.157), (N—4) diigim noktasmna uygulanmahdir. Yani X,,X,,.... X\,

diigiim noktalarima uygulanacaktir. Denklem (2.152), (2.154), (2.158) ve (2.159),
Denklem (2.157)’ye uygulandiginda;

N-2 N-2 N-2
sP (X)) Y AW, +25" (X)) D AW, +5(X) D AW, =Q°W,, i=3,4,..,N-2(2.166)
k=3 k=3 k=3

denklemi elde edilir. Burada;

o adAXKl+aly ,AXKN

A, =al NS (2.167)
5 a9AXKI+al  AXKN

A, =al) -2 : (2.168)
@ aJAXKl+aly AXKN

A, =al) - : (2.169)

AXN
olarak verilmektedir (Shu ve Du 1997).

Denklem (2.166), (N —4) bilinmeyenli (N —4) denklemden olusmaktadir ve matris

formunda asagidaki gibi yazilabilir.
[AfW}=0% (W} (2.170)

Bu yaklasim, her iki ucu serbest veya bir ucu serbest ve diger ucu ankastre veya basit

mesnet smir sartlari kombinasyonlar1 igin gelistirilebilir. Ornek olarak her iki ucu
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serbest sinir sart1 uygulanmak istendiginde, 6ncelikle dort tane tiirev sartina DQ formu

uygulanir. Sonra bu dort DQ formu uygulanmis sart birlestirilerek, W,,..., Wy,
cinsinden olmak tizere dort adet W,, W,, W, ve Wy, ¢6ziimii bulunur. Daha sonra bu

W,,W,, W, ve W degerleri Denklem (2.157)’de yerine yazilir.

2.5. Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu (GDQM) ilk defa Shu ve Richards
(1990) ve Shu (1991) tarafindan ileri siiriilmiistir. GDQM, DQM’nin eksikliklerini
gidermek icin Onerilmistir. GDQM’nin hassasiyetini etkileyen iki 6nemli faktdrden
birisi agirlikli katsayilarin dogru olarak hesaplanmasi, digeri ise diigiim noktalar
koordinatlarinin tayinidir. GDQM ile agirlikli katsayilarin hesaplanmasi Boliim 2.1.3°de

verilmisti. Kisaca 6zetlenecek olursa;

N digiim noktasina ayrilmis ve her x, (i =1, 2,...,N) diiglim noktasinda degeri olan

bir f (x) fonksiyonu ele alinsin. DQM’ye gore f (x) ’in 1. dereceden tiirevi asagidaki

bicimde yazilabilir.
r N
dfli?i)=Zagr)f(xj), i=1,2,.,N, r21 (2.171)

=l

Burada afjr), r. dereceden tiirevler icin DQ agirlikli katsayilar1 ifade etmektedir.

GDQM’de test fonksiyonu olarak Lagrange interpolasyon polinomu kullanilmistir ve bu

polinom her x. degerleri i¢in asagidaki bigimde yazilabilir.

i=12,..,N (2.172)

M(X):H(x—xm) ve M(l)(xj): dX' = ﬁ.(xj—xm) (2.173)
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olarak verilmistir.

Lagrange interpolasyon polinomu kullanilarak agirlikli katsayilar asagidaki bi¢gimde

elde edilebilir (Shu 2000).

de.(x;) (X) . ..
(l): J ! = ! :1 2... N 2174
% dx (x —-X. )M(l)( J) LIZ LS N 12 ( )

0 = i(xi)=—z al),  i=12,.,N (2.175)

d7. (x. a(f_l)
agﬂzﬂ:r alMall -0 j=1,2,.,N, %], r>2 (2.176)
! dx’ ! (x.—x)
i j
dre. N
al) = Z i=1,2,.,N (2.177)
=1,i

olarak elde edilir (Shu 2000). Yukaridaki denklemlerden agik¢a goriilmektedir ki iki ve
daha yiiksek dereceden tiirevlere ait agirlikli katsayilar, birinci dereceden tiirevlere ait
agirlikli  katsayilardan kolaylikla hesaplanabilir. Secgilen diiglim noktalarinin
koordinatlar1 tlizerine herhangi bir sinirlama yoktur. Tekrarlama &zelligi dolayisiyla,

formiilasyonlar1 ve programlanmalar1 kolaydir.

T

Denklem (2.171) matris formunda, ) =

o olmak tizere asagidaki bi¢ciminde elde
X

edilebilir.

{f(‘)}j =[A" ] {8}, (2.178)
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Burada {f }j ve {f } N boyutunda siitun vektorler ve [ J (NXN) boyutunda, r.

dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilar matrisidir. Diferansiyel operatorlerin tanimi goz

Oniine alinarak;

df d(d"="f) 4" (daf
e d_x(dx(”) j — (d_xj (2.179)

yazilabilir. Denklem (2.179)’a DQ formu asagidaki bigimde uygulanir.

dff > 1 = rl X
o A anf, —Za DI (2.180)
k=1 m=1

(A ]=[AV A ]=[A ][ AV ] (2.181)

Denklem (2.181)’den gorildiigii iizere [A(I)J matrisi elde edildiginde, yiiksek

dereceli tiirevler i¢in agirlikl katsayilar matrisleri de kolaylikla elde edilebilir.

GDQM ¢oziimlerinin hassasiyetini etkileyen diger bir hususta diiglim noktalarinin
koordinatlarinin belirlenmesidir. Diigim noktalarinin koordinatlari i¢in sik¢a kullanilan

bir yontem, esit aralikla dagitilmis olan diiglim noktalaridir. Asagida esit araliklara

boliinmiis ve normalize edilmis ([0,1] araligina indirgenmis) diigim noktalarinin

koordinatlar1 verilmistir.

X =1 i=1,2,.,N (2.182)

Diigiim noktalarinin diger bir secimi ise, u¢ diiglim noktalarina komsu & diiglim
noktalarina sahip esit aralikli diigiim noktalaridir. Bu 8 diigiim noktalari, ayn1 noktaya

ikinci sinir sart1 girebilmek i¢in Jang vd (1989) tarafindan gelistirilmistir ve u¢ diigiim
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noktas1 ile mesafesi genellikle =107 aliir. Bu sartlarda araliklara boliinmiis ve

normalize edilmis diigiim noktalarinin koordinatlar ise;

X, =0, X,=8, X, =1-5, X,=I (2.183)

xi=l‘\l‘23, i=3,4,.N-2 (2.184)
seklindedir.

Quadrature ¢oziimlerinde, degisik koordinat yonlerindeki diigiim noktalarinin yeri ve

adedi, farkli bicimlerde secilebilecegi gibi, degisik test fonksiyonlar: da kullanilabilir.
2.5.1. Ornek: Bernoulli-Euler Kirisinin GDQM ile enine lineer titresim analizi

Asagida Bernoulli-Euler kirisinin enine lineer serbest titresimi ele alinmistir.

Egilmede Bernoulli-Euler kirisinin genel denklemi;

2 2 2
;;2 {EI(ZXV:}LpA%?]:O, 0<x<L (2.185)

......

kiitle ve L, kirisin boyudur.
Bernoulli-Euler kirisinin serbest titresimi i¢in, enine yerdegistirmesi w ( X, t) ;
w(x,t)=W(x)e" (2.186)

olarak verilmistir (Du vd 1995). Denklem (2.186), Denklem (2.185)’de yerine
yazildiginda;
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d*w

e -AMW=0 (2.187)

elde edilir. Burada 1> = pAw’L'/EI, boyutsuz frekans parametresi ve X = x / L olmak

lizere, x’in normalize edilmis yani boyutsuzlastirilmis durumudur. Denklem (2.187) 4.

dereceden oldugu i¢in 4 adet sinir sartina ihtiyag vardir.

Bu ornekte, bir ucu ankastre diger ucu serbest sinir sartlarina sahip Bernoulli-Euler

kirisinin enine serbest titresimi incelenmistir. Bu yiizden sinir sartlari;

wodw _

—d—X—O, X=0 (2.188)
ve,
(2;2]:(:;]:0, X=1 (2.189)
seklinde yazilabilir.

Denklem (2.187)’de genel denklemi verilen Bernoulli-Euler kirisinin u¢ digiim
noktalarinda ikiger sarttan toplam 4 adet sinir sartt bulunmaktadir. Bu yiizden ¢6ziim
icin gerekli N adet denklemden dordi, Denklem (2.188) ve (2.189)’dan, diger (N-4)
denklem ise Denklem (2.187)’den elde edilir. Bu amagla Denklem (2.187)’nin GDQ

formu;

N
> aldw, =1’wW,, i=3,4,..,N-2 (2.190)

ij
j=1

seklinde ifade edilebilir. X = 0 ve X = 1’deki siir sartlar1 GDQ formunda;

N
W, =0, > allw =0, X=0 (2.191)

=1

—
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N N
Za(sz)Wj =0, Za(;j)W. =0, X=1 (2.192)

j=1

o
I

olarak yazilabilir.

Denklem (2.190), (2.191) ve (2.192), kirisin dis diigiim noktalar1 (bilinenler) “e” ile

31
1

ve i¢ diiglim noktalar1 (bilinmeyenler)

Kee Kei We O
K. K. |[|w/[ 2w 2.193)

veya daha acik bir ifade ile 7 diiglim noktali bir eleman i¢in;

ile gosterilmek lizere asagidaki bigimde;

Kee Kei
1 0 0 0! o0 0 0
m om0 (1): m om0 Wi 0
ay  ap 8 4y ia13 ay A5 W, 0
N P I | A
ay a a dp lan ay @y \Wp=a%y 0 2.194)
||| W
|
oY)
ERCIR I PRI A
Kie Ku
olarak diizenlenmelidir.
Denklem (2.193) agildiginda agagidaki iki denklem elde edilir.
[K J{Wef +[KJ{w:} = {0} (2.195)
[Kie]{we}+[Kii]{W}:7\’2{“[i} (2.196)

Denklem (2.195)’den {We} ifadesi yalniz birakildiginda;
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(W} =-[K.]"'[K,]{W) (2.197)

€

elde edilir. Denklem (2.197), Denklem (2.196)’da yerine yazildiginda;
[Kie] (_[Kee ]71 [Kei] {Wi})+ [Kii] {Wl} =\ {W} (2.198)

elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde;

[K}{W} 22 [1] {w,} = {o} (2,199

1

denklemi yazilabilir. Burada [K] , (N — 4) X (N - 4) boyutundadir ve;

[K]=[K,]-[K.][K.] " [K.] (2.200)

seklindedir.

Denklem (2.199), standart 6zdeger problemidir ve ¢ozliimili yapildiginda bulunan

Ozdegerler, temel frekans degerinin karesini vermektedir.

Buna gore, esit olarak boliinmiis 7 diigiim noktali Bernoulli-Euler kiriginin enine

serbest titresimi i¢in elde edilen boyutsuz temel frekans degeri GDQM ile;

A =3,4736566

olarak bulunur. Buna karsilik, Bernoulli-Euler kiriginin enine serbest titresimi igin

boyutsuz gercek frekansi;

A =3,5160153

olarak verilmistir (Yilmaz 1999).
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2.6. Quadrature Eleman Metodu ve Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu

Quadrature Eleman Metodu (QEM), ilk defa Striz vd (1994) tarafindan onerilmistir.
Bilindigi iizere SEM ve SFM, yiiksek dogrulukta sonuclar elde edebilmek igin,
hesaplama alanini olabildigince yiiksek sayida diigiim noktasina ayirirlar. S6zii edilen
bu 6zellik bir¢ok durumda, hesaplama performansi bakimindan engelleyici olmustur.
DQM diistik diigiim sayilar1 kullandigindan dolay1 bu sebepten kaynaklanan hesaplama
performanst diisiisiinii ortadan kaldirmistir. Buna karsilik 6zellikle siireksiz yiikli
kirisler gibi gergek hayattaki karmasik yapilarin ¢oziimiinde, DQM etkinligini ve kolay
kullanim 6zelligini kaybetmektedir. Bu sebeple Striz vd (1994), calismalarinda SEM’ye
benzer sekilde hesaplama alanini birka¢ alt elemana bolerek yukaridaki zorluklarin
istesinden gelmislerdir. Metotta, her lokal eleman i¢in elde edilen agirlikli katsayilar
matrisleri, global eleman agirlikli katsayilar matrislerine dontistiiriiliir ve her elemandan
dontistiiriilen global agirlikli katsayilar matrisleri birlestirilerek biitiin yapinin agirlikl

katsayilar matrisi elde edilir.

QEM prensip olarak SEM ve SFM’ye benzer olarak ¢oziim yapar. Ancak bu
metotlardan olan temel farki diigiim noktalar1 dagilimidir. QEM, ayn1 diigiim noktasina
uygulanan birden fazla baslangi¢ veya sinir sartini, Jang vd (1989) tarafinda onerilen 6 -
yaklagimin1 kullanarak ¢6zer. Buna karsilik metot, agirlikli katsayilarin elde
edilmesinde Vandermonde matrisini kullandig1 i¢in, yiiksek sayida kullanilan diigiim
noktalarinda zorluklar meydana gelmektedir. Ayrica 6 -yaklagimi, metot olarak diigiim
noktalarini ¢ok yaklastirsa da, 6zellikle rijitlik matrisinin olusturulmasinda, elemanlar

arasi diigiim noktalarinin siralanislarindan dolay1 hatalar gelebilmektedir.

QEM’nin yukaridaki eksikliklerinin giderilmesi amaciyla ilk defa Wang ve Gu
(1997) tarafindan Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu (DQEM) ileri siiriilmiistiir.
Yukarida anlatildig1 tizere QEM’de smir sartlarinin girilebilmesi i¢in Jang vd (1989)
tarafinda Onerilen 0 -yaklagimi kullanilmistir. & -yaklasiminda, ikinci sinir sarti tam
dogru yerine girilemediginden dolayi, tam dogru bir yaklasim degildir. Wang ve Gu
(1997), QEM’deki & -yaklasimini kaldirarak, dordiincii dereceden diferansiyel denklem

i¢cin u¢ noktalara iki serbestlik derecesi atayarak problemi ¢ézmiiglerdir. Wang ve Gu
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(1997), calismalarinda DQEM’nin QEM’den daha kullanish ve dogru sonuglar

verdigini gostermislerdir.
2.6.1. Quadrature eleman metodu

Bu boliimde oncelikle QEM’de agirlikli katsayilarin nasil elde edildigi gosterilecek

daha sonra metot tarif edilecektir.

QEM’de global ve lokal diigiim noktalar1 arasinda; xe[a,b] araliginda global

koordinatlarda tanimli ve X e [—1,1] araliginda lokal koordinatlarda tanimli olmak

lizere, asagidaki iligki mevcuttur (Chen 1994), (Chen vd 2000).

(x—a)-1 (2.201)

Global koordinatlardaki [a,b] araliginda bir e eleman1 tanimh olsun. e elemani i¢in

d)(i) fonksiyonu asagidaki bigimde tanimlidir (Chen vd 2000).

(%) = 5 (X) = 2N (X) 45 =[N]{o°} (2.202)

Burada, N, (i) temel fonksiyon ve ¢; katsayilardir. Interpolasyon temel fonksiyonu

N, (X) asagidaki bigimde hesaplanir (Chen vd 2000).

[N]=[x][v,]" (2.203)
Burada,
[X]=[1 x .. x'] (2.204)

dir ve [v,] Vandermonde matrisidir. Yani;
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1 1 1

[Vo]: X, X, . X, (2.205)
7oL X!

seklinde ifade edilir.

Diger taraftan ¢; (X) 'nin tiirevi agagidaki bigimde elde edilir.

¢:f(ii)=§[N]{¢°}=[o Dax o (=17 v ] {o (2.206)

Biitiin diigim noktalariin tiirevleri, Denklem (2.206) kullanilarak hesaplandiginda,

asagida [A(l)} ile gosterilen birinci dereceden tiirevlere ait agirlikli katsayilar matrisi

elde edilir.

0 1 2% (n-Dx2 1 1 I

0 1 2x, .. (n-DX?|| X X, .. X,
d e (x V[ A0 {4
— (%)= N {0} =[ AV {0}
dX = —n-2 <n-2 on-2 —n-2

0 I 2x,., .. (n—l)xm1 X, X, X

0 1 2%, (n-Dx7 X x5 X0

(2.207)

Ikinci ve r. dereceden tiirevlere ait agirlikli katsayilar ise;

(@

ve,

e e P A 2209)

r
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olarak elde edilir.

Asagida QEM ile Bernoulli-Euler kirigi incelenmistir. Bernoulli-Euler kirisinde,
kiigiik deformasyonlar i¢in genel denklemler agsagidaki bicimde ifade edilebilir (William
1979).

4
EI%=q(x), ElI=>=f,  El-2=m, (xe[0L]) (2.210)

Denklem (2.210)’da ifade edilen y, E, I, q(x), f, ve m sirasiyla; y-dogrultusundaki

diisey yer degistirme fonksiyonu, elastisite modiilli, z eksenine gore atalet momenti,

yayil yiik, enine kesme kuvveti ve egilme momentidir.

Diizgiin yayili yiik tesirindeki lokal eleman i¢in bes diiglim noktasi yeterlidir. Sekil
2.2°de gosterildigi lizere bu diigiim noktalarindan ikisi u¢ diiglim noktalarinda (1 ve 5),
diger ikisi u¢ diiglim noktalarindan 6 kadar mesafede (2 ve 4) ve sonuncusu ise kirisin
ortasindadir (3). Kesme kuvvetleri ve momentler kirisin u¢ noktalarina uygulanir. 6 ‘nin

¢ok kiiciik olmasindan dolayi;
m =m,, m,=m,, f=f, f =f (2.211)

olarak yazilabilir.

=
=

ﬁr\ |
1)

f

- W
N

|

s

Sekil 2.2 Bes diigim noktali QEM kiris elemani
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Sekil 2.2°deki kirise, Denklem (2.210) dikkate alinarak QEM uygulandiginda;

5 5 5 5 5
F=YalY, .M, =>alY,,Q,=Yally, ,F,=Yaly,.M;=>ally, (2212
o i1 = = =

J

ifadeleri elde edilir (Chen 1994, Striz vd 1994).

Denklem (2.212)’deki a?, al ve al¥ sirastyla ikinci, tglinci ve dordiincii

ij oo 4o ij
derecelere ait DQ agirlikli katsayilardir. Bu katsayilar Denklem (2.207), (2.208) ve
(2.209)’dan elde edilir. Yer degistirme vektorii ise;

Yi={v, v, v, v, v}/ (2.213)

olarak verilir (Chen 1994). Burada Y =y/a olmak {izere normalize edilmis y-¢okmesi,
a referans boy, F=fL"/EIl boyutsuz kesme kuvveti, M =mL’/EI boyutsuz moment
ve Q =qL'/EI boyutsuz yayih yiiktiir. Denklem (2.212)’nin genel hali;

[K]{8} =1{F} (2.214)
seklindedir. Burada {F} , kuvvet vektoriidiir ve asagidaki bigimde ifade edilir.

{F}:{Fl M, Q, F MS}T (2.215)

Denklem (2.214)’deki [K], DQ agirlikli katsayilarin diizenlenmis halidir. Yani

rijitlik matrisidir ve sinir sartlarina gore asagidaki bigimde ifade edilir.

) A ) A )]
£ o al)
[KI=|al) ) ol o aff 2219
) ) W el ol
o) o ol e
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Iki elemanli dordiincii dereceden genel denklemi olan kiris icin diigiim noktalari
dagilimi Sekil 2.3’ de gosterilmistir. Birinci elemanin diigim noktalari, 1 ile 5 numaral
diigiim noktalar arasinda verilirken, ikinci elemanin diigim noktalari, 4 ile 8§ numarali
diigiim noktalar1 arasinda verilir. 4 ve 5 numarali diiglim noktalar1 ortak digim
noktalaridir ve elemanlar bu noktalarda iist iiste binmektedir. Bu nedenden dolayi

asagidaki sart ile egim uygunluk sart1 saglanir.

dy

dy| _¥s—ys _dy
dx

= 2.217
o o dx ( )

el

Bu diizenleme ile hem ¢okme hemde donme uygunluk sartlar1 saglanmis olur.

12 3 45 6 7 8

Sekil 2.3 Iki elemanli kiris icin diigiim noktalar1 dagilinm

Iki elemanl kiris icin rijitlik matrisi, Denklem (2.216) ve (2.217) dikkate alinarak
asagidaki bigcimde elde edilir.

()

a,/ a;, aj a, a,, 0O 0 O

G W 0 0 ol |u

) A W W a0 0 o|ly | o

) ) el aeal o W W2 |)v,| R, .
) o el alval) aleal ol ol o2||Y.[ M,

0 0 0 el e el ) al||%) |

0 0 0 Al A el el W]

o0 0 el e ]

2.6.2. Diferansiyel quadrature eleman metodu

Bu boliimde QEM’de oldugu gibi oncelikle DQEM’de agirlikli katsayilarin nasil

elde edildigi gosterilecek daha sonra metot tarif edilecektir.
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Agirlikli katsayilarin hesaplanabilmesi i¢in u bagimh degiskeni asagidaki bi¢imde
ele alinsin (Chen 1994).

u(X)=c, +c,X+¢,X +...4¢, X" (2.219)

Denklem (2.219)’da ie[—l,l] araligindaki lokal koordinat sistemini temsil

etmektedir ve x e [a,b] araligindaki global koordinat sistemi ile aralarinda asagidaki

iliski vardir.

(x—a)-1 (2.220)

Burada, a ve b global koordinat sisteminin u¢ diigiim noktalaridir. Denklem (2.219)

un kisaltilmis hali;

u(X)=[b]{c} 2.221)
seklinde yazilabilir. Denklem (2.221)°deki [b] matrisi ve {c} vektrii sirastyla;

[b]=[1 x ¥ .. X x| (2.222)
fh=fe, & o o i Cal (2.223)

seklinde ifade edilebilir. Denklem (2.221)’den, Denklem (2.222) ve (2.223)’de dikkate

alinarak;
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u, X, X o X! X! X c,
u 0 1 2% .. .. (n-1)x77 X" (n+1)X] || ¢,
= <2 —n-1 =n —n+l
u, X, X5 e e X, X, 5 c,
I o e (2.224)
= =2 —n-1 =n —n+l
unfl 1 anl anl """ anl anl n-1 Cn
= <2 —n-1 =n —n+l
u, X, X, e e X, X, ) Cou
' = —n-2 —n-1 —n
u, ) |01 2%, .o (n-1)x;7 nx;" (n+1)X] ||c,.,
esitligi veya kisaca;
fu) =[N, ]{c! (2.225)

esitligi yazilabilir (Chen 1994). Denklem (2.224)’deki ( )' ifadesi d/dx tiirevini ifade

etmektedir. Genel olarak, Denklem (2.221) asagidaki bi¢imde elde edilebilir.
{u} =[N]{c} (2.226)

Burada;

{u}= u.(“i) ve [N]= [.t;] (2.227)

seklindedir. Ayrica Denklem (2.225)’de {c} yalmz birakildiginda;

{e} =[N, " {u} (2.228)



62

elde edilir. Denklem (2.228), Denklem (2.226)’da yerine yazilip, X’e gore tlirevi

alindiginda;
d _, d -1
L o= NN ) 2229

olarak bulunur. Bu ifadeye DQ uygulandiginda;
—f{u}=[ A" ]{u} (2.230)

elde edilir (Chen 1994). Burada [A(])} , birinci dereceden agirlikli katsayilar matrisini

ifade etmektedir ve asagidaki bicimde elde edilir (Chen 1994).
(A ]=[NGIIN T (2.231)

Denklem (2.231)’deki Nj,, N, ’1n tiirevidir ve asagidaki bigimde ifade edilir.

1 2%, .. (n-1)x? X} (n+1)x |
0 2 .. (n-1)(n-2)X" n(n-1)X7 (n+1)nx;"
1 2%, .. (n-1)x)7° nx, " (n+1)X;
[No]=| . o o (2.232)
1 2%, .. (n-1)x)7 nx; " (n+1)x;
00 2 (n-1)(n-2)%;" n(n-1)X;” (n+1)nx;"

Denklem (2.232)’deki alt indisler, i. diigiim noktasin1 ifade etmektedir ve diigiim

noktalar1 dagilimi agagidaki bicimde verilmistir.

_ (2i-n) .
X, = , 1=0,...,n (2.233)
n

Buna gore agirlikli katsayilar matirisi agagidaki bicimde verilir.
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L[] (2.234)

dd_;E%%:[Aoq[Aqu[Awq (2.235)
dd_; E;_;%: RIE (2.236)
dd_;zdd_;%:[A@q[Auqz[Awq (2.237)

carpimlariyla bulunabilir (Chen 1994).

Asagida 3 diigiim noktali kiris eleman igin, birinci dereceden tiirevlerin agirlikl

katsayilar1 elde edilmistir.

Denklem (2.231)’deki [N,] ve [Ng], diigiim noktalari koordinatlar1 0, L/2 ve L

alinarak, Denklem (2.224) ve (2.232)’de yerine konulmasiyla, sirasiyla asagidaki

bigimde elde edilir.
1 0 0 0]
0 1 0 0
2 3 4
N, =| 1 % L? % 1L_6 (2.238)
1 L rr r
0 1 2L 3L° 40|
[0 0 0 0 |
00 2 0 0
2 3
Ny={0 1 L % L? (2.239)
0 2L 317 41
0 0 2 6L 1217




64

Elde edilen [N,] ve [Ny] degerleri Denklem (2.231)’de yerine yazildiginda, birinci

derece tiirevler i¢in agirlikl katsayilar matrisi asagidaki gibi elde edilir.

0 1 0 0 0

222 8 32 10 2
L’ 15 ! L

Al = 23ty 3 1 (2.240)

2L 4 2L 4
0 0 0 0 1

o 2 32 22 8
L2 L I? I’ L |

DQEM’de, QEM’den fakli olarak Bernoulli-Euler kirisi asagidaki bicimde incelenir.

Buna gore, kiiclik deformasyonlar i¢in genel denklemler;

4 3 2
ji]:q(x), Y ov(x),  Ed
X

El
dx?

=M(x), (xe[0,L]) (2241

dx?

olarak verilir (Wang ve Gu 1997). Sekil 2.4’de 1li¢ diiglim noktali bir DQEM Kkirig
elemant goriilmektedir. Sekil 2.4’deki kirise, Denklem (2.241) dikkate alinarak DQEM

uygulandiginda;
S 5 S
V,=EIY alls,, M, =-EI>als,  q,=EI)al}$, (2.242)
J=1 =l i=1
5 5
V, =-EI> a5, M, =EIY a8, (2.243)
j=1 j=1

ifadeleri elde edilir (Wang ve Gu 1997).
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y
[
q
M1 - M
] ) 3y 77X
Vv, Vv,
L

Sekil 2.4 Ug diigiim noktali DQEM kiris eleman1

Denklem (2.242) ve (2.243)’deki asz), a’, ve al¥ strastyla ikinci, liglincii ve

j o ij

dordiincii derecelere ait DQ agirlikli katsayilardir. Yer degistirme vektorii ise;

' 1T
{8} = [Y1 Yi Y2 ¥ Y3] (2.244)
olarak verilir (Wang ve Gu 1997).

Denklem (2.242) ve (2.243)’iin genel hali;

[K]{8} ={F} (2.245)

seklindedir. Burada {F} , kuvvet vektoriidiir ve asagidaki bigimde ifade edilir (Wang ve
Gu 1997).

Fi=[V, M, q, V; M,] (2.246)

Denklem (2.245)’deki [K] , DQ agirlikl katsayilarin diizenlenmis halidir yani rijitlik

matrisidir ve Sekil 2.4°de verilen kirise gore asagidaki bicimde diizenlenir.
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C R
Al )l el
[KI=BL] o a0 ) o 224)
) )l el el
RGN

Elde edilen rijitlik matrisinin determinant1 sifirdir. Neticede bu matrisin tersi
almamaz. Bu yiizden Denklem (2.247)’de elde edilen matris asagidaki islemden

gegirilir.

Oncelikle, kirisin dis diigiim noktalar1 (bilinenler) “e” ile ve i¢ diigiim noktalari

(13541
1

(bilinmeyenler)

K, K.](8) (E
w o e = (2.248)
Kie Kii 81' E

Denklem (2.248) agildiginda asagidaki iki denklem elde edilir.

ile gosterilmek lizere asagidaki diizenleme yapilir.

[Ke J18.} +[Ka]{8:} ={F.} (2.249)

[Ki {8} +[K; ]{8:} = {E} (2.250)

Denklem (2.249)’dan {66} ifadesi yalniz birakildiginda;

[Ke 18} ={F.} - [K,]{3;} (2.251)
[Kee ]_1 [Kee {Se} = [Kee B ({Fe} _[Kei]{Si}) (2-252)
(8.} =[K.] ({E}-[K.]{8}) (2.253)

denklemi elde edilir.



Denklem (2.253), Denklem (2.250)’de yerine yazildiginda;

Il
—~—
s
——

(K J([KT (R -[K{8))+ [, ] (8

bulunur.

Denklem (2.254)’e dagilma 6zelligi uygulandiginda;
[Kie ] [Kee ) {Fe} - [Kie ] [Kee ]_] [Kei ] {Si } + [Kii ] {8i } = {Fl}
elde edilir.

Denklem (2.255) tekrar diizenlendiginde;

(K- [KL KT [KG) (8} = (B} - [K KL E)
[K] {F}
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(2.254)

(2.255)

(2.256)

elde edilir. Bu ifadenin ¢oziilebilmesi i¢in Denklem (2.247)’deki rijitlik matrisinin,

Denklem (2.248)’de gosterildigi gibi diizenlenmesi gerekir. Denklem (2.247)’deki

rijitlik matrisinin diizenlenmis hali;

Kee Kei
3 3 3 3) | 3
agl) agz) 354) ags) | 353)
i
A ) |l
K o) o ) | -a
|
2 2 2 2 2
ay) _ay  al  ay | ay
4 4 4 4 1 (4
i a(31) agz) ag4) ags) ! ag3) |
K K.

seklindedir.

(2.257)
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Iki metotta da, degisik yonlerde yonlenmis gerceve elemanlar igin transformasyon
matrisleri kullanilir. Asagida lokal bolgelerden global bolgelere ge¢mek i¢in kullanilan

transformasyon matrsilerinin elde edilme yontemi anlatilmigtir.

2.6.3. Lokal ve global koordinatlar arasinda transformasyon isleminin

uygulanmasi

Bolim 2.6.1 ve 2.6.2°de ele alinan elemanlar yatay ile sifir derecelik a¢1 yapan
elemanlardir. Ancak kafes yapilarda degisik yonelimlere sahip elemanlar bulunmaktadir
ve ¢oziim esnasinda bu ag1 fakliliklarinin hesaba katilmasi gereklidir. Bu ag1 farkliliklari
isleme, lokal ve global koordinatlar arasi gegis i¢in kullanilan transformasyon matrisleri

ile katilir.

v
— }i
v
________ @ -
_ @ Vig I v T\;&@
u 1 -~
r, 1 N7
0 %
g 0 N i
u -

(a) (b)

Sekil 2.5 Lokal ve global koordinatlar arasindaki transformasyon

Yatay ve dikey dogrultularda tanimli u ve v global koordinatlar ile, yatayla o agist
yapan u ve Vv lokal koordinatlar1, Sekil 2.5a’da goriilmektedir. Ayrica Sekil 2.5b’de, r,
yer degistirmesinin degerinin, lokal koordinatlarda ve global koordinatlarda birbirine

esit oldugu gorilmektedir. Bu esitlik asagidaki bicimde ifade edilebilir (Thomson
1993).

L=T,0+V,j=0i+V,] (2.258)
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i, j ve 1i,j swasiyla lokal koordinatlardaki ve global koordinatlardaki birim

vektorlerdir. Denklem (2.258)’in biitiin elemanlar1 i ile skaler olarak ¢arpildiginda
esitlik degismez.

0 (11)+9,(31)=u,(i1)+v,(ji) (2.259)
Carpim islemleri yapildiginda;
U, +0=u,cos0+v,sin0O (2.260)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde Denklem (2.258)’in biitiin elemanlar1 j ile skaler

olarak ¢arpildiginda esitlik degismez.

0 (17)+v(37)=0(i7)+v (i) (2.261)
Carpim islemi yapildiginda;

0+V, =-u,sin0+v, cos0 (2.262)

denklemi elde edilir. Denklem (2.260) ve (2.262) matris formunda yazildiginda;

U | | cos® sinB |fu, (2.263)
v, | —sin® cosH v, .

esitligi elde edilir.

iki koordinat arasindaki dénme agismin transformasyonu yapilmaz. Yani 6 =0

degeri transformasyon matrisi i¢ine 1 olarak alinir. Buna gére Denklem (2.263);

cos® sin® O0f(u
=|—sin® cos® O|<v (2.264)
0 0 1110 i

Dl < <l

i
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olarak yazilabilir.

Yatay eksenden, saat ibreleri tersi yoniinde 0 acgis1 yapan herhangi bir eleman i¢in

transformasyon matrisi, ¢ =cos0 ve s =sin0 olmak iizere;

U, c s 0] u,
v, - ¢ 0 i 0 v,
|

L1001 ° (2.265)
— e [N - .

u, lc s 0||u,

v, 0 i -s ¢ O0f|v,

0,] | 1 0 1](6,

seklinde yazilabilir. Lokal koordinatlardan global koordinatlara doniisiim i¢in gerekli

olan transformasyon matrisi;

T=Tr (2.266)
ve,
F=TF (2.267)

esitlikleriyle verilebilir (Thomson 1993).

Denklem (2.266) ve (2.267)’deki T, transformasyon matrisi, t,F ver, F sirastyla
lokal koordinatlardaki ve global koordinatlardaki sekil degistirme ve kuvvet

vektorleridir. T ve F arasindaki bagintiya rijitlik matrisi de ilave edilebilir (Thomson

1993). Yani;

sl
Il
~1
sl

(2.268)

seklinde yazilabilir. Benzer bi¢cimde global koordinat sisteminde de ayni esitlik

yazilabilir.
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F=kr (2.269)

Denklem (2.267)’den;

F=T'F=T'F (2.270)

elde edilir. Denklem (2.270)’deki transformasyon matrisinin tersi ve transpozesi

birbirine esittir. Bunun nedeni transformasyon matrisinin ortogonal olmasidir. Denklem
(2.270)’deki F ifadesi yerine, Denklem (2.268)’deki ifade ve bu denklemdeki T ifadesi
yerine de Denklem (2.266)’daki ifade yerine yazilip, Denklem (2.269)’a esitlendiginde;

F=T'kt=T'kTr=kr (2.271)

ifadesi elde edilir. Denklem (2.271)’e gore, k rijitlik matrisi, global koordinatlardaki k

rijitlik matrisine;
k=T"kT (2.272)
denklemiyle doniistiiriilebilir.

Kiris elemanlarin yatay eksen ile belli bir ag1 yapmalar1 durumunda transformasyon
matrisi kullanilmalidir. Buna gore transformasyon matrisi T, ¢ =cos® ve s=sin0

olmak {izere, li¢ diiglim noktali bir DQEM kiris elemanin1 global koordinatlara

donistiirmek icin kullanilacak olan transformasyon matrisi;

c s 000 0 00
~s ¢ 000 0 00
00100 0 00
00010 0 00
[T]= (2.273)
00001 0 00
00000 c s 0
0 0000 -s c 0
10 0000 O 1
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seklinde yazilabilir (Chen 1994).

Goriildiigii lizere transformasyon matrisinin boyutu, (8x8)’dir. Kiris elemanin orta
diigiimiiniin uzama ve ¢okme degisimlerinin transformasyonu yapilmaz. Ayrica agisal
degisimlerinde transformasyonu yapilmaz. Sekil degistirmeler icin transformasyon

islemi asagidaki bigimde gerceklesir (Chen 1994).

T

W, v, 6, u, v, U, v, 6,} =[TH{y, v, 6, u, v, u, v, 93}T

(2.274)
Benzer sekilde kuvvet vektoriinlin ve sekil degistirme vektoriiniin  de

transformasyonu asagidaki bicimde yapilabilir.

[T] {F} = {F} (2.275)

[T] {a} =1{a} (2.276)
Ayrica DQEM denklem sistemi global kordinatlarda;

[K]{a} ={F} (2.277)

[K]=[T]"[K][T] (2.278)
dir. Bu islemler biitiin elemanlar icin tekrarlanip, genel sistem matrisinde ¢oziiliir.

2.7. Diigiim Noktalar1 Dagilimlarn

DQ metotlarinda, diiglim noktalarinin adedi ve bu noktalarin yerlerinin sec¢imi,
sayisal ¢Oziimiin dogruya yaklagmasinda oldukca etkilidir. DQM ile hesaplama
yaparken, dogruya yaklagabilmek i¢in ¢esitli diigiim noktalar1 dagilimlart kullanilmustir.

Bellman vd (1972), DQM’nin birinci yaklasiminda rasgele yerlestirilmis digim
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noktalar1 kullanirlarken, ikinci yaklagiminda 6telenmis Legendre polinomunun koklerini
kullanmislardir. Quan ve Chang (1989a,b) calismalarinda, Chebyshev polinomu ile elde
edilen diiglim noktalar1 dagilimlarinin, diger polinomlar ile elde edilenlerden daha iyi
oldugunu soylemislerdir. Diger taraftan Bert ve Malik (1996), plaklarda oldugu gibi
diigim noktalarimin birbirini etkiledigi problemlerde Legendre polinomunun,
Chebyshev polinomundan daha dogru sonuglar verdigini one silirmiislerdir. Buna
karsilik, hem Legendre hem de Chebyshev polinomlar1 ile elde edilen digim
noktalarinda, hesaplama alaninin son noktasi goz oniine alinmamaktadir. Bu nedenle
baslangic ve sinir sartlarinin sisteme girilmesi de zorlagmaktadir. Bundan dolay1
Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalar1 siklikla kullanilmistir. Quan ve Chang
(1989a,b), ¢esitli problemler icin yaptiklar1 c¢alismalarda, Chebyshev-Gauss-Lobatto
diigiim noktalarinin; esit dagilimli, Legendre ve Chebyshev diiglim noktalarindan daha
tutarli oldugunu sdylemislerdir. Ayrica Quan ve Chang (1989a) ve Bert vd (1994), bu
diigim noktalarimin, quadrature c¢oOziimlerinde dogrulugu nasil artirdigini  da
gostermislerdir. Bunun yani sira Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalar1 dinamik
problemlerin ¢oziimiinde de kullanilmistir (Wu ve Liu 1999, 2000). Bu digim

noktalarindan farkli olarak Fung (2001), Radau diigiim noktalarini kullanmistir.

Yukarida ad1 gecen, bes tip diigiim noktalar1 dagilimi asagida anlatilmistir. Ayrica 5
diigiim noktal1 bir eleman, referans olarak alinarak, bu elemanin her tip dagilim i¢in
diiglim noktalarinin koordinatlar1 da verilmistir (Fung 2002). Ek bilgi olarak Birlesim

Metodunda esit olarak dagitilmis diigiim noktalar1 kullanilmstir.

2.7.1. Esit aralikh diigiim noktalar1 dagilimi

Diigiim noktalarinin se¢iminde sik¢a kullanilan ve Onerilen metot, Sekil 2.6’da
gosterildigi gibi, koordinat dogrultusu boyunca esit aralikli secilen diigiim noktalaridir.

Ax diigiim aralig1 olmak {izere;

X, X, X3 Xy Xs

Sekil 2.6 Uniform olarak dagitilmis diigiim noktalari
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AX =X, =X, =X, =X, =Xy — Xy (2.279)
veya daha farkli bir ifade ile;

x,—x, = (j—i)Ax (2.280)

] 1

yazilabilir.

Diiglim noktalarinin koordinatlari ise N, diiglim say1st olmak tizere;

X, = : i=1,2,.,N (2.281)

olarak yazilabilir. Buna gore bes diiglim noktali eleman i¢in, esit dagitilmis diigliim

noktalarinin koordinatlari;
[0 0,25 0,5 0,75 1] (2.282)

bi¢iminde elde edilir.
2.7.2. Legendre diigiim noktalar1 dagilimi

Legendre polinomu agagidaki bicimde ifade edilmektedir (WEB _1 2008).

Ly(x)= 2N1N! (i(N [(x2 —1)N}, x e[-1,1] (2.283)

Denklem (2.283)’de N, diigiim noktalarmin sayisidir. Otelenmis Legendre polinomu

ise;

Ly(x)=((N-1))" ﬂ[(xz —x)“}, x€[0,1] (2.284)

dxM!
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seklinde ifade edilmektedir (WEB 1 2008). Ayrica bagka bir kaynaga gore (Fung 2002)

otelenmis Legendre polinomu;

(" (x-1)"") (2.285)

olarak verilmistir. Netice olarak iki denklemle elde edilen koordinatlar aymdir. ilk
diigiim noktas1 hari¢ diger diigim noktalarinin koordinatlari, 6telenmis Legendre
polinomunun sifira esitlenmesiyle elde edilen denklemin kokleridir. Ik nokta sifir

olarak alinir.

5 adet diigiim noktas1 i¢in asagidaki diigiim noktalar1 dagilimi elde edilir.

[0 0,06943 0,33001 0,66999 0,93057] (2.286)

2.7.3. Radau diigiim noktalar1 dagilimi

Radau polinomu asagidaki bicimde ifade edilmektedir (Fung 2002).

R(x) =W(XM (x-1)"") (2.287)

Denklem (2.287)’de N, diiglim noktalarinin sayisidir. Radau polinomuyla diigiim
noktalarimin koordinatlari, otelenmis Legendre polinomu gibi polinomun sifira

esitlenmesiyle elde edilen denklemin kokleridir. i1k nokta yine sifir olarak alinr.

5 adet diigiim noktas1 i¢in asagidaki diigiim noktalar1 dagilimi elde edilir.

[0 0,08859 0,40947 0,78766 1] (2.288)
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2.7.4. Chebyshev diigiim noktalar1 dagilimi

Chebyshev polinomu asagidaki bi¢imde ifade edilmektedir (Fung 2002).

C(x)z%{l—cos[zzk—_l)n]} k=12, N-I (2.289)

(N-1

Chebyshev polinomuyla diigiim noktalarinin koordinatlari ilk nokta hari¢c Denklem
(2.289)’dan bulunur. {lk nokta yine sifir olarak alinir. Denklem (2.289)’da N, diigiim

noktalarinin sayisidir.

5 adet diigiim noktasi i¢in asagidaki diigiim noktalar1 dagilimi elde edilir.

[0 0,03806 0,30866 0,69134 0,96194] (2.290)

2.7.5. Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalar1 dagilimi

Chebyshev-Gauss-Lobatto polinomu asagidaki bi¢imde ifade edilmektedir (Fung
2002).

CGL (x) =~ 1-cos| —— x|, k=0,1,..N~1 (2.291)
2 N-1

Denklem (2.291)’de N, dugiim noktalarinin sayisidir. Chebyshev-Gauss-Lobatto
polinomuyla elde edilen diiglim noktalarinin koordinatlari, ilk nokta da dahil olmak
tizere Denklem (2.291)’den bulunur. Bu koordinatlar, Sekil 2.7°den de goriildigi gibi
hesaplama alan1 etrafina ¢izilecek yarim dairenin esit olarak boliinmesiyle elde edilen

noktalarin hesaplama alanina iz diistirtilmesiyle de elde edilebilir.
Yine 5 adet diiglim noktasi i¢in agagidaki diigim noktalart dagilimi elde edilir.

[0 0,14644 0,5 0,85355 1] (2.292)
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Sekil 2.7 Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalari

2.8. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Coziimiinde Frechet Tiirevinin

Kullanimi

Bilindigi tlizere GDQM, baslangic veya smir degere sahip lineer diferansiyel
denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢cin Shu ve Richards (1990) tarafindan ileri siirtilmiistii.

GDQM, Bdéliim 2.5’de anlatilmisti. Bu boliimde, baslangi¢ degere sahip lineer olmayan

diferansiyel denklemlerin GDQM ile Frechet tiirevi kullanilarak ¢6ziimii verilmistir.
Lineer olmayan diferansiyel denklemler, DQ yoOntemleriyle, ancak Frechet tlirevi

kullanilarak ¢éziilebilmislerdir (Liu ve Wu 2000, Liu ve Wu 2002).

Dinamik problemlerinden, bilinen bir lineer olmayan diferansiyel denklem olan

Duffing denklemi ele alinsin (Liu ve Wu 2000).

y? +y+Ry® = Fsin(ot) (2.293)

Denklem (2.293)’de y'” =d’y/dt*, o frekans, F ve R sabit degerlerdir. Bu

denklemde F =2, ®=1 ve R =-1/6 ve baslangic sartlar1 da, t = 0 iken;

y(0)=0, y"(0)=-2,7676 (2.294)
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olarak alindiginda, Denklem (2.293)’1lin yaklasik trigonometrik analitik ¢oziimii;
y =-2,5425sin (t) —0,07139sin(3t)—0,00219sin (5t) (2.295)

olarak verilmistir (Liu ve Wu 2000).

Denklem (2.293), ikinci dereceden diferansiyel denklem oldugu icin, en az iki adet
baslangi¢ sartinin olmas1 gereklidir. Ayrica diger diigiim noktalar1 da genel denklemi
saglamalidir. Buna géore GDQM formu genel olarak asagidaki bigimde yazilabilir (Liu
ve Wu 2000).

y(t)= > AYG, i=12,.,N (2.296)

Denklem (2.296)’da, k denklemin derecesi, N ise diigiim sayisidir. Ayrica

{Gl,Gz,...,GN,GNH,...,GNH(_I}:{yl,yz,...,yN,yg),...,yg_l)}’dir. Ele alinan ornek 2.

dereceden oldugu i¢in k = 2’dir.

GDQM’de Frechet tiirevi kullanilirken, diiglim noktalar1 dagilimlar1 alisilandan biraz
farkli olarak alinir. Coziim bolgesi [0,T] araliginda ve toplam diigiim sayist N olarak

alindiginda, baslangic noktasi t, olarak gosterilir ve baslangi¢ sartlari yN,yg),...,yg\'f—l)

olarak yazilir. Goriildiigi tizere baglangi¢ deger problemlerinde diigiim noktalar tersten

yazilmaktadir.

Denklem (2.293)’deki lineer olmayan diferansiyel denklem, Frechet tiirevi
kullanilarak lineer diferansiyel denklem haline doniistiiriilebilir. Daha sonra sisteme,
Denklem (2.296)’da da verilen DQ uygulanir. Bundan sonra ¢oziim fonksiyonunun
Frechet tiirevi uygulanmis hali ile gercek ¢o6ziim fonksiyonu arasinda asagidaki

iterasyon yapilabilir.

yim =yl 4 gl (2.297)
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Burada y; fonksiyonun gercek degeri, 0; verilen denkleme Frechet tiirevi

uygulandiginda kullamlan fonksiyon degeri (yardimei fonksiyon degeri) ve [m]

iterasyon sayisidir.

Yardime1 fonksiyon degeri, asagidaki denklemin ¢oziimiiyle elde edilir (Liu ve Wu

2000).
LV(0)+L(y)=0 (2.298)

Denklem (2.298)’deki L(y) operatorii, Denklem (2.293) gdz oniine alinarak
asagidaki bi¢imde elde edilir.

2

L@0:3y+y+Rf—an@n) (2.299)

t2

Denklem (2.298)’deki Y (6) ise Frechet tiirevidir ve asagidaki bicimde tanimhidir

(Liu ve Wu 2000).

Iﬁxe):sz(y+geﬂ

2.300
og &=0 ( )

Denklem (2.300)’de gosterildigi iizere L () nin elde edilebilmesi igin, Denklem

(2.299)’da y yerine y+ €6 konulur,

d*(y+¢0)

L(y+e0)= e

+(y+€0)+R (y+¢0) —Fsin(wt) (2.301)

ve elde edilen denklemin ¢’a gore tiirevi alinip, bu tiirevde ¢ sifirlandiginda Frechet
tirevi elde edilmis olur. Elde edilen Frechet tiirevi ve Denklem (2.299)’daki L(y)
operatorii, Denklem (2.298)’de yerine yazildiginda;

2 2
i—t?+(1+3Ry2)9=—%—y—Ry3+Fsin(03t) (2.302)
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elde edilir.

0 yardimci fonksiyon oldugundan, Denklem (2.294)’de verilen baslangic sartlar
asagidaki bigimde degistirilir.

0(ty)=0"(ty)=...=0%"(t,) =0 — Budrnekicin —» 0(t, )=0" (t,)=0  (2.303)

Diiglim noktalar1 dagilimi1 olarak Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalar1

dagilimi kullanilmistir. Buna gore diigiim noktalart igin;

t =L 1—cos| X p ] |1 (2.304)
2 N-1

yazilabilir. Denklem (2.304)’den t,’nin baslangic diugimii oldugu agik¢a

goriilmektedir. Denklem (2.302), Denklem (2.303)’de verilen baslangi¢ sartlara sahip,

ikinci dereceden lineer bir diferansiyel denklemdir. GDQM’nin tanimina gore, t,
diiglim noktasinda bu Ornek i¢in 2 tane olmak iizere, ON,OE),...,GQI‘*I) adet bagimsiz
degisken vardir. Diger t, (izl, 2,...,N—1) diiglim noktalarinda ise sadece 0, bagimsiz

degiskeni vardir. Buna gére GDQM ifadesi, 6 yardimer fonksiyonuna gére Denklem
(2.296)’ya benzer bi¢imde;

0" (t)=> AU, i=12..N (2.305)

seklinde yazilabilir. Yine Denklem (2.296)’da benzer sekilde,

{U,U,,... U, Uy U} = {61,62,...,6N,6§),...,9§_1)} "dir. Bu drnek 2. dereceden

oldugu icin k = 2 olarak alinir.

Denklem (2.297)’ye benzer bigimde, iterasyon asagidaki bi¢imde gerceklesir.

()" =Gy 4 qu™ (2.306)
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Denklem (2.306)’daki {G}, Denklem (2.296)’nin altindaki agiklamada, {U} ise

Denklem (2.305)’in altindaki a¢iklamada verilmistir. [m] , iterasyon sayisidir.

Denklem (2.302)’nin sol tarafina, DQ uygulandiginda,

N-1

2 AT, +(1+3Ry; )0, =b,, i=1,2,.,N-1 (2.307)

j=

elde edilir. Dikkat edilirse j, N-1’e kadar gitmektedir. Bubun sebebi, 0 ’inci diigiim,
Denklem (2.303)’den de goriildiigii lizere baslangic sartidir. Denklem (2.307)’deki b,
ise, yine Denklem (2.302)’nin sag tarafina DQ uygulanmasiyla,

N+l

b, = —le AY)G, -y, —Ry; +Fsin(ot;) (2.308)
<

biciminde verilir (Liu ve Wu 2000).

Denklem (2.308)’de ise j, N+1’e kadar gitmektedir. Bunun sebebi ilk iterasyonda y
baslangig sartlar1 hesaba katilmaktadir. Iterasyon islemi asagidaki bicimde gerceklesir.

Oncelikle, baglangic sartlart da gdz Oniine alinarak bagimsiz degiskenlerin

{G}T :{yl,yz,...,yN,y(l) (k_l)} ilk degerleri varsayilir. Yapilan bu varsayim ile

N YN
Denklem (2.308)’deki b, degerleri elde edilir. Daha sonra Denklem (2.307)’deki N-1
degisken {0,,6,,...,6,_,} hesaplamir. Elde edilen sonuglardan Denklem (2.306)daki

iterasyondan faydalanilarak {G} “nin yeni degeri bulunur. Elde edilen yeni {G} degeri

yeniden Denklem (2.308)’de yerine yazilir ve yukaridaki islemler tekrarlanarak yeni

{U} degeri bulunur. Bu isleme asagidaki yaklasim kistas1 saglanana kadar devam edilir.
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<107 (2.309)

uj|<10™, i=1,2,.,N-1 (2.310)

Sekil 2.8’de verilen akis semasinda, yukarida anlatilan iterasyon islemi 6zetlenmistir.

baslangig sartlari {yN,yg),...,y(;f_l)} ve tahmini
ilk degerler {y,,y,,.... Yy} almr.

Denklem (2.308)’den b, hesaplanr.

A

\ 4

Denklem (2.307)’den {6,,6,,...,0,_,} hesaplanur.

A 4

Denklem (2.306)’dan {y,,y,,....¥y_} elde edilir.

A 4

Denklem (2.309) ve Denklem (2.310)

Hayir

Evet

Sonug

Sekil 2.8 Duffing denkleminin Frechet tiirevi ile ¢oziimii i¢in akis semast
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2.9. Genellestirilmis Integral Quadrature Metodu ile Integral Agirlikh
Katsayilarin Elde Edilmesi

Genellestirilmis integral Quadrature Metodu (GIQM), GDQM’ye benzer olarak ilk
defa Shu vd (1995) tarafindan ileri siiriilmiistiir. Daha sonra Shu vd (1996a,b), GIQM’yi
1995°deki ¢alismanin devami olarak degisik problemlere uygulamislardir. Ayrica Shu
(2000), GIQM’den kitabinda bahsetmistir. Metot asagidaki bigimde tarif edilmistir (Shu
2000).

GIQM, GDQM’ye benzer sekilde, yiiksek dereceli polinom yaklasim analizleri ve

lineer vektdr uzayr analizlerine dayanir. Varsayilan bir fonksiyona, [a,b] c¢alisma
araliginda (N—l). dereceden polinom ile yaklagilabilir. Caligma bolgesi, N-1 tane
aralig1 olan, a=x,,X,,..,Xy =b dligiim noktalarina ayrilir. Diiglim noktalarinda
fonksiyonun degeri belli ise, f(x) fonksiyonuna Lagrange intepolasyon polinomu ile
yaklagilabilir. Sonu¢ olarak [Xi,XJ ’ye gore yaklasim polinomunun integrali, biitiin

calisma araligindaki fonksiyon degerlerini gerektirir.

Genel olarak, caligma alaninin bir bolgesindeki f(x)’in integrali, biitiin ¢aligma
bolgesindeki fonksiyon degerlerinin lineer birlesimiyle elde edilir ve asagida

gosterilmistir (Shu 2000).

o) f(x,) (2.311)

If(x)dx:

N
k=

Burada N, [a,b] araligindaki diigim noktalar1 sayisidir. x;=a ve x;=b

oldugunda, Denklem (2.311) bilinen sayisal integral haline gelir. Bu integralin araligi,
calisma bolgesindeki biitlin fonksiyon degerlerini igermektedir. A¢ik¢a goriilmektedir ki
yontemin asil amaci agirhikli katsayilari bulmaktir. Bu bélimde, GIQM agirlikli
katsayilarinin, GDQM’de birinci derece tiirevler i¢in bulunan agirlikli katsayilardan

nasil elde edildigi gosterilecektir.
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GDQM’deki islemlere benzer bi¢cimde, f(x) fonksiyonuna (N-1). dereceden polinom

ile yaklasilabilir. Bu da N boyutlu lineer vektdr uzayimin toplamidir. Temel polinom

olarak 1, (x) , k=1,2,...,N Lagrange interpolasyon polinomu alindiginda c';

r, (x)dx (2.312)

[e]
~ =
Il
2y H

olarak belirlenebilir (Shu 2000). Burada ¢} ¢ok karmagsiktir. Bu yiizden c/ nin

belirlenmesi i¢in farkli bir yaklasim yapilacaktir.

f(x)= (2.313)

olmak iizere, f(x), (N-1). dereceden polinom ise, u(x)’in N. dereceden polinom oldugu
acikca goriilmektedir. f(x), (N-1). dereceden bir polinom olarak asagidaki bigcimde

varsayilsin.
f(x)=a,+ax++ay x"\" (2.314)

Burada a,a,,...,a,_, sabitlerdir. Denklem (2.313)’lin, Denklem (2.314) kullanilarak,

¢ sabitinden x degiskenine integrali alindiginda;

u(x) = [F(0)dt+u(c) =F(x.c)+u(c) (2.315)

elde edilir (Shu 2000). Burada;

F(x,c)= x(a0 +%x+---+%xl\”j—c(ao +%c+-~-+%cN"l] (2.316)

olarak verilmistir (Shu 2000).
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Denklem (2.316)’dan F(x,c¢) nin N boyutlu lineer vektdr uzaymn birlesimi oldugu

goriilmektedir. Temel polinom r, (X), Lagrange interpolasyon polinomu olmak iizere

asagidaki polinom alinir.

pi (x)=(x—c¢)5 (x), k=12,...,N (2.317)

GDQM’ye benzer sekilde asagidaki esitlik yazilabilir.

N

F (x,.¢)=Y a) F(x;.c), i=1,2,..,N (2.318)
=

Burada F, (x;,c), f fonksiyonunun kendisi, F(x,c) ise f fonksiyonunun tek kath

integralidir. gigl), agirlikli katsayilardir ve GDQM’de elde edilene benzer bicimde elde

edilir. Denklem (2.317), Denklem (2.318)’de yerine yazildiginda;

T o J#1 (2.319)
J
all a1 o (2.320)
X, —¢C
elde edilir (Shu 2000).

Burada afjl), GDQM’den elde edilen birinci dereceden tiirevlere ait agirhikli

katsayilardir. Denklem (2.319) ve (2.320)’den c¢’nin, x, diigiim noktas: koordinatina

esit olarak segilemeyecegi goriilmektedir. Shu vd (1995,1996a) calismalarinda c

sabitinin, en dogru integral degerini |c| <0,1 degerlerinde verdigini sdylemislerdir.
Diger taraftan Denklem (2.318) vektdrel olarak;

{E}=[A] {F} (2.321)



86

seklinde yazilabilir. Burada;
{F} ={F(x,,¢),F(x,,¢) s F(x05€)} (2.322)

{F} =1t} ={F. (x,,¢),E, (x,,¢) s B (Xy,€)} (2.323)

dir. Denklem (2.313) ve (2.315)’den {F} tekrar yazildiginda;

{Fy={f"} = [ £(x)dx, | £(x)dx,..., [ £(x)dx (2.324)

elde edilir. Denklem (2.324)’deki {f I} , {f } fonksiyonunun tek katli integralini ifade

etmektedir. Buna gore Denklem (2.321) tekrar yazildiginda;

(£} =[A){f'} > [A] (£} ={f"} (2.325)

olarak elde edilir. Yani Denklem (2.325)’ya gore, integral agirlikli katsayilar matrisi

[B]=[A]" olarak elde edilir (Shu 2000).
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3. BIRLESIM (DIFERANSIYEL QUADRATURE VE SIMULASYON) METODU

Yukaridaki boliimlerde anlatildigr tizere, DQM’nin lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlere uygulanmasindaki zorluk ve ozellikle ayni diigiim noktasina iki sartin
uygulanmasindaki zorluklar, ayrica ST nin diferansiyel denklem ¢oziimlerinde sadece
baslangi¢ sartlarimi kullanabilmesi, Birlesim Metodu (BM) fikrinin dogmasina sebep
olmustur. Amag, DQM’nin siir deger problemlerine uygulanabilme kolayligi ile
ST’nin Ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklem ¢oziimlerindeki giiclini
birlestirebilmektir. Modeller elde edilirken, tiirev ve integral alma islemleri yeni

onerilen DQ agirlikli katsayilar ile yapilacaktir.

Oncelikle, ilk defa bu tez de onerilen, diferansiyel ve integral agirlikli katsayilar

matrislerinin elde edilmesi i¢in gelistirilen yeni yontem tanitilacaktir.

3.1. Birlesim Metodu’nda Tiirev ve integraller icin Agirhkh Katsayilarin

Hesaplanmasi

DQM ile agirlikli katsayilar ilk defa Bellman (1971) ve Bellman vd (1972)
tarafindan hesaplanmisti. Birinci dereceden agirlikli katsayilarin hesaplanmasinda iki
metot Onerilmisti. Birinci metot basit bir cebirsel denklem ¢oziimiiydii. ikinci metotta
ise yine basit bir cebirsel formiilasyon kullanilmaktayd: fakat diigiim noktalarinin
koordinatlarinin 6telenmis Legendre polinomunun kokleri olarak segilme zorunlulugu
vardi. Bellman’in birinci yaklagiminda diigiim noktalar1 rasgele secilerek agirlikli
katsayilar bulunuyordu. Fakat cebirsel denklem sisteminin derecesi ki bu diigiim noktasi
sayisinin bir eksigine esittir, ¢ok biiyilk oldugunda elde edilen matris tekillige
gidiyordu. Ikinci yaklasimda test fonksiyonu olarak N. dereceden Legendre polinomu
kullanilmaktaydi. Bununla birilikte diiglim noktalarinin yerinin, &telenmis Legendre

polinomunun kdklerine gore secilme zorunlulugu yontemi kisitliyordu.

Bundan sonra agirlikli katsayilarinin hesaplanmasinda en koklii degisikligi Shu

(1991) yapmustir. Shu (1991), birinci dereceden agirlikli katsayilari, diiglim noktalarinin
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koordinatlarinda herhangi bir kisitlama olmadan hesaplamistir. Ayrica tekrarlama
bagintisiyla ikinci ve daha yiiksek dereceden tiirevler icin agirlikli katsayilar1 da

kolaylikla hesaplayabilmistir.

Ancak Shu’nun (1991) yaklasiminda, B6lim 2.1.3’de de anlatildig1 gibi, agirlikli
katsayilar matrisinin kosegen elemanlarinin hesaplanabilmesi i¢in ayr1 bir isleme ihtiyag

vardir (Ikinci temel polinom kullanimu).

Asagida yeni gelistirilen bir yontem ile agirlikli katsayilarin elde edilmesi
anlatilacaktir. Bu yeni gelistirilen yontem ile, tiirevler i¢in agirlikli katsayilarin tamanu
tek seferde elde edilecektir. Kosegen elemanlarin hesaplanmasi igin, Shu’nun (1991)
yaptig1 gibi ayr1 bir temel polinom kullanilmasina ihtiya¢ kalmamustir. Ayrica elde
edilen yeni yontem, integral agirlikli katsayilarinin yine tek seferde (kdsegen elemanlar
dahil) hesaplanabilmesine imkan tamimistir. Yeni metotla elde edilen agirlikl

katsayilardan bazilar1 Ek-1 ve Ek-2’de verilmistir.

Bunun yaninda, Shu vd’nin (1995) IQ agirhikli katsayilar1 elde etmek igin

kullandiklar1 metot da gelistirilmistir.

Yeni gelistirilen ve Shu vd’nin (1995) metodundan gelistirilen her iki yontemde de
daha 6nce literatiirde hesaba katilamayan integral sabitleri hesaba katilarak daha dogru

yaklasim elde edilmistir.

3.1.1. Tiirevler icin agirhkh katsayillarin hesaplanmasi

Ele alinan bir f (x) fonksiyonunun birinci dereceden tiirevi DQ formuna;

df (

xi) N .
x Zagjl)f(xi)a 1

=1

1929"'9N (31)

[

seklinde c¢evrilmekteydi (Denklem (2.1)). Burada afjl), birinci dereceden tiirevler i¢in

DQ agirlikli katsayilar1 ifade etmektedir. Test fonksiyonu olarak GDQM’deki gibi

Lagrange interpolasyon polinomu alinmistir ve her x; degerleri ig¢in ¢, polinomu

asagidaki bigimde yazilabilir.
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X —X, .
0 (x)=] |X - i=12,..,N (3.2)
SR

Buna gore fonksiyonun birinci dereceden tiirevi i¢in agirlikli katsayilar asagidaki

bi¢imde elde edilir.

Al = de;(x))

, i,i=1,2,...N 3.3
i i ] (3.3)

Ayrica birden biiylik dereceli tiirevler icin agirlikli katsayilar asagidaki bigimde elde

edilir.
d"0(x) X .
a)) =—— = aiay, Li=1,2,.N, r>1 (3.4)
k=1

Denklem (3.4), Bolim 2.2.3’de anlatilan matris ¢arpimi yaklagimidir. Ayrica
Denklem (3.2)’den acgikca goriilmektedir ki agirlikli katsayilar, diigiim noktalarinin
koordinatlarinin fonksiyonudur ve diiglim noktalarinin yeri agirhikli katsayilar
degistirmektedir. Burada, yaygin olarak kullanilan ve hesaplamasi kolay olan esit olarak
dagitilmis diigiim noktalar1 kullanilmistir. Asagida N diigiim noktasina ayrilmig bir

hesaplama bolgesinin, her i. diiglim noktasinin koordinatlar1 verilmistir.

X = i=1,2,..,N (3.5)

3.1.2. integraller icin agirlikh katsayilarin hesaplanmasi

Diferansiyel denklem c¢oziimlerinde, fonksiyonun degerini hesaplayabilmek igin
diferansiyel denklemdeki tiirevlerin, integrallerinin alinmasina ihtiya¢ duyulmustur. Bu
integrallerin hesaplanabilmesi i¢in integral agirlikli katsayilarin elde edilmesi gereklidir.
Tek kath integraller i¢in agirlikli katsayilar Denklem (3.1)’e benzer bi¢cimde elde edilir.

Hesaplanacak fonksiyonun tiirevinin integrali asagidaki bicimde ifade edilir.
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N N
Idfcfxi)1X=zb§jl)%xi)+zc@)f(xi), i=1.2,..N (3.6)
X j=1 X

Burada bfjl), tek katli integraller i¢in Integral Quadrature (IQ) agirlikli katsayilari,

cfjo) ise tek katli integraller alinirken, integral sabitinin hesaba katilabilmesi i¢in gerekli

katsayilar1 ifade etmektedir. Test fonksiyonu olarak yine Lagrange interpolasyon

polinomu almmis ve her x, degerleri igin Denklem (3.2)’de verilmistir. Integral

sabitinin katsayilar1 asagida, 1Q agirlikli katsayilar ise iki yontemle bir sonraki alt

baslikta verilmistir.

Integral sabitinin katsayilari, tek katli integraller igin ci(jo) almirken iki kath

integrallerde cgjl) alinir. Benzer bi¢cimde r kathi integraller alinirken ise integral sabiti

katsayilari cﬁj“) olarak almir. Integral sabiti katsayilar1 genel olarak;

cfjl) = ag?, ve cfjr) = aﬁg), i,j=12,..,N (3.7)
ve,
1 j=1icin,
O e i,i=12,..,N (3.8)
! 0 j#1igin,

seklinde veya daha acik olarak ilk ii¢ derece i¢in;

0 ..
[c@]:. o (3.9)
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Al al) al)
a al) oal)

)= L (3.10)
o) o al ]
a a2 Al
a2l oal)

R E @.11)
ay) a .oa

seklinde yazilabilir.

Asagida yeni gelistirilen yontemle elde edilen IQ agirlikli katsayilar ve Shu vd’nin
(1995) yontemi gelistirilerek elde edilen 1Q agirlikli katsayilar verilmistir.

3.1.2.1. Yeni gelistirilen yontemle 1Q agirhkh katsayilarin hesaplanmasi

Fonksiyonun tek katli integralleri i¢in agirlikli katsayilar Denklem (3.3)’e benzer

bicimde asagidaki gibi elde edilir.

by = [£(x,)dx, ij=12,...N (3.12)

Burada /. (x) Lagrange interpolasyon polinomudur ve Denklem (3.2)’de verilmistir.

Ayrica iki veya daha biiyiik kath integraller i¢in agirlikli katsayilar asagidaki bigimde
elde edilir.

R N
by = [ 5 (x,)dx =D bl by, i,j=12..N, r>1 (3.13)

~
0

Elde edilen 1Q agirlikli katsayilar Boliim 3.1.2°de anlatildig: gibi, integral sabiti

katsayilar1 da hesaba katilarak igleme alinir.
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3.1.2.2. Shu’nun metodundan gelistirilen yontemle 1Q agirhikh katsayilarin

hesaplanmasi

Boliim (2.9)’da, Shu vd’nin (1995) IQ agirlikhh katsayilari elde etmek igin

kullandiklart metot anlatilmigtir. Buna gore;

all =520 g (3.14)
Xj—C
&i')=a53)+xl_c, j=i (3.15)

olarak verilmistir. Denklem (3.14) ve (3.15)’de gegen c sabiti ise;

CEX, i=1,2,.,N (3.16)

1

olarak verilmistir. Yani c sabiti, aliman diiglim noktalarina esit se¢cilememektedir. Shu

vd (1995,1996a) calismalarinda c sabitinin, en dogru integral degerini |c|£0,1

degerlerinde verdigini sdylemisler ve problem ¢oziimlerinde 0,01 degerini

kullanmiglardir. Ancak Shu’nun metodundan gelistirilen bu yontemde, c’nin x,

degerine esit olmadiktan sonra istenilen herhangi bir degerde de dogru sonuglar verdigi

goriilmiistiir. Ornek olarak c, -1, 1.5, 2 gibi degerler alabilir.

Denklem (3.14) ve (3.15)’den elde edilen [A] matrisinin tersi alindiginda;

[H]=[A]" (3.17)

elde edilir. Burada IQ agirhikli katsayilar, yine Shu vd’nin (1995) ¢aligmasindan farkli

olarak asagidaki islemden gecirildikten sonra elde edilir.

b, =h,~h,, i,j=12..,N (3.18)
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Elde edilen 1Q agirlikli katsayilar, Shu vd’nin (1995) c¢alismasindan farkli olarak
Boliim 3.1.2°de anlatildig1 gibi, integral sabiti katsayilar1 da hesaba katilarak isleme

alinir.

Birlesim metodu uygulamalarinin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagida BM
kullanilarak, iki adet tiirevler ve bir adet integraller i¢in agirlikli katsayilarin kullanildigi

toplam {i¢ adet basit 6rnek ¢oziilmiistir.

3.2. Ornekler

3.2.1. Soniimsiiz zorlanmis kiitle-yay sisteminin titresim analizi

Kiitlesi m=1kg olan bir cisim Sekil 3.1°de goriildiigii gibi F=F, cos(wt) kuvveti
ile tahrik edilmektedir. Sistemdeki yayin yay sabiti; k = 0,5N /m ’dir. Ayrica sistemin
baslangi¢ sartlari; X(O) =0,5 ve X(O) =0’dir. Kuvvet genligi; F, =1IN ve acisal

frekans; w=4rad/s olmak iizere sistemin genel denklemi asagidaki bi¢cimde elde

edilir.

—e X, )‘(, 3(
k Focos(t)

m -

NSRRI

Sekil 3.1 Sontlimsiiz zorlanmuis kiitle-yay sistemi

L .. dx .
Cismin ivmesi a =X = —- olmak lizere;

D F=mx (3.19)
ve Denklem (3.19)’dan;

mX +kx =F, cos(o)t) (3.20)
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yazilabilir. Denklem (3.20)’den, sistemin genel denklemi;

5&+£x:&cos(cot) (3.21)
m m

olarak elde edilir. Asagida bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in gerekli olan Maple

kodu verilmistir.

dsolve({diff(x(t), t$2)+k/m*x(t)=Fo/m*cos(w*t) ,x(0)=0.5,
@) (0) = 0},x());

BM ile ¢6ziim yapabilmek i¢cin Denklem (3.21)’deki x’in yalmiz birakilmasi
gereklidir. Buna gore Denklem (3.21);

X=(£cos(wt)—5ij% (3.22)

m

seklinde yazilir. Verilen sabit degerler yerine yazildiginda;

X :(cos(4t)—x)% (3.23)

2

elde edilir. Denklem (3.23)’e gore sistemin simiilasyon semast Sekil 3.2°de verilmistir.

Sekil 3.2°de verilen [Al] blogunda, birinci dereceden DQ agirlikli katsayilar matrisi
sisteme girilmektedir ve Bolim 3.1.1.°de nasil elde edildigi anlatilmistir. Baslangig
sarti-1 (b.s.1) blogu x(0)=0,5, b.§.2 blogu x(0)=0 baslangig sartlarmimn uygulandig

yerlerdir. Sekil 3.3 ve 3.4’de sirastyla bu bloklarin igerikleri verilmistir.
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1/12
2/12
3/12
4/12
5/12
6/12
7/12
8/12
9/12
10/12
11/12

Sekil 3.2 Denklem (3.23)’de verilen ikinci dereceden diferansiyel denkleme ait

simiilasyon semasi

-3 sk

x(0)=0,5

Giris Cikis

Sekil 3.3 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gosterilen blogun igi

Sekil 3.5’de, Denklem (3.23)’de verilen diferansiyel denklemin BM kullanilarak elde

x-t grafigi, Maple programi kullanilarak elde edilen x-t grafigi ile kiyaslanmustir.

Sekil 3.5’den de goriildiigii iizere yeni yOntemle elde edilen agirlikli katsayilar,
Birlesim Metoduyla basar1 ile uygulanmistir. FElde edilen grafikler tam uyum

saglamaktadir.



L

x(0)=0

Giris Cikis

Sekil 3.4 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gosterilen blogun igi

0.8 — Birlesim Metodu ]
i — — Manole Cozimii H

-0.2
-0.4
-0-6 -
10 20 30 40
t

Sekil 3.5 Sonlimsiiz zorlanmus kiitle-yay sistemine ait yer degistirme (x) — zaman (t)

grafigi
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3.2.2. Soniimlii zorlanmus Kkiitle-yay sisteminin titresim analizi

Kiitlest m =1kg olan bir cisim $ekil 3.6’da goriildugii gibi F=F, cos(c)t) kuvveti
ile tahrik edilmektedir. Sistemdeki yaymn yay sabiti; k =9N/m, amortisoriin soniim
orani ise; ¢ =1Ns/m’dir. Ayrica sistemin baglangi¢ sartlari; X(O) =1 ve X(O) =3 tiir.
Kuvvet genligi; F, =2N ve agisal frekans; w=1rad/s olmak lizere sistemin genel

denklemi asagidaki bigimde elde edilir.

L ) .. ’X .dx ..
Cismin ivmesi a =X = F vehizi v=x= d_ olmak tizere;
t t

D F=mk (3.24)
k — X, 5(, X

g—/\/\/\/\— Focos(ot)

N

N RRRRRTT

Sekil 3.6 Sonlimlii zorlanmus kiitle-yay sistemi

ve Denklem (3.24)’den;
mX +cx +kx =F, cos(o)t) (3.25)

yazilabilir. Denklem (3.25)’den, sistemin genel denklemi;

X+£X+£X=&cos(wt) (3.26)
m m m

olarak elde edilir. Asagida bu diferansiyel denklemin ¢6zlimii i¢in gerekli olan Maple

kodu verilmistir.
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dsolve({diff(x(t),t$2)+c/m*di FF(x(t) ,t)+k/m*x(t)=Fo/m*cos(w
*1),x(0)=1, (D)) (0) = 3}.,x(1));

BM ile ¢6ziim yapabilmek i¢cin Denklem (3.26)’daki x’in yalmiz birakilmasi
gereklidir. Buna gore Denklem (3.26);

x:(icos(mt)—x'—ixj% (3.27)

m m

seklinde yazilir. Verilen sabit degerler yerine yazildiginda;

X:(Zcos(t)—X—X)é (3.28)

elde edilir. Denklem (3.28)’e gore sistemin simiilasyon semast Sekil 3.7°de verilmistir.

1/12
2/12
3/12
4/12
5/12
6/12
7/12
8/12
9/12
10/12
11/12

Sekil 3.7 Denklem (3.28)’de verilen ikinci dereceden diferansiyel denkleme ait

simiilasyon semasi

Sekil 3.7°de verilen [Al] blogunda, birinci dereceden DQ agirlikli katsayilar matrisi

sisteme girilmektedir ve Boliim 3.1.1.°de nasil elde edildigi anlatilmistir. b.s.1 blogu

x(0)=1, b.s.2 blogu x(0)=3 baslangi¢ sartlarinin uygulandig1 yerlerdir. Sekil 3.8 ve
(0) 5.2 blog slangig s ygulandigt y

3.9’da sirastyla bu bloklarin igerikleri verilmistir.
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L ]

x(0)=1

Giris Cikis

Sekil 3.8 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gosterilen blogun igi

L 5]

x(0) =3

Giris Cikis

Sekil 3.9 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gosterilen blogun i¢i

Sekil 3.10°da, Denklem (3.28)’de verilen diferansiyel denklemin BM kullanilarak

elde edilen (x—t) grafigi, Maple programi kullanilarak elde edilen (x—t) grafigi ile

kiyaslanmistir.
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1,5 — Birlesim Metodu |
Maple Coziimii

Sekil 3.10 Soniimlii zorlanmus kiitle-yay sistemine ait yer degistirme (x) — zaman (t)

grafigi

Sekil 3.10°dan da goriildiigii lizere yeni yontemle elde edilen agirlikli katsayilar,
Birlesim Metoduyla basar1 ile uygulanmistir. Elde edilen grafikler tam uyum

saglamaktadir.
3.2.3. ikinci dereceden diferansiyel denklem coziimii

Asagidaki ikinci dereceden diferansiyel denklem ele alinsin.

2
3Z=—2j—y+10+8x (3.29)
X X

Bu diferansiyel denkleme ait baslangic sartlari;
y(O):S ve y(o)=3 (3.30)

olsun. Asagida bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in gerekli olan Maple kodu ve

cevabi verilmistir.
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dsolve ({diFF(y(x) ,x$2)=-2*di FF(y(X) ,x)+10+8*x,y(0)=5,
OO O = 3}, y());
y(X)=2x*+5+3x

Denklem (3.29)’daki diferansiyel denkleme ait simiilayon semast Sekil 3.11°de

verilmigtir.

[ aivange)

Lo N hio— |

)

»

»

u

—OLOLoooooO

Sekil 3.11 Denklem (3.29)’da verilen ikinci dereceden diferansiyel denkleme ait

simiilasyon semasi

Sekil 3.11°de verilen [Bl] blogunda, tek kathi integraller igin IQ agirlikh
katsayilar matrisi sisteme girilmektedir ve Bolim 3.1.2.1.°de nasil elde edildigi

anlatilmistir. Ayrica [C(l)] blogunda iki katli, [C(O)} blogunda ise tek katli integralin

almmas1 icin gerekli olan integral sabiti katsayilar matrisleri bulunmaktadir. Bu

matrislerin nasil elde edildigi ise Bolim 3.1.2.°de anlatilmigtir. Ayrica, b.s.1 blogu

y(0)=3 ve b.s.2 blogu y(O) =5 baslangi¢ sartlarinin uygulandigi yerlerdir. Sekil 3.12

ve Sekil 3.13’de bu bloklarin igerikleri verilmistir.



y(0) =3

L ]

Giris

Cikis

Sekil 3.12 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun i¢i

L ]

y(0)=5

Giris

Cikis

Sekil 3.13 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gdsterilen blogun i¢i
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Tablo 3.1’de, Denklem (3.29)’daki diferansiyel denklemin BM kullanilarak elde

edilen sonuclari, Maple programindan elde edilen sonuglar ile kiyaslanmstir.

Tablo 3.1°de verilen % bagil hata oranlari;

% Hata — fger@ek - fhesaplanan

gergek

(3.31)



formiiliiyle bulunmustur.

Tablo 3.1 Denklem (3.29)’da verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemden elde

edilen ¢6ziim degerleri

Diigim . . . . | BaglHata
noktalarinin Birlesim Metodu Maple Coziimii %
koordinatlar:

0 5 5 0
0,1 5,3200000012875 5,32 -2.4201-10™"
0,2 5,6800000027569 5,68 -4.8537-10"°
0,3 6,0800000038119 6,08 -6.2696-10™°
0,4 6,5200000044869 6,52 -6.8817-10"°
0,5 7,0000000048213 7 -6.8876-10™°
0,6 7,5200000048858 7,52 -6.4971-10™°
0,7 8,0800000047589 8,08 -5.8897-10"°
0,8 8,6800000043924 8,68 -5.0604-10™°
0,9 9,3200000045367 9,32 -4.8677-10"°

1 10,000000003686 10 -3.6860-10™°

% Bagil hata oranlarindan da gorildigl lizere yeni integral agirlikli katsayilar,

Birlesim Metodu ile basartyla uygulanmistir.
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4. UYYGULAMALAR

4.1. Dordiincii Dereceden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem

Asagidaki gibi bir diferansiyel denklem ele alinsin.

a0 gy )

dx* dx

—4x"-24=0 4.1)

Denklem (4.1)’e ait baslangi¢ ve sinir sartlar1 agagidaki gibi olsun.

df (0)

=0 4.2
dx? dx’ 4.2)

Denklem (4.1)’e ait gergek ¢oziim f(x)=x""diir. Gériildiigii iizere sistemi ¢dzmek

icin hem baslangi¢ hem de sinir sartlar1 kullanilmistir. Ayrica ayni noktaya {i¢ adet sart
uygulanmistir. Ayni diigiim noktasina birden fazla sartin DQM’lerde uygulanmasi
zordur. Ayrica yukaridaki ikinci sart olan sinir sarti ST’lerde uygulanamamaktadir.

ST’lerin bu denklemi ¢6zebilmesi i¢in asagidaki sartlarin verilmesi gereklidir.

d*f (0)

=0 4.3
dx dx? dx’ (4.3)

Bu durum BM’nin farkini ortaya koymaktadir.

Simiilasyon semasi olusturulurken, Denklem (4.1)’de gecen f(x) degeri yalniz

birakilmis ve simiilasyon semasi asagida verilen denkleme gore olusturulmustur.
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—dj(f) +4x7 +24
_ X
f)=—"5m (4.4)

dx

Sekil 4.1°de, Denklem (4.4)’de verilen dordiinci dereceden lineer olmayan

diferansiyel denklemin simiilasyon semasi verilmistir.

0,25
0,5 Al
0,75 [ ] X b.s.1
1 df(x)
dx

d’f
dx2

(A1

dx4

Sekil 4.1 Denklem (4.4)’de verilen dordiincii dereceden lineer olmayan diferansiyel

denkleme ait simiilasyon semasi

Sekil 4.1°de [Al] blogu, birinci dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilar matrisini

icermektedir. Ayrica b.s.s, baslangic ve sinir sarti, b.s.1, birinci baglangi¢ sart1 ve b.s.2,

2
ikinci baslangig sart1 olmak iizere bu bloklarda sirasiyla £(0)=0, £(1)=1, ddf(ZO ) _ 0,
X
d’f(0) D . ,
0 =0 sartlar1 uygulanmaktadir. Bu bloklarin igerikleri, Sekil 4.2, 4.3 ve 4.4’de

strastyla gosterilmistir.

Tablo 4.1 ve 4.2’de BM ile elde edilen sonuglar, Liu ve Wu’nun (2002)

4

calismalarindan elde ettikleri sonucglar ile ve f (X)zx gercek ¢Ozlimiiyle

kiyaslanmistir.
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L
)

£(0)=0

Giris Cikis
1

1]

fihy=1 -

Sekil 4.2 Simiilasyon semasindaki b.s.s. ile gdsterilen blogun i¢i

L
)

f(0)=0

Giris Cikis

Sekil 4.3 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gosterilen blogun i¢i

LLI
o

f(0)=0

Giris Cikis

Sekil 4.4 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gosterilen blogun i¢i

Tablo 4.1 ve ozellikle Tablo 4.2°den de anlasilacag iizere, Birlesim Metodu; kesin

sonuca, Liu ve Wu’nun (2002) ¢alismasindan daha hassas olarak yaklasmuistir.



Tablo 4.1 Denklem (4.4)’de verilen dordiincii dereceden lineer olmayan diferansiyel

denklemden elde edilen fonksiyonun degerleri
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f(x) fonksiyonunun degerleri
N n Birlesim Metodu (Liu ve Wu 2002) Kesin sonug¢
0 0 0 0
0,25 0,00390625 0,00390625 0,00390625
5 0,5 0,0625 0,0625 0,0625
0,75 0,31640625 0,31640625 0,31640625
1 1 1 1
0 0 0 0
0,125 0,000244140625 0,0002441 0,000244140625
0,25 0,00390625 0,00390625 0,00390625
0,375 0,019775390625 0,0197753 0,019775390625
9 0,5 0,0625 0,0625 0,0625
0,625 0,152587890625 0,15258789 0,152587890625
0,75 0,31640625 0,31640625 0,31640625
0,875 0,586181640625 0,5861816 0,586181640625
1 1 1 1
0 0 0 0
0,08333 | 0,00004822530869 0,00004823 0,00004822530864
0,16667 | 0,00077160493834 0,0007716 0,00077160493827
0,25 0,00390625000007 0,0039062 0,00390625
0,33333 | 0,011234567901241 0,0123456 0,01234567901235
0,41667 | 0,03014081790129 0,0301408 0,03014081790123
13 0,5 0,0625 0,0625000 0,0625
0,58333 | 0,11578896604942 0,11578897 0,11578896604938
0,66667 | 0,19753086419756 0,1975308 0,19753086419753
0,75 0,316406250 0,3164062 0,31640625
0,83333 | 0,48225308641977 0,4822530 0,48225308641975
0,91667 | 0,70606674382717 0,70606674 0,70606674382716
1 1 1 1




Tablo 4.2 Denklem (4.4)’de verilen dordiincii dereceden lineer olmayan diferansiyel

denklemden elde edilen fonksiyonun 1. dereceden tiirevinin degerleri
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N X, Fonksiyonun 1. dereceden tiirevinin (df(x)/dx) degerleri
Birlesim Metodu (Liu ve Wu 2002) Kesin sonug¢
0 0 0 0
0,25 0,0625 0,0625 0,0625
5 0,5 0,5 0,5 0,5
0,75 1,6875 1,6875 1,6875
1 4 4 4
0 0 0,00000024 0
0,125 0,0078125 0,00781246 0,0078125
0,25 0,0625 0,06250002 0,0625
0,375 0,2109375 0,21093749 0,2109375
9 0,5 0,5 0,5 0,5
0,625 0,9765625 0,97656251 0,9765625
0,75 1,6875 1,68749999 1,6875
0,875 2,6796875 2,67968753 2,6796875
1 4 3,99999980 4
0 0 0,00000260 0
0,08333 | 0,00231481481519 0,00231457 0,00231481481481
0,16667 | 0,01851851851868 0,01851856 0,01851851851852
0,25 0,06249999999995 0,06249998 0,0625
0,33333 | 0,14814814814805 0,14814817 0,14814814814815
0,41667 | 0,28935185185175 0,28935183 0,28935185185185
13 0,5 0,5 0,5000000 0,5
0,58333 | 0,79398148148136 0,79398151 0,79398148148148
0,66667 | 1,18518518518508 1,18518517 1,18518518518518
0,75 1,68749999999991 1,68750003 1,6875
0,83333 | 2,31481481481476 2,3148147 2,31481481481481
0,91667 | 3,08101851851848 3,0810188 3,08101851851852
1 4 3,99999698 4
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4.2. Duffing Tip Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem

Duffing tip lineer olmayan diferansiyel denklem asagidaki bi¢imde verilmistir (Liu

ve Wu 2000).

dzy(t)

e +y(t)+R y(t)’ =F sin(ot) (4.5)

Burada F=2, ®=1 ve R =-1/6 ve baslangig¢ sartlar1 da;
y(0)=0, y(O):—2,7676 (4.6)

olarak verilmistir. Groves (1983), Denklem (4.5)’e bu baslangi¢ sartlar1 uygulandiginda

asagidaki yaklasik ¢oziimiin bulunacagini sdylemistir.
y(t)=-2,5425sin(wt)—0,07139sin(3wt)—0,00219sin(5mt)+... 4.7)

Denklem (4.7)’den de goriildiigii lizere denkleme terimler ilave edilebilir. Daha
yiiksek hassasiyette ¢Oziim bulabilmek i¢in Denklem (4.7) genisletilmistir. Denklem
(4.7)’nin genisletilmis hali genel olarak;

y(t)=a,+a;sin(ot)+a,sin(3wt)+a;sin(5ot)+a,sin(7wt)+assin(9wt)  (4.8)

seklinde yazilabilir.

Denklem (4.8)’deki a,’dan a,’e kadar olan katsayilar hesaplanmalidir. Alt1 adet
katsay1 oldugu i¢in alt1 adet denkleme ihtiya¢ vardir. Bu alti denklemden iki tanesi
verilen baslangi¢c sartlarindan elde edilir. y(O) =0 sartindan a, katsayis: elde edilir.
y(O):—2,7676 sartindan, denklemin biri elde edilir. Diger dort denklem Denklem

(4.5)’e uygun t degerleri verilerek elde edilir.
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Buna gore asagidaki ¢6ziim fonksiyonu elde edilmistir.

y(t) = -2,54186884222437 sin (wt) - 0,07148431791519sin (3w t)
~0,00215333311556sin (St)—(7,639713674264284.10 7 )sin (Twt)  (4.9)
~(1,033700864883016.107 )sin (9o t) +...

BM ile ¢oziim yapabilmek i¢in Oncelikle Denklem (4.5)’deki y(t) yalmiz birakilir.

Buna gore;

d’y(t
y(t)=F sin(ot)-R y(t)3— ;g ) (4.10)
elde edilir. Verilen sabit degerler Denklem (4.10)’da, yerine yazildiginda;
y=2sin(t)+ly3—ﬂ (4.11)
6 dt’ '

elde edilir. Denklem (4.11)’de verilen Duffing tip lineer olmayan diferansiyel

denklemin simiilasyon semasi Sekil 4.5’de verilmistir.

o

o

»
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sin
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o
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Sekil 4.5 Duffing tip lineer olmayan diferansiyel denkleme ait simiilasyon semast
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Sekil 4.5°de [Al] blogu, birinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar matrisini
icermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.s.2 bloklarinda sirasiyla y(O) =0, y(0)=-2.7676

sartlart uygulanmaktadir. Bu bloklarin igerikleri, Sekil 4.6 ve 4.7°de sirasiyla

gosterilmistir.

Lm ]

y(0)=0

Giris Cikis

Sekil 4.6 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gosterilen blogun igi

-5 277

y (0) =-2,7676

Giris Cikis

Sekil 4.7 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gosterilen blogun i¢i

Tablo 4.3, 4.4 ve 4.5’de, BM ile elde edilen sonuglar, Liu ve Wu’nun (2000) DQ

¢oziimleri ve Denklem (4.9) kiyaslanmistir.



Tablo 4.3 Duffing tip lineer olmayan diferansiyel denklemden elde edilen yer

degistirme degerleri
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Yer degistirme (rad)
‘ BM (Liu ve Wu 2000) Denklem (4.9)
0 0 0 0
0,1 -0,27596 - -0,27596
0,2 -0,54723 -0,5472 -0,54723
0,3 -0,80937 - -0,80937
0,4 -1,05845 -1,0584 -1,05845
0,5 -1,29119 - -1,29119
0,6 -1,50508 -1,505 -1,50508
0,7 -1,69837 - -1,69838
0,8 -1,87001 -1,8699 -1,87001
0,9 -2,01954 - -2,01954
1,0 -2,14696 -2,1468 -2,14696
1,2 -2,33693 -2,3368 -2,33695
1,4 -2,44388 -2,4437 -2,44400
1,6 -2,47132 -2,4711 -2,47167
1,8 -2,42031 -2,4199 -2,42106
2,0 -2,28891 -2,2885 -2,29024
2,2 -2,07317 -2,0726 -2,07521
2,4 -1,76958 -1,7688 -1,77243
2,6 -1,37883 -1,3779 -1,38256
2,8 -0,91016 -0,9090 -0,91476
3,0 -0,38426 -0,3830 -0,38962
3,2 0,16741 0,1688 0,16149
3.4 0,70798 0,7094 0,70172
3,6 1,20298 1,2044 1,19655
3.8 1,62708 1,6285 1,62057
4,0 1,96673 1,9682 1,96004
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Tablo 4.4 Duffing tip lineer olmayan diferansiyel denklemden elde edilen hiz degerleri

Hiz (rad/s)

‘ BM (Liu ve Wu 2000) Denklem (4.9)

0 -2,7676 -2,7676 -2,76760
0,1 -2,74387 - -2,74388
0,2 -2,67407 -2,6741 -2,67408
0,3 -2,56211 - -2,56211
0,4 -2,41391 -2,4137 -2,41392
0,5 -2,23672 - -2,23672
0,6 -2,03823 -2,0381 -2,03823
0,7 -1,82585 - -1,82586
0,8 -1,60615 -1,6061 -1,60616
0,9 -1,38442 - -1,38443
1,0 -1,16453 -1,1643 -1,16456
1,2 -0,738709 -0,7384 -0,73895
1,4 -0,33388 -0,3337 -0,33465
1,6 0,05851 0,0588 0,05694
1,8 0,45330 0,4538 0,45083
2,0 0,86419 0,8648 0,86095
2,2 1,29643 1,2972 1,29258
2,4 1,73931 1,7402 1,73503
2,6 2,16075 2,1617 2,15631
2,8 2,50864 2,5094 2,50448
3,0 2,72365 2,7242 2,72027
3,2 2,76174 2,7622 2,75948
34 2,61463 2,6148 2,61346
3,6 2,31395 2,3139 2,31345
3.8 1,91595 1,9160 1,91543
4,0 1,47796 1,4781 1,47662




Tablo 4.5 Duffing tip lineer olmayan diferansiyel denklemden elde edilen ivme

114

degerleri
. Ivme (rad/s?)
BM (Liu ve Wu 2000) Denklem (4.9)

0 -0,00004 0,0121 0
0,1 0,47213 - 0,47213
0,2 0,91726 09173 0,91726
0,3 1,31204 - 1,31205
0,4 1,63965 1,6402 1,63965
0,5 1,89126 - 1,89127
0,6 2,06612 2,065 2,06613
0,7 2,17032 - 2,17033
0,8 2,21483 2,2153 2,21481
0,9 2,21339 - 2,21324
1,0 2,18052 2,1814 2,18006
1,2 2,07393 2,0739 2,07218
1,4 1,98209 1,982 1,97864
1,6 1,95490 1,9556 1,95043
1,8 2,00502 2,0059 2,00074
2,0 2,10887 2,1096 2,10544
2,2 2,20507 2,2059 2,20247
2,4 2,19696 2,1975 2,19534
2,6 1,97293 1,9724 1,97311
2,8 1,45448 1,4535 1,45716
3,0 0,65705 0,6566 066201
3,2 -0,28228 -0,2844 -0,27753
3,4 -1,15992 -1,1618 -1,15521
3,6 -1,79787 -1,798 -1,89607
3,8 -2,13288 -2,1324 -2,13496
4,0 -2,21244 -2,2111 -2,21856
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Tablo 4.3, 4.4 ve 4.5’den de anlasilacagi lizere, Birlesim Metodu, Denklem (4.9) ile
verilen ¢oziime, Liu ve Wu’nun (2000) calismasindan daha hassas olarak yaklagmistir.
Ayrica Liu ve Wu’'nun (2000) calismasi, Boliim 2.8’de lineer olmayan diferansiyel
denklem c¢oziimlerinde Frechet tlirevinin kullanimi baghgr altinda ayrintisiyla
anlatilmistir. BM ile Liu ve Wu’nun (2000) Frechet tiirevi kullanarak yaptigi bu
calismasi kiyaslandiginda, BM’nin uygulama kolaylig1 agik¢a goriilmektedir.

4.3. Lineer Olmayan Sarka¢ Salinimi

Sarkacin hareketini ifade eden denklem, biiyiik agisal yer degistirmeler dikkate
alindiginda lineer olmayan bir diferansiyel denklem halini alir. Sekil 4.8’deki sarkaca

Newton prensibi uygulandiginda;

7

Sekil 4.8 Lineer olmayan davranis gdsteren sarka¢ salinimi
> M, =0 (4.12)
mgsin(@(t))L:—matL (4.13)

a%6(1)

dt?

Denklem (4.13)’de a, = r esitliginden;
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d’e(t)

mg sin(e(t))L =—-m e

LL (4.14)
elde edilir. Denklem (4.14) sadelestirildiginde;

d*o(t

O, £ in(o(1)=0 @.15)

esitligi elde edilir. Burada »° =g/L sarkacin dogal frekansi olmak iizere Denklem

(4.15) tekrar yazildiginda;

+o’ sin(6(t))=0 (4.16)

esitligi bulunur.

Sistemin ait baslangi¢ sartlari;
e(o):% ve §(0)=0 (4.17)

olarak verilmistir. Burada 0, acisal yer degistirmeyi ve 0, acisal hiz1 temsil etmektedir.

Baslangi¢ yer degistirme, 0, ve baslangi¢ acisal hiz, 90 ile gosterilmek {izere

Nayfeh ve Mook (1979) ve Fung (2001) asagidaki analitik ¢6ziimii vermislerdir.

; 1
t=7F do 4.18
+e{ \/033 +20" (cos(0)—cos(6,)) 19

Sistemi BM ile ¢dzmek i¢in Denklem (4.15)’de G(t) ‘nin yalniz birakilmasi gerekir.

Buna gore 6(t);



117

0(t)= arcsin(—%gt) g] (4.19)

biciminde elde edilir. Denklem (4.19)’da verilen lineer olmayan sarka¢ salinimini ifade

eden diferansiyel denklemin simiilasyon semasi asagidaki bigimde elde edilir.

[A1] (A1 X B
X b.s.2 d%0
e
. X X i b.s.1
arcsin S.
L F>{x -1 179
g+

Sekil 4.9 Lineer olmayan sarkag salinimini ifade eden diferansiyel denkleme ait

simiilasyon semast

Sekil 4.9°da [AI] blogu, birinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar matrisini

icermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.s.2 bloklarinda sirasiyla 6(0) =% ve 0(0)=0 sartlari

uygulanmaktadir. Bu bloklarin icerikleri, Sekil 4.10 ve 4.11°de sirasiyla gosterilmistir.

]

e

I

0(0)

Giris Cikis

Sekil 4.10 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun igi
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L
o

0(0)=0

Giris Cikis

Sekil 4.11 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gdsterilen blogun i¢i

Tablo 4.6’da ®” =2 icin, BM ile elde edilen, acisal yer degistirme, agisal hiz ve
acisal ivme degerleri verilmis, ayrica agisal yer degistirme degerleri Denklem (4.18)’de

verilen analitik ¢6ziim ile kiyaslanmistir.

Tablo 4.6’dan anlasilacagi iizere, Birlesim Metodu ile Denklem (4.18)’de verilen

¢ozlim degerleri, sifir hata ile birbirini dogrulamaktadir.

4.4. ikinci Dereceden Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem

Asagidaki gibi bir diferansiyel denklem ele alinsin.

2
%+y%+ y+?sin(t)cos(t):o (4.20)

Denklem (4.20)’ye ait baglangi¢ sartlar1 asagidaki gibi olsun.

=0 (4.21)
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Tablo 4.6 Lineer olmayan sarkag¢ salinimi i¢in yerdegistirme, hiz ve ivme degerleri

Agisal yer degistirme (rad) Acusal hiz Aqisal ivme
Zaman Denklem
BM Hata (%) | (rad/s) (BM) | (rad/s’)(BM)
(4.18)
0,0 0,785398 0,785398 0,0000 0,000000 1,414204
0,1 0,778336 0,778335 0,0000 -0,141087 -1,404190
0,2 0,757248 0,757248 0,0000 -0,280161 -1,373848
0,3 0,722439 0,722439 0,0000 -0,415155 -1,322433
0,4 0,674425 0,674424 0,0000 -0,543910 -1,248896
0,5 0,613941 0,613940 0,0000 -0,664161 -1,152186
0,6 0,541954 0,541954 0,0000 -0,773551 -1,031623
0,7 0,459672 0,459672 0,0000 -0,869693 -0,887308
0,8 0,368535 0,368535 0,0000 -0,950262 -0,720499
0,9 0,270210 0,270210 0,0000 -1,013130 -0,533868
1,0 0,166559 0,166559 0,0000 -1,056512 -0,331580
1,2 -0,048545 -0,048545 0,0000 -1,080213 0,097052
1,4 -0,259807 -0,259807 0,0000 -1,018494 0,513789
1,6 -0,450720 -0,450720 0,0000 -0,878697 0,871227
1,8 -0,607079 -0,607079 0,0000 -0,675902 1,140941
2,0 -0,718118 -0,718118 0,0000 -0,428661 1,315938
3,0 -0,468528 -0,468530 0,0000 0,860526 0,903148
4,0 0,525898 0,525898 0,0000 0,794395 -1,003980
5,0 0,685299 0,685300 0,0000 -0,518216 -1,265808
Denklem (4.20)’ye ait gercek ¢6ziim;
y(t)= %cos(t) (4.22)

dir. BM ile kiyaslama yapmak i¢in, problemin DQM kullanilarak elde edilen sonuglari
da verilecektir. Denklem (4.20) gibi lineer olmayan bir diferansiyel denklemin DQM ile

¢Oziimiinilin yapilabilmesi i¢in, Frechet tiirevi kullanilarak lineerlestirilmesi gereklidir.
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Denklem (4.20)’nin Frechet tlrevi kullanilarak lineerlestirilmis formu asagida

verilmistir.
d’o(t do(t d d’ d 25 .
dtg )+y(t) di )+{d—i]+1}9(t) =—?§—yd—i/—y—jsm(t)cos(t) (4.23)

Boliim (2.8)’de Frechet tiirevi kullanilarak DQM ile ¢ozliim yOntemi ayrintilariyla

anlatildigindan bu béliimde sadece sonuglari verilip, BM ile kiyaslanacaktir.

Simiilasyon semas: olusturulurken, Denklem (4.20)’de geg¢en y degeri yalniz

birakilmis ve simiilasyon semasi asagida verilen denkleme gore olusturulmustur.
25 .
y=———y——7s1n(t)cos(t) (4.24)

Denklem (4.24) ¢oziiliirken, daha dogru sonuglar elde etmek igin tecriibe ile, diger
orneklerden farkli olarak bu ornekte diiglim noktalari dagilimi, esit dagitilmis olarak

degil asagidaki diizene gore alinacaktir.
x,=0-0,05-0,1-0,2-0,3-0,4-0,5-0,6-0,7-0,8-0,9-0,95-1,0 (4.25)

Sekil 4.12’de, Denklem (4.24)’de verilen ikinci dereceden lineer olmayan

diferansiyel denklemin simiilasyon semasi gosterilmistir.

Sekil 4.12’deki [Al] blogu, birinci dereceden tiirevler icin agirlikli katsayilar

matrisini icermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.s.2 bloklarinda sirasiyla y(0)= ve

>
2
¥=O sartlar1 uygulanmaktadir. Bu bloklarin icerikleri, Sekil 4.13 ve 4.14°de
strastyla gosterilmistir.

Ayrica Tablo 4.7°de BM ile elde edilen sonuglar, Denklem (4.22) ile ve Tablo 4.8’de
DQM ile elde edilen sonuglar, yine Denklem (4.22) ile kiyaslanmustir.
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0,05 5
0,1 -
0.2
0,3 :
0.4 sin
0,5
0,6
0,7
0.8
0,9
0,95
1,0

dy _—
dt

Cos

Sekil 4.12 Denklem (4.24)’de verilen ikinci dereceden lineer olmayan diferansiyel

denkleme ait simiilasyon semasi

=

y(0) = 5/2

Giris Cikis

Sekil 4.13 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun i¢i

Tablo 4.7 ve Tablo 4.8’deki % Hata oranlarindan da anlasilacag: {lizere, Birlesim

Metodu, kesin sonuca, DQM’den ¢ok daha hassas olarak yaklagmistir.



Giris

Sekil 4.14 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gdsterilen blogun i¢i

=, R .|

y(0)=0

Cikis

Tablo 4.7 Denklem (4.24)’de verilen ikinci dereceden lineer olmayan diferansiyel

denklem icin BM kullanilarak elde edilen y degerleri
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Zaman Y degerleri Hata (%)
BM Denklem (4.22)

0,00 2,5 2,5 0,0

0,05 2,496875650987412 2,496875650987416 1,6007.107"
0,10 2,487510413195064 2,487510413195064 1,7853.107"
0,20 2,450166444603103 2,450166444603104 3,6250.107"°
0,30 2,388341222814017 2,388341222814015 ~7,4376.107"°
0,40 2,302652485007217 2,302652485007213 ~1,9286.107"
0,50 2,193956404725934 2,193956404725932 -1,0121.107"
0,60 2,063339037274200 2,063339037274196 ~2,1523.107"
0,70 1,912105468211233 1,912105468211221 -6,3869.107"
0,80 1,741766773367915 1,741766773367913 ~7,6489.107"°
0,90 1,554024920676669 1,554024920676661 ~5,2867.107"
0,95 1,454207723659714 1,454207723659709 -3,1519.107"
1,00 1,350755764670379 1,350755764670349 -2,1534.107"




Tablo 4.8 Denklem (4.24)’de verilen ikinci dereceden lineer olmayan diferansiyel

denklem i¢in DQM kullanilarak elde edilen y degerleri

123

y(t) degerleri

Zaman Hata (%)
DOM Denklem (4.22)

0,00 2,5 2,5 0,0

0,05 2,496875650971941 2,496875650987416 0,0062.10”
0,10 2,487510413161805 2,487510413195064 0,0134.10”
0,20 2,450166444537046 2,450166444603104 0,0270.10”
0,30 2,388341222723405 2,388341222814015 0,0379.10”°
0,40 2,302652484903306 2,302652485007213 0,0451.10”°
0,50 2,193956404613121 2,193956404725932 0,0514.10”
0,60 2,063339037149050 2,063339037274196 0,0607.10”
0,70 1,912105468070178 1,912105468211221 0,0738.10”
0,80 1,741766773216020 1,741766773367913 0,0872.10”
0,90 1,554024920519212 1,554024920676661 0,1013.10”°
0,95 1,454207723503699 1,454207723659709 0,1073.10”°
1,00 1,350755764517282 1,350755764670349 0,1133.10”

4.5. Lineer Olmayan Soniim ve Siirtilnme Etkisindeki Kiitle-Yay Sistemi

Lineer olmayan soniim ve siirtiinme etkisine maruz, yay ve soniimleyiciye baglanmis

bir cismin saliniminin hareket denklemi;

d2X+co2dz—X+ X + dxjdx
dt? T LT PP

dx Y’
+u, (E) -0 (4.26)

olarak verilmistir (Dai ve Singh 1997). Burada dogal frekansin karekdkii @ =0,5 ve
sabitler n, =4, p, =0,2 ve p, =0dir. Ayrica Denklem (4.26)’nin baslangic sartlari

asagidaki gibidir.
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-0 (4.27)

Simiilasyon semasi1 olusturulurken, Denklem (4.26)’da gecen x degeri yalniz

birakilmalidir. Buna gore;

_(1+mz)d2x " dx |dx " (de
eI n v el 1 e
. a " aefar] " La 428)

Wy

elde edilir. Verilen sabit degerler yerlerine yazildiginda Denklem (4.28) asagidaki hali

alr.

2
—(1,25)211’2‘—0,2CC11X ‘(;X
. t t]dt (4.29)

4

Denklem (4.29)’da verilen lineer olmayan soniim ve siirtiinme etkisindeki kiitle-yay

sistemini ifade eden diferansiyel denklemin simiilasyon semasi asagidaki bi¢imde elde

edilir.
1,25
(Al X
[A1]9 X b.s.2 X 2
22T dx D
dt dt
abs X s
0,2
X X

b.s.1 - .

Sekil 4.15 Lineer olmayan soniim ve siirtiinme etkisindeki kiitle-yay sistemini ifade

eden diferansiyel denkleme ait simiilasyon semast
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Sekil 4.15°de [Al] blogu, birinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar
matrisini, abs, mutlak deger alma islemini goOstermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.s.2
dx(0)

bloklarinda sirasiyla X(0)=3, =0 sartlar1 uygulanmaktadir. Bu bloklarin

icerikleri Sekil 4.16 ve 4.17°de sirastyla gosterilmistir.

L ]

x(0) =0

Giris Cikis

Sekil 4.16 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun i¢i

L [l

x(0) =0

Girig Cikis

Sekil 4.17 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gosterilen blogun i¢i
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Sekil 4.18’de, Denklem (4.29)’un BM kullanilarak elde edilen sonuglari, ST den

elde edilen sonuglar ve Dai ve Singh’in (1997) sonuglar kiyaslanmastir.

3 T T T T T T T
55 — Birlesim Metodu |
’ —-— Simiilasyon Teknigi
3 1 R (Dai ve Singh 1997)| |
1,5 7
Lk _
X 075 B "I “‘\ I |
U e e —\“'\ a \"_-, Sy
_095 | "l ‘\ I' —
Gk b .
1,5 F I .
2 ] ] | | ] ] ]
0 2 4 6 8 10 12 14

Sekil 4.18 Lineer olmayan soniim ve siirtiinme etkisindeki kiitle-yay sistemini ifade

eden diferansiyel denkleme ait yer degistirme (x) — zaman (t) grafigi

Sekil 4.18’den de goriildiigli lizere BM kullanarak bulunan sonug, ST kullanarak
bulunun sonug ile tam uyum saglamistir. Hatta BM kullanilarak elde edilen egrinin
doniis bolgelerindeki gecislerin, ST ile elde edilenden daha yumusak oldugu

goriilmektedir. Bulunan sonuclar, Dai ve Sing’in (1997) elde ettigi sonuglardan

tamamen farklidir.

4.6. Periyodik Davrams Gosteren Duffing Denklemi

Periyodik davranis gosteren Duffing denklemi;

2
ax, c &, ¢,x’ = ¢, cos(c,t) (4.30)

dt?
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olarak verilmistir (Dai ve Singh 1997). Burada sabitler, ¢, =0,05, ¢, =1, ¢, =7,5 ve

c, =1’dir. Ayrica Denklem (4.30)’un baslangi¢ sartlar1 asagidaki gibidir.

=4 (4.31)

Simiilasyon semas: olusturulurken, Denklem (4.30)’da gegen x degeri yalniz

birakilmalidir. Ancak bu oOrnekte integral katsayillarinin da kullanilabildigini

gosterebilmek icin % yalniz birakilacak, daha sonra BM uygulanirken x’e integralle

gecilecektir. Denklem (4.32)’de, Denklem (4.30)’daki c(li_)t( ’in yalniz birakilmis hali ve

Denklem (4.33)’de de x’in yalniz birakilmis hali goriilmektedir.

== (4.32)

dt (4.33)

Verilen sabit degerler yerine yazildiginda Denklem (4.33) asagidaki hali alir.

2
7,5005(‘()—35—)(3

X = j i-’t‘dt = j dt (4.34)

0,05

Sekil 4.19°da, Denklem (4.34)’de verilen periyodik davranmig gosteren Duffing

denklemine ait simiilasyon semas1 gosterilmistir.
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1/12 dax
2/12 de?
3/12
4/12
512 7,5 +
6/12 cos
712 —
8/12 0,05
9/12

10/12
11/12

Sekil 4.19 Periyodik davranis gosteren Duffing denklemine ait simiilasyon semast

Sekil 4.19’da [Al] blogu, birinci dereceden tiirevler icin agirlikli katsayilar

matrisini, [Bl] blogu ise, tek katli integraller icin agirlikli katsayilar matrisini

icermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.g.2 bloklarinda sirasiyla x(0)=3, dx(0)

=4 sartlan

uygulanmaktadir. Bu bloklarin icerikleri Sekil 4.20 ve 4.21°de sirasiyla gosterilmistir.

Sekil 4.22°de, Denklem (4.34)’tin BM kullanilarak elde edilen sonuglari, ST’den

elde edilen sonuglar ve Dai ve Singh’in (1997) sonuclari kiyaslanmustir.

Sekil 4.22°den de goriildiigii iizere BM ve ST kullanarak bulunan sonuglar ile Dai ve
Sing’in (1997) elde ettigi sonuglar yaklasik olarak 35s.’ye kadar ¢ok yakindir. Ancak
35. saniyeden sonra ii¢ metotta farkliliklar gostermistir. Bunun nedeni bu Ornekte
kullanilan denklem c¢ok hassastir ve kiiciik degisiklikler biiyiik tepkilere sebep

olmaktadir.



Girig

L

x(0)=3

Cikis

Sekil 4.20 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun igi

Giris

L

x(0) = 4

Cikis

Sekil 4.21 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gdsterilen blogun i¢i
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— Birlesim Metodu
4 | T Simiilasyon Teknigi|:
—— (Dai ve Singh 1997)

o
T =
a p————
""'l"“__'—'—"l

- o e n. -

Sekil 4.22 Periyodik davranis gosteren Duffing denklemine ait yer degistirme (x) —
zaman (t) grafigi

4.7. Quadratik Soniimlii Mathieu Denklemi

Quadratik soniimlii Mathieu denklemi;

’x dx |dx
e +(6+8c0s(t))x+pa m

(4.35)

olarak verilmistir (Ramani vd 2004).

Denklem (4.35)’deki sabitler, p=1, €¢=1,47 ve 6=0,6308"dir. Ayrica Denklem
(4.35)’in baslangic sartlar1 asagidaki gibidir.

x(0)=-0,022  ve dx(to) =0,316

(4.36)

130
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Simiilasyon semasi olusturulurken, Denklem (4.35)’de gecen x degeri yalniz

birakilmalidir. Buna gore;

_x_ | dxldx

2

_a Maa @37
(8+scos(t))

elde edilir. Verilen sabitler yerlerine yazildiginda, Denklem (4.37) asagidaki hali alir.

= 4.38
0,6308+1,47cos(t) ( )

Sekil 4.23°de, Denklem (4.38)’de verilen quadratik soniimlii Mathieu denklemine ait

simiilasyon semas1 gosterilmistir.

[Al] X b.s.2

1/12
2112
3/12
412 - b.s.1
5/12 1,47 .
e | [T ]+

8/12 +
9/12
10/12
11/12

0,6308

Sekil 4.23 Quadratik soniimlii Mathieu denklemine ait simiilasyon semas1
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Sekil 4.23°de [Al] blogu, birinci dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar matrisini

icermektedir. Ayrica b.s.1 ve b.s.2 bloklarinda sirasiyla x (0) =-0,022, dxd_(t()) =0,316

sartlart uygulanmaktadir. Bu bloklarin igerikleri Sekil 4.24 ve 4.25’de sirasiyla

gosterilmistir.

-5 (o

x(0) = -0,022

Giris Cikis

Sekil 4.24 Simiilasyon semasindaki b.s.1 ile gdsterilen blogun i¢i

B [aie—|

x(0)=0,316

Giris Cikis

Sekil 4.25 Simiilasyon semasindaki b.s.2 ile gdsterilen blogun igi
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Sekil 4.26’da, Denklem (4.38)’in BM kullanilarak elde edilen sonuglari, ST

kullanilarak elde edilen sonuglar ve Ramani vd’nin (2004) sonuglar1 kiyaslanmistir.

0,3 I I T I ' !
—— Birlesim Metodu
P A W Simiilasyon Teknigi
) —-— (Ramani vd 2004)

0,1

Sekil 4.26 Quadratik soniimlii Mathieu denklemine ait yer degistirme (x) — zaman (t)
grafigi

Sekil 4.26’dan goriildiigii lizere BM kullanarak bulunan sonug, ST kullanarak
bulunan sonugla tam uyumlu ¢ikmis, Ramadi vd’nin (2004) buldugu sonugla ise
oldukca yakin olarak elde edilmistir. Yine Sekil 4.27°de goriildiigii lizere BM ile elde

edilen sonug, Ramadi vd’nin (2004) buldugu sonuca yakindir.
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0,4 — Birlesim Metodu |-
—— (Ramani vd 2004)

0,2

dx
dt

0.4 I I I I I I
-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

Sekil 4.27 Quadratik soniimlii Mathieu denklemine ait hiz (%j - yer degistirme (x)

grafigi
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5. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Yapilan bu calisma ile, Bellman ve Casti’nin (1971) yaptig1 ilk DQ calismasindan
giinimiize kadar, DQ’daki o©nemli gelismeler anlatilmigtir. Bu sayede DQ
uygulamalarinda karsilasilan zorluklar ve akademisyenlerin bu zorluklar1 gidermek igin

yaptig1 caligmalar gosterilmistir.

DQ’da 1971°den giinlimiize bir¢ok gelisme olmasina ragmen, maalesef halen bazi
eksikliklerini tamamlayamamustir. Giris boliimiinde de anlatildig1 lizere 6zellikle aym
diigiim noktasina birden fazla baslangi¢ veya sinir kogulunun girilmesi sikintt dogurmus
ve bu sikintinin giderilmesi i¢in pek ¢ok c¢alismalar yapilmistir (6rn: J -yaklagimi).
Ayrica yine bu ¢alismada gosterildigi iizere, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde DQ, 6zel metotlara ihtiyag duymaktadir. Bu metotlar ile ¢éziim yapmak

hem zahmetlidir hem de sonuca BM kadar yaklasamaz.

Son yillarda kullanilan Simiilasyon Teknikleri’nin, problem ¢6zme kabiliyeti dikkat
cekici olmustur. Ancak diferansiyel denklem ¢oziimlerinde, 6zellikle sinir kosullarinin

sisteme girisinde, ST’ ler problem yasamaktadir.

Bu calisma ile BM adi altinda, iki metodun giicii birlestirilerek eksiklikleri
giderilmeye calisilmigtir. Bu sayede ¢Oziilmesi zor problemlerin, hem kolay hem de
dogru olarak coziilmesi hedeflenmistir. Neticede bu hedef basarilmistir. BM, lineer

olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiindeki giiciinii bu calisma ile gostermistir.

Yine bu calisma ile DQ agirlikli katsayilarin elde edilmesinde yasanan sikintilar
giderilmis ve DQ agirlikli katsayilarin elde edilmesi i¢in yeni bir yontem de elde
edilmistir. Bu yeni yontem kullanilarak, integral islemleri igin gerekli olan Integral
Quadrature (IQ) agirhikli katsayilar1 da kolaylikla elde edilmistir. Ayrica Shu vd’nin
(1995) IQ agirlikl katsayilar1 elde etmek icin kullandig1 metot gelistirilmistir.
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Bunun yani sira, diferansiyel denklem ¢oziimlerinde, uygulanmasi diger yontemlere
gbre basit olan esit olarak dagitilmis diiglim noktalar1 kullanilabilmistir. Bu sayede

metodun uygulanmasi daha da kolaylagtirilmistir.

Ayrica BM ile, Frechet tiirevi kullanilmadan lineer olmayan diferansiyel denklemler

¢Oziilebilmistir.

Sonug olarak, DQ metotlar1 ile diferansiyel denklem ¢oziimlerinde karsilagilan ayni
diigiim noktasina birden fazla baslangi¢ veya sinir sart1 girilmesindeki zorluk ve ayrica
lineer olmayan problemlerin ¢oziimiindeki zorluklar BM ile giderilmistir. Ayrica
bulunan yeni metot ile DQ ve IQ agirhikli katsayilar kolaylikla elde edilebilmistir.
Agirliklr katsayilar matrisinin kdsegen elemanlarinin elde edilmesi i¢in ayr1 bir isleme
ihtiyag duyulmamustir (Ikinci temel polinom kullanimi). Bunun yani sira Shu vd’nin
(1995), 1Q agirlikli katsayilar1 elde etmek igin kullandigi metot gelistirilmistir. Yeni
gelistirilen ve Shu vd’nin (1995) metodundan gelistirilen her iki yontemde de daha once
literatiirde hesaba katilamayan integral sabitleri hesaba katilarak daha dogru yaklasim
elde edilmistir. Son olarak ST’de karsilasilan sinir kosulunun sisteme uygulanamamasi

problemi de BM ile agilmistir.

BM’nin yukarida anlatilan bir¢ok olumlu yonlerine ragmen olumsuz ydnleri de
mevcuttur. Ornegin BM, DQ tabanli bir yéntem oldugundan, agirlikli katsayilar elde
edilirken kullanilan diigiim noktalarinin sayisi belirli bir limiti asamamaktadir (Yaklasik
13 diigiim). Bu nedenle metot SEM gibi kullanilamamaktadir. Ozellikle metodun
dogruya  yakinsayamadigi  durumlarda, diigliim sayisim1  artirma  ihtiyaci

karsilanamamustir.

Bu c¢alisma, gelecekte yapilabilecek olan iki boyutlu veya iki bilinmeyenli lineer

olmayan diferansiyel denklem ¢dziimlerine de bir agilim yapacaktir.
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EKLER



Ek-1. DQ Agwhikh Katsayilar Matrisleri

N =5 icin birinci dereceden tiirevin DQ agirhikh katsayilari;

-

[-25/3 16
-1 -10/3
/3 -8/3

-1/3 2
1 -16/3

-12 16/3 -1 |

6

0
-6
12

2 1/3
8/3 -1/3
10/3 1
-16  25/3

N =5 icin ikinci dereceden tiirevin DQ agirhikh katsayilari;

-

[140/3
44/3
—4/3
—4/3
44/3

—416/3
-80/3
64/3
16/3
—224/3

152
8
—40
8
152

—224/3
16/3
64/3

-80/3

44/3 |
—4/3
—4/3
44/3

—416/3 140/3 |

N =S i¢in iiciincii dereceden tiirevin DQ agirhkh katsayilari;

A-

N =5 i¢in dordiincii dereceden tiirevin DQ agirhikh katsayilari;

-

160
-96
-32
32
96

[256
256
256
256
256

576
320
64
-192
—448

—-1024
—-1024
—-1024
—-1024
—-1024

768
-384
0
384
768

1536
1536
1536
1536
1536

448
192
—64

~320

~576

—-1024
—-1024
—-1024
—-1024
—-1024

—96 |

=32
32
96
160

256 |

256
256
256
256
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11.
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=13 icin birinci dereceden tiirevin DQ agirhkh katsayilari;

. satir: -4059/109; 144; -396; 880; -1485; 9504/5; -1848; 9504/7; -1485/2; 880/3;

-396/5; 144/11; -1

.satir: -1; -2642/109; 66; -110; 165; -198; 924/5; -132; 495/7; -55/2; 22/3; -6/5; 1/11
csatir: 1/11; -24/11; -3601/210; 40; -45; 48; -42; 144/5; -15; 40/7; -3/2; 8/33; -1/55
s satir: -1/55; 18/55; -18/5; -2509/210; 27; -108/5; 84/5; -54/5; 27/5; -2; 18/35; -9/110;

1/165

.satir: 1/165; -16/165; 4/5; -16/3; -533/70; 96/5; -56/5; 32/5; -3; 16/15; -4/15; 16/385;

-1/330

.satir: -1/330; 1/22; -1/3; 5/3; -15/2; -26/7; 14; -6; 5/2; -5/6; 1/5; -1/33; 1/462
. satir: 1/462; -12/385; 3/14; -20/21; 45/14; -72/7; 0, 72/7; -45/14; 20/21; -3/14;

12/385; -1/462

.satir: -1/462; 1/33; -1/5; 5/6; -5/2; 6; -14; 26/7; 15/2; -5/3; 1/3; -1/22; 1/330
. satir: 1/330; -16/385; 4/15; -16/15; 3; -32/5; 56/5; -96/5; 533/70; 16/3; -4/5; 16/165;

-1/165
satir: -1/165; 9/110; -18/35; 2; -27/5; 54/5; -84/5; 108/5; -27; 2509/210; 18/5;
-18/55; 1/55
satir: 1/55; -8/33; 3/2; -40/7; 15; -144/5; 42, -48; 45; -40; 3601/210; 24/11; -1/11
satir: -1/11; 6/5; -22/3; 55/2; -495/7; 132; -924/5; 198; -165; 110; -66; 2642/109; 1
satir: 1;-144/11; 396/5; -880/3; 1485/2; -9504/7; 1848; -9504/5; 1485; -880; 396;
-144; 4059/109

N =13 icin ikinci dereceden tiirevin DQ agirhkh katsayilari;

. satir: 42970/37; -72687/10; 296891/12; -292499/5; 203377/2; -927095/7; 260483/2;

-192927/2; 212287/4; -168515/8; 11417/2; -36910/39; 7900/109

. satir: 7900/109; 27832/127; -56542/35; 84262/21; -46751/7; 92515/11; -201788/25;

205484/35; -22299/7; 26263/21; -11758/35; 5861/106; -1069/254

. satir: -1069/254; 7377/58; -19097/175; -8648/21; 7023/7; -44176/35; 5942/5;

-45871/54; 3181/7; -3704/21; 1643/35; -2952/385; 537/926

ssatir: 537/926; -2373/202; 30174/175; -14574/53; 99/35; 44964/175; -6676/25;

12949/67; -3609/35; 4178/105; -1842/175; 836/489; -255/1982

. satir: -255/1982; 1597/709; -3812/175; 21968/105; -12844/35; 29472/175; 904/25;
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11.

12.

13.

N
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-8096/175; 969/35; -1168/105; 524/175; -944/1925; 214/5775

.satir: 214/5775; -47/77; 36/7; -680/21; 1650/7; -35661/86; 232; -192/7; 10/7; 25/21;

-92/175; 8/77; -2/231

.satir: -2/231; 288/1925; -9/7; 160/21; -270/7; 1728/7; -10738/25; 1728/7; -270/7;

160/21; -9/7; 288/1925; -2/231

.satir: -2/231; 8/77; -92/175; 25/21; 10/7; -192/7; 232; -36905/89; 1650/7; -680/21;

36/7; -47/77; 214/5775

. satir: 214/5775; -944/1925; 524/175; -1168/105; 969/35; -8096/175; 904/25;

29472/175; -12844/35; 21968/105; -3812/175; 1597/709; -255/1982

satir: -255/1982; 836/489; -1842/175; 4178/105; -3609/35; 20873/108; -6676/25;
44964/175; 99/35; -14299/52; 30174/175; -2373/202; 537/926

satir: 537/926; -2952/385; 1643/35; -3704/21; 3181/7; -45871/54; 5942/5;
-44176/35; 7023/7; -8648/21; -19097/175; 7377/58; -1069/254

satir: -1069/254; 5861/106; -11758/35; 26263/21; -22299/7; 205484/35;
-201788/25; 92515/11; -46751/7; 84262/21; -56542/35; 27832/127; 7900/109

satir: 7900/109; -36910/39; 11417/2; -168515/8; 159215/3; -192927/2; 260483/2;
-927095/7; 203377/2; -292499/5; 296891/12; -72687/10; 42970/37

=13 i¢in iiciincii dereceden tiirevin DQ agirhkh katsayilari;

. satir: -244851/8; 960123/4; -934349; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 937732; -510773/2; 467633/11;

-26133/8

. satir: -26133/8; 83018/7; -103361/7; -474/5; 56669/2; -217923/4; 316908/5;

-360902/7; 361297/12; -211685/17; 86938/25; -20646/35; 8049/175

. satir: 8049/175; -42510/11; 231709/15; -111681/4; 295120/9; -185161/6; 220009/9;

-77723/5; 99284/13; -97224/35; 56887/81; -19256/175; 201/25

: satir: 201/25; -10242/175; -22662/7; 78887/6; -177373/8; 246880/11; -426588/25;

53244/5; -46774/9; 66102/35; -8611/18; 13158/175; -193/35

. satir: -193/35; 13952/175; -12216/25; -58112/35; 82846/9; -60299/4; 103849/8;

-7601; 42623/12; -6272/5; 10904/35; -8448/175; 613/175

. satir: 613/175; -8934/175; 13765/39; -52166/35; 4221/5; 75151/16; -54383/6;

97583/14; -108249/35; 36658/35; -44202/175; 958/25; -479/175

. satir: -479/175; 1368/35; -8201/31; 39752/35; -120663/35; 43669/10; 0; -43669/10;

120663/35; -39752/35; 8201/31; -1368/35; 479/175
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9.

10.

11.

12.

13.

N

10

11
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satir: 479/175; -958/25; 44202/175; -36658/35; 108249/35; -97583/14; 54383/6;
-75151/16; -4221/5; 52166/35; -13765/39; 8934/175; -613/175

satir: -613/175; 8448/175; -10904/35; 6272/5; -42623/12; 7601, -103849/8; 60299/4;
-82846/9; 58112/35; 12216/25; -13952/175; 193/35

satir: 193/35; -13158/175; 8611/18; -66102/35; 46774/9; -53244/5; 426588/25;
-246880/11; 177373/8; -78887/6; 22662/7; 10242/175; -201/25

satir: -201/25; 19256/175; -56887/81; 97224/35; -99284/13; 77723/5; -220009/9
185161/6; -295120/9; 111681/4; -231709/15; 42510/11; -8049/175

satir: -8049/175; 20646/35; -86938/25; 211685/17; -361297/12; 360902/7;
-316908/5; 217923/4; -56669/2; 474/5; 103361/7; -83018/7; 26133/8

satir: 26133/8; -467633/11; 510773/2; -937732; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 934349; -960123/4;
244851/8

=13 i¢in dordiincii dereceden tiirevin DQ agirhikh katsayilari;

. satir: 682812; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 109359
. satir: 109359; -738855; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 366432; -717097/12; 194073/43
. satir: 194073/43; 253429/5; -386816; 0; 0; 0; 0; 0; -865738; 668065/2; -353879/4;

43177/3; -14103/13

s satir: -14103/13; 55849/3; -203593/6; -76550; 355727; -597325; 610518; -440201;

234101; -450368/5; 166366/7; -130961/34; 12441/43

. satir: 12441/43; -58153/12; 164735/4; -350038/3; 130318; -133079/8; -403369/4;

684209/6; -339192/5; 326795/12; -65938/9; 20386/17; -2264/25

. satir: -2264/25; 48398/33; -47639/4; 603755/9; -544289/3; 740606/3; -172036;

218235/4; -88056/35; -3088; 75967/57; -16817/64; 3832/175

. satir: 3832/175; -65664/175; 38095/12; -54517/3; 248221/3; -628834/3; 284444;

-628834/3; 248221/3; -54517/3; 38095/12; -65664/175; 3832/175

. satir: 3832/175; -16817/64; 75967/57; -3088; -88056/35; 218235/4; -172036;

740606/3; -725719/4; 603755/9; -47639/4; 48398/33; -2264/25

. satir: -2264/25; 20386/17; -65938/9; 326795/12; -339192/5; 684209/6; -403369/4;

-133079/8; 130318; -350038/3; 164735/4; -58153/12; 12441/43

. satir: 12441/43; -130961/34; 166366/7; -450368/5; 234101; -440201; 610518;
-597325; 355727; -76550; -203593/6; 55849/3; -14103/13

. satir: -14103/13; 43177/3; -353879/4; 668065/2; -865738; 0; 0; 0; 0; 0; -386816;
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253429/5; 194073/43
12. satir: 194073/43; -776855/13; 366432; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; -738855; 109359
13. satir: 109359; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 682812
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Ek-2. IQ Agwlikli Katsayilar Matrisleri

N =5 icin tek kath integralin iQ agirhkh katsayilari;

0 0 0 0 0
251/2880 323/1440 —11/120 53/1440 —19/2880
[B“)}z 29/360  31/90 1/15 1/90  —1/360
27/320  51/160  9/40  21/160  —3/320
L 7/90 16/45 2/15  16/45 7/90 |

N =13 i¢in tek kath integralin iQ agirhkl katsayilari;

1. satir: 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; O

2. satir: 205/9144; 179/1434; -604/2865; 499/1163; -126/181; 1097/1259; -3435/4114;
586/965; -857/2600; 181/1398; -301/8650; 55/9598; -23/52705

3. satir: 104/4731; 1001/6546; -145/1208; 1118/3259; -1933/3338; 3133/4252;
-1742/2445; 345/662; -307/1081; 293/2619; -125/4148; 44/8851; -4/10551

4: satir: 43/1951; 83/547; -81/926; 397/951; -274/439; 511/655; -1841/2459;
824/1511; -631/2129; 303/2600; -149/4753; 145/28068; -20/50807

5. satir: 97/4404; 502/3303; -182/2027; 332/731; -666/1189; 545/723; -1075/1472;
721/1350; -1177/4046; 278/2427; -787/25517; 18/3539; -23/59313

6. satir: 100/4539; 293/1929; -244/2739; 253/562; -770/1483; 158/195; -816/1093;
4787/8826; -71/241; 1592/13745; -135/4333; 46/8959; -11/28114

7. satir: 141/6401; 43/283; -506/5657; 817/1808; -501/953; 1903/2224; -733/1053;
315/592; -237/815; 374/3263; -327/10591; 53/10407; -5/12876

8. satir: 202/9169; 667/4391; -637/7144; 434/963; -989/1895; 1099/1300; -993/1538
421/729; -855/2876; 578/4969; -253/8099; 102/19829; -27/68911

9. satir: 118/5357; 413/2718; -387/4325; 555/1228; -503/957; 776/909; -325/491,;
407/642; -674/2629; 421/3748; -809/26495; 79/15634; -10/25911

10. satir: 145/6581; 402/2647; -117/1315; 571/1269; -1021/1963; 4015/4766;
-1085/1686; 655/1078; -287/1492; 265/1778; -165/5023; 37/6982; -19/47444

11. satir: 161/7312; 637/4189; -193/2140; 526/1157; -991/1861; 1059/1222; -104/153;
455/699; -283/1192; 587/2627; -26/90003; 369/89600; -28/81587

12. satir: 295/13363; 197/1302; -270/3157; 753/1723; -1597/3280; 1081/1385;
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-545/978; 1917/3712; -348/2891; 460/3347; 781/8630; 131/4067; -19/24372
13. satir: 203/9381; 231/1471; -299/2485; 788/1391; -930/1139; 6213/4477,
-1931/1387; 6213/4477; -930/1139; 788/1391; -299/2485; 231/1471; 203/9381
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