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OZET

MINKOWSKI 4-UZAYINDA EGRILER
ve
HAREKETLERIN GEOMETRISI

TOZAK Hatice
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez yoneticisi:Yrd. Do¢. Dr. CANSEL AYCAN

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

1.Béliimde Yar1 Riemann uzay1, Lorentz Uzay1, E; Minkowki uzayida ig

carpim ve Ozellikleri, vektorel carpim, vektor yapilari, vektorler arasindaki ag1 kavrami
ve hiperdiizlemler gibi Minkowski uzay zaman egrileri ve hareketlerin geometrisi igin

temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2 . Boliimde ise egrisel yapilardaki Riemann manifoldlari iizerindeki uzunluk ve
uzaklik, jeodezikler ve bunlar1 da admissible aileler, minimalize egrilerin durumu ve

lokal minimalize durumlar1 incelendi.

3. Boliimde konneksiyonlar, Ustel déniisiimler ve Normal komsuluklar ve

normal koordinatlardan bahsedildi.

4. Boliimde E;' Minkowski uzayinda egriler i¢in Serret-Frenet formiillerinden

yararlanarak yap1 denklemleri olusturuldu. Involiit ve Bertrand egrileri incelendi.

En son boliimde ise; yaptigimiz ¢aligmalar i¢in uygulamalara yer verildi.

Calismalarimizin bazi1 geometrik uygulamalarina da deginildi.

Anahtar Kelimeler: metrik fonksiyonu, Lorentz-Minkowski uzayi, Hiperbolik uzay,

koordinat ve konneksiyonlar, jeodezik, {istel doniisiim, Frenet ¢atis1



ABSTRACT

CURVES ON THE MIiNKOWSKI 4-SPACE
and
GEOMETRY OF MOTIONS

TOZAK Hatice
M. Sc. Thesis in Mathematic
Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. CANSEL AYCAN

This work consist of five chapters.

The first chapter is about the basic definitions and theorems related to Semi-Riemann
space, inner product and properties, metric function, angle between two given vectors,
vector product, hyperplanes curves on the 4-dimensional Minkowski space and

geometry of motion.

The second chapter includes length and distance on the Riemann manifolds,
Riemann geodesics, admissible families, case of minimizing curves and locally
minimizing.

In the third chapter, exponential map definition and basic properties,Normal

Neighbourhoods and Normal Coordinates are introduced.

The fourth chapter is composed of the involute curves in the E, Minkowski space,
the geodesics of the Model space, the formulas of Serret-Frenet, Bertrand curve couple

in the E;' Minkowski space.

In the final chapter, the applications for the study we have done were given, besides,

some geometric applications of the study are mentioned.

Key words: metric function, Lorentz-Minkowski space, Hyperbolic space,
neighbourhoods and connections ,geodesics , exponential map, Frenet frame
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GIRIiS

Calistigim konu olan Lorentz uzaymi inceleyerek, Minkowski 4-uzayindaki temel
yapilar kuruldu. Oklid uzayr ve hiperbolik uzayla karsilastirmalarda bulunuldu.
Oncelikle, kurulmasinda 6nemli olan metrik yapilar1 irdelendi. Daha sonra vektor
yapilarini kurarak ag1 kavrami belirtildi. Yay uzunluklariin hiperbolik uzayi ile Lorentz
arasindaki yay uzunluklarini ele aldim. Uzunluk ve uzaklik kavramlarin1 belirleyerek
jeodeziklerimi kurmus oldum. Dontigiimlerle minimalize ve lokalligini gordiim.

Koordinat yapilarin1 hem cebirsel ifade olarak hem de topolojik boyutunu inceledim.

Kaynak taramasi

Lorentz geometrisi, 1873 ‘Uber die soganannte Nicht-Euklidische Geometrie’
makalesinde ortaya ¢ikmustir. 1885 ‘Nicht-Euklidischen Rumformen’ teziyle Killing
tarafindan gelistirildi. Lorentz 4-boyutlu uzaymi Poincaré¢ 1906 da ‘Sur la Dynamique
de ’electron’ makalesinde spacetime i¢in bir model olarak tanitildi. Lorentz 4- uzayimna
Minkowski’ nin 1907 deki ‘Das Relativititsprinzip’ konusunda Ozel Rélativite
teorisindeki space time ig¢in model olarak alindi. Yorumunu 1977 de yayimlanan
Hermann Minkowski ve Einstein’ mn Ozel Rélativite teorisinde goriiliir. 1908 yilinda
Minkowski tarafindan ¢ikarilan makalelerle gelistirildi. Lorentz 4-uzayina, Minkowski
uzay-zaman da denir. Lorentz doniisiimlerini ilk olarak Killing tarafindan
degerlendirilip ortaya kondu. Fakat doniisiimler, Lorentz tarafindan 1904 yilinda
‘Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity Irss than that of
light’ makalesinde tanimlandi. Rolativite teorisinde Lorentz geometrisinin yer almasiyla
ilgili tartismalar sonucunda 1978 yilinda Penrose’ nin ‘The geometry of universe’
konusunda ve G. Naber’ in ‘The geometry of Minkowski spacetime’ tek konulu

calismasinda ele alind1.

Hiperbolik uzayda hiperboloid model 1878 de Killing’ in ‘Ueber zwei Raumformen
mit constanter psitiver Kriimmung’ adli makalesinde ortaya c¢ikmigstir. Timelike ve

spacelike



X1

acilar1 Klein” in 1871 yilindaki ‘Uber die sogenannte Nicht-Eucklidische geometrie’
makalesinde tanimlandi. Hiperbolik yay uzunlugu elemanlar Killing” in 1880 yilindaki
‘Die rechnung in den  Nicht-Eucklidische Raumformen’ makalesinde goriildi.
Hiperbolik dogru pargasinin Lorentz uzunlugu, Yaglom tarafindan ‘A simple Non-

Euclidean geometry and physical basis’ ¢aligmasiyla tanimlandi.

2- boyutlu hiperbolik koordinatlar Labachevski’ nin ‘On the principles of
geometry’ makalesinde ortaya ¢ikti. Cox ise koordinatlari, ‘Homogeneous coordinates

in imaginary geometry’ makalesinde tanimladi.

Saccheri 1733 yilinda hiperbolik tiggenin agilarinin toplaminin iki dik agidan
daha fazla oldugunu ispatladi. Kosiniis ve siniis ile ilgili kurallarina benzer formiiller,
Lobachevski tarafindan c¢ikarildi. Hiperbolik ve Kiiresel trigonometriler arasindaki
dualligi olarak Lambert tarafindan gelistirildi. Daha sonraki yillarda iki komsu agili
dortgenler,kiiresel trigonometrik formiiller, dik agili hiperbolik altigenler i¢in formiiller

calisilmigtir.

1.2. Materyal YOntem

RATCLIFFE, J. G., ‘Foundations of Hyperbolic Manifolds’, Department
Of Mathematics, Vanderbilt University, 1994 ve LEE, J. M., ‘Riemann Manifolds An
Introduction to Curvature’, Department of Mathematics, University of Washington
Seattle, 1991 kitaplarini temel alarak diger makale ve tezlerden yararlanarak

olusturuldu.



BOLUM 1

LORENTZ-MINKOWSKI UZAYI
1.1. Temel Yapilar

Bu boliimde, oncelikle Lorentz-Minkowski uzaymin metrik yapist tanimlanarak,

tizerindeki vektorel yapilardan bahsedilecektir.

Tamim 1.1.1. (simetrik bi-lineer form)

J sonlu boyutlu reel vektor uzayi olsun.

(,) V' xV —> IR
bi-lineer fonksiyonu Vv,weV igin <v,w>= <w,v> ozelligini saglayan <,> ye V

tizerinde bir simetrik bi-lineer form denir.[17]

Tamim 1.1.2. V,vektor uzayi iizerinde bir simetrik bi-lineer form < , > olsun. Bu takdirde

)V vel, v 20icin <3,3>> 0ise (,) bi-lineer formu pozitif tammis,

i) V v ev, v #0 icin <% H>< 0 ise <,> bi-lineer formu negatif tanimli,

iii) V v ev, v # 0 icin < > 01 1se b1 lineer formu yari-pozitif taniml,
) V v ev, v #0 i¢in < > 01 1se b1-1ineer formu yari-negatif tanimli,

v) Vver, <v,v>= 0 1g1n y= 0 oluyorsa <,> bi-lineer formuna non-dejenere,aksi

halde dejenere denir. [17]



Tamim 1.1.3. (bi-lineer formun indeksi)

<, > , V lizerinde simetrik bi-lineer form ve W da V nin bir altuzay1 olsun. <,> nin W
tizerinde kisitlanisi <, >W olmak tizere
(,),:WxW —> IR
negatif tanimli olacak sekilde en biiylik boyutlu W altuzayinin boyutuna < ,>

simetrik bi-lineer formun indeksi denir. Eger (,) nin indeksi vise 0 < v < boy V dir.

[17]

Tamm 1.1.4.(metrik tensor)
M, tiirevlenebilir (C” sinifindan) manifold ve

(,): xM)x y (M)—> C* (M.IR)
(x,y)— <x,y>
seklinde tanmimlanan simetrik, bi-lineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M

uzerinde bir metrik tensor denir. Bu metrik tensorin indeksi M manifoldunun indeksi

olarak ifade edilir.

M bir C” smifindan manifold olmak iizere, y (M) de tanimh <,> i¢ carpim
fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzayina bir i¢ ¢arpim indirger, dyleki )? ,Y’ e y (M)
ve pe M igin )?p ,I;; e T,, (p) dir. Boylece

(»),: T, () x T,,(p)>IR

simetrik bi-lineer, non-dejenere donilisiim tanimlayan <,>p fonksiyonuna 7, (p)

uzerinde bir metrik tensOr denir.

Tanmm 1.1.5. M bir C* smifindan manifold ve <,> de M iizerinde sabit indeksli bir

metrik tensor olmak tizere (M, < , >) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir.

M nin indeksi v olmak lizere 0 < v < n=boy M i¢in, v=0 ise M ye bir Riemann

manifoldu, v=1 ve n >2 durumunda ise M ye Lorentz manifoldu denir.



Tamm 1.1.6. /R*, 4 boyutlu standart reel vektér uzayr iizerinde Vpe IR* ve
vV, W,eT, (IR*) olmak iizere

<VP,WP>= -vw v, w, Fv,ws +v,w,
esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensérle elde edilen uzaya yari-Oklidyen uzay denir
ve IR} ile gosterilir. Burada sirasiyla v, ve w, ler V,ve W, tanjant vektorlerinin

bilesenleridir.
Ozel olarak v=1 ve n=4 durumunda ise E;' 4-boyutlu Minkowski uzay: adim alr.

Metrik tensor ise Lorentz metrigi olarak adlandirilir.

Minkowski 4-uzayinda i¢ ¢carpim 6zelliklerini saglatalim:
(,): E'xE' > IR

- >

(u,v) = <u,v>= ~uv t uv, t uyy +ouyy,

1) <u,v>= <v,u>=u -v (simetrik 6zelligi)

carpmayagore
degisme

- -
<u,v>= ~uv,t uyv, touvy, oy, = vt vu,t vy + v,u,

iccarpim
- > o

tanmmndan [ —> —

= v,u
.. 4
i) a,b €IR ve u,v,w € E,

<au+bv,w>= a<;,:v>+ b <;,:v>
<au+bv,w>=-(aul+bvl)wl +(au, +bv,)w, +(au, +bvy)w, +(au, +bv,)w,

=a(-uyv,+ u,v,* uy, + uv, )b (-vu, + vyu,+ vou, + vu,)

=aq <u,w>+ b <v,w>



Tanm 1.1.7. X =(x,,...,x,)€ E;' olsun. Eger

1) <X , X > <0 ise X timelike vektor,
i1) <X , X > >0veya X =0 ise X spacelike vektor,

1i1) <X,X>= Ove X # 0 ise X null vektor

olarak ifade edilir. [17]

Tamm 1.1.8. £ Minkowski 4-uzayinda V X ,Y € E; igin

<X, Y> ~0
ise X ve Y vektorleri Lorentz anlaminda diktir (ortogonaldir) denir.

TEOREM 1.1.1. x,y € E; sifir olmayan Lorentz ortogonal vektérler olsun. x timelike

vektor ise y spaceliketir.
ISPAT: x timelike = ||x||2 = -<x,x>
x, ye E;' Lorentz ortogonal <> <x, y> =0
(o) =l 2 (o) + =0

() 0+ =0

[l =G 2)

dir. Bu durumda y spacelike vektordiir.

Tamm 1.1.9. E Minkowski 4-uzaymin biitiin timelike vektdrlerin kiimesi 7 olsun.

Boylece Vue 7 igin
C(u)={xer:<u,x><0}={erl4:g(x—u,x—u)<0}

bigiminde tanimlanan C(u ) kiimesine u yu igeren E;' {in time-konisi denir. [17]



C 151k Konisi

>y
Light-like
Sekil 1.1: Minkowski uzayinin tanimlanis 6zelligi
Tamm 1.1.10. X =(x,,...,x,)€ E igin X vektdriiniin normu
x| <X,X>

ile tanimlanir. [17]

TEOREM 1.1.2. X =(x,,...,x,)#0ve X € E olsun. Bu taktirde

1) (X|> 0 dur.

i) [X]|=0 < X bir null vektordiir.

—

- 2 - >
iii) X bir timelike vektor = | X| = -<X , X > dir.

2 - >
= <X,X> dir.

= <X,X> > 0ve X #0 oldugundan

=

—

X

iv) X bir spacelike vektor =
()
)]

iSPAT: i) |x|=

X|=0 <

ii)

0 o <?(,)?>=o

N

X

>0 dir.

<:><X,X>=0 ANX#0

tanim1.1.7
iii -

< X null vektordir.



2 [N ;(timelike N
A=)

i) x| ={(x, x| =
S1? N )?spacelike - >
) | X =<X,X> = <X,X> dir.

Tamml.1.11. (V, < , >) Minkowski uzay1 olsun. W V altuzayr géz oniine alinirsa
1) <,>W : W x W — IR pozitif ise W ya spacelike altuzayi
i) <,>W : W x W — IR negatif ise /¥ ya timelike alt uzay1

1ii) <,>W : W x W — IR dejenere ise IV ya lightlike altuzay1

denir. [17]

TEOREM 1.1.3. E' Minkowski 4-uzayinda X ve Y iki timelike vektorii olsun. Bu

durumda

Y

N

21X

i)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

X ve Y vektorlerinin lineer bagimli olmasidir. [10]

ISPAT: Y=aX+Y , Y € X", Y timelike vektor
(Y,Y)=a’ <X,X>+<Y,Y> <0

dir. Bu durumda

Boylece

-

Y

N

X

>

i

olur.



<Y Y > >0 ve <X X > < 0 oldugundan bu teoremin esitligi sadece ve sadece

<Y Y > =0 = Y =0 yani Y= aX olur. Bu durumda X ve Y vektorleri lineer bagimlidir.

1.2. E' Minkowski 4-uzayinda A¢1 ve Hareket Kavram

Simdi, vektorler arasindaki a¢1 kavramii ele alacagiz. Onceki béliimde bahsedilen
timelike,spacelik ve lightlike vektorler i¢cin ayr1 ayri agisal durumu inceleyecegiz.
Bununla iligkili olarak Lorentz doniisiimiinii inceleyip agica uzaymn baz yapisini

olusturacagiz. Bunun i¢in oncelikle asagidaki teoremi verelim.

TEOREM 1.2.1. E! Minkowski 4-uzayinda x ve y timelike vektdrleri ayni

-

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayis1 vardir. [10]

timekonisinin elemani ise

N
X

-

y|[coshé

ISPAT: x ve y lineer bagimsiz time-like vektorleri diistintiliirse, X =< x, y > time-like bir
diizlem olur. x ve y iki lineer bagimsiz light-like vektorlerse, x+y veya x—y time-
like vektordiir ¢linkii;
<x ty,xt y> = $2<x, y> dir ve her iki vektoriin time-like olmasina bagli olarak
<x, y> # 0 olduguna gore a ve b lizerindeki esitlik su sekildedir:

<ax + by, ax + by> = a2<x, x> + b2<y, y> + 2ab<x, y> =0

a # 0 olur. % = A denirse

<x,x> + 2/1<x,y> + /12<y,y> =0
elde edilir
Bu A degiskenine gore bir denklemdir ve ¢oziimii vardir. Dolayisiyla denklemin

diskriminanti pozitif olmalidir. O halde,

(%) > (xx)(0.»)



dir. Bu, x ve y lineer bagimsiz oldugu durumda esitsizligi gosterir. Bunun yani sira; eger
orantililarsa, o zaman esitlik yakalanmis olur. Boylece,

<x,y>° .
(_<X,x>)(_<y,y>)_

(1.1)

elde edilir. x ve y aym time-like koni igindelerse, <x, y> <0 olur ve (1.1) ifadesi sunu

gosterir:

—<x,y> >1

J-<Xx>-<y,y>

Hiperbolik kosiniis fonksiyonu cosh : [O,oo) — [1,0) birebir oldugundan burada unik bir
say1 olusur ki

—<x,y>
J=<x,x>-<y,y>

cosh@ =

olur.

TANIM 1.2.1. Yukaridaki verilen 6 reel sayisina x ve y timelike vektorleri

arasindaki Lorentz timelike a¢i denir. [10]

TEOREM 1.2.2. x ve y, E;' aym uzayda sifir ve spacelike olmayan vektérler olsun. Bu
durumda <x, y> <0 olur ve esitlik durumu ancak ve ancak x ve y lineer bagimli lightlike

vektorleri igin saglanir

ISPAT: . x ve y orantiliysa, bu ortogonal olduklarini gosterir. Farzedelim ki x, y

ortogonal olsun. E; =<E, > ®<E, > aynsimmda; x=w+u, y=w+v yazlabilir.

<x, y> =0 oldugundan ve her iki vektor de light-like oldugundan dolayz,

()-+ o)+ 3+ () =0
(uat) + () + 2, w) = 0
(v, )+ (waw)+ 20, w) =0

olur. Bu ii¢ esitlik birlestirilirse; |u > +|v[> —2(u,v) =0 esitligi elde edilir, yani,

|u—v|*=0.Boylece; u=v olur, ¢iinkii u —v bir space-like vektordiir (u —v e<w >").

Buradan x =y sonucu ¢ikar.



Eger iki vektorde time-like ise, <x, y> #0 olup; <y>" space-like bir altuzay
oldugundan E;=<y>"@®<y> esitligini kullanarak, y=wu+Ay yazilir. Bundan
dolayt; <x, y> = <y,u> + /1<y, y> = /1<y, y> dir. <u,v> =0 olursa, 4=0 ve x=u

vektorii space-like olurdu. Bu bir ¢eliskidir. Bundan dolays; her iki vektor de light-like

olmalidir.

x,ye XNnX" ise; <x, y>=0 olur. Buradan x ve y lineer bagimhidirlar. Bu da;

dim(X N X ") <1 oldugunu kanitlar. Boyut tam olarak, 0 ise; E;' = X ® X ve bundan

dolayr E; iin herhangi bir vektorii light-like olacaktir.

TEOREM 1.2.3.x, ye E; sifir ve spacelike olmayan vektérler ve ¢ > 0 ise, bu

durumda
1) tx vektorleri x gibi ayni boyut ve benzerlige sahiptir.
i1) x+y, x ve y ye aym boyutta spacelike olmayan vektorlerdir, ayrica x+y

lightlike vektorlerdir < x ve y lineer bagimli lightlike vektorlerdir.

ISPAT: (i) ||tx|| = t||x|| ve (#x),=tx, dikkate aldigimizda zx ve x aynm1 benzerlik ve boyuta
sahiptir.

Gi) e+ =l +2 )+ ] <0

Bunun esitlik durumu ancak ve ancak ||x|| =0, y” =0 ve <x, y>=0 oldugunda saglanir.

Boylece x+y lightlike << x ve y lineer bagimli lightlike vektorlerdir.

SONUC 1.2.1. Biitiin pozitif (negatif) timelike vektorlerin kiimesi /R" in konveks

altkiimesidir.
ISPAT: x, ye IR" pozitif (negatif) timelike vektorler ve 0<¢<1 ise bu durumda

(1-t)x+ty pozitif (negatif) timelike oldugu goriiliir. Bu durumda /R" de konveks

altkimedir.

TANIM 1.2.2. V x, ye IR" i¢in
@ :IR" — IR" fonksiyonu Lorentz doniisiimdiir < <¢(x),¢( y)>=<x, y> dir.

IR" in {Vl,Vz,...,Vn} bazina Lorentz ortonormal denir < <V1,V1>=-1 A <Vi,Vj>=§l.j dir.

IR" in {el,ez,..., en} standart bazi, Lorentz ortonormaldir.
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TEOREM 1.24. ¢:IR" — IR" fonksiyonu lorentz donilisiimdiir<> ¢ fonksiyonu
lineer ve {(b(el),(b(ez),...,(,/ﬁ(en)}, IR" in Lorentz ortonormal bazidir. [10]

ISPAT: ¢, IR" in Lorentz doniisiimii olsun. Bu durumda

(p(e,). p(e))={e,,e,)=-1

ve
(p(e).e)=0,

dir. Bu acikca ¢(e)),d(e,),....#(e,) in lineer bagimsiz oldugunu gosterir. Dolayisiyla,
{¢(el), ¢(ez),...,¢(en)} IR" in Lorentz doniistimudiir.

xe IR" olsun. Bu durumda c¢,,c,,...,c, € IR" katsayilaridir. Oyleki
P(x)= Z cp(e;)
i=1

olur. {¢(el),¢5(e2 ),...,¢(en)} bir Lorentz ortonormal baz oldugunda

'01=<¢(x)o¢(e1)> =<x, e1> ==X
ve Vj>1i¢in
¢, =(d(x).ple;)) =(x.e,)=-x,

olur. Bu durumda
¢(z X;€; j = Z x,4(e;)
i=1 i=1

oldugundan dolay1 ¢ lineerdir.
Diger taraftan ¢ lineer ve {¢(el),¢(e2),...,¢(en)}, IR" in Lorentz ortonormal bazi

oldugunu kabul edelim. O halde,

<¢(x),¢(y)>=<¢(§xl‘6fj’¢@y ”e’]>

<ix,¢(e,-),iyj¢<ej>>

n n

> Y (xdle). v gee))

i=l =1

TXN TNV, TRy XY,

=(x¥)
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oldugundan dolay1 ¢, Lorentz doniisiimdiir.

TANIM 1.2.3 . A4, nxn tipinde reel matrise Lorentz denir <
A: IR" — IR" birlesmeli,lineer doniisiim Lorentzdir.
x B A(x)=Ax
Biitiin nxn tipindeki Lorentz matrislerin ¢arpimlariyla olusan kiime, O(1,n-1)

grubunu olusturur ve buna nxn matrisinin Lorentz grubu denir. [10]

TEOREM 1.2.5. 4, nxn tipinde reel matris ve J=diag(-1,1,1,...,1) seklinde tanimlanan
nxn tipinde kosegen matris olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) A matrisi Lorentzdir.

(2) A formunun siitunlar1 /R" in Lorentz ortonormal bazidir.

(3) A matrisi A' JA=J esitligini saglar.

(4) A matrisi AJ A' =J esitligini saglar.

(5) A formunun satirlar1 /R" in Lorentz ortonormal bazidir. [10]

A, Lorentz matrisi olsun. A'J4=J iken (det 4)*=1 olur. Boylece det A=+1 dir.
SO(1,n-1), O(l,n-1) deki iki indeksin altgrubudur. SO(I,n-1) grubuna ozel Lorentz
grubu denir. IR" deki biitiin timelike vektorler kiimesi, pozitif ve negatif timelike
vektorler olarak iki baglantili bilesene sahiptir. A Lorentz matrisi pozitif(negatif) olarak
ifade edilir < 4, pozitif(negatif) timelike vektorleri pozitif(negatif) timelike vektorlere
doniistiiriir. Mesela J matrisi negatiftir. Lorentz matrisi ya pozitiftir ya da negatiftir.

PO(1,n-1), O(l,n-1) de biitiin pozitif matrislerin kiimesi olsun. Bu durumda
PO(1,n-1), O(1,n-1) deki iki indeksin altgrubudur. PO(1,n-1), pozitif matrisin grubuna,
Lorentz pozitif grup denir. Aym sekilde PSO(1,n-1), SO(1,n-1) deki pozitif matrislerin
kiimesi olsun. Bu durumda PSO(1,n-1), SO(1,n-1) deki iki indeksin altgrubudur.
PSO(1,n-1) grubuna pozitif 6zel Lorentz grup denir.[10]

TEOREM 1.2.6. M nin her boyutu icin, /R" in m boyutlu timelike altvektor uzayinin
kiimesinde PO(1,n-1) in dogal hareketi gecislidir. [10]

ISPAT: V; IR" in m boyutlu timelike altvektdr uzayr olsun. {el,ez,‘..,em} vektorleri
tarafindan gerilen /R" in altuzayr /R™ i belirleyelim. Bu, PO(1,n-1) deki 4 y1 yani
A(IR™)=V oldugunu gostermek, ispat i¢in yeterlidir. /R" in {ul,uz,‘..,un} baz1 var

oyleki u,, ¥ deki pozitif timelike vektorii ve {u,u,,...,u,}, V igin bir baz segelim.
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wlz%l ” olsun. bu durumda <wl,w1>= -1 dir. v2:u2+<u2,wl> w,dir. Bu durumda
1

u, ,u, lineer bagimsiz oldugundan u, sifir degildir. Dahasi,

<w,v2>=<w,u2>+<u2,w]> <w1,w1>=0
olur. Bu yiizden lorentz ortogonal vektorler ve u timelike vektér oldugundan v,

spaceliketir(teorem 1.1.1.). Bu sekilde devam edersek;

1%

= 2
W, v
2

v;=u,t <u3,wl> w, -<u3,w2> W,

Vn:un +<U3,Wl> Wl '<M3,W2> W2_"'-<un’wn—l> Wn—l

_v
w1
n

olsun. Bu durumda {wl,wz,...,wn}, IR" uzaymin Lorentz ortonormal bazini ve

W, W,,...w,}, V nin bazim elde ederiz. 4; w,w,,...,w, siitunlar1 olan nxn tipinde
matris olsun. Bu durumda A4 matrisi, Teorem 1.2.5 kullanarak Lorentz’dir ve

A(IR" )=V, dahas1 4 pozitiftir ¢iinkii 4 e, =w, pozitif timeliketir.

TEOREM 1.2.7. x, ye E} pozitif(negatif) timelike vektorler olsun. bu durumda
<x, y> < ||x||||y|| esitligiyle <> x ve y lineer bagimlidir. [10]
ISPAT: PO(l,n-1) de bir A alalim yani Ax=te, olur. A, Lorentz i¢ carpimini

korumasiyla x ve y yi Ax ve Ay yerine koyabiliriz. Bu durumda
IV = - 2 + b =00 = 22D <o = ()’
esitligiyle < y =0, yani y=ye, dir. (x,y)<-x,, <0 iken (x,y)<[x]y] esitligiyle

< x ve y lineer bagimhidir.

TEOREM 1.2.8. x, ye E;' pozitif(negatif) timelike vektdrler olsun. Bu durumda

(x.3) = [x]|¥coshe

olan tek bir € > 0 reel sayis1 vardir.[10]
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TANIM 1.2.4. Yukaridaki teoremde verilen @ reel sayisina x,y timelike vektorleri

arasindaki Lorentz timelike ag1 denir. [10]

TANIM 1.2.5. x, ye E;' vektdrleri ve x,y arasindaki Lorentz timelike agis1 & olsun. Bu

durumda
dy(.9) =0 (v)

reel sayisina x ve y arasindaki uzaklik denir. [10]

-1 0 0 O
4 .1 0 1 0 O

TANIM 1.2.6. x, y, z€ E" vektorleri ve J = 0 0 1 0 olsun. Bu durumda
0 0 0 1

xAyAz=J(x,y,2)
olarak ifade edilen carpima Lorentz vektorel ¢arpim denir.
<x,x/\y/\Z>=<x,J(x/\y/\z)>:x-(x/\y/\z):O
<y,x/\y/\z>=<y,J(x/\y/\z)>:y-(x/\y/\z)=0
<Z,x/\y/\z>:<Z,J(X/\y/\z)>:z-(x/\y/\z):0

olur. Boylece x A y Az, hem x hem y hem de z ye Lorentz ortogonaldir.

TEOREM 1.2.9. x,y, z, we E; vektorleri ise bu durumda
) (xAY)Az=-zA(xAY)

ii) <(x ANYAZ), w> = —det(x, y,z,w)

- e, e e,
ISPAT:i) (xAy)Az=- Hi 2 % T
Y V2 Y3 Y4
z, z, z, z,
X, X, X, X, X, X,
=&\ Vs Yy |t N Vs V4
z, Zy z, z, Zy z,
X, X, X, X, X, X,
— &) b Vi |t en W2 W3
z, z, z, z, z, Zy

= (Zz (X5 = X334) — 23(X, Yy — X, 0,) + 2, (%, 05 _x3y2))el
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+ (Zl (G Yy —x,5) — 23(5 Y, — X, V) + 2, (x5 _'x3yl))e2
- (Zl (X4 =X, ,) = 2, (5 y, = X, V) + 2, (%, _xzyl))es

+(Zl (5,3 = X3,) = 2, (05 = X3 ) + Z3(x, _x2yl))e4

z, z, z, z, z, z,
=—¢|x, X x, |—elx X X,
V2 V3 Y4 Y V3 Y4
z, z, z, z, z, z,
+elx, X, x, |—e,lx X, X,
M W2 Y4 N V2 Y3
—¢ e, e e,
| = z, z, z,
BE? X, X, X,
Wi V2 V3 Y4
=—zA(XAY)

9

ii) <x AYAZ, w> =—det(x, y,z,w)

- [xz(J/3Z4 —234) =% (1,24 = 2,04) + X, (1,25 _Zzy3)]
w, [xl(y324 —239) — X (Vizy — 2 0) + X, (V125 _Z1y3)]
W [xl(y224 —2,0) =%, (Nzy —2ys) + X, (02, _Zlyz)]
Tw, [xl(J’zZ3 —2,03) =X, (123 — 2y3) + X3, (0 2, _Z1J’2)]

<x/\y/\z,w>=

X, X, X, X, X, X,

=W, W3 Ya|TWy| ) W3 V4

zZ, Zy z, z, Zy z,

X Xy Xy X X, X3

W0 Y2 Yo | T Wy )1 W2 V3

z, z, z, z, zZ, z,
=—det(x, y,z,w)

SONUC 1.2.2. x, ye E;' lineer bagimsiz, pozitif (negatif) timelike vektdrleri ise bu
durumda x A y spacelike vektordiir ve
b 5] = sl sinh

dir.
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iSPAT: v A ] = (x,p)” [ o]
=[xl A cosh® 0l o1
= I (cosh® 01y
=[od [ sinn 6

coshf(x,y) = —<x, y> oldugundan ||x A y” = —||x|||| y||sinh 0 olur.

SONUC 1.2.3. x,ye E;' spacelike vektorler ise bu durumda

i)

<x, y>‘ < ||x|| ||y|| < x Ay timelike

ii)

<x, y>‘ = ||x|| ||y|| < x Ay lightlike

iii)

<x, y>‘ > ||x|| ||y|| < x Ay spacelike
olur.

ISPAT: ||x A y”2 = <x, y>2 - ||x||2|| y||2 ifadesinden acgik olarak goriiliir.

TEOREM 1.2.10. d, . uzaklik fonksiyonu, E iizerinde metriktir. [10]
ISPAT: 4 .+ fonksiyonu negatif olmayan,simetrik ve nondejeneredir.

IR""'in pozitif Lorentz déniisiimii A" hiperbolik uzayi iizerinde uzaklig1 korur. x, y, z
vektorleri en gok 3 boyuttaki IR""' altvektdr uzayimi gerer. x, y, z yi e,,e,,e, tarafindan
gerilen IR""' in altuzay1 icindedir. Diger bir deyisle n=2 olarak kabul edelim.

||x A y|| =sinh d(x,y) ve ||y A z|| =sinh (y,z)
oldugunda y, hem x Ay hem de y Az ye Lorentz ortogonalken y ve (x A ) A (VA z)

vektorleri lineer bagimlidir. Boylece ya sifir ya da timeliketir. Bu durumda

(G a2, a2 < e A sl A
esitsizligini elde ederiz. Elde edilenleri diizenledigimizde

cosh(8(x,y)+ 60(y,z))=cosh O(x,y)coshd(y,z)+sinh O(x,y)sinhb(y,z)
=(rp)ms2)+ Ay Az
> <x,y><y,z> + <x AV, VA Z>

=(x,2)y.2)+ (x. 2}y, y) = (x.y)N1.2))
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=-(x.2)
= cosh O(x,z)
elde ederiz. Bu yiizden
O(x,z)<O0(x,y)+06(y,z)
olur.
H" tzerinde d, metrigine hiperbolik metrik denir. d,, tarafindan belirlenen " in

metrik topolojisi, d,(X,y) =|x - y| Oklid metrigiyle tanimlanan metrik topolojisiyle H"

lizerinde tanimlanan metrik topolojisi aynidir. Bu uzaya hiperbolik n-uzay denir. H"

den kendisine olan izometriye hiperbolik izometri denir.

TEOREM 1.2.11. [R"' uzayinin her pozitif Lorentz doniisiimii, 4" uzaymin bir

izometrisine kisitlanir ve H" uzaymn her izometrisi, /R""' uzaymin bir tek pozitif

Lorentz transformasyonuna genisler. [10]
ISPAT: ¢:H" — H" doniisiimii izometriktir <> Déniisim, H" iizerinde Lorentz i¢
carpimini korur.

Boylece IR""' uzayinin pozitif bir Lorentz déniisiimiinii, /" uzaymm izometrisine

kisitlar.

Diger taraftan ¢:H" — H" izometri oldugunu varsayalim. ¢, e 1 sabitledigini

diisiinelim. ¢ nin bilesenleri ¢,,¢,,...,4,., olsun. Bu durumda
h(x)=-9(x) ¢
=-(p(x).4(e))

~(x,e,)

olur. Bu ylizden

¢ (x) = (% ,0,(x),....4,,,(x))
dir.
p: H"—>IR", ;:(xz,...,xm) olan p(x) = x ile tamimlansin. Bu durumda p,
bijeksiyondur.
P IR" > IR", ¢ W)=(4(p~'W))....4,(p”'(u)))seklinde tamimlasm. Bu durumda

Vxe H" i¢in ¢(x)= §(x) dir. (¢(x),¢(»))=(x,y) oldugunda
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- X y1+§_é(7_€) g(;):'xl y1+;;
olur.

Boylece g?ﬁ()_c) gg(;) = x ; dir. Bundan dolay1 &, bir ortogonal doniistimdiir. nxn

tipinde ortogonal A matrisi vadir yani Vu € IR" i¢in Au = g(b_l) olur.

1 0 ... 0
~ 10 . ~ .. . . .
A=\ . y matris olsun. Bu durumda A, pozitif Lorentzdir ve Vx e H" i¢in
0 1
A = ¢(x) dir.

¢, H"uzaymm keyfi bir izometrisi oldugunu farzedelim. B €PO(1,n) yani
B¢ (e) = e oldugundan B¢, IR™' uzaymn pozitif doniisiimiine genisletirken bu
durum ¢ i¢in de dogrudur. C,D €PO(1,n) ve ¢ yi genisletecegimizi farz edelim. Bu
durumda D™'C, H" uzaymin her noktasini sabitler. H" uzayi, IR""' uzaymin herhangi
bir altvektdr uzayini igermezken D™'C, IR"™' uzaymn hepsini sabitlediginden igerir.

Boylece D=C olur. Buda ¢ yi IR"" uzaymin pozitif Lorentz doniisiimiine genisletir.

SONUC 1.2.4. I (H") hiperbolik izometrilerinin grubu, PO(1,n) pozitif Lorentz

grubuna izomorfiktir. [10]

TANIM 1.2.7. H" uzaymn hiperbolik dogrusu, /R""' uzaymm 2-boyutlu timelike
altvektor uzayityla H" uzayimin kesisimidir.

x ve y, H" uzaymm ayrik noktalar1 olsun. Bu durumda x ve y, IR""' uzayinin 2-

boyutlu timelike altuzayini gerer ve boylece
Lixy)=H"NV(x,y)

hem x hem de y yi iceren H" uzayinin tek hiperbolik dogrusudur. [10]

TANIM 1.2.8. x, ye IR"" vektorleri Lorentz ortonormaldir <>

| =-1. (x,y)=0vely|" =1 dir. [10]

TEOREM 1.2.12 o : [a,b] — H" egrisi olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) a egrisi jeodezik yaydir.

ii) x, y € IR""" Lorentz ortonormal vektérleridir. Bu yiizden
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a (t) = (cosh (t-a) x+ sinh (t-a) y )
dir.
iii) a egrisi, " —a =0 diferansiyel denklemini gosterir. [10]
ISPAT: 4, IR"" uzaymn bir Lorentz doniisiimii olsun. O halde (4a) = Ao’ diir.
Bu durumda «, (iii) denkligini ancak A« oldugunda gosterir. Dolayisiyla Lorentz
dontigiimiinii kullanarak gosteririz. @ nin jeodezik yay oldugunu farz edelim. ¢, [a,b]

araliginda olsun. Bu durumda
O(a(a),a(b))=b—-a
=(t-a)+(b-1)
= 0(a(a),a(t)) +0(a(t),a(b))

olur. Boylece a(a),a(b),x(t) hiperbolik kolineerdir. Dolayisiyla a nin goriintiisii

H"uzaymin L hiperbolik dogrusundadir.

Bu yiizden n=1 oldugunu kabul edebiliriz. O halde,
(cosh s sinhs j
sinhs coshs
formunu Lorentz doniisiimiine uygulayarak «(a) y1 e bazma doniistiirebiliriz.
O halde,
e.a(t)y=-a(a) a(t)
=cosh O(a(a),a(t))
=cosh (t-a)

¢ 9

olur. Boylece e,a(¢) =tsinh(t —a) dir. o siirekliyken V ¢ i¢in “+” veya “-” isareti elde
edilir. Bundan dolay1
a(t)= (cosh (t-a)) e, + (sinh (t-a)) (Fe,)
olur. O halde (i) = (i1) oldugunu gostermis oluruz.
x,y € IR"" Lorentz ortonormal vektdrler olsun . Bu durumda
a(t) = (cosh (t-a)) x + (sinh (t-a)) y
dir. a <5<t <b olacak sekilde
cosh 0(a(s),a(t))=-{a(s),a(t))
= cosh (s—a)cosh(t—a)- sinh (s—a)sinh(t—a)

= cosh(t-s)
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elde ederiz.

Boylece O(a(s),a(t))= t-s dir. O halde «, jeodezik yaydir. Dolayisiyla
(i1) = (i) oldugunu ifade etmis oluruz.

x,y € IR"" Lorentz ortonormal vektorler olsun . Bu durumda

a(t)= (cosh (t-a)) x + (sinh (t-a)) y

dir. a"(t) = (cosh (t-a)) x + (sinh (t-a)) y oldugundan a"—a =0 olur. Dolayisiyla
(i1) = (iii) olur.

(ii1) nin varligini kabul edelim. Bu durumda

a(t)= (cosh (t-a)) a(a) + (sinh (t-a)) a'(a)

dir. (a(#),a(t))= -1 denkleminin diferansiyellenmesinde
(a'(1),a(0)) + (a(0),a'(t))= 0 =2{(a(t),a'())= 0
= (a(1),a'(1))=0
oldugu goriiliir. Bdylece (a(a),a'(a))= 0 olur.
lac(@)[ = (-cosh? (t-a) +sinh? (t - a))|e'(a)|

oldugundan ||0((t)||2= 1 ise ||a'(a)||2= 1 elde ederiz. Boylece a(a), a'(a) Lorentz

ortonormaldir. Dolayisiyla (iii) = (ii) olur.

TEOREM 1.2.13. A:IR—>H" fonksiyonu bir jeodezik dogrudur < x,y € IR""
Lorentz ortonormal vektdrleri vardir yani

A(t)=(cosh t) x + (sinh t) y
dir. [10]
ISPAT: x, y € IR™" Lorentz ortonormal vektérleri var oldugunu yani
A(t)= (cosh t) x + (sinh t) y oldugunu kabul edelim. Bu durumda A"-4=0
diferansiyel denklemini belirtir. O halde a < b seklindeki herhangi [a,b] araligina A nin

kisitlanisi, jeodezik yaydir. O halde A, jeodezik dogrudur.
Diger taraftan A, jeodezik dogru oldugunu kabul edelim. A fonksiyonu A"— 4 =0
diferansiyel denklemini gdsterir. Sonug olarak
A(t)= (cosh t) A(0)+ (sinht) A’ (0)

dir. Dolayisiyla A (0), A’ (0) Lorentz ortonormal oldugunu gostermis oluruz.
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SONUC 1.2.5. H" wuzayinda «aegrileri jeodeziktir < uzaym hiperbolik
dogrularidir[10]

ISPAT: H" uzaymnm her jeodeziginin hiperbolik dogru oldugunu yukarida ifade
etmistik. Diger tarafin1 ise; L, H" uzayinin hiperbolik dogrusu olsun. n =1 oldugunu
kabul edebiliriz. Bu durumda L = H' dir.

A:IR—>H"
t > A(t)=(cosht) e+ (sinht) e,
olarak tanimlanir. Bu durumda A, H' uzayi iizerinde jeodezik dogru doniisiimiidiir. Bu

yiizden L, bir jeodeziktir.

TANIM 1.2.9. H" uzaymin m-hiperbolik diizlemi, /R""' uzaymm (m+1) boyutlu
timelike altvektor uzayiyla H" uzayinin kesigimidir.

H" uzaymin 1-hiperbolik diizlemi, H" uzaymnin hiperbolik dogrusudur. H”"
uzayinin (n-1) hiperbolik diizlemine H" uzaymin hiperdiizlemi denir. [10]

x, ye IR™" spacelike vektor olsun. Bu durumda x tarafindan gerilen <x> altvektor

uzaymin Lorentz tiimleyeni, /R""' uzaymin n-boyutlu timelike altvektdr uzayidir.

Boylece P = <x>L N H", H" uzaymn hiperdiizlemidir. P hiperdiizlemine, x e Lorentz

ortogonal H"uzayimnin hiperdiizlemidir.

TEOREM 1.2.14. x, ye IR""" lineer bagimsiz spacelike vektorleri olsun. Asagidakiler

birbirine denktir:
(1) x ve y vektorleri |(x, y)| < ||| denklemini belirtir.

(2) x ve y tarafindan gerilen V altvektor uzayi spaceliketir.

(3) Swrasiyla x ve y vektorlerine Lorentz ortogonal olan H"uzaymin P ve Q
hiperdiizlemleriyle kesisir.[10]
ISPAT: (1) denkligini sagladigim kabul edelim. Bu durumda s ve ¢ sifir olmayan reel

sayilar igin,
Jsx+ " = fsol + 250x, )+ ol

o sl =25t )+ ol

= sl 1ol 50
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elde ederiz. Boylece V spacelike olur.

Diger yandan (2) denkligini ele alirsak bu durumda ¥ iizerinde Lorentz i¢ ¢arpimi
pozitif tamimlhidir. Dolayisiyla V" deki Cauchy esitsizligini saglar ve bu yiizden (1)
denkligi elde edilir. Boylece (1) ve (2) denktir.

oldugundan (2) ve (3) denktir.

TANIM 1.2.15. (Space-like Vektorler Arasindaki Space-like Ac¢i)
x,y € IR"" space-like altvektor uzayini geren space-like vektdrler olsun.

Bu durumda

(o2 < el

esitligini elde ederiz < x ve y lineer bagimlidir. Dolayisiyla 0 ve 7 arasinda bir tek
(x,y) reel sayis1 vardir yani

(xv.7) = [l cos 6¢x. )
dir. x ve y arasindaki Lorentz space-like ac¢1 @ (x,y) olarak tanimlanir. € (x,y)=0 < x

ve y birbirinin pozitif skalar kat1 oldugu 6nemlidir. & (x,y)= 7n/2 <> x vey Lorentz

ortagonaldir ve & (x,y)= 7 <> x ve y birbirlerinin negatif skalar katidir.

A,u:IR—->H", A(0)=u(0) olan jeodezik dogrular olsun. Bu durumda

A'(0) ve 1(0),IR™" uzaymin bir space-like altvektdr uzaymi gerer. A1 ve u
arasindaki hiperbolik agi, A'(0) ve u'(0) arasindaki Lorentz space-like agi olarak
tanimlanir.

P, H" uzaymin hiperdiizlemi olsun ve A:IR— H" bir jeodezik dogru olsun yani

A(0) e P olsun. Bu durumda L= A (IR) hiperbolik dogrusu P ile Lorentz ortagonaldir

denir < P, 1'(0) e Lorentz ortagonal H" uzayinin hiper diizlemidir.

TEOREM 1.2.16. x,ye IR™ lineer bagimsiz spacelike vektorleri olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) x ve y vektorleri Kx, y>‘ > ||x|||| y|| esitsizligini saglar.

(2) V altvektor uzayi, x ve y time-like vektorleriyle gerilir.

(3) Sirasiyla x ve y vektorlerine Lorentz ortagonal H" uzayinin P ve QO
hiperdiizlemleri ayriktir ve ortak bir Lorentz ortagonal hiperbolik dogrusuna

sahiptir. [10]
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ISPAT: x’in skalar katlar1 igin ayr1 tutulursa ¥ nin her elemani, baz1 ¢ reel sayilari igin

x-+y formunun elemanlarmin skalar katidr.

e+ 31 =" 26, )+ ol
ifadesini, ¢ deki bir quadratik polinom olduguna dikkat edelim. Bu polinom, negatif
degerler alir < 4((x,»)) —4|x["|y|" diskriminanti pozitiftir. Boylece (1) ve (2)
denktir.

V nin time-like oldugunu farz edelim. Bu durumda V'* space-liketir. Bu durumda
vh=(x)"ny)”
oldugundan P ve Q ayrik oldugunu elde ederiz. N=V m H" bir hiperbolik dogrusudur
ve V' <x>L , IR™" uzaymm 1-boyutlu altuzay1 olduguna dikkat edelim. Ayrica
<(tx + y),x> =0
denklemi
=~ ()

tek ¢oziimiine sahiptir. Ustelik,

Hm+yW=——;F—HWW<0

(x, )"
H

olur. Dolayisiyla V' <x>L time-liketir. Boylece N n P

()l + [l
()

u pozitif time-like olarak secilen art1 ya da eksi isareti olan tekil noktasidir. Ayni sekilde

NN Q, V tekil bir noktasidir. A:IR— H" jeodezik dogrusu yani A (0)=u ve A (IR)=N

olsun. 4'(0) ve x, u €V ye ikisi de Lorentz ortagonal oldugunda A'(0), x in bir skalar

kat1 oldugunu elde edilir. Boylece N, P ye Lorentz ortagonaldir. Aym sekilde N, O ya
ortagonaldir.

Diger yandan (3) denkligini sagladigini kabul edelim. N; P ve Q ya ortak Lorentz
ortagonal hiperbolik dogrusu olsun. Bu durumda N=Wn H" olan IR""' uzaymnin 2-
boyutlu bir W time-like altvektoér uzayr vardir. N, P ye Lorentz ortagonalken xe W
oldugunu elde ederiz. Ayni sekilde ye W dir. Dolayisiyla V=W ve bu ylizden V time-
liketir.
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Uvari: Teorem 1.2.16. nin ispat1, N ortak bir Lorentz ortagonal hiperbolik dogrusu ile

Pve O, H" uzaymin ayrik diizlemleri ise bu durumda N tektir; ayrica x, ye IR"" P, O
ya sirastyla Lorentz ortagonal space-like vektorleri ise bu durumda x ve y , N nin tanjant

vektorleri oldugunu gosterir.

TANIM 1.2.16. (Space-like Vektorler Arasindaki Time-like Aci)
x,ye IR"" timelike altuzayini geren spacelike vektdrler olsun.

Teorem 1.2.16. ile

<x, y>‘ > ||x|||| y|| oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

()| = [ellyeosh O, )

olan bir tek pozitif (x,y) reel sayis1 vardir. x ve y arasindaki Lorentz time-like agisi,

0(x,y) olarak tanimlanir. Asagidaki teoremde &(x,y) nin geometrik yorumunu verilir.

TEOREM 1.2.17. x, ye IR"" timelike altvektdr uzaymi geren spacelike vektdrler
olsun. P, Q sirastyla x, y ye Lorentz ortogonal A" uzaymin hiperdiizlemleri olsun. Bu
durumda 6(x, y), P ve Q ya Lorentz ortogonal N hiperbolik dogru boyunca P den Q ya

hiperbolik uzakligidir. Ayrica <x, y> <0 < xvey, N nin tersi yoniinde yonlendirilmis

tanjant vektorleridir. [10]

ISPAT: P~ N noktasi
=)+ ey
_ 2 211 1%
() [ 1]

ve QN N noktasi
I e )
() =5 o

dir.
cosh d, (u,v)=- <u,v>
=) Nl (D
ey oA
() = D/t
(o) =
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_—xw)
F[7]
(x.%)

[ 51

= cosh G(x,y)

—+

Ayrica <u,v> nin hesaplamasi, u ve v ayn isarete sahiptir < <x, y>< 0 oldugunu

gosterir. u ve v, x ve y ya da —x ve —y arasinda V' nin kuadrantidir << u ve v nin —<x, y>
katsayis1 pozitiftir. Boylece x ve y, N nin ters yonlii yonlendirilmis tanjant vektorleridir
& <x,y>< 0 dir.

X, ye IR"" spacelike vektorler olsun.P, Q sirasiyla x, y ye Lorentz ortogonal H”
uzayinin diizlemleri olsun. Bu durumda P ve Q sonsuzda karsilasir < <x>L m< y>L
lightliketir. P ve Q sonsuzda karsilasir ise P ve Q ayriktir, fakat orijinde bakildiginda
bunlar <x>L m< y>L nin 1-boyutlu lightlike altuzaymin pozitif ideal son noktasinda

karsilastig1 goriiliir.

TEOREM 1.2.18. x, ye IR""" lineer bagimsiz spacelike vektdrleri olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:

(1) x ve y vektorleri Kx, y>‘ = ||x|||| y|| esitligini saglar.
(2) V altvektor uzayi, x ve y lightlike tarafindan gerilir.

(3) x ve y ye Lorentz ortogonal H" uzaymin P ve Q hiperdiizlemleri sirasiyla

sonsuzda karsilagirlar. [10]

TEOREM 1.2.20. x, ye IR""" lineer bagimsiz spacelike vektdr yani x, y lightlike

tarafindan gerilen V' altvektor uzayr olsun. Bu durumda <x, y>< 0 © x,y; Vnin
1-boyutlu lightlike altuzayinin ters tarafindadir.[10]
ISPAT: |x + y|= 0 denklemi ¢ =—(x, y) / ||x||2 tek ¢oziime sahip
£+ 20w,y +pf = 0
kuadrik denklemine denktir.

~(x )/l + v



25

lightlike vektorii, x ve y arasinda V nin kuadrantidir < <x, y>< 0 dir. Dolayisiyla, x ve

v, V'nin 1-boyutlu lightlike altuzayinin ters tarafindadir < <x, y> <0 dur.

TEOREM 1.2.21. y, H" uzaymin bir noktas1 ve P, H" uzaymin bir hiperdiizlemi

olsun. Bu durumda P ye Lorentz ortogonal y boyunca gecen H" uzaymin tek N
hiperbolik dogrusudur. [10]

ISPAT: x, P ye Lorentz ortogonal birim spacelike vektor olsun ve V, x ve y tarafindan
gerilen altuzay olsun. Bu durumda N = V' H", y boyunca gegen bir hiperbolik
dogrusudur.

<(tx + y),x> =0

denklemi, t= —<x, y> ¢Ozlimiidiir. Dolayisiyla,

e —<x,y>x+y
11/(<x,y>)2 +1

P~ N nin bir noktasidir. A:IR—>H", A(IR)= N ve A (0)=w olan bir jeodezik dogru

olsun. w ve x ortonormal vektorler iken
A(t)= (cosht) w F (sinht) x
elde ederiz. Dolayisiyla A'(0) = Fx dir. Bu ylizden N, P ye Lorentz ortogonaldir.

N, P ye ortogonal ve y boyunca gegen bir hiperbolik dogru oldugunu kabul edelim.
AIR—>H", A(IR)= N ve A(0) €P olacak sekilde bir jeodezik dogru olsun. Bu
durumda A'(0), P ye Lorentz ortogonaldir. Dolayisiyla A'(0)=Fx olur. W,
N=W " H" olan 2-boyutlu timelike altuzay olsun. x, ye W iken W=V olarak elde

ederiz. Boylece N, tektir.

TANIM 1.2.16. IR""' uzayinda x, spacelike vektdr ve y bir pozitif timelike vektor

olsun. Bu durumda
(v, )] =[xl ¥sinh Cx, )

olan bir tek &(x, y) negatif olmayan reel say1 vardir. €(x,y) acisina, x ve y arasindaki

Lorentz timelike a¢t denir. [10]

TEOREM 1.2.22. x,y €IR"", x bir spacelike vektdr ve y bir pozitif timelike vektor

olsun. P, x e Lorentz ortogonal H" uzaymnin hiperdiizlemi olsun. Bu durumda 6(x,y),
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y / || y|| boyunca gegen N hiperbolik dogrusu boyunca dlgiilen y / || y|| den P ye hiperbolik

uzakliktir. Ayrica <x, y> <0 < xvey, Pile gerilen IR™" uzayinin hiperdiizleminin ters

tarafindadir. [10]
ISPAT: = y/”y” olsun. PN N noktasi

()l + ol
() = o

oldugundan
cosh d,, (u,v)=- <u,v>

o) =
b

=cosh 6(x,y)

elde edilir. Ayrica - <u,v> hesaplamasinda # nun + isaretli oldugunu gdosterir. u, x ve y

tarafindan gerilen 2-boyutlu V' timelike altuzayidir. U, x ve y arasindaki J nin

kuadrantidir < u nun -<x, y> katsayis1 pozitiftir. Boylece x ve y, P tarafindan gerilen

IR™" uzaymin hiperdiizleminin ters taraflari iizerindedir <> <x, y>< 0 dir.

2

ORNEK 1.2.1. K {xz +y’ = %} konisini alalim.

Cigik konisi

L J
-zl

Light-like

P, (1,1,]) dogrultman1 orijinden gecen dogru

X
dl:T
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olur. Bu da d, dogrusunun dogrultmani olan d,(1,1,1) vektorii bir spacelike vektor

olarak alinir.

P,(0,2,4) koni iizerinde bir nokta alip,

d{o zzi}
2 4

almarak az (0,2,4) dogrultman vektorii bir lightlike vektor olur.
Diger yandan PF,(0,0,1) noktas: i¢in koninin dogrultmani olan e, (0,0,1) vektor
dogrultmani olacak sekilde
d, :{x:yzo,z:l}
dogrusu ele alinirsa burada da (0,0,1) vektorii timelike vektor olur.
Simdi S =(LL1), T =(0,0,), L =(0,2,4) olmak iizere

a) S-T acisini bulalim;

K(l’l’l)’ (0’0’1»‘ —sinhf = _inho
| (lalal) |(05091) | =141+ 1\/I
= 1=sinh@

=0 =1In(1++2)
olur.

b) Diger yandan bir d dogrusu

verilsin. Dogrultmani olan d(3,4,1) vektori spacelike bir vektor olur. bu

vektorle, S arasindaki agiy1 bulalim.

3,4,1),(1,1,1 _
S-S i¢in K( - )>‘ =cosf = Statl = cosd
3,4, J-9+16+1V-1+1+1
= . cosé
V2
=0=7 4

olur.
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c) d :{x:4y :%} dogrusunu ele alalim. Bu dogrunun dogrultmani d(l,%,4)

vektori olur. Bu bir timelike vektor belirtir. d ile T arasindaki ag1 ise;

1
<(1, 2 4), (0,0,1)>‘

1
1,4
(L4

4

T-T igin =—coshd =

| \/—1+1+16«/T
16

=—coshéd

mm@n

16
=———=cosh @
V241

g 16£4/15
V241

b A

S8 fligzeni SS5T tiggeni STT tiggeni

b A

STL iicgeni 5L1 iigzeni 5L tiggeni

A AL A

LLL iiggeri  TLLiiggeri TTTiiggeni  [ILfiggeni

olur.

ORNEK 1.2.2.

10 degisik ticgen tipi

ORNEK 1.2.3. Yukaridaki sekilleri 6rneklerle ifade edelim.

y=—x"+4x+16
SSS
y=(x-2)"

y=x'—4x+16
SST
y=(x-2)’
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=16
d , )SSL
y=(x-2)
xe[0,2] icin y=(x-2)"
xe[2,4] igin y =8x-16 STL

xe[0,4] iginy = x> —4x+16

=16
4 >TTL

y=-(x-2)*
y=4x*-16x-16
STT

y=—(x-2)"
y=—-4x>+16x-16

TTT
y=—(x-2)"
y=—-4x>+16x-16
y=8x-16 TLL
y=-8x+16
y=-16
y=8x-16 )LLL
y=—8x+16

1.3. E;' Minkowski 4-uzayinda Yay Uzunlugu

Bu boliimde, oncelikle o egrisinin timelike,spacelike ve lightlike olmasi
durumlarim1 tanimlayacagiz. Daha sonra, yay uzunlugu kavramini verecegiz. Bu bize

Lorentz uzayi ile hiperbolik yay uzunlugu kiyaslamasi imkanini sunar.

TANIM 1.3.1. « € E} Minkowski 4-uzayimda bir egri olsun. Boylece o egrisinin hiz
vektorii @ olmak iizere

i) (a,a)<0ise a timelike egri
1) <0k,02>> 0 ise a spacelike egri
iii) (c, ) =0 ise o null egri

denir.
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TANIM 1.3.2. (Hiperbolik Yay Uzunlugu)
Hiperbolik yay uzunlugu ile Lorentz uzunlugunu karsilastiralm. Ayni olup

olmadigini gorelim. Once H" uzayinin elemanlarina deginelim.

x, ye H" noktalar1 olsun.

= oA = -2 (o) + I
2 22 |xl]
esitligi elde ederiz << x =y dir. Dolayisiyla,
d, (xy) = [x=]
Lorentz uzaklik fonksiyonu, H" uzayindaki metrik icin ilk ii¢ aksiyomu saglar. Fakat
ticgen esitsizligini saglamaz; buna ragmen d,, H" uzaymdaki egrinin uzunlugunu
tanimlar.
y:[a,b]—)H" egrisi olsun ve PZ{tO,tl,...,tm}, [a,b] araliginin boliimii olsun. y
egrisinin P taniml1 uzunlugu
L) = D lra) )
olarak tanimlanir. y egrisi Lorentz diizeltilebilirdir denir < Q<P ise bu durumda
L= 1,70 <e
olan [a,b] araliginin Ve >0 igin P parcasinin /(y) reel sayis1 vardir.
{(y) var ise tektir ¢linkii P ve Q, [a,b] araliginin pargalart ise R< P, Q olan [a,b]

araliginin bir R pargasi vardir.

y, Lorentz rektefiyen yani sonsuz ise y egrisinin ||7|| Lorentz uzunlugu /(y) olarak

ifade edilir.[10]

TEOREM 1.3.1 y: [a,b]—)H " bir egri olsun. Bu durumda y € H" rektefiyendir <
v, Lorentz rektefiyendir ayrica y egrisinin hiperbolik uzunlugu, y egrisinin Lorentz
uzunluguyla aynidir. [10]

ISPAT: x, ye H" olsun. Bu durumda

= oA =l -2 () + o
=2(cosh O(x,y)-1)

olur. cosh 8 > 1+( 9%) oldugundan
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=y = 0Cxy)

seklinde ifade edilir. y egrisinin Lorentz rektefiyen oldugunu kabul edelim. Q<P ise
-2, .0 <1

olan [a,b] araliginin bir P kismi1 vardir. Dolayistyla her O <P igin

Ly (7,0) <L,(7,0) < |y]+1

elde edilir. Boylece y rektefiyendir. Taylor teoremini kullanarak,

2 4
cosh 0 < 1+ % + n—cosh 0

elde edilir. Dolayisiyla cosh 6 < 12 ise

||x - y” < O(xy) J1+6°(x,y)
dir.
y rektefiyen ve ¢ >0 olsun. bu durumda
7], —Cu(7.P) <&
olan [a,b] araliginin bir P kismi1 vardir.
0>0 ve wu(y,0)= sup{@(y(s),y(t)) : |s —t| < 5} kiimesi olsun. y, diizgiin siirekli

oldugunda u(y,0), o ile sifira gider. Dolayisiyla 6 >0 olacak sekilde

cosh u(y,0) <12 ve |}/|H1/1+y2(7,5 < |7/|H+5 vardir.

|P| < ¢ alalim. Bu durumda her Q<P i¢in

7, — € <lu(7,0)

S ELO/:Q)
< (. 0) Y1+ 47
<, +e

elde edilir. Dolayistyla her Q<P i¢in
1yul—0.(r.0)| <&
dir. Bdylece y, Lorentz rektefiyendir ve ||| =y|,, dir.
y:la,b]—>H" diferansiyellenebilir egri olsun. (y(¢),y(#))=-1 iken (y(t),7'(t))=0

olur. Dolayistyla y'(¢), Vt igin spacelike oldugu elde edilir.
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TEOREM 1.3.2. )/:[a,b]—)H " bir C' egrisi olsun. Bu durumda y rektefiyendir ve

hiperbolik uzunlugu,

b

=]

a

y'(0)||dt

formiiliinii verir. [10]
ISPAT: £ la,b]"'>IR
b

X = fx)= ‘_71 ()" et 7 (%,0)
olarak tanimlansin. Bu durumda f siireklidir. [a,5]"*" kompakt oldugundan

- rofxy ela b))
kiimesi sinirlidir. 6 >0 ve
u(f>8) =suplf(x) = f(0): [, = 3| <S8 i=12,,n+1icin}
kiimesi olarak alalim. PZ{tO,tl,...,tm}, |P|S5 olacak sekilde [a,b] araliginin bir
parcasidir. Ortalama deger teoremini kullanarak
1) =10 =7, (5, -1,)
olacak sekilde ¢, , ve ¢, arasinda bir s, reel sayisi vardir. Bu durumda

$; = (S, sesSy;) olan
[ADEIAGE EFICHGETAN
elde edilir. Dolaystyla,
FADETAC B AN FARESAGE!
=|rsp=[ra)

<u(f,0)t; —t;)

(tj_tj—l)

olur.
s2P) = 2l )l =1,

kiimesidir. Bu durumda
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|0, P) =5y, P)| < i\Hn(z,)—n(tﬂ)H—Hy’(t,)Hn(rp—yi(rj_l)

<u(f,0)t;~1,)
=u(f,0)b-a)

elde ederiz. Daha sonra ise

[ly'®|de - s(r. P

S [y ol-lya

m
<2
j=l

Jlr @l
2

J=leg

7Ol =@

sf fy(f,a)dr

J=te,

=pu(f,0)(b-a)
olur. Boylece

b

J

a

<

y'(@0)dt £, (7, P)

y'(0)\|dt = s(y, P)+|s(y,P)— € (7, P)

<2u(f,6)b~a)

olur. [a,b]""" kompakt oldugundan f :[a,b]'" — IR diizgiin siireklidir. Bundan dolay1

u(f,0), o ile sifira gider. Dolayisiyla,

y'(0)|dt

|P|—>0

b
lim ¢, (7, P)=]

olur.

y :[a,b]— H" bir egri olsun. dx = (dx, +dx, +...+dx,,) ve

n+l

lax|| = (~dx} +...+ dx; )% dir. Bu durumda J. ldx| =||7|| elde edilir. Ayrica y, C' egrisi
/4

b
ise I”dx”: J. ||7/’(t)||dt dir. ||dx|| diferansiyeline, H" wuzaywnin hiperbolik uzunlugunun
V4 a

elemani denir.
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BOLUM 2

EGRISEL YAPILAR

Bu boéliimde Riemann iizerinde jeodezik egrileri,uzunluk ve uzakliklar arasindaki
iligkileri belirtecegiz. Buradaki amacimiz; biitiin minimalize edilmis egrilerin jeodezik
oldugunu ve biitiin jeodeziklerin en kiigiik lokalinde minimalize edilmis uzunlugu
oldugunu gostermektir. M, g sabit Riemann metrigine sahip C* n-manifoldunu alacagiz.
Biitiin kovaryant tiirevler ve jeodezikler, g nin Riemann konneksiyonuna gore

olusturulur.

2.1. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Uzunluklar ve Uzakliklar

TANIM 2.1.1. y:[a,b]—)M egri pargasi ise y egrisinin uzunlugu

y(t)| dt 2.1)

L(7)=f

olarak tanmimlanir. Bazi durumlarda L yerine L, yazarak metrik lizerinde bagimli oldugu
da belirtilebilir.

Bir egrinin uzunlugunda parametrizasyon bagimsiz olmalidir. Bunun i¢in
¢:[c.d]—[a,b] egrisi C* ve tersi de C” olan 7 =yo¢ egrisi olarak yeniden

parametrize edilir. [8]

LEMMA 2.1.1. Herhangi y :[a,b]—)M egri parcasi i¢cin y nin yeniden parametrize
edilmesiyle L(y) =L () olur. [8]

ISPAT: V¢ el icin y:I - M egrisi, C”ve j/(t);tO olan regiiler egridir. Burada

j/(t) tanjant vektorii, y,(d/dt) ve y regiiler egrisi I arahginin M igine gommesidir.

Jeodezikler, sabit hizl1 oldugundan regiilerdir.
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y:[a,b]—)M sirekli doniisimii, i= [,2,....,k ig¢in Ve ] regiiler egrisi,

a=a,<..<a, =b seklinde sonlu parcalar1 varsa bu egriye parcali regiiler denir.

Riemann manifoldu {izerinde biitiin uzakliklar egri pargalari boyunca Olgiiliir.

Admissible egriyi degerlendirerek y :{a} — M , y(a)=p sabit egrisi belirlenir.

Admissible egrinin her iki tarafindan a;, noktasina yaklasirken iyi tanimli, sifir

olmayan ve bir taraftan hiz vektoriine sahip olmalidir. Fakat iki taraftan yaklasilan hiz

vektorlerinin esit olmasi gerekir.
7(a,)=lim j(0):
7(a,")=lim (1)
seklinde ifade edilir.

Y. [a,b]—)M admissible egrisi ve a=a,<...<qa, =b gibi alt pargalar1 olsun. y
egrisinin uzunlugu 7/|[a,-4,ai]’ C” altparcalarinin uzunluklarinin toplami seklinde
tanimlanir. [c,d ] araliginin c¢=c, <...<c¢, =d altbolimii i¢cin C” tersi olan V[cl.fl,cl.]
altaralgi  C* kasitlanan  @:[c,d]|— [a,b] homeomorfizmini admissible egrisini

y: [a,b]—)M egrisine parametrize ederek genisletebileceginden egri uzunlugunu

parametrizasyondan bagimsiz oldugunu gdsterir.

TANIM 2.1.2. y: [a,b] — M admissible egrisinin yay uzunluk fonksiyonu

s: [a,b] > IR
b st)= L0, ) = |7 de (2.2)

seklinde tanimlanir. s, Vy egrisinin C” oldugu durumda C* dur. $(¢), y egrisinin
|;}(t)| hizina esittir. [8]

Egriler arasinda birim hizli olmasi kolaylik saglar. Asagidaki gibi her admissible egri

bir parametrizasyona sahiptir.
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Ornek 2.1. y: [a,b] — M bir admissible egri ve /= L(y ) kiimesi olsun.
a) 7 birim hizli olacak sekilde y egrisinin 7 : [0,1 ]—) M tek bir parametrizasyonu
oldugunu gosteriniz.
7 birim hizli olsun. A(s)=¢, Yy =yoh ve y=y(t) olarak tanimlansin. Bu

durumda

dy _dy dh_dy dt_y'®
ds dh ds dt ds ds
dt

elde edilir. ||7'(s)|| =1 oldugundan

’ _ ||}/'(S)|| _ 4 — dS
[l = =t=l'6l=—

dt

= 5= I”}/'(S)”dt
olur.
b) 7, [O,I] formunun parametre araligt olan herhangi birim hizli egri ise, y
egrisinin yay uzunluk fonksiyonu /(s)=s oldugunu gdosteriniz.

ds
— =1 oldugu icin
r guig

s =t aldigimizda A(s)=1¢ doniigiimii /(s) =s halini alir.
Bu sebepten dolay1 bu egriye, yay uzunluguyla parametrize edilen egri denir.

7 :[a,b] > M herhangi bir admissible egri ve f €C*[a,b] olsun.
b
[ fds = [ F @i o) (23)
4 a

seklinde J fds ile belirtilen yay uzunluguna gére f nin integralini tanimlariz.
4

Ornek 2.2. y: [a,b]— M bir admissible egri ve f €C”[a,b] olsun.

J fds , parametrizasyonun bagimsizligini gosteriniz.
4

J s = | 10 |jtol
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olarak yay uzunluguna gore ifade edilmisti. Egrinin yay uzunlugunun

parametrizasyondan bagimsiz oldugu Lemma 2.1.1 in ispatinda gdsterildi. Boylece

J. fds parametrizasyondan bagimsiz oldugu ifade edilmistir.
Y

V, [a@_,,a] her bir alt aralik iizerinde C* olan a=a,<a,<...<&,=b sonlu altbolimii

var ise, V': [a,b] — TM siirekli doniisiimiine, yani biitiin ¢’ ler i¢cin V, € T

oM ye, y

boyunca kismi C” vektdr alan1 denir. Verilen herhangi bir V, € T,

M vektori igin

V., v boyunca tek bir kismi C” paralel doniisiimiine sahip; »(«,) birinci pargasi

a

boyunca ¥, paralel doniisiimii C”, ikinci pargas1 boyunca V, paralel doniisiimii C” ve

bu sekilde devam edildiginde her » durumu igin paralel doniisim C* dur.

TANIM 2.1.3: (Uzakhk)

M nin bir baglantili Riemann manifoldu oldugunu farzedelim. Herhangi bir p,ge M
nokta ¢ifti icin , p den ¢ ya biitiin elde edilebilir egrilerin uzunlugunun infimumu olarak
d(p,q) Riemann uzakligmi tanimliyoruz.Kontrol etmek i¢in iyi tanimli, herhangi iki
noktasinin admissible egrisi tarafindan baglantili oldugunu gostermeye ihtiyacimiz

vardir.

Baglantili manifold, yol baglantili oldugundan c: [a,b]—)M siirekli yoluyla

baglantilidir. Kompaktligiyla her i i¢in c[a a ] ne tek bir haritasinda igerilen [a,b]

-2

nin sonlu altb6liimii vardir. Daha sonra ayni noktalar arasinda bir y kabul edilebilir

egrisini agiga vuran koordinatlardaki C” yoluyla bdyle her pargay: yer degistirebiliriz.

Bu nedenle Vp,q € M igin d(p,q) sonludur.

LEMMA 2.1.3. Yukarida tanimlanan d uzaklik fonsiyonuyla , herhangi baglantili
Riemann manifoldu, verilen manifold topolojisiyle ayni belirlenen topolojisi olan
metrik uzaydir.[8]

ISPAT : d(p,q) = d(q,p) >0 ve d(p,p)=0 olarak tanimdan aciktir. Uggen esitsizligi ise,
uzunlugu verilen iki egrinin p den » ye uzunluklar1 toplami, p den g ya ve g dan r ye
admissible egrilerinin birlesmesinin dogrulugundan elde edilir. p#¢g oldugunda
d(p,q)>0 oldugunu gosterir ve metrik topolojisi, manifoldun topolojisiyle ayn1 oldugunu

gosterir. Bu yiizden lokal koordinatlardaki Riemann uzakligini Oklid uzakligiyla

kargilastirmamiz gerekir. pe M ve (x'), p merkezli normal koordinatlar1 olsun.
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Diizgiin normal komsuluk lemmasinin ispatindaki (Lemma 3.3.2.) gibi VV e T M ve
x€ y durumunda c|V|§ £|V|q < C|V|(7 olan ¢ ve C pozitif sabitleri ve p etrafinda ¢

yaricapinin y kapali jeodezik yuvari vardir.
cL,(7)<L, (7)<CL,(7) (2.1)
gorlntiisii, y de icerilen herhangi y admissible egrisi i¢in uzunlugun tanimindan gelir.
Simdi g#p ise , g ¢y olacak sekilde ¢ye kiiciiltebiliriz. Daha sonra p den g ya
herhangi y: [a,b]—)M admissible egrisi, dy jeodezik kiiresi boyunca geger. (Kiirenin
tiimleyeni baglantisiz oldugundan ve p, g farkli bilesenlerde uzanir.)

[lk zamam ¢, ile belirtmis olursak ,

dip.g) 2L, (y)=L,(y

[a,to]) 2 CL§(7/ [a,to]) 2 qu(pa 7)) =ce>0 (2.2)

gelir. Boylece d bir metriktir.

Son olarak, iki topolojiyi karsilastirmak i¢in yukaridaki gibi » formunun agik
kiimesinde kiigiik Oklid yuvarindan manifold topoloji icin baz insa edebiliriz ve
topolojisi i¢in kiigiik metrik yuvar tarafindan tiretildigi onemlidir. Boyle herhangi y
kiimesi igin, Oklid uzaklik ve Riemann uzaklig1 denktir ve bu yiizden iki topolojideki

acik baz kiimeleri, ikisinde de agiktir. Bu, iki topolojinin ayn1 oldugunu gosterir.

2.2. Jeodezikler

Riemann manifoldundaki » admissible egriye, ayni son noktaya sahip herhangi
diger y admissible egri i¢in L(y)>L(y ) ise , minimalize olarak adlandirilir. y
minimalize olan uzakligin tanimindan gelir < L(y ) son noktalar1 arasindaki uzakliga
esittir.

Biitiin minimalize egrilerin jeodezikler oldugunu gostermek icin M deki admissible
egrilerin kiimesi iizerinde fonksiyonel seklinde L uzunluk fonksiyonu diisiinebiliriz.
(Tanim kiimesi, fonksiyonlarin kiimeleri olan fonksiyonlara genellikle fonksiyonel
denir.) Goriisiin bu noktasindan minimalize egriler i¢in aragtirma , bu fonksiyonelin
minimali i¢in aragtirilmasi seklinde diigiiniiliir.

Calculustan , minimalize olarak bir y egrisi i¢in gerekli sart baz1 durumlarda L nin
tirevinin ¥ da sifir olmasidir. Bu, Calculus varyasyonlar1 seklinde bilinen konuyu

getirmektedir. Bunlar Calculusun kullanim1 6zdeslemek ve fonksiyonellerin ug

noktalarini analiz etmek i¢in fonksiyon ya da doniisiimlerin uzaylari iizerinde tanimlidir.
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Tamamen gelisen durumundaki, Calculus varyasyonu tiirev, gradyent, kritik noktalar,
lokal u¢ noktalari, eyer noktasit ve Hessian gibi fonksiyon uzaylarinin sonsuz boyutlu
grubu ¢ok degiskenli Calculusun genellikle biitiin araglarinin birini uygulamay1 saglar.
Oysa amacimiz i¢in sonsuz boyutta grubunda Calculus teoresini formalize etmeye
ithtiya¢ yoktur. » minimalize egri ve I';L(I',), I, = 7 ve s nin farkli fonksiyonlar1 olan

ayni bitis noktali admissible egrilerin ailesi I', ise , daha sonra temel Calculus dan

L(TI',) s=0da s-tiirevine sahip degildir ¢linkii orada minimum elde edilir.

2.2.1.Admissible Aileler

Daha ayrintili bir sekilde incelenirse daha fazla tanimlardan yararlanmak gerekir.
Egrilerin admissible egrisi , Vse(-g,¢) i¢in T (#)=I'(s,¢) bir admissible egrisinden
ve a=a,<...<a,=b bazi sonlu altboliimleri i¢in (—5,5)><[al.71,a1.] formunun her

dikdortgeni tizerinde C* olan F:(—g,g)x[a,b]—>M stirekli dontistimiidiir. I, bir

admissible aile ise; I' boyunca vektor alani, V(s,7)igin V(s,t) e Iy, ve V

(=e.6)+[ai.4;] 2
a=d, <...<a, =b baz altboliimleri icin C* olan V :(-¢,8)x|a,b]—> TM siirekli bir

doniisiimdiir.

Sekil 2.1. Admissible aileler

I' admissible ailesi, egrinin iki konneksiyonunu tanimlar. Bunlar; I' (#) =I'(s,?) ana

egrileri , s=sabit diizenlenerek [a,b] iizerinde tammlanir ve T'”(s)= I'(s,t) transvers

egrileri =sabit diizenlenerek (—¢,¢)lizerinde tanimlanir. Transvers egrileri, ana egriler

genelde sadece parcali regilerken V't i¢in (—¢&,¢)iizerinde C* dur. Her I',C”

durumunda, egrilerin bu iki ailesine teget vektorler , I' boyunca vektdr alanlarinin

ornekleridir; onlari
d d o
0.T(s,1) =2~ T,(1); 8, T(s,0) = =-T"(s) (2.3)
dt ds

seklinde belirtiriz.



40

Aslinda, 0.I", (-¢,¢) x [a,b] biitiin dikddrtgensel lizerinde her zaman siireklidir. Bir
taraftan, (-¢,¢). {ai} dogru parcast boyunca degeri sadece bu parga lizerindeki I nin
degerine baghdir, cilinkii tiirevi sadece s degiskenine gore alinir. Diger bir taraftan her
(—&,6) x[a,_,a,] ve (-¢,&)x]a,,a,,] altdikdortgensel iizerinde siireklidir (aslinda
C”), bu yiizden =a, deki sag tarafin ve sol tarafin limitleri esit olmalidir. Bu nedenle
0,I', her zaman I' boyunca bir vektor alanidir. (Oysa 0,I" genellikle ~=a, de siirekli
degildir.)

V, T boyunca bir vektor alani ise , formlarin C” oldugu en kiigiik oldugu yer olan

transvers egrileri boyunca ya da ana egriler boyunca ¥ nin kovaryant tiirevlerini
hesaplayabiliriz ; T boyunca sonuglanan vektor alanlar sirasiyla DV veD,V seklinde
belirtilir.

Minimalize egrilerin ispatindaki Onemli noktasi; Riemann konneksiyonunun

simetrisi olan jeodezik olmasidir. Asagidaki Lemma ispatlarimizda yararlanilir.

LEMMA 2.2.1.1. (Simetri Lemma)

Riemann manifoldundaki I':(-¢,¢) x[a,b]—)M , egrilerin kabul edilebilir ailesi
olsun. I',C* oldugu herhangi bir (-¢,¢)x [al._l,ai] dikdortgen iizerinde,
DoI =Do.T olur. [8]

ISPAT: Bu lokal bir soru oldugundan herhangi bir I'(s,,,)noktas: etrafinda (x")
koordinatlarinda hesaplama yapabiliriz. T (5,)= (x'(s,?),...,x"(s,t)) seklinde T nin

bilesenlerini yazarsak ;

o o
ol'=—29,;0'=—20 24
t at k K aS k ( )
elde ederiz. Daha sonra egri boyunca kovaryant tiirevleri i¢cin koordinat formiiliinii
kullanarak,
2k i j
por=| X O X iy
‘ Osot ot oOs
2k i j
oY o A . v P (2.5)
‘ otos 0Os ot 7

olur. Yukaridaki ikinci dogrudaki i ve j nin roliinii ters ¢evirmeye ve F;‘i = Fyk simetri

sartin1 kullanarak bu iki ifadenin esit oldugunu goriiriiz.
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7 :[a,b] admissible egri ise, y varyasyonu, biitiin z€ [a,b] icin T,(t)=y(¢) olacak
sekilde I' admissible ailesidir. Buna, Vs i¢in T(a)=y(a) ve T.(b)=y(b) bagmtisi ise
uygun varyasyon veya sabit bitig noktali varyasyon denir. I', y nin bir varyasyonu ise,
' nin varyasyon alani, y boyunca V(t)=0 I (0,t) vektor alanidir. V(a) =V(b)=0ise y

boyunca V' vektor alani uygundur. Uygun varyasyonun varyasyon alani, kendisine

uygun oldugu kesindir.

LEMMA 2.2.1.2.y, bir admissible egri ve V, ¥ boyunca bir vektor alan1 ise V, ¥ nin

bazi varyasyonlarinin varyasyon alanidir. V, uygun ise, varyasyon zaten uygun olarak

alinir. [8]

ISPAT : T (s,t)=exp(sV(t)) kuralim. [a,b] nin kompakthigindan I' nin, (-¢,¢) x[a,b]
tizerinde tanimli olan baz1 & > 0 vardir. ¥, tanim kiimesinin tamamu iizerinde siirekli ve
C”oldugu her |[a, ,,a,] altarahig igin (-¢,&) x [a, ,a,] tizerinde T', C”dur. Ustel
dontisiimiin Ozelliklerinden I nin varyasyon alani, V' dir. Dahasi, V(a): V(b): 0 ise,

I'(s,a) = y(a)ve I' (s,b) = y(b) oldugu aciktir bu yiizden I' uygundur.

2.2.2. Minimalize Egriler

Uygun varyasyon boyunca uzunluk fonksiyonun tiirevi i¢in ifadeyi hesaplayabiliriz.
Geleneksel olarak doniisiimiin uzay iizerinde fonksiyonelinin tiirevine birinci varyasyon

denir.

LEMMA 2.2.2.1 (Birinci Varyasyon Lemma)
7:[a,b]—>M herhangi birim hizli admissible egri, I'; y egrisinin uygun
varyasyonu ve JV; onun varyasyon alami olsun. Daha sonra Ai}?:y(af)— 7(ai_),

a;noktasinda y tanjant vektdr alaninda sigrama ve

d

ds

k-1
DLl)=-[<V.Dy>di-y <V(a)Ay> (2.6)
i=1

olur. [8]
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ISPAT: Kisalik i¢in

T(s,t)=0,T(s,2), S(s,¢)=0,(s,¢) (2.7)

olarak belirtelim. T ’nin C* oldugu [a,_,,a,] altarahginda L(T,) deki integrandi C* ve

integrasyonun tanim kiimesi kompakt oldugundan, en son dogrudaki simetri lemmasini
kullandigimizda

d a 0 1/2
gL(FS)([aM = j a—{T,T} d

s

=" 5(T,Ty”zz(DsT,T)alz

=" L(Ds.Tar (2.9)

Tl
elde etmek i¢in integral isareti altinda diferansiyelleyebiliriz. s=0 aldigimizda

SO.)=v@ ve TOyH=y@t) S(0,/)=V(0,¢)=y(t) (uzunlugu 1) olarak

notasyonladigimizda

d

L (FS
ds

[a,l.ai1)= |, (D.7)ar

s=0

- I (%(1/, y) - <V,Dt7>Jdt

=Pl )~ (Vla, )oar)

a;

— [{(v.D,7)dt

i

(2.10)

olur. Son olarak i leri bastan sona topladigimizda V(a,)=V(a,)= 0 notasyonudur.
Ciinkii ', uygun varyasyondur. Bu durumda
k-1

L(T)=-[(V.D7)dt -y (V(a).A7) @.11)

s=0 i=1

da
ds

elde ederiz.
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Ciinkii herhangi bir admissible egrinin, birim hizli parametrizasyona sahiptir ve

uzunlugu, parametrizasyondan bagimsizdir. y, yukaridaki dnermedeki gereken gergek

kisitlama degildir, fakat hesaplamaya yakin ¢ikar.

Ornek 2.2.1 : ¥ bir C*, birim hizli egri olsun.

a) Biitiin ¢i¢in D,y , y ile ortogonal oldugunu gosteriniz.
y birim hizli egri oldugundan
(7.7) =41
olur. Bu durumda
(7,7)==%1 E<7’7> =0=(D,7,7)+(7,D,7)=0
= <D, ¥, 7/> = 0 (simetrikten)
Boylece D,y,y ortogonaldir.
b) I', biitlin s ler icin I'nin y yeni parametrizasyonu olan ynin uygun
varyasyonu ise L(l“s) nin birinci varyasyonunun sifir oldugunu gosteriniz.
d
(L(r )) 0 gostermeliyiz.
Ay = 7(al.+)— 7(41[._) alinarak
k—1

L(r)=-[ (V.D,7)dt - (V(a,).A7)

i=1

a4
dS s=0

oldugu gosterilmisti. Admissible egri oldugundan V' € T' ve boylece V =~ y
olur. Boylece ortogonallikten

~[{(r.p7)ar=0

elde edilir. y var oldugundan y =y =y ifade edilir. Bunu denklemde
yerine koyarsak

k-1

Z< a,),A,7)=0

elde etmis oluruz. Dolayisiyla

olur.
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TEOREM 2.2.2.1. Her minimalize egri, birim hizli parametrizasyon seklinde ifade
edildiginde, jeodeziktir. [8]

ISPAT: y:[a,b]—)M minimalize ve birim hizli oldugunu farzedelim ve
a=a,<...<a,=b, y nmn [a_,,a ] iizerinde C” olacak sekilde alt béliimii olsun. ", y
nin herhangi uygun varyasyonu ise s=0 oldugunda dL(Fs):001dugu temel
calculustan sonuglanir. » boyunca her uygun vektor alani, bazi uygun varyasyonun,
varyasyon alani oldugundan,

=

Lr)=-[ (.0 -y (V(a)Ai): A7=7la;)-ilar)  @12)

5=0 I=1

a
ds

sag tarafi boyle her J alani igin sifir olmalidir.

[lk basamak, her [al.fl,al.] altaralif1 iizerinde D,y =0 oldugunu gostermektir, bu
yiizden y, kirik jeodeziktir. Boyle bir aralik segelim ve ¢ € C*(R), ¢ >0 ve [al.fl,al.]
tizerinde ve @ =0 her aralikta olacak sekilde bump (atlayan) fonksiyon olsun. Daha

sonra V=¢ D,y ile
0=-— j " o|D i dt (2.13)

olur. Integrand negatif olmadigindan her bdyle alt aralik lizerinde D,y =0 oldugunu
gosterir.

Sonra, y egrisinin koselere sahip olmadigini sdyleyen A,y=0 oldugunu
gostermemiz gerekir. Herhangi 0<i<k i¢in, V(a,)=A;y ve V(a,;)=0 j#iigin olacak
sekilde y boyunca bir V' vektor alan1 yapilandirmaya koordinat haritasindaki bump

fonksiyonunu kullanmak kolaydir. Daha sonra ifade, — |Al.7?|2 =0 olarak kalir.

Son olarak y nin birer tarafl1 iki hiz vektorleri her y de eslestiginden 7|[a, . ]egrisi,

+1

Vo] egrisinin jeodeziginin devami oldugu jeodezigin tekliginden ve bu nedenle y

nin C” oldugu gelir.
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Sekil 2.2. ivme vektoriiniin ¥ Sekil 2.3. Kdsenin yuvarlanmast
deforme edilmesi

Onceki ispat aydimlatict geometrik gdsterime sahiptir. V=¢ D,y ile birinci
varyasyon, ivme vektorlii dogrultudaki y deforme uzunlugunun gosterimi negatiftir.
(Sekil 2.2) Benzer sekilde, y kirik jeodeziginin uzunlugu, V(a,)=A,y olacak sekilde V
vektor alaninin dogrultusundaki deformesi tarafindan azalir. (Sekil 2.3) Birinci
varyasyon formiilii, gercekte Teorem 2.2.2.1 daki iddia edilenden daha fazla sey soyler.
Ispatlamadaki ¥ jeodezigi, minimalize egrinin kabuliinii genisleterek kullanilir. Sadece
s =0 da s ye gore L(l"s) nin tiirevinin sifir, ¥ nin herhangi I" uygun varyasyonu i¢in
L nin kritik noktas1 olmasi gerg¢egini kullaniriz. Bu nedenle asagidaki durumda Teorem

2.2.2.1 y1 genisletebiliriz.

SONUC 2.2.2.1: y birim hizli admissible egrisi, L igin bir kritik noktadir< y,
jeodeziktir. [8]

ISPAT : y bir kritik nokta ise, Teorem 2.2.2.1 nin ispatini, y jeodezik oldugunu
gostermeye modifiye olmadan olusturur. Tersi ile » jeodezik ise daha sonra ikinci

varyasyon formiiliinde ilk terimi, jeodezik denklemiyle sifir olur ve ikinci terimi yok

olur ¢linkii y sicramaya sahip degildir.

Boylece, D,y =0 jeodezik denklemi, uzunluk fonksiyonelinin kritik noktalarini

karakterize eder. Genelde, doniisiimiin uzay {izerinde bir fonksiyonelinin kritik
noktalarini karakterize eden denkleme, fonksiyonelin varyasyon denklemi veya Euler-

Lagrange denklemi denir.

Diferansiyel geometrisindeki bir ¢ok farkli denklem, varyasyonal denklemlerle
baslar. Einstein denklemi, Yamabe denklemi ve minimal yiizey denklemi bu tip

denklemlerdir.
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2.2.3. Lokal Minimalize Egriler

Teorem 2.2.2.1 i tersine donistiiriiriiz ve jeodeziklerin lokal minimalize oldugunu

gosteririz. Ispat, asagidaki basit geometrik gercegi temel alir.

Sekil 2.4. Gauss Lemmanin ispati

TEOREM 2.2.3.1. (Gauss Lemma)

U, pe M merkezli jeodezik yuvar olsun. 82 birim radyal vektér alani, U daki
r

jeodezik kiirelerine g-ortoganaldir.[8]

ISPAT: ge U ve xe T,M, q boyunca jeodezik kiiresine teget vektdr olsun. Ciinkii
exp,,, U lizerinde diffeomorfizmdir, g=exp, V' olacak sekilde V'e T,M vektorii vardir.
Ayrica x =(exp,).w olacak sekilde weT v(T M ) =T,M vektorii vardir (Sekil 2.4).
Daha sonra R:d(p,q) olan V € 0B, (a) ve V eT,0B, (0) olur. p den ¢ ya radyal
jeodezik, y(t)=Rd/or ile y(t)=exp,(t,) dir. Boylece g ye gore x L y(1) oldugunu
gostermeye ihtiyacimiz vardir. o (0)=V ve 6(0)=w olacak sekilde 0B,(0) da

uzayan o : (—s, 5) — T, M egrisini segelim ve

[(s.t)=exp, (10(s)) (2.14)

seklinde verilen y min ' varyasyonunu degerlendirelim. Vse(-¢,¢) i¢in o(s),R

uzunlugunun bir vektoriidiir, bu yiizden T',, R sabit hizli jeodeziktir.
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5(0,0) = di exp, (0) = 0;

S s=0

d
TO0=—1 exp,t)=V;

t=0

S(0,1) = di exp,(o(s)) = (expp )*0'(0)

S s=0

7(0,1) =% exp,(tV)=y(1) 2.15)

oldugu tanimindan gelir. Bu nedenle (s,t) = (0,0) ve (s,t) = (0,1) oldugundan
<x,]?(l)> ye esit oldugunda <S ,T > =0 dir, bu yiizden teoremin ispati igin <S ,T > nin ¢

nin bagimsizligini gostermek i¢in yeterlidir.

o
5<S,T> =(DST)+(S,DT)
=(DIT)+o= lﬁ\Tz\ =0
20s (2.16)

(1) DS=DT simetri lemmasi, (2) her I'| jeodezik oldugundan DT =0 oldugu
gercegi ve (3) biitlin (s,t) i¢in |T | = ‘I“S‘ = R oldugu ger¢egini kullanarak hesaplariz. Bu,
teoremi ispatlar.

Sonraki sonucun formunda 6ncelikle Gauss Lemma’y1 kullaniriz.

SONUC 2.2.3.1. : (x[), peM merkezli bir U jeodezik yuvar iizerinde normal

koordinatlar olsun, ve r radyal uzaklik fonksiyonu olsun. Daha sonra U — { p} iizerinde
0

gradr =— olur. [8]
or

ISPAT : Herhangi g eU —{p} ve Y €T, M igin

dr(Y)= <ﬁ,y>
or 2.17)
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oldugunu gostermek gerekir.

g boyunca exp, (6BR (0)) jeodezik kiiresi, » = R denklemiyle normal koordinatinda
. NG
karakterize edilir. Pl bu kiireye transvers oldugundan bazi kiireye teget X vektori ve
r
baz1 o sabiti i¢in a%r+X seklinde Y yi birlestirebiliriz. X, r nin seviye kiimesine

teget oldugundan dr (X ) =0 ve koordinattaki dogrudan hesaplamalariyla dr( %r) =1

olarak elde edilir. Bu nedenle (2.17) iin sol tarafi

r r

dr<a§+X>:adr(§j+dr(X):a

(2.18)

olur.

Diger bir yandan, Teorem 3.3.1.(e) ile, %r birim vektordiir. Bu nedenle (2.17)

denkleminin sag tarafi,

2
9 +<£,X>=a
0 or (2.19)

a

ve X, O o Ve ortogonal olarak sonuglandirmak i¢in Gauss Lemmasi kullanilir.

TEOREM 2.2.3.2. pe M ve g, p etrafinda jeodezik yuvarinda igerildigini farzedelim.
Daha sonra p den ¢ ye radyal jeodezik, M deki p den ¢g ya tek minimalize egrisidir. [§]

ISPAT:exp, (Bg (0));q yu igeren jeodezik yuvar olacak sekilde &£>0 secelim.
7:[0,R]—> M yay uzunluguyla parametrize edilen p den ¢ ya radyal jeodezik olsun ve
bazi V e T,M birim vektdri i¢in 7(l) =exp, (tV) yazalim. Daha sonra y, birim hiza
sahip oldugundan L( }/) =R dir, bu yiizden p den ¢ ya herhangi diger kabul edilebilir
egri R den daha biiylik uzunluga sahiptir. S, =exp, (GBR (0)),R yarigapinin jeodezik

kiresini belirtsin.
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Sekil 2.5 radyal jeodeziklerin

minimalize olma durumu
0:[0,b] > M ayni zamanda yay uzunluguyla parametre edilebilen bir egri olsun.

Incelemeye L (0') >L ( 7/) gostermeyle baglariz.

a, € [a,b],d(l‘) e S, olan a, sonrasi birinci zaman b, €[a,b] ve a(t)=p olan son
zamani belirtsin (Sekil 2.5). Herhangi bir ¢ € [ao,bo] icin X (t),O'(t) boyunca jeodezik
kiireye teget olan

G'(t):a(t)§+)((t) o)

seklinde d(t) bilesenlerine ayirabiliriz. Gauss lemmadan bu, ortogonal bir ayrisimdir,

bu yiizden ‘o"(t)‘z=a(t)2+‘X(t)‘22a(t)2 olur. Dahasi, Sonu¢ 2.2.3.1. den

a (t) = <%r,d'(t)> = dr(o't (t)) olur. Bu nedenle

L(O')ZL(O' [ao,m)
=Lim[" |o(o)lar

—Lim["  (&(t))dr

50 Jay+o

=Lim " ir(a(t))dl

50 Jay+8 dt
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elde edilir. Bu ylizden y minimalizedir.

L(U)ZR oldugunu farzedelim. Bu durumda (2.21) deki esitsizliklerde esitlik
saglanir. Clinkiio, birim hizli egri kabul etmistik, ilk esitlik a,=0 ve b,=b=R

oldugunu gosterir ¢linkii diger bir deyisle —/ = a, Oncesi ve ¢ =b, sonrast ¢ nin pargasi

pozitif uzunlugu verir. Ikinci esitlik X (t) >0 oldugunu gosterir, bu yiizden G(t),a—
r

nin pozitif ¢arpanidir. o birim hizli olmasi igin d(l‘),%r sahip olmaliyiz. Boylece o

ve ¥, t=R zamaninda ¢ boyunca ilerleyen %r nin integral egrileridir, bu yiizden

o=y dir.
SONUC 2.2.3.2. peM etrafinda herhangi jeodezik yuvarla birlikte r(x) radyal

i

112
uzaklik fonksiyonu, p den x e Riemann uzaklifina esit r(x):(Z(xi)zj ile

tanimlanir.
ISPAT: p den x e, yradyal jeodezigi Teorem 2.2.3.2 tarafindan minimalizedir. Hizinin,

normal koordinatlardaki hem g normu hem de Oklid normundaki birim vektor olan %r

ye esit olmasindan ynin uzunlugu r (x) olan Oklid uzunluguna esittir.

Bu sonug, M deki jeodezik yuvarlar ve kiireler i¢in sadelestirilmis notasyonunu

belirtir. U =exp, (BR (0)), p etrafinda jeodezik yuvar ise, Sonu¢ 2.2.3.2., U nunu p

etrafinda R yarigapli metrik yuvarina esit oldugunu gosterir. Benzer sekilde, R yarigapl
jeodezik kiire, R de olan p den uzaklig1r olan noktalarin kiimesidir. Simdiden p nin

normal komsuluk icinde duran bdyle metrik yuvarlar ve kiirelerin agik ve kapali

jeodezik kiireler ve yuvarlar i¢in B, (p)=exp, (BR (0)), B, (p)=exp, (ER (0)) ve

S ( p) =exp, (GB 2 (O)) notasyonlarin1 kullanacagiz.

7!, noktalarin her lifti arasinda minimalize olacak sekilde herhangi 7, el U el
komsuluguna sahip ise, y:/ — M egrisi lokal minimalize diyebiliriz. Onemlidir ki,

minimalize egri, otomatik olarak lokal minimalizedir ¢iinkii noktalarin herhangi ikisi

arasinda minimalizedir.
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TEOREM 2.2.3.3. Her Riemann jeodezigi lokal minimalizedir. [§]

ISPAT: y:I — M agik aralikta tanimlanan bir jeodezik ve ¢, €I olsun. a),y(to) m
diizgiin normal komsulugu olsun ve U < I 1, 1igeren ' (w) nin baglantili bilesenleri
olsun. #,,t, eU ve g, =y(t,) ise, diizgiin normal komsulugun tanimi, ¢, nin g; etrafinda

bir jeodezik yuvarinda igerildigini gdsterir. Bu nedenle Teorem 2.2.3.2. ile ¢, den ¢,
ye radyal jeodezik, bunlarin arasinda tek bir minimalize egridir. Oysa y nin kisitlanisi,
ayn1 jeodezik yuvarda ilerleyen ¢, den ¢, ye bir jeodeziktir ve bdylece y, bu

minimalize jeodezik olmalidir.

Gauss lemma ve onun sonuglari, ilk varyasyon formiilii kullanmaksizin minimalize

egrilerin, jeodezikler oldugu diger ispatta kullanilir.

Teorem 2.2.2.1 nin diger bir ispatin1 da verecek olursak ;/:[a,b] —> M bir
minimalize egri pargast olsun. onceki ispattaki gibi, ¢, e[a,b] i¢in }/(U ) nun, w
diizglin normal komsulugundan igerilecek sekilde #, n baglantili U komsulugunu
bulabiliriz. Daha sonra ¢,,z, € U i¢in yukaridaki gibi ayn ifade, ;/(tl) den 7(t2) ye tek
minimalize egrinin, onlar1 birlestiren radyal jeodezigi oldugu gosterir. y nin kisitlanisir,
boyle bir minimalize egri olugundan, bu radyal jeodezikle denk diiser. Bu nedenle y, ¢,

komsulugundaki jeodezik denklemini ¢ozer ¢, keyfi oldugundan y,jeodeziktir.
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BOLUM 3

KONNEKSIYON VE KOORDINATLAR

Riemann geometrisinde, jeodezikler ve kovaryant tiirevler i¢in metrik 6zelligini
saglayan Riemann manifoldu iizerinde belirli bir konneksiyon almamiz gerekir. Bu
sekilde /R" uzaymin gomme altmanifoldunda igerilen herhangi bir Riemann manifoldu
tizerinde tek bir konneksiyonu belirten iki Ozelligini tanimlanir. Bunlar; metrikle
uyumlulugu ve simetriligidir.

Bunun yaninda jeodeziklerin kollektif davraniglari, {istel doniisiim, Riemann normal

komsuluklar1 ve normal koordinatlar1 tanimlanir.

3.1 Riemann Konneksiyonu

Riemann geometrisinde hesaplamalara Ozellikle uygun olan her Riemann
manifoldunda dogal konneksiyon vardir. /R" uzayimin altmanifoldundaki jeodezik;
ivme vektdr alani, TM {izerinde sifir tanjant projeksiyonu dogruya yakin olmalisi
konneksiyon diliyle belirtildiginde;

M c IR" gdmme altmanifoldu olsun. M deki herhangi bir vektdr alani, /R”
tizerinde diizgiin bir vektor alanina genisletilebilir. X ve Y, IR" uzayma keyfice
genisletilebilir olsun. IpeM , 11" :T ,(IR") = T,M ortogonal doniigimii ve V :Oklid
konneksiyonu olacak sekilde

VI T(MYXxT(M)—T(M)
(X.Y)> V, (Y)=1"(V,Y)

donilisiim olarak tanimlanir. Bu doniisiim, asagidaki tanjant konneksiyon denilen M

tizerinde lineer konneksiyon fiiretir.
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LEMMA 3.1.1. V' operatorii, iyi tanimlidir ve M iizerinde bir konneksiyondur.
ISPAT: peM noktasinda V,Y konneksiyonunun degeri sadece X , vye bagh

oldugundan V ; (Y), X ’e genisletilen vektor alaninin se¢iminden bagimsizdir. Yani p

deki V,Y nin degeri, X , nin baslangi¢ tanjant vektor egrisi boyunca sadece Y nin

degerine baglidir. Boylece v iyi tanimlhidir.
V; (Y), Y deki IR iizerinde ve X deki C* (M) tizerinde oldugu bellidir. Konneksiyon
oldugunu gostermek igin sadece carpim kuralimin dogrulugu gosterilir. f eC”(M),

IR" uzayinda keyfice genisletilebilir olsun. M boyunca
V. (V)= (V. (/7))
=N Y+ /T (V. Y)
=(XNY+/ (V. V) 3.1

elde ederiz. Boylece V' , konneksiyondur.

Tanjant konneksiyon yerine belirlenen metrikli /R" uzaymin altmanifoldlari
alinmasiyla genelligi degismez. IR" uzayi iizerinde Oklid konneksiyonu,
vV (Y,Z)= <VXY,Z>+<Y,§XZ> (3.2)
seklindedir. Bu sekilde g, M manifoldu iizerinde bir Riemann metrigi olsun. V X,Y,Z
vektor alanlari i¢in V lineer konneksiyonu,
V(Y. Z)=(V,Y,Z)+(Y,V ,Z) (3.3)

seklindedir ve bu durumda g ile uyumludur. [6]

LEMMA 3.1.2. Asagidaki sartlar bir Riemann manifoldu {izerinde V lineer
konneksiyonu i¢in denktir:

(a) V, gile uyumludur.

(b) Vg=0 tir.

(c)V,W herhangi y egrisi boyunca bir vektor alani ise

%<V,W> =(D,V,W)+(V,D,W)

olur.

(d)V,W bir y egrisi boyunca paralel vektor alaniysa bu durumda <V, W> sabittir.
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(e) V t,,t, i¢in P,

Loty *

T

7(1,)

M->T

Ly M paralel dontisimil izometridir.

Ayrica tanjant konneksiyonu
7:T(M) x TM) > T(M)
X,Y) > z(XY)=V,Y-V,X-[X,Y]

2
olarak tanimli (1 ] -tensor alani seklindeki burulma fonksiyonunu igerir.

Eger burulmasi yoksa yani
V, Y-V, X =[X,Y]

ise, V lineer konneksiyona simetrik denir. [§]

LEMMA 3.1.3. Mc /R" gomme altmanifoldu iizerinde tanjant konneksiyonu
simetriktir. [8]

TEOREM 3.1.1 (Riemann geometrinin temel lemmasi)
(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde g ile uyumlu ve simetrik olan bir tek
V lineer konneksiyonu vardir.
Bu konneksiyona, g nin Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu
denir.
ISPAT: V tekligi ispatlamak igin, X,Y,Ze T(M) keyfi vektor alanlar1 olsun. X,Y,Z
i¢in
X(Y,Z)=(V,Y,Z)+(Y,V ,Z)
Y(Z,X)=(V,Z,X)+(Z,V,X)
Z(X,Y)=(V,X,Y)+(X,V,Y) (3.4)
denklemlerini elde ederiz. Herbir basamakta son terimde simetrik sartin1 kullanarak
X(Y,Z)=(V Y, Z)+(Y,V, Z)+(Y,[X,Z))
Y(Z,X)=(V,Z2,X)+(Z,V,X)+(Z[Y,X)
Z(X,Y)=(V,X,Y)+(X,V,¥)+(X,[Z,Y) 3.5)
seklinde yazilabilir. Bu denklemlerin ilk ikisini toplayip iiglinciisiinii ¢ikarttigimizda
X(Y,Z)+Y(Z,X)-Z(X.Y)
=2(v, ¥, Z)+(v,[X,Z)+(z,[v,x])-(X,[Z,Y) (3.6)

elde ederiz.
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Son olarak, <V .z > i¢in ¢0ziimiinde
<VXY,Z>=%(X<Y,Z>+Y<Z,X> -Z(x,Y)-(v.[x,z2)-(z,[v, x])+(x.[2,Y)

(3.7)

bulunur.
V',V? simetrik ve g ile uyumlu olan iki konneksiyon oldugunu varsayalim. (3.7) nin

sag tarafi, konneksiyona bagl olmadigindan V X,Y,Z i¢in <V1XY -V3yY ,Z> =0 oldugu

¢ikar. Béylece biitiin X ve Yigin V'Y =V3Y meydana gelir; bu yiizden V' =V olur.
Bu durumda herbir koordinat haritasindaki bdyle bir konneksiyonun var oldugu
gosterilmis  olur. Tekligi igin, kapsayan degisik haritalarin  birlesiminde
konneksiyonlarin kurulmus oldugu saglatilmalidir.

(U ,(x[)), lokal koordinat haritasi olsun. Lie braketleri sifir olan koordinat vektor

alanina (3.7) yi uygulayarak

(v,0,.0,)=> (0.(0,.0,)+2,(0,.0,)-2,(2,.9,)) (3.8)

N | —

elde ederiz.

Metrik katsayilarinin tanimlar1 ve Christoffel sembolleri;

0 ,i#]
g;=(0,.0,)=41 ,i=j=234
~1 Li=j=1

ve V0, =T}0, seklinde tekrar ifade edilir. (3.8) e bunlart yerlestirirsek
0,(0,,0,)=(V450,,0,)+(0,,V,0,)
=Ty gu+T; g (3.9)
aj<a,{,ai>=<vajaﬁ,ai> +<a,,vajai>
=T g,+T" g, (3.10)
0,(0,,0,)=(V,,0,,0,)+(6,.V,8,)

=T, g+ g, (.11)

1
(3.9)+ (3.10)- 3.11)= 5(2r,;‘ 8wty g+l gu-Th gu-T) &)
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1
:5(2 1_‘: gkﬁ_i_(l—‘i]lc _]‘—‘/,ki)g]gj—i_(r‘_]]; _r{k/)gki)

:F; 8k (3.12)
esitligini verir.
Son olarak, g,, g”*=0J% olan notasyonla ve g’ ters matrisiyle her iki tarafin

carpilmasiyla

FI;‘=% g”(ai gﬂ+8j g,-0, g;) (3.13)
elde edilir.

Bu formiil, her bir atlas i¢inde bir konneksiyon tanimlar ve 1"; =F/’§ olur. Boylece
sadece metrikle uyumlulugunu irdelemek gerekir. Bunun icin de Vg=0 oldugu
gosterilir. Koordinat ¢atist agisindan Vg nin bilesenleri

8k =0 g@f'rli' 8y -F,f}. 8ir
dir. Burada

/ 1 1
Fk(i 8y +F1§' gié=5(ak gij+ai gkj_aj gki)+5(ak gji+aj 8.0, glg‘)
=0, g (3.14)

sonucundan yararlanarak g, , =0 bulunur.

Yukaridaki konneksiyona gore jeodeziklere Riemann jeodezikler denir. Bu tanimda

en Onemli sonug, asagidaki lemmadir. Yani ybir Riemann manifoldu iizerinde egri

ise,her hangi ¢ zamanda y egrisinin hizi |7/

, egrinin hiz vektor uzunlugudur. |7'/ , t den

bagimsiz ise sabit hiz, 1’e esit ise birim hizli denir.

LEMMA 3.1.4.Biitiin Riemann jeodezikleri, sabit hizli egriliklerdir.
ISPAT: y, bir Riemann jeodezigi olsun. 7, » boyunca paralel oldugundan |7/| =<7}, 7>%

uzunlugu sabittir.
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TEOREM 3.1.2. (Riemann konneksiyonun dogallig1)

p:(M,g)—> (1\7 ,g) izometri oldugunu farzedelim.
@ (V) =V, (@)

seklinde ¢, g nin V Riemann konneksiyonunu g nin V Riemann konneksiyonuna
gotirdr.
(b) V, M deki bir y egrisi boyunca bir vektor alani ise, bu durumda
@.DV =D,(p.V)
dir.
(c) ¢ ,jeodezikleri jeodeziklere gotiiriir:

y egrisi, M deki p baslangi¢ noktali ve V baslangi¢ hizli jeodezikler ise bu durumda
poy, M daki ¢(p) baslangi¢ noktali ve @,V baslangi¢ hizli jeodeziktir. [8]
ISPAT: (a) ¢’V :T(M) x T(M) — T(M)
X.Y) 5 (@ V) Y=V, (0))
seklinde doniisiim tanimlanir.

o V, M iizerinde simetrik bir konneksiyondur.(pull-back) g ile uyumlu oldugundan

Riemann konneksiyonun tekliginden ¢ V=V olur.

(b) ¢'D,: T()>T(y)
seklindeki formiille operator tanimlanir ve D, ye esittir. Bir Riemann manifoldu
tizerinde konneksiyonu gostermek icin, jeodezik bolgesel olarak minimalize olur. Bu
durumda konneksiyonun simetrisi belirleyicidir. Ayrica [R" wuzaymin gomme

altmanifoldu {izerinde tanjant konneksiyonu simetrik ve metrikle uyumlu oldugundan

Riemann konneksiyonu, tanjant konneksiyonuyla denktir. Bu konneksiyon belirlenen

metrikli /R" uzaymnin M manifoldu, tegetsel konneksiyonu, simetrik ve uyumlulugu

olan Riemann konneksiyon seklinde adlandirilir.



3.2. Ustel Déniisiim

Riemann jeodezikleri i¢in baglangic noktasi ve\veya baglangic vektorii gecerli ise

jeodezikler nasil degisebilir. Bu konuyu irdeleyecegiz.

Baslangic verisindeki jeodeziklerin bagimliligi, iistel donlisim olan Riemann

geometrisinin temelini olusturan tanjant demetlerinden manifolda bir doniigiimle

kodlanir.

TANIM 3.2.1. ¢ = {v eTM : yv,[O,l]igeren aralikta tanlmlamr.} , TM nin alt kiimesi
iistel doniisiimiin tanim kiimesi olsun.
exp: € >M
Ve exp(V)=y, (1)
tstel dontisiim tanimlanir. V pe M i¢in exp , kisitlanmus tistel dontisiimii, exp tstel

doniigtimiintin ¢,=¢ NT,M kiimesine kisitlanmasidir.[8]

TEOREM 3.2.1. (Ustel déniisiimiin dzellikleri)

(a) &, sifir kesitini igeren TM nin bir agik altkiimesidir ve Ve, kiimesi i¢in sifira
gore yi1ldiz sekillidir (star-shaped).
(b) VV e TM igin y, jeodezigi, tanimlanan biitiin t’ ler i¢in
v ()= exp(tV)
olarak verilir.

(c) Ustel déniisim C* dur.
Ispatlamadan 6nce baz1 dzellikleri vermeliyiz. [8]

LEMMA 3.2.1. Herhangi bir V' TM ve c,te IR i¢in tanimlandiginda

Ver (O= 7y (ct)
olur. [8]
ISPAT : y, nin tanim kiimesinin, 7 R acik araliginda oldugunu farzedelim.
Basitlestirmek i¢in, y = y, yazinve C'[ = {t cctel } diye ifade edilen y(¢) = y(ct)
nin yeni » egrisini tanimlayin » ’nin p baslangi¢ noktali ve ¢V baglangi¢ hizli jeodezik
oldugunu ve daha sonra y_ na esit olmasi gereken tekligi tarafindan takip ettigini

gosterecegiz.
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Bu, 7(0)=y(0)= ptanimindan kaynaklanmaktadir. Herhangi bir yerel koordinata
y(t) = (y'(t),...,y"(t)) yazarsak, dizi kural

~i _i i
Y (t)—d/(ct)

=/ (ct) (3.15)

denklemini verir.

Ozellikle, 7(0) = cy(0) = cV olarak takip eder.

Simdi D, ve D, arasiyla y ve ¥ boyunca kovaryant diferansiyel operatdrlerini

simgelesin. Tekrar koordinatlara zincir kuralan1 uygulayarak
~ . d 3 kA ~j
Dy(t) = e O +1; 7))y (t) |0k

= (7" (ct) + T (y(ct)F (ct)7 (ct)) Ok

=c’Dy(ct) =0 (3.16)

Bu nedenle 7, bir jeodeziktir ve dolayisiyla sdylendigi gibi y =y, dir.

Teorem 3.2.1 in1spat1 ¢ =1 i¢in; exp(cV) =y, (1) =y,(c) oldugu sdylenir ki bu da (b)
yi verir. Dahast Veeg,, y, tanim en az [O,l] aralifinda tanimlanir. Bunun igin

0<t<1 aldigimizda teorem, exp(sV)=y, (1)=y,(¢) taniml oldugunu sdyler. Bu,

¢, nin yildiz-gekli oldugunu gosterir.
(xi) , Uc M acik kiimesi iizerinde herhangi yerel koordinatlar olsun ve (xi,vi),
7" (u) tizerinde

8
o' (3.17)

0
o =V
(x,v) an

—V'VT} (x)

vektor alanini tamimlayalim. o nin integral egrileri

()= (1),
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7 (1) = (O ()T (x(1) 1
seklinde bulunur.

Bu, V* = %" n1 (3.18) denkleminde yerine koydugumuzda birinci-mertebeden sistem

oldugunu gosterir. 7' (u) iizerinde o nin integral egrileri 7:TM — M projeksiyonu
altindaki jeodeziklere iz diigebilir. (ﬂ(X (t), V(t)) =X (t)) dir; tersi olarak herhangi bir
}/(t) = (X'(t),...,X” (t)) jeodezigi, v'(z‘) =x' (t) alarak o integral egrisine tasinir.

o nin énemi, onun aslinda jeodezik vektor alan1 denilen 7M tanjant demetinin total

uzayma genislemesinden kaynaklanir. Asagida kanitlanacak olan herhangi
feC(TM), i¢in o, f izerinde
o (pV) = | S (1 ()70 ()
dt (3.19)
seklinde rol oynar.
Burada ve her uygun oldugunda, 7 nin tanjant oldugu noktayr vurgulamak
istememize bagh olarak, V' eT, M elemant i¢in donisimli olarak ( p,V) ve X

notasyonlarimi kullaniriz.) Ciinkii bu formiil koordinatlardan bagimsizdir, bu da (3.17)
deki verileri o nin ¢esitli tanimlarinin farkli koordinat sistemlerinde birbirini tuttugunu

gosterir.
o’nin (3.19) u karsiladigini ispatlamak igin, p, (t) jeodeziklerin bilesenlerin

x'(t)=x(¢) seklinde yaziyoruz. (3.18) deki dizi kuralimi ve jeodezik denklemini

kullanarak (3.19) un sag tarafi

L x0r0x 0 ZLex 0w 00 )

ox* 1=0
) PG iy iTk
= a)j;k (p,V)V _aI];k (p,V)V V’F!/(p)
=of(p.V) (3.20)

olur.
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Sonugta 6 i igeren agik bir aralikta tanimli (p,V) baglangigh 6, ,, = H(t,( D, V))

egrisini alalim. Bu bize, o nin integral egrisi olan 8:9 —>TM , C* donisimi ve
{O}x TM < RxTM nin 0 ag¢ik komsulugu oldugunu gdosterir.

Simdi ( p,V) € & oldugunu farz edelim. Bu y, jeodeziginin en az [0,1] araliginda
tanimlandigr anlamina gelir ve boylece ( p,V)eTM de baslayan o nin integral
egrisidir. (1,( p,V)) €@ oldugundan, o nin akisinin tanimlandigi RxTM  deki

(1,( p,V))nin acik komsulugu vardir. Bu da ( p,V) nin agik bir komsulugunun var

oldugu anlamina gelir. Bu, & nun agik oldugunu gdésterir.

Sonug olarak jeodezikler, o nin integral egrilerinin projeksiyonu oldugundan , iistel

dontisiimiin her tanimli oldugu durumda
exp(V) =y, (1) =72 0(L(p,V))
seklinde ifade edilir ve bu nedenle exp, C” dur.

Riemann konneksiyonun dogalligi ve jeodeziklerin tekligini asagidaki tistel

doniisiimiin 6nemli dogallik 6zelligine doniistir.

TEOREM 3.2.2. (Ustel déniisiimiin dogallig1)

@:(m,g)—>(m,g) bir izometri oldugunu varsayalim. Daha sonra herhangi p e M

icin agagidaki diagrama

Px ~
IM—T1,,M

exp, J J €XP ()
M- M
@

karsilik gelir. [8]
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3.3. Normal Komsuluklar ve Normal Koordinatlar
Herhangi bir pe M noktasim alalim. Bu noktada tanimli Ustel doniigim, 7,M

tanjant uzayini &, < M agik kiimesine goturtir.

LEMMA 3.3.1. (Normal Komsuluk Lemmasi)

Herhangi bir p e M igin

exp,:d->U

diffeomorfizm olan p € M nin bir U komsulugu ve T7,M de orijinin bir 9 komsulugu
vardir. [8]
ISPAT: (exp » )*, stfirda izdiisiiriilebilir oldugunu gostermek igin ters fonksiyon
teoreminden yararlanilir. 7, M bir vektor uzayi oldugundan T (TPM ) =T,M dogal bir
0zdeslik doniisiimidir. Bu tanimlama altinda exp, (exp » )* 1 (T M ) =T.M >TM
birim doniistimdiir.

Keyfi bir V' e T M vektorini alalim. (exp » )* V' hesaplamak i¢in, baslangic tanjant
vektorii V olan, 0 da baglayan 7,M deki 7 egrisini segmeye ve exp ,oz(f) bilesik

egrisinin baslangi¢ tanjant vektoriinii hesaplamaya ihtiyacimiz vardir. Boyle bir egri

r(t) =tV oldugu agiktir. Boylece

d d d
(expp).V =— |y (exp, 0r)(1)=— | yexp, (V) =— | 7 (1) =V (3.21)

peMnin herhangi U agik komsulugu, p nin normal komsulugu denilen
0 T,M nin yildiz-sekilli agik komsulugunun exp, nin S, (0) e T,M yuvan Uzerinde
diffeomorfizmi ise (yuvarin yaricapi, g ile tanimlanan norma gore Olgiiliir), daha sonra

exp, ( B, (0)) goriintii kiimesine M deki jeodezik yuvar denir. Ayrica, Bg (0) kapali
yuvari, exp, diffeomorfizm oldugu V e7,M agik bir  kiimesini igerir ise,

expp ( B, (O)) kapali jeodezik yuvar ve exp p (855 (0)) Jjeodezik kiire denir.
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Sekil 4.1. Riemann normal koordinatlari

T,M igin {E,} ortonormal bazi, E: IR" —> M

1 2 1 2 1
(x , X ,...,x")l—) E(x , X ,...,x"):x’E.

1

izomorfizmasini verir. U, p nin normal komsulugu ise,
p=E"oexp, :U—>E"

koordinat haritasini elde etmek igin iistel doniisiimle bu izomorfizmay1 birlestirebiliriz.
Boyle herhangi koordinatlara, p merkezli (Riemann) normal koordinatlar: denir.

peM ve p nin bir U normal komsulugu verildiginde, normal koordinat haritalar1 ve

ortonormal bazlar arasinda (/-1) esleme vardir.

Herhangi bir p merkezli normal koordinat haritasinda

o._x¥0

or  r ox

ile g birim radyal vektor alani ve
r

12
r(x) = (Z(x"fj

ile radyal uzaklik fonksiyonu tanimlanir. Oklid uzaymdan r(x) orijine uzakliktir ve 83 ,
B

orijin boyunca diiz dogruya teget birim vektor alanidir. Bir sonraki énerme gosterir ki,

normal koordinatlardaki herhangi bir metrik i¢in 6zel geometrik anlama da sahiptir.
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TEOREM 3.3.1. (Normal Koordinatlarin Ozellikleri)

(U , (xi )) , p merkezli herhangi bir normal koordinat haritasi olsun.

(a) Herhangi bir V eV'0,eT M igin V baglangi¢ hizli vektorii p baslangigh y,

jeodezigi, U igerisinde kaldikca
v ()= (V')
radyal dogru pargasi ile normal koordinatlarda temsil edilir.

(b) p nin koordinatlari, (0,...,0) dir.

(¢) p de metrigin bilesenleri 7, = 6, dir.

(d) U da igerilen herhangi bir {x r(x)< g} Oklid yuvari, M deki jeodezik yuvardir.

(e) Herhangi bir ¢ e U — p noktasinda ai, p den g ye birim hizli jeodezigin hiz
r

vektorleridir ve bu nedenle g ye gore birim uzunluguna sahiptir.
(f) g nin birinci kismi tiirevleri ve Christofel sembolleri p de sifirdir.[8]

Normal koordinatlar, Riemann geometrisindeki hesaplamalar i¢in 6nemli bir aragtir.
Bu yiizden dnceki dnermedeki ifade edilen 6zellikler dikkatli bir sekilde irdelenmelidir.
Bu ispatlar, p baslangi¢h jeozediklerin normal koordinatlarda basit formullere sahip
oldugu ger¢eginin apagik sonuglaridir. Bu formiilden dolayi, p baslangici ve p nin
binormal komsulugunda uzanan jeodeziklere, radyal jeodezikler denir. (fakat uyarmak
gerekir ki, p boyunca ilerlemeyen jeodezikler genelde normal koordinatlarda basit bir

forma sahip degildir.)

Daha sonra jeodezigin minimalize Ozelliklerini ¢alismada kullanmak i¢in normal
komsuluklarin igeriginin asagida diizenlenmesine ihtiyacimiz vardir. w, e W < M acik
kiimesine w, nin noktalariin etrafinda 6 > 0 yarigapli jeodezik yuvar tanimlaniyor ise,

diizgiin normal denir.

LEMMA 3.3.2. (Diizgiin Normal Komsuluk Lemmasi)

p €M ve p nin herhangi bir U komsulugu verilsin, U da igerilen p nin diizgiin

normal komsulugu vardir. [§]
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Sekil 4.2. Diizgiin normal komsulugu

ISPAT: Ustel doniisiim, TM nin acik bir & alt kiimesi iizerinde tanimlanir. Bunun igin

de

F:e>MxM
(g.v)> F(q.V)= (q,expp V)

dontlistimii tanimlanir. p merkezli M igin (xi) normal koordinat haritas1 se¢ilsin ve

(xi,vi), TM iizerinde eslenmis standart koordinatlar1 belirtmis olsun. bu koordinatlarda,

(p,o) daF nin Jakobien matrisi, ddniisiimlii olan

i i Id 0
o ox i=j=234
o’ ov’ * 1Id
" oexp’ dexp’ | |(-1d 0 S
o ov x _g) 777

seklinde yazilir. Boylece ters fonksiyon teoremiyle F, TM deki (p,0) noktasinda taniml

komsuluk {izerinde bir diffeormorfizmdir.

Herhangi ye M agik kiimesi ve herhangi 6 > 0 igin, Y,

Y, ={(p.v)eTM :p e Y,y < 5}

v

seklinde tanimli olup 7M nin altkiimesini belirtir. Standart koordinatlardaki |v| <o
esitsizligini yazarak Y;nin TM topolojisinde agik oldugu kolayca goriiliir.
(p,0)eY; =@ seklinde Y; formun bazi kiimelerinin oldugunu gosterecegiz. TM

tizerindeki topolojiye gore lokal trivializasyonlar birim doniisiim altinda agik kiimelerin

carpimi tarafindan olusturulur. |Y | 5 kisitlanmis normu bize,
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X = {(x,v): r(x)<2e, &> O}

kiimesinin varhigini gosterir. K = {(x, v)ir(x)<2e,|v; = 28} kompakt kiimesi iizerinde
g normu siirekli ve sifir degildir. Bu nedenle pozitif sabitler {izerinde sinirlidir. Bu

normlar, herhangi A pozitif sabiti i¢in,

/IV| = /1|V| saglanmasiyla homojen oldugunda;

Vel M,r(x)<& durumda c|V|§ < |V|g < C|V|§ oldugunu takip eder.

Simdi Y = {x r(x) < g}c M kiimesi ve 0 = ce olsun. Segimlerimizin her (x,v) € ¥;

durumunda |V|g <(1/ c)|v|g < ¢ oldugunu garanti eder. Bu yiizden Y;  y olur.

F, Y; lzerinde diffeomorfizm oldugundan ve (p,0) dan (p,p) ye gotiirdiigiinden
(p,p) eWxW c F(Y;) seklinde WxW cMxM agik carpim kiimesi vardir. W
kisitlanmasi gerekliyse W Y oldugunu da kabul edebiliriz. W kiimesi hakkinda iki
iddia olusur: Herhangi g e W i¢in (1)exp,, f; (O) < I' M tuzerinde diffeomorfizmdir ve

(2) W cexp, (35 (0)) dir. W nin, p nin gereken diizglin normal komsulugu oldugunu bu

iddialardan sonuglanir.

Iddia (1) ispati icin; VgeW igin exp, nun B;(0)c 7 M altkimesi tizerinde
tammli olan, F(q,V')=(q,exp,V) her |V|q <0 oldugunda F nin Y; lizerinde tanimli
olduguna dikkat edelim. Ciinkii F, F(q,V)=(q,exp, V) formuna sahiptir. Tersi ise, C”
olan ¢ doniisimii  icin benzer F'(¢,V)=(q,0(q,y)) formuna sahiptir.
?, ( y):go(q,y) notasyonunu kullanalim. Ciinkii daha sonra FoF™', Y, iizerinde
birim doniisimi olup, ¢ oexp, nin V eW <Y i¢in Bs(0)c T, M iizerinde birim
oldugunu takip eder. Benzer sekilde F (Y(g) lizerinde FoF'=1d, exp , 09, nin

expq (35 (O)) iizerinde birim oldugu anlamina gelir, bu yiizden Iddia (1) ispatlanr.

Son olarak iddia 2 ye bakalim. (g,y)eW xW keyfi olsun. WxW cF(Y;)
oldugundan, (¢,y)=F(q,V)= (q,equ V) saglayan bazi V' € B;(0) c T,M vardir. Bu,

oncelikle ispatlanan y =exp, V' dogru oldugunu gosterir.
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BOLUM 4

EGRISEL YAPI FORMULLERI

4.1. Model Uzaylarin Jeodezigi

g Oklid metrikli IR" iizerinde metrik katsayilari, standart koordinat sisteminde

sabitleridir. Bu yiizden Christofel sembollerinin bu koordinatlarda tamamen sifir oldugu
asikardir. Bu, Oklid uzay: iizerinde Riemann konneksiyonun tam olarak Oklid

konneksiyon oldugu anlamina gelir ve boylece sabit katsayili vektor alanlar1 paraleldir

Kiireler

R yarigapli S;2-kiiresi iizerinde, kiiresel koordinatlar denen dogrudan Christofel
sembolleri hesaplamak ve asagidaki ornekteki gibi meridyenlerin jeodezik oldugunu

gostermek cok zor degildir. Soyleki

(x,y,z)=(Rsinpcosd, Rsingsind, Rcosyp), —z<O<z, 0<p<rx

seklinde kiirenin S, — {(x, y,2):x<0,y= O} altkiimesi  lizerinde (6, p)Kkiiresel

koordinatlar1 tanimlasin.

(a) Kiiresel koordinatlarda R yarigapli dairesel metrik, &, = R’dp+R’
seklinde olur.
(b) Kiiresel koordinatlardaki g, nin Christoffel sembolleri hesaplanabilir.
(c) Kiiresel koordinatlardaki jeodezik denklemi kullanilarak her (Q(Z),(p(t))
meridyenin jeodezik oldugu dogrulanabilir.
Bunun gibi basit durumlarda bile bu 6rnegi yaparken jeodezik denkleminin dogrudan
hesaplanmasiyla, yeterince biiylik sayilar1 igerdigini gorebiliriz. Metrik ¢ok karmasik

veya boyutlarinin sayis1 yiiksek oldugunda, bu yaklasim zor olabilir. Bu yiizden

jeodezik analizi ile diger teorileri de ele almaliyiz.
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Neyse ki, kiirenin homojen ve izotropik olmasi biitiin boyutlarindaki jeodezikleri

belirlemek i¢in ¢ok daha kisa bir yolu verir.

TEOREM 4.1. S; iizerinde jeodezikler, éncelikle (orijin boyunca iki-diizlemi S} nin

kesigimi) sabit hizli parametrizasyonlu biiyiik gemberdir.[8]

ISPAT: Once, V baslangig hiz1 ile, 0, in kati olan N kuzey noktasinda baglayan
7/(t):(x'(t),...,x"+l (t)) jeodezigini degerlendirelim. Bu jeodezigin x* =..=x"=0
meridyeni boyunca aynen kalmasi, simetri ile sezgisel olarak kanitlanir. Bu sezgiyi

titizlikle meydana getirmek i¢in baz1 2<i<n i¢in x'(to) #0 olan 7, zaman1 6nceden

farzettigimizi kabul edelim. Diger sabitlenen koordinatlardan ayrilan ve x' yi —x' ye

gotiiren ¢ : R"™ — R"" lineer ddniisiimii, N =y(0) ve ¥ = y(0) sabitlenen kiirenin bir

izometrisidir ve bu nedenle y ’y1 y ya gotiiriir. Fakat (p(&(lo )) # 7/(t0) oldugundan

celiskidir.

Sekil 4.1. Simetrik S ? lizerinde jeodeziklerin 6zdeslemesi

Jeodezikler, sabit hiza sahip oldugundan N baslangi¢c noktali ve c0, baslangig

vektdre sahip jeodezik, S; nin sabit hzli parametrizasyonlu (x',x™')-diizleminin

kesisimindeki ¢cember olmalidir. Herhangi diger baslangic noktasin1t N’ ye, herhangi
diger baslangi¢ vektoriinii bu formun birine gotiiren ortogonal doniisiim oldugundan ve

ortogonal doniisiimler, orijin boyunca diizlemleri diizlemlere gétiirdiiglinden

S uzerinde jeodezikler, oncelikle orijin boyunca 2-diizlemle S, nin kesisimidir.
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Hiperbolik Uzaylar

Hy nin jeodezikleri, kiirenin durumundaki gibi homojenlik ve izotopiyi kullanarak

belirlenir.

TEOREM 4.2. Hiperbolik uzaylar lizerinde jeodezikler, sabit hizli parametreli
asagidaki egrilerdir:

I
I
|
S -
I
|

2\

Sekil 4.2 yuvarin jeodezigi Sekil 4.3 yar1 uzayin jeodezigi
HIPERBOLOID MODEL: Biiyiik hiperbol ya da orijin boyunca 2-diizlemle H, nin
kesigimidir
YUVAR MODELI: 6B} ortogonaliyle kesisen orijin boyunca dogru pargalari ve
dairesel yaylardir.(sekil 4.2)

YARI-UZAY MODELI: y=0 hiperdiizlemi merkezli yaridogrular ve yarigemberler
(sekil 4.3)
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4.2. Serret-Frenet Formiilleri

E! uzayindaki a(s) egrisi boyunca hareket eden Frenet gatisini {T ,N,B,E } olarak

gosterelim. Bunlar sirasiyla tanjant, asal normal, binormal ve trinormal vektor alanlari

olarak adlandirilir. g(a'(s),a'(s)) =% 1 oldugunda «a(s) spacelike ya da timelike egrisi

s yay uzunlugu fonksiyonuyla parametrizelendirilir denir.
Bu sekildeki egri i¢in Frenet denklemleri asagidaki gibi verilir:

Durum 1 : o spacelike egri olsun. bu durumda T spacelike vektor ve N asal

normali asagidaki durumlart alir:
Durum 1.1. N spacelike oldugunda B asagidaki alt durumlar alir:

Durum 1.1.1. B spacelike ise Frenet formiilii,

1[0 &k 0 O07][r
N'| |-k 0 k 0 [N
Bl |0 -k, 0 K ||B
E] 10 0 k o0 |[E

g(T,T)=g(N,N)=g(B,B)=1, g(E,E)=-1 ortogonal vektorler seklinde ifade
edilir.

Durum 1.1.2. B timelike ise Frenet formiili,

T 0 k O O[T
N| |-k 0 k O[|N
B| |0 kO k||B
E] 10 0 k 0]|E

g(T,T)=g(N,N)=g(E,E)=1,g(B,B)=-1 ortogonal vektorler seklinde ifade
edilir.

Durum 1.2. N timelike oldugunda ise Frenet formiilii,

T’ 0 k 0 O0]|[r
NI | k0 &k Of|N
Bl |0 kKO k/||B
E] 10 0-k 0][E
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g(T,T)=g(B,B)=g(E,E)=1,g(N,N)=-1 ortogonal vektorler seklinde ifade

edilir.

Durum 2. o timelike egri oldugunda 7 timelike vektor olur ve Frenet formiilii,

771 [0 kK O O
N{ | k0 k 0
B| |0 -k O &
E] 10 0-k 0|

N oW = N

g(N,N)=g(B,B)=g(E,E)=1,g(T,T)=-1 ortogonal vektorler seklinde ifade

edilir. Buradaki k,, k,, k, swrasiyla « egrisinin birinci, ikinci ve {iglincii

egrilikleridir.[ 8]

TEOREM 4.2.1. « € E;' keyfi bir spacelike egrisi olsun. Bu durumda Frenet catisi

seklinde ifade edilir.[11]

I |

__ g@"™.E)
o raNsa] e
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4.3. E! Uzaymndaki Egrinin involiitii

Bir egrinin tegetleri, @ egrisinin asal normalleri oluyorsa « egrisine « egrisinin

. o, ae . . v * - v . oe o .
involiitii denir. Ayn1 durumda « egrisi de @ egrisinin evoliitiidiir.

TEOREM 4.3.1. a ve o s yay uzunluguyla parametrize edilmis birim hizli spacelike
egrileri olsun. Frenet catilar1 sirasiyla {T, N,B,E, kl,kz,k3} ve {T*,N*,B*,E*,kf,k;,k;}
formundadir. ¢ egrisinin involiitii olan o egrisini bulunuz.
ISPAT: involiitiin tanimindan dolay1

a’'(s)=a+AT (4.1)
olarak yazilir. Iki tarafinin s ye gore diferansiyeli alindiginda

da_ di:‘i_a.q.d_/l T+,1d_T Jk,N

ds" ds ds ds ds
=9 (T(1+ﬁ) +/1k1Nj (4.2)
ds ds

elde edilir. Involiit tanim1 dikkate alindiginda 7 L. T~ oldugundan

(1.77)=0 = ds [T2(1+ﬁ) +ﬂklN-Tj=0
ds ds

= 1+ﬁ=0
ds

> A=c-s 4.3)

¢ sabit olacak sekilde elde edilir. Bunu (4.1) denkleminde yerine koyarsak;
a’ (s)=a+(c-s)T 4.4)
denklemine sahip olunur. Bu ifadenin her iki tarafinin s ye gore diferansiyeli alindiginda

"B kN (4.5)
ds

elde edilir. Esitligin iki tarafinin normu alindiginda,
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T =N,
ds”
K:(C—S)kl (46)

elde edilir. (4.4) denklemini s ye gore 4 kez diferansiyeli alindiginda birinci tiirev (4.5)
denkleminden

!

a’ =(c—s)k,N

oldugunu gosterildi. Digerleri ise;
() ==(c— S)klzT +(—k, +(c—5)k, )N +(c—8)k,k,B

(@) = [3(s — o)k, + 2kf)T i ((s C ek (k2 k2= 2k, + (e - s)kl"jN

+(2(c—s)k1'k2 F(c—s)kk, —2kk, )B+((c—s)k1k2k3 )E

=u,l +u,N+u,B+u,E
(@) =vwT+v,N+v,B+v,E (4.7
seklinde ifade edilir. Asal normal ve birinci egriligi ise;
(@) - g(@), (@) )@y

@y
N - 2 * * * *
(@)= g((@),(@))(a")

15

(F,,0,—k,.,0)

vk -k

ey

1

(@) - g((@),(@))(a’)
|

_ (s _C)3k13\/k22 _klz

(s—0o)' k14

R )

~(s—o)k,

elde edilir. Sira binormal, trinormal,ikinci egrilige ve {igiincii egrilige geldiginde,



—e e, e, e,
0 (c—5)k 0 0
T"AN A@)"=- Kk 0 —k, 0
ks —ki Vs —kf
u, u, u, u,
_(c=9)k

[k2”4 0, kg, kyuy = kzul]

kzz - k12

¥ * * m
E -4 T*/\N*/\(oc)
HT AN A(a®)"

[k2”4 0,k ,— ks —kyu, ]

=+
2 2 2 2 2
\/k2 u, +ku,” +(kuy, +ku,)

—e e, e, e,
0 o
V2 THh 2T
0 (c—95)k, 0 0
kyu, 0 kou, (kyuy +kyu,
|4 4] 4]

(= YU, + ke ey, 0 Gt + byt ), Koy + K,
ot + k) + G + ) kG — &

\T* AN A (a*)"'”.”(a*)'u
(@) -g((@') (@)Y

G

Rl + Gy + o)
(k22 _k12 )(s —c)k,

g(eH)™,E)
‘T* AN A(a*)"

3:‘

(@)
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_ (V4 )\/kz2 _k12 (4.9)

(c—9) 2k ko, + k2, + (e + ey )

olarak bulunur.

ORNEK 4.1. o ve o', s yay uzunluguyla parametrize edilmis birim hizli spacelike
egrileri olsun. Frenet catilari sirasiyla {T, N,B,E, kl,kz,k3} ve {T*,N*,B*,E*,k:,k;,k;}
formundadir. @ W -egrisinin involiitii olan & egrisini bulunuz.
Involiitiin tanimindan dolay1
a (s)= a+AT (4.10)
olarak yazilir. Iki tarafin s ye gore diferansiyeli alindiginda

da’ &' _da di g dT

ds" ds ds ds ds
=9 (T(1+ﬁ) +/1k1Nj (4.11)
ds ds

elde edilir. Tanim dikkate aldigimizda 7 L T oldugundan,

(1.17)=0 = ds [T2(1+ﬁ) +ﬂklN-Tj=0
ds ds

= 1+ﬁ=0
ds
= Al=c—=5 (412)

¢ sabit olacak sekilde elde edilir. Bunu (4.10) denkleminde yerine koyarsak;
a’ (s)=a+(c-s)T (4.13)

denklemine sahip olunur. Bu ifadenin her iki tarafinin s ye gore diferansiyeli

alindiginda,

S —(e—skN (4.14)
ds

elde edilir. Esitligin iki tarafinin normu alindiginda,

T"=N,
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£

—=(c—9)k

elde edilir. (4.13) denklemini s ye gore 4 kez diferansiyeli alindiginda birinci tiirev
(4.14) denkleminden

!

a’ =(c-s)k,N

oldugunu gosterildi. Digerleri ise;

(@")'=(s —c)k'T — kN + (c — 5)k,k,B

(@) =2k )T +((s — )k, (k + k2))N +(=2k,k, )B+((c — )k e,k )E

(@) = (=) (2 + kD)7 + 3k, (k2 + k2)N + (s — Yk, (k2 +k2) B = 3k ey, E
seklinde bulunur.
@) - g(@). @)@y
@) - g(@ ). @)@y

@y
ey

(k1.0.£,.,0)

N

.

1

(@) - g((@),(@))(a’)
@]

_ (S_C)3k13\/ k22 _k12

(s _c)4k14

NS

(-0,

elde edilir. Sira binormal, trinormal,ikinci egrilige ve {igiincii egrilige geldiginde,

—e e, e, e,
0 (c—9)k, 0 0
T°AN A@)"=- Kk 0 k, 0

2k12 ((S_C)k1 (k; +k22)) (_ 2k1k2) ((c—s)k1k2k3)




2
=%[k2k3 (c = $),0, ks (c — 5),— 4k, |
2 T M

T"AN A(a®)"
HT* AN A(a®)"

E =+

-t [k2k3(c—s),0,klk3(c—s),— 4k1]
Vb (e —s) +k 2k (c—s) +16k

B ' =+N AT AE"

—e e, e, e,
K, . k, .
-+ kzz_klz kzz_klz
10 (c - s)k, 0 0
kyky(c—5s) 0 kky(c—s) — 4k,
4] 4] 4]
(=9 |(hky, 0 4K (- 9k (K k)]

Rk (=) ki (e —s) 116k I k.

[T AN" Ay

ot @)
e @y - g@ @@y

ok e s) +k kS (e —s5) 16k,
(k; —k)(c~s)

g((a)"™,E)
T AN A@®)"

3:‘

(@)

=3k bk — K

(c— )k Iy, + 2w, + (gt + e, )2

olarak bulunur.
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4.4. E! Uzayndaki Bertrand Egri Cifti

a ve o egrilerinin noktalar1 arasinda karsilikli noktada asal normalleri ortak olacak

bicimde /-1 esleme varsa bdyle egrilere bertrant egrileri denir. A, u € IR olacak
sekilde Oklid uzayinda Bertrant egrilerinin egrilikleri arasinda Ak, + 1k, =1 esitligine

sahiptir.

TEOREM : a ve a s yay uzunluguyla parametrize edilmis birim hizli spacelike
egrileri olsun. Frenet catilar sirasiyla {T, N,B,E, kl,kz,k3} ve {T*,N*,B*,E*,k:,k;,k;}

formundadir. o egrisini, egrilikleri sabit olan W-egrisi alarak o  Bertrant egri ¢iftini

bulunuz.
ISPAT: Bertrant egrilerinin tanimimdan dolay1

a’ (s)= a+ AN (4.15)
olarak yazilir. Iki tarafinin s ye gore diferansiyeli alindiginda,

didi:d_a+ﬁ N+ﬂd_N

ds" ds ds ds ds

T = jﬂ (T(l—/lkl)+

S

@
ds

N+ Aszj (4.16)

elde edilir. Tanim1 dikkate aldigimizda N L 7" oldugundan,

(N.T")=0 = ds [(1—/1k1)T-N+@N-N+Asz-NJ =0
ds ds
= ﬁ=0
ds
—A=c (4.17)
c sabit olacak sekilde
a (s)= a+AN (4.18)

denklemi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin s ye gore diferansiyeli alindiginda,

« ds

T =—=((1- k)T + Ak, B) (4.19)
ds
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elde edilir. Esitligin iki tarafinin normu alindiginda,

B Rk}~ (1= 2k,

elde edilir. (4.18) denkleminin s ye gore 4 kez diferansiyeli alindiginda birinci tlirev

(4.19) denkleminden,

!

o =((1- k)T + Ak, B)
oldugunu gosterildi. Digerleri ise
(@) =k, - Ak = k,? N + A,k E
(@) =k, (—k, + k7 + 2be, )T+ (ky (k, — Ak = 2,” + 2k,) )B
(@) = (k2 + 2 + 202k, — ko, + Ak, — Ak, kN
ks b, — k7 + 2k )E
seklinde ifade edilir. Asal normal ve birinci egriligi ise;
(@) - g(@). (@ ))e)

@y
N - 2 * * * *
(@)~ g((@"),(@))(a")

15

R = (= )|k = AU+ k)N + ko E
2k = (1= 2k, = Ak +K,)) + 2k k)

|tk =207 )N + Ak k E
VO = Ak +K,)) + 2k, k)

(@) - g((@),(@))(a)
|

ey

1

Pk - (= Ak ) Wk = A+, 2)) + 2k k)
(Bhky" = (1=2k,)*)*

= A 4K + Pk R
Xk, =(1=2k))?)
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elde edilir. Sira binormal, trinormal,ikinci egrilige ve ligiincii egrilige geldiginde,

-9 %) =) €
(1-4k) 0 A, 0
AN A VAl ~(1=36) VAl ~(1=36)
0 (6~ +K)) 0 £23
V=0 +42)) + i V=26 +12)) + i’
436 +267) 0 (o222 0
(k) o U= " e~ 45

Jﬂsz (=AY Ok =206 +h2) + RS 2 ==k (k=7 +67)F + 20k

T AN A(a®)"

E =+
HT* AN A (0{*)"’”

. (0. (1= Ak ) sy 0.k, — Ak + k2, (h, — 22 — 2k + 2k,)))
VA= 2R+ Gy = Ak + k) by Gy — 2K — 2k, + 2k,

A
=4+

4]

olarak alalim.
B ' =+N AT AE

(k= A0 + k) ky (k= k7 = 2k + 2k )+ kK
[ W2k == k) ek, = Ak + 5, + 2k,

T

U= A )= 2k )k = A, + ks Wk, (k, = 22 = Ak, + k) )+ 22,2k (1 ) g
AW Ak, = (1= Ak, )2 (K, = A0k + k7)) + 2y

\T ol A(a*>’"H e >H

"




4]

Ak, = (= 2 (k= Ak + ) + Ak k)

L el@)™, B
} HT*/\N*/\(a*)"’

(@)

kol — Ak k)
|4l 22,2 = (1= 2k, )?

olarak bulunur.
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BOLUM 5

EGRISEL UYGULAMALAR
Simdi, bu ¢alisma i¢in baz1 geometrik uygulamalar sunacagiz.

Problem 5.1. A(1,0,0) noktasinda bulunan bir parcacik 2 vektor alaninda 4"(~1,0,0)
t

hareket edecek sekilde {e,.e,.e,,e,} catisina gore alindiginda Frenet catisi
inceleyelim.

a(s) = (coss,sins,0,7) egrisi ¢t > 0 spacelike olarak ele alindiginda

a'(s) = (—sins,coss, 0,1") a'(0) =(0,1,0,7")

a"(s) = (—coss,—sins, 0,¢") a"(0)=(-1,0,0,1")

a"(s) = (sin s,—coss, 0,1") a"(0)=(0,—-1,0,t")

a” (s)=(cos s,sins, 0,t™) a"(0)=(1,0,0,t")

diferansiyellerini aldigimizda

a!
T="_
o

— (0’ ]‘9 Oﬁt')

N

| z.an_g(a!’aﬂ).a!

2
H”a’” 'an _ g(a!,au)'ar

!

(94

(— (1+1%),-t1",0, t")
=2 +72( +1)

A

Ml



olsun;
Fex TANAa"
|TANAa”
—e e, e,
0 1
TANAQ"= V1417
—(1+t% =
0
I |4
0 -1 0

_—q/(1+t'2)(t”'+t')B

: ]

E =+(0,0,—1,0)

B=tENATAE
—€ € & €
_ (1 + t!2) _trtﬂ 0 t_”
I I 4]
0 L 2
V1+1? V1+1¢?
0 0 -1 0

83

=i[¢ N+ (", ¢,0,-1)

_(l+t'2)2 + tl!Z(tIZ + 1)

H||a!||2.an _ g(a',a").a'

1 4
’
e

S R 1)
(1+17)°

TANAa"

a!

kz—‘

!

[24

‘o - g(a’,a”).a’”
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I GER) (B2
— A+ +17 (7 +1)

g(a"™ E)
||T ANAa"

3

a!

_ t(lv)\/_ (1 4 tr2)2 4 t”z(t'z 4 1)
"+ )1+17)

olarak Frenet catis1 elde edilir. Ayni sekilde A°(-1,0,0) noktasindaki duruma
baktigimizda

a(s)=(—coss,sins,0,¢) egrisi ¢ > 0 spacelike olarak ele alindiginda

a'(s) = (sins,coss, 0,1") a'(0) =(0,1,0,¢")
a"(s) = (coss,—sins, 0,1") a"(0)=(1,0,0,£")
a"(s) = (—sin s,—coss, 0,1") a"(0)=(0,—1,0,")
a”(s)=(-cos s,sins, 0,") a™(0)=(1,0,0,t")

diferansiyellerini aldigimizda
a!
T="_
e

— (0’17 Oitl)

Vi+e?

2
||a/|| 'an_g(a!’aﬂ)'ar

N

a! z.a"_g(a!’aﬂ).a!

_ ((1 +17),—11"0, t")
V=2 + (7 +1)

_ A4
|

alirsak;

TANAG"
T rANAa”




T/\N/\am: W
1+ —tt"

4 l4]

\/m(t'” +1')
4]

E =+(0,0,1,0)

B=t2NATAE

—€ e, e,
_ (1 + t'2) _ l"l‘” 0
Z

Il
H+

= (1 +t12)2

TANAa"||a

!

o

kzz‘

"+t )1+17)

|4

Z'a” _ g(a',a").a'

0 -1 0
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(G

ST AN ~a ]

t(W)

%
"+ )1+17)

olarak buldugumuz Frenet catilarini karsilastirdigimizda egriliklerinin degismedigini ve
tegetlerinin ayn, asal birinci bilesenlerinin ve binormallerinin ters isaretli oldugu

goriiliir.

Problem 5.2.

a) b)
o (2w z

L3

Sekil 5.1.a, kiirenin kuzey kutup tarafinda kalan yarisini temsil etmektedir. Eger
eksenlerin bu birim kiireyi deldikleri noktalar kendi simgeleriyle gosterilirse kiire
ylizeyinde z, n, n noktalar1 bir kiiresel iiggen olusturur.(Sekil 5.1.b) Toplam cekiil
sapmas1 (0), onun azimutu (a,), dogu-bat1 bileseni (n) ve kuzey-giiney bileseni (&)
astronomik ve jeodezik verilerle ayni kiiresel licgende toplanmis olurlar. Burada
koordinatlar1 yazacak olursak;

X=gq-cotgu-cosa

y=gq-cotgu-sina

z=1ga

dir. Bu durumda giinesin geldigi dogrultuda bulunan bir evin giineydogu duvari,

doguyla 180° + 29° lik, glineybat1 duvar1 giineyle 29°lik a¢1 yapar. O halde giines agis1
119° ile 229° arasinda yer alir. q boyundaki duvara dik ¢ubugun bulundugu dikey saati
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koordinat merkezi alinirsa y ekseni yere dik, x-ekseni batiya yonelik, ¢ bulunan yerin

enlemi,

5| < & deklinasyonu ve a ¢ubugun gilineyle yaptigi a¢1 olmak iizere,
y? (sin2 @ —sin’ 5)+ x*(cos” @ -sin’ a —sin’ &) + xy(sin « -sin 2¢)
— xgsin2acos’ ¢ — ygcosa -sin2p +q°(cos’ a -cos” @ —sin’ &) = 0
hiperboliinii izler.
Donenceler i¢in ¢ = 0 alinirsa dogru
ysin@+ xsina - cosa = ¢ cosa - Cos @

elde edilir.
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