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Bu c¢alismada, diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢dzlimlerini bulmak igin
matematiksel bir yontem olan agirlikli kalanlar yontemi sunulmustur. Bu ydntem,
akiskanlar mekanigi, 1s1 transferi, kimya miihendisligi, v.b. alanlarda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Diferansiyel denklemler ve agirlikli kalanlar yonteminin kisa bir tarifinden sonra,
yontemin uygunlugu, programlamadaki kolayligi, daha az bilgisayar isi ve dogrulugu
gibi avantajlarin1 géstermek i¢in bazi uygulamalar verilmistir.
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THE METHOD OF WEIGHTED RESIDUALS AND ITS SOME
APPLICATIONS
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In this work, the method of weighted residuals, which is a mathematical method of
seeking for approximate solutions of differential equations, is presented. This method is
extensively used in the fields of fluid mechanics, heat transfer, chemical engineering,
etc.

After a brief description of differential equations and the method of weighted
residuals, some applications are illustrated to show the advantages of the method such
as convenience, simplicity in programming, less amount of computer work and
accuracy.
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1. GIRIS

Tabiatta karsilasilan her hadise genelde fizik kanunlar1 yardimiyla ve matematik
diliyle anlagilmaya c¢alisilir. Newton ve 17. yiizyilin diger bilim insanlar fizigin temel
kanunlarmni ifade etmek i¢in diferansiyel denklemleri ortaya koymuslardir. Diferansiyel
denklemler fiziksel biiytlklikler (kuvvet, kiitle, yer degistirme, v.b. ) ve bu
biiytikliiklerin uzay ve zamana gore degisim oranlar (tiirevleri) arasindaki iliskilerini
tanimlamaktadirlar. ~ Bu iligkilerin ne ifade ettigini bulmak icin diferansiyel

denklemlerin ‘¢6ziimiine’ vardir.

Uygulamal1 bilim dallarinda karsimiza ¢ikan diferansiyel denklemlerin ¢ogu bilinen
analitik yontemlerle ¢ozlilemediginden cesitli sayisal (sonlu farklar yontemi, sonlu
elemanlar yontemi v.b.) ve yaklasik (varyasyonel metot, pertiirbasyon teorisi v.b.)
yontemler gelistirilmistir. Yaklasik yontemlerden biri de agirlikli kalanlar yontemidir.
Buna ek olarak son zamanlarda gelistirilen yaklasik yontemler arasinda homotopi analiz
yontemi, varyasyonel iterasyon yontemi ve homotopi pertiirbasyon yontemi sayilabilir.

Biz bu ¢aligmada agirlikli kalanlar yontemi iizerinde duracagiz.

Agirlikli kalanlar yontemi, giiniimiizde fen ve miihendislik alanlarindaki bir ¢ok
problemi ¢dzmede kullanilan ve sonlu elemanlar yontemi olarak bilinen sayisal
yontemden dnce var olan bir yontemdir. Bu yontem sonlu elemanlar yontemi igin taban
teskil etmektedir. Diger yaklasik yontemlerle karsilastirildiginda probleme uygulamasi
kolay ve c¢ok fazla bilgisayar hesaplama siiresi gerektirmediginden kullanish bir
yontemdir. Bu nedenle bu calismada bu yontem kullanilarak fen ve miihendislik
alanlarinda karsilasilan ¢esitli problemlerin ¢oziimleri yaklasik olarak bulunacaktir.
Problem ¢oziimlerinden Once ilk olarak yontem ile ilgili temel kavramlar verilecek,

ardindan yontem kisaca tanitilacaktir. Son olarak ise, yontemin kullaniligin1 daha iyi



kavramak amaciyla yontemin adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulamalari

verilecektir.

1.1 Kuramsal Bilgiler ve Literatiir Taramasi

Agirlikli kalanlar yontemi, bir fonksiyonun cesitli degerler karsiliginda elde edilen
yaklagik ¢oziimii ile gercek ¢oOziim arasindaki farklarin bir agirlik fonksiyonu ile
carpilarak toplamlarini minimize etme islemidir. Bu yontem, kollakasyon, alt bolge, en
kiigiik kareler, Galerkin ve momentler yontemlerini kapsamaktadir. Bu yontemler
kararli 1s1 ve kiitle transferinde birgok denkleme uygulanabilir. Ayrica bu yontemlerle,
1s1 ve kiitle transferi kadar akigkanlar mekanigi ve kimya miihendisligi problemleri de

¢oziilebilir.

Kollokasyon yontemi Slater (1934) tarafindan metallerdeki elektronik enerji
bandlar1 lizerine ve Barta (1937) tarafindan kare prizmanin biikiilmesi {izerine ortaya
cikan diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kullanilmistir. Daha sonra adi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek igin genel bir yontem olarak gelistirilmistir. Frazer (1937) ¢ok
farkli1 deneme fonksiyonlar1 kullanmig ve kollokasyon noktalarin1 keyfi olarak
yerlestirmistir. Lanczos (1938), Tchebyshev polinomlarmni dikkate alarak ¢oziimii
genisletmistir ve kollokasyon noktalar1 olarak Tchebyshev polinomlarinin kdklerini
kullanmistir. Lanczos (1938) daha sonra bu yontemi ortogonal kollokasyon ydntemi
olarak yeniden ele almis ve bu yontemin degisik problemleri temsil eden lineer olmayan

denklemler i¢in uygun oldugunu gérmiistiir.

Alt bolge yontemi, ilk olarak Alman miihendisler Biezeno ve Koch tarafindan
cubuklar, 1sinlar ve diizlemlerin kararliliginda ortaya ¢ikan problemlerin ¢oziimii i¢in
gelistirilmistir (Biezeno ve Koch 1923, Biezeno 1923-1924, Biezeno ve Grammel
1955).

En kiiciik kareler yonteminin kokeni 1795 yilinda Gauss’un yapmis oldugu
calismalara dayanmaktadir. 1806 yilinda Legendre de ayni yontem iizerine ¢aligmalar
yapmistir (Hall 1970, Sorenson 1970). Ayrica Picone (1928) bu yontemi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in ve Becker (1964) niikleer reaktor mithendisligindeki karmagsik

problemleri ¢6zmek i¢in kullanmistir.



Galerkin yontemi en iyi yaklasim yOntemlerinden biridir. Rus miihendis Galerkin
(1915) gelistirmistir. Diger kimi yaklasim yontemlerine nazaran daha ¢ok kullanilir ve
analitik ¢oziime daha yakin sonuglar verir. Bu yontemi ayrica Duncan (1937, 1938a, b,

¢, 1939) ve Kontorovich ve Krylov (1958) calismistir.

Momentler yontemi ise Yamada (1947, 1948, 1950) tarafindan laminer sinir tabaka
problemleri ve nonlineer gecici difiizyon problemlerine uygulamak igin gelistirilmistir.
[k yaklasim igin alt bdlge ydntemine benzerdir ve genellikle integral yontemi olarak da

adlandirilir.

Bu yontemlerin hepsini, her tilkedeki farkl kisilerin ¢aligmalarin1 gdz oniine alarak
agirlikli kalanlar yontemi adi altinda Crandall (1956) birlestirmistir. Daha sonra Collatz
(1960), Clymer ve Braun (1963), Finlayson ve Scriven (1966) bu yontemi farkl

alanlardaki problemlere uygulamislardir.

1.2 Materyal ve Metot

Tezin hazirlanmasi asamasinda baslangicta Bruce A. Finlayson’un “The Method of
Weighted Residuals and Variational Principles with Application in Fluid Mechanics,
Heat and Mass Transfer”’(1972, Academic Press, New York and London) isimli kitab1
baz alinmistir.  Fen bilimleri ve mihendislik alanlarindaki uygulamalar igin

gerektiginde matematik tabanli bilgisayar programlari kullanilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Matematiksel fizik ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikan olgularin ¢ogunun kismi
diferansiyel denklemler tarafindan tanimlanabildigi iyi bilinmektedir. Ornegin fizikte,
1s1 akist ve dalga yayilimi olgulart kismi diferansiyel denklemlerle tanimlanir.
Ekolojide cogu niifus modeli kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Kimyasal
olarak reaktif bir malzemenin dagiliminda kismi diferansiyel denklemlerden
yararlanilir. Ek olarak, akiskanlar dinamigi, kuantum mekanigi, elektrik ve diger ¢ogu
modelin fiziksel olgular1 kismi diferansiyel denklemler tarafindan gecerlilik bolgesi

igerisinde ele alinir.

Diferansiyel denklemler, bilim ve miihendislik modellerinin fiziksel olgularim
matematiksel olarak ifade etmede kullanisl bir ara¢ olmustur. Bu yiizden diferansiyel
denklemler bilim diinyasinda onemli bir yere sahiptir. Bu boliimde diferansiyel

denklemlerle ilgili temel kavramlar 6zet olarak verilecektir.

2.1 Tanimlar

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bagintiya diferansiyel

denklem denir.

2.1.1 Adi diferansiyel denklemler

Diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisi bir ise bu denkleme adi
diferansiyel denklem denir. Yani adi diferansiyel denklemlerde bagimli degisken

u =u(x) seklinde bir tek bagimsiz degiskene sahip olmalidir. Adi diferansiyel denklem

icerisinde bulunan en yiliksek mertebeli tiirevin mertebesine diferansivel denklemin



mertebesi denir. En yliksek mertebeden tiirevin kuvvetine de diferansiyel denklemin
derecesi denir. Diferansiyel denklemin derecesi hesaplanirken denklemin tiirevlerine

gore polinom olarak yazilmasi gerektigine dikkat edilmelidir.

x bagimsiz, y bagimli degiskenli n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem

a,(0)y" +a,()y" Y+t a,, (0 +a,(x)y =b(x) (D
seklinde yazilabiliyor ise denkleme lineer adi diferansiyel denklem denir. Aksi taktirde

lineer olmayan adi diferansiyel denklem denir.

Denklem lineer ise, (1) denkleminde bulunan a,,q,,...,a, katsayilarinin her biri

sabit sayilar ise denkleme sabit katsayili lineer diferansiyel denklem denir. Eger,

a,,a,,...,a, katsayilarindan en az bir tanesi bagimsiz degiskene bagli ise denkleme

degisken katsayili lineer diferansiyel denklem denir. (1) denkleminde esitligin sag tarafi

sifir ise yani b(x)=0 ise denkleme homojen (ikinci yansiz) lineer adi diferansiyel
denklem, b(x) # 0 ise denkleme homojen olmayan (ikinci yanli) lineer adi diferansiyel

denklem denir.
2.1.2 Baslangi¢-simir deger problemi

Bir diferansiyel denklemin belli kosullara gore ¢oziimleri arandiginda eger bagimli
degisken ve tiirevlerine gore kosullar tek bir noktada verilmis ise probleme baslangic
deger problemi ad1 verilir. Eger kosullar farkli noktalarda verilmis ise probleme sinur
deger problemi denir. Ornegin;

y'+y=0, y(0)=1y'(0)=-1— baslangi¢ deger problemi
Y4y =0, p(0)=1, y(%) =0 smir deger problemi

olarak adlandirilirlar.
2.1.3 Kismi diferansiyel denklemler

Kismi diferansiyel denklem, bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ve onun

kismi tiirevlerini iceren bir denklemdir. Adi diferansiyel denklemlerin tersine, kismi



diferansiyel denklemlerde bagimli degisken u = u(x,7) yada u =u(x,y,t) gibi birden
fazla bagimsiz degiskene baghdir. Eger wu =u(x,t)ise, u fonksiyonu x uzay
degiskenine ve ¢ zaman degiskenine baglhdir. Bununla birlikte, eger u = u(x, y,t) ise

u fonksiyonu x, y uzay degiskenine ve ¢t zaman degiskenine baghdir.

Ornegin,
u, =ku_ (2)
u, =k(u, +u,) 3)
u, =k(u, +u, +u_) 4)

denklemleri sirasiyla bir boyutlu 1s1 akisi, iki boyutlu 1s1 akis1 ve li¢ boyutlu 1s1 akisini

gosteren denklemler olarak bilinirler. (2) denkleminde u = u(x,¢) bagimli degisken ve
x uzay degiskeni, ¢ zaman degiskenine baghdir. (3) denkleminde u = u(x, y,t) bagiml
degiskendir ve 3-tane bagimsiz degiskene baglidir. Bunlar x,y uzay degiskenleri ve ¢
zaman degiskenidir. (4) denkleminde u =u(x,y,z,¢t) bagimh degiskendir ve 4-tane

bagimsiz degiskene baglidir. Bunlar x, y,z uzay degiskenleri ve ¢ zaman degiskenidir.

Kismi diferansiyel denklemlerin diger 6rnekleri

u, = czum ()
utt = Cz(uxx +uyy) (6)
utt = Cz(uxx +uyy +uzz) (7)

strastyla bir boyutlu dalga yayilimini, iki boyutlu dalga yayilimini ve {i¢ boyutlu dalga
yayilimini simgeleyen denklemler tarafindan verilir. (5), (6) ve (7) denklemlerinde

bilinmeyen fonksiyonlar sirastyla w=u(x,t), u=u(x,y,t) ve u=u(x,y,z,t)

fonksiyonlaridir.
Laplace denklemi
u, +u, =0 (8)
uxx + uyy + Z’lzz = 0 (9)

ile verilir, ve u fonksiyonu ¢ zaman degiskenine bagl degildir.



Bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi, denklemdeki en yiiksek kismi tiirevin
mertebesidir. Ornegin, asagidaki denklemler
u,—u, =0,

u.—u, =0, (10)

XX t
u, —uu, = 0,

sirastyla 1. mertebe, 2. mertebe ve 3. mertebeden kismi diferansiyel denklemlerdir.

Kismi diferansiyel denklemler lineer yada lineer olmayan denklemler olarak
siiflandirilir. Bir kismi diferansiyel denklem eger;
(1) denklemdeki bagimh degisken ve bagimli degiskenin her bir kismi tiirevinin
kuvveti 1 olmalidir ve
(i) bagiml degiskenin katsayilari ve her bir kismi tlirevinin katsayilar1 sabitler ya
da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar1 olmalidir,
sartlarin1 saglarsa ‘lineer’ olarak adlandirilir. Bununla birlikte kismi diferansiyel

denklem bu sartlardan herhangi birini saglamazsa ‘lineer olmayan’ olarak adlandirilir.

Lineer kismi diferansiyel denklemler bilimsel uygulama alanlarinin g¢ogunda
difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi denklemlerle ortaya c¢ikar. Asagida onemli
olan ve 1yi bilinen modellerin bazilar1 yer almaktadir.

1. Bir boyutlu 1s1 denklemi

u, =ku, (11)
ile verilir. Burada & bir sabittir.
2. Bir boyutlu dalga denklemi
=c’u (12)
ile verilir. Burada ¢ bir sabittir.
3. Laplace denklemi

u, +u, =0 (13)
ile verilir.
4. Lineer Schrodinger denklemi

iu, +u, =0, i’=-1 (14)

ile verilir.



Kismi diferansiyel denklemlerin, matematiksel fizigin, akiskanlar dinamiginin de
dahil oldugu miihendisligin, plazma fiziginin, kuantum alan teorisinin, lineer olmayan
dalga yayiliminin ve lineer olmayan fiber optiginin farkli alanlarinda ortaya ¢iktigindan
daha Once bahsedildi. Asagida en cok ilgilenilen ve iyi bilinen lineer olmayan
modellerin bazilar1 yer almaktadir:

1. Burgers denklemi
u, +uu_ =ou_ (15)
ile verilir.

2. Sine- Gordon denklemi
u,=c’u_ +asinu (16)
ile verilir.

3. Lineer olmayan Schrodinger denklemi
iu,+uxx+}/|u|2u20 (17)

ile verilir.

Kismi diferansiyel denklemler, ayn1 zamanda homojen (ikinci yansiz) ve homojen
olmayan (ikinci yanli) olarak siniflandirilabilir. Herhangi mertebeden bir kismi
diferansiyel denklem, eger kismi diferansiyel denklemin her terimi bagimli degiskeni ya
da onun tiirevlerinden birini icerirse homojen (ikinci yansiz) kismi diferansiyel denklem
olarak adlandirilir; aksi taktirde homojen olmayan (ikinci yanliy) kismi diferansiyel

denklem olarak adlandirilir.

Bir lineer homojen adi diferansiyel denklem i¢in, eger u,,u,,u,,...,u, denklemin
¢oziimleriyse, bu durumda u,,u,,u,,...,u, ’in lineer kombinasyonu olan

U=cu +cu, +ciuy +--+cu, (18)
ifadesinin de denklemin ¢6ziimii oldugu bilinmektedir. Bu ¢oziimlerin iki ya da daha
fazlasinin kombinasyonu kavrami ‘siiperpozisyon prensibi’ olarak adlandirilir.
Siiperpozisyon prensibinin verilen bir bolgede lineer homojen kismi diferansiyel
denklemler icin kullanigh oldugu dikkat edilmesi gereken 6nemli bir noktadir.

Bir lineer adi diferansiyel denklem igin, genel ¢6ziim keyfi sabitlere baglidir. Adi

diferansiyel denklemlerin tersine, lineer kismi diferansiyel denklemlerde, genel ¢6ziim

keyfi fonksiyonlara baghdir. Bu,



u +u, =0 (19)
kismi diferansiyel denkleminin

u=f(x-y) (20)
seklindeki c¢oziimlere sahip oldugu dikkate alinarak kolaylikla incelenebilir. Burada

f(x—y) tirevlenebilir keyfi bir fonksiyondur. Bu, (20) denkleminin ¢éziimiiniin

u=x-y,
u=e"’,

u = sinh(x — ), (21)
u=In(x—y),

fonksiyonlarindan herhangi biri seklinde olabilecegi anlamina gelir.
2.1.4 Simir kosullar:

Sinirli bir Q bolgesinde fiziksel olgularin matematiksel davranisini kontrol eden
bir kismi diferansiyel denklem verildiginde, u# bagimmli degiskeni genellikle Q
bolgesinin sinirinda tanimlanir. Sinir verisi sinir kosullar1 olarak adlandirilir. Sinir

kosullart asagidaki gibi tanimlanan 3 tipte verilir:

1. Dirichlet Siir Kosullari: Bu durumda, u fonksiyonu genellikle sinirl

bolgenin sinir1 iizerinde tanimlanir. L uzunluklu bir ¢ubuk i¢in, 0 < x < L, sinir
kosullart o ve f sabitler olmak iizere u(0)=ea,u(Ll)=/p ile verilir.
Dikdortgensel bir diizlem i¢in, O0<x<L,, 0<x<L,,smir kosullart i¢in
u(0,y), u(L,,y), u(x,0) ve u(x,L,)degerleri tanimlanir. Simir {zerindeki

herhangi bir noktada u bagimli degiskeni sifir ise, sinir kosulu ‘homojen’

olarak adlandirilir, aksi taktirde ‘homojen olmayan’ olarak adlandirilir.

2. Neumann Simir Kosullari: Bu durumda, sinir i¢in disa dogru normal boyunca

du .. . -
u’nun o normal tlirevi tanimlanir. L uzunluklu bir ¢ubuk i¢in, Neumann sinir
n

kosullart u _(0,¢) =, u (L,t) = f formlarindan olusur.
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3. Kansik Smmir Kosullari: Bu  durumda, # bagiml degiskeni ve normal

tiirevinin lineer bir kombinasyonu sinir tizerinde tanimlanir.

2.1.5 Baslangi¢ kosullari

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢ogunlukla 1s1 dagilimi, dalga yayilim olgusu ve
kuantum mekanigi olgusu gibi fiziksel olgular1 ifade etmede ortaya ciktigina dnceden
deginildi. Kismi diferansiyel denklemlerin ¢ogu uzay degiskenlerinin yani sira,
difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi, + zaman degiskenine de baghdir. 1 =0
baslangi¢ aninda u# bagimli degiskeninin baslangic degerlerinin tanimlanmasi gerekir.
Is1 durumu i¢in baslangi¢ zamaninda sicakligi tanimlayan u(z = 0) baslangi¢c degerinin

tanimlanmasi gerekir. Dalga denklemi i¢in, u(z = 0) ve u, (¢t = 0) baslangi¢ kosullarinin

tanimlanmas gerekir.

2.1.6 Iyi-konulmus kismi diferansiyel denklemler

Bir kismi diferansiyel denklem, denklemi ve tanimlanan kosullari saglayan ve
kararli olmasi sartiyla var olan tek bir ¢oziime sahipse iyi-konulmus oldugu sdylenir.
Kismi diferansiyel denklemin katsayilar1 ya da kosullarindaki kiigiik bir degisiklik,
kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinde kiiciik bir degisiklikle sonuglanirsa, ¢éziimiin

kararli oldugu sdylenir.

2.2 ikinci Mertebe Kismi Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

x ve y bagimsiz degiskenli ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklemin

genel formu

Au, +Bu,,+Cu, +Du +E +Fu=G (22)

ile verilir. Burada 4,B,C,D,E,F ve G, x ve y degiskenlerinin fonksiyonlar1 ya da

sabitlerdir. Ikinci mertebe bir kismi diferansiyel denklem (22), genellikle denklemlerin

3 temel sinifi i¢erisinde asagidaki gibi siniflandirilir:
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1. Parabolik Denklem: Parabolik denklem
B> —44C=0 (23)
0zelligini saglayan bir denklemdir. Parabolik denklemlerin 6rnekleri 1s1 akist ve
difiizyon siire¢ denklemleridir. Is1 transferi denklemi
u, =ku_ (24)
seklindedir.

2. Hiperbolik Denklem: Hiperbolik denklem
B> —44C >0 (25)
Ozelligini saglayan bir denklemdir. Hiperbolik denklemlerin &rnekleri dalga
yayilimi denklemleridir. Dalga denklemi
=c’u (26)

seklindedir.

3. Eliptik Denklem: Eliptik denklem
B> -44C <0 (27)
ozelligini saglayan bir denklemdir. Eliptik denklemlerin 6rnekleri Laplace
denklemi ve Schrodinger denklemidir. iki boyutlu Laplace denklemi
u, +u, =0 (28)

ile verilir. u(x,y) potansiyel fonksiyonu tanimlandigi i¢in Laplace denklemi

siklikla potansiyel denklemi olarak da adlandirilir.

2.3 Hata ve Hata Tiirleri

Sayisal hatalar, matematiksel iglemler ve degerlerin yaklasik kullanimlarindan
ortaya c¢ikan farklar olarak tanimlanabilir. Bu hatalarin bir kismi kullanicilarin
kendisinden, bir kismi bilgisayarda kullanilan yazilimlardan ve bir kismi da
bilgisayarlarin dogal olarak sayilari belirli bir uzunlukta depolayabilme, yuvarlatma ve

kesmelerinden kaynaklanir.

Ornegin bir deneyde 6lgiilen veya gdzlenen deger, belirli bir hassasiyette gozlenir.
Yani, belirli bir ondaliktan sonra gelecek sayilar bilinemez. Gozlemlenen deger,

noktadan sonra dort basamakli ise besinci basamak i¢in bir sey sOylenemez. Bu sekilde
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gozlemlenen veya Olclilen degerlerin binlerce aritmetik islemin bulundugu bir
algoritmada kullanilacagi varsayilirsa, her bir islemden sonra, sonucun daha az dogru

oldugu sonucuna varabiliriz. Farkli bir 6rnek vermek gerekirse 7 =3.141592654...,
J2=141421..., 2/3=0.66666... gibi ondalik haneleri sonsuza uzanan sayilar

aritmetik islemlerde kullanildiginda yapilan hatalarin daha acik olacagi goriiliir.
Hatalara hesaplayicilar yoniinden bakildiginda, farkli bir durumla karsilasilir. Bilindigi
gibi hesaplayicilar, bir devreden akimin gecip gegmemesi esasina gore, iki tabanli say1
sistemine gore c¢alisir. Aritmetik islemlerde verilen tiim on tabanli sayilar
hesaplayicilarda once iki tabanli sayilara doniistiiriiliir daha sonra islenir. Sayet verilen
say1 bir tam say1 ise, biitlin tamsayilarin iki tabanli karsiligi oldugundan ve her iki
sayida tamsay1 oldugundan iki say1 arasinda bir fark olusmaz. Sayet verilen say1 reel
say1 ise ondalik kisminin iki tabaninda tam karsiliginin olup olmadig: arastirilmalidir.
Ornegin,
(0.125),, = (0.001),
durumunda oldugu gibi (0.125) sayismin iki tabanli karsiligi (0.001) oldugu halde

(0.1) reel sayismin iki tabaninda tam olarak ifade edilmesi miimkiin degildir.

Gozlemlenen veya Olciilen degerlerin hesaplayicilar igerisinde sinirli bir hafizada
tutulur. Bu nedenle, sayilar iki tabaninda ancak belirli uzunlukta ifade edilebilmektedir.
Ornegin, reel sayilar i¢in normal hassasiyette 32 bitlik bir yer ayrilan hesaplayicida 7
ondalik basamaga, cift hassasiyette ise 64 bitlik yer ayrilir ve bu da yaklasik 15 ondalik
basamaga karsilik gelir. Bu nedenle degerler icin hesaplayicilardaki ayrilan yerler veri

tipine gore degismektedir. Bu da farkl: bir tiirde hataya neden olabilmektedir.

Kesme ve yuvarlatma hatalari, verilerin sayisal islemlere girmesinden kaynaklanan
hatalardir. Sonsuz terimli bir seriyi uygun sekilde keserek sayisal sonuclar elde edilir.
Belirli terimden sonra gelen terimlerin ihmal edilmesi kesme hatasi olarak bilinir.

Burada yapilan hata atilan terimlerin toplami kadar olur. Ornegin;

3 5 7
X X

Sln(X)ZX—g-FE—T'F

radyan cinsinden verilen bir x agisinin siniisiiniin hesaplanmasinda kullanilir. Bu
sonsuz serinin tim terimlerinin hesaplanmasi miimkiin degildir ve hesaplamada belirli

bir terim isleme alinarak sin(x) i¢in yaklasik bir deger elde edilir. Bu hesaplamada

thmal edilen terimlerin toplami yapilan kesme hatasina esit olur.
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2.3.1 Mutlak hata

Dogru olarak kabul edilen bir biiyiikliigiin degeri (analitik olarak bilinen) ile sayisal
hesaplamalar sirasinda elde edilen deger arasindaki fark mutlak hata olarak tanimlanir:

Mutlak hata=|gercek deger- yaklasik deger]|.
2.3.2 Bagil Hata

Mutlak hatanin gercek degere boliinmesiyle elde edilen hatadir. Fakat her problem
icin gercek degeri bilme olanagi olmadigi i¢in bagil hata genel olarak mutlak hatanin
yaklasik degere boliinmesiyle elde edilir. Yani bagil hata, gercek deger biliniyorsa

Bagil hata=Mutlak hata/ger¢ek deger
seklinde, ger¢ek deger bilinmiyorsa

Bagil hata=Mutlak hata/yaklasik deger

seklinde tanimlanir.
2.3.3 Ortalama Karesel Hata

Iki fonksiyonun yakinlig1 igin mantikli bir skaler indeks L, normu ya da Euclid

normudur. Bu 6l¢ii mithendislikte genellikle ortalama kare hatanin karekokii olarak

adlandirilir. Ortalama karesel hata

\/I (u(x) —Uu, ()c))2 dx
E s (%) =
Idx

olarak tanimlanabilir. Ayrica ayrik noktalarda ortalama karesel hata

ERMS

seklindedir.
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3. AGIRLIKLI KALANLAR YONTEMi

Bir fonksiyonun ¢esitli degerler karsiliginda elde edilen yaklasik ¢oziimii ile gercek
¢Ozlim arasindaki farklarin bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak toplamlarint minimize

etme islemine ‘agirlikli kalanlar yontemi’ denir.

Fen ve miihendislik alaninda ortaya ¢ikan denklemlerin ¢ogu analitik olarak
cOziilememektedir. Bu sebeple analitik ¢Ozliimiini bulamadigimiz diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin niimerik yontemler ve yaklasik yontemler gelistirilmistir.
Agirlikli kalanlar yontemi de bu yaklasik yontemlerden biridir ve sonlu elemanlar
yonteminden Once diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin gelistirilmis bir yontem olup,
sonlu elemanlar yontemi icin eleman yontemi tiiretmede agirlikli kalanlar yonteminden
Galerkin yontemi kullanilir. Agirlikli kalanlar yontemi, bir nevi sonlu elemanlar

yonteminin temelini olusturur denilebilir. Yontem asagidaki sekilde kisaca tanitilabilir:

D lineer diferansiyel operator olmak tizere
D(u(x)) = p(x) (29)

diferansiyel denklemi ele alinsin. u fonksiyonuna #, deneme fonksiyunu yardimryla

yaklagilacagi diisiiniilsiin. Yani

N
uzily = ¢, (30)
i=0

olsun. Burada c, ’ler keyfi sabitler, ¢, ’ler ise lineer bagimsiz baz fonksiyonlaridir.

bu baz fonksiyonlarin lineer kombinasyonu seklinde yazilmistir. (30) ifadesini (29)

denkleminde yerine yazarsak
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E(x) = R(x) = D(it, (x)) = p(x) # 0

elde edilir. Elde edilen deger ‘hata’ ya da ‘kalan’ olarak adlandirilir.

Agirlikli kalanlar yontemindeki mantik, bolge lizerinden alinan kalanin agirlikli

integralini sifir yapmaktir. Bu ise

jR(x)W,.dx=o i=12,..n (31)
X

anlamina gelir. Burada W, ’ler agirlik fonksiyonlari olup, bu fonksiyonlarin sayist u,
deki ¢, bilinmeyen sabitlerinin sayisina esittir. Sonugta, adi diferansiyel denklemler i¢in
bilinmeyen c, sabitlerinin sayis1 kadar cebirsel denklem, kismi diferansiyel denklemler
icin ise, adi diferansiyel denklem elde edilir. Agirlikli kalanlar yontemi buradaki W,

agirlik fonksiyonlarinin segimine bagl olarak 5 farkli alt yontem igerir. Bunlar;
1. Kollokasyon yontemi,
2. Alt bolge yontemi,
3. En kiiciik kareler yontemi,
4. Galerkin yontemi,
5. Momentler yontemi,

seklindedir. Simdi bu yontemleri taniyalim.
3.1 Kollokasyon Yontemi

Kollokasyon yontemi Slater (1934) tarafindan metallerdeki elektronik enerji bantlar
lizerine ve Barta (1937) tarafindan kare prizmanin biikiilmesi iizerine ortaya cikan
denklemleri ¢ozmek i¢in kullanilmistir. Daha sonra adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin genel bir yontem olarak gelistirilmistir. Frazer (1937) ¢ok farkli deneme
fonksiyonlar1 kullanmistir ve kollokasyon noktalarim1 keyfi olarak yerlestirmistir.
Lanczos (1938), Tchebyshev polinomlarin1 dikkate alarak ¢oziimii genisletmistir ve
kollokasyon noktalar1 olarak Tchebyshev polinomlarinin koklerini kullanmistir. Yazar
daha sonra bu yontemi ortogonal kollokasyon yontemi olarak yeniden ele almis ve bu
yontemin kimya miihendisligindeki kimi problemleri temsil eden lineer olmayan

denklemler i¢in daha uygun oldugunu gostermistir.
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Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 bolgedeki Dirac 6 fonksiyonlarin ailesinden

alinir. Yani W,(x) = §(x —x;) seklinde secilir. Dirac 6 fonksiyonu;

X=X

o( ) ’
X—x)=
' 0, aksi halde

seklinde tanimlanir. Agirlik fonksiyonunun esiti (31) ifadesinde yerine yazilirsa

[R(x)5(x—x,)dx = 0= R(x,)=0

elde edilir. Bu ise kalanin belirli noktalarda sifira esitlendiginin bir gostergesidir.

Burada X bir reel araliktir.
3.2 Alt Bolge Yontemi

Alt bolge yontemi, ilk olarak Alman miihendisler Biezeno ve Koch tarafindan
cubuklar, 1sinlar ve diizlemlerin kararliliginda ortaya ¢ikan problemlere ¢oziim igin
gelistirilmistir  (Biezeno ve Koch 1923, Biezeno 1923-1924, Biezeno ve Grammel
1955).

Bu yontemde calisilan bolge bilinmeyen katsay1 kadar alt bolgeye boliiniir ve her bir
bolge tlizerinden kalanin integrali sifira esitlenir. Diyelim ki 7 - tane katsay1 bilinmesin

ve X araligi,, X,, i=L2,.,n olmak ilizere n-tane alt araliga ayrilsin. Agirhk

fonksiyonlari;

W, =

1

1 xe X, ise
0, X ¢ X, ise

seklinde secilir. Buradaki W, agirlik fonksiyonlarin1 (31) ifadesinde kullanirsak

1

J.R(x)W,.dx = Z[J.R(X)Widx} = Z[ j R(x)dx} =0, i=12,.,n

1 l

elde edilir.
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3.3 En Kiiciik Kareler Yontemi

En kiiciik kareler yonteminin kokeni 1795 yilinda Gauss’un yapmis oldugu
calismalara dayanmaktadir. 1806 yilinda Legendre de ayni yontem iizerine ¢aligmalar
yapmustir. Ayrica Picone (1928) diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in ve Becker (1964)

niikleer reaktdr mithendisligindeki karmasik problemleri ¢6zmek i¢in kullanmastir.

Bu yontem adindan da anlagilacagi gibi kalanin karesi {izerinden alinan integrali

minimum yapmaya ¢aligmaktir. Yani

S = j R()R(x)dx = j R (x)dx

integralinin minimumudur. Bu skaler fonksiyonun minimumunu bulmak igin, tiim
bilinmeyen sabitlere gore S ’nin tiirevlerini sifira esitleriz. Yani
R
a—S=0:>ZIR(x)8—dx=O
c Y oc,

i i

seklindedir. Bu ifadeyi (31) ile karsilastirirsak W, agirlik fonksiyonlarinin

w R
oc;

seklinde oldugu goriiliir. Yani agirlik fonksiyonlari, kalanin bilinmeyen sabitlere gore

tirevidir.
3.4 Galerkin Yontemi

En 1iyi yaklasim yontemlerinden biridir. ~ Rus miihendis Galerkin (1915)
gelistirmistir. Diger yaklasim yontemlerine nazaran daha c¢ok kullanilir ve analitik
¢Oziime daha yakin sonuglar verir. Bu yontemi ayrica Duncan (1937, 1938a, b, c,

1939 ), Kontorovich ve Krylov (1958) calismstir.

Bu yontem en kiigiik kareler yonteminin bir modifikasyonu olarak

degerlendirilebilir. Bilinmeyen ¢, sabitlerine gore kalanin tiirevlerini kullanmak yerine,
deneme fonksiyonunun bu ¢, sabitlerine gore tiirevleri kullanilir. Yani agirhk

fonksiyonlar1
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W - Ol
" Oc,

1

seklinde olur.

3.5 Momentler Yontemi

Momentler yontemi Yamada (1947, 1948, 1950) tarafindan laminer sinir tabaka
problemleri ve nonlineer gecici difiizyon problemlerine uygulamak igin gelistirilmistir.
Ik yaklasim igin alt bdlge ydéntemine benzerdir ve genellikle integral yontemi olarak da

adlandirlir.

Bu yontemde, agirlik fonksiyonlari polinomlar ailesinden segilir. Yani
W. = 7 i=12,..n
seklindedir. Deneme fonksiyonundaki baz fonksiyonlart polinomlardan segilirse

Galerkin yontemi ile momentler yonteminin sonuglarinin ¢ogunlukla ayni olduguna

dikkat edilmelidir.

Bu yontemlerin hepsini, her tlilkedeki farkl kisilerin ¢aligmalarin1 géz oniine alarak
agirlikl kalanlar yontemi adi altinda Crandall (1956) birlestirmistir. Daha sonra Collatz
(1960), Clymer ve Braun (1963), Finlayson ve Scriven (1966) bu yontemi farkli

alanlardaki problemler i¢in ele alip gelistirmislerdir.

3.6 Deneme Fonksiyonlarinin Se¢imi

Agirlikli kalanlar yontemi uygulanirken deneme fonksiyonunun se¢imi 6nemlidir.
Deneme fonksiyonunun se¢imi, ydntemin kuvvetini belirlemede etkin bir faktordiir.
Diisiik mertebe yaklasimlarda se¢im, sonuglari ciddi oranda etkileyebilir fakat niimerik
yakinsama istenildigi icin daha yiiksek mertebe yaklagimlarda se¢im, sonucu daha az
etkiler. ilgilenilen esas durum, nihai sonuctan ziyade yakinsama oramidir. Herhangi bir
problemi ele alirken yapilmasi gereken ilk adim analitik yontemleri denemektir. Belki
temel problem analitik olarak ¢oziilemez, fakat 6zel durumlarda coziilebilir. Ozel

durumlar deneme fonksiyonunun nasil secilecegi hakkinda fikir saglarlar. Bu sayede
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problemde verilen kosullar1 (hepsini degil) saglayan deneme fonksiyonunu se¢mek

kolaylasir.

Deneme fonksiyonlari, tam ve lineer bagimsiz olmalidir. Polinomlar tamdir ve bu
nedenle herhangi bir silirekli fonksiyon polinomlar yardimiyla seriye agilabilir.
Fonksiyonlarin bir kiimesinin tamlik 6zelligi, yeterli terimin kullanilmasi sartiyla
analitik ¢ozlimili elde edebilecegimizi garantiler. Aksi taktirde ardisik yaklagimlar

¢ozlime yakinsamaz.

Deneme fonksiyonlarinin se¢imi konusunda yukarida bahsedilenlerin disinda iki
tane daha temel kriter vardir. Bunlar problemin simetrikligini inceleme ve sinir

kosullarin1 uygulamadir. Eger siuir kosullart y(x,z) = f(x,z) seklinde ise, deneme

fonksiyonlarin uygun formu
N
2(x,2) = f(x,2)+ ) a,y,(x,2) (32)
i=1

seklindedir. Burada, sinir lizerinde y,’lerin degeri sifira esittir. Deneme fonksiyonlari,

bazen sinir kosullarini, bazen simetri kosullarini uygulayarak bulunabilir ve genel bir

polinomla ifade edilebilir.

Ortogonal polinomlar, deneme fonksiyonlarinda ¢ok kullanighidir. Sinir kosullarinin
bazisini saglatmak ve polinomlarin kombinasyonlari ile analitik ¢oziime ulagsmak igin
yapilandirilabilirler. Ortoganol polinomlardan yararlanip, yeteri kadar terim kullanarak
dogru bir sekilde hesaplama yapilmasiyla elde edilen yaklagim x’ in kuvvetleriyle de

ifade edilebilmesine ragmen polinomlarin ortogonalligi hesaplama avantaji saglar.

Hesaplama zorlugu yiiziinden genellikle birinci ya da ikinci yaklasimlara kadar
islem yapilmasina ragmen transandantal deneme fonksiyonlari da gerektiginde

kullanilabilir (Schetz, 1963; Richardson, 1968).

Zamana bagli problemlerde, ¢6ziimii sinir kosullarini saglayan

Y(x,1) =f(X)+ZA,-(f)X,«(X) (33)
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seklindeki uzaysal modelleri dikkate alarak genisletmek elverislidir. A,(t)

fonksiyonlari, daha sonra yaklagik yontemler tarafindan belirlenir ve baslangic
kosullarini saglar. Bir denklemin farkli noktalardaki ¢6ziimleri biliniyorsa bu ¢éziimler
yardimiyla deneme fonksiyonunu olusturmak miimkiindiir. Ornegin; z =0’da ¢dziim

T,(x,y) ve z=o0"da T,(x,y) ise deneme fonksiyonu;

T(x,y)=Z,(DT(x, ) + Z,(2)T,(x,y) (34)
olarak almabilir ve agirlikli kalanlar yontemi Z, fonksiyonlarmi belirlemek igin

kullanilir.

Daha once bahsedilen yontemlerde kullanilan deneme fonksiyonunun problemlerin
¢Oziimiindeki uygulaniglarina bagli olarak belirli bir yontem smifi altinda
adlandirildigindan da bahsedilebilir. Deneme fonksiyonu problemdeki sinir kosullarini
saglar, diferansiyel denlemi saglamazsa; problemin ¢oziimiinde kullanmis oldugumuz
yontem i¢ yontemler olarak adlandirilir. Deneme fonksiyonu diferansiyel denklemi
saglar, smir kosullarin1 saglamazsa kullanilan yonteme sinir yontemleri adi verilir.
Deneme fonksiyonu hem diferansiyel denklemi hem de smir kosullarini saglamazsa
yontem karistk yontemler olarak adlandirilir. Adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde
i¢ yontemler kullanilir. Kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde ise hem i¢, hem

sinir yontemleri kullanilir.
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4. AGIRLIKLI KALANLAR YONTEMININ UYGULAMALARI

Bu boliimde agirlhikli kalanlar yonteminin denklemlerin ¢dziimiinde nasil
uygulandigini daha iyi anlamak i¢in yontemin adi diferansiyel denklemlere ve kismi

diferansiyel denklemlere uygulanisini igeren 6rnekler verilecektir.
4.1 Adi Diferansiyel Denklemlere Uygulamalar

Bu baglik altinda yontemin lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklemlere

uygulanist detayl bir sekilde verilecektir. Ilk énce basit bir problemle baslayalim.

Ornek 4.1.1: u'(x)+u(x)=x, 0<x<I
u(0)=0

baslangi¢-deger problemini yukarida bahsedilen yontemlerle ¢ozmeyi ele alalim (Gaul

vd 2003).
Coziim: Bu problemin analitik ¢6zimi u,,,, (x)=e * +x-1, u,, ;. (1) =0.367879

olarak bulunur. Taban fonksiyonlari polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

N+1

iy (x)=)Y cx'
i=0
seklinde yazilabilir. N =2 igin;

3
u,(x)= ZCix’ =i, (X)=cy +c,x+c,x° +ox’
i=0

elde edilir. Problemde verilen baslangi¢ kosulu saglatilirsa; ¢, = 0 olarak bulunur ve
i, (x)=cx+c,x* +c,x°

yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x)=c,(1+x)+c,2x+x*) +c;(3x” +x7) —x

seklinde elde edilir.
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4.1.1.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayist kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 3-tane bilinmeyen sabit oldugu igin problemin

araligindan 3-tane kollokasyon noktasi se¢ilmelidir. Kollokasyon noktalar1 x, =0,

x, =05, x; =1 olarak alinirsa;
R(x,)=0
R(x,)=0
R(x;)=0

denklemlerinden ¢, =0, ¢, =0.4737, ¢; =-0.1053 seklinde bulunur. Bulunan bu

degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa;

~

(x) =0.4737x> = 0.1053x", iy, po1aon (1) = 0.368400

u 2kollokasyon

olarak elde edilir.
4.1.1.2 Alt bolge yontemi

3-tane bilinmeyen oldugu i¢in problemin aralii 3 alt araliga boliiniir ve her bir alt
aralik lzerinden kalanin integrali sifira esitlenmelidir. Bu yontemde agirlik

fonksiyonlar1 her bir alt aralikta W,=1 olarak almir. Alt araliklar

0<x< l, 1 <x< z, 2 < x <1, seklinde alinir. Bu durumda

33 33

% % I

[Rdx=0, [Rdx=0, [ Rdx =0

0 A %

. . e 1 27 3
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimiyle ¢, =—,c,=—,¢c;=——
174 58 29

bulunur. Deneme fonksiyonu;

~ 1 27 3 ~
Usaiiporge (X) = T2 " +§x2 —5)8, Ty iporge (1) = 0.367816

olarak elde edilir.
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4.1.1.3 En kiiciik kareler yontemi

: OR : .
Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = P i =1,2,3 seklindeydi. Bu durumda
C.

1

OR OR OR
=—=14+x, W, =—=2x+x", W, =— =3x+x

I/V1 =
oc, oc, oc,

seklinde bulunur. (31) ifadesi gz 6niine alinirsa;
1
jmmmwzaizus
0

olarak yazilabilir. Sonucta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle

91 17635 6755

c, = , Cy = , Cy =
164117 7 164117 65644

. =L, 7635 . 6755, o
2en.k.kareler 1641 1 1641 1 65644 b 2en.k.kareler

elde edilir. Deneme fonksiyonu

(1) = 0.3679

seklinde olur.

4.1.1.4 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = 2&, i =1,2,3 seklindeydi. Bu durumda
C.

1

I A A

oc,

2 k4 3
oc, oc,

W, : -
seklinde bulunur. (31) ifadesi gbz 6niine alinirsa;
1
jmmm@=a i=123
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle

¢, = %, c, = %, ¢y = —% elde edilir. Deneme fonksiyonu
- 1 165 , 5 5 -
U gaierkin ()C) :ax-i'ﬁx —5—2)6 > Uy galerkin (1) =0.3681

seklinde olur.
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4.1.1.5 Momentler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = x'', i=1,2,3 seklindeydi. Bu durumda
W, =1,W,=x, W, =x"

seklinde bulunur. (31) ifadesi gz oniine alinirsa;
1
j RXWdx=0, i=123
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢o6ziimiiyle

¢, = L, c, = ﬂ, cy = _20 elde edilir. Deneme fonksiyonu;
193 193 193

N 1 9 , 20 , -
uZmomen[ (x) = x + x - x 5 u2moment
1937 193~ 193

(1) = 0.367876

seklinde olur.

Ornek 4.1.2: i(c(u)ﬂj =0, cu)=1+u
dx dx

u(0)=0, u(l)=1

sinir-deger probleminin kollokasyon ve Galerkin yontemleriyle ¢oziimiinii ele alalim.

Coziim:  Bu  problemin  analitk  ¢dziimi  u,,,, (x)=—-1+(1+3x)"
u,,..x(0.5)=0.5811 olarak bulunur. Taban fonksiyonlart1 polinomlar olarak ele

alinarsa deneme fonksiyonu

N+1 )
uy(x)= Zcix’
i=0
seklinde yazilabilir. Problemde verilen sinir kogullar1 saglatilirsa
uy(0)=0=>c¢, =0,
N+1

uy(x) :x+Zci(xi - Xx)

olarak bulunur ve deneme foksiyonu

N+1 N
L7N(x):x+2ci(x’—x) Suy(x)=x+Y A(x" —x)
i=2 i=1

yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
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R(x,ity) = (g ) + 1+ )iy

seklinde elde edilir.
4.1.2.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayis1 kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde N- tane bilinmeyen sabit vardir. Bu durumda

(G y +aipay], =0

= {(1 + i A, [(i +1)x' - l]j + (1 +x+ iAi (x™ - x)ji A+ l)ix”} =0

elde edilir. N =1 i¢in birinci yaklagim
i, =x+A4,(x*—x)
ve kalan ifadesi
R(xii) = (14 4,2x = 1) +24,(1+ x + 4, (x* - x))
seklindedir. Birinci yaklagim igin 1- tane bilinmeyen sabit vardir. Bu nedenle 1-tane

kollokasyon noktasina ihtiyag duyulur. x =1/2 kollokasyon noktas1 i¢in

2

~ A
R(xaul) x=1/2 :O:> _71“‘3141 +1 :0

= 4, =—0.3166

elde edilir. Bu durumda ¢6ziim

Uiottohasyon = % = 0.3 166(x” — x), U pottohasyon (0-5) = 0.5792

olarak bulunur.

4.1.2.2 Galerkin yontemi

~

Bu yontemde agirlik fonksiyonu W, = % seklindedir. Bu durumda
1

2
W, =x"—x

olarak bulunur. (31) ifadesi goz oniine alinirsa

1
[ R, 5,y dx = 0
0
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{(l +4,(2x 1)) +24, (1 +x+ 4, (x2 - x))}(xz - x)ilx =0

[ S———

olarak yazilabilir. Buradan A4, = —0.3262 olarak elde edilir. Bu durumda ¢6ziim
ﬁlgalerkin ()C) =X- 03262()(2 - .X) > 1’71galerkin (05) =0.5816

seklinde bulunur. Sekil 4.1°de analitik ¢6zlim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasini

veren grafik verilmistir.

1.0
Analitik -
7
— — —  Kollokasyon G
0.8 1 Galerkin 7
0.6 1
= e
7/
0.4 - /
Z
7
02 - 7
4
/
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.1 Ornek 4.1.2 igin analitik ¢dziim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasi

Sekil 4.1’den de goriildiigi gibi deneme fonksiyonunda N =1 alarak yaklasik
¢oziimler elde edilmesine ragmen analitik ¢oziim ile yaklasik ¢oziim degerleri birbirine
cok yakindir. Bu ise deneme fonksiyonunun problemin ¢6ziimii i¢in uygun oldugunu
gosterir.

Ornek 4.1.3: Agirlikli kalanlar yontemini kullanarak
0" =x, 0<x<l
0(0) =1, gMH+06(1)=0

denkleminin ¢6ziimiinii bulmay1 ele alalim (Finlayson 1972).
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Coziim: Bu problemin analitik ¢ozimi u,,,, (x)=%x3 —%x+1 olarak bulunur.

Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu;

N+1

Oy(x)=> cx'
i=0
seklinde yazilabilir. N =1 i¢in

~ 2 . ~
0,(x)= Zc[x’ = 0,(x)=c, +cx +cyx°
i=0
elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglattirilirsa
6,0)=1=c¢c, =1

1+3c,

O/(D+0,()=0=>¢, =—

olarak bulunur ve

~ 1
0,(x) = 1—( +23€2 ]x+ c,x’

yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x)=0"(x)—x = R(x)=2¢, —x

seklinde elde edilir.
4.1.3.1 Kollokasyon yontemi
Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayis1 kadar noktada kalanin degeri sifira

esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 1-tane bilinmeyen sabit oldugu i¢in 1-tane kollokasyon

noktasina ihtiya¢ duyulur. x = 0.5 kollokasyon noktasi i¢in

R(x)| o5 =0
) 1 . 1+3c, . ) .
denkleminden ¢, = 2 olarak bulunur. Bulunan bu deger ¢, = — ifadesinde yerine
yazildiginda ¢, = —% seklinde elde edilir. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda

yerine yazilirsa
~ 7 i
Hl kollokasyon (x) =1- g X+ Z X

olarak elde edilir.



28

4.1.3.2 Alt bolge yontemi

1-tane bilinmeyen oldugu i¢in problemin araligini alt araliga bolmeye gerek yoktur.
Verilen aralik iizerinden kalanin integrali sifira esitlenmelidir. Bu yontemde agirlik

fonksiyonu W =1 olarak alinir. Bu durumda

'I[Rde =0= dex =0
0 0

+3c ifadesinde

1
denkleminin ¢oziimiiyle ¢, = lelde edilir. Bulunan bu deger ¢, = -
4

yerine yazildiginda ¢, = —% olarak bulunur. Bulunan bu degerler deneme
fonksiyonunda yerine yazilirsa

>y 7 1 2

Hla/tbolge (X) =1- gx + Z'x

olarak elde edilir.

4.1.3.3 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonu W = Z—R seklindedir. Bu durumda
)

W=
dc,

2
seklinde bulunur. (31) ifadesinden

jR(x)de =0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin ¢oziilmesiyle c, :% elde

1+3c,

edilir. Bulunan bu deger ¢, = - ifadesinde yerine yazildiginda c, = —% olarak
bulunur. Bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

~ 7 1
7 x)=l-—x+—x
len.k.kareler( ) 8 4

olarak elde edilir.
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4.1.3.4 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonu W = a9 seklindedir. Bu durumda

¢
_40 _ HEJU
dc,

seklinde bulunur. (31) ifadesinden

1

j R(x)Wdx =0

0
olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin c¢oziilmesiyle ¢, = % elde

1+3c,

edilir. Bulunan bu deger ¢, = - ifadesinde yerine yazildiginda ¢, = —% olarak

bulunur. Bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

~ 17 11,
elgalerkin ('x) = 1 _Ex—i_ﬁx

bulunur.

4.1.3.5 Momentler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = x™, i=123,..,n seklindeydi. Deneme
fonksiyonunda 1- tane bilinmeyen oldugundan » =1 olmalidir. Bu durumda
W, =1

seklinde bulunur. (31) ifadesi géz 6niine alinirsa

1
j R(xW.dx =0
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin ¢oziimiiyle c, :% elde edilir.

1+3c,

Bulunan bu deger ¢, =- ifadesinde yerine yazildiginda ¢, = —% olarak
bulunur. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

~ 7 1
(7 x)=l-—x+—x’
lmoment( ) 8 4

olarak elde edilir.
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Denklemin ¢oziimiinde alinan N degerinin artmasinin analitik ¢dziime daha yakin

sonuglar verecegine dikkat edilmelidir.

Ornek 4.1.4: 0" = x, 0<x<l,
0(0) =1, '1)+6(1)=0
denklemini, deneme fonksiyonunun genel formunda N =2 alarak agirlikli kalanlar

yontemiyle ¢oziimii ve bulunan ¢éziimleri analitik ¢oziimle karsilastirmayi ele alalim.
Coziim: Bu problemin analitik ¢6zimi u,,,,, (x) = gx3 e +1 olarak bulunur.

Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu;

5,\, (x)= ZCixi

i=0

seklinde yazilabilir. N=2 i¢in

3
0,(x) = ZCixi =0,(x)=c, +c,x+c,x° +c,x°
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglattirilirsa
0,0)=1=c¢, =1

_1+3¢, +4c,

O,(H)+0,1)=0=¢, = 5

olarak bulunur ve
~ 1+3 4
O,(x)=1- (%)x +e,x’ +ex’

yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x)=0"(x)—x = R(x) =2¢, +6c;x — x

seklinde elde edilir.
4.1.4.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayist kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 2-tane bilinmeyen sabit oldugu i¢in 2-tane kollokasyon
noktasina ihtiya¢ duyulur. x;, = 0.5 ve x, = 0.75 kollokasyon noktalar1 i¢in

R(x)=0,
R(x,)=0
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denklemlerinden ¢, =0 ve c, =% olarak bulunur. Bu degerler deneme fonksiyonunda
yerine yazilirsa
~ 5 1
[ () =1-Zx+—x’
2 kollokasyon ( ) 6 6

elde edilir.
4.1.4.2 Alt bolge yontemi

2-tane bilinmeyen oldugu i¢in problemin aralig1 2 alt araliga boliiniir ve her bir alt

aralik iizerinden kalanin integrali sifira esitlenmelidir. Bu yontemde agirlik

fonksiyonlar: her bir alt aralikta W, =1 olarak almir. Alt araliklar 0 < x < %Ve % <x<l

seklinde alinir. Bu durumda

JA |
‘([Rdxzo, 1jRabc:o

P
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimiiyle ¢, =0 ve ¢, = % bulunur.
Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

~ 5 1 3

HZaltbolge (.X) = 1 - g‘x + g‘x

olarak elde edilir.

4.1.4.2 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = S—R, i =2,3 seklindeydi. Bu durumda
C.

1

_OR _

_OR _
oc,

= 6x
oc,

W, 2, W,
seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa

1
[Reowdx=0, i=23
0
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olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle ¢, =0 ve

cy = % olarak elde edilir. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa;

~ 5 1
[ x)=1-—x+—x
2en.k.kareler ( ) 6 6

olarak elde edilir.

4.1.4.4 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = 692 , 1 =23 seklindeydi. Bu durumda
ci
= 892 =—§x+x2,W3 _ 802 :_2x+x3
oc, 2 oc,

seklinde bulunur. (31) ifadesi géz 6niine alinirsa
1
IR@WWh:O, i=23
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle ¢, =0 ve

cy = 1 olarak elde edilir. Bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa
6

~ 5 i
Hzgalerk[n (-x) = 1 — g_x + gx?)

bulunur.

4.1.4.5 Momentler yontemi

1

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = x'™', i=1,2 seklindeydi. Bu durumda
W, =1, W, =x

olarak elde edilir. (31) ifadesi goz Oniine alinirsa

1
jmmmw=a i=12
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin ¢oziimiiyle ¢, =0 ve c, :%

olarak elde edilir. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda yerine yazildiginda
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~ 5 1
HZmument (.X) = 1 - g'x + g'x3

bulunur.

Goriildigii gibi deneme fonksiyonunun genel formunda N =2 alinarak
denklemin agirlikli kalanlar yontemlerinden her biriyle elde edilen ¢6ziim, denklemin

analitik ¢ozlimiinii vermektedir.

Ornek 4.1.5: u" =exp(u), 0<x<l
u(0)=u(1)=0
denkleminin deneme fonksiyonunun genel formunda N =1 alarak kollokasyon

yontemiyle ¢oziimiinii ele alalim ve bulunan ¢oziimii analitik ¢ozlimle karsilastiralim

(Finlayson 1972). Analitik ¢oziim:

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

U, i (X) -0.0414 -0.0733 -0.0958 -0.1092 -0.1137

Coziim: Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu;

N+1

uy(x)= Z c.x'
i=0
seklinde yazilabilir. N =1 i¢in

2
u,(x)= Zcix’ =, (x)=c, +c,x+cyx°
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglattirilirsa
u,(0)=0=¢,=0
u(H=1=c =-c,

olarak bulunur ve
U, (x) =—c,x+c,x°

yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x) = u"(x) — exp(u) = R(x) = 2¢, -

seklinde elde edilir.
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4.1.5.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayist kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 1- tane bilinmeyen sabit oldugu icin  I-tane
kollokasyon noktasina ihtiya¢ duyulur. x = 0.5 kollokasyon noktas1 i¢in

R(x) w05 =0

esitliginden 2c, = e"*“ denklemi elde edilir. Bu denklem basit iterasyon y&ntemiyle
coziiliirse ¢, =0.4471 olarak bulunur. Bulunan bu deger deneme fonksiyonunda yerine
yazilirsa

ﬁl,m,,okasyon (x) =-0.4471x(1 - x)
olarak elde edilir. Simdi de u"=exp(u) denkleminin baska bir yaklagik ¢&ziimiinii

bulmayi ele alalim. Bunun i¢in tistel fonksiyonun seri agilimindan yararlanilir. Buradan

2
u
u"=exp(u):>u"=l+u+?+-~-

seklinde yazabiliriz. Seri a¢ilimmin ilk iki terimini alinarak denklem ¢oziilmeye
calisilir. Yani denklem u" = 1+u seklinde diisiiniiliir. Denklem

u, =l+u,, 0<x<l,
u,(0)=u,1)=0
seklinde ele almabilir. Burada u, fonksiyonu u fonksiyonunun yaklagik ¢dziimiini

gostermektedir. Bu denklemin ¢oziimii

1
e’ +
e+1 e+1

e’ —1

u, (x) =

seklindedir. Tablo 4.1°de analitik ¢6ziim ile kollokasyon yontemiyle elde edilen

¢Ozlimiin noktalardaki degerleri verilmistir.

Tablo 4.1 Ornek 4.1.5%in farkli yaklasimlarla ¢dziimiiniin karsilastirilmas:

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
U, (%) -0.0414 -0.0733 -0.0958 -0.1092 -0.1137
u, (x) -0.0413 -0.0730 -0.0954 -0.1087 -0.1132
Uypororaen (X) | -0.0402 -0.0715 -0.0939 -0.1073 -0.1118




35

Ornek 4.1.6: y"+y=3x", »(0)=0, y(2)=3.5 denkleminin kollokasyon
yontemiyle ¢oziimiinii ele alalim (Gerald ve Wheatley 1999).
Coziim: Bu problemin analitik ¢dziimii y,, . (x) = 6cosx—0.0034sinx +3x> -6

olarak bulunur. Taban fonksiyonlari polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

N+1

Yy (x)= Zcix[
i=0

seklinde yazilabilir. N =3 i¢in
4
Y, (x) = ch_xi =V, (x)=c, +c,x +c,x° +ex’ +eyxt
i=0

elde edilir. Problemde verilen smir kosullar1 saglatilirsa ¢, =0 ve

¢, = 7 2¢, —4c, —8c, olarak bulunur ve
4

Y, (x) = (% —2¢, —4c, —8¢, ]x +e,x° +eyx +eyxt
yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
2 3 2 4 7 2
R(x)=2-2x+x")c, + 2x+x7)c; +(=8x+12x" +x7)c, +Zx—3x

seklinde elde edilir.
4.1.6.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayisi kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 3- tane bilinmeyen sabit oldugu igin problemin

araligindan 3-tane kollokasyon noktasi secgilmelidir. Kollokasyon noktalar1 x, = 0.5,

x, =1, x; =1.5 olarak alinirsa

R(xl) = Oa
R(xz) = O:
R(x;)=0

denklemlerinden ¢, =-0.2540, ¢, =0.2812, ¢, = 0.1321 seklinde bulunur. Bulunan bu

degerler deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

T stotorasson (¥) = 0.0766x — 0.2540x +0.2812x° +0.132 1x*
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olarak elde edilir. Tablo 4.2°de analitik ¢6ziim ile kollokasyon yontemiyle elde edilen

¢Oziimiin noktasal degerleri verilmistir.

Tablo4.2 Ornek4.1.6 ni analitik ¢dziimii ve yaklasik ¢dziimiiniin karsilastiriimasi

X Vanatiik | Vvoltokaon | Mutlak x Yanatii | Vkoliorayon | Mutlak
Hata Hata

0.00 0.0000 0.0000 0.0000 1.10 0.3485 0.3446 0.0039
0.10 -0.0003 0.0054 0.0057 1.20 0.4910 0.4860 0.0050
0.20 -0.0003 0.0076 0.0079 1.30 0.6717 0.6654 0.0063
0.30 0.0010 0.0088 0.0078 1.40 0.8965 0.8885 0.0080
0.40 0.0050 0.0114 0.0064 1.50 1.1710 1.1612 0.0098
0.50 0.0139 0.0182 0.0043 1.60 1.5014 1.4898 0.0116
0.60 0.0301 0.0324 0.0023 1.70 1.8936 1.8810 0.0126
0.70 0.0569 0.0573 0.0004 1.80 2.3535 2.3416 0.0119
0.80 0.0978 0.0968 0.0010 1.90 2.8870 2.8789 0.0081
0.90 0.1570 0.1548 0.0022 2.00 3.5000 3.5004 0.0004
1.00 0.2390 0.2358 0.0032

Ornek 4.1.7: y"+y=3x", y(0)=0, y(2)=3.5 denkleminin Galerkin y&ntemiyle

¢Oziimiinii ele alalim (Gerald ve Wheatley 1999).

Coziim: Bu problemin analitik ¢oziimii . (x)=6cosx—0.0034sinx +3x*> -6
p 9 yanalmk

olarak bulunur. Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

seklinde yazilabilir. N =3 i¢in

elde
7

N+1

Yy (x)= zcixi
i=0

4
Y, (x) = ZCix’ =5, (x) =c, +c,x +c,x” +cyx’ +c,x*

i=0

edilir.  Problemde

verilen  sinir

¢, =——2c, —4c; —8c, olarak bulunur ve
4

kosullar1

Y, (x) = (%—202 —4c, —8c4jx+c2x2 +ex’ +e,xt

saglatilirsa

¢, =0 ve
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yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
2 3 2 4 7 2
R(x)=2-2x+x")c, +2x+x7)c; + (=8x+12x" +x7)c, +Zx—3x

seklinde elde edilir.
4.1.7.1 Galerkin yontemi

Py

Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = P i =2,3,4 seklindeydi. Bu durumda
c[
oy oy oy
Wy =25 = x bt Wy = 22 = b, W, = 23 = Bt
oc, oc, oc,

seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa

1
[REWdx=0, =234
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢6ziimiiyle ¢, = —%,
497 49 o 9 .
cy = 824 ve ¢, = 352 olarak elde edilir. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda

yerine yazilirsa

y (x) = 3 101, (7 5, B
y3ga/erkin 342 5472 1824 384

olarak elde edilir. Tablo 4.3’de analitik ¢6ziim ile Galerkin yontemiyle elde edilen
¢Oziimiin noktalardaki degerleri verilmistir.

Tablo 4.3 Ornek 4.1.7’nin analitik ¢dziimii ile yaklasik ¢oziim degerleri

X Mutlak b Mutlak

Hata Hata

yanalitik y3galerkin yanalitik y}ga[erkin

0.00 0.0000 0.0000 0.0000 1.10 0.3485 0.3501 0.0016

0.10 -0.0003 | 0.0021 0.0024 1.20 0.4910 0.4940 0.0030

0.20 -0.0003 | 0.0020 0.0023 1.30 0.6717 0.6755 0.0038

0.30 0.0010 0.0018 0.0008 1.40 0.8965 0.9003 0.0038

0.40 0.0050 0.0040 0.0010 1.50 1.1710 1.1740 0.0030

0.50 0.0139 0.0112 0.0027 1.60 1.5014 1.5027 0.0013

0.60 0.0301 0.0264 0.0037 1.70 1.8936 1.8929 0.0007

0.80 0.0978 0.0946 0.0032 1.90 2.8870 2.8843 0.0027

0.90 0.1570 0.1551 0.0019 2.00 3.5000 3.5000 0.0000

1.00 0.2390 0.2387 0.0003
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Ornek 4.1.8: u'(x) + 2u(x) =1
u(0)=0

baslangi¢-deger probleminin Galerkin, momentler ve en kiiciik kareler yontemleriyle

¢Oziimiinii ele alalim.
Coziim: Bu problemin analitik ¢Ozlimi U i (X) = %(1 —e™),

U i (0.9) = 0.5826494441 olarak bulunur. Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele

almirsa deneme fonksiyonu
N
~ _ J
uy(x)= chx +c,
Jj=1

seklinde yazilabilir. Problemde verilen baslangic kosulu saglatilirsa ¢, =1 olarak

bulunur ve deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi

R(x) =&, (x) + 20, (x) =1 = R(x) = i( e 2x e +2e, —1

J=1

seklinde elde edilir.

4.1.8.1 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = ZMN , 1=123,...,N seklindeydi. Bu
C.

1

durumda (31) ifadesi géz oniline alinirsa;
1
j RXWdx=0, i=123,....N
0
olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 goz ontine alinirsa

jR(x)Vde 0= j i(jxf’l +2x7 ), +2¢, —1 Widx =0
0 0

J=1

(1—2¢, W, dx

\—_V——J
F

= ij.[jx“ +2xj}/T/idx c; =
=10

1

[ S—

K..
g

= Kl.jcj =F

1
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seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektoriidiir. N =7 igin denklem sisteminin ¢dzimiiyle ¢, 1,2,...,7 degerleri bulunur.

Sonugta i, (0.9) = 0.5826494538 olarak elde edilir.

4.1.8.2 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirhik fonksiyonlart W, :S—R, i=123,...,N seklindeydi. Bu
C.

1

durumda (31) ifadesi gbz Oniine alinirsa
1
j ROW,dx=0, i=123,...,N
0
olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 g6z oniine alinirsa

jR(x)Vde: O:j ﬁ:(jxj_1 +2xj)cj +2¢c, -1 |Wdx=0
0 0

J=1

1 1
= ZN:”jx“ +2xj}/Vidx ¢, =J.(1—200)Widx
j=1
J=Lo Kij 0 .
= Kye; = F,

seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektoriidiir. N =7 i¢in denklem sisteminin ¢oziimiiyle ¢;,L2,...7 degerleri bulunur.

Sonugta 5, ,,.....(0.9) =0.5826494115 olarak elde edilir.

4.1.8.3 Momentler yontemi

Bu yontemde agirhk fonksiyonlart W, =x"', i=123,...,N seklindeydi. Bu

durumda (31) ifadesi goz Oniine alinirsa
1
jR(x)W,.dx =0, i=123,...,N
0
olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 goz ontine alinirsa

jR(x)Vde 0= j i(jxf’l +2x7 ), +2¢, —1 Widx =0
0 0

J=1
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N

= Zj[jxj_l +2x7 }/Vl.dx ¢, = j.(l —2c, W.dx
J=lo 0
(S ——
K. F

g

:>Kch =F

l

seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektoriidiir. N =7 i¢in denklem sisteminin ¢oziimiiyle ¢ i 1,2,...7 degerleri bulunur.

Sonugta u,, . (0.9)=0.5826494102 olarak elde edilir.

Ornek 4.1.9: u"(x)+x=0, u(0)=0, u(1)=0 denklemini alt bolge yontemi,
kollokasyon yontemi ve Galerkin yontemiyle ¢6zmeyi ele alalim (Brebbia ve
Dominguez 1992).

3
Coziim: Verilen denklemin analitik ¢ozimi u,,,,; (x) = % - % olarak bulunur. Taban

fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

N+l

iy (x)=> cx'
i=0
seklinde yazilabilir. N =3 i¢in

4
uy(x)= Zc[x’ =i,(x)=c, +cx+c,x° +e,x° +ext
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglatilirsa
u;(0)=0=¢, =0,
u;(N)=0=>c¢,+c,+c;+c, =0=>c, =—c,—c, —c,
olarak bulunur ve
U, (x)=cx+c,x” +c,x° —(c, +c, +c;)x*
yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x)=u)(x)+x = R(x) =2c, +6c,x —12(c, + ¢, +¢;)x” +x

seklinde elde edilir.
4.1.9.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayist kadar noktada kalanin degeri sifira

esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 3- tane bilinmeyen sabit oldugu i¢in 3-tane kollokasyon
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noktasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Kollokasyon noktalar1 x;, =%, X, =%, X, =E
olarak alinirsa
R(x,)=0,
R(x2) = O:
R(x;)=0
denklemlerinden ¢, = %, ¢, =0,¢, = —% seklinde bulunur. Bu degerler deneme

fonksiyonunda yerine yazildiginda

3
~ X X
u3kollokasyon (x) - g - ?

bulunur.
4.1.9.2 Alt bolge yontemi
3-tane bilinmeyen oldugu i¢in problemin aralii 3 alt araliga boliiniir ve her bir alt

aralik lzerinden kalanin integrali sifira esitlenmelidir. Bu yontemde agirlik

fonksiyonlar1 her bir alt aralikta W,=1 olarak almir. Alt araliklar

0<x< %, % <x< %, % < x <1 seklinde alinabilir. Bu durumda
% % 1
[Rdx=0, [Rax=0, [ Rdx =0
0 % %
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimiiyle ¢, = %, ¢, =0,¢;, = —% bulunur.

Deneme fonksiyonu

3
~ X X
u3altbo Ige (X) = g -

6

olarak elde edilir.
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4.1.9.3 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = g&, i =1,2,3 seklindeydi. Bu durumda
C.

1
_ Oy

- oc,

ou’ ou
2 4 4
=3 =x —x,W3——2:x3—x

W == =
oc, oc,

=x-x"W,
seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa
1
j ROW.dx=0, =123
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle

¢, = %, c,=0,c; = —% elde edilir. Deneme fonksiyonu
3
~ X X
u3kollokasyon (x) = g - ?
seklinde elde edilir.

Goriildiigii gibi verilen denklemin N =3 i¢in kollokasyon yodntemi, alt bolge

yontemi ve Galerkin yontemi ile ¢oziimii analitik ¢oziimii vermektedir.

Ornek 4.1.10: u"(x)+u(x)+x=0, u(0)=0, u(1)=0 denkleminin kollokasyon
yontemiyle ¢oziimiinii ele alalim (Brebbia ve Dominguez 1992).

sin x

Coziim: Verilen denklemin analitik ¢6ziimi u,,,,, (x) = —x olarak bulunur.

sin(1)

Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

N+1

iy (x)=> cx'
i=0
seklinde yazilabilir. N =2 i¢in

3
u,(x)= ZCl.x’ =i, (x)=c, +c,x+c,x° +c,x°
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglatilirsa
uU,(0)=0=¢, =0,
u,()=0=>c, +c,+c;=0=c¢, =—c, —c,
olarak bulunur ve

i, (x)=cx+c,x’ —(c, +c,)x’
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yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x) = 11)(x) +u(x) + x = R(x) = 2¢, + (1-5¢, — 6¢,)x + ¢,x* — (¢, +¢,)x’

seklinde elde edilir.
4.1.10.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayis1 kadar noktada kalanin degeri sifira

esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 2- tane bilinmeyen sabit oldugu icin 2-tane kollokasyon

noktasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Kollokasyon noktalar1 x, = %, X, :% olarak alinirsa

R(x,) =0,
R(x,)=0
. 6 2 : -
denklemlerinden ¢, = I ¢, = 0 seklinde bulunur. Bu degerler deneme

fonksiyonunda yerine yazildiginda

— XX ——X
31 217 217

ﬁZkollokasyonl (x) =

bulunur. Eger kollokasyon noktalar1 x, = i, X, = % seklinde alinirsa

R(x,)=0,
R(x,)=0
. 512 16 . -
denklemlerinden ¢, =——,c, =——— seklinde bulunur. Bu degerler deneme
2697 899

fonksiyonunda yerine yazilirsa

51216 , 16

X X ——x
2697 899 93

1’72 kollokasyon?2 (‘x ) =

olarak elde edilir. Tablo 4.4’de analitik ¢6ziim ile kollokasyon yontemiyle elde edilen

¢Ozlimiin noktalardaki degerleri verilmistir.
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Tablo 4.4 Ornek 4.1.10 nun kollokasyon ydntemiyle elde edilen degerleri

X U natinik Us koltokasyont U kollokasyon?2
0.10 0.018641 0.019078 0.018634
0.30 0.051194 0.052258 0.050705
0.50 0.069746 0.071428 0.068965
0.70 0.065585 0.067741 0.065156
0.90 0.030901 0.032350 0.031021

Ornek 4.1.11: u"(x)+u(x)+x=0, u(0)=0, u(l)=0 denkleminin Galerkin
yontemiyle ¢ozliimiinii ele alalim (Brebbia ve Dominguez 1992).

sin x
sin(1)

Coziim: Verilen denklemin analitik ¢ozimi u,, ., (x) = —x olarak bulunur.

Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu

N+l

iy (x)=> cx'
i=0
seklinde yazilabilir. N =2 i¢in

3
u,(x) = Zcix’ =i, (X)=cy + ¢ x+C,x° +e3x°
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglatilirsa
uU,(0)=0=>¢, =0,
u,()=0=c, +c,+c;=0=>c¢, =—, —c,
olarak bulunur ve
i, (x)=cx+c,x’ —(c, +¢,)x’
yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x) =1} (x) +u(x)+x = R(x) =2¢, +(1-5¢, —6¢,)x +c,x* — (¢, +¢,)x’

seklinde elde edilir.
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4.1.11.1 Galerkin yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = (Z&, i =1,2 seklindeydi. Bu durumda
C.

1
_ ou,
oc,

_ ou, 2 3

oc,

_ 3
w, =x—x,W,

seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa

1
[REwdx=0, i=12
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle c, :%,
c, = —% olarak elde edilir. Bulunan bu degerler deneme fonksiyonunda yerine

yazilirsa

~ 71 8 7
ngalerkin ('x) =X ? } 5

X ——x
369 369 41

1
R(x)=——|-16+62x —8x* —63x°
) 369( )

olarak elde edilir. Tablo 4.5’de analitik ¢oziim ile Galerkin yontemiyle elde edilen

¢ozlimiin noktalardaki degerleri verilmistir.

Tablo 4.5 Ornek 4.1.11’in Galerkin yontemiyle elde edilen degerleri

x U anatitik U gaterkin R
0.10 0.018641 0.018853 -0.026945
0.30 0.051194 0.051162 +0.000485
0.50 0.069746 0.069444 +0.013888
0.70 0.065585 0.065504 +0.005070
0.90 0.030901 0.031146 -0.034165

Ornek 4.1.12: u"(x)+u(x)=1, u(0)=1, u(l)=0 denkleminin kollokasyon, alt
bolge, en kiiciik kareler, Galerkin ve momentler yontemleriyle ¢oziimiinii ele alalim.
sin x

Coziim: Verilen denklemin analitik ¢ozimi u,, .. (x)=1—— O
sin

olarak bulunur.

Taban fonksiyonlar1 polinomlar olarak ele alinirsa deneme fonksiyonu
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N+1

uy(x)= z c.x'
i=0
seklinde yazilabilir. N =1 i¢in

2
i, (x) =Y cx' =, (x) =c, + o x+c,x°
i=0

elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglatilirsa
u,(0)=1=¢, =1,
u()=0=1+c¢, +c,=0=>c¢, =-1-¢
olarak bulunur ve
U, (x)=1+cx—(+¢)x’
yazilabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x)=u/(x)+u(x)—1= R(x) = 2(1+c¢,)+c,x—(1+¢,)x’
seklinde elde edilir.

4.1.12.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bulunan bilinmeyen sabit sayist kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir. Kalan ifadesinde 1- tane bilinmeyen sabit oldugu i¢in 1-tane kollokasyon

noktasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Kollokasyon noktas1 x, = 0.5 olarak alinirsa
R(x,)=0
denkleminden ¢, =-1.285714 seklinde bulunur. Bulunan bu deger deneme

fonksiyonunda yerine yazilirsa;

U poiiokasyon (X) = 1—1.285714x + 0.2857 14x°

olarak elde edilir.
4.1.12.2 Alt bolge yontemi

1-tane bilinmeyen oldugu i¢in problemin araligini alt araliga bolmeye gerek yoktur.
Verilen aralik iizerinden kalanin integrali sifira esitlenmelidir. Bu yontemde agirlik

fonksiyonu W =1 olarak alinir. Bu durumda

jRde =0= 'I[Rdx =0
0 0
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denkleminin ¢oziimiiyle ¢, =—1.27273elde edilir. Bulunan bu deger deneme
fonksiyonunda yerine yazilirsa

Hyporge (¥) = 1-1.27273x +0.27273x

olarak elde edilir.

4.1.12.3 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonu W = j—R seklindedir. Bu durumda
Cl

_dr

= =2+x-x’
dc,

w
seklinde bulunur. (31) ifadesinden

1

j R(x)Wdx =0

0

olarak yazilabilir. Sonucta elde edilen cebirsel denklemin ¢éziimiiyle, ¢, =—1.27228
elde edilir. Bulunan bu deger deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa;

Uy i rreter (X) = 1=1.27228x +0.27228 7

olarak elde edilir.

4.1.12.4 Galerkin yontemi

~

. d . .
Bu yontemde agirlik fonksiyonu W = adl seklindedir. Bu durumda W = x — x*
¢

seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa

jR(x)de =0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin ¢oziimiiyle ¢, =—-1.27778
olarak elde edilir. Bulunan bu deger deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa;

Uy gatertin (¥) = 1-1.27778x +0.27778x>

olarak elde edilir.
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Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, =x', i=123,..,n seklindeydi. Deneme

fonksiyonunda 1- tane bilinmeyen oldugundan » =1 olmalidir. Bu durumda

W, =1

seklinde bulunur. (31) ifadesi goz 6niine alinirsa

1
j RGW,dx =0
0

olarak yazilabilir. Sonugta elde edilen cebirsel denklemin ¢oziimiiyle ¢, =—1.27273

elde edilir. Bulunan bu deger deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa

i, (x)=1-1.27273x +0.27273x°

olarak elde edilir.

Farkl1 yaklagimlar i¢in ortalama karesel hata Tablo 4.6 ‘nin son satirinda gosterilir.

Ortalama karesel hata biiyiikliilk olarak hepsinde benzerdir ve Galerkin yontemindeki

biiytikliik digerlerine nazaran daha diisiiktiir.

Tablo 4.6 Ornek 4.1.12°nin farkli yaklasimlarimin karsilastiriimasi

X U analitik U koltokasyon Uyaiborge Uy en . kareler Uy gaterkin
0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 0.94060 0.93643 0.93705 0.93707 0.93681
0.10 0.88136 0.87429 0.87545 0.87550 0.87500
0.15 0.82241 0.81357 0.81523 0.81528 0.81458
0.20 0.76390 0.75429 0.75636 0.75644 0.75556
0.25 0.70599 0.69643 0.69886 0.69895 0.69792
0.30 0.64881 0.64000 0.64273 0.64282 0.64167
0.35 0.59250 0.58500 0.58795 0.58806 0.58681
0.40 0.53722 0.53143 0.53455 0.53465 0.53333
0.45 0.48309 0.47929 0.48250 0.48261 0.48125
0.50 0.43025 0.42857 0.43182 0.43193 0.43056

(Devami arkada)
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0.55 0.37884 0.37929 0.38250 0.38261 0.38125
0.60 0.32898 0.33143 0.33455 0.33465 0.33333
0.65 0.28080 0.28500 0.28795 0.28806 0.28681
0.70 0.23441 0.24000 0.24273 0.24282 0.24167
0.75 0.18994 0.19643 0.19886 0.19895 0.19792
0.80 0.14750 0.15429 0.15636 0.15644 0.15556
0.85 0.10718 0.11357 0.11523 0.11528 0.11458
0.90 0.06910 0.07429 0.07545 0.07550 0.07500
0.95 0.03334 0.03643 0.03705 0.03707 0.03681
1.00 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

RMS Hatalar1 0.00591 0.00584 0.00585 0.00576

Sekil 4.2°de analitik ¢oziim ve yaklagik ¢oziimlerin grafigi verilmistir. Sekil 4.3’de

ise bagil hatalar yer almaktadir.

Ornek 4.1.13: f"(x)+ % f)f"(x)=0, xel0,+w)

seklinde nonlineer adi diferansiyel denklem ile ifade edilen Blasius denklemini
f0)=f(0)=0, f'(+0) =1
sinir  kosullarint  gozoniine alarak agirlikli kalanlar yontemlerinden kollokasyon
yontemiyle ¢oziimiinii ele alalim.
Coziim: Denklemin ¢6ziimii i¢in f'(x) fonksiyonunun
fix)=1-e
seklinde olabilecegini kabul edebiliriz. @ ve b katsayilar1 kollokasyon yontemiyle

belirlenecek olan bilinmeyen sabitlerdir. f'(x) fonksiyonu gézoniine alinirsa
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f"(x) = —(2ax + b)e™ "

fm(x) — _zaex(aerb) _ (2ax + b)Zex(aerb)

2
_\/;e( 4”)(6#( 2(1X+bJ

b
=
2-a

fO)=x+
elde edilir. Burada
2 ¢ e
erf(x)=——=|e™" dt
Nl

olduguna dikkat edilmelidir. Bulunan f fonksiyonu ve tiirevlerinin diferansiyel

denklemde yerine yazilmasiyla kalan ifadesi
n 1 "
R = f + E ff

esitliginden

R — _2a€x(ax+b) _ (2ax + b)Zex(ax+b)

2 b 2ax+b
| me [eﬁ(zr)—eﬁ(zrj
+—| x+ —d —a (—2aex(”“”b) —(2ax+b)zex(“”b))

2 2\-a

olarak elde edilir.

4.1.13.1 Kollokasyon yontemi

Kalan ifadesinde bilinmeyen sabit sayisi kadar noktada kalanin degeri sifira
esitlenmelidir.  Kalan ifadesinde 2- tane bilinmeyen sabit oldugu i¢in 2- tane
kollokasyon noktasina ihtiya¢ duyulur. x, =1 ve x, =3 kollokasyon noktalari i¢in

R(x;) =0,
R(x,)=0
esitliklerinden lineer olmayan denklem sistemi olusur. Denklem sisteminin ¢oziimiiyle

a=-0.1057 ve b=-0.2900 olarak elde edilir. Blasius denkleminin yaklasik ¢6ziimii

a ve b degerlerinin yerine yazilmasiyla



_(=0.2900)

f(x)=x+

. (4(70.1057)) —0.2900 .
Jre (f( W) erf (
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2(—01057)x4-c412900)j

24/0.1057

olarak elde edilir.

2+/0.1057

Blasius denkleminin varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen ¢oziimleri

(Howarth, 1938) ve kollokasyon yontemiyle elde edilen c¢oziimler Tablo 4.7 de

verilmigtir. Varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen ¢oziimler Tabloda ‘analitik’

olarak isimlendirilecektir.

Tablo 4.7 Ornek 4.1.13 i¢in analitik ¢oziim ile yaklasik ¢dziimiin karsilastiriimasi

x Analitik Kollokasyon Mutlak hata | Bagil hata(%)
1 0.16557 0.1595 0.00607 3.6617
2 0.65003 0.6459 0.00413 0.6354
3 1.39682 1.3910 0.00582 0.4167
4 2.30576 2.2882 0.01756 0.7616
5 3.28329 3.2546 0.02869 0.8738
6 4.27964 4.2456 0.03404 0.7954
7 5.27926 5.2437 0.03556 0.6736
8 6.27923 6.2433 0.03593 0.5722

4.2  Kismi Diferansiyel Denklemlere Uygulamalar

Bu baslik altinda yontemin lineer ve lineer

denklemlere uygulanisi detayli bir sekilde verilecektir.

cozmekle baslayalim

ORNEK 4.2.1: u_ +u,, =0,

u(x,0) = x(1-x),

O0<x,y<],

u(0,y) =u(l,y) =u(x,)) =0

problemini Galerkin yontemiyle ¢ozelim (Finlayson 1972).

olmayan kismi diferansiyel

Ilk 6nce Laplace denklemini
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Coziim: Deneme fonksiyonu sinir kosullarini saglayacak sekilde
N
iy (x,y) =Y x'(1=x)c,(»)
i=1

seklinde alinabilir. N =1 i¢in birinci yaklasim
uy(x,y) = x(1-x)c,(y)
elde edilir. Problemde verilen sinir kosullar1 saglattirilirsa
u; (x,0)=x(1-x)=¢,(0)=1
U (x,)=0=¢,1)=0
olarak bulunur. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi

o*u, 0°u
R(x, y,il,) = —+—
( y 1) axz ayz

= R(x, y,u;) =—2¢, + x(1—x)c,’

seklinde elde edilir.

4.2.1.1 Galerkin yontemi

: d . :
Bu yontemde agirlik fonksiyonu W, = d—u‘ seklindedir. Bu durumda
€

W, =x(1-x)
olarak bulunur. (31) ifadesi géz 6niine alinirsa;

1
j R(x,y,i, W, dx =0
0

olarak yazilabilir. Buradan
= —lcl + Lcl”z 0
3 30
elde edilir. Aslinda baslangictaki kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii
——c + L ¢'=0
3 30

adi diferansiyel denkleminin ¢,(0)=1, ¢, (1)=0 smir kosullariyla birlikte ¢oziimiine

indirgenmis olur. Adi diferansiyel denklemin genel ¢oziimi
c(y)= Aefmy + Bemy

seklindedir. Sinir kosullar1 dikkate alinirsa

Y V10 e V10
" g P

olarak bulunur. Bu durumda 6zel ¢6ziim
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1 iy (- ]
cl(y)=1 e et
—e

seklindedir. Buradan verilen denklem i¢in  birinci yaklasim bulunan ¢, (y)
fonksiyonunun
i, (x,y) = x(1 - x)c, ()

ifadesinde yerine yazilmasiyla elde edilir.

Ornek 4.2.2: u, +u, =-2

u(_lay) = u(lay) = 0,
u(x,~)=u(x1)=0

denkleminin agirlikli kalanlar ¢6ziimlerini bulalim.

Coziim: Deneme fonksiyonu siir kosullarini saglayacak sekilde
N
iy (%)= c,(1=x*) (1= y*)’
Jj=1
seklinde alinabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi

RGeynit) = S G- D(-x) 2= ) + (1) 2y 1= xt)

—Z2j[(l—x2)j_l(l—y2)j F1-x) (1= 7y |2

seklinde elde edilir.

4.2.2.1 Galerkin yontemi
ou

oc,

l

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, =

, 1=123,...,N seklindeydi. Bu

durumda (31) ifadesi ve bdlgenin siirlar1 g6z 6niine alinirsa

S S

1
[RGx,y, i)W, dedy, i=123,..N
0

olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 géz oniine alinirsa

Ky, =F
seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektoriidiir. N =10 igin denklem sisteminin ¢oziimiiyle ¢, 1,2,...,10 degerleri bulunur.

Elde edilen ¢o6zlimiin farkli noktalardaki degerleri Tablo 4.8’de yer almaktadir.



4.2.2.2 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, :2—,
C.

1

durumda (31) ifadesi gdz Oniine alinirsa

o —

1

1
jR(x,y,ﬁN)W,.dxdy, i=123,...,N
0
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i=123,...,N seklindeydi. Bu

olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 g6z oniine alinirsa;

Kl.jcszl.

seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve £}, siitun

vektoriidiir. N =10 i¢in denklem sisteminin ¢ozlimiiyle ¢;,12,...,10 degerleri bulunur.

Elde edilen ¢6ziimiin farkli noktalardaki degerleri Tablo 4.8de yer almaktadir.

Verilen denklemin analitik ¢Oziimiinii bulmak igin degiskenlere ayirma

yonteminden yararlanilir. Problemin ¢6ziimii sirasinda simetriklikten faydalanildigina

dikkat edilmelidir.

Tablo 4.8 Ornek 4.2.2 icin analitik ¢oziim ile agirlikli kalanlar ¢oziimleri

X y Analitik Galerkin En kiiciik kareler
0.00 0.00 0.58939 0.59046 0.60170
0.00 0.25 0.55777 0.5576 0.56925
0.00 0.50 0.45869 0.46104 0.46863
0.00 0.75 0.27946 0.28589 0.28819
0.00 1.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.25 0.00 0.55777 0.5576 0.56925
0.25 0.25 0.52831 0.52727 0.53836
0.25 0.50 0.43561 0.43572 0.44268
0.25 0.75 0.26663 0.26963 0.27152
0.25 1.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.50 0.00 0.45869 0.46104 0.46863

(Devami arkada)
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0.50 0.25 0.43561 0.43584 0.44266
0.50 0.50 0.36231 0.35814 0.36250
0.50 0.75 0.22549 0.21988 0.22055
0.50 1.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.75 0.00 0.27946 0.28589 0.28819
0.75 0.25 0.26663 0.26966 0.27153
0.75 0.50 0.22549 0.21989 0.22055
0.75 0.75 0.14563 0.13300 0.13214
0.75 1.00 0.00000 0.00000 0.00000
1.00 0.00 0.00000 0.00000 0.00000
1.00 0.25 0.00000 0.00000 0.00000
1.00 0.50 0.00000 0.00000 0.00000
1.00 0.75 0.00000 0.00000 0.00000
1.00 1.00 0.00000 0.00000 0.00000

Ornek 4.2.3: u,, +u, =1

u(_lsy) = u(lvy) =0,
u(x,~1) =u(x,1)=0

denkleminin agirlikli kalanlar ¢6ziimlerini bulalim.

Coziim: Deneme fonksiyonu sinir kosullarini saglayacak sekilde
N
Uy (xp)=2c;(1=x") (1= y*)’
j=1
seklinde alinabilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi

RO, = S 40 =00 2212 + 1= 20227

—ZZj[(l —x2) A=) +(1=x2) 21— ) |+ 1

seklinde elde edilir.

4.2.3.1 Galerkin yontemi
Oul

oc,

1

Bu yontemde agirhik fonksiyonlart W, = , 1=123,...,N seklindeydi.

durumda (31) ifadesi ve bolgenin siirlar1 géz oniine alinirsa;

Bu
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o —

1
jR(x,y,ﬁN)W,.dxdy, i=123,...,N
0

olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 géz oniine alinirsa

Kye; =F
seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektortidir. N =10 i¢in denklem sisteminin ¢oziimiyle ¢, 1,2,...,10 degerleri bulunur.

Elde edilen ¢ozlimiin farkl noktalardaki degerleri Tablo 4.9°da yer almaktadir.
4.2.3.2 En kiiciik kareler yontemi

Bu yontemde agirhk fonksiyonlart W, :S—R, i=123,...,N seklindeydi. Bu
C.

1

durumda (31) ifadesi gbz oniine alinirsa

S — —

1
jR(x,y,ﬁN)W,.dxdy, i=123,...,N
0

olarak yazilabilir. Kalan ifadesi ve agirlik fonksiyonlar1 goz ontine alinirsa

Kl.jcj =F

seklinde denklem sistemi olusur. Burada K, NxN -tipinde bir matris ve F;, siitun
vektoriidiir. N =10 igin denklem sisteminin ¢oziimiiyle ¢, 1,2,...,10 degerleri bulunur.

Elde edilen ¢6ziimiin farkl noktalardaki degerleri Tablo 4.9°da yer almaktadir.

Verilen denklemin analitik ¢6ziimiinii bulmak icin degiskenlere ayirma
yonteminden yararlanilir. Problemin ¢6ziimii sirasinda simetriklikten faydalanildigina

dikkat edilmelidir.
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Tablo 4.9 Ornek 4.2.3 i¢in analitik ¢oziim ile yaklasik ¢dziim degerleri

X y Analitik Galerkin En kiiciik kareler
0.00 0.00 0.29468 0.29523 0.30085
0.00 0.25 0.27890 0.27932 0.28462
0.00 0.50 0.22934 0.23043 0.23433
0.00 0.75 0.13971 0.14293 0.14410
0.25 0.00 0.27889 0.27932 0.28462
0.25 0.25 0.26416 0.26475 0.26918
0.25 0.50 0.21780 0.21788 0.22130
0.25 0.75 0.13333 0.13482 0.13577
0.50 0.00 0.22934 0.23043 0.23433
0.50 0.25 0.21780 0.21788 0.22130
0.50 0.50 0.18114 0.17903 0.18124
0.50 0.75 0.11274 0.10992 0.11028
0.75 0.00 0.13973 0.14293 0.14410
0.75 0.25 0.13333 0.13481 0.13577
0.75 0.50 0.11274 0.10994 0.11029
0.75 0.75 0.07283 0.066501 0.066062

Ornek 4.2.4: u, +uu, =vu_, 0<x<I

u(0,£) = u(l,£) =0

u(x,0) = sin zx

denklemini v =1 i¢in Galerkin yontemiyle ¢6zmeyi ele alalim.

Coziim: Deneme fonksiyonu sinir kosullarini saglayacak sekilde

uy(x,t)= i ¢, (¢)sin(rix)

seklinde alinabilir.

¢.(0)=0, i=2,...,N

yaklagim

Baslangic  kosulunun

u,(x,t) = c,(t)sin(mx) + ¢, (¢) sin(27x)

saglanabilmesi

olmas1 gerektigine dikkat edilmelidir.

icin ¢ (0)=1 ve

N =2 i¢in ikinci
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elde edilir. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi

R(x,t,u,) = ¢, sin(zx) + ¢, sin(272x) + (¢, sin(7zx) + ¢, sin(27x))(c, 7 cos(mx) + ¢, 27 cos(27x))

+c,7” sin(/x) + 4c, 7 sin(27x)

seklinde elde edilir.

4.2.4.1 Galerkin yontemi

~

Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = ﬁauz

, i=1,2 seklindedir. Bu durumda

W, =sin(mx), W, =sin(2mx)

olarak bulunur. (31) ifadesi gbz 6niine alinirsa;
1
j ROx, 0,0, Wdx =0, i=12
0

olarak yazilabilir. Buradan

1

2

—c+—cm” ——cic,r=0
4

2 2
—c) +lclz7z +2¢,m° =0
2 4

elde edilir. Elde edilen lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi ¢,(0) =1 ve
¢,(0) =0 kosullariyla birlikte # =0.1 icin maple yardimiyla niimerik olarak ¢oziilerek
¢,(0.1)= 0371835 ve ¢,(0.1)=-0.009488 olarak hesaplanmistir. Bulunan bu
degerlerin deneme fonksiyonunda yerine yazilmasiyla

u,(x,0.1) = 0.371835sin(7zx) — 0.009488sin(2x)

ikinci yaklagimi elde edilir.

Deneme fonksiyonunda N =3 alinirsa lglincii yaklasim;
Uy (x,t) = ¢, (¢)sin(mx) + ¢, (¢)sin(2mx) + ¢, (¢) sin(37x)
selinde olur. Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilmasiyla R(x,t,u,) kalan

ifadesin  hesaplanir. Galerkin  yontemiyle c¢oziiliirse, agirlik fonksiyonlari
ou, . . .

/4 :a—, i =1,2,3 seklindedir. Bu durumda
C.

1
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W, = sin(nx), W, =sin(27x), W, = sin(37x)

olarak bulunur. (31) ifadesi géz 6niine alinirsa;
1
[RGe.ti)Wdx=0, =123
0

olarak yazilabilir. Buradan

’ 2 1
—c+—cr” ——cc,m——cyc,r =0
2 2 4 4

, 1 1
Ecz +chz7z+ 2¢,7’ —Eclc37z =0

9 5 3
503 +Ec3 7Z+chczﬁ=0

elde edilir. Elde edilen lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi c¢,(0)=1,
c,(0)=0 ve ¢;(0)=0 kosullartyla birlikte #=0.1 i¢in maple yardimiyla niimerik
olarak ¢oziilerek ¢, (0.1)=0.371835, ¢,(0.1)=-0.009472 ve ¢,(0.1)=0.000258

olarak hesaplanmistir.  Bulunan bu  degerlerin deneme fonksiyonunda yerine
yazilmasiyla

i, (x,0.1) = 0.371835sin(zzr) — 0.009472 sin(27zx) + 0.000258 sin(37zx)

liclincii yaklagimi elde edilir.
Ikinci yaklasimin, iiglincii yaklasimm ve analitik ¢dziimiin (Cole 1951) ¢=0.1
zamani ve x’in farkli noktalardaki degerleri icin elde edilen sonuglari1 Tablo 4.10 da

verilmigtir.

Ornek 4.2.5: u, =4u_, O<x<l, >0
u(0,1) =u(l,t)=0
u(x,0)=x*(1-x)
denklemini Galerkin yontemiyle ¢6zmeyi ele alalim.

Coziim: Deneme fonksiyonu sinir kosullarini saglayacak sekilde
N
uy(x,t)= Zc[ (H)x'(1-x)
i=1

seklinde almabilir. Baslangi¢ kosulunun saglanabilmesi i¢in ¢,(0) =0, ¢,(0) =1 ve
c;(0)=0, i=3,...,N olmas1 gerektigine dikkat edilmelidir. N =3 i¢cin deneme

fonksiyonu
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U, (x,t)=c,(t)x(1=x)+c,(t)x* (1= x)+c; () x> (1-x)
seklinde olur.  Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x,t,iiy)=c| x(1-x)+cy x> (1—-x)+ci x> (1-x)
+8¢, —4c, (2 —6x) —4c, (6x—12x%)
seklinde elde edilir.

Tablo 4.10 Ornek 4.2.4 icin elde edilen ¢dziim degerleri

X Analitik ¢6ziim Yaklasik ¢oziim Yaklasik ¢6ziim

u(x,0.1) u,(x,0.1) (N=2) | uy(x,0.1) (N =3)
0.1 0.10954 0.10932 0.10955
0.2 0.20979 0.20954 0.20980
0.3 0.29190 0.29180 0.29190
0.4 0.34792 0.34805 0.34792
0.5 0.37158 0.37183 0.37158
0.6 0.35905 0.35921 0.35905
0.7 0.30991 0.30984 0.30992
0.8 0.22782 0.22757 0.22781
0.9 0.12069 0.12049 0.12070

4.2.5.1 Galerkin yontemi

~

Bu yontemde agirlik fonksiyonlart W, = %, i =1,2,3 seklindedir. Bu durumda

oc,

W, =x(1-x), W,=x>(1-x), W,=x(1-x)

olur. (31) ifadesi goz oniline alinirsa;

1
[RGe.t i)W dx=0, =123
0
olarak yazilabilir. Buradan
1, 1, 1 , 4 2 2
—c t—cy+——ci+—¢ +§c2 +gc3 =0

30 60 105 3
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1 ! 1 ’ 1 ’ 2 8 2
—cC +t——c,+——c; +—c +—c, +§c3 =0

60 105 168 3

LC'-FLC’-F%C +=¢, =0
105 " 168 ° ' :

elde edilir. Elde edilen lineer adi diferansiyel denklem sistemi ¢,(0)=0, ¢,(0)=1 ve
¢;(0) =0 kosullariyla birlikte # =0.1 i¢in maple yardimiyla niimerik olarak ¢oziilerek
¢,(0.1)=0.00775169,  ¢,(0.1)=0.00878383 ve ¢,(0.1)=—-0.00878378 olarak
hesaplanmistir. Bulunan bu degerlerin deneme fonksiyonunda yerine yazilmasiyla

i, (x,0.1) = 0.00775169 x (1 — x) + 0.00878383 x* (1 - x) — 0.00878378 x* (1 - x)
ticlincii yaklasimi elde edilir. Verilen denklemin analitik ¢6zlimii degiskenlerine ayirma
yontemi ile

o0 _ 1\t _ )
u(x,t) = %ZW(“ 7! sin(nx)
n=1

olarak bulunur. Ugiincii yaklasimin ve analitik ¢dziimiin (seride ilk 25 terim toplanarak)
t =0.1 zamam ve x’in farkli noktalardaki degerleri i¢in elde edilen sonuglar1 Tablo

4.11 de verilmistir.

Tablo 4.11 Ornek 4.2.5 icin elde edilen ¢dziim degerleri

X Analitik ¢6zlim Yaklasik ¢6ziim

u(x,0.1) uy(x,0.1) (N =3)
0.1 0.000769244 0.000768801
0.2 0.00146320 0.00146513
0.3 0.00201392 0.00201522
0.4 0.00236751 0.00236636
0.5 0.00248935 0.00248691
0.6 0.00236751 0.00236636
0.7 0.00201393 0.00201522
0.8 0.00146322 0.00146514
0.9 0.000769260 0.000768802
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Verilen problem i¢in elde edilen yaklasik ¢6ziim degerleri zaman degeri biiytidiikce
yani ¢t arttikca ve deneme fonksiyonunda kullanilan terim sayisi arttikca yani, N

degeri arttikca analitik ¢dziime daha yakin olur.

Ornek 4.2.6: u, ~u_=0, O<x<mz, >0
u(0,t) =u(mz,t)=0
u(x,0)=sin’ x, u,(x,0)=0

denklemini Galerkin yontemiyle ¢6zmeyi ele alalim.

Coziim: Deneme fonksiyonu sinir kosullarini saglayacak sekilde
N
iy (x,0) = Y c,()sin’ (x)
i=1

seklinde alnabilir. Baslangic kosullariin saglanabilmesi i¢in ¢,(0) =0, ¢,(0) =0,
c;(0)=11¢,(0)=0, i=4,....N ve ¢/(0)=0, i=1,...,N olmas1 gerektigine dikkat
edilmelidir. N =3 i¢in deneme fonksiyonu
i, (x,t) = ¢, (t)sin(x) + ¢, (£)sin* (x) + ¢, (¢) sin” (x)
seklinde olur.  Deneme fonksiyonu denklemde yerine yazilirsa kalan ifadesi
R(x,t,1i,) = csin(x) + ¢} sin” (x) + ¢} sin” (x)
+ ¢, sin(x) — 2¢, (cos” (x) —sin’ (x)) — 3¢, (2 sin(x) cos” (x) —sin > (x))

seklinde elde edilir.

4.2.6.1 Galerkin yontemi
Bu yontemde agirlik fonksiyonlar1 W, = g&, i =1,2,3 seklindedir. Bu durumda
C.

W, =sin(x), W, =sin’(x), W, =sin’(x)

olur. (31) ifadesi goz Oniine alinirsa;
1
[RGe.ti)Wdx=0, =123
0

olarak yazilabilir. Buradan

1, 4, 3 , 1 4 3
—me/+—cy+—mey+—mwe, +—c,+—mwc; =0
2 3 8 2 3 8
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4
Ec{’+—7rc§+—c§'+ e, +—me,+—c; =0

3 " " 5 " _
—rmel+—cy+—rme;+—mwe+—c,+—mey; =0
8 1 16 8 1

elde edilir. Elde edilen lineer adi diferansiyel denklem sistemi c¢,(0)=0, ¢,(0)=0,
c;(0)=1 ve ¢/(0)=0,i=12,3 kosullartyla birlikte #=0.2 i¢in maple yardimiyla
niimerik olarak ¢oziilerek c,(0.2) =0.11604821, ¢,(0.2)=0 ve ¢;(0.1) = 0.82533563

olarak hesaplanmistir.  Bulunan bu  degerlerin deneme fonksiyonunda yerine
yazilmasiyla

i, (x,0.1) = 0.11604821sin (x) + 0.82533563 sin" (x)

liclincii yaklagimi elde edilir. Verilen denklemin analitik ¢6ziimii
u(x,t)= isin(x) - lsin(3x)
4 4

seklindedir. Ugiincii yaklagimm ve analitik ¢dziimiin 7 =0.2 zamam ve x’in farkl

noktalardaki degerleri i¢in elde edilen sonuglart Tablo 4.12°de verilmistir.

Tablo 4.12 Ornek 4.2.6 i¢gin elde edilen ¢6ziim degerleri

x Analitik ¢6ziim Yaklasik ¢6zim
u(x,0.2) u,(x,0.2) (N =3)
0 0.0000000 0.0000000
7/8 0.0906638 0.0906637
r/4 0.3738588 0.3738587
7/2 0.9413839 0.9413838
T 0.0000000 0.0000000
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu c¢alismada lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemler
agirlhikli kalanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Yontemin ¢dziim asamasinda
denklemlere uygulamasinin kolay; fakat ¢oziimiin, deneme fonksiyonunun se¢imine
onemli Olgiide bagl oldugu goriilmiistiir. Deneme fonksiyonlarinin genellikle verilen
problemin kosullarin1 saglayacak sekilde ve sinir verilerine uygun olarak secilmesi
gerektigi sonucuna varilmistir. Probleme uygun olarak secilmeyen deneme
fonksiyonlart ile ¢oziime baslandiginda elde edilen ¢oziim genellikle istenilen sonucu
vermez. Yani denklem analitik olarak ¢oziilebiliyorsa (veya analitik ¢6ziim olarak kabul
edilen bir ¢ézlime sahipse), uygun olarak secilmeyen bir deneme fonksiyonuyla ¢oziime

baslandiginda elde edilen ¢oziim ile analitik ¢6zlim arasindaki hata biiyiik olacaktir.

Agirlikli kalanlar yontemiyle bir adi diferansiyel denklem ¢oziilmek istenirse,
‘kalanin agirlikli integralinin sifira esit olmasi1 gerektigi’ mantig1 ¢ercevesinde olusan
islemler sonucunda deneme fonksiyonunda bulunan bilinmeyen sabit sayisi kadar
cebirsel denklem; kismi diferansiyel denklem c¢o6ziilmek istenirse, bilinmeyen sabit
sayis1 kadar adi diferansiyel denklem elde edilir. Her zaman bu yontem kullanilarak
kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmede, kismi diferansiyel denklemi adi diferansiyel
denklem sistemine doniistiirmek avantaj getirmeyebilir. Bu sebeple kismi diferansiyel
denklem, calisilan bolge ve smir verileri gz Oniine alinarak, uygun bir deneme
fonkiyonu yardimiyla yontem icin gerekli olan katl integrallerin hesaplanmasi
sonucunda, adi diferansiyel denklem sistemi yerine cebirsel denklem sistemine

doniistiiriilebilir. Bu ise cogu zaman hesaplama kolaylig1 saglamaktadir.

Agirliklt  kalanlar yontemi uygun deneme fonksiyonu segilerek isleme
baslandiginda istenilen ¢6ziimii kolaylikla elde etmede kullanish bir yontemdir. Diger
yaklasik yontemlere nazaran hem ydntemin kavranmasi hem de uygulanmasi kolaydir.
Bu yontem fen ve miihendislik alanlarinda ortaya g¢ikan lineer ve lineer olmayan

diferansiyel denklemlere rahatlikla uygulanabilir. Bu sebeple, bu yontem ilerleyen
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zamanlarda c¢Oziilmek istenen denklemler icin tercih edilebilecek yontemlerin baginda

gelebilir.

Agirlikli kalanlar yontemi i¢in yukarida bahsedilen avantajlarin yani sira bazi
onemli dezavantajlar1 da vardir. Bunlardan biri, iyi bir deneme fonksiyonu bulmak her
zaman kolay degildir. Digeri ise, deneme foksiyonunun polinomlar ailesinden
(problemin ¢oziimii hakkinda herhangi bir 6n bilgi olmadiginda kullanilan geleneksel

secim) seg¢ilmesi her zaman ¢6ziim i¢in uygun olmayabilir.
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