PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

(N.q) TOPLANABILEN VEYA SINIRLI OLAN DiZi UZAYLARI
ARASINDAKI DONUSUMLERIN OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZi
Inci BIRGIN

Anabilim Dal : Matematik

Programi : Matematik

Tez Damsmani: Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL

EYLUL 2011



YUKSEK LISANS TEZ ONAY FORMU

Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii 091441018 nolu &grecisi Inci

BIRGIN tarafindan hazirlanan “(N. @) TOPLANABILEN VEYA SINIRLI OLAN
DIiZi UZAYLARI ARASINDAKI DONUSUMLERIN OZELLIKLERI™ bashkh
tez tarafimizdan okunmus, kapsami ve nitelifii a¢isindan bir Yiiksek Lisans tezi
olarak kabul edilmistir.

" JiriBagkam:  Prof. Dr. Nuri KOLSUZ .z/. /d /7

/
2 ﬁéﬂa
Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL (_,Q\.‘
(Tez Danigmani)

Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu'nun
¢S /10./90 1\ tarih ve ... 23 / 2.\, sayih karariyla onaylanmigtir.




Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin vapilmast ve
bulgularmin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara ozenle riayet
edildigini: bu caliymanin dogrudan birincil iriinii olmayan bulgularin, verilerin ve
materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gésterildigini ve alinti yapilan
¢aliymalara atfedildigine beyan ederim.

Imza W

Ogrenci Adi Soyad : inci BIRGIN

iii



ONSOZ

Yiiksek lisans 0grenimim ve tez caligmalarim boyunca gosterdigi sabir, her tiirli
destek ve yardimdan dolay1 ¢ok degerli saymn hocam Prof. Dr. Mehmet Ali
SARIGOL e en igten dileklerimle tesekkiir ederim.

Ayrica bu caligmalarin yapilmasi sirasinda, maddi-manevi desteklerini hi¢ eksik

etmeyen kiymetli aileme tesekkiir ederim.

Eylil 2011 Inci BIRGIN



ICINDEKILER

L0 Y/ i P PTITRN Vi
SUMMAOARY ..ottt ee et ee ettt ea ettt st es et et et es et e tet e s et e tese s s tens vii
1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .....c.cceoooviiiieeeeeeeeeeeee e, 1

1.1 Temel Tanim ve TEOTEMIET ....ccoeeveeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1

1.2 Hausdorff Kompaktsizlik OIgiisii TANIMI........ccccvcveiiiriririiirerieireieeeeiereeenns 7
2. (N,q) TOPLANABILEN YA DA SINIRLI OLAN DiZILERIN KUMELERI
VE BU KUMELERIN B-DUALLERI.............ccccooooiiiiiiiiioiecceeeeeeees 11
3. MATRIS DONUSUMLERI ..........ccooooviiieiceeecceeeeeee et 20
4, KOMPAKTSIZLIK OLCUSU VE DONUSUMLER..........c.ccccocvvvevivannn. 29

KAYNAKLAR et e e e e 45



OZET

(N,q) TOPLANABILEN VEYA SINIRLI OLAN DiZi UZAYLARI
ARASINDAKI DONUSUMLERIN OZELLIKLERI

Dért boliimden olusan bu tezde, (N, q) uzaylar1 ile bazi BK uzaylar1 arasidaki
matris doniisiimleri ve kompakt operatorler incelenmistir.

Birinci boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavram ve
teoremler ifade edilmistir.

fkinci bolimde (N,q)y, (N,q) ve (N,q), uzaylarinn bazi 6zelliklerini ifade
eden ve Aljarrah ve Malkowsky (1998) ye ait olan teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Uciincii bolimde (N,q),, (N,q) ve (N,q). uzaylar1 ile bilinen uzaylar
arasindaki matris doniistimleri ve Malkowsky ve Rakocevi¢’ ye ait olan teoremlerin
ispatlar1 verilmistir.

Dordiincii boliimde c¢okega faydalandigimiz Hausdorff kompaktsizlik 6lgiisiiniin
temel teoremleri ile bazi matris doniistimlerinin kompakt operator olmasi igin gerek
ve yeter sartlar1 ifade eden teoremler detayli olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: BK uzay1, baz, matris doniisiimleri, kompaktsizlik 6l¢tisii



SUMMARY

PROPERTIES OF TRANSFORMATION BETWEEN SPACES OF
SEQUENCES THAT ARE (N, qg) SUMMABLE OR BOUNDED

In this thesis consisting of four chapters, some matrices transformation and
compact operator between the spaces (N, q) and BK spaces are studied.

In the first chapter, some basic concepts and theorems which we will use in
subsequent chapters are stated.

In the second chapter, the proofs of theorems of Aljarrah and Malkowsky (1998)
stating some properties of (N, q),, (N, q) ve (N, q), are given.

In the third chapter, the proofs of theorems of Malkowsky and Rakocevi¢ and
matrix transformations between (N, q),, (N,q) ve (N,q). spaces and the known
spaces are given.

In the fourth chapter, with theorems that we make use of so much, stating the
basic theorems of Hausdorff measure of noncompactness, the theorems stating if and
only if some matrix transformation to be compact operator, are studied in detail.

Key Words: BK spaces, bases, matrix transformations, measure of noncompactness



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdliimde daha sonraki bolimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler

verilmistir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 1.1.1 (Calismada gegen bazi dizi 6rnekleri) :
w : Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin kiimesi
¢ : @ C w olacak sekilde sonlu dizilerin kiimesi
Co i €y = {x = (x,) € w: limx, = III}

-
c. c= {x = (x,) € w: lim x,, mevcut}

T

lo 11, = {x = (x,) € w: suplx,| < DD}

T
¢s : Reel veya kompleks terimli yakinsak serilerin kiimesi, yani;

i fmtoco ($u)ed

k=0

by . Kismi toplamlar dizisi sinirli olan reel veya kompleks terimli serilerin

b, = [x = (x,) € w: (i xk) = lmI

k=0
L L= {x = (x,) € w: lekl < m‘
k=0

l

kiimesi, yani;

p - 1= p< oo olmak lizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin

kiimesi, yani;



L, =[x =(x,) € m:Zkal?’c‘: w, 1<p<w
k=0

(k) - (k):{lr n=k (k) — (k)
e . ey 0 nek VE€ (en ) dizisidir.

)

Tamm 1.1.2 (Vektor uzay1): L bostan farkli bir kiime ve K reel veya kompleks

sayilarin cismini gostersin. Eger V X,y,z € L ve o, € K olmak tizere
+:LxL-L ve -:KXL-L
fonksiyonlar1 igin
l,) x+yeL (kapalilik 6zelligi),
L) x+(y+2)=((x+y)+z (birlesme dzelligi),
[3) x+6 =6+ x olacak sekilde 6 € L vardir (birim eleman),
ly) x+ (—x) =(—x)+ x = 6 olacak sekilde —x € L vardir (ters eleman),
I5) x+y=y+x (degisme ozelligi),
lg) a-x €Ll (skalerle carpma isleminde kapalilik),
;) a-(x+y)=a-x+a-y
Ig) (a+p) x=a-x+p-x
lo) (@) x=a-(B-x)
l;0) 1 € K birim eleman olmak lizere 1-x = x

sartlar1 saglaniyorsa, L ye bir vektor uzayi veya lineer uzay denir.

Tanim 1.1.3 (Normlu uzay): X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. Eger
I-]l : X = R fonksiyonu igin
ny) Vx€X, x#0 iin|lx|| >0, ||[x]|=0=x=0
n,) VAEK, vx € X iin ||Ax| = |A] - ||x]|
ny) Vx,y € X igin [lx + yll < [lx[l + llyll

sartlar1 saglanmiyorsa ||-|| fonksiyonuna, X tizerinde bir norm ve X uzayina da normlu

uzay denir.



Tanim 1.1.4 (Banach uzayi): Norma gore tam olan uzaya yani her Cauchy

dizisinin yakinsak oldugu uzaya Banach uzay1 denir.

Teorem 1.1.5: Eger Y bir Banach uzay1 ise B(X,Y) bir Banach uzayidir
(Kreyszig 1989).

Tanim 1.1.6 (FK uzay1): Koordinat fonksiyonelleri siirekli olan @ nin tam lineer

alt metrik uzayina FK uzay1 denir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004).
Normlu FK uzayina BK uzay1 ad1 verilir.

X, ¢ yikapsayan bir BK uzay1 olsun. Eger Vx = (x;) -, € X dizisi i¢in

oo

= Z xne':”} olacak sekilde bir tek gosterimi varsa, X’ e AK 6zellige sahiptir
n=0

veya kisaca AK uzay1 adi verilir.
Tanmim 1.1.7 (Schauder bazi): X lineer metrik uzay olsun. Eger Vx € X i¢in

x = Z A,b, olacak sekilde skalerlerin bir tek (4,)n=, dizisi bulunabiliyorsa,
n=0

(bp)p=o dizisine X lineer metrik uzayinda Schauder bazi ad1 verilir.

B(X,Y), X normlu uzaymdan Y normlu uzayr i¢ine olan biitiin sinirli lineer

dontistimlerin kiimesini gostermek tizere

Tamim 1.1.8 (Smurli lineer operator): X ve Y iki normlu uzay ve T: X — Y bir

lineer operator olsun. Eger Vx € X igin

ITxll < cllxll

olacak sekilde bir ¢ > 0 reel sayis1 varsa T ye smirli lineer operator denir. (Burada
esitsizligin solundaki norm Y uzaymdaki, sagindaki norm ise X uzayindaki

normdur.) Bu esitsizligi saglayan c sayilarinin en biiyiik alt siniria yani
ITIl = inf{e: ¥x € X i¢in IT(x) I < ellx|l }

sayisina T nin normu denir. Bu norm ayn1 zamanda

ey

T\ =sup———

1Tl = 2R e
x+0



esitligi ile de verilebilir.
B(X,Y) yukaridaki norma gore bir normlu uzaydir.

X iizerindeki biitiin sinirl lineer fonksiyonellerin olusturdugu B(X, C ) normlu

uzayma X in duali denir ve X™ ile gosterilir. A¢iktir ki X™* tizerindeki norm

Fol

Ifll = sup—=—— = sup |[f(x)]
XEX "X" XEX
x#*0 [lx]|=1

dir (Kreyszing, 1980).

Tanim 1.1.9: X ve Y metrik uzay ve f: X — Y doniisiimii verilmis olsun. Eger her
sinirh @ € X kiimesi igin f(Q) kiimesi lokal kompakt, yani f(Q)’nun kapanis1 Y de

kompakt ise bu takdirde f ye kompakt doniisiim ad1 verilir.

Teorem 1.1.10: X ve Y normlu uzay ve L: X = Y lineer operatdr olsun. Bu
durumda L nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart X’ deki her sinirli (x;,) dizisi

igin (L(x,)) dizisinin Y de yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir (Suhubi 2001).
Tamm 1.1.11 (Carpim Uzay1): X ve Y, w nin iki alt kiimesi olsun. Bu durumda
MXxXY)={a=(a,) Ew:Vx=(x,)EX i¢in ax=(a,x,)EY}

kiimesine X ile Y nin ¢arpim uzayi denir (Malkowsky, Rako¢evi¢, Zivkovig, 2002).

Herhangi iki x ve y dizileri i¢in xy = (x Y1) r=o Olsun. X ve Y w nin keyfi alt

kiimeleri ve z herhangi bir dizi ise bu taktirde

zls X ={xcwxzeX} Ve M(X,Y]=ﬂx_1ﬁi’

XEX
bi¢iminde tanimlanir.

Eger 6zel olarak Y = ¢, alinirsa

T
XF=M(Xc)= [rx = (a,) E w: Vx € X i¢cin (Z akxk)E cl

k=0

= [a = (a,) Ew:¥xEX icin Z a,x, yakinsaktir }

k=0



elde edilir. Buna X in £ duali adi verilir. Eger X D ¢ bir BK uzay1 ve a € w ise

esitligin sagmdaki seri yakinsak olmak tizere

oo
E fp Xy
k=0

biciminde tanimlanir. Eger a € X* ise bu norm mevcuttur (Wilansky,1984).

lall* = sup[

rx EXve ||x||=1I

k = 0,1, ... olmak lizere u;, # 0 olan biitiin u dizilerinin kiimesini U ile

oo

1 1
gosterelim. u € U olmak lizere —= (—) olsun.
U Uty o

A*: w > w operatori;

Atx = (A" i) ic=0 = (X — Xir1) =0
bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 1.1.12: A = (a,;) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve
x = (x;) herhangi bir dizi olsun. Eger Vn = 0,1,2, ... i¢in

o]

A,(x) = Z Apic X
k=0
serileri yakmsak ise A(x) = (A4,(x)) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen
doniisiim dizisi denir. Ayrica Vx € X i¢in A(x) doniisiim dizisi mevcut ve Y uzayina
ait ise A ya X uzayindan Y uzayina bir matris doniisiimii denir ve bu tiir matris

doniistimlerin kiimesi (X,Y) ile gosterilir.

Tamm 1.1.13: X, @ nin bir alt kiimesi olmak tizere X, = {x € w:A(x) € X}
kiimesine, A matrisinin X deki toplama alan denir. Ornegin, eger E her n = 0,1, ...
icine,;, =1 (0<k<n)ve e, =0 (k>n) seklinde tanimlanan matris ise, o

zaman cs = cg Ve bs = (l,)g yani yakinsak ve smirli serilerin kiimeleri olur.

A = (a,) sonsuz matrisini n. satir elemanlarinmn dizisini A4, (n =0,1,2,...) ile

gosterecegiz, yani

An = (ank)loco=0 = (anOr A1y s Apks )



alacagiz. Bu durumda

[ee}

An(x) = Z App Xy
k=0
ve

(o]
2 Anp Xy

k=0

141" = sup{l4,()]:x € X, l|x] = 1} = Sup{ x €X, x|l = 1]

olur. Ustelik 4 € (X,Y) denk olarak V n i¢in A,, € X# ve Vx € X i¢in A(x) € Y yi
ifade eder.

Teorem 1.1.14: X ve Y BK uzay1 olsun. Bu taktirde (X,Y) c B(X,Y) dir, yani
VA € (X,Y) i¢in Ly(x)=A(x) (x € X) olacak sekilde L, € B(X,Y) wvardir.
Ayrica, A € (X, [,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ANl = supllA,lI" = [[Lall < o0 (1.1)
n

olmasidir.

Eger (b("));o: o X’in bir bazy, Y; ve Y FK uzay1 olmak tizere Y;, Y ’nin kapali bir

alt uzayi ise bu takdirde, A € (X,Y;) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ae(X,Y) ve k=0,1,..icin A(b®) e Y, (1.2)
olmasidir (Malkowsky, Rakocevi¢,1998).

Teorem1.1.15: T bir iiggensel matris olsun.

a-) X ve Y, w’nm keyfi iki alt kiimesi olmak tizere A € (X, Y7) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart B = TA € (X,Y) olmasidur.

b-) Eger X ve Y BK uzay1 ve A € (X, Yr) ise bu takdirde

ILall = IIL3l

dir (Malkowsky, Rakocevi¢, 1999).



1.2 Hausdorff Kompaktsiziik Olgiisii Tanim

Tanm 1.2.1 (Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii): (X,d) metrik uzay ve Q X in bir

alt kiimesi olsun.

a-) EgervVe > 0igin Q U B(x,r.) ,r; <e&(i=12,..,n) olacak sekilde bir
i=1

n=n(e) € N sayisi bulunabiliyorsa, Q ya X de total smirhdir denir ve

{x1, x5, ..., x,, } kiimesine ise Q’nun &-neti (ag1) ad1 verilir.

Total sinirlt her kiime sinirhidir. Fakat tersi genel olarak dogru degildir (Maddox

1970).
b-) Eger Q sinirli ise
¥(Q@) =inf{s = 0:Q, X de sonlu £ — agma sahiptir }
sayisina Q kiimesinin Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii ve y fonksiyonuna ise

Hausdorff Kompaktsizlik Olgiisii denir.

Q’yu orten yuvarlarin merkezlerinin Q’ya ait olmak zorunda olmadigina dikkat

edilmelidir.

Q’nun kapanisini Q ile gosterelim. Bu durumda y fonksiyonu asagidaki 6zelliklere
sahiptir.

Lemma 1.2.2: (X, d) metrik uzay ve Q, Q1, Q, X in smirl alt kiimeleri olsun. Bu

taktirde
a-) x(@)=0 olmasi igin gerekli yeter sart Q nun total sinirh olmasidir.
b-) Q1<Q; ise x(Q1) < x(Q2)
) x(@=x(Q)
d-) 2(Q1 V Q2) = maks{x(Q1), x(Q2)}
) x(Q; N Q) < min{x(Q,), x(Qx)}

dir (Akhmerov, Kamenskii, Potapov, Rodkina, Sadovskii, 1992, Banas, Goebl, 1980,
Rakocevi¢, 1994).



Teorem 1.2.3: X normlu uzay ve Q,Q;, @, X in smurh alt kiimeleri olsun. Bu

taktirde
a-) x(Q1 + Q2) < x(Q1) + x(Q2)
b-) vA € Cicin x(AQ)=|A|x(Q)

dir (Akhmerov, Kamenskii, Potapov, Rodkina, Sadovskii, 1992, Banas, Goebl, 1980,
Rakocevi¢, 1994).

Tamm 1.2.4: X ve Y normlu uzay ve A € B(X,Y) olsun. Bu durumda A’nin
Hausdorff kompaktsizlik olgiisii ||All, ile gosterilir. K = {x € X: ||x|| <1} X de

birim yuvar olacak sekilde
Al = x(AK)
bi¢iminde tanimlanir. Ayrica A’nin kompakt olmasi i¢in gerekli yeter sart
lAll, =0

olmasidir ve ||All, < |[A]l dir (Akhmerov, Kamenskii, Potapov, Rodkina, Sadovskii,

1992, Banas, Goebl, 1980, Rakocevi¢, 1994).

Teorem 1.2.5: X, {ey, e, ...} Schauder bazina sahip Banach uzay1 ve Q, X’in
siirli bir alt kiimesi ve B, , {e;, e,, ...} kiimesinin lineer gereni lizerine bir projektor

doniisiimii olsun. Bu takdirde

1
7 Jim sup (Supll(l - Pn)x") < x(Q) < infsup|[(/ — B)xl|

XEQ X€Q

< lim sup (supII(I - Pn)x||>
n—oo

X€EQ

dir. Burada a = lim supl|lI — B || dir (Akhmerov, Kamenskii, Potapov, Rodkina,
Sadovskii, 1992, Banas, Goebl, 1980).

Burada ki a sayisini hesap edebiliriz :

X =c, ise a=1 oldugunu gosterelim. r =0,1,2,... icin P.:cy = ¢y ,

P.(x) = (xq, X4, ..., X, 0,0, ... ) olmak tizere



(7 = RGOl

Il —P.|| =su
T Il
X€Ecy
1€0,0, ..., Xy 1, %42, )l sup |x,|
= sup r+1r*r+2 = sup nzr+1 < 1 (1.3)
x+0 ”x" x=0 Suplxnl
n=0

oldugu agiktir. Ayrica V x € ¢, icin [|(I — B.)(x)|| < |l — B-||llx|| olduguna gore

x = (x) = (0, ..., X1, Xy 42, ... ) € Co alinirsa

(7 = P)GOl
— " 1
[l |l
ve buradan
II=Fll =1 (1.4)
bulunur. (1.3) ve (1.4)’den
Ir-pAll=1 (1.5)

dir. Boylece a = 1 elde edilir.

X =c ise a =2 oldugunu gosterelim. {e, e, e,, ...}, c'nin Schauder bazi

oldugundan V x = (x;);=, € c icin
x =le+ Z(xk —De®
=0

olacak sekilde [ € C ve skalerlerin (x;) dizisi mevcuttur. Eger r = 0,1,2, ... igin

P.: ¢ = ¢ doniisiimiini
T
P.(x) = le + Z(xk —De® = (1,1,..) + (o — 1), Gty = D), o, (xr — 1),0,0, ...)
k=0

= (Xg, X1, s Xy L, 1, .00)

bi¢ciminde tanimlarsak bu durumunda

(I—-PB)x) =(00,..,0,x41 = Lx, o —1,..)



olacagindan V x € ¢ igin
I =BGl = llx = B.COIl < llxll + 15-COll < 2]
ve
I = B)CONl < T = Blllix]l < 2[lx|]
bulunur. Buradan
=Pl <2 (1.6)

olur. Ote yandan 6zel olarak x = (x,) = (L, 1,.., l’_\_Y_lJ’ [,...) € c alinirsa

r+1

I = BN = 202l = 2]|x]]

ve buradan
2lxll = I = PO < 1T = Al
yani
I—Fll =2 (1.7)
bulunur. (1.6) ve (1.7)’den
I —Pll =2 (1.8)

dir. Boylece a = 2 elde edilir.



2. (N,q) TOPLANABILEN YA DA SINIRLI OLAN DiZIiLERIN KUMELERI
VE BU KUMELERIN S-DUALLERI

Bu kisimda (N, q)o, (N,q) ve (N, q) uzaylarinin birgok &zelligini ifade eden

Aljarrah ve Malkowsky, (1998) e ait olan teoremlerin ispatlarini verecegiz.

(q1) =0 pozitif bir dizi ve Q ise genel terimi @, = Z g, (n=10,1,..) olan

k=0
diziyi gostersin. Ayrica N, matrisini

qk
W), ={o.  CFEED o1

(k>n)

bigiminde tanimlayalim. Bu taktirde sifira (N, q) toplanabilen, toplanabilen ve (N, q)

smirl dizilerin kiimelerini sirastyla
(W, q)o = (co)w,, (N, q) = (O, Ve (V,q)eo = (),

ile gdsterelim. Bu taktirde bu uzaylar BK uzayidir. Simdi bu baglamda Aljarrah ve
Malkowsky, (1998) e ait teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1: (N, q)o, (N, q) ve (N, @) kiimelerinin her biri

n
1 2
Qi Xk
Cn k=0

seklinde tanimlanan ||-|| Nq normuyla BK uzayidir.

lxlly, = sup
n

Ispat: (N, q), kiimesinin ||-| N, Normuyla BK uzay1 oldugunu gosterelim.

x™ = (x) = (x,x2, ...) olmak iizere (x*) (N,q), da bir Cauchy dizisi olsun.
Bu taktirde



-0 (m,N - o)

n
1
e =Ml = sup |- gy (et = 1)
n Qn
k=0
ve dolayisiyla

Vn igin -0

n
1
o G =)
" k=0

olur. Buradan
n =0 icin lx —x)| -0

n = ligin

1 . .
o (0667 =) + a6 — )| 0
1

oldugundan V k igin [x* — x| - 0 elde edilir ki bu ise (x*) = (x}, xZ,...)
dizisinin € de Cauchy dizisi oldugunu gosterir. C tam oldugundan, C de ki mutlak

deger normuna gore

limx* =x, € C
m

olacak sekilde x = (x;) vardwr. Simdi (N, q),, ||| N, normuyla bir Banach uzay1
oldugunu gosterelim. Bunun i¢cin x™ > x ve x € (N,q), oldugunu gosterelim.

Cauchy dizisi tanimindan V € > 0 i¢in 3 ny, € N oyle ki V m,V N > n, i¢in
[[x™ —xN|| < ¢

yani

<é¢&

n
1
g2, A =)
" k=0

dir. Burada N — oo i¢in m’yi sabit tutup limite gegilirse



=|lxm—x||<e (m=n,)

1 n
Q_z Qi (Xt — x)
" k=0

olur. Bu ise
x™ - x
demektir. Buradan x™ —x € (N,q), ve
llxll < llx = x™ || + [[x™]] < oo
elde edilir. Dolayisiyla x € (N, q), dir. Simdi de P,:(N,q), —» C fonksiyonelinin

n
1
smirlt oldugunu gosterelim. T, = Q_Z q.%; olsun. Bu taktirde
™ k=0

QnTn - Qn—lTn—l = (qnXn

ve
Qn Qn—l
=T, ———Tp
n qn n qn n—1
olur. v x € (N,q), icin
Q Qn-
1P, GOl < 2Ty | + =Ty |
n Qn

Qn Qn—l
< (247t el

M,

oldugundan smirhdir. Lineer fonksiyonellerde siireklilik sinirliliga denk oldugu i¢in
P, fonksiyoneli ayni zamanda siireklidir. Koordinat fonksiyonelleri siirekli olan

Banach uzay1 BK uzay1 olduguna gore (N, q), , |||l ~, normuyla bir BK uzaydur.

(N, q) ve (N, q) kiimeleri de benzer sekilde gosterilir.

Ayrica ,eger @, > o (n — o0) ise bu durumda (N, q), AK 6zellige sahiptir ve

iistelik V x = (x)5=, € (N, q) dizisi L € C ve x — le € (N, q), olmak iizere



x =le+ Z(xk —De®
=i

bigiminde bir tek gosterime sahiptir.

Teorem 2.2:

-1

o= (2) (@ vt n @+ 1)

(o]
A Qg
:{aEa):ZQk—— 1
e 9k 9k+1

a
< oo ve Q—ElOO
q

1—1
N=@)*«¢HQMnm*w»

ve

1—1
m=@ (@7 * 1)ae N Q7 % cy))

olsun. Bu taktirde
N, =Ny, (NP =N ve (N,9)f =,
olur.

Ispat: Kisalik igin

X, = (%)1 (@7 L)y

olsun ve V x € w i¢in

n
1
T, = T,(x) = Q_z ax, (Mm=01,..)
" k=0

biciminde ifade edelim. Buradan x,,’y1 ¢cekip diizenlersek



1
X = a(Qka = Qr_1Tk-1) (k=01,..)

olur. O halde (2.1)’den V x € w i¢in

n—1

k=0 =0 k=0

-1

1
dir. a € &, = (E) «((@ 1= 1),+n(Q* =1_)) olsun. Bu taktirde

-1

1
aexi=() +@T e
dir. Buradan
a
—€(Q 7 *1y)p+
q
yazilabilir. Bu ise
a
A+ (a) E Q_l * ll
demektir. Buradan da
a
QA+ (a) E ll
elde edilir. [; = Cf oldugundan
a
QA* (a) € Cf = M(cy, cs)
bulunur. Bu durumda V t € ¢, i¢in
a
T (QA’r (a)> € ¢

olur. Ote yandan

(2.1)

N A X) = N %A(rik) = Q) T At S +a"Q"rn (n=01,..) (2.2)
4 k qk dn



olur. Buradan

yazilabilir. Bunun sonucunda [, = M(c,, ¢o) oldugundan V 7 € ¢, i¢in

(e e,

elde edilir. 7 = t(x) € ¢, olmas1 denk olarak x € (N, q), yi ifade ettigine gore ve
(2.2)’den Vx € (N,q), i¢in ax € c; bulunur. O halde a € M((N,q)q,c;) Yani

a € (N,q)¥ olur. Dolayistyla
Ny < (N, )b (2.3)

elde edilir.

Karsit olarak a € (N, q)g olsun. Bu taktirde vV x € (N, q), icin ax € ¢, dir. O

halde V x € (N, q), i¢in ax € c, olur. Bu durumda Vv 7 = 7(x) € c, icin
a
(—) A(Q7) € ¢y
q
elde edilir. Ote yandan V T € ¢, igin
ai K ag
aA(Qk(—l) It D) = (_1)E(Qk|1—k| + Qp-1lt)=1) = 0

dir. Buise V T € ¢, i¢in

dir. M(cy, cy) = Ll oldugundan



dur. Buradan

yani

-1

1
ae(3) =@ L)
q
yazilir. (2.2)’den V T € ¢, icin
a
QA* (a) T € Cg
bulunur. M(c,, c;) = cf = l; oldugundan
a
oa* (—) ecf =1,
q
olur. Buradan da
a
&+ (2) e @ 1)
q
bulunur. Oyleyse
a
a E (Q_l * ll)A+

dir. Bu ifade

-1

1
ae (—) * Q71 x L) p+
q
bigiminde yazilabilir. Yani a € X; dir. Dolayisiyla a € IV olup,
(N, ) © N (2.4)
elde edilir. (2.3) ve (2.4)‘den

(N, )F =,



oldugu goriiliir.

(N,9)f =N ve (N,q)% =N, oldugu da benzer sekilde ispatlanr.
Onerme 2.3: (N, q)B, (N,q)F ve (N, q)f0 uzaylarinin her biri tizerinde

n-1
a a
lall” = sup( > @ [~ <2
n \&=d Qe Gr+1

an Qn
dn

+

normu tanimlidir.
Ispat: Herhangi bir x dizisi

n
£l — Zxke(")

k=0

ve

k
1
T}[{n] = ‘[k(x[n]) = Q_Z q}x][n] (k,n — 0,1, -”)
k=g

biciminde tanimlansin a € NV, ve n negatif olmayan bir tam say1y1 gostersin. Ayrica

bl dizisini

a
QrAt (5)k 0<k<n-1)
bt = 1 @y -
In
0 (k >n)

seklinde tanimlayalim ve

lally = sup||bi]|, = sup (z |b£"1|>
n n

k=0

diyelim. Bu takdirde

© n n-1

a a a
Y| = [ Ceaeey < 3 aalar (7) [+ |75 2ok
k=0 k=0 i k=0 q k dn




n—1
(X ot (B) | [
<sup|t A +
kp| Kk | < Qk q a0

k=0 k

= et 16, =l [,

yazilabilir. Burada her iki tarafinn  ||x|| = 1 sartim saglayan X iizerinden

supremumunu alirsak;

llall* < llally (2.5)
elde edilir.

Karsit olarak; n keyfi bir tamsay1 olsun. x™ dizisini
T (x™) = sign (b,[cnl) (k=0,1,..)

bigiminde tammlayalim. Bu durumda k > n i¢in 7, (x™) = 0, yani x™ € (N, q),

ve [lx™]| = [lz(x™)|| = 1 dir. Buradan
q

o] n n n
S | = D bl ) = [ bl g (1) = 3 (61 < b
k=0 k=0 k=0 k=0
olur. n keyfi oldugundan
lally < llall® (2.6)

yazabiliriz. (2.5) ve (2.6) esitsizliklerinden

lall* = llall

elde edilir ve bu ise ispat1 tamamlar.



3. MATRIS DONUSUMLERI

Bu bolimde (N, q)ﬁ ,(N,q)B ve (N, q)f0 uzaylar1 ile bilinen bazi uzaylar
arasindaki matris doniisiimleri verecegiz ve Malkowsky ve Rakocevi¢ e ait olan baz1

teoremlerin ispatlarini ele alacagiz.

Teorem 1.1.14 ve Onerme 2.3’den asagidaki sonug verilebilir.

Sonue 3.1: q = (q,)%, pozitif bir dizive @, = Z .- @ (n— ) olsun.
k=0

a-) A € ((N, @) o, L) olmast igin gerek ve yeter sart

m-—1
— a a a
M((N, @) o, 1) = Sup(Z 0. nk _ Gnkea| QmAnm ) <o 3.1)
mn

e Ak Gk+1 qm

ve

A.Q

n=0,1,... i¢in €, (3.2)
olmasidir.

b-) A € ((IV, Q), loo) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1) kosulunun saglanmasi

ve

n=01,. icin m¢_, (3.3)

oy

olmasidir.

c-) A€((N,q)g le) olmasi icin gerek ve yeter sart (3.1) kosulunun

saglanmasidir.

d-) A € ((N,q)o, co) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.1) kosulunun saglanmasi
ve

k =0,1,... igin lim a,, =0 (3.4)

n—oe



olmasidir.

e-) A € ((N,q),, ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1) kosulunun saglanmasi ve

k=0,1,.. icin lim a,_, = I (3.5)

1 —oo
olmasidir.

f-) A€ ((Iv,q),co) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1), (3.3) ve (3.4)

kosullarinin saglanmasi ve

lim ay, =0 (3.6)

n—co

k=0

olmasidir.

g-) AE((]V,q),c) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.1), (3.3) ve (3.5)

kosullarinin saglanmasi ve

lim Ape = 1 (3.7)

n—oo
k=0

olmasidair.

Ispat: f’da tanimli ||-||* normu

Q41
lall” = su ZQ
p “ Ak Gik+1

n Qn
an

)<
)<

idi. Bu durumda

Al = sup (Z o

ann Qn
an

nk+1

qk Qrk+1

ve buradan da

mn qk Gk+1 dm

m-—1
a a
Sup||An||* :Sup<z Qk _ nk+1 + anm|> < oo
k=0



yazilabilir.

a-) A € ((N, @), L) olsun. Teorem1.1.14 (1.1) den ||A]|* < oo ve

supl|4,||* < oo dur. ||-||* normunun yakmsak olmasindan A, € (N, q)f0 =N,

y;zmr ve Teorem 2.2’den

AnQ

€ ¢

elde edilir.

A.Q

Karsit olarak supll4,[|* < w0 ve € ¢, Olsun. Buise 4, € (N, q)f0 olmasi
T

demektir. supl|4,_||* < oo olduguna gore ||A]|* < oo olur ve Teoreml.1.14 (1.1)’den
A€ ((N,q)w,ls) elde edilir.

b-) A € ((N,q),ls) olsun. Bu taktirde Teoreml1.1.14 (1.1)’den ||A]|* < oo ve

supl|A,||* < co dur. ||-||* normunun yakmnsak olmasi nedeniyle 4, € (N,q)f =N

yazilir ve Teorem 2.2°den

AnQ

Ec

elde edilir.

A.Q
q
demektir. sup|| 4, |I* < co oldugundan [|Al|* < oo yazilir ve Teoreml.1.14 (1.1)’den

A€ ((N,q)l,) elde edilir.

€ ¢ olsun. Buise 4,, € (N, q)? olmas1

Karsit olarak supl|l4,||* < oo ve
(]

c-) A € ((N,q)q ls) olsun. Bu taktirde Teorem1.1.14 (1.1) den ||A]]* < oo,

supll4, |I* < co elde edilir.
]

T

q
Teorem2.2’den A, € (N, q)g dir. Dolayisiyla Teoreml.1.14 (1.1)’den

Karsit olarak supl|4, || < @ olsun. Buradan € I yazilabilir. Bu durumda
T

A€ ((N,q), L) elde edilir.

d-) (N, @)y’ baz1 e® oldugundan



k k k k
Ale®) = (Z e )> = (anoe(() )t ape + o+ apel + )
=0

= (ank)::;O
olur. Ote yandan c, € [, oldugu aciktir. Bu taktirde Teorem1.1.14 (1.2)’ye gore

A € ((N,q),co) olmast icin gerek ve yeter sart A € (N, q), L) Ve A(e(k)) € ¢y
olmasidir. Buradan (c) sikki nedeniyle (3.1) kosulu ve A(e(k)) € ¢, olmasi

nedeniyle A(e®) = (an)izo € co yani

k=0,1,.. igin lim a,, =0

elde edilir.

e-) Agiktir ki ccl, dur. Bu taktirde Teoreml.1.14 (1.2) nedeniyle
A € ((N,q),,c) olmasi icin gerek ve yeter sart A € ((N,q)o, 1) Ve A(e(k)) €Ec
olmasidir. Buradan (c) sikki nedeniyle (3.1) kosulu ve A(e(k)) € ¢ olmasi nedeniyle

A(e®) = (an)i-y € ¢ yani

k=0,1,.. igin lim a,, =1,

f1—roo

elde edilir.

f-) (N,q)’nunbazi (b®) = (e,e™,e®@,...,e®, ...) oldugundan k = 1 igin
A(bDW) = A(e) = (Z ankek> = <Z ank>
k=0 k=0 n=0

ve k > 1i¢in (d) sikkindan
A(b(k)) = (ank)?;;o

dir. Bu taktirde co € L, ve Teoreml.1.14 (1.2)’den A € ((N,q),c,) olmasi igin
gerek ve yeter sart A € ((N,q),l,) ve A(b¥) €y olmasidir. O halde (b)
sikkindan (3.1) ve (3.3) kosullar1 saglanir. Ote yandan k > 1 igin A(b(k)) € ¢, ise
A(B®) = (ap)i=o € co yani



k=0,1,.. i¢in lim Qe = 0

M —oa

ve k=1 icin

A(b®) = <Z ank> € ¢,
n=0

k=0

yani

lim an, =0
n—oo

k=0
elde edilir.

g-) ¢ cl, ve Teoreml.1.14 (1.2)’den A € ((N, q),c) olmas1 igin gerek ve yeter
sart A € ((IV, q), loo) ve A(b(k)) € c olmasidir. O halde (b) sikkindan (3.1) ve (3.3)

kosullari saglanir. Ote yandan k > 1 igin A(b®) € c ise A(b™®) = (ap )iy € C

yani
k=0,1,.. iin lim a,, =1,
ve k=1 icin
A(b1) = <Z ank> €c
k=0 n=0
yani
lim Ani =1
n—ooo
k=0
elde edilir.

Teorem 1.1.15 ve Teorem 2.1. den asagidaki sonug verilebilir.

Sonue 3.2: X BK uzay, (p,)%, pozitif bir dizi ve 2, = Z p. (n=o0,1,..)
k=0
olsun.



a-) A € (X,(N,p)) olmasi icin gerek ve yeter sart

m
1
HZ pnAn
n=0

*

M(X,(N,p)) = sup < o (3.8)

olmasidir.

b-) Eger (b(k));ozo X’in bir baz1 ise bu durumda A € (X,(N,p),) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart (3.8) kosulunun saglanmasi ve k = 0,1, ... i¢in

m
1
lim (—Z pnAn(b(k))> =0 (39)
mee Pm n=0

olmasidir.

c-) A € (X, (N,p)) olmast igin gerek ve yeter sart (3.8) kosulunun saglanmasi ve
k=0,1,..icin

1 m
lim (— E pnAn(b(k))> =1, (3.10)
mee Pm n=0

olmasidair.

Ispat:

a-) Teorem 1.1.15 nedeniyle 4 € (X, (N,p) ) = (X, (lw)ﬁp) olmasi igin gerek ve

yeter sart B = NA € (X, 1) olmasidir. Ote yandan

o] n n
_ 1 1
byi = z Npiay = P_E piQik = P_Z piA; € (X, 1)
i=0 n i=0 n i=0

dir. Teoreml.1.14 (1.1) e gore

1 m
B E Prln, € (X, 1)
m

n=0

ise



m *

1
az pnAn <
n=0
dir. Bu durumda
m *
1
sup —Z Pl < oo
m Pm n=0

elde edilir.

b-) Aciktir ki (N,p), € (N,p) dur. Teorem1.1.14 (1.2) den 4 € (X, (N,p),)
olmasi icin gerek ve yeter sart A € (X,(N,p)o) Ve A(b(k)) € (N,p), olmasidir.
Buradan (3.8) kosulu saglanir. Ote yandan A(b®)) € (N, p),, ise

m
1
7 Paln(6) =0
Fn

n=0

yani k = 0,1, ... igin

m-—oo

m
1
lim —Z ppdn (b)) =0
Pm n=0

elde edilir.

¢-) Aciktir ki (N,p) € (N,p)s dur. Teoreml.1.14 (1.2) den A € (X,(N,p))
olmasi igin gerek ve yeter sart A € (X,(N,p),) ve A(b®)) € (N,p) olmasidir.
Buradan (3.8) kosulu saglanir. Ote yandan A(b(k)) € (N,p) ise

m
1
o 2 Pk (6) > 1,
Fin

n=0

yani k = 0,1, ... i¢in

m
1
lim —z P An(b®) = 1,
Pm n=0

m—-oo

elde edilir.



Uyan 3.3:

a-) Bger X=1, (1<r<oo) ve Y; (N,p)s, (N,p) ve (N,p), uzaylarinin
herhangi biri ise bu durumda A € (X,Y) olmasi i¢in (3.8)’deki ||-||* normuyla [

iizerindeki dogal normve r=11i¢in s =00, 1 <r <oo igin s = ﬁ olacak

sekilde yer degistirerek sirasiyla Sonug 3.2 takip edilebilir. Yani;

( 1w
sup P_Z PnQnk (T' = 1)
mk m =0
M(lrr (Nrp)oo) = < 0 1 m s 1/5
sup Z P_Z PnQnk 1<r< Oo)
L™ \k=ol ™n=0

ve (3.9) ile (3.10) kosullarindaki A,(b™) terimi a,, terimi ile degistirmek
yeterlidir.

b-) Asagidaki kosullar1 goz oniine alalim:

M((N, Q) o, (N, D))

n—1 1 m A+A Q m
=5Up<z Qx P—ZP1< l) “" ; Zplaln ><°° (3.11)
1 \le=0 ™1=0 T /il [Infm iz
(a’”‘Q") €c, (n=01,..) (3.12)
ke 7/ k=0
(a’”‘Q") €ec (n=01,..) (3.13)
k. k=0
1 m
lim (P—Z pnank> —0 (k=01,.) (3.14)
m m n=0
1 m
lim (P—Z pnank> —1, (k=01,.) (3.15)
m n=0

lim (%Z - (Z ank>> —0 (k=01,.) (3.16)



lim (%z - (Z ank>> 1, (k=01.) (3.17)

Bu taktirde;

A€((N,qQ)o,(N,p)s) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.11) ve (3.12)

kosullarmin saglanmasidir.

AE((]V,q),(]V,p)OO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.11) ve (3.13)

kosullarmnin saglanmasidir.

A€((N,q)o, (N,p)s) olmasi icin gerek ve yeter sart (3.11) kosulunun

saglanmasidir.

A€ ((N,q) (N,p)y) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.11) ve (3.14)

kosullarinin saglanmasidir.

A€ ((IV, Qo (]V,p)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.11) ve (3.15) kosullarinin

saglanmasidir.

A€ ((N,q),(N,p),) olmast igin gerek ve yeter sart (3.11), (3.13),(3.14) ve

(3.16) kosullarmin saglanmasidir.

A€ ((N,q),(N,p)) olmast igin gerek ve yeter sart (3.11), (3.13), (3.15) ve

(3.17) kosullarmin saglanmasidir.



4. KOMPAKTSIZLIK OLCUSU VE DONUSUMLER

Bu boliimde bazi matris doniisimlerinin kompakt operatoér olmasi igin gerek ve
yeter sartlar1 elde etmek amaciyla Hausdorff kompaktsizlik 6lgiisiiniin
uygulamalarini inceleyecegiz. Bu konuda Akhmerov, Kamenskii, Potapov, Rodkina,
Sadovskii, (1992), Banas, Goebl, (1980), Rakocevi¢, (1994) tarafindan verilen

sonugclari ele alacagiz.

Teorem 4.1: A matrisi Sonu¢ 3.1 sartlarini saglasin. Ayrica n >1r olacak

sekildeki her n ve r tamsayilari i¢in

m-—1
a a a
”A”(r) = sup sup <Z Qk nk i nk+1 + Qm nm ) (4.1)

n>r m =0 qk qic+1 dm

alalim.

a-) Eger X = (N,q), yada X = (N,q) ve A € (X,c,) ise bu taktirde
N Lall, = rllrglollAll(r) (4.2)
dir.
b-) Eger X = (N,q), yada X = (N,q) ve A € (X,c) ise bu taktirde

1
S Im AN < ILall, < lim [JA© (4.3)
2 r—oo T— 00

dir.

c-) Eger X =(N,q)o, X=(N,q) yada X =(N,q),, Ve A€ (X,l,) isebu
taktirde

0 < lILall, < lim [lA]| (4.4)
T— 00

dir.



ispat: Aciktir ki ||A]|™ esitliginde r biiyiidiik¢e supremum kiigiiliir. ||A|| azalan

dizi ve alttan smirli oldugundan yakmsaktir yani limiti vardir. Bu nedenle

(4.2), (4.3), (4.4) deki limitler mevcuttur.
a-) K = {x € X: ||x|| <1} olsun. Once r = 0,1,2, ... icin P-:cy = cq ,

P.(x) = (xq, X4, .-, X, 0,0, ...) olmak lizere
ILally = 2CAK) = lim [supllr - P)ax]
r—® Lxek

dir. Bu ise Teorem 1.2.5, Teorem 1.1.14 ve yakinsak

lim sup x,, = liminfx,, =lim x,, olmasindan elde edilir. Simdi

A(r) = (&,;) sonsuz matrisini

5 _{0, 0<n<r
T ay, n>r

biciminde tanimlayalim. Bu durumda Sonug 3.1°den

1A = |Aml . . = sup [[Am@)|| = SLEIII{DII(I — B)Ax||
X

(Xico) jjx|=1
yani

A7) = supl|(1 — B)Ax||
xX€EK

bulunur. Boylece (4.5) ve (4.6)’dan (4.2) elde edilir.

(4.5)

dizilerde

(4.6)

b-) Hatirlayalm ki; V x = (x;)52, dizisinin L€ C , x —le € (N,q), olacak

sekilde
x =le+ E(xk —De®
k=0

bi¢iminde bir tek gosterimi vardir.

r
P.(x) =le+ E(xk —De®  r=0,1,..
k=0

olacak sekilde P,: ¢ — ¢ tammlayalim. Teorem 1.2.5°den || — P.|| = 2,7 = 0,1,2, ...



ve (4.6)’dan (4.3) elde edilir.

c-) P.(x) = (xg,%q, ., %,,00,...), x=(x,) €El, r=0,1,.. olacak sekilde

P.:l, — l, projektor doniisiimiinii tanimlayalim. Bu taktirde
AK c P.(AK) + (I — B.)(AK)

yazabiliriz. Gercekten y € AK ise y = A(x) olacak sekilde x € K vardwr. Ote

yandan x € K i¢in
P.Ax = (Ay(x),...,A,(x),0,..) ve (I —PB)Ax = (0,0,...,4,,,(x),...)
olduguna gore
PAx+ (I —P)Ax =A(x) =y
dir. Bu ise

y € B.(AK) + (I — B.)(AK)

olmasidir. y Ol¢iistiniin 6zelliklerinden ise

x(AK) < x(B-(AK)) + x((I = P)(AK)) = x((I — P)(AK))

< sup |[0—=P)yll
ye(I-P,)AK

olur. Ote yandan y € (I — P.)AK < y = (I — P.)Ax, olacak sekilde x € K vardur.

Buna gore

sup  ||(I = B)yll = supll(d = P).(I — B)Ax|l = supl|(/ — B.)Ax||
xX€EK xX€EK

ye(I-Py)AK
yazilabilir ve buradan

All, = x(AK) < supll(I — B)Ax||
x€EK

elde edilir. Burada y(P.(AK)) =0 dir. y(P.(AK)) = 0 olmas1 igin gerek ve yeter

sart P.(AK) nm total sinirhi olmasidir. P.(AK) nin total sinirli oldugunu gosterelim.
AK smrrli, P.:l,, — Iy, projektor doniigtimdiir. Infimum 6zelliginden V § > 0 igin

eE<04+6 ve P(AK) © U B(x.m) ,1; < € olacak sekilde € > 0 vardir. O

i=1



T

halde V&6 >0 icin r; < & ve P.(AK) C U B(x,,r;) olacak sekilde sonlu n € N
i=1
bulunur ki bu da P.(AK) nin total sinirli olmasi demektir. Bu taktirde Teorem 1.1.14

ve Teorem 1.2.5’ten (4.4) elde edilir.

Teoremin sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 4.2: A matrisi Teorem 4.1 in sartlarmi saglasmn. Eger X = (N, q), veya
X =(N,q) icin A € (X,cy) yadaeger X =(N,q), veya X = (N,q) icin A € (X,c)

ise bu taktirde L, kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim||A]|™ =0 (4.7)
Tr— 00

olmasidir. Ayrica X = (N,q)g , X =(N,q) veya X =(N,q)o icin 4 € (X, 1)

olsun. Eger lim lAlI? = 0 ise bu durumda L, kompakttir.
Ispat: (Yeterlilik). X = (N,q), veya X = (N,q) i¢in 4 € (X, c,) ve

lim||AlI"” = 0 olsun. Bu durumda Teorem 4.1 nedeniyle

F—roo

ILAll, = lim IAI = 0

elde edilir. Su halde Tanim 1.2.4’den L, kompakttir.

(Gereklilik). L, kompakt olsun. Ayni teorem ve tanimdan lim|lAll"? =0 elde
edilir.

Eger X =(N,q)y, X =(N,q) veya X = (N,q) icin A € (X,l,) ise benzer
olarak L, nin kompakt oldugu goriiliir.

Dikkat edelim ki, X = (N,q)o, X = (N,q) veya X = (N,q) icin A € (X, 1)
oldugunda L, nin kompakthig1 icin

lim|lA]|™ =0
T— 00

yeter sart olup gerek sart degildir. Bunu gérmek i¢in agsagidaki 6rnegi inceleyelim.



Ornek 4.3: n=0,1,... icin 4, = e© bigiminde tanimlanan 4 = (a,,;,) matrisini

g0z Oniine alalim ve n = 0,1, ... i¢in g,, = 2™ olsun. Bu durumda

n—1
— a a .
M((N; Q)oo,loo) = sup Z Qk nk  “nk+1 n Qn nn
" k=0 i Qie+1 qn
rn—1
i L0 e 10,
= sup o ok T k1 q_
" lk=o n
_ 1 0 0 20 4 o1 4 ... 4 9n
=Slrllp_Q0 50 7 >1 + 0, ﬁ_?+"'+ o
' 2.2" —1
:mp1+0+0+m+0+(_ir_ﬂ
n L

[ 1
= sup 1+(2_ﬁ)]<3
n |

ve Sonug 3.1°den A € (N, q) o, L) dur. Ayrica V r igin

1 1
Al =sup[1+ (2 - )] =3 - o

n>r

oldugundan
lim [|[A|™ =3 >0
r—>00

dir. Buna ragmen V x € (N, q), igin

[ee]

Ly(x) =Ax) = (2 ankxk> = (anoxo) = (x0) = xpe

k=0

doniistimii Teorem 1.1.10’dan kompakttir.

Simdi de Lemma ile devam edelim.

Lemma 4.4: Kabul edelimkiq, >0 (k=0,1,..) ve @, = Z g, —* 0
k=0
(n > o) olsun.V x € w i¢in
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n
To(X) = — ) qrxg
On
k=0

seklinde ifade edelim. r > 0 ve B™9:(N,q), —» (N, q), ile B™:(N,q) - (N, q)

operatdrleri
BTO(x) = Z xe®  (xe (N, q)o) (4.8)
k=r+1

ve | = lim 7, (x) olacak sekilde

[ee]

B™M(x) = Z (x, —De®™  (xe(N,q)) (4.9)

k=r+1

olarak tanimlansin. Bu taktirde

Qr
BrO| =1+
I8l =1+

(4.10)

r+1

ve
|BD| = 2 (4.11)
dir.
Ispat: 1lk olarak (4.10) esitligini gosterelim. x € (N, q), olsun. 0 < n <7 icin

T, (B(T'O)(x)) =0

ve n>r+1igin

e (5099) =

Qn z QXK

k=r+1

Qn z ArXr — 0, < Z Clkxk>

0,
) = -5 )| = (14 5 el

olup Teorem 2.1’den
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[BEOC 509, < (1 s 2 )”x”(ﬁ,q)oo

Qr+1
ve boylece
(T‘O) QT
[BCO|| <1+ (4.12)
elde edilir. x dizisini
(—1 0<k<r
+
M (k=r+1)
X = 3 qr+1
+
_ Qr Qr+1 (k —r 4+ 2)
qr+2
\0 (k>7r+3)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde 0 < n < r i¢in

1 v 1
T,(x) = Q—Z QX = Q—(qoxo + q1xy + 0+ g x,)
n k=0 n

r+1

1 1
Trp (X)) = — QX = = (qoXo + 1 %1 + - + X + @ry1Xr41)
Qr+1 k=0 Qr+1

:Qjﬂ(-aﬁqm(—‘?r ;3r+l))

_ 1
Qr+1

(_Qr + Qr + Qr+1) =1
ve n>r+2 igin
1

n
1

Tn(x) = Q_z QXK = Q (_Qr + Qr + Qr+1 + Qr+2Xr+2 + Qr+3Xr+3 + )
n = n
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1 Q-+ Q
= _(Qr+1 + qr+2 (_ - T+1) + Qr+3- 0+ )
Qn qr+2

:Qin(Qr+1 —Q—Qr41+0+0+-) = —g—;
bulunur. n —» oo i¢in Q,, = oo ve Teorem 2.1°den

x€(N,q) ve lxllmg, =1
dir. Ayrica

r+1

1 Z 1 1 Q,+0
Tr+1 (B(r,O)(x)) = Q QX = Q Qr+1Xr+1 = Q qr+1( - T+1)
r+1 k=r+1 r+1 r+1 qr+1

Qr
Qr+l

1
= (Qr + Qr+1) = 1 +
Qr+1
ve n#7r+1 igcin

n

1 1
Tn (B(r‘O)(x)) = Q_ Z Qi Xk = Q_(qr+1xr+1 t Qri2Xri2 T QrizXeps t )
n k=r+1 n

1 + +
_ —(qm (M) g, (_M) F a0+ )
Qn qr+1 Qr+2

1
= Q_(Qr + Qi1 —Qr — Qr+1) =0

dir. Boylece Teorem 2.1’den

IBrO@| =1+ Q(fil = (1 +%:1) 1l 8.0
ve
[BEOG 509 = 1BOM 5.0 1wy < 1BCO]|
olur. Bu durumda
B0 = 1457 (1.13)

36



dir. (4.12) ve

ve n=>r+1 igin

fr (50) -

(4.13)’den  (4.10) esitligi elde edilir. Simdi (4.11) esitligini
gosterelim. x € (N,q) olsun. 0 <n <7 igin

IA

k=

0. Z ArXje — 0. Z QX — ( Qr)
Q_t;)quk —g—;'%; QX — (1 _8—;)

Tp (%)

1+

Qn Z Qi (X —

T, (B(r)(x)) =0

Qn 2 QX — Qn 2 qr!

k=r+1

r+1 ‘

—Q—nrr(x) —l+g—;l

|1

dir. || = lim|7, (x)] = ”x""ﬁtﬂ'x ve Teorem2.1’den n>7r+1 i¢in
¥ —*00 R r

|Tn (B(T)(x))| =< ”B(r)(x)”(ﬁlq)oo < ZIIxII(N.EI)oo

olur. X tlizerinden supremum alirsak

yani

elde edilir. x dizisini

sup
x*6 "x"(ﬁ,q)oo

1B GOl

(NrCI)oo

|BM| < 2 (4.14)
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-1 0<k<r)

x), = 24 (k=r+1)
qr+1
-1 (k=>r+2)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu taktirde 0 < n < r i¢in

To(x) = 0 Z QX = (qoxo + q1xq + 0+ qpxy)
n

&)

k=0

r+1

1
Trp1(X) = Q—lz qiXi = Orrt (qoxo + q1x1 + - + @ X + Qry1%Xr41)
r+1 4=t r+

1 2Qr+1 ~qr+1
(e (R
Qr+1 ( " i1 qr+1

Qr+1( Qr + 20141 — @rp1) = Qr+1 —— (2Qr41 — Qr41)

_ Qr+1
Qr+1

=1

ve n=>r+2 igin

n n
1 1

Tn(x) = Q_Z QX = Q_ _Qr + 2Qr+1 —qr+1 + <_ Z qk)
" =0 n k=7+2

n

1 1
Qn( Qr +2Qr41 — 2 qk) = Q_n(_Qn + 2Qr+1)

k=r+1

Qr+1

n

=—-1+2 <1

bulunur. Boylece Teorem 2.1°den
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Ixll@g) =1 Ve 1= lim 7,(x) = -1

yani x € (N,q) dir. Ayrica 0 <n <r igin

T, (B(r)(x)) =0

n=r+1 icin
1 r+1 1 Q
Tri1 (B(T)(x)) = o Z q(x, =D = Q—1Qr+1 <2 qr+11 —-1- (—1))
r+1, S r+ r+

_ Qr4a (2 Qr+1) _ >

Qr+1 qr+1

ve n>r+2 igin

1 v 1
0 (BVG) = 5= Y. @l =D = 5 (20 + draa(-1 - (-1D) + )

n k=r+1

Qr+1 <?

=2

n

dir. Bu ise Teorem 2.1’den

|BT| = 2 (4.15)

demektir. Bu durumda (4.14) ve (4.15)’den (4.11) esitligi elde edilir.

Kompaktsizlik 6l¢iisii ve Sonug 3.2°den asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.5: A matrisi Sonug 3.2 sartlarmi saglasin. X BK uzay1 ve m — oo icin

P,, = oo olsun. Ayrica m > r olacak sekildeki her m ve r tamsayilar1 i¢in

m *
1
141G, = sup [l5= > pady (4.16)
m>r m n=o

alalim.

a-) Eger X Schauder bazma sahip ve A € (X, (N, p),) ise bu taktirde
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b = lim sup (2 — I;—”) olacak sekilde

1
5 ImlIANGT,,, < ILsll, < lim AN, (4.17)

dir.

b-) Eger X Schauder bazma sahip ve A € (X, (N, p)) ise bu taktirde

1
2
. i () : )
}L%”A”(N,p)oo < |Lall, < rlgrgllAll(ﬁ,p)w (4.18)
dir.
c-) Eger A € (X,(N,p).) ise bu taktirde
. ()
0 <||ILall, < ll_)rgllA”(ﬁ,p)oo (4.19)

dur.

()

fspat: Aciktir ki [|A]|2 . esitliginde r bilyiidiikge supremum kiigiiliir. || A|| )

(N:P)oo

azalan ve alttan smirli oldugundan yakinsaktir yani limiti vardir. Bu nedenle

(4.17),(4.18), (4.19) daki limitler mevcuttur.
a-) K = {x € X: ||x|| < 1} alalim. Kabul edelimki A € (X, (N, p),) olsun.

B9 (N,p)o = (N,p) projektdr doniisiimii Lemma 4.4°de ki gibi tanimlansm. Bu
taktirde (4.10)’dan ||B")|| =2 —Pr/,, dir. Simdi (4.17) esitsizligini gosterelim.
T

Teorem 1.2.5 ve 2.1°den

b = lim sup (2 —p—") = lim sup||B(T'°)||
T—00

n—oo Pn
olacak sekilde

1
— lim sup (sup”B(r'O)Ax“) < x(4K) < lim sup (sup”B(T'O)Ax”) (4.20)
br-eo xek ro® x€X

dir. Ayrica Teorem 4.1°den
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) — ()
spl O = A

ve yakinsak dizilerde lim sup x,, = liminfx,, =limx,, olmasindan (4.17) esitsizligi
elde edilir.

b-) Hatrrlayalim ki (N,p), e,e®,k =0,1,..  Schauder bazma sahiptir ve
Vx = (x)52 € (N,p) dizisinin [ € C ,x — le € (N, p), olacak sekilde

x =le+ Z(xk —De®
k=0

bigiminde bir tek gosterimi vardir. BT™: (N,p) — (N, p) projektor doniisimiinii
B™)(x) = Z (e — De®
k=r+1

bigiminde tamimlayalim. Bu durumda (4.11)’den ||[B™|| = 2 dir. Simdi (4.18)’in

ispat1 da (4.17)’ye benzer olarak verilir.

c-) P(x) = (xg, %1, 0, %,0,0,...), x=(x) E(N,p)o 7 =1,2, ... olacak
sekilde P.:(N,p)o = (N,p)s projektdr doniisiimiinii tanimlayalim. Aciktir ki

AK c P.(AK) + (I — P.)(AK)

dir. y 6l¢iisiiniin 6zelliklerinden
x(AK) < x(P.(AK)) + x(( = PYUAK)) = x(I - PY(AK))  (421)

< supll(1 — B)Ax|| = 1A%

xEK (N.p)eo

bulunur. Buradan (4.19) elde edilir.

Simdi bu teoremin bir sonucunu verelim.

(r)
(N,p)

Eger X Schauder bazma sahip ve A € (X,(N,p),) yada A€ (X, (N,p)) ise bu

Sonug¢ 4.6: X BK uzayi olsun. A matrisi ve ||A]| Teorem 4.5 sartlarini saglasin.

taktirde L, kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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e -
lim Al ) = © (422)

()

olmasidir. Ayrica A € (X,(N,p)s) olsun. Eger lim ||fq||.f,:;¢,} =0 ise bu durumda

L, kompakttir.

Ispat: (Yeterlilik). 4 € (X,(N,p),) ve lim IIAII:E??:} =0 olsun. Bu durumda

Teorem 4.5’den |[L,|l,, = O dir. $u halde Tanim 1.2.4’den L, kompakttr.

(Gereklilik). L, kompakt olsun. Ayn1 tanim ve teoremden lim ||f'1||:5;,?,p} =0 elde
edilir.

Eger A € (X,(N,p).,) ise benzer olarak L, nm kompakt oldugu goriiliir.

Dikkat edelimki A € (X, (N,p).) oldugunda L, nin kompakthg1 icin

: ) _
Yim 141l ) = 0

yeter sart olup gerek sart degildir.

Uyari1 3.3’den asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonuc 4.7:

a-) Eger A€ (I%(N,p)y) (1<u<w) yada A€ (I*(N,p)) (1<u< o)

ise bu taktirde L, kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart

o\ v

m
1
a Z PnQnk

n=0

u
lim |su Z
o | | (=1

olmasidir.

b-) Eger A € (I',(N,p),) yada A€ (I',(N,p)) ise bu taktirde L, kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

) =0 (4.24)

1 m
lim | sup —z DPnQnik
=% \ m>rk Pm g

olmasidir.

c-) A€ (1% (N,p)s) (1 <u < o) olsun. Eger
42



o\ v

o] m
1 u
im [sup (ST o v- 125
o | o \ Lot [P £ P T
k=0 n=0
ise bu durumda L, kompakttir.
d-) A€ (1',(N,p)) olsun. Eger
1 m
lim | sup —Z Pnlnil | =0 (4.26)
=0 \ m>rk Pm ~

ise bu durumda L, kompakttir.
Ispat:

a-) (Yeterlilik). A4 € (1% (N,p)y) (1<u <o) olsun ve (4.23) saglansin.
Uyar1 3.3 (a) sikki, Sonug 3.2 ve Teorem 4.5’den

m
1
a Z Pnlni
n=0

o\ Yo

[ee]

(r) _
1Ay, =sup( >
m>r k=0

dir. Dolayisiyla

- "
lim 140 7)., = O

olur. (4.17)’den ||L,||, = O elde edilir. Tanim 1.2.4’den L, kompakttir.

Il
(Gereklilik). L, kompakt olsun. Benzer sekilde (4.23) elde edilir.
b-) Bu sikta da (a) sikkma benzer olarak ispatlanabilir.

c-)A € (1% (N,p)e) (1 <u < ) olsunve (4.25) saglansin. Bu ise

- ™ _
lim [|All 5, =0

demektir. (4.19)°dan [|L4ll,, = 0 elde edilir. Tanim 1.2.4’den L, kompakttr.

d-) Bu sikta da (c) sikkina benzer olarak ispatlanabilir.

Sonug 3.6, Teorem 1.1.15 ve Uyar1 3.3 (b)’den asagidaki sonug verilebilir.
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Sonuc 4.8: Eger X = (N,q), veyaX = (N, q) icin 4 € (X, (N,p),) ya da eger

X =(N,q), veya X = (N,q) igin A€ (X,(N,p)) ise bu taktirde L, kompakt
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—1 m
. 1 A*A, Qn
lim | sup z o AL + P Zl’zazn
= I'm>rn m q Kk Anbm =

i=0
olmasidir. Ayrica X = (N,q)o, X = (N,q) veya X = (N, q) i¢cin A € (X,(N,p) o)

=0 (4.27)

olsun. Eger

n—1
lim | sup Z Qx
=% Im>rn prd

ise bu durumda L, kompakttir.

m
1 Z <A+Al> N

=0

Ispat: Teorem 1.1.15, Uyar1 3.3 (b) sikki, Teorem 4.5 ve Sonug 4.6’dan

n-—1 1 m A+A Q m
Al = su Z —Z < l) +|— Z a
IAll(% ) m)gﬂ(}(:O Qk P L.P\ g | g £ Pi@un

1=0
dir. Bu durumda

)

- " _
lim ll4ll 7,y = 0

olur. Boylece Sonug 4.6’dan ispat tamamlanur.
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