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OZET

AGIRLIKLI ORTALAMALI DiZi UZAYLARI ARASINDAKI MATRIS
DONUSUMLERI

Ug béliimden olusan bu tezde, Z uzaylari ile B dualleri ve bu uzaylar iizerindeki bazi

matris doniisiimleri incelenmistir.

Birinci boliimde sonraki boliimler dikkate alinarak bazi temel kavram ve
teoremler ifade edilmistir.

Ikinci béliimde Z uzaylarmin duallerinin belirlenmesinde énemli rol oynayan
teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Ugiinci  boliimde (Z(u,v;X),Y), (Z(u,v;lp),lw), (Z(u,v;co),lw),

(z,vi0)1.), (Zawwvi1)L), (Zwvienl,), (2, vil)e,), (2, vil.).c)
matris doniisiimlerini karakterize eden teorem ve sonuglar ele alinmustir.

Anahtar Kelimeler: FK uzay1, BK uzayi, Matris dontistimleri
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SUMMARY

MATRIX TRANSFORMATIONS BETWEEN SEQUENCE SPACES OF
GENERALIZED WEIGHTED MEANS

In this thesis consisting of three chapters, the spaces Z, their f duals and matrix
transformations on the spaces Z are studied.

In the first chapter, by considering subsequent chapters, some basic concepts
and theorems are stated.

In the second chapter, theorems which have an important role in
determination of duals of the spaces Z are stated and proved.

In the third chapter, the theorems and the results which charaterize the matrix

transformations (Z(u,v;X),Y), (Z(u,v31)),1.), (Z(u,vse,)sl.), (Z(u,vs0),1,),
(2@, vi1)1,), (Z@, vse),1, ), (Z(u, vs1,),¢,), (Z(u, v31,),¢) are investigated.

Key words: FK space, BK space, Matrix transformation
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler

verilmistir.
Tanim 1.1 (Calismada gegerli baz1 sembol ve gosterimler):
w : Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin kiimesi.

Cy i ¢, =ir=(xn)6w:1i£nxn =OJ\

c :c=ix=(xn)6w:1i£nxn mevcut}

8

I, : 1, ={x=(xn)€w:sup|xn|<oo}

¢, : Kismi toplamlar dizisi yakinsak olan reel veya kompleks terimli dizilerin

kiimesi, yani

: ={x=<xn>6w;(2xk)a}

b, : Kismi toplamlar dizisi sinirli olan reel veya kompleks terimli dizilerin

kiimesi, yani

b, ={x=(xn)6w:(2xk)61w}

bv : Reel veya kompleks terimli sinirlt salinimli dizilerin kiimesi, yani



by = {x=(xk)6w:§|xk —xk_l| < 00}
=1

[, : lsp<o olmak izere terimlerinin p. kuvveti mutlak yakinsak seri

olusturan dizilerin kiimesi, yani

[, ={x=(xk)6w:2|xk|p <OO,lsp<OO}
=0

1 .n=k

k k

e(k) . en( ) _ » ve e(k) =(en( ))
0 ,n=k

dizisidir.
Tanim 1.2 (Vektor Uzay1):

L bostan farkli bir kiimeyi, K reel veya kompleks sayilarin cismini gostersin.

Vx,y,z€L ve a, f €K olmak iizere
+:LxL—L ve KxL—L
fonksiyonlart igin,

1) x+ y€ L (Kapalilik)

ii) x+(y+z)=(x+y)+z (Birlesme)

iil) x+ 6 =6+ x olacak sekilde #&€ L vardir. (Birim Eleman)

iv) X+ (=x) = (=x) + x = @ olacak sekilde — x&E L vardir. (Ters Eleman)
V) x+y=y+x (Degisme)

vi) a.x€ L (Skalerle Carpmada Kapalilik)

vil)  a.(x+y)=ax+a.y

viil)  (a+f)x=ax+fx

ix) (a.p)x=a.(pfx)

X) 1€ K birim eleman olmak tizere 1.x = x

sartlar1 saglaniyorsa L ’ye bir vektor uzayi veya Lineer Uzay denir.



Tanim 1.3 (Metrik Uzay):

X bostan farkl bir kiime olsun. Eger,
d: XxX — IR

fonksiyonu

) dxy)=0sx=y

i) d(x,y)=d(y,x)
iii) d(x,z)=<d(x,y)+d(y,z)

sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay

denir.

Tanim 1.4 (Normlu Uzay):

X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Eger, | . || : X — R fonksiyonu igin,

i) VxEX, x =0 icgin ||x||>0,

x|| =0 x=60
i)  VAEK,VxEX i¢in | A = ||

i) Vx,yEX icin |x+ )] < x| +]y]

sartlar1 saglantyorsa || i || fonksiyonuna X iizerinde bir norm, X uzayma da normlu

uzay denir. (ii) ve (iii) sartlarim1 saglayan |||| fonksiyonuna X iizerinde bir

yarmorm, X uzayina ise yarinormlu uzay denir.

Tanim 1.5 (Banach Uzay1):

(X o - ||) normlu uzay olsun. Eger X ’de alinan her Cauchy dizisi X igindeki bir

noktaya yakinsiyorsa bu taktirde (X ol - ||) uzayina tam normlu uzay veya Banach

Uzay1 denir.
Teorem 1.1 (Banach-Steinhause Teoremi):

X bir Frechet uzayr yani tam lineer metrik uzay olsun. Eger (f ), X iizerinde

taniml1 stirekli lineer fonksiyonellerin noktasal yakinsak bir dizisi ise bu taktirde,



f) =1im £, (x)
ile tammmh f: X — ¢ fonksiyonu stireklidir (Wilansky 1964).

Tanim 1.6 (Konveks Kiime):
X bir lineer uzay, £ C X olsun.

A+B=1,A20,8=0ve Vx,yEEi¢in Ax + fy EE ise E ’ye konvekstir denir.

Tanmm 1.7 (Sinirl Lineer Operator):

X ve Y iki normlu uzay, 7: X — Y bir lineer operatdr olsun. Eger Vx€ X ig¢in
||Tx|| < c||x|| olacak sekilde bir ¢ >0 reel sayis1 varsa 7 ’ye sinirli, lineer operator

denir. Bu esitsizligi saglayan ¢ sayilarinin en biiyiik alt sinirina yani,
||T|| = inf{c :Vx€ X icin ||T(x)||}s c||x||
sayisina 7 ’nin normu denir. Bu norm ayn1 zamanda

7] = sup

e
esitligi ile de verilebilir. (Kreyszig, 1989)

B(X,Y): X normlu uzaymdan Y normlu uzay: i¢ine olan biitiin sinirli lineer

dontistimlerin kiimesidir.

Tanim 1.8 (Schauder Bazi):

X lineer metrik uzay olsun. Eger, VxEX igin, x = E/lnbn olacak sekilde
n=0

skalerlerin bir tek (A,)’_, dizisi bulunabiliyorsa, (b, )., dizisine X lineer metrik
uzayinda Schauder baz denir.

Tamm 1.9 (FK Uzay1):

Koordinat fonksiyonelleri siirekli olan w nin tam, lineer alt metrik uzayma FK

Uzayi denir. Burada alt lineer uzay X ise koordinat fonksiyonelleri



P:X—=C (n=0l1..)
x—=P(x)=x, (VxEX,Vn)

bigiminde tanimlanir. (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004)
Ayrica normlanmig FK Uzayina da BK Uzayi denir.

Ornegin [, (1= p < ) uzay

- 1/p
I+, = ( e
P ; k
=0

normu ile birlikte bir BK Uzayidur.

C,,C,1,, uzaylar1 da ||)c||oo = sup|xk| ile birlikte BK Uzayidir. Ayni sekilde bv uzay: da
k

||x|| oy = §|xk - xk_1| normu ile birlikte BK Uzayidir.
=0

Tanim 1.10:

x ve y ikidizi, X de w nin keyfi bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
Xy = ()0 Ve y_l*X={a€W:ya€X}
bigiminde tanimlanir.

Tamm 1.11 (Carpim Uzay1):

X ve Y ,w’nm iki alt kiimesi olsun.

M(X,Y)={a =(a,)Ew:Vx=(x,)iginax =(a,x )EY}

n-—n

kiimesine X ile Y nin garpim uzayr denir. (Malkowsky, Rakod&evié, Zivkovié,
2002)

Bu durumda,
X=(X,Xy 000X, 5er) s A =(A),0s5ee0r @ ...)

olmak tiizere,



ax = (a,x,,a,X,,...,a, X, ,...)EY

nvnore

sartin1 saglayan a, terimlerinden olusan (a,) dizisi ¢garpim uzaymin elemani olur.

Tanim 1.12:

Her k ic¢in u, =0 olmak lizere biitlin u dizilerinin kiimesine U diyelim. Bu

durumda her u €U ig¢in,

seklinde alacagiz.

Tanim 1.13:

A=(a,), ., kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi ve x =(x,) kompleks terimli

herhangi bir dizi olsun. Eger her n = 0,1,2,... i¢in

A,(x)= 2 A Xy
=0

serisi yakinsak ise bu durumda A(x) = (An (x)):;o dizisine x =(x,) dizisinin 4
matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi denir. Ayrica VxE X i¢in A(x) doénlim dizisi

mevcut ve bir Y uzayina ait ise 4’va X uzayindan Y uzayma bir matris doniisimi
y y y y

denir ve (X,Y) ile gosterilir. Burada X ve Y, w’nn iki alt kiimesidir.

Tanim 1.14:

X, w’nin bir alt kiimesi olsun.
X, ={xew: Ax)EX}
kiimesine 4 matrisinin X deki toplama alam denir.

.
A =x,-x,_, ve Ay, =x, —x,,

X



tanimlayalim. Burada uygunluk i¢in indislerden biri negatif oldugunda terim sifir

alinacaktir.

olmak tizere E = (e, ) sonsuz matrisini gosterecektir.

Bilinir ki lokal konveks metriklenebilen uzay yarinormlarin bir p = (p, ) dizisiyle

tanimlanan topolojiye sahiptir dyle ki x — 0 ancak ve yalniz her p i¢in p (x) =0

dir (Wilansky, 1984).
Teorem 1.2:

(Y,q) bir FK uzay1 ve A4 bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde Y, = {x tAx)EY },

pUhUqoA ya gore FK uzayidir. Burada

(k=12,.)

m
a, X
=1

p,(x)=|x,

. h,(x) =sup

dir. (Wilansky 1984).
Teorem 1.3:

Eger X, Y ’nin kapali alt uzay1 ise bu taktirde X,, Y, nin kapali alt uzayidir .
(Wilansky 1984).

u,vEU olsun. Bu durumda,
Z=Zw,v;X)=v'*u'*X), = {ZEw:x=(un;vkzk) e X}

n=0

kiimesini tanimlayalim. Bu kiimeyi yukarida ifade ettigimiz kavramlar cinsinden de

verebiliriz, yani

aE(u‘1 *X)E < E(a)Eu*X
< E(aueX

yazabiliriz. Ayrica



oldugu g6z Oniine alinirsa,

n

E(a)u = (un Zak)EX

elde edilir. Su halde,

n

zey™ *(u" *X)E = sz(u"1 *X)E < E(zv)E(u'1 *X)@ (”kEZka)EX
=0

olur.

Z =Z(u,v; X) kiimesinde u,v, X icin baz1 6zel dizi ve uzaylar secilerek birgok

uzay elde edilebilir.
ORNEK 1.1 :
1) u=v=e,X=C veya X =1[_1ise Z =cs veya Z = bs olur.

i) v =g pozitif birdiziise u =1/0Q,Q, = qu ,n=0,12,.. ve
=0

X =c¢,, X =c veya X =/_ oldugunda sirasiyla Z = (N, 9,2 = (N, q) ve

Z = (ﬁ, q).,. agirlikli ortalamali kiimeler sifira yakinsak, yakinsak veya sinirhidir.

(Jarrah ve Malkowsky, 1990)

0

1ii) v=e,u= ! ve X =1, ,(l<ps=sw)
n+l)

oldugunda Z = X, Cesaro dizi uzaymnin mutlak olmayan tipi elde edilir.

(Ng ve Lee, 1978)



Tanim 1.15 (Normal Kiime):

X,w mnn alt kiimesi olsun. Eger x&€ X verildiginde,

yk| < |xk| (k=0,1,.)

esitsizligini saglayan VyEw igin y € X oluyorsa, X ’e normal kiime denir.

Simdi ileriki boliimlerde sik¢a kullanacagimiz g¢arpim uzayinin bazi temel

ozelliklerini veren bazi lemmalari ifade ve ispat edelim.

Lemma 1.1:

i) X C X igin M(X,Y)C M(X,Y)
ii) YCY i¢in M(X,Y)CM(X,Y)

i) M@ '*X,Y)=/u)" *M(X,Y)

i) X C X olsun. Eger aEM(X,Y) ise VxE X i¢in axEY olur. Boylece,
VxEX CX icin € M(X,Y) elde edilir.
i) Y CY olsun. Eger a EM(X,Y) ise VxE X i¢in axEY olur. Y C ¥

oldugundan @xEY olur. Buradan da ¢ €M (X,Y) oldugu sonucuna varilr.

Dolayisiyla, M (X,Y)C M(X,Y) elde edilir.

iii) b=2 ve x=uz alahm. O zaman,
u
a -1
az =| — (uz)=bx ve zEu *X o xeX
u

elde edilir. Boylece,
GEMu™ *X,Y) = bEM(X,Y) = LeM(X,Y)
u

olur. Buradan da,

-1

ae(l) *M(X,Y)
u



elde edilir.

Lemma 1.2:

i) M(cy,co) =1,
ii) M(c,c)=c
i) M(L,c)=c,

iv) M(,,c))=1, (I=<p<x)
i) M(c,,c) =1, ve M(l,,c)=c, oldugunu biliyoruz. ¢, C ¢ oldugundan
Lemma 1.1 geregince,

M(c,,cy) CM(cy,c)=1, (1.1)

M(lsoac()) CM(lao7C) = CO

Eger a€l, ise, VxEc, icin axEc, elde edilir. Bu da aEM(/,,c,) olmasi
demektir. ¢, C/_ oldugundan Yine Lemma 1.1(i) geregince M(/,,c,) C M(c,,c,)

olur. Dolayisiyla a € M(c,,c,) elde edilir. Yani
[, CM(c,y,c,) (1.2)
(1.1) ve (1.2)’den
M(c,,cy) =1,
elde edilir.
ii) Eger aEc ise, VxEc icin axEc, yani a € M (c,c) olur. Boylece

¢ C M(c,c) olur. Tersini gostermek i¢in aksini kabul edelim. Yani a € M (c,c) fakat

a&c olsun. Bu durumda eEc oldugundan, ae = aEc elde edilir. Buise a&c ile

celisir. Buradan M (c,c) C ¢ elde edilir.

iii) (i)’den M(l_,c,) C ¢, oldugu goriiliir. Tersini gosterelim.

10



a€c,ise VxEI/_ i¢in axEc, olur. Buda a€M(l,,c,) olmasi demektir. Buradan

M(l,,c,) = c, elde edilir.
iv) M(l,,c,) =1, (1< p <o) oldugunu gdsterelim. (i)’den /, C ¢,

oldugundan I, = M(c,,c,) CM(l,,c,) olur. Tersini gdstermek i¢in aksini kabiil

edelim yani a€M(l,,c,) fakat a€£l, olsun. Bu durumda
‘akm‘ >(j+1)2,¥j =0,1.2,...

olacak sekilde bir (a ), alt dizisi vardir. Simdi x dizisini s6yle tanimlayalim
ve k=k(j),Vji¢cin x, =0

olsun. Bu durumda

1

a

D)

J=

P
- 1
= —— <X
;(]H)zp

Yani x€/, fakat Vj igin a X, =1 oldugundan ax&c, bulunur. Bu ise

)

aEM(l ,5Co) demektir. Bu da hipotez ile ¢elisir. Su halde M(/,,c,) C/, yani,
M(l,,c)) =1, dir.
Tanmim 1.16 :

k>ni¢in¢t, =0vet =0(n=0,.2,...) biciminde tanimlanan 7 = (¢,, ) matrisine

licgensel matris denir.

Lemma 1.3 : 4y €U, T liggensel matris ve X,Y C w olsun. Bu durumda,
a) A€ *X,Y)e BE(X,Y), Vn,Vk iginb,, =22

Uy

b) AE(X.Y;) <> CE(X,Y),C=TA ve Vn,Vk iin ¢, = ¥1,a,
7=0

11



(Malkowsky ve Savas 2004, Malkowsky 1996)

Lemma 1.4: X bir BK uzay1 olsun. O zaman,

D AECKL) < ], =sula ], <

b) AE(X,])) < sup
Nt

Al‘l

neN

<

X

(Malkowsky 1987 ve Malkowsky ve Rakocevi¢ 1998)

oo

Teorem 1.4 : X D¢ bir FK uzayr aEw olsun. Eger VxE X i¢in Zakxk

=0

serisi yakinsak ise,

[ X—=>C, x%fa(x)=2akxk
=0

seklinde tanimlanan lineer fonksiyoneli siireklidir. (Malkowsky ve Rakocevi¢, 2004)

Teorem 1.5 : (X, p) lokal konveks FK uzay1 olsun.
a) (Z,h),YzEZ icin h(z) = p(uE(vz)) ile birlikte bir FK uzayidir.
b) Eger Y, X'in kapal1 altuzayiise Z(u,v;Y) de Z(u,v; X )in kapali alt
uzayidir.
Ispat:
a) D(u) ve D(v), d

(u)=u, ve d, (v)=v, (n=12,...) olacak sekilde kdsegen

nn

matrisleri olsun. Eger T' = D(u).D(v) dersek bu taktirde matris ¢arpimlar nedeniyle
T(z) =uE(vz) olur. Boylece Z = X, alirsak Teorem 1.2°den dolayr s = poT ye
yani (poT)(z) = P(T(z)) = p(uE(vz)) ye gore FK uzay1 olur.

b) Teorem 1.3’ten dolay1 (b) saglanir.

12



2. Z UZAYLARI ve BU UZAYLARIN $ DUALLERI

Bu bolimde Z wuzaylarn ile duallerini inceleyecegiz. Bu baglamda duallerin
belirlenmesinde 6nemli rol oynayan lemmalar ile temel teoremlerin ispatlar1 tizerine

duracagiz.

M (X,Y) ¢arpim uzaymda Y = ¢s alinirsa,

X?P =M(X,cs) = {a =(a,)Ew:VYXE X i¢in (Zakxk)Ec}

= {a =(a,)Ew:VYxE X i¢in gakxk yakzakmsaf}

elde edilir. Bu kiimeye X in £ duali denir. Dolayisiyla X ’in £ duali ¢arpim

uzayinin 6zel bir durumudur.

Eger X BK uzayi ve a €Ew ise bu taktirde supremum mevcut olmak {izere

"= sup{ 261ka : ||x|| = 1}

seklinde tanimlanir. ¢ € X# olmas1 durumunda bu norm mevcuttur. (Malkowsky ve

Rakocevic 2004)

*
v =la

|a

A =(a,,) sonsuz matrisi verilsin. n. satir elemanlarinin dizisine 4, (n=0,1,...)

yani,

o0
An = (ank )k=0 = (anO’anl""’ank"")

13



diyelim. Bu durumda her » igin,

A,(x)= 2 A Xy
=0

yakinsak olmak iizere

o

zank'xk

A =4, =supfl4,0)|: xE X,

A

n

xeEX,

o =1)- sup{

x||=1}

olur.
Lemma 2.1 :

XCwveY=X,olsun. ¥, =(X") . ,Y, =M(X,c),Y, =M(X,c,) diyelim. Bu

A" 9

taktirde,
Y,NY,CY’ @.1)

dir. Eger X normal bir kiime ise

B _
re=rnr 2.2)
dir. a€Y7 ise
;akyk = Z(Nak)Ek (») ,VyEY
= 0 (2.3)

dir.

Ispat: Y =X, olsun. y=Ax diyelim. Bu durumda xEX < y€Y dir ve

tistelik

n n

n-1
Zakyk = ZakAxk = Z(Nak)xk +a,x, (n=0,1,.) (2.4)
=0 =0 =0

esitligi saglanir. Simdi

YyNny,Ccy”’

14



oldugunu gosterelim. @€Y, NY, alalim. Bu durumda a€Y, = (X” ), olur ve
dolayisiyla A*a€X” elde edilir. Buradan da VxEX ,VyEY igin
(A"a)x =(A"a)E(y)Ecs olur. Diger taraftan a€Y, =M (X,c) oldugundan
VxEX,VyEY icin ax =aE(y)Ec olur. (2.4)’den ise VyEY igin ayEcs

bulunur. Demek ki @ €Y” olur. Buradan ise ¥, N'Y, C Y7 elde edilir.
Eger X normal bir kiime ise Y/ =¥, NY, oldugunu gosterelim.

¢, C ¢ oldugu goz oniine alinirsa M (X,c,) CM(X,c) yani ¥, CY, olur. ¥, CY,

ve ¥, NY, CY” oldugundan, ¥, NY, CY” elde edilir.

Simdi tersini gdsterelim. Yani Y” C Y, NY, oldugunu gdsterelim. X normal bir

kiime, a €Y” olsun. Bu durumda,

Vy€E€Y icin ayEcs
olur, buradan da

VyEY i¢in ayEc,

elde edilir. y = Ax olduguna gore VxE X i¢in, aAxEc, olur. X normal bir kiime

oldugundan
akA((—l)"xk )= (-D'a, ka| + |xk_1 |)%0

ve dolayistyla VxE X i¢in axEc, bulunur. Su halde g €Y, elde edilir. Boylece

(2.4) gbz Online alinirsa
VxeX ,Vy€eY icin (A'a)E(y) = (A a)xEcs
elde edilir. Bu ise
A*a €Y’ yani aE(Xﬁ)N =Y,
demektir. Su halde Y” C ¥, NY, bulunur.
Yani Y” =Y, NY, elde edilir. Ayrica a €Y” oldugunda, VyEY igin,
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0

;ak%f = 2(A+ak )Ek )

esitligi (2.4) nedeniyle dogrudur.

Teorem 2.1: u,vEU, X Cw olsun. Bu taktirde Z = Z(u,v; X) icin,

Z% D {aerN(f)exﬁ' veﬂEM(X,c)} (2.5)
u % uy
Eger X normal bir kiime ise,
B | P, a
ZF =laew:—AN|—-|€X" ve —EM(X,c,) (2.6)
u % uy

ve bu durumda ¢ €77 ise VzEZ igin

gakzk - 2& (‘j—k)Ek (v2) 2.7)

esitligi saglanir.

Ispat: Once kiimelerin igindeki sartlar1 inceleyelim. Lemma-1 (iii) den
yararlanirsak,

YeMx,)ele
uyv A%

o
- ae{(%) ((i) " M(X,c)]}

*M(x,c)]

Ve,

16



S ae

CRERA]

elde ederiz. Ayrica Lemma-3’de X yerine ™' * X almirsa,

[, ) ol s x| Aaele* x)e)= [ s xY |

(l)_ *M(X,c)]

u

yazabiliiz. Z ve Z” wuzaylarmin tammlarindan ve Lemma 1.1 (iii)’den
faydalanarak,

ZP = M(Z,cs) =M(v"1 ”‘(u'1 *X),cs)

-1

= (l) *Mu™*X,cs)
v

-1

(1)

1%

yazabiliriz. Buradan da,

-1

2= (1) =)l

v

SRR

elde edilir. Bu da (2.5)’1 ispatlar. Benzer sekilde (2.6) ispatlanir.

-1 -1

N

()

*M(X,C)H

E

(2.7)’nin saglandigini gosterelim. x =uFE(vz) alirsak, z = lA(f) elde ederiz ve
v \u

xEX < z€Z olur. Ote yandan

k

Y= Y
=

yazilabilir. z = lA(f) esitliginden de yararlanarak,
v \u

Xk L

- =ViZ;
Uy Uy

bagmntis1 elde edilir. Buradan da,

17



Yani x€ X < z&€Z elde ederiz. Su halde

& = 1(x, x,_ Nd, X d, X,
a7z =Na [ = k Xk k Kkl

E; K<k = E; k - -

= = Vi\Upy U, Zo Vi Uy Zo Vi Up,

I
< |
B B
:|><
> >~

|
i\
<‘:z
= >
= |
R | =
= b

[

B~
07l
< | =
= e

—
<|Q
e bl
< | S
= =~
LA
N————
< |
3 3
S (=
3 3

m-1
=2>C_kA+(a_k)+% (m=01.) (28

v, | u,v

yazilabilir. Buradan da (2.7)’nin dogrulugu goriiliir.

p

Sonug¢ 2.1: u,vEU, p=1i¢in g = olsun. I < p < i¢in ¢ = ve p =00

icin g =1 olsun. Bu taktirde,

i) (Z(u,v;lp)y {aEw —A+(E)El ve—El} (p = x)
v

)El ve — Eco}
)Ell veﬂEZw}
uy

iv) (Z(u,v;c))ﬂ ={a€w:lA+(ﬁ)€ll ve£€c}
v

u uyv

< |

i) (Z(u,v;lx)) {CIEW —A+(

u

<

i <z<u,v;co>)ﬂ={aeW:lA+(ﬁ

Ispat: (i), (ii) ve (iii) nin dogrulugunu ispatlamak icin Teorem 2.1 ve Lemma 1.2’den

yararlanacagiz. Teorem 2.1°e gore X normal bir kiime, Z(u,v; X)) olmak iizere,

AR {aEw:lN(g)EXﬁ veiEM(X,co)}
u v uy

oldugunu biliyoruz. Ote yandan [,,1, ve ¢, normal kiimeler ve 1< p <o igin

lpﬁ =1, ve coﬂ =’ =1"= [, dir. Lemma 1.2 den dolay1 ise

18



M(lp’CO) = loc 7M(loo’c0) = CO 9 M(007CO) = loo

oldugunu biliyoruz. Béylece Teorem 2.1 de X yerine swaswyla /,,[, ve ¢,
alinmasiyla (i), (ii) ve (iii) nin dogrulugu goriilmiis olur.
(iv) nin dogrulugunu gostermek i¢in Teorem 2.1 deki
p L e £ e 8
Z" Dlaew:—A"|—|€EX" ve —EM(X,c) (2.5)
u v uy

sartindan yararlanirsak,

(Zw,v:0)Y D {aEw:lN(g)Ell ve iEc}
u \v uv

olur. Herhangi bir X uzaymmin g duali X’ = M(X,cs) seklinde olduguna gore

Lemma 1.1 (i) X C X i¢in M X, Y)Ycm ()N( ,Y) sartindan ve ¢, C ¢ olmasindan

faydalanarak,

(Z(u,v;c))ﬂ - (Z(u,v;co))ﬁ C {aEw:lN(g)Ell}

u \4

yazabiliriz. Ayrica Teorem 2.1 deki

m m-1

zakzk =;x—kA+(“—k)+% (m=01,..) (2.8)
= = u, v, ) u,v

m- - m

sartinda k — o i¢in limite gecersek elde edilen seri yakinsak olur. Burada (x,)

dizisi ¢ yi taradigindan sag taraftaki ilk toplam da limite gegildiginde yakinsak bir

seri olur.

Yakinsak iki serinin farki da yakinsak oldugundan

a
—€Ec
uyv

elde edilir. Buradan (iv) nin ispati tamamlanir.

Sonug 2.1 goz Oniine alinarak asagidaki 6rnek verilebilir.
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Ornek 2.1:

i) bs” =bv, =bvNe,
(Wilansky, 1984)
ii) CS[3 = bV, bvCc

(Wilansky, 1984)

iii) (N,q)0ﬂ= aEW:ZQka_k—h<oo ve @Elm
= 9 9in q

(N,q)" = aEwZQk"_k_m@o o 94
= 9  9in q

 Ga

a
9y 9ra

N, mﬂ= E:Oo e
(N.9) {aw;Q .

a
< ye Q—Eco}

(Jarrah, 1990)

iv) x/ = {aEw:sgp(k +Da, —a,,|<©ve((n+1)a, )Elm}

1<p<00,q=L
p-1

olmak tizere,

Xp’g ={a€w:2(k+l)q|ak -a,, " <o ve ((n+1)an)61w}
=0

(Ng ve Lee, 1978)

Xwﬂ ={a€w:2(k+1)|ak—ak+1 <°°V6((n+1)an)eco}

dir. Dikkat edilmelidir ki

(N,9),”, (N,¢)",(N,q)..”

dual uzaylar tizerindeki norm,

20



anQn
4,

G _ Y
9r  9in

+

n-1
ol =l == S

|

dir (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004).
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3. Z UZAYLARI ARASINDAKI MATRIiS DONUSUMLERI

Bu bolimde (Z@.v:X).Y), (Z@.vii)L.), (Z@wvie,).l.), (Zwvo).l,),
(Z(u,v;lp),ll ), (Z(u,v;c),ll), (Z(u,V;lw),CO), (Z(u,v;lw),c) matris doniigiimlerini

karakterize eden teorem ve sonuglarin ispatlari iizerinde duracagiz.
Oncelikle faydalandigimiz bir lemmanin ifade ve ispatin1 verelim.
Lemma 3.1 : X normal bir dizi uzay1 olsun.
AE(X,,Y) = Vn=0,],..icin A, EM(X,c,) ve

b, =Ak*a, olmakiizere BE(X,Y) dir.

Ispat: 4€(X,,Y) oldufunu kabiil edelim. O zaman 4, €(X,)” olur. Lemma

2.1 geregince,
(X)) =(X7) . NM(X,c,)

oldugundan 4, EM(X,c,) olur. x = E(z) alalim. Lemma 2.1 ¢ gére a€Y” ise,

Vy€EY igin,
Z ap i = 2 (Aa)E (y)
=0 =0
esitligi dogrudur. 4 €(X,)” oldugundan,

4,(2) = ;a - gwanna (2) - }:jowank)xk - B,(x)
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olur. Buradanda VzE X, , Vx€X ve n=0,,... i¢in,
4,(2) = B, (x)
elde edilir. Bdylece Vn igin, B, EX” ve VxE X igin, B(x)EY elde edilir. Yani

BE(X,Y) bulunur.

Tersine A, EM(X,c,) ve b, =A,"a, olmak iizere BE(X,Y) sartlart saglansn.

O zaman B, € X’ ve dolayistyla Vn i¢in 4, €(X ﬁ)N olur. Lemma 2.1 e gore
(X)) =(X"),, NM(X,c,)

dir. Buradan da A4, €(X,)” elde edilir. Tekrar Lemma 2.1 e gdre a€Y” ise,

Vy€EY igin,

2)akyk = 2(A+ak)Ek )

esitligi dogrudur. 4, €(X,)” olduguna gore

4,(z)= kz A2y = 2 (Aa,)E (2) = 2 (Aa,)x, =B,(x)
=0 =0 =0
elde edilir. Hipotezden B€E(X,Y) oldugunda VzE€ X, i¢in A(z)EY bulunur. Bu
da 4E€(X,,Y) olmasi demektir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1: X,Y C w, X normal bir kiime ve u,vEU olsun. O zaman,

-1

Ae(Z(u,v;X),Y)c»Ane(i) *M(X,c,) , VYn=01,... (3.1)
uv
Ve
1 + ank
BEX,Y),b, =—A," ||, n,k=0]... (32)
k Vi

23



: . o da ..
Ispat: Lemma 1.3’e gore, ¢,, = —* olmak iizere
Vi

A€(Zuv, X),Y) = C el *x),Y)
Ayrica Lemma 3.1 ya gore, Vn igin,

ve
C' E(u_1 *X,Y), cnk" = Ak+cnk'

olur. Sonug olarak Lemma 1.3’e gore,

C'€lu™ *X,¥)< BE(X,Y) dyleki b, = 2
U

olur. Boylece

4
AE(Zw, v, X),Y) e = D eM(X,c,)

u (uv)
elde edilir. Buda Vn icin,
1 -1
A, E(—) *M(X,c,)
uy
ve
1
bnk = A+ a_”k
Uy Vi

olmak iizere BE (X,Y) olmas1 demektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu teoremlerin bazi sonuglarmi verelim. p=1 i¢in g=%, 1< p<o i¢in

p

q= ve p = i¢in g =1 alahm. N, ¥, m sonlu alt kiimesi olmak iizere k ve

N lizerinden supremumu sup, , ve N lizerinden supremumu sup ,, ile gosterelim.
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q
1, .(4 o ! A,y
K((u,v;p),oo)=sup—Ak - =<sup2— i A l<p<w
n ||U v 4 n 20U, \ Vi Via
o1l (a,, Aia
sup » |— - ,» p=®
n 20U\ Ve Vi
ve
sup 1 E Do _ Gngnt p=1
o U, v\ vy Vist
1 (A4 o ! A,y
K((u,v;p),l)=sup— A, - =<supN2— Lok _ Tnkel , l<p<ow
N ||u & v, =0\ Uy i Vi Vi
B! Ay uga
) N e
=0 |Uy i Vi Vil
olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar ifade edilebilir.
Sonu¢ 3.1 : u,v&U olsun.
a) sup Dok | < o0 (Vnigin),1< p <o
K |u,v,
AE(Z(u,v;1),1, )= (3.3)
.a, ..
lim— =0 (Vnig¢in), p=o
=
ve
K((u,v; p),») <o
((u,v; p),) (3.4)
AE(Z(u,v;cO),lm ) = supa—”k <o (Vn icgin) (3.5)
kU, :
ve
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K((u,v;0),00 < )

A E(Z(u, vie)sl, ) < (3.6) sart1 saglanir.

lg% =a, (Vn igin)
ve
supl, | <
b) AE(Z(u,v;lp), ll)c) (3.3) saglanur.
ve
K(@w,v;p)1)<oo
AE(Z(u,v; co)sl, ) < (3.5) saglanir.
ve
K((u,vo0).1) <
AE(Z(u,v;0);1) <(3.10) ve (3.7) saglanir.
ve

Sla| <o

n=0

Ispat:

a) Teorem3.1’de X =/ ve Y =] alalim. Budurumda

-1

1

AE(Z(u,v;lp),lm)c»AnE(—) “M(l,,c,) , Yn=0],...

uyv

ve BE(/,,l,) olmak tzere

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



olur. M(/,,c,) =1, olduguna gdre (3.12)’nin sag tarafi AE(Z(u,v;lp),lm) i¢in

-1

A, E(L) *M(l,,c,) olur. M(I,,c,) =1, oldugundan,
uv
Vn igin || ef (1= p <) Onermesine yani Vn igin supai <
UiV ) izo KUV,
denktir. Lemma 1.4(a) ya gére X bir BK uzayi oldugunda,
AE(X,L) < 4|, =sup|4,|, <
ve [, =1, (1< p <) oldugundan | . ||* = ||q01ur. Dolayisiyla,
BE(l,.1,) < |B|, =sup|B,|| <o
1A 1 .(4
(] i
u v n U v
l, q
<1 a. \
=sup Y —A, 2| <
n =0 uk Vk
elde edilir. Bu da (3.13)’lin (3.4)’e denk oldugunu gosterir.
Eger p = ise 3.12) AE(Z(u,v;1,),1,) igin
1 -1
AnE(—) *M(l,,c,) (3.14)
uv

¢ doniigir. Lemma 1.2’den M(/_ ,c,)=c, oldugundan (3.14) Vn igin

o0

Dok Ec, indirgenir. Bu da limai=() yani (3.3)’deki sarta denktir.
UiV J o k=<, v,

Boylece Sonug 3.1 (a)’nin ispati tamamlanir.
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(3.4) un saglandigin1 gostermek i¢in Teorem 3 ve Lemma 1.4(a) dan yararlanacagiz.

Teorem 3.1 deki (3.2) sartinda X =/, ve Y=/ alaim. Bu durumda

b, =LAk+(a”" ) olur.

n
Uy Vi

(3.5)’in saglandigim1 gostermek i¢in Teorem 3.1°deki (3.1) sartinda X =c¢, ve

iy 1)"
Y =1, alalm. AE(Z(u,v;c,),L,) igin 4, E(—) *M(c,,c,) olur. M(c,,c,)=1,
uy
’ Ak
UpVi

ank
U vy

€/, elde edilir. Yani sup < oo olur. Boylece

k

oldugundan Vr igin (

k=0

(3.5) sartinin saglandigi goriilmiis olur.

(3.6) sartinin saglandigin1 gérmek igin Teorem 3.1°deki (3.2) sartinda X =¢, ve
Y =/, alalim ve tekrar Lemma 1.4(a)’dan yararlanalim. coﬁ =/, oldugundan

. || . ||l olur. Bu durumda,

= sup

n

(AN (A
BE(COalw)©HlAk ( n) lAk ( n)
u \% u \%

1

e ]

L ank _ an,k+1 <
W\ Ve Vi

= sup;

Bu da (3.6)’nin saglandigin1 gosterir.

(3.7)’nin saglandigim1 gostermek icin X =c¢ ve Y =/_ alalim. AE(Z(u,v;c),lw)

-1

oldugundan 4, E(Z(u,v;c),loc )°° - (i) *c olur. Bu da (3.7)’nin saglandiginm
uy

gosterir. Ayrica (Z(u,v;c),lw)C(Z(u,v;co),lw) oldugundan (3.6)’nin saglandigi

aciktir.

(3.8)’in saglandigin1  gosterelim. AE(Z(u,v;cO),lw) oldugunda Teorem 3.1

nedeniyle
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B€E(c,,l,) olur. Ayrica (c,,/.)=(l,,[, ) di.

z&Z(u,v;c) alahm. Bu durumda x=uE(vz)Ec olur ve /€ i¢in limx, =/

k—o0

mevcuttur. Buradan 4 (z) =B, (x)+la, elde edilir. A(z)€l, , B(x)€El,

oldugundan (an ):;O €/ olur. Bu da sup|an| < oo olmasi demektir. Buradan (3.8)’in
saglandig1 goriilmiis olur.

b) Teorem 3.1’de X =¢, ve Y =/, alahm. N, N’ sonlu bir alt kiimesi olsun.
Lemma 1.4(a)’dan yararlanarak,

*

< 0

B€E(cy,l) < sup EB”
N |lxEN

;LA;(‘I&)
N Uy Vi

| 1 a,. Ay
<sup ) |— E —_ 2T | <
N Alu, &\ v,

Vit
Bu da (3.9)’un saglandigim1 gosterir. (3.10)’un saglandigi da benzer sekilde

£

< sup <™

N

€o

[ee]

gosterilebilir.

(3.11)’in saglandigin1 gdsterelim.
zEZ(u,v;c) =v™ * (™ *¢), alalm.
zEV *w ' *c), @ zvEW *c),
< E(zv)€Eu™ *c
< uE(zv)Ec

Dolayisiyla x = uE(vz) Ec olur. Bu durumda, /€ i¢in limx, =/ limiti mevcuttur.
k—0

Teorem 2.1°deki (2.8) esitliginden yararlanalim.
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Burada £ — o« i¢in limite gegilirse,

A(z)=B,(x)+la,

yazilabilir. A(z)E/, ve B(x)EIl, oldugundan (an ):;0 €/, olur. Bu da E|an| < o0

n=0

olmasi demektir. (3.11) sart1 saglanmis olur.

Tersini gostermek icin sartlarin saglandigini kabiil edelim. (3.6), (3.7) veya (3.10)
sartlart Sonu¢ 2.1 (iv) nedeniyle A, E(Z(u,v;c))ﬁ olmas1 anlamia gelir. (3.7)
nedeniyle 4 (z) =B, (x)+/ca, elde edilir. (3.6) veya (3.10) nedeniyle BE(c,Y)
olur. (3.8) veya (3.11) nedeniyle (an ):;0 €Y olur. Dolayisiyla Vz€ Z(u,v;c) igin

A(z)€Y olur. Buda AE(Z (u,v;c),Y ) oldugunu gosterir.

Uyan 3.1: (ﬁ,q)oﬁ , (N, q)” veya (N, q)mﬁ uzaylarinin herhangi birinde

ldl, -sup(;g ]

oldugunu biliyoruz. Lemma 1.4 (a) geregince,
Ae ((]T/, Dol ), AE ((N, q),1, ) veya AE ((N, 9., ) olmasi icin gerekli sartlar

+ anQn
4,

Clk+l
9y 9in

sirasiyla,
m-1
K (og).oe)- suf S ot + “wlal| .. (.12)
‘Qk Qk+1 ‘ 9 ‘
ve
A"QEIOo (3.13)
q
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(3.12) sart1

ve
A
.9 Ec (3.14)
q
(3.12) sart1
ve
A
”QECO (3.15)
q

dir. Bu sartlar ise Sonug 2(a)’da verilen sartlara denktir.

Ispat: Ae((]T[,q)O,lw) ve AE((N,q)m,lx) olmast durumunda ||||ﬁ ve ||||ﬁ

normlarinin

i a a
d =30 % G
” ”/3 ; ¢ 9y i

normu ile tammlandigimi ve (N, 9)," ve (N,q).,” iizerinde bu normlarm denk

oldugunu géstermeliyiz. Oncelikle

*

Va(N,g)" > (V.q)." iin |, <e], =a

oldugu aciktir. Esitsizligin tersini kanitlamak igin, (N, q), veya (N, q). uzaylarini X

ile gosterelim. a € X alalim. Bu durumda
fa:X_>$ x—>fa(x)=2ak‘xk
=0

doniisimii  (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2004)’dan dolayr siirekli lineer

fonksiyoneldir. Dolayisiyla, Vx € X i¢in,

a

AGIE

x| (3.16)
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olur. Simdi n negatif olmayan keyfi bir tam say1 olsun. Vk i¢in b, = Q, (— - —)
alalim ve

x{" dizisini

-

LA(Q,{ sgn(bk)), O<k=<n

q;

" 1
xk< : =l-——0,sgn(b,), k=n+l
n+l

0 , k>n

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

J— 1n
N,q)y =3x=(x,):— X, —0
(V.q) { (015 S }

oldugu goz oniine almirsa, 0 < k < n icin rk<"> _ L quxj<k> =sgn(b,) ve,
k Jj=0

k > n igin rk<"> = 0 olur. Dolayisiyla x € X ve

(m)

Hx = sup‘rkw‘ = supjsgn(b, )| =1
k k=n

olur. Ustelik (2.8), (3.16) ve |. ||* normunun tanimia gore,

n+l
n (n)
fa('x< >)‘ = ‘;ak'xk

‘" 4 (n)
= Z) T n + n+l=<n+l T n

k™ k n+l
;E; 42n44

=2|bk|
=0

*

<|a

a, a,,
Qk Tk ksl
9y 9in

n

olur. Ote yandan, zbk = 2

kismi toplaminda n — o i¢in limite

gecilirse,
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*

<[a

= d a a
zbk = ; O — -
= = 9y 9in

oldugu goriiliir. Bu ise, = ||a||/j' demektir. Dolayistyla,

<
al, <[a

lal, =lal = ldl,

esitligi elde edilir. Eger (3.12) ve (3.14) saglanirsa,

sK'((N,q)w,OO)<oo

K(N.g),.)= SI:ngk

ank an,k+l
qr

4

elde edilir. (3.7) ve (3.14)’den yararlanirsak,

a,0 a,,0
Sup n n S Sup mn n
g, | omal g,

sK'((N,q)w,OO)<oo

elde ederiz.

Tersine AE((N, q), loo) icin Sonug 3.1 (a)’daki sartlarin saglandigini kabiil edelim.

Oncelikle Vm,n igin,

m-1

; o

ank an,k+l

4qy G

ank an,k+l

qx 9

Sng

olur. Buradan,

m-1

sup » O,

m,n J=

ank an,k+1

<K(W.q),, )< (3.17)

qy 9

Bunun disinda Sonug 2.1 (iv) ve Teorem 1.2’ye gore her sabit n igin,

foNg)=€  x—f, (x)=4,()

seklinde tanimlanan doniisiim Teorem 1.2°den dolay1 siirekli lineer fonksiyoneldir.

Bu durumda, Vx& (N, q) i¢in,
MO R AL
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olur. m keyfi negatif olmayan bir tam say1 olsun. Simdi

a
x(m) — (Qm sgn nm ]e(m)

m

koyalim. Bu taktirde,

nm m

£, )| = |7

n

olur. Sonug 3.1 (a) geregince (f ):=0 dizisi noktasal sinirhidir ve dolayistyla diizgiin

AW
sinirhidir. (Wilansky 1964) Diizgiin sinirlilik prensibi geregince, Vm,n igin dyle bir
M sabiti vardir ki

amn

q.

m

=M

olacak sekilde bir M sabiti vardir. Boylece bu esitsizlik ve (3.17) nedeniyle (3.12)
elde edilir.

Uyar1 3.2: u,v,r,s €U olsun. X [ (1< p <), ¢, ve ¢ uzaylarindan herhangi
biri olsun. Z=Z(u,v;X) ve Y=Z(r,s;l,) veya Y =Z(r,s;l;) oldugunda

A€E(Z,Y) olmasi icin Sonu¢ 3.1°deki sartlarda sirasiyla K((u,v; p),oo) veya

K(@v:p)l) (s pse) tanmmdaki — a,'nn ¢, =7, Ya,s, (nk=01..)

J=0

terimlerinin alinmasi, (3.8) veya (3.11) sartlarinda ¢, yerine g = rnza S,
=

alinmasiyla elde edilir. Bu aslinda Sonug 3.1 ve Lemma 1.3 (b)’nin direkt sonucudur.

Sonu¢ 3.2: uy,v€U olsun.

A€ (Z(uvl)co)c»hm =0 (Vn=0,1,..) (3.18)
uvk
lim (%o~ Skt ) o oy =01, ) (3.19)
TEUE\ Yy Vi
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ve

[o2)
2 i Ay Aogn
=o|Up \ Ve Vi

AE(Z(u,v; [, ),c) < (3.18) ve (3.20) saglanir.

diizgiin yakinsaktir. (3.20)

TEUE N\ Yy Vsl

ve 1imi(‘ik-M)=/3k (Vk=01,..) (321

Ispat: Y = ¢, veya Y = c alalim. Teorem 3.1 geregince,

AEZ((u,v;lw ),Y) < (3.18) saglanur.

ve b, = LN(M) (n,k =0,1,...) olmak tizere,
u, v,
Be(l,,Y) dir.

BE(,,Y) < (3.19) ve (3.20) ya da (3.21) ve (3.20) saglanir.

Uyar1 3.3: u,v,r,s €U olsun.
AE(Z@u,v;L,), Z(r,55¢,)) veya AE(Z(u,v;1,),Z(r,5;¢))

olmas1 i¢in Sonu¢ 3.2°deki (3.19), (3.21) sartlarnda g, ,’nin  yerine

¢, =", E ays; (nk=0,1,...) teriminin ahnmasiyla gerek sartlar elde edilir.
=0

Sonu¢ 3.3: u,vE€U olsun.

ank

AE(Z(u,v;ll),lp) (1< p<x)<sup

k

<o (Vn=0,,..) (3.22)

U vy
A%~

o0
1 (a Ay kel
Supz nk _ Tmk+
U\ Vi Vil

k720

<o (3.23)
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Ispat:
Bu teorem 3.1’in bir sonucudur.

Uyant 34 : u,v,r,s€U olsun. AE(Z(u,v;ll),Z(r,s;lp)) (1< p <) olmasi

icin sonu¢ 3.3’de q,, yerine ¢, =rn2ajksj (n,k =0,1,...) alinmasiyla gerek
7=0

sartlar elde edilir.
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