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OZET

KOMPLEKS UZAY FORMLARINDA MEKANIK SISTEMLER

Bu caligma alt1 boliimden olugmaktadir.

1. Boliimde, analitik ve klasik mekanigin gelisim siirecinden bahsedilmis,
ayni zamanda gintmize kadar yapilan caligmalar ve sagladiklar: faydalar an-
latilmagtar.

2. Boliimde, tezin daha iyi anlagilmasi i¢in gerekli temel kavram ve tammlar
verilmigtir. _

3. Boliimde, sabit J—kesitsel egrilikli tanjant manifoldlar: tanimlanmsg, bu
manifoldlar lizerinde Lagrange ve Hamilton mekanik sistemleri elde edilmigtir.
Ayrica elde edilen mekanik sistemler ve denklemler i¢in geometrik-fiziksel yorum-
lar yapilmigtir.

4. Bolumde, sabit J—kesitsel egrilikli Kahler manifoldlan tammlanmis,
bu manifoldlar tizerinde Lagrange ve Hamilton mekanik sistemleri ile denklemler
retilmigtir. Elde edilen mekanik denklemler i¢in geometrik ve fiziksel yorumlar
sunulmustur.

5. Béliimde, sabit J—kesitsel egrilikli para-Ké&hler manifoldlar: tanimlanmas,
bu manifoldlar iizerinde Lagrange ve Hamilton mekanik sistemlerine ait denklem-
ler elde edilmigtir. Ayrica mekanik sistemlere 6zgii denklemler i¢in geometrik ve
fiziksel yorumlar verilmistir.

6. Bolimde, sabit J—kesitsel egrilikli §—Ka&hler manifoldlar tanimlanmis,
bu manifoldlar iizerinde Lagrange, Hamilton mekanik sistemleri ve hareket denk-
lemleri ortaya gikarilmugtir. Sonra elde edilen mekanik sistemler ve denklemler

geometrik-fiziksel olarak yorumlanmigtir.
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SUMMARY

MECHANICAL SYSTEMS ON COMPLEX SPACE FORMS

This study consists of six sections.

In the first section, the development process of analytical and classical
mechanics have been mentioned and also explained to the present studies and
the benefits they provide.

In the second section, basic concepts and definitions have been given to be
understand better the thesis.

In the three section, tangent manifolds of constant J-sectional curvature
have been defined and on this manifolds, Lagrange and Hamilton mechanical
systems and equations have been achieved. Also, for the obtained mechanical
systems and equations geometric-physical interpretations have been made.

In the fourth section, Kéhler manifolds of constant J-sectional curvature
have been defined, on this manifolds, Lagrange and Hamilton mechanical sys-
tems and equations have been derived. For the obtained mechanical equations,
geometric-physical interpretations have been presented.

In the fifth section, para-Kéhler manifolds of constant J-sectional curvature
have been defined, on this manifolds the equations about Lagrange and Hamilton
mechanical systems have been obtained. Also for equations about mechanical
systems, geometric and physical interpretations have been given.

In the sixth section, §—Kahler manifolds of constant J-sectional curvature
have been defined, on this manifolds, Lagrange, Hamilton systems and motion
equations have been obtained. Then, the obtained mechanical systems and equa-

tions have been interpreted to be geometrically-physically.




1 TARIHCE

Insanoglu caglar boyunca dogayr anlamaya calisnugtir. Bunu bagarmak
icin matematik ve fizik insanoglunun en biiyiik anahtar1 olmustur. Bu baglamda
matematigin amaci, dogay1 denklemler yardimiyla modellemek; fizigin amaci
ise doganin genel analizini yapmaktir. Acikcas: fizik, maddeyi ve maddenin
uzay-zaman i¢inde enerji ve kuvvetini de i¢ine alacak sekilde durumunu inceler.
Fizik kendi icinde klasik fizik ve modern fizik olarak dallara ayrilir. Klasik
fizik, klasik mekanik; modern fizik ise kuantum ve rolativistik mekanik ilkeleriyle
calismaktadir. Klasik mekanik, cisimlerin hareketleri ve onlara etki eden kuv-
vetlerle ilgilenir. Kuantum mekanigi, mikro diizeyde cisim veya parcaciklarin
hareketini, rolativistik mekanik ise makro diizeyde 1gik hizina yakin hizlarda
hareket eden sistemlerle ilgilenmektedir. Mekanik, cisimlerin konumlarinin za-
manla degismesi veya yapilarin bozulmadan kalmasiyla ilgili problemleri incele-
mektedir. Mekanik; kinematik, statik ve dinamik olmak tizere tlige ayrilir. Kine-
matik, cisimlerin konumunun hareketini; statik, cismin dengede olmasi i¢in gerekli
kogullari; dinamik ise cismin konum degisikliginin sebepleri bilindiginde cismin
hareket ve ozelliklerinin nasil bulunacagini incelemektedir.

Fizigin dali olan mekanik 17.yy. da Tycho Brahe, Kepler ve Galileo gibi
bilim adamlar1 tarafindan caligilmigtir. Bu alanin 18.yy. daki onciileri ise Isaac
Newton, Leibnitz, Euler, Lagrange ve Hamilton’dur. 18.yy.” in ikinci yarisinda
Lagrange sayesinde temel olarak, bir mekanik sistemin hareket ve denge durum-
larina izin veren prensiplerle, denklemlerin uygun bir sistem tarafindan aciklana-
bilecegi gosterilmistir. Her ne kadar bu denklemler farkli sistemlere uygulansa da
benzer formlardir ve birbiriyle iligkilidir. Bu formlar genel denklemler tarafindan
aciklandig1 stirece, herhangi bir denge problemi ve 6zel bir sistemin hareketi, bir
mekanik sistemin denge ve hareket problemi geklinde iki genel problem olarak
yorumlanabilir. Bu problemlerin ¢oziimi iki genel denklemin ¢oziimiine benzer
olarak, herhangi bir sistemin hareketi ve denge durumunu agiklar. Bu yiizden
ozel bir sistem ic¢in bu kogullarin belirlenmesi bu denklemlerin 6zel bir sorunu ve
bu sorunun ¢oziimidiir.

Maupertuis (1740), prensiplerin kisalmig haliyle mekanigin Newton pren-
siplerini birbiriyle tam olarak baglantili sekilde aciklamigtir. Ona gore durum-
larin kesin kombinasyonlarinda doganin kanunlar: gegerlidir. Maupertuis, sonraki
prensiplerin bilinen orneklerinden korunum prensibi ve yer c¢ekimi merkezinin
maksimum uzaklik prensibinden bahsetmistir. Bernoulli'nin prensiplerinden beri
kuvvetin merkeze olan uzakliginin tamamlayici etkisiyle orantili oldugu varsayil-

mamigti. Maupertuis’in bu yeni prensibi daha az geneldir ama Maupertuis’in



prensiplerinde 6nemli ve yeni bir gey vardir. Bu, bir tek genel matematik-
sel ifadenin maksimum ya da minimum olma sart1 olarak denge durumunun
aciklanmas fikridir.

Euler'in metodunda (1744) iki farkh sonug vardir. ”Diinyada hicbir sey
tam olarak tahmin edilemez; ¢linkii maksimum ya da minimum, baz1 durumlarda
ortaya ¢ikmayabilir.” demigtir. Euler, ikinci olarak da merkezi kuvvetten izole
edilmig cisimden bahsetmistir. Euler, kesinlikle hareket kanunlarini bulmayla
ilgilenmemigtir, bunun yerine bir maksimum ya da minimum icin arastirmalara
dayanan farkli bir metodla, bu kanunlar1 Newtonsal yolla kargilagtirmay1 istemigtir.
Agiktir ki, Euler’in ispati Newton metodundan bagimsiz degildir ama belli kosul
icin Euler tarafindan gelistirilmis bir hipoteze dontigtiiriilmiigtiir. Fuler’in bakisg
acisindan analitik degismezin bir sinifi, bir formudur. Aslinda bu bakig agisinin
yeni bir noktasi olarak bir gosterimin bu formun arkasinda oldugu goriiliir, yani
potansiyel enerjinin gosterimi kapalidir, tarihsel olarak bu potansiyel enerjinin
matematiksel ifadesi, fiziksel gosterimle iligkisinden 6nce gelir.

Buna karsin, gen¢ Lagrange, mekanigin temelleri ve en az etki prensibi
ile ilgilenmistir. Lagrange, 1761’de mekanigin uygulamalariyla ve maksimum
ve minimum problemlerinin sonuclarini tanitmistir. Lagrange’in 1762’de Euler’e
yazdigl bir mektupta 1761’de yazdigi tezinin genis bir anlatimi vardir. Bu tezinde
mekanigin farkli ve yeni bir analitik temeli ve bunun nasil miimkiin oldugunu
anlatmigtir. Paris akademisinde 1762’de yeni diiglincesini tanitmig, Ay’in denge-
siyle ilgili bir sorunun cevabi yazmigtir. 15 yildan fazla bir siire sonra (1780)
daha 6zenli bir 6zet ve benzer diizenin daha genel bir versiyonunu hazirlamigtir.
Sonunda analitik mekanik olarak bilinen sistemin farkina varmigtir.

Lagrange diigiincesinin iki temel kaynag vardir. Ilki merkezi kuvvet ta-
rafindan aktive edilen nesneleri, herhangi bir sistemin dengesi i¢in, harekete
geciren hizin, Beurnoulli prensibidir. Tkincisi ise, dinamik icin d’Alambert pren-
sibidir. D’Alambert prensibi harekete gegiren hizin, Bernoulli prensibinin den-
geli ozel bir versiyonuna dayanir ve dengeye iligkin problemleri herhangi bir di-
namik probleme indirgemek igin bir metottur. Dolayisiyla hareketin dig neden-
lerini acgiklayabiliyorsak, denge durumunda incelenen sistemin gercek hareketini
belirleyebiliriz.

1797 den once mekanikte hassas hesapli Lagrange’in caligmalar1 teoride
¢ogunlukla mekanigin amaglarinin hassas olmayan hesap temelleriyle iligkilidir.
Analitik mekanikte, 1761, 1764 ve 1780’de esas olarak varyasyonun Lagrange
caligmalari, varyasyonun hassas tipi degildir ama karsilikli olarak bagimsiz da
degildir.

Mekanik, 19.yy. da ise pek ¢ok aragtirmacinin katkisiyla neredeyse kusursuz

bir sistematik yapiya kavugmustur. Newton yasalari iizerine kurulan yapi, klasik



mekanik veya Newton mekanigi, 19. yy. da gelistirilen yap1 ise, analitik mekanik
veya analitik dinamik olarak isimlendirilmektedir. 20.yy da ise Plank, Einstein,
Bohr, Heisenberg, Schodinger, Born, Neumann, Dirac, Pauli bu alana onemli
katkilar saglamiglardir. 1970’lerde madde sisteminin hareket ve denge prob-
lemleri, genel olarak gii¢ analizi i¢cin Newtonsal metodla ¢oziiliiyordu, Varignon
(Blay 1992), Bernoulli, Herman ve Euler diferensiyel hesabin analitik dilini bu
metodla kullanmig, mekanik sistem incelemelerini bir geometrik diyagram iistiine
kurmuslardir. Sonugta 6zel ve tam bir sistem tanimlamiglardir. Bu sistemde
cismin bir genel sisteminin hareketi ve denge durumunun mimkiin olmasi, 6zel
karakterlerden bagimsizdir. Esasen Newton-olmayan prensipler caligilmig ve ge-
ligtirilmigtir. Hareket ettiren hiz ve en az etki prensipleri genellikle ‘varyasyonel
prensipler’ olarak bilinir [37] .

Klasik mekanik iginse literatiirde Ostrogradskynin 1948 deki (Wittaker
1959) galigmasimin 6nemli bir yeri vardir. Dedecker’e gore (1979) bu sistemleri
ilk kez ¢ahigan J.Jacobi’dir. Ayni zamanda Todhunter, ‘History of the calculus
of variations’ kitabinda bahsedilen Jacobi’nin ¢aligmasini takip ederek 1858’de bu
konuyu diigiinmiigtiir. Bu nedenle bu teoriler Jacobi- Ostrogradsky genellestirilmis
klasik mekanigi veya genellegtirilmis klasik mekanik (ve alan teorisi) olarak ad-
landirilir.

Sonraki yillarda alan teorisi ve mekanikte yiiksek derecede tiirevlerle ca-
hisilmaya baglanmigtir. Bopp (1940) ve Podolsky (1942) fizikte genellegtirmenin
bu cesidiyle ilgilenmislerdir. Ornegin, Podolsky ikinci dereceden tiirevlerle elek-
tromanyetik teoriyle ilgilenmistir.

Daha sonraki yillarda alan teorileri ve genellestirilmis mekanik olarak ad-
landirilan geometrik formiiliizasyonuyla yayimlanan makalelerin sayisi kesin olarak
artmigtir. Bu galigmalarin 6nemli rolii, bu formalizmin iyi iglenmis sonuclarini
elde etmeye yardimci olmasidir. Bu ¢aligmalarin sonucu olarak ortaya cikan jet
demetler ilk olarak 1950’li yillarda Ehresmann tarafindan caligilmistir. Ornegin
Lagrange mekanigi, yiiksek dereceden tanjant demetlerdeki formalizmi gelistir-
mistir. Genellikle standart durumlarda kullanilan bir genellestirme olan boyle
bir mekanigin, bazi geometrik yapilar iizerine kuruldugunu gosterebiliriz.

Lagrange mekanik sistemi i¢in Klein (1962) bir bakig agis1 geligtirmistir.
Klein’in Lagrange formalizmi hemen hemen tanjant geometrinin geligimine ((Clark
& Bruckheimer (1960) ve ozel dig tiirev hesaplarina katk: saglamigtir. Bu bakisg
acis1, yiksek dereceden tanjant demetlere genigletilmigtir. Bunun avantaji kotan-
jant demetin simplektik formunu agiklamay1 miimkiin kilmasidir, genellikle stan-
dart regiiler Lagrangian i¢in kullanilir.

Diferensiyel geometriyle mekanik i¢ igedir. Bu birliktelik sadece matematigin

diizenli formiilasyonu degil, ayn1 zamanda fiziksel yorumu daha iyi anlamaya
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yarayan bir aractir. Literatiirde simplektik mekanik sisteminde takip edilen
sonuglar [‘Bibles”: Abraham & Marsden(1978), Arnold (1974) ve Godbillon (1969)]
sirasiyla Lagrange ve Hamilton sistemini kullanarak elde edilir. Bu formalizim-
ler verilen bir diferensiyellenebilir manifoldun, tanjant ve kotanjant demetlerine
iligkin olarak, kanonik geometrik yapilar tarafindan karekterize edilir [36] .

Geometrik formiiliizasyonun kullanmilan gegitleri Marmo'nun (1985) kita-
binda da aciklanmigtir. Buradaki bakig acis1 konunun daha giiclii ve ozel bir
agiklamasin verir. Aslinda Lagrange teoride hemen hemen tanjant geometri,
Hamilton teorisinde simplektik geometrinin roliine sahiptir [2] .

Newton dinamiginin eksikligi vektorel olmasi ve toplam kuvvetin bilin-
mesini zorunlu kilmasidir. Bu eksikligi gideren yani skaler biiytikliiklerle caligilan,
kuvvet vektoriinii dogrudan icermeyen ilke ve yontemlerin tiimii analitik dinamik
olarak adlandirilmaktadir. Sonuclar1t Newton dinamigi ile ayni olmasina ragmen
¢ok daha kullanighdir.

Crampin, 1981 yilinda Euler Lagrange denklemlerinin diferensiyel geometrisi
ve Lagrange dinamiginin ters problemi iizerine ¢aligmalar yapmigtir [1]. 1986
yilinda, De Leon ve Rodrigues hemen hemen tanjant geometri ve yiiksek derece-
den mekanik sistemler ¢aligmasinda, hemen hemen tanjant geometrinin ¢atisinda
yiiksek mertebeden mekanik sistemlerin bazi sonuglarimi [29], 1987 yilinda ise i-
kinci mertebeden diferensiyel denklemler ve korunumsuz Lagrange mekanigi calig-
masinda, Lagrange teorinin geometrik formiiliizasyonunu incelemistir [28]. 1989
yilinda De Leon ve Lacomba’ nmin, Lagrange alt manifoldlar1 ve yiiksek mer-
tebeden mekanik sistemler caligmasi, yliksek dereceden Lagrange ve Hamilton
sistemleri (zamana bagh ve zamandan bagimsiz) simplektik yiiksek mertebeden
tanjant demetlerinin Lagrange alt manifoldlar agisindan énem tagimaktadir[20].
1990’1 yillarda ise De Andres, De Leon, Rodrigues, regiiler Lagrangian ile il-
gili yiiksek dereceli tanjant demetlerinde konneksiyonlar1 ve yiiksek mertebeden
diferensiyel denklemler i¢cin Lagrange dinamiginin ters problemini ¢aligmiglardir
[26]. 1991 yilinda, De Leon, Chinea, Marrero zamandan bagimsiz Lagrangianlar
icin kisitlama algoritmasi ¢alismasinda, hareket denklemlerini ¢ozmeye yarayan
zamandan bagimsiz Lagrange sistemleri i¢in bir kisitlama algoritmasi gelistirmeyi
amaglamigtir [24]. 1991 yilmin diger 6nemli ¢aligmalarima érnek olarak De Leon,
Mello ile Rodrigues’in zamana bagh dejenere Lagrangianlarin kisitlanmasi caligmasi
[25] ve De Leon, Rodrigues’in yiiksek dereceden diferensiyel denklemler igin Lag-
range dinamiginin ters problemine geometrik bir yaklagim caligmasi verilebilir
23]. 1994 yilinda Ozer’in baglantili integre edilebilir Hamilton sistemleri makalesi
[27] ve 1996 yilinda Civelek’in Lagrange liftleri ve vektor demetlerinde Hamil-
ton denklemleri makalesi dikkat ¢eken galigmalar arasindadir [22]. 2000 yilina

gelindiginde ise Shiriaev, Pogromsky, Ludvigsen, Egeland, ters sarkacin pasifligi
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tabanl kontroliin kiiresel ozellikleri calismasinda, Lagrange ve Hamilton sistem-
lerinin belli bir hedef pozisyonunun istikrar problemini ele almiglardir [30]. 2000
yilinin giizel ¢aligmalarindan biri de Adak, Dereli, Ryder'in gravitasyonel notrino
salinimi probleminin Riemann-Cartan uzay-zamaninda Hamilton diigiincesini ¢a-
list1g1, uzay-zaman torsiyon tarafindan indiiklenen notrino salinimlari makalesidir
[21]. 2002 yilimin dikkat ¢ekici galismalarindan biri Tekkoyun’ un genellegtirilmis
Kéhler manifoldlara Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerinin yiiksek mertebe-
den liftleri adli doktora tezidir [35]. 2003 yilinda yapilan ¢aliymalardan biri ise
Aycan’ in genellegtirilmis jet demetleri tizerinde Euler-Lagrange ve Hamilton den-
klemlerinin liftleri adli doktora tezidir [41]. 2004 yilinda yapilan aragtirmalardan
bazilar: ise Sert’in Riemansal olmayan uzay-zaman geometrilerinde kiitle ¢ekim
teorileri, Dahl’in Lagrangian altmanifoldlarinda Hamilton-Jacobi denkleminin ¢o-
zimleri iistliine olan ¢aligmalaridir. Analitik mekanik alaninda birgok caligmasi
olan Tekkoyun’ un ¢alismalarindan bazilar1 2005 yilinda ”on para-Euler Lagrange
and para-Hamiltonian equations” [4], G. Cabar ile olan ”complex Hamiltonian
equations and Hamiltonian energy” [40], A. Gorgiilii ile olan "higher order com-
plex Lagrangian and Hamiltonian mechanical systems” [5], 2009 yilinda lifting
structures: a geometrical-dynamical meaning” [44] dir.

Analitik dinamik, Lagrange ve Hamilton denklemlerinden olugmaktadir.
Lagrange denklemleri, mekanigin skaler biiyiikliiklerle kurulmasi acisindan énem
tagir. Lagrange yontemi, mekanik problemlerin ¢oziimiinde bagarihidir; ancak
en biiyiik onemi ¢ok gii¢lii bir yontem olan Hamiltonian yontemlerin temelini
olugturuyor olmasidir. Hamilton denklemleri fizikte giintimiizde biiytik 6nem
tegkil etmektedir. Kolay integre edilebilir yontemler i¢in uygun olmasi ve kuan-
tum mekaniginde de basariyla kullanilmasi, fizikte kullanilma nedenlerinden ba-
zilaridir.

Klasik mekanik, giiniimiizde gokdelenlerden ucaklara kadar pek cok sis-
temin yikilmadan, parcalanmadan kalabilmesi i¢in gerekli kosullarin bulunma-
sinda onemli rol oynar. Diinya etrafinda dolanan uydularin yerlestirilmesinde,
gezegenlere uzay gemilerinin gonderilmesinde kullanilan bilgiler arasinda, klasik
mekanigin sonuclar1 6nemli yer tutar. Bu yonleriyle klasik mekanik oldukcga
onemlidir.

Kuantum mekanigi ve klasik mekanikte sik¢a kullanilan Hamilton sistemler,
uygulamali bilimler i¢in ¢ok onemlidir. Bu konuda ¢ok fazla ¢alisma yapilmigtir
ve hala yapilmaya devam edilmektedir.

Modern diferensiyel geometride iyi bilindigi gibi klasik mekanigin Lagrange
ve Hamilton formalizminin farkl tiplerini elde etmede énemli rol oynar. Ustelik,
uygun alanlarda birgok caligma gormek miimkiindiir. Bildigimiz gibi Lagrange

ve Hamilton sistemleri verilen konfigiirasyon manifoldunun hiz ve momentum
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faz uzaylar1 olan tanjant ve kotanjant demetlerde tanmimli uygun bir X vektor
alani tarafindan karakterize edilir. Bu karakterizasyonda; ), m boyutlu bir kon-
figlirasyon manifoldu ve sistemin kinetik enerjisi 7" ve potansiyel enerjisi P olmak

tizere L =T — P olan L : T'Q) — R bir regiiler Lagrange fonksiyonu olup
e = dEp, (1.1)

olacak bigimde T'Q) iizerinde bir tek ¢ vektor alam vardir. Burada V' = J¢ Liou-
ville vektor alan1 ¢, = —dd L bir simplektik form ve EF;, = V(L) — L olup, L
ye bagl enerjidir. Fuler-Lagrange vektor alani olarak adlandirilan £ bir semis-
praydir, c¢iinkii onun integral egrileri Euler-Lagrange denkleminin ¢oziimleridir
%(g—s) — g—s =0. (TQ, ¢, L) tiglisit TQ tanjant demeti iizerinde Lagrangian
sistem olarak adlandirilir.

H =T+ P olup H : T*() — R bir regiiler Hamilton fonksiyonu ise 7%
lizerinde

ix,¢=dH (1.2)

olacak bi¢imde tek bir Xy vektor alani vardir. Burada A = J*(w) olmak {izere
¢ = —d\ bir kanonik simplektik form ve H, Hamilton fonksiyonudur. Hamil-
ton vektor alami olarak adlandirilan Xy’ in yoriingeleri, Hamilton denkleminin
dq OH dp 0OH (T°Q, 6, H) iicliisii, ¢ simplektik f
—- = —,— = ——. tigliisti simplektik for-
dt Op’ dt dq T o P

muyla donatilmig 7)) kotanjant demeti lizerinde bir Hamiltonian sistem olarak
adlandirihr [4],[5],[6] .

Bugiine kadar yapilan ¢aligmalardan goriiliir ki, Lagrange ve Hamilton sis-

¢ozuimleridir,

temlerinin reel, kompleks ve parakompleks, zamana bagl ya da zamandan bagim-
s1z analoglar: liretilmistir ama sabit J— kesitsel egrilikli Lagrange ve Hamilton
sistemleri hakkinda bahsedilmemistir. Bunun igin, bu tezde dinamik sistemlere
iligskin fiziksel ¢ikarimlar, diferensiyel geometriyle ilgili veriler ve sabit J— kesitsel
egrilikli reel, kompleks, para-kompleks ve —Kéhler manifoldlarin bir modelinde
bu Euler Lagrange ve Hamilton denklemleri caligilmigtir.

Bu tezde biitiin manifoldlar ve geometrik nesneler Einstein toplamina uy-
gun olarak kullamlmigtir ve C* dur . Aym zamanda, R, F'(M), x(M) ve A'(M)
sirasiyla reel sayilarin ciimlesini, M deki fonksiyonlarin ctimlesini, vektor alan-

larinin ciimlesini ve 1-formlarin climlesini gostermektedir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Vektor alani: E™ n -boyutlu Oklid uzay1 ve E™ nin p € E™ noktasmdaki
tanjant uzay1 Tgn (P) olsun. Buna gore bir X : E" — pe%" Tgn (P) fonksiyonu
icin mo X : E™ — E™ olacak sekilde bir 7 : pe%”TEn (P) — E™ fonksiyonu
mevcutsa X' e B tzerinde bir vektor alam adi verilir [33].

Integral egrisi : E™', (n + 1) boyutlu bir Oklid uzay1 ve E™*V de
parametrik bir egri o : [ — E™"! olsun. Yani, t — a(t) = (ai(t), ..., ani1(t))
dir. E™*! iizerinde bir vektor alam X olmak iizere Vt € I igin le—j: = X(a(t)) ise
a egrisine X vektor alaninin bir integral egrisi denir [33] .

1-form: E™ n -boyutlu Oklid uzay1 ve E™ nin p € E™ noktasmdaki kotan-
jant uzayr Th. (P) olsun. Buna gére bir w : E" — pGLEJ'" T (P) fonksiyonu igin
mow : E™ — E™ olacak sekilde bir 7 : €%n T}, (P) — E™ fonksiyonu mevcutsa
w’ ya E™ {izerinde bir 1-form adi Verilif [33] .

Harita: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E™ nin bir agik alt
climlesi olsun. O zaman topolojik manifold tanimi geregince U bir ¥ homeomor-
fizmiyle M’ nin bir W acik alt ciimlesine esglenebilir. ¥ : U C E" - W C M,
olmak iizere (¥, W) ikilisine M’ de bir koordinat komsulugu veya harita denir
[33] .

Atlas: M, bir topolojik n-manifold ve M’ nin bir acgik ortisi {W,} ol-
sun. W, acik ctimlelerinin « indislerinin ctimlesi A olmak tizere {W,} ortiisii
icin {Wy}aeca yazilir. E”, n-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, E"de W, ya U,
homeomorfizmi altinda homeomorf olan acgik ctimle U, olsun. Bdylece ortaya
¢ikan (¥,, W,) haritalarmn {(¥,, W,)}aeca koleksiyonuna bir atlas (koordinat
komgulugu sistemi) denir [33] .

Tenso6r alani: M bir manifold olmak iizere, M nin her x noktasinda K (z) €
T7(T x M) seklinde belli bir tensor kargilik getiren K doniigiimiine M manifoldu
tizerinde (r, s) tipinden bir tensor alan1 adi verilir. M manifoldunun z noktasim
igeren bir haritasi (U, %) olsun. Bu durumda M fizerindeki bir (r, s) tipinden K

tensor alan lokal olarak;

i1, 0 . ,
o 1,y .
K_ KJI ----- jsaxil ®®%®d$]1 ®d$‘j

bilegenleri denir [2] .
Lineer doniisim: V ve U bir F' cismi lizerinde birer vektor uzayi ve

f 'V — U bir fonksiyon olsun. VY vy,vs € V' ve Va € F igin,
(1) fvr+v2) = fv1) + f(v2)



(2) flavi) = a.f(v1)

sartlar1 saglanirsa f’ ye V7 den U’ ya lineer doniisiim( dogrusal déntigiim,
vektor uzay1 homomorfizmas: yada lineer transformasyon) denir [39].

Grup homomorfizmi: (G,.), (H,*) iki grup olsun. f: G — H fonksiy-
onu Va,b € G igin f(a.b) = f(a) * f(b) oluyorsa f’ ye bir grup homomorfizmi
denir [39].

Izomorfizm: Eger f grup homomorfizmi 1 : 1 ve értense izomorfizm adin
alir [39].

Endomorfizm: Eger f grup homomorfizminde G = H ise f endomorfizm
adim alir [39].

Diffeomorfizm: E" n-boyutlu bir Oklid uzay1 olmak tizere, ™ in iki acik
alt cimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu i¢in asagidaki cnermeler
dogruysa ¥’ ye C* siifindan bir diffeomorfizm ve U ile V’ ye de k. dereceden
diffeomorfiktirler denir.

(D1) ¥ € C*U; V)

(D2) U1V — U var ve U1 € C¥(V; U) [33].

Baz: V bir vektor uzayi olmak tizere, Vv € V' vektorii bir S = (uy, ug, ...uy,)
vektor kiimesindeki vektorlerin tek bir lineer bilesimi olarak yazilabiliyorsa S
kiimesi V' nin bir bazidir. Eger V'’ nin n-elemanlh bir baz1 varsa V'’ ye sonlu
n-boyutlu veya n-boyutludur denir [39].

Ortogonal: V bir i¢ ¢arpim wuzay1 olsun. Eger < w,v >= 0 ise u,v ye
ortogonaldir (dik) ve u,v € V vektorlerine de ortogonal vektorler denir [38].

Tiirev dontigiimii: M ve N, C*°-manifoldlar, ¢ : M — N, C*°—doniigiim,
p € M ve v, € T,M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri
a: 1 CR— Molsun. (p,)p: T,M — Ty, N ile tanimlanan déniisiime ¢’ nin
p € M noktasindaki tiirev dontigiimii denir [33] .

Regiilerlik: E" ve E™, m— ve n -boyutlu birer Oklid uzay1 olmak iizere,
bir F': E" — E™ doéniigiimiintin Vp € E™ noktasindaki (Fy)p tirev doniigiimii
1:1 ise bu (F})p tiirev déniigiimiine regiilerdir denir [33] .

Bilineer form: V bir reel vektor uzayi olsun. <,>: V' xV — R doniigiimii
VYa,b € R, Vu,v € V i¢in,

(1) <au+bv,w>=a <u,w>+b<v,w>

(2) <wu,av+bw >=a < u,v > +b < u,w > oluyorsa <, > déniigiimiine
bir V' vektor uzay: tizerinde bir bilineer form denir [18].

Dejenerelik ve non-dejenerelik: V' bir m-boyutlu reel vektor uzay: ve
gV xV — R bir simetrik bilineer dontigiim olsun. Eger bir w # 0 vektorii igin
, g(w,v) =0 ise ¢’ ye dejeneredir denir.

Eger Yv € V i¢in g(w,v) = 0 olmast w = 0 olmasim gerektiriyor ise g’ ye

non-dejenere’dir denir [9] .



Lineer fonksiyonel: V' bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger
Vu,v € V ve Va,b € K igin ¢(au + bv) = ap(u) + bp(v) oluyorsa ¢ : V. — K
dontigiimiine bir lineer fonksiyonel denir [39] .

Dual uzay: V bir vektor uzayi olsun. Bir V' vektor uzayindan K cismine
tamimlanan lineer fonksiyonellerin kiimesi; ¢ ve o, V de lineer fonksiyoneller
ve Yk € K olmak tizere (¢ + 0)(v) = ¢(v) + o(v) ve (kp)v = k¢p(v) seklinde
tanimlanan toplama ve skaler ¢arpim oOzellikleriyle K iizerinde yine bir vektor
uzay1 olugturur. Bu uzaya V"’ nin dual uzay1 denir ve V* ile gésterilir [38].

Dual baz: V bir vektor uzayi ve K bir cisim olmak iizere, {vy, v, ..., v,}
1=7 ,1
1#7 ,0
seklinde tanimlanan lineer fonksiyoneller olsunlar. Bu durumda {¢, ¢,, ..., ¢, }

kiimesi V"’ nin bir bazi olsun. ¢y, ¢,,...,¢, € V*, ¢;(v;) = &;; =

kiimesi, V*’ m bir bazidir. Bu {¢,;} baz {v;} ye dual olan baz veya dual baz
olarak adlandirilir [38].

Topoloji: X bog olmayan bir climle olsun. X’ in alt ctimlelerinin bir
koleksiyonu 7 olsun. Bu koleksiyon agagidaki 6énermeleri dogrularsa X iizerinde
bir topoloji adini alir.

(T1) X,0 e 7

(T2) VA, AseTt= A1 NAyer

(T3) A;er,iel, iLEJI A, €.

Burada [ bir indeks ctimlesidir [33] .

Topolojik uzay: Bog olmayan bir X climlesi ve tlizerindeki bir 7 topolo-
jisinden olugan (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir [33] .

Hausdorff uzayi: X bir topolojik uzay olsun. X’ in P ve @ gibi farkh
noktalar icin, X’ de sirasiyla, P ve () noktalari icine alan Ap ve Ag acik alt
ciimleleri Ap N Ag = 0 olacak bi¢imde bulunabiliyorsa X topolojik uzayina bir
Hausdorff uzay1 denir [33] .

Topolojik manifold: M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki
onermeler dogruysa M’ ye bir topolojik n-manifold denir.

(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M’ nin her bir agik alt ciimlesi E™ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

(M3) M sayilabilir ¢oklukta acik ctimlelerle ortiilebilir [33] .

Diferensiyellenebilir yapi: Bir topolojik n-manifold M ve M’ nin bir
atlast S = {(Vo, Wa)}aeca olsun. Eger S atlasi igin, W, N W5 # 0 olmak
iizere, Vo, 3 € A’ ya karsihk ®,5 ve ®p, fonksiyonlar C*—simifindan diferen-
siyellenebilir iseler S’ ye C*—smifindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlasi M
tizerinde C*—smifindan oldugu zaman S’ ye M iizerinde C*—smifindan diferen-

siyellenebilir yap1 adi verilir [33] .



Diferensiyellenebilir manifold: M bir topolojik n-manifold olsun. M
iizerinde C*— simfindan diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M’ ye C*—
simmfindan bir diferensiyellenebilir manifold denir [10], [18], [33].

Tanjant manifold: M bir manifold olmak iizere, TM = oy T,(M)
pe

C>°—manifolduna M’ nin bir tanjant manifoldu denir [2].

Tanjant demet: M bir manifold ve T'M tanjant manifold olsun.
7wy TM — M dogal projeksiyon olmak tizere (T'M, s, M) ye M manifoldunun
bir tanjant demeti denir [2].

Kotanjant demet: M bir manifold olsun. 7y, : T*M — M dogal pro-
jeksiyon olmak tizere (T*M, myr, M)’ ye M manifoldunun kotanjant demeti denir
[2].

Rank: Bir matrisin siitun sayisinin boyutuna matrisin ranki denir [38].

Kovaryant tensor alani: Diferensiyellenebilir bir M™ manifoldu igin
s.mertebeden bir kovaryant tensor alani (kisaca bir (0, s)-tensor alani)

D x(M™) x x(M™) x ... x x(M™) — C>®(M", R) seklinde tanimlanan ¢ok lineer
bir déniigimdiir [10].

2-form: M bir manifold olmak tizere «, M iizerinde k. dereceden bir

diferensiyellenebilir form olsun. o’ y1 (0, k) tipinden anti-simetrik bir tensor alan

olarak diigiinebiliriz.

o= Z @iy g dx A A dat = %ail AAAAA i dT™ A LN da'

Burada «, k— formdur. Eger k = 2 alimrsa 2-form elde edilmig olur [2],
[18].

Hemen hemen tanjant yapi : m-reel boyutlu bir manifold M ve M’ nin
tanjant demeti T'M olsun. T'M {izerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m
ile verilen T'M iizerindeki (1, 1) tipinden bir J tensor alanina bir hemen hemen
tanjant yapi denir [2] .

Riemann manifoldu : M bir C"°— manifold ve reel degerli C*°— fonksi-
yonlarin halkast C*°(M, R) olmak tizere g : x(M) x x(M) — C*°(M, R) seklinde
bir i¢ carpim tanimhiysa M’ ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g, M
iizerinde bir i¢ carpimdir. Metrik tensor, Riemann metrigi veya diferensiyel-
lenebilir metrik olarak da adlandirihr [32] .

Semi-Riemann manifoldu: M bir C"°— manifold olsun. M iizerinde
vektor alanlarimin ciimlesi x (M) ve reel degerli C*°— fonksiyonlarin halkasi da
C>(M, R) olmak tizere  <,>: x(M) x x(M) — C*(M, R) fonksiyonu

1) 2-lineer

2) simetrik

10



) VX € x(M) i¢in < XY >=0<«=Y =0 € x(M) sartlarinin sagliyorsa
<, >, semi-Riemann metrigi ve M’ ye de semi-Riemann manifoldu denir [32] .

Levi-Civita konneksiyonu: Bir M semi-Riemann manifoldu tizerinde
VXY, Z € x(M) icin

(i) [X,Y] = VxY — Vy X

(i) Xg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) olacak sekilde bir tek V konnek-
siyonu vardir. V’ ya M’ nin Levi-Civita konneksiyonu denir [16], [19].

Riemann egrilik tensorii: Bir n—boyutlu Riemann manifoldu M ve
Levi-Civita konneksiyonu V olsun. VX,Y, Z € x(M) i¢in,

R x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y, Z) — R(X, Y, Z) = VXVYZ — VyVXZ — V[)Qy]Z

seklinde tammlanan R fonksiyonu M {izerinde (1, 3) tipinden tensérdiir. R(X,Y)Z
veya R(X,Y,Z) ile gosterilen bu tensére M’ nin Riemann egrilik tensorii denir
[10],[16] .

Riemann-Christoffel egrilik tensorii: M bir semi-Riemann manifoldu

olsun.

K o x(M) x x(M) x x(M) x x(M) = C=(M, R)
(X, Y, ZW)—> KX, Y, Z W)= < X,R(Z W)Y >
olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore, M tizerinde Riemann-Chris-
toffel Egrilik Tensort denir [16] .

Konfigiirasyon manifoldu: Klasik mekanikte, dig sinirlamalar yardimiyla
fiziksel bir sisteme uygun durumlarin gergeklesebildigi uzaya bir konfigiirasyon
uzay1 denir. Tipik bir sistemin konfigiirasyon uzay1 bir manifold yapisina sahip-
tir, bundan dolay1 konfigiirasyon manifoldu olarak adlandirihr [3].

Hiz faz uzayi: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun. mw : TM — M
dogal projeksiyon olmak tizere (T'M, 7y, M)’ ye M manifoldunun tanjant demeti
denir. Bir p € M igin 73/ (p) lifi T,M tanjant uzayidir. TM tanjant uzay1 hiz
faz uzayidir [35].

Momentum faz uzayi: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun.
7wy T*M — M dogal projeksiyon olmak tizere (T*M,mpy, M) ye M mani-
foldunun kotanjant demeti denir. Bir p € M i¢in 7/ (p) lifi T*pM kotanjant
uzayidir. T*M kotanjant uzayr momentum faz uzayidir [35].

Hemen hemen simplektik manifold: 2m— reel boyutlu bir M mani-
foldunun herhangi bir p noktasinda ¢ antisimetrik 2-formu regiiler yani
boyM = rank¢ ise ¢ 2-formuna bir hemen hemen simplektik yapi denir. (M, ¢)

ikilisine bir hemen hemen simplektik manifold denir [2].
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Simplektik manifold: 2m— reel boyutlu bir M manifoldunun tizerinde
¢ hemen hemen simplektik yapi1 kapali yani d¢ = 0 ise ¢ 2-formuna simplektik
yap1 denir. (M, ¢) ikilisine bir simplektik manifold denir [2].

Hemen hemen kompleks yap1 : m—reel boyutlu bir manifold M ve
M’ nin tanjant demeti T'M olsun. TM iizerinde J? = —1I esitligini saglayan ve
rankJ = m ile verilen T'M {izerindeki bir (1,1) tipinden J tensor alanina bir
hemen hemen kompleks yap1 denir [35].

Hemen hemen kompleks manifold: Uzerinde hemen hemen kompleks
yap1 tanimlanan manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir [35].

Holomorfik fonksiyon: D, C™ nin bir ac¢ik alt kiimesi olsun. f, D

iizerinde kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere D’ nin her bir p = 2y nok-

« Az®) — a
tasinda lim o+ A2%) = f(z5) (Az* = Az® + iAy®) her a(=1,2,...,n) igin
Az—0 Azo N

limit var ve bu limit Az® — 0’ a yaklagtiginda yoniine bagh degilse, f

fonksiyonu p noktasinda holomorfiktir. Her p € D aic(;in bu sart saglaniyorsa f
fonksiyonuna holomorfiktir denir [35].

Holomorfik doéntiigiim: M ve M’ iki kompleks manifold, ¢ : M — M’
stirekli bir doniigim ve p € M olmak {izere ¢(p) nin bir V' komgulugu {izerinde
tanimlanan holomorfik fonksiyon f olsun. Bu durumda p — ¢(p) ile tanimlanan
¢ stirekli doniisiimiiniin ¢* dual dontisimii 1-formlar1 1-formlara doniistiiriiyorsa
¢ diferensiyellenebilir doniigiimiine bir holomorfik déntigiim denir [35].

Kompleks manifold: M, 2n-boyutlu Hausdorff uzaymm bir {U,},,

hom

agik ortiisii i¢in ¢, : U, — Dp C C™ ve uyNuy, # @ olmak {izere o, (uyNu,,) nin
her bir p noktasinda f,, = gpu(gp)_\l(p)) fonksiyonlar1 holomorfikse bu durumda
M’ ye bir kompleks manifold denir [35].

Hermit metrigi: Bir J hemen hemen kompleks yapisiyla bir hemen
hemen kompleks manifold M ve g, M tizerinde taniml Riemann metrigi olsun.
Bu durumda ¢(Z,W) = ¢(JZ,JW),NZ,W € x(M) olmak {izere ¢ Riemann
metrigine M tizerinde Hermit metrigi denir [34].

Hermit manifoldu: Bir Hermit metrigiyle bir M hemen hemen kompleks
manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir [34].

Kahler form: Bir J hemen hemen kompleks yapiyla bir hemen hemen
Hermit manifoldu M olsun. M iizerinde tanimli herhangi bir ¢ Hermit metrigiyle
¢ 2-form arasinda VX,Y € (M) i¢in ¢(X,Y) = g(X, JY) seklinde bir bagint:
varsa bu durumda ¢ ye M iizerinde bir Kéhler form adi verilir [5],[34].

Kahler metrigi : M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M
iizerinde ¢ Kéahler formu kapali yani d¢ = 0 ise M fizerinde tanimlanan bir
Hermit metrigine Kéhler metrigi denir [34].

Hemen hemen Kahler manifoldu: Bir Kahler metrigiyle hemen hemen

12



kompleks manifolda bir hemen hemen Kéhler manifoldu denir [34] .

Kahler manifoldu : Bir kompleks manifold tizerinde bir Kahler metrigi
tanimlanabiliyorsa bu kompleks manifolda bir Kéhler manifoldu denir [34] .

Hemen hemen parakompleks yapi : m—reel boyutlu bir manifold M
ve M’ nin tanjant demeti TM olsun. T'M iizerinde J? = I esitligini saglayan
ve rankJ = m ile verilen T'M tizerindeki bir (1, 1) tipinden J tensor alanma bir
hemen hemen parakompleks yapi denir [4].

Hemen hemen ¢arpim manifoldu: M m— boyutlu diferensiyellenebilir

manifold olsun. M’ de F? = 0 olmak {izere F' bir (1,1) tipinde tensor alam ve

M hemen hemen carpim yapisiyla donatilmigsa M’ ye bir hemen hemen carpim
manifoldu denir [2].

Diferensiyellenebilir doniigiim: E" ve E™ sirasiyla n -ve m— boyutlu
Oklid uzaylari olmak tizere F': E™ — E™ fonksiyonu verilmis olsun. F' fonksiyo-
nunun koordinat fonksiyonu olan f; : E™ — R fonksiyonlar:1 diferensiyellenebilirse
F = (fi,..., fm) fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir. Bu durumda F': E" — E™
fonksiyonuna bir diferensiyellenebilir déniigiim denir [39].

Submersiyon: M ve N sirasiyla m— ve n— boyutlu manifoldlar olmak
iizere, F' : M — N diferensiyellenebilir doniigiim olsun. m > n ve rankF = n
oluyorsa M’ nin her noktasinda F’ ye bir submersiyondur denir [2].

Demet: E manifoldu total uzay, M manifoldu baz uzay ve p de projeksiyon
olmak iizere p : E — M bir o6rten submersiyonsa (F,p, M) tigliisiine bir demet
adi verilir [14].

Lif: F ve M C° manifoldlar, 7 : F — M bir C**° doniigiim olsun. Eger 7
orten submersiyon ise (E,m, M) {igliisiine bir lifli manifold denir. Bir (E,x, M)
lifli manifoldunda E’ ye total uzay, M’ ye taban uzayi, n’ ye projeksiyon ve her
bir p € M noktast i¢in £’ nin 7~ !(p) = E, altciimlesine de p iizerindeki lif denir
[14], [35].

Semispray: J, m—reel boyutlu bir M manifoldunun 7'M tanjant demeti

tizerinde bir hemen hemen yapi olsun. T'M iizerinde lokal koordinatlar (¢',v?),

. -0
1§i§mvef=vlaqi+flavi,

semispray (ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklem) denir [2] .

qg =v", v =& vektor alanina M tizerinde bir

Liouville vektor alani: J bir hemen hemen yap1 ve ¢ bir semispray olmak
tizere V = J¢ ile verilen V' vektor alanina Liouville vektor alani denir [2] .

Kinetik enerji : m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti
TM olsun. M manifoldu iizerinde lokal koordinatlar (¢'), 1 < i < m ve TM
tizerinde lokal koordinatlar (¢*,v%) olsun. m;, M iizerinde m parcacikh sistemin
kiitlesi olmak iizere T = §mi(qi)2 = émi(vi)z ile verilen T : TM — R

dontigiimiine sistemin kinetik enerjisi denir [7], [35] .
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Potansiyel enerji : m-reel boyutlu bir manifold M ve M manifoldu
tizerinde lokal koordinatlar (¢*), 1 <4 < m olsun. m;, M {izerinde m pargacikh
sistemin kiitlesi g, yer c¢ekimi ivmesi ve h, sistemin orjine uzakligi olmak iizere
P = mygh ile verilen P : M — R doniigtimiine sistemin potansiyel enerjisi denir
[7], [35] .

Kanonik projeksiyon: T'M tanjant demetinden M manifoldu tizerine

stirekli ve orten 7y, : TM — M doniigiimiine kanonik projeksiyon denir [19] .
z—71 M (2)=p
Lagrangian fonksiyonu: m-reel boyutlu bir manifold M, M nin tanjant

demeti TM, 7p; : TM — M kanonik projeksiyon olsun. T = %mi((]z)Q 2

= 2m;(v')
ve P = m;gh sirasiyla sistemin kinetik ve potansiyel enerjisi olmak iizere

L =T — Po 7y ile verilen L : TM — R doniigimiine Lagrangian fonksiyonu
denir [35] .

Enerji fonksiyonu : V Liouville vektor alan1 ve L Lagrangian fonksiy-
onu olmak tizere T'M iizerinde E;, = V(L) — L fonksiyonuna L ye bagh Enerji
fonksiyonu denir [35].

Dikey tiirev: Bir M manifoldu tizerinde her bir X vektor alani i¢in, X ile
bir w p-formunun ixw i¢ ¢arpimi veya dikey tirevi agagidaki gibi tanimlanir.

(1) ixw=0,p=0

(2) ixw=w(X),p=1

(3)ixw=w(Y1, ... Yp_1), Y1, ..., Yp_1 € x(M) bu durumda ixw € AP~1(M)
olur [2] .

Euler-Lagrange vektor alani: m-reel boyutlu bir M manifoldunun 7'M
tanjant demeti {izerinde ¢; = —dd;L kapalh 2-form ve x(T'M), T M tizerindeki
vektor alanlarmim ciimlesi ve (x(T'M))*, TM fiizerindeki 1-formlarmm ciimlesi ol-
sun. Bu durumda; TM, : x(TM) — (x(T'M))* izomorfizmi i¢in ix, ¢; = dEy,
esitligini saglayan bir tek X vektor alami vardir ki bu vektér alanina Euler-
Lagrange vektor alani denir [2] .

Lagrange sistem : 7'M tanjant demet, ¢; kapali 2-form, X; Euler-
Lagrange vektor alam, Ey L ye bagl enerji fonksiyonu olmak tizere (T'M, ¢, X1)
veya (T'M, ¢, , Ep) ticlisiine Lagrange sistem ad1 verilir [2] .

Euler-Lagrange denklemleri: m-reel boyutlu bir M manifoldunun 7'M
tanjant demeti tizerinde lokal koordinatlar (¢*,v"), 1 <4 < m,olsun. L Lagrange
fonksiyonu E; L’ ye bagh enerji fonksiyonu ve X; Euler-Lagrange vektor alani
olmak tizere tx, ¢; = dE, esitliginden elde edilen bu denklemlere Euler-Lagrange

denklemleri denir [2]. Tanjant demeti tizerindeki hemen hemen tanjant yapi i¢in

d oL 0L
Euler-Lagrange denklemi £<8_q> 90 0 dir.

Dual hemen hemen tanjant yapi: m-reel boyutlu bir manifold M ve M

nin kotanjant demeti T*M olsun. T*M {izerinde J*? = 0 esitligini saglayan ve
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rank J* = m ile verilen T*M {izerindeki (1, 1) tipinden J* tensoér alanina 7*M
tizerinde hemen hemen tanjant yapi denir [35] .

Liouville form: m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti
T*M olsun. T* M iizerinde J* hemen hemen tanjant yap1 ve w, 1-form olsun. M
manifoldu tizerinde lokal koordinatlar (qi), 1 < i < m ve T*M tzerinde lokal
koordinatlar (¢’, p;) olmak iizere w 1-formu icin T*M {izerinde lokal olarak
Ay = J*(w) ile ifade edilen Ay, ye Liouville form adi verilir [2] .

Hamilton fonksiyonu : (M, ¢) simplektik manifold olsun. H : M — R
ile verilen ve L ye karsilik gelen H enerji fonksiyonuna Hamilton fonksiyonu denir
2] .

Hamilton vektor alani: (M, ¢) simplektik manifold ve H : M — R, M
tizerinde bir Hamilton enerji olsun. x (M), M iizerinde vektor alanlarin ciimlesi ve
(X(T'M))*, M tizerindeki 1-formlarin ctimlesi olsun. Bu durumda M, : x(M) —
(x(M))* izomorfizm déniigimii ix,¢ = dH bi¢iminde tanimlanmak {izere M
iizerinde bir tek Xy vektor alani vardir ki bu vektor alanina H Hamilton enerjiyle
Hamilton vektor alan denir [2] .

Hamilton sistem: M bir manifold, ¢ kapali 2-form, Xy Hamilton vektor
alani olmak tizere (M, ¢, X ) veya (M, ¢, H) tigliisiine Hamilton sistem denir [35].

Hamilton denklemleri : (M, ¢), 2m-reel boyutlu simplektik manifold ve
M fizerinde lokal koordinatlar (¢°,p;),1 < i < m olsun. H Hamilton fonksiyon

Xy Hamilton vektor alani olmak tizere ix, ¢ = dH esitliginden
d¢  OH dp:  OH
dt n 8pi’ dt B aQi

adi verilir [2].

seklinde elde edilen denklemlere Hamilton denklemleri

Einstein toplam kurali: Z a;x? ifadesindeki gibi bir indis (bir kez tistte
j=1
bir kez altta olmak tizere) iki kez tekrarlanirsa > isaretini kaldirip sadece a;z?

yazarak, indise almasi miumkiin degerleri vermek suretiyle elde edilen, biitiin
terimlerin toplanmasi kabuliine Einstein toplam kurali adi verilir [10].

Kesitsel egrilik: Bir p noktasmda M manifoldunun lineer bagimsiz u’ ve
v tanjant vektorleri tarafindan gerilen (u, v) ylizeyine teget bir Riemann manifol-
dunun iki boyutlu jeodezik alt manifoldunun Gauss egriligi, kesitsel egrilik olarak
adlandirihir ve K ile gosterilir. p € M icin u® ve v® ortogonal birim vektorler

olmak tizere (u,v) yiizeyinde kesitsel egrilik ;

o gk
- Rpijru”v'v/v

(g"*gii — ghi gik)uhviui vk
dir [15].
Sabit egrilik: p noktasinda K kesitsel egriligi, (u, v) ylizeyinden bagimsizsa
Rpijr = K(g" g% — g™ g™*) i¢in M manifoldu, p de sabit egriliklidir denir.
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n boyutlu bir baglantili Riemann manifoldunun K (p) kesitsel egriligi n > 2
i¢in her bir p noktasinda biitiin yiizeylerden bagimsizdir, o zaman K (p) mutlak

sabittir ve bu yiizden M manifoldu sabit egriliklidir [15].

Uzay form: M manifoldunun kesitsel egriligi, (u,v) yiizeyinin biitiin nok-
talarinda sabitse sabit egrilikli bir manifold veya bir uzay form olarak adlandirilir
[15].

Kompleks uzay form: c sabit holomorfik kesitsel egrilikli n-boyutlu bir

Kéhler manifolduna bir kompleks uzay formu denir [12].

Kahler uzay form: M Hermit manifoldunun holomorfik kesitsel egriligi
(u,v) ylizeyinin biitlin noktalarinda sabitse sabit holomorfik kesitsel egrilikli bir

manifold veya bir Kéhler uzay form olarak adlandirilir [12].

Parakompleks uzay form: c sabit para-holomorfik kesitsel egrilikli n-

boyutlu bir para-kéhler manifolduna bir parakompleks uzay formu denir [§].

Para-kahler uzay form: M para-Hermit manifoldunun kesitsel egriligi
(u, v) yiizeyinin biitiin noktalarinda sabitse sabit para-holomorfik kesitsel egrilikli

bir manifold veya bir para-Kéhler uzay formu olarak adlandirilir [8].

[zometrik dontigiim: K kesitsel egriligi 0 ise Ry = 0 dir ve M ma-
nifoldu iizerinde lokal koordinat sistemi (2, 2%, ..., 2™) olmak {izere g”’ metrik
tensoriiniin biitiin bilegenleri sabittir. Dolayisiyla M nin her koordinat komsulugu,
Oklid uzayimmin belli bir tanim kiimesi iizerinde, izometrik bir déniisiim tanimlar
denir. Tersine M nin her bir koordinat komsulugu, Oklid uzaymin belli bir tanim

kiimesi {izerinde izometrik bir doniigiim tanimliyorsa Ry, = 0 saglanir [15].

Kesitsel egrilik: (M, g) Semi-Riemann manifoldu ve boyM > 2 olsun.
T,M tanjant uzaymin iki boyutlu alt uzay:1 II olmak iizere v,w € II tanjant

vektorleri i¢in Al alan fonksiyonu Al(v,w) = g(v,v)g(w,w) — g(v,w)? bigiminde
g9(R(v, w)w, v)

Al(v,w)?
ile tamimlanan K’ ya IT’ nin kesitsel egriligi denir ve K (II) ile gosterilir [17].

tammlandiginda Al(v, w) # 0, non-dejeneredir. Bu durumda K =
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3 SABIT J-KESITSEL EGRILIKLI TANJANT MANIFOLDLARI

Tanim 1: M, J? = 0 olmak iizere (1,1) tipinde bir tensér alam olan bir
J # FI bir hemen hemen tanjant yapisiyla donatilmig olan bir manifold olsun.
(M, J) ve (M, J, g) sirasiyla bir hemen hemen ¢arpim manifoldu ve hemen hemen
tanjant manifoldudur. Burada g, M de bir semi-Riemann metrigi ve J anti-
simetriktir, yani;
g(JX,Y)=0,VX,Y € x(M) (3.1)
dir.
Dolayisiyla, J Levi-Civita konneksiyonu paralel yani (V; = 0) ise, (M, J, g)
hemen hemen tanjant manifolduna bir tanjant manifoldu denir. (M, J,g) bir

tanjant manifoldu ve egrilik (0,4) tensor alam
R(X,Y,2.V) = g(R(X,Y)Z,V):;VX,Y, 2,V € x(M) (3.2)

ile gosterilsin.
Bu durumda g'nin V Levi-Civita konneksiyonuna bagh (1,3) tensor alam
Riemann egriligi R = [V, V] =V jile verilir. Dolayisiyla Riemann egrilik tensér

alani i¢in agagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

R(X,Y,Z,V)=—R(Y,X,Z,V)=—R(X,Y,V,Z) = R(JX,JY, Z,V)

ve SR(X,Y,Z,V) = 0. (3.3)
Burada o biitlin dairesel permiitasyonlarin iizerine toplamay1 gosterir.
Bildigimiz gibi (0,4) tensor alani
1

ile tanimlanir. Burada VX, Y, Z,V € x(M) dir. Her p € M igin, S’ ye kisitlanmig
g non- dejenere ise S C T,,M alt uzayma non-dejenere denir. {u,v},

IT C T,M dizleminin bir baziysa, II non-dejeneredir, ancak ve ancak
g(u,u)g(v,v) — [g(u,v)]* # 0 dir. Bu durumda IT = span {u,v} nin kesitsel
egriligi asagidaki esitlikle verilir.

R(u,v,u,v)
9(u,u)g(v,v) — [g(u, v)]*’

k(IT) = (3.5)

Herhangi X € x(M) igin (3.1) den, X ve JX ortogonaldir. J ile invaryant
olan bir diizleme bir J diizlem denir. Herhangi p € M igin,

u € T,M vektori g(u,u) = 0 sartin sagladigindan izotropiktir. Eger u € T,M
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izotropik degilse, {u, Ju} tarafindan gerilen J—diizleminin H (u) kesitsel egriligi
u tarafindan tamimlanan J—Xkesitsel egriligi olarak adlandirihr. H(u) sabit ise

(M, J,g) ye sabit J—Kkesitsel egrilikli manifold veya bir uzay form denir.

Teorem 1: (M, J,g) her bir p € M i¢in bir tanjant manifold olsun.
u € T,M igin H(u) = ¢, olacak sekilde ¢, € R vardir, dyle ki g(u, u)g(Ju, Ju) # 0
sart1 saglanir. Dolayisiyla bu R Riemann- Christoffel tensorti R = cRy esitligini
saglar. Burada ¢, p — ¢, seklinde tanimlanan fonksiyondur,tersi de miimkiindiir.

Tanim 2: Bir (M, J, g) tanjant manifoldu Teorem 1 in gartlarini saghyorsa
¢ sabit diffeomorfik kesitsel egrilikli olarak adlandirilir.

Teorem 2: (M, J,g), boyM > 2 olmak tizere bir tanjant manifold olsun.
Bu durumda agagidaki o6zellikler denktir:

1) M, c =0 olmak tizere sabit diffeomorfik kesitsel egrilikli bir uzaydir.

2) R Riemann- Christoffel tensorii agagidaki ifadeye sahiptir:

R(X,Y,Z,V)=0,YX,Y,Z,V € x(M). (3.6)

Bu bolimde ¢ = 0, diffeomorfik kesitsel egrilikli, 2n > 2 boyutlu uzay
formlarimin bir modeli olan (R?", g, J) iizerinde mekanik sistemler kurulacaktr.
Bunun icin gerekli bazi temel yapilar1 verelim.

R?" in herhangi bir p noktasinin bir U komsulugunda (%, 3") reel bir koor-
o 0 o
dinat sistemi olsun. Sirasiyla {8_’ 8_} ve {dz',dy'}, T,(R*") tanjant uzaymin
IZ yZ
ve 17 (R?") kotanjant uzaymin dogal bazlar olsun.
(R?", g, J) uzay1, 2n > 2 boyutlu uzay formlarimin bir modelidir ve ¢ = 0

olmak ftizere diffeomorfik kesitsel egriliklidir. Burada g metrigi;

g =dr' @ dy', (3.7)

ve J hemen hemen tanjant yapisi

0 .
= — dz" .
J ay ® dx, (3.8)
seklindedir. Dolayisiyla,
0 0 0

olur. R?" manifoldunun herhangi bir p noktasinda Ty (R?") kotanjant uzaymin

J* dual endomorfizmi J*? = 0 esitligini saglar ve asagidaki gibi tanimlanir:

J*(dx") = dy', J*(dy") = 0. (3.10)
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3.1 SJ-KETM Uzerinde Lagrangian Mekanik Sistemler

Bu kisimda, (R?", g, J) uzay formu tizerinde Euler-Lagrange denklemlerini
elde edecegiz.
R?" in koordinatlar1 (x7,y') ile hemen hemen tanjant yapisi da J ile verilsin.

Ozel bir vektor alani olan semisprayi de agagidaki gibi kuralim:

£=X" 0 +Y! a{,
oy’

- . Xi—g' =4t Yiey 3.11
o =y, Y (3.11)

(R?", g, J) reel uzay formunda Liouville vektor alani, V' = J¢ tarafindan

belirlenen vektor alanidir ve agagidaki formiille hesaplanir:

0
oyt

V=J¢=X" (3.12)

(R?", g, J) reel uzay formunda mekanik sistemin, L ye iliskin enerji fonksiyonunun
E;, = V(L) — L ile bulundugunu biliyoruz.
1j operatoru
ij: A°R2" — AR (3.13)
seklinde tanimhidir ve J ile i¢ ¢arpim operatori olarak adlandirir.
a % 2n 1p2n
y’b

ile verilen d; dig dikey tiirevi asagidaki gibi Lie tiirevi olarak da tanimlanir:
dy=lij,d =izd—diy. (3.15)

Burada d bilinen dig tiirevdir. (3.9) tarafindan belirlenen J hemen hemen tanjant
yapist i¢in, bu kapali form ®; = —dd; L ile elde edilen kapal 2-formdur.

(R?*", g, J) uzay formunda ® kapal formu simplektik yapidir. Dolayisiyla
asagidaki denklem elde edilir:

0’L | 9 L, .
O, = ———do/ Ndx' — ———dy’ Ndx'.
L ox7 0yt v . oy’ Oyt 4 v
(1.1)" de verilen i¢®;, = dE; dinamik denklemin sol tarafi agagidaki gibi
hesaplanir:
9L 92 9L 9L
) = -X'—de' + X'———dr’) + X' ———dy’ —Y'———4d%d2’.
r(&) oxioyt 7/ T 0xIQyi S Oyl Oy Y oyl oyt 7 v
(3.17)
E, enerji fonksiyonu hesaplandiginda ;
;0L
E=X'—-1L 3.18
L ayz b ( )
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elde edillir ve dolayisiyla diferensiyeli asagidaki gibi bulunur:

0?L . OL . - 0L - OL |
——dr!) — —dr) + X'———dy — —dy’. 3.19
0x7 0yt T ™ + Oy’ Oy’ 4 4 (3.19)

dE; = X'

1¢®;, = dE; dinamik denklemi g6z oniine alindiginda agagidaki ifadenin

elde edilecegi goriiliir:

- 92L . 0°L . OL , .
— | X —4+Y'—— | do/ + —d2’ = 0. 3.20
0xI 0yt + Oy’ Oy’ v 9 " (3:20)
(3.11)’ de kurulan & vektor alani yardimiyla (3.20) denklemi agagidaki ifadeye

donitigtir:
oL, ., . 0L .
_f(— J _ J —

§(ayj)da: + axjdyc =0. (3.21)

a: I C R — R egrisi £ nin integral egrisiyse, bu durumda asagida verilen

denklem elde edilir:

0 OL oL
o'y " g 0

Elde edilen bu denklemlere Euler-Lagrange denklemleri denir. Bu Euler-Lagrange

(3.22)

denklemlerinin ¢oziimleri (R?", g, J) uzay formu iizerindeki ¢ semisprayinin yo-
riingeleridir. Sonug olarak (R, ®;,¢) tclistniin, (R*", g, J) sabit J—kesitsel
egrilikli tanjant manifoldlarda mekanik sistem oldugu goriiliir.

Yukarida yapilan iglemler agsagidaki énerme ile modellenebilir.

Onerme 1: J, (R2",g,.J) sabit J—kesitsel egrilikli reel uzayda hemen
hemen tanjant yapist olsun. Aym zamanda (fi, f>), R*" in dogal baz1 olsun.

Dolayisiyla agagidaki bagint1 yazilabilir.

J(f2) = fi=0+= fQ,L_fl,L:()u

Burada oL oL 9 oL
fl,L = @7 f2,L = a_yj7f2,L = §<8_y3)
dir.
3.2 SJ*-KEKoM Uzerinde Hamiltonian Mekanik Sistemler

Bu kisimda ((R?")*, g, J*) sabit J*—kesitsel egrilikli kotanjant manifold-
larda Hamilton denklemleri elde edilecektir.

J*, (3.10) tarafindan verilen bir hemen hemen tanjant yapisi olsun.
w = (2idx’ + y'dy?) ile verilsin. J*(w) = x'dy’ esitligiyle hesaplanan A Liouville
formu (R2")* de 1-formdur. ® = —d\ kapal form oldugundan (R?")*’ de bir
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simplektik yapidir. Farzedelim ki H Hamilton enerjiye bagh Xy Hamilton vektor
alani

0 o,

-+ Y'—. 3.23
ox? + oy’ (3:23)

esitligiyle verilsin. (R?**)*’ de bu ® kapali formu icin asagidaki esitlik yazilir:

Xy =X°

® = —d\ = dy' Adax'. (3.24)
Isleme devam edilirse, agagidaki denklem elde edilir:
ix,®=®(Xpy)=—-X'dy' + Y'da'". (3.25)

Simdi ise H Hamilton fonksiyonunun diferensiyelini hesaplayalim:

OH . OH .
dH = —dx" -y 3.26
0t G (3.26)

(3.25), (3.26) denklemlerini iy, ® = dH dinamik denklem geregi esitlersek; sabit

J*—kesitsel egrilikli uzay formunda Hamilton vektor alani asagidaki gibi elde

edilir: 5H 8 SH 8
Xy=———— - —. 3.27
" oyt Ox’ + ozt Jy’ (3:27)
Xy Hamilton vektor alaninin integral egrisi
a: I CR— (RM) (3.28)
olsun. Bu durumda,
Xu(a(t)=a, tel (3.29)
dir.
Lokal koordinatlarda
a(t) = (x(t), y' (1)), (3.30)
dir ve diferensiyeli
, dz* 0  dy* 0
= . , 3.31
a(t) dt 0x’ * dt Jy (3:31)

seklindedir.
Yukaridaki (3.27), (3.29) ve (3.31) denklemleri géz 6niine alimrsa Hamilton

denklemleri olarak adlandirilan denklemleri agagidaki gibi elde ederiz:

dx’ OH dy* 0H

—_ = -, .32
dt oyt dt  Oxt (3:32)

Sonug olarak, (R2", g, J) tanjant manifoldunun duali olan ((R?")*, g, J*) lizerinde

(R2)* &, Xp) sistemi de bir Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilir.
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3.3 SJ-KETM ve SJ*-KEKoM Uzerinde Mekanik Degerlendir-

meler

Bu ¢alismadan 6grendik ki, genellestirilmisg klasik mekanik ve alan teorisin-
deki Lagrange ve Hamilton formalizmleri sabit J ve J* —kesitsel egrilikli tanjant
ve kotanjant uzaylarmin modelleri olan (R2",g,J) ve ((R2")",g,J*) de ashna
uygun bir bigimde karakterize edilir. Boylece R2" de ¢ semisprayin yoriingeleri
(R* &1, X) mekanik sisteminde (3.22) tarafindan verilen Euler-Lagrange den-
klemlerinin ¢oziimleridirler. Aymi zamanda ((R?*")*, ®, X};) mekanik sisteminde
(3.32) tarafindan belirlenen Hamilton denklemlerinin ¢oziimleri (R*")*" de Xp

Hamilton vektor alaninin yoriingeleridir.
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4 SABIT J-KESITSEL EGRILIKLI KAHLER MANIFOLDLARI

Tamim 1: M, J?> = —I olmak iizere (1,1) tipinde bir tensor alam olan
bir J # FI bir hemen hemen kompleks yapisiyla donatilmig olan bir manifold
olsun. (M, J) ve (M, J,g) sirasiyla bir hemen hemen kompleks manifoldu ve
hemen hemen Hermitian manifoldudur [17] . Burada g, M’ de bir semi-Riemann

metrigi ve J anti-simetriktir, yani;
g(JX,Y)+g(X,JY)=0,VX,Y € x(M) (4.1)

dir.
Dolayisiyla, J Levi-Civita konneksiyonu paralel yani (V; = 0) ise, (M, J, g)
hemen hemen Hermitian manifolduna bir Kahler manifoldu denir [13]. (M, J, g)

bir Kéhler manifoldu ve egrilik (0,4) tensér alan
R(X,Y,Z,V) = g(R(X,Y)Z,V):¥X,Y, 2,V € x(M) (4.2)

ile verilsin. Bu taktirde g'nin V Levi-Civita konneksiyonuna bagh (1, 3) tensor
alani Riemann egriligi olan R = [V,V]| — V[ ile verilir. Boylece, Riemann

egrilik tensor alani agagida verilen gekilde yazilir.

R(X,Y,Z,V)=—R(Y,X,2,V) = —R(X,Y,V,Z) = R(JX,JY, Z,V)

ve SR(X,Y,Z,V) = 0. (4.3)

Buradaki ¢ biitiin dairesel permiitasyonlarin tizerine toplamay1 gosterir.

Bildigimiz gibi (0,4) tensor alam asagida gosterilen sekilde tanimlanir:

v L { 9(X, 2)g(V,V) ~ 9(X, V)g(Y. 2) ~ g(X, I D)g(Y, IV) } |
4 +9(X, IV)g(Y,JZ) — 29(X, JY)g(Z, V)
(4.4)
Burada VX,Y,Z,V € x(M) dir. Her p € M igin, S’ ye kisitlanmig g
non- dejenere ise S C T,M alt uzayma non-dejenere denir. {w,v}, II C T,M
diizleminin bir baziysa, II non-dejeneredir, ancak ve ancak
g(u,u)g(v,v) — [g(u,v)]* # 0 dir. Bu durumda II = span {u,v}” nin kesitsel

egrilig,

R(u,v,u,v)
g(u, u)g(vv U) - [g(u7 U)]Q

k(I1) = (4.5)

ile verilir.
Herhangi X € x(M) igin (4.1) den, X ve JX ortogonaldir. J ile in-
varyant olan bir diizleme bir J diizlem denir. Herhangi p € M icin, u €

T,M vektori g(u,u) = 0 sartin1 sagladigindan izotropiktir. Eger v € T,M
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izotropik degilse,{u, Ju} tarafindan gerilen J—diizleminin H(u) kesitsel egriligi
u tarafindan tamimlanan J—kesitsel egriligi olarak adlandirihr. H(u) sabit ise
(M, J,g) ye sabit J—Kkesitsel egrilikli Kéahler manifold veya bir Kéhler uzay form
denir [12] .

Teorem 1: (M, J, g) her bir p € M i¢in bir Kéhler manifold olsun.
w € T,M icin H(u) = ¢, olacak sekilde ¢, € R vardir, dyle ki g(u, u)g(Ju, Ju) # 0
sart1 saglanir. Dolayisiyla bu R Riemann- Christoffel tensorii R = cRy esitligini
saglar. Burada ¢, p — ¢, seklinde tanimlanan fonksiyondur,tersi de miimkiindiir.

Tanim 2: Bir (M, J, g) Kéhler manifoldu Teorem 1 in sartlarini saghyorsa
¢ sabit holomorfik kesitsel egrilikli olarak adlandirilir.

Teorem 2: (M, J, g), boyM > 2 olmak iizere bir Kéhler manifold olsun.
Bu durumda agagidaki o6zellikler denktir:

1) M, ¢ =0 olmak iizere sabit holomorfik kesitsel egrilikli bir uzaydir.

2) R Riemann- Christoffel tensorii agagidaki ifadeye sahiptir:

R(X,Y,Z,V) =0,YX.,Y, Z,V € x(M). (4.6)

Bu boliimde ¢ = 0, holomorfik kesitsel egrilikli, 2n > 2 boyutlu Kéahler uzay
formlarinin bir modeli olan (R?", g, J) lizerinde mekanik sistemler kurulacaktr.
Bunun igin gerekli bazi temel kavramlar: sunalim.

R?" in herhangi bir p noktasiin bir U komsgulugunda (z*, ") reel bir koor-

0

dinat sistemi olsun. Sirasiyla { ,8—} ve {dz',dy'}, T,(R2") tanjant uzaymn
y'L

oxi
ve T*(R2") kotanjant uzaymim dogal bazlari olsun.
(R?", g, J) uzay1, 2n > 2 boyutlu Kihler uzay formlarmm bir modelidir ve

¢ = 0 i¢in holomorfik kesitsel egriliklidir. Burada g metriktir.

g=dr'®@ds' — dy' ® dy’, (4.7)
ve J hemen hemen kompleks yapisi
0 0 )
J=—®dr' - — ®dy’ 4.8
oy 2 T m B (48)
seklindedir. Dolayisiyla, asagida belirtilen egitlikler saglanir.

0 0 0 0
(aa:i) T oy J((?yi) T 2t

(4.9)

R?" manifoldunun herhangi bir p noktasimda T, » (R?") kotanjant uzaymim J* dual

endomorfizmi J*? = —T esitligini saglar ve
J*(dz") = dy', J*(dy') = —da', (4.10)
seklinde tanimlanir.
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4.1 SJ-KEKM Uzerinde Lagrangian Mekanik Sistemler

Bu kisimda, (R2", g, J) Kéhler uzay formu iizerinde Euler-Lagrange denk-
lemleri elde edilecektir.

R?" in koordinatlar1 (xi,y") ile hemen hemen kompleks yapist da J ile
verilsin. Ozel bir vektor alani olan semisprayi de agagidaki gibi olugturalim.

-+ Y'— X'=2 =9y, YV'=y. 4.11
al’l + 8y27 x y? y ( )

(R?", g, J) Kéhler uzay formunda Liouville vektor alani, V' = J¢ tarafindan

£=X'

belirlenen vektor alanidir ve bu vektor alani agsagida gosterilen formiille hesapla-

nir: 8 a
=JE=X"— —Y'—. 4.12
V=Jg By pp (4.12)

(R?", g, J) Kahler uzay formunda mekanik sistemin, L’ ye iligkin enerji fonksiyo-

nunun £y, = V(L) — L ile verildigini biliyoruz.

1y operatori

iy APR2" — AR (4.13)
seklinde tamimhidir ve J tarafindan verilen kontraksiyon operatorii olarak ad-
landarilar. 5 5

dy = —daz' — ——dy' : F(RZ") - AN'R2" 4.14
J 8y1 X oxi Y ( n) n ( )

ile verilen d; dig dikey tiirevi agagidaki gibi Lie tiirevi olarak da tanimlanir:
dy=lij,d =izd—diy. (4.15)

Burada d bilinen dig tiirevdir. (4.9) tarafindan belirlenen J hemen hemen kom-
pleks yapisi icin, bu kapali Kahler form ®; = —dd; L ile elde edilen kapali2-
formdur.

(R?", g, J) Kahler uzay formunda @, kapal Kahler formu simplektik yapidir

ve

0’L 9 L .
b, = ————d! Ndx' — ———dy’ Ndx' 4.16
o oI Jy? . . 0yl Oy’ Y ¢ (4.16)
0? ) ) 02L ) )
——dz’ A dy’ ——dy’ AN dy'
07 0x’ TAGY Oy’ Oz y Ay

seklinde bulunur.

(1.1)" de verilen i¢®;, = dE;, dinamik denklemin sol tarafi

- 0’L . - 0%L , - 0’L . 0L
) = - X'—0de" + X' ———da? + X' ———dy’ + X'———0'dy’
2(8) oxioyt 7 v 0xI Qyi v Oyl dyi v ooz 1Y
vi 0L sy OL gy T gy O,
Qyidyt 7 . iz dyioxt I 4 Oyl Oxt 4
(4.17)
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seklinde hesaplanir.

E;, enerji fonksiyonu hesaplandiginda, asagidaki gibi elde edilir:

0L 0L
E =X 22 _vyiZZ _[ (4.18)

i ox

Simdi bu enerji fonksiyonunun diferensiyelini bulalim.

2 2
dE;, = X' 8‘L dx) —Y? 8.L .d:cj—a—L.dq:j
0xI Oy 07 0x’ ox7 (4.19)
02 , - 0% dui 8Ld i '
X—dy —Y'———— — —dy’.
* Oy’ dy’ Y Oy’ Ox* Y oyl 4
1¢®r, = dE, dinamik denklemi kullanilarak,
2L - 0%L L
- X 8_ dri —Y" 8‘ dzi + a—.da:f
Oxi Oxi OyiOxi oxI 4.90
x I gy P g O e
Oxi Oy 4 Oyi Oyi Y OyJ 4 ’

ifadesi elde edilir.
(4.11)" de kurulan £ vektor alani (4.20) denkleminde gbz Oniine alinirsa

agagidaki ifade bulunur:

. oL .
)dy' + a—yjdyﬂ — 0. (4.21)

oL, . . OL . oL
I 2 g
yi)dx + jdx +€(9xi

—&(

a: I C R — R egrisi £ nin integral egrisiyse, bu durumda asagida verilen

denklem sistemi elde edilir.

0, 0L oL 0 0L oL
a1 oy = Vot oy) "o =

Elde edilen bu denklemlere Euler-Lagrange denklemleri denir. Bu Euler-Lagrange

(4.22)

denklemlerinin ¢oztimleri (R2", g, J) Kéahler uzay formu tizerindeki ¢ semisprayinin
yortingeleridir. Sonug olarak (R @, ¢) tgliistiniin, (R?", g, J) sabit J—kesitsel
egrilikli Kéhler manifoldlarda mekanik sistem oldugu goriiliir.

Yukarida yapilan iglemleri agagidaki onerme ile modelleyebiliriz:

Onerme 1: J, (R2,g,.J) sabit J—kesitsel egrikli Kahler uzay formda
hemen hemen kompleks yapisi olsun. Aymi zamanda (f1, f2), R*” in dogal baz1

olsun. Dolaysiyila agagidaki bagintiy1 yazariz.

J(fi) = fo=0+= f1,L+f2,L=0;
J(f2) +fi=0+= for—fiL=0,

oL oL - 0 0L : 0  OL
Burada fi = 9 Jor = oy fiL= §<@)’ Jfor = a(a—yj) dr.
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4.2 SJ*-KEKM Uzerinde Hamiltonian Mekanik Sistemler

Bu kissmda ((R2")*, g, J*) sabit J*—kesitsel egrilikli Kédhler manifoldlarda
Hamilton denklemleri elde edecegiz.

J*, (4.10) tarafindan verilen bir hemen hemen kompleks yap1 olsun.
w = (z'da’ +y'dy") ile verilsin. J*(w) = 5(:16’dyz —y'dz") esitligiyle hesaplanan A
Liouville formu (R?**)*" de 1-formdur. ® = —d\ Kahler form kapali oldugundan
(R?")* de bir simplektik yapidir. Kabul edelim ki H Hamilton enerjiye bagh X
Hamilton vektor alani agagidaki esitlikle verilsin.
0 . 0
-+ Y'—. 4.23
oxt * oy’ ( )
(R*)* de ® kapah Kihler formu agagidaki gibi hesaplanir:

Xy =X"

® = —d\ = dy' A da'. (4.24)
Isleme devam edilirse, agagidaki denklem elde edilir:
ix, ® = ®(Xpy) = —X'dy' + Yida'. (4.25)
Simdi ise H Hamilton fonksiyonunun diferansiyelini hesaplayalim:

H . H .
_9 dx" + 0 dy" (4.26)

dH = — ~ly’.
ox’ oy’

(4.25) ve (4.26) denklemlerini ix, ® = dH dinamik denklem geregi esitlersek;
sabit J*—kesitsel egrilikli Kahler uzay formunda Hamilton vektor alani asagidaki

gibi elde edilir:

Xy = —gl; aii + gg aii' (4.27)
Xy Hamilton vektor alaninin integral egrisinin,
a: I CR— (R™) (4.28)
egrisi oldugunu kabul edersek, tanim geregi
Xu(a(t) =a, tel (4.29)
oldugundan, lokal koordinatlarda
a(t) = (z'(1),y' (1)), (4.30)
olur. Bu durumda a(t) agagidaki sekilde bulunur:
a(t) = CZ aii + Cz a(zi' (4.31)
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(4.27), (4.29) ve (4.31) denklemleri g6z 6niine alimirsa Hamilton denklemleri

olarak adlandirilan denklemler agagidaki sekilde elde edilir:

dx’ OH dy' 0H

dt Oy dt  dx

(4.32)

Sonug olarak, (R?", g, J) Kihler uzay formunun duali olan (R2")*, g, J*) iizerinde

((R2")* @, Xp) sistemi de bir Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilir.

4.3 SJ-KEKM ve SJ*-KEKM Uzerinde Mekanik Degerlendir-

meler

Bu boltimdeki caligmadan anladik ki, genellegtirilmis klasik mekanik ve
alan teorisindeki Lagrange ve Hamilton formalizmleri sabit J ve J*—kesitsel
egrilikli Kédhler uzay formlarmin modelleri olan (R2",g,J) ve (R2")", g, J*) de
aslina uygun olarak karakterize edilir. Boylece R**’ de ¢ semisprayin yoriingeleri
(R2", &1, Xp) mekanik sisteminde (4.22) tarafindan verilen Euler-Lagrange denk-
lemlerinin ¢oztimleridir. Ayni zamanda ((R2")*, ®, X ) mekanik sisteminde (4.32)
tarafindan belirlenen Hamilton denklemlerinin ¢oziimleri (R2")*" de Xy Hamilton

vektor alaninin yoriingeleridir.
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5 SABIT J-KESITSEL EGRILIKLI PARA-KAHLER MANI-
FOLDLARI

Tamm 1: M, J? = I olmak iizere (1,1) tipinde bir tensor alam olan bir
J # FI bir hemen hemen parakompleks yapisiyla donatilmig olan bir manifold
olsun. (M, J) ve (M, J, g) sirasiyla bir hemen hemen parakompleks manifoldu ve
hemen hemen para-Hermitian manifoldudur. Burada g, M’ de bir semi-Riemann

metrigi ve J anti simetriktir, yani;
g(JX,Y)+g(X,JY)=0,VX,Y € x(M) (5.1)

dir.

Dolayisiyla, J Levi-Civita konneksiyonu paralel yani (V; = 0) ise, (M, J, g)
hemen hemen para-Hermitian manifolduna bir para-Kéhler manifoldu denir [4] .
(M, J, g) bir para-Kéhler manifoldu ve egrilik (0, 4) tensor alam agagida belirtilen

bi¢cimde gosterilir:
R(X.Y.Z,V) = g(R(X,Y)Z,V);YX,Y. Z,V € x(M). (5.2)

Bundan dolay1, g'nin V Levi-Civita konneksiyonuna bagh (1, 3) tensor alan
Riemann egriligi R = [V, V] =V jile verildiginde o biitiin dairesel permiitas-
yonlarin toplamini gostermek tizere Riemann egrilik tensor alani agagidaki sekilde

yazilir:

R(X,Y,Z,V)=—-R(Y,X.Z,V) = —R(X,Y,V,Z) = R(JX,JY, Z,V)
ve SR(X,Y, Z,V) = 0. (5-3)
Bilindigi gibi (0,4) tensér alan

Fo(X.Y.Z.V) — { 9(X, 2)g(Y.V) = g(X,V)g(Y. Z) — g(X, T Z)g(Y, IV) } |

+9(X, IV)g(Y,JZ) —29(X, JY)g(Z,JV)

A

(5.4)

ile tammlanir. Burada VXY, Z,V € x(M) diwr. Her p € M igin, S

ye kisitlanmig g non- dejenere ise S C T,M alt uzayma non-dejenere denir.
{u,v}, I C T,M diizleminin bir baziysa, II non-dejeneredir, ancak ve ancak
g(u,u)g(v,v) — [g(u,v)]* # 0 dir. Bu durumda IT = span {u,v} nin kesitsel

egriligi asagidaki esitlikle verilir:

R(u,v,u,v)
g(“? u)g(va U) - [g(u’ U)]z

k(IT) = (5.5)
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Herhangi X € x(M) igin (5.1)" den, X ve JX ortogonaldir. J ile in-
varyant olan bir diizleme bir J diizlem denir. Herhangi p € M icin, u €
T,M vektorii g(u,u) = 0 sartin sagladigindan izotropiktir. Eger v € T,M
izotropik degilse, {u, Ju} tarafindan gerilen J—diizleminin H (u) kesitsel egriligi
u tarafindan tamimlanan J—kesitsel egriligi olarak adlandirihr. H(u) sabit ise
(M, J,g) ye sabit J—Kkesitsel egrilikli para-K&ahler manifold veya bir para-Kéhler

uzay form denir [8] .

Teorem 1: Kabul edelim ki (M, J, g) her bir p € M i¢in bir para-Kéhler
manifold olsun. u € T,M i¢in H(u) = ¢, olacak sekilde ¢, € R vardir, 6yle
ki g(u,u)g(Ju, Ju) # 0 sart1 saglanir. Dolaywsiyla bu R Riemann- Christof-
fel tensorii R = cRy esitligini saglar. Burada ¢, p — ¢, seklinde tanimlanan
fonksiyondur, tersi de miimkiindiir.

Tanmim 2: Bir (M, J,g) para-Kéhler manifoldu Teorem 1 in sartlarim
sagliyorsa c sabit paraholomorfik kesitsel egrilikli olarak adlandirilir.

Teorem 2: (M, J, g), boyM > 2 olmak tizere bir para-Kéhler manifold
olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler denktir:

1) M, ¢ = 0 olmak {izere sabit paraholomorfik kesitsel egrilikli bir uzaydir.

2) R Riemann- Christoffel tensorii agagidaki ifadeye sahiptir:

R(X,Y,Z,V)=0,YX,Y, Z,V € x(M). (5.6)

Bu boliimde ¢ = 0, paraholomorfik kesitsel egrilikli, 2n > 2 boyutlu para-
Kahler uzay formlarinin bir modeli olan (R2", g, J) tizerinde mekanik sistemler
kurulacaktir. Bunun icin gerekli bazi temel yapilar sunlardir:

R?" in herhangi bir p noktasinin bir U komsulugunda (%, 3") reel bir koor-

dinat sistemi olsun. Sirasiyla {%, %} ve {dz',dy'}, T,(R*") tanjant uzaymin
ve T;(Ri") kotanjant uzaymin dogal bazlar oldugunda (R?", g, J) uzay, 2n > 2
boyutlu para-Kéhler uzay formlarimin bir modeli olur. Ayni zamanda ¢ = 0
oldugundan paraholomorfik kesitsel egriliklidir. Burada g metriktir ve agagidaki

sekilde gosterilir:

g=dz' ®@dx' — dy' @ dy'. (5.7)
J hemen hemen parakompleks yapisi da

o .0

seklindedir. Bu durumda

9, 5, 9, 9,
J(ﬁxi) oyt J(f)yi) -~ Oxt’
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oldugu goriiliir. R?® manifoldunun herhangi bir p noktasinda T, ;(Rfl”) kotanjant

uzaymin J* dual endomorfizmi J** = I esitligini saglar ve
J*(dx") = dy', J*(dy") = da’, (5.10)

seklinde tanimlanir.

5.1 SJ-KEPKM Uzerinde Lagrangian Mekanik Sistemler

Bu kisimda, (R?", g, J) para-Kéhler uzay formu iizerinde Euler-Lagrange
denklemlerini elde edilecektir.
R?" in koordinatlar (x,y') ile hemen hemen parakompleks yapisi da J ile

verildiginde 6zel bir vektor alani olan semisprayi de agagidaki gibi kurulur:
0 ;0

=X L 4y Xi=g = Vi=q 5.11
5 axl—i_ ayz7 x y? y ( )

(R?*" g, J) para-Kahler uzay formunda Liouville vektor alam, V' = J¢

tarafindan belirlenen vektor alamidir ve agagidaki formiille hesaplanir:

0 0
= =X'"—+Y'—. 12
V=JE= XY (5.12)

(R?", g, J) para-Kahler uzay formunda mekanik sistemin, L ye iligkin enerji fonk-
siyonunun F; = V(L) — L ile hesaplandigim biliyoruz.
1; operatoru
ij: APREY — A'R2" (5.13)
seklinde tanimhidir ve J ile i¢ carpim olarak adlandirilir. d; dig dikey tiirevi, J

parakompleks yapisi olmak tizere

a . 9
= —dz'+ —dy' : 2n IR, 14
o '+ 50 Y F(RI") — N RS (5.14)

seklinde verilir ve Lie tiirevi olarak da agagidaki gibi tanimlanabilir:

dy

dy =iy, d] = i;d— diy. (5.15)

Burada d bilinen dig tiirevdir. (5.9) tarafindan belirlenen J hemen hemen pa-
rakompleks yapisi i¢in, bu kapal para-Kahler form ®; = —dd ;L ile elde edilen
kapali 2-formdur.

(R?", g, J) para-Kahler uzay formunda ®; kapal para-Kéhler formu simp-
lektik yap1 oldugundan asagidaki denklem elde edilir:

0?L . 2L . ,
b, = ———da! Ndx' — ———dy’ Ndx' 5.16
L oI dy’ . Oyl dy’ 4 v ( )
0*L 0*L ,
————dx’ Ndy' ——dy’ A dy'
d1I 9z V'~ oyioni ™ N



(1.1)" de verilen i.®;, = dEj, dinamik denklemin sol tarafi hesaplandiginda,

- 0’L - 0’L . - 0’L 0L
) = -X'—de' + X' ———da? + X' ———dy’ — X'———4§dy"
2(8) ) oxioyt 7/ T ) OxI Oyt S ) Oyl Oy’ Y 20$38:B’ i
0L . 0°L ‘ 0L . . 0°L :
—Y'——§de? + Y ' ———da? =Y '———0dy + YV ———dy’
Oyioyt 7 S DIz Oyidxt v Oy O’ v
(5.17)
bulunur.
E;, enerji fonksiyonu hesaplandiginda asagidaki gibi elde edilir:
0L 0L
E=X'"—4+Y"— — L. 5.18
L oyt + or’ ( )
Bu Ej, enerji fonksiyonunun diferensiyeli alinirsa agagidaki denklem kargimiza
gikar:
0L . 0L . L .
dEL =X a ~dx! +Y" a -dx? — a—dl']
0xI 0y’ 0xI0x’ oxl (5.19)
+ X 82Ldj—|—Y" azLdj—a—Ldj |
Oyi Oy’ Y Oy Ot Y Oyd v
1¢®, = dF, dinamik denkleminden asagidaki ifadenin elde edilecegi agikardir:
- 0?L - 0%’L , L .
— | XY 8. -+ Y 84 . dxj—l—a—.dxj
0xI Oyt Oyl Oy Ox7
: ; (5.20)
_Xj8L+jaL dj+a_Ldj_
OxI Oz’ Oyi O’ Y oy e
(5.11)’ de kurulan £ vektor alam yardimiyla (5.20) denkleminde gbz 6niine alin-
diginda,
oL. . OL . . oL.. . OL . .
- .dj —.d]— 4d] —.de 521
(G + Fde) = (5’ + 2l =0 (521)

ifadesi elde edilir.

a: I C R — R egrisi £ nin integral egrisiyse, bu durumda

9oL oL 0oL oL
ot oxi’ Oy ot oyl Oxd

denklemlerinin bulunacagi aciktir.

(5.22)

Elde edilen bu denklemlere Euler-Lagrange denklemleri denir. Bu Euler-
Lagrange denklemlerinin ¢oztimleri (R2?", g, J) para-Kéhler uzay formu iizerindeki
¢ semisprayinin yoriingeleridir. Sonucta (R2", @, &) tuglisti, (R2",g,J) sabit
J—kesitsel egrilikli para-Kéhler formlarda mekanik sistemdir. Asagidaki énerme
bu boliimde yaptigimiz iglemlerin bir modellemesidir.

Onerme 1: J, (R, g, J) sabit J—kesitsel egrikli para- Kéhler uzayda
hemen hemen parakompleks yapisi olsun. Aymi zamanda (fy, f2), R?" in dogal

baz1 olarak kabul edersek agagidaki baginti yazilir.
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J(fi) = fa=0+= ]:CI,L_f2,L:Oa
J(fo) —fi=0+= for— fiL=0,

oL oL - 0, 0L . 0 0L
Burada fip = L Jor = oy Jir= @(%), for = a(a—yj) dur.
5.2 SJ*-KEPKM Uzerinde Hamiltonian Mekanik Sistemler

(R2™)*, g, J*) sabit J*—kesitsel egrilikli para-Kéhler formlarda Hamilton
denklemleri bu kisimda elde edilecektir.

J*, (5.10) tarafindan verilen bir hemen hemen parakompleks yapisi olsun.
w= %(—xidyi + yidz?) ile verilirse J*(w) = %(—xidxi + yidy') esitligiyle hesap-
lanan A Liouville formu elde edilir ve bu form (R2")*’ de Liouville 1-formdur.
® = —d)\ para-Kihler form kapah oldugundan (R2")*’ de bir para-simplektik
yapidir. H Hamilton enerjiye bagli Xy Hamilton vektor alaninin agsagidaki gibi
oldugunu varsayalim:
aii +Y! a(zi : (5.23)
(R?")*’ de bu ® kapal para-Kihler formu

Xy =X"

® = —d\ = dz' A dy', (5.24)
olarak bulunur. Isleme devam edildiginde asagidaki denklem elde edilir:
ix,®=®(Xy)=X'dy' — Y'dx". (5.25)

H Hamilton fonksiyonunun diferansiyelini hesaplayacak olursak asagidaki

esitigi elde ederiz:
OH , . OH
dH = —dx* .
Bz " * Y’

(5.25) ve (5.26) denklemlerini ix, ® = dH dinamik denklemini g6z 6niine alarak

dy'. (5.26)

esitlersek; sabit J*-kesitsel egrilikli para-Kahler uzay formunda Hamilton vektor

alani,
0OH 0 0H 0
Xgy=——7———7 5.27
i oyt 0x*  Ox* Qyt ( )
seklinde kargimiza ¢ikar.
Xy Hamilton vektor alaninin integral egrisini
a: I CR— (R™) (5.28)
seklinde diiginelim. Bilindigi gibi
Xu(a(t)=a, tel (5.29)
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dir ve lokal koordinatlarda

a(t) = (a'(t),y'(t)), (5.30)
seklindedir. Bu durumda «’ nin diferensiyeli,

alt) = dxz* 0 +dyi 0
o dt Oxt  dt Oyt

(5.31)

bulunur.

Yukaridaki (5.27), (5.29) ve (5.31) denklemleri kullanildiginda Hamilton
denklemleri olarak adlandirilan denklemlerin asagidaki gibi oldugu goriiliir:

dx’ oH ﬁ _ 0H

dt Oy’ dt Ozt

(5.32)

Sonucta, (R2", g, J) para-Kéhler manifoldunun duali olan ((R?")*, g, J*) {izerinde

(R2)*, @, Xp) sistemi de bir Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilir.

5.3 SJ-KEPKM ve SJ*-KEPKM Uzerinde Mekanik Degerlen-

dirmeler

Bu bolimdeki ¢aligmadan ¢ikan sonug, genellestirilmig klasik mekanik ve
alan teorisindeki Lagrange ve Hamilton formalizmleri, sabit J ve J *—kesitsel
egrilikli para-Kihler uzay formlarin modelleri olan (R2",g,J) ve ((R*)", g, J*)
de ashina uygun bir bigimde karakterize edildigidir. Boylece R*"” de ¢ semisprayin
yoriingeleri (R?**, ®;, Xp) mekanik sisteminde (5.22) tarafindan verilen Euler-
Lagrange denklemlerinin ¢oziimleri oldugunu goriiriiz. Ayni zamanda ((R*")*, &, X)
mekanik sisteminde (5.32) tarafindan belirlenen Hamilton denklemlerinin ¢oziimleri

(R2")* de Xy Hamilton vektor alaminin yoriingeleridir.
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6 SABIT J-KESITSEL EGRILIKLI theta KAHLER MANIFOLDLARI

Tanim 1: M, Jy> = 0 ve § = F1 (0 = 1 ise parakompleks, § = —1
ise kompleks) olmak tizere (1,1) tipinde bir tensér alani olan bir Jy # FI bir
hemen hemen 6— yapisiyla donatilmig olan bir genellestirilmis manifold olsun.
(M, Jp) ve (M, Jy, g) sirasiyla bir hemen hemen 6— manifoldu ve hemen hemen
f0—Hermitian manifolddur. Burada g, M’ de bir semi-Riemann metrigi ve Jy anti

simetriktir, yani;
9(JeX,Y) +g(X, JY) = 0,VX,Y € x(M) (6.1)

olur.
Dolayisiyla, Jy Levi-Civita konneksiyonu paralel yani (V 5, = 0) ise, (M, Jp, g)
hemen hemen §—Hermitian manifolduna bir §— Kéhler manifoldu denir. (M, Jy, g)

bir §—Kahler manifoldu ve egrilik (0,4) tensor alan1 agagidaki sekilde gosterililir:
R(X,Y, Z,V) = g(R(X,Y)Z,V);VX,Y, Z,V € x(M). (6.2)

Béylece, ¢’ nin V Levi-Civita konneksiyonuna bagh (1, 3) tensér alani Rie-
mann egriligi R = [V, V] -V[  ile verilir. Dolayisiyla, burada o biitiin dairesel
permiitasyonlarin iizerine toplamay1 gostermek tizere Riemann egrilik tensor alani

agsagidaki bagintiyla verilebilir:

R(X,Y,Z,V)=—R(Y,X,Z2,V) = —R(X,Y,V,Z) = R(J,X, J,Y, Z,V)

ve Y R(X,Y,Z,V)=0. (6.3)

Bilindigi gibi (0,4) tensor alam

19X, 2)g9(Y, V) —g(X,V)g(Y, Z) — g(X, JoZ)g(Y, JpV)
RO(X7Y727V)__ )
L e V)Y, Z) = 29(X, Y )g(Z, V)
(6.4)
seklindedir. Burada VX,Y,Z V € x(M) dir. Her p € M igin, S’ ye
kisitlanmig ¢ non- dejenere ise S C T, M alt uzayma non-dejenere denir. {u,v},
IT C T, M diizleminin bir baziysa, IT non-dejeneredir, ancak ve ancak g(u, u)g(v, v)—
[g(u,v)]* # 0 dir. Bu durumda IT = span {u,v} nin kesitsel egriligi asagidaki

esitlikle verilir.

R(u,v,u,v)
g(u, u).g(vv U) - [g(uv U)]

k(IT) = (6.5)

2

Herhangi X € x(M) igin (6.1)’ den, X ve JpX ortogonaldir. Jy ile invaryant

olan bir diizleme bir Jy diizlem denir. Herhangi p € M i¢in,
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u € T,M vektorii g(u,u) = 0 sartim sagladigindan izotropiktir. Eger u € T,M
izotropik degilse,{u, Jou} tarafindan gerilen Jy-diizleminin H(u) kesitsel egriligi
u tarafindan tamimlanan Jy-kesitsel egriligi olarak adlandirilir. H(u) sabit ise
(M, Ja,g)" ye sabit Jp-kesitsel egrilikli #—Kéhler manifold veya bir §—Ké&hler

uzay form denir.

Teorem 1: (M, Jy, g) her bir p € M i¢in bir §—Ké&hler uzay formu olsun.
u € T,M i¢in H(u) = ¢, olacak sekilde ¢, € R vardir, 6yle ki g(u, u)g(Jou, Jou) #
0 sart1 saglanir. Dolayisiyla bu R Riemann- Christoffel tensorii R = cRy esitligini
saglar. Burada ¢, p — ¢, seklinde tanimlanan fonksiyondur,tersi de miimkiindiir.

Tanim 2: Bir (M, Jy, g) 0—Kéhler uzay formu Teorem 1 in sartlarini
saghyorsa ¢ sabit #—holomorfik kesitsel egrilikli olarak adlandirilir [11] .

Teorem 2: (M, Jy, g), boyM > 2 olmak iizere bir §—Kéhler uzay formu
olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler denktir:

1) M, ¢ =0 olmak tizere sabit §—holomorfik kesitsel egrilikli bir uzaydir.

2) R Riemann- Christoffel tensorii agagidaki ifadeye sahiptir:

R(X,Y,Z,V)=0,VX,Y, Z V € x(M). (6.6)
Bu boliimde ¢ = 0, §—holomorfik kesitsel egrilikli, 2n > 2 boyutlu §—Kahler

uzay formlarmin bir modeli olan (R?", g, Jy) tizerinde mekanik sistemler kurula-
caktir. Bunun icin gerekli bazi temel yapilar1 verelim.

R?" in herhangi bir p noktasinin bir U komsulugunda (%, 3") reel bir koor-
dinat sistemi olsun. Sirasiyla {%, a_gﬂ} ve {dz',dy'}, T,(R*") tanjant uzaymin
ve T*(R2") kotanjant uzaymimn dogal bazlari oldugunu varsayalim.

(R2", g, Jy) uzay1, ¢ = 0 olmak iizere §—holomorfik kesitsel egriliklidir ve

2n > 2 boyutlu §—Kaéhler uzay formlarinin bir modelidir. Burada g metrigi

agsagidaki sekildedir:

g =ds' ®dr' — 0dy' ® Ody'. (6.7)
Jp hemen hemen 60— yapisi
0 . 0 .
o ayz®x+axz®y (6.8)
egitligiyle verilir ve dolayisiyla,
0 0 0 0
0(837’) oy’ 9(8y’) oxt’ (6.9)

oldugu goriiliir. R2" manifoldunun herhangi bir p noktasinda 7’ » (R?") kotanjant

uzaymn J; dual endomorfizmi J;? = I esitligini saglar ve
Ji(dx') = dy', Ji (dy") = 0da’, (6.10)
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olarak tamimlanir.

6.1 SJ-KE 6—KM Uzerinde Lagrangian Mekanik Sistemler

(R, g, Jy) O—Kéihler uzay formu iizerinde Euler-Lagrange denklemleri bu
kisimda elde edilecektir.
R?" in koordinatlar1 (2%, %) ile, hemen hemen 6— yapisi da Jp ile verildi-

ginde ozel bir vektor alan olan semisprayi de agagidaki gibi kurulabilir:

. a . a . ‘/L‘ . . .i
nglaxi —i—Y’a—yi, X'=x =y, Y'=y. (6.11)

V = Jp¢ tarafindan belirlenen vektor alam (R2", g, Jy), 6—Kéhler uzay

formunda Liouville vektor alanidir ve agsagidaki formiille hesaplanir:

Vege=xiL oyid
Jo& = X5 TV 55

(6.12)

(R2", g, Jy), 0—Kahler uzay formunda mekanik sistemin, L ye iligkin enerji fonk-
siyonunun da E; = V(L) — L ile hesaplandigini biliyoruz.

Jp ile i¢ carpim operatorii olarak adlandirilan 7, asagidaki sekilde verilir:

ig, : APR2Z" — AR (6.13)
dy, — 24 i+eid LLF(M) = A'M (6.14)
Ty T e |

ile verilen d;, dig dikey tiirevi agagidaki gibi Lie tiirevi olarak da tanimlanir:
dj, = lig,, d] = i5,d—dig,. (6.15)

Burada d bilinen dig tiirevdir.(6.9) tarafindan belirlenen .Jy hemen hemen garpim
yapisi icin , bu kapali §—Kéhler form ®;, = —dd;, L ile elde edilen kapal 2-
formdur.

(R?", g, Jy), 0—Kahler uzay formunda @, kapali §—Kahler formu simplektik
yapidir. Kolay bir hesap ile;

0’°L . 0L .
b, = ———dr! Ndx' — ———dy’ Ndx' 6.16
o oI Oy’ . v 0yl Oy’ Y ‘ (6.16)
O0?L , ‘ 2 . ‘
—O0———d? Ndy' — 0———dy’ Ndy'
Dzidri 4 Oy’ 0x* Y 4

esitligi elde edilir.
(1.1)" de verilen i¢®;, = dE;, dinamik denklemin sol tarafi hesaplandiginda

agsagidaki esitlik kargimiza cikar:
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O*L 0?L 0?L 0L

) =X Stdat + X° da’ + X* dy? — X' Sty
r(&) ey 10 T X G+ 0ydyi"” Szi0a 010
-Y? 0L §tdaxl 4 0Y? 0L dr? — Y oL Stdy’ + 0y O°L dy’.
Byioy s Byi Ozt I dyiox Y
(6.17)
E} enerji fonksiyonu hesaplandiginda, asagidaki esitlik bulunur:
oL oL
E,=X'—= +0Yy" — L. 6.18
L Ay oz (6.18)
Bu esitligin diferensiyelinin agagidaki sekilde oldugu goriiliir:
2L 2L L
dE; = X! 4 d:c] +0Y? 0 _dz? — 8_de
8 L 0L . E)L '
X1 dy’ + Y dy? — dy?
T ey ™ T Gyian ™ T gy ™
1¢®, = dF, dinamik denklemi dikkate alinirsa,
- 0%L - 92
— | X7 6 -+ ]84[/' d]_i_a_deJ
oxI Oyt Oy’ Oy’ oxI (6.20)
—0 | X7 L + il dﬂ+a—Ldﬂ—0 |
0xi dx? oy 0z’ Y oy’ 4
esitliginin elde edilecegi aciktir.
(6.11)" de kurulan & vektor alam (6. 20)’ de kullanildiginda,
oL oL oL
J _ J - —
5(8 -)dx? + o de «9&( )dy + oy jdy =0 (6.21)
esitligi kargimiza cikar.
a: I C R — R egrisi £ nin integral egrisiyse, bu durumda,
0, 0L OL 0 ,0L oL
815(89&7) OyJ 0 8t(8y1) O’ 0 (622)

denklemleri elde edilir. Elde edilen bu denklemlere Euler-Lagrange denklem-
leri denir. Bu Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimleri (R2", g,.Jy), §—Kéhler
uzay formu iizerindeki ¢ semisprayinin yoriingeleridir. Nihai olarak (R2", @, ¢)
tigliisiiniin, (R2", g, Jy) sabit Jp-kesitsel egrilikli §—Kihler uzay formlarda mekanik
sistem oldugu goriliir.

Bu boliimde yapilan ¢aligmalar agagidaki onerme ile modellenebilir.

Onerme 1: Kabul edelim ki Jj, (R?" g, Jy) sabit Jy-kesitsel egrikli §—Kéhler
uzay formunda hemen hemen garpim yapisi ve (f1, f2) , R*”in dogal baz1 olsun.

Bu durumda asagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

Jo(f1) = fa=0<+= 9f1,L — for =0,
Jo(fo) = 0fi=0<= fo,— fir =0,

oL - 0 0L : 0 0L
Burada fi1 = 9 Jor = oy fir= E<@)’ Jfor = a(a—yj) dur
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6.2 SJ*-KE 0—KM Uzerinde Hamiltonian Mekanik Sistemler

Burada ((R*)*, g, J;) sabit J;-kesitsel egrilikli §—Kahler uzay formlarda
Hamilton denklemleri elde edilecektir.

Jy 7 nmn (6.10) tarafindan verilen bir hemen hemen 6— yapisi oldugunu

1 oo o
diigiinelim. w = 5(—0xldxl + y'dy’) ile verildiginde, (R?")*’ de 1-form olan A

Liouville formu J;(w) = %(—Qﬂdyi + y'0dx?) esitligiyle hesaplamir. ® = —d)\,
6—Kahler formu kapal oldugundan (R2")* de bir (para)simplektik yapidir. H
Hamilton enerjiye bagh Xy Hamilton vektor alaninin agagidaki esitlikle verildigi-
ni kabul edelim: 5 p

o Y o (6.23)
(R2")* de ® kapali #—Kahler formu

Xy =X

O = —d\ = 6dz' A dy, (6.24)
olarak hesaplanir, igsleme devam edilirse, asagidaki denklem elde edilir:
ix,®=®(Xg)=0X'dy' — 0Y'da’. (6.25)

H Hamilton fonksiyonunun diferansiyelini hesaplayacak olursak asagidaki

denklemi elde ederiz:

OH i+ 0H
= —dx .
ox’ dy*
(6.25) ve (6.26) denklemlerini iy, ® = dH dinamik denklemi geregi esitlendiginde,

dH

dy'. (6.26)

sabit J;-kesitsel egrilikli —Kahler uzay formunda Hamilton vektor alani,

10H 0 10H 0

Xg=-r————-—— 6.27
700y 0r 001 Oy (6:27)
seklinde elde edilir.
Xy Hamilton vektor alaninin integral egrisinin
a:l CR— (R™)* (6.28)
oldugunu kabul edelim. Tanim geregi;
Xg(at)=a, tel (6.29)

esitliginin bilindigini g6z oniine aldigimizda lokal koordinatlarda

a(t) = (x(t), y'(t)), (6.30)
dir ve diferensiyeli i¢in asagidaki esitlik karsimiza ¢ikar.

_dd" 0 dyt 0

0= 5 By (6.31)
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(6.27), (6.29) ve (6.31) denklemleri dikkate alinirsa Hamilton denklemleri
olarak adlandirilan denklemleri bulmug oluruz:

t'_10H dyf __1oH

dt 0oy’ dt 00zt

(6.32)

Nihayetinde, (R?", g, Jp) —Kihler uzay formunun duali olan ((R2")*, g, J*) iize-

rinde ((R2")*, ®, X ) sistemi de bir Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilr.

6.3 SJ-KE 6—KM ve SJ*-KE 6—KM Uzerinde Mekanik Deger-

lendirmeler

Genellestirilmig klasik mekanik ve alan teorisindeki Lagrange ve Hamilton
formalizmleri sabit Jy ve Jj-kesitsel egrilikli #—Kahler uzay formlarimin model-
leri olan (R?", g, Jy) ve ((R*™)",g,J;) de aslina uygun bir bi¢imde karakterize
edildigi bu boliimde goriilmiigtiir. Boylece R?™ de € semisprayin yoriingeleri
(R* &1, X) mekanik sisteminde (6.22) tarafindan verilen Euler-Lagrange den-
klemlerinin ¢oziimleridir. Ayni zamanda (6.32) tarafindan belirlenen Hamil-
ton denklemlerinin ¢oziimleri ((R2")*, ®, Xj) mekanik sisteminde (R?")*’ de Xy

Hamilton vektor alaninin yoriingeleridir.
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7 GENEL DEGERLENDIRME

Bu tezde sabit J ve J*—kesitsel egrilikli tanjant, Kahler, para-Kéahler ve
f—Kahler uzay formlarda karmasik mekanik sistemlerin ¢oziimiinde etkili olan
Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri elde edilmistir.

Bu metot araciligi ile, bir fiziksel sistemin yapisini kuran enerji fonksiyonu
kavramiyla, sistemin ¢oziimii bulunabilmektedir. Euler-Lagrange ve Hamilton
denklemleri sayesinde, boyle bir sistem i¢in dogru ve tam bir sonu¢ bulunmustur.
Klasik analitik mekanikte Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri, enerji temel
diigincesine dayandigi i¢in sistemlerin tam ¢oztimlerinin bulunmasinda basarili

bir yol saglamig olmaktayiz.
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