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OZET

ZAMAN SKALASI UZERINDE YUKSEK MERTEBEDEN LINEER
OLMAYAN DIiNAMIK SiISTEMLER iCiN POZIiTiF COZUMLERIN
VARLIGI

Bu tez iic ana bolimden olusmaktadir. Birinci bdliimde, ele aliman problem
tanitilmugtir. Ikinci bdliimde, zaman skalas1 ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde, ilk olarak, yardimci lineer siir deger probleminin
Green fonksiyonu yapilmig ve bu fonksiyonun oOzellikleri incelenmistir. Sonra,
lineer olmayan sistem, lineer olmayan integral denkleme indirgenmistir ve Schauder
sabit nokta teoremi yardimiyla lineer olmayan sistemin en az bir ¢éziimiiniin varlig
icin kriter elde edilmistir. Ardindan da, lineer olmayan sistemin en az bir pozitif
¢cOziimiiniin varlig1 dort fonksiyonel sabit nokta teoremi yardimiyla, en az iki pozitif
¢Ozlimiiniin varligi Avery-Henderson sabit nokta teoremi yardimiyla ve en az ii¢
pozitif ¢coziimiiniin varligi i¢in yeterli kosullarda bes fonksiyonel sabit nokta teoremi
yardimiyla ispatlanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, sabit nokta teoremleri, koni, pozitif ¢éziimler.



SUMMARY

EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR HIGHER ORDER
NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS ON TIME SCALES

This thesis consists of three chapters. In chapter 1, discussed problem is introduced.
In chapter 2, some basic definitions and theorems on time scales are given. In
chapter 3, firstly, a Green’s function of the auxiliary linear boundary value problem
is constructed and the properties of the Green’s function is investigated. Then,
nonlinear system is reduced to a nonlinear integral equation and we have obtained
criteria for the existence of at least one solution for nonlinear system by using
Schauder fixed point theorem. And then, we establish some sufficient conditions for
the existence of at least one, two, and three positive solutions for nonlinear system
by using four functional fixed point theorem, Avery-Henderson fixed point theorem
and five functional fixed point theorem, respectively.

Key Words: Time scale, fixed point theorems, cone, positive solutions.

vi



1. GIRIS

Bu tez c¢alismasinda zaman skalasi lizerinde yiiksek mertebeden lineer
olmayan dinamik sistemler i¢in pozitif ¢oziimlerin varlig1 incelenmistir.

Son yillarda birgok matematik¢i zaman skalasi lizerinde ikinci dereceden ii¢
nokta smir deger problemlerini konu alan calismalar yapmustir.[ 1, 2, 12, 18, 20, 21]

Anderson ve Avery [3] makalesinde

(—1)" Pt (t)=2h(t )f( (t)) te[a,c]CT, nelN
X (@) =0, X (¢)=Bx™ (b), 0<i<n-1

sinir deger probleminin koni iizerinde en az bir pozitif ¢éziimiiniin varlig1 i¢in

kosullar elde etmistir.

Ayrica Sang ve Su [19],

{u (1)+ f (tu(1))=0, te(0,T)
u(0)=au(n), u(T)=pu(n), u* (0)=0, i=1,2,.,n~2

iic nokta smir deger probleminin en az bir ¢Oziimiiniin varli§1 problemini
incelemistir.
Bunlara ek olarak Yaslan [22] makalesinde T bir zaman skalasi ,

tttyeT, neN, te(t,o(t)), y>0,6>1 ve f:[t,0()]xRxR >R

siirekli fonksiyonlar olmak iizere,

{(—1)" (6= £(6y(a(6) 3 (0 (1)), te[tts]

y]AZHl (t]): 0, ;/y]AZi (G( ))+5y]Az ! (0(t3)) :ylAZHI (tz), 0<i<n-1
iic nokta smir deger probleminin koni iizerinde en az bir, iki ve ii¢ pozitif

¢Oziimiiniin var olmas1 problemlerini incelemistir.

Zaman skalasi lizerinde ortaya koyulmus sistemi agiklayalim.

T bir zaman skalast , ¢.t,,t,eT, n,meN, tze(t],a(t3)), y>0,6>1 ve

Jio: [tl Lo (1, )] xRxR — R siirekli fonksiyonlar olmak iizere,

(=1 5" ()= £ (1 (o > < >>>»rew
(1) 35" (1) = A (631 (0(0)). 2 (1)), 1 €[5

w7 (4)=0, 75" (o (s >>+5y“*‘< (1)) = A“‘( £),0<i<n-1
yzAZN (t)=0, VyzAzj(G( ))+5yA2M (G( )) yzAw(z)’Oéjém_l

sistemi i¢in sabit nokta teoremlerini kullanarak, koni iizerinde en az bir, iki ve ii¢

pozitif ¢dziimiin var olmas1 i¢in kosullar elde edecegiz.



2. ZAMAN SKALASI iLE iLGILI TEMEL BiLGILER

Tanim 2.1: Reel sayilarin bostan farkli kapali bir alt kiimesine zaman skalas1 denir
ve T ile gosterilir. Ornek olarak reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve Cantor
kiimesi birer zaman skalasidir. Bunun yaninda rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar,
karmasik sayilar ve (0, l) aralig1 birer zaman skalas1 degildir.

Tanmm 2.2: T bir zaman skalas1 olsun. Ve T igin O'(t):inf{s eT:s>t} ile
tanimli o : T — T operatoriine ileri sigrama operatdrii denir.

Tamim 2.3: T bir zaman skalas1 olsun. Ve T igin p(t):sup{seT:s<t} ile
tanimli p: T — T operatoriine geri sigrama operatorii denir.

Tanmim 2.4: Eger T nin maksimum elemani ¢, ise cr(tl ) =¢, ve T nin minimum

elemani ¢, ise p(t,)=1, olarak tanimlanir.

Tamm 2.5: Eger o(7)>¢ ise ¢t noktasma sag-yayilmis nokta, p(7)<r ise ¢

noktasma sol-yayilmis nokta denir. Hem sag-yayilmis hem de sol-yayilmis olan

noktalara izole(ayrik) noktalar denir.

Tamm 2.6: Eger ¢ <sup T ve o(¢)=¢ ise ¢ noktasina sag-yogun nokta , > inf T
ve p(t) =t 1se t noktasina sol-yogun nokta denir. Hem sag-yogun hem de sol-
yogun olan noktalara ise yogun noktalar denir.

Ornek 2.1: Eger T=R ise teT igin O'(t) :inf{s eT:s> t} =inf(¢,00) =¢ ve
benzer sekilde p (t) =t elde edilir. Oyleyse her t € T noktas1 yogun noktadir.
Ornek 2.2: T =Z ise VieR i¢in o(t)=t+1 ve p(t)=t—1 oldugundan T deki
her nokta izole noktadir.

Ornek 2.3: T zaman skalasmi T:{O}u{l:neN}u{xeR:2£x£3}u{4}u{5}
n

olarak alalim. Bu durumda
i) Her t € (2,3) noktas1 sag yogun ve sol yogun noktadir.

ii) 2 noktas1 sag yogun ve sol yayilmis noktadir.

iii) 3 noktasi sag yayilmis ve sol yogun noktadir.



iv) 4 noktas1 izole noktadir.

Tamm 2.7: VieT i¢in u(t)=0o(r)—¢ ile tammh g:T —[0,00) fonksiyonuna
graininess fonksiyonu denir.

Tanmim 2.8: Eger T sol-yayilmig maksimum m elemanina sahip ise 1" = T—{m}

ile tanimlanir. Ozetle;

Tr = T\(P(SUPT),SupT],supT<oo
T ,sup T =00

seklinde yazilabilir.
Eger f:T—>R bir fonksiyon ve f°:T—>R fonksiyonu Vzel igin
f° (Z) = f(a(t)) ile tanimlanur.

Bir T zaman skalasmda [a,b] aralii [a,b]={reT:a<t<b} olarak

tanimlanir.
Zaman skalasinda siireklilik ve tiirev kavramlarmi verebilmek icin, dncelikle

zaman skalasinda komsuluk kavramina ihtiyacimiz olacaktir.
Tamm 2.9: U T olsun. Her ¢ >0 i¢in U, (t) = {S eT: ‘S —t‘ < 8} kiimesine ¢

nin & komsulugu denir.

Tamm 2.10: ¢ €T olsun. Verilen her &£>0 ve her teU(tO) icin,

£ (t)-f(t,)|<& olacak sekilde bir U(z,) komsulugu bulunabiliyorsa
f T —> R fonksiyonuna ¢ =¢#, noktasinda siireklidir denir.

f| .t<0

fonksiyonu verilsin.
t+1,t20

Ornek 2.4: f:T—)R,f(t):{

a) T=R ise f, t=0 da siireklidir.
b) T=27 ise [, VteZ de streklidir.
2.1 Zaman Skalasinda Tiirev
Tamm 2.1.1: f/:'T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. V& >0 sayis1 verildiginde

¢t nin bir U komsulugu vardir 6yle ki Vs eU i¢in,

£ (o (6)= 7 (5)- £ (1) (o (6)-5)| < elo (1)



oluyorsa f*(¢) sayisina f nin ¢ noktasindaki delta tiirevi denir.
Eger f fonksiyonu tim T* kiimesi iizerinde delta tiirevlenebilir ise f*(7),

VteT* igin mevcuttur. f*: T - R fonksiyonuna ise f ’nin T* kiimesindeki
delta tiirev fonksiyonu denir.
Teorem 2.1.1: f: T — R fonksiyonu ve ¢ € T* verilsin.
i) /', t de tiirevlenebilir ise £, ¢ de stireklidir.
ii) [, ¢ desiirekli ve ¢ sag-yayilmis ise f, ¢ de tiirevlenebilirdir ve
o )-1()
u(t)

()

iii) ¢ sag-yogun bir nokta olsun.

f, t de tiirevlenebilirdir < limw limiti mevcuttur ve
s>t —S
- 01
s>t —S

olur.
iv) f, t de tiirevlenebilir ise, f(a(t)) = (¢)+u(t) /" (¢) olur.

Ornek 2.1.1: T=R ve T =Z durumlarmi inceleyelim.

i) T=R ise Teorem2.1.1.den f:R — R, € R de delta tiirevlenebilirdir.

t sag-yogun bir nokta oldugundan, f'(¢)=1lim M
s>t —S

sonlu bir say1 olarak

mevcuttur. Yani f tirevlenebilirse (1) = f'(¢) dir.

ii) T =7 iken Teorem 2.1.1. den f:7Z — R delta tiirevlenebilen ¢ noktalar
sag-yayilmistir.
72 (9=TCOTO_TEDTO_ sy -ar
(1) t+1-t

Burada A alisilmis ileri fark operatoriidiir.

Teorem 2.1.2: f,g: T —> R ,7#eT" noktasinda tiirevlenebilir olsun. O halde,

D) (f+g) (1)=r"(r)+g"(r) dir.



ii) a gibi herhangi bir sabit icin «f:T — R fonksiyonu ¢ noktasinda

tlirevlenebilir ve bu tiirev,
(af) (1) =af*@)
dir.
iii) f,g: T —> R, teT" noktasinda tiirevlenebilir ve bu tiirev,

(fe) O =r"®g(t)+g").f(o(t)=r")g(c(t))+g"®).f (¢)

iv) /(1) f(o(t))#0 olmak iizere %, t € T* noktasinda tiirevlenebilir ve
HA o SO
/ HORCO)
dir.

V) g (t) g (0' (t)) # (0 olmak lizere i , t € T* noktasinda tiirevlenebilir ve
g

AN RCORIAGrR0
(g] 0= 2(1)2(o (1)

olur.

Onerme 2.1.1:[8] f:[a,h] >R monoton artan bir fonksiyon ise, V¢ e[a,b) igin
/()20 olur.
Onerme 2.1.2:[8] f:[a,h] >R monoton azalan bir fonksiyon ise, V¢ €[a,b) i¢in
/*(¢)<0 olur.
Teorem 2.1.3: Eger f:T —R fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ve [a,b)
iizerinde A - tiirevlenebilir olsun. f(a)= f(b) ise 3&,7 €[a,b] vardrr ki

1 ()<0< 1)
esitsizligi dogrudur.
Ispat: f(a)=f(b) oldugundan ve f(¢) siirekli bir fonksiyon oldugundan ya
/(¢) sabit bir fonksiyondur yada f(¢) en az bir noktada ekstremuma sahiptir. O
halde f(¢) nin [a,b) iginde minimum m ve maksimum M degerine sahip oldugu

noktalar vardir. Eger f'(¢) sabit ise V¢ e[a,b) igin f*(¢)=0 dr.



Eger f(¢) fonksiyonu bir & noktasmda maksimum M degerine ve ©

noktasinda minimum m degerine sahip ise A — tlirev tanimindan
72(£)<0 ve £2(r)20
elde edilir. O halde /*(£)<0< f*(7) dur.
Teorem 2.1.4: (Ortalama Deger Teoremi) f:T — R fonksiyonu [a,b] tizerinde
siirekli ve [a,b) iizerinde A — tiirevlenebilir olsun. f(a)= f(b) ise 3u,{ €[a,b)

vardr ki

esitsizligi dogrudur.

Ispat:  [a,b] de  h(r) :f(t)—f(a)—W(t—a) fonksiyonunu

tanimlayalim.  h(z), [a,b] de sirekli [a,b) de A-tiirevlenebilir ve

h(a)=0=h(b) elde edilir. O halde Teorem 2.1.3. den dolay1 3u,{ €[a,b) vardir

ki

n () <0< (C)
elde edilir. O halde

b)- b)-

fA(/,t)—f( lz_i(a)SOSfA(é’)_f( Z_Z:(a)
olur. Buradan da
b)—
P @

esitsizligi dogrudur.

Sonug 2.1.1: Eger f:T — R fonksiyonu [a,b]NT" iizerinde A - tiirevlenebilir
ve her 1 €[a,b]T" igin f*(¢)=0 ise f fonksiyonu sabittir.

2.2 Zaman Skalasinda Yiiksek Mertebeden Tiirev

Tamm 2.2.1: f:T—>R bir fonksiyon olsun. f*:T* >R fonksiyonu

2 k
T* :(Tk) da A-—tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu ikinci mertebeden

tirevlenebilirdir denir ve

2

f2=() T SR



olur. Benzer sekilde, f nin n. mertebeden A—tiirevleri f* : T - R ile

tanimlanir. Her 1 €T igin
o’ (1) = O'(O'(Z)) ve p (1) = p(p(t))
ile tanimlanir ve buna gdre ne N i¢in ¢”(7) ve p" () benzer sekilde ifade edilir.
Ayrica, p° (Z) =o' (t) =t, fAO =f ve T¥ =T olarak tanimlidir.
Ornek 2.2.1: T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T—R, her teT igin

f(t)=t alalm. s*(¢)=1 oldugunu biliyoruz. O halde her ¢ e T sag yogun ise

fAA(t):(fA)A(t):limfA(t)_fA(S):liml—l 0

s>t [1—9 st f—g§

ve her te T sag yayilmis ise

I (0)=(r4) ()= o= ""

oldugu goriiliir.
2.3 Zaman Skalasinda integral
Tamm 2.3.1: f: T — R fonksiyonu verilsin. Eger F:T — R fonksiyonu T*

lizerinde A —tiirevlenebilir ve her t€T" i¢cin F*(r)= f(¢) ise, F fonksiyonuna
f nin A—anti tiirevi veya ilkeli denir.
Tanim 2.3.2: Eger f: T —> R fonksiyonunun A —anti tlirevi varsa, f ye A-—

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a ve b, T i¢inde herhangi noktalar

olmak lizere f nin @ dan b ye A integrali

jf(r)Ar:F(b)—F(a)

a
olarak tanimlanir.

Teorem 23.1: f:T—>R ve g:1T—>R fonksiyonlar1 A —integrallenebilir

olsunlar. Bu durumda her a,b,c € T i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

b

1. j[f(t)+g(z)]At =j-f(t)At+jj[g(t)At

a

b b
2. Her k sabiti igin [&f (t)At=k[ f(t)At olur.

a



~

(1)g* (1)ar=r(1)g(1)

1 0)g (o) ar

Teorem 2.3.2:[8] f:T — R fonksiyonu A —integrallenebilir olsun. Bu durumda
teT" icin

o)

[ f(s)as=[o()=1]1 (1)
esitligi dogrudur.
Teorem 2.3.3:[8] f:[a,b] >R bir fonksiyon olsun. Eger her fe[a,b] i¢in
/()20 ise f fonksiyonu artandir.
Teorem 2.3.4:[8] T bir zaman skalasi olsun. aveb T iginde a <b olacak sekilde
iki nokta ve f (Z) ve g(t) fonksiyonlar1 T de A —integrallenebilir olsunlar. Her
te [a,b] icin

b

L f(6)=0ise [ f(£)Ar=0

3.1/ (1) < g(r) ise

[£(t)ad<

a

b

[£(t)ae

a

4.

Sﬁf(t)‘AtS( sup ‘f(t)‘](b—a)

g ast<p(t)

ifadeleri dogrudur.



Teorem 2.3.5:[8] T bir zaman skalasi olsun. a,beT ve a<b olsun. Eger

f:[a,b]—> R fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.

L. }f(z)m:p(f)f(z)m+[b—p(b)]f(p(b))
2. j:f(t)At:[O'(a)—a]f(a)+i)f(t)m

Ornek 2.3.1:[8] T bir zaman skalas1 olmak iizere a,beT ve f:T—>R sag-

yogun siirekli fonksiyon olsun.

b b
1.Eger T=R ise I f(0)Ar= I f(t)dr olur. Burada esitligin sagindaki integral

a

analizden bilinen Riemann integralidir.

> f(t) a<b

b t=a
2. Eger T=27 ise Jf(t)At =10 a=b  saglanr.
a a-1

—Zf(t) a>b

t=b

3. Eger [a,b] arahig sadece izole noktalar: igeriyorsa

tqza,;))f(t)u(t) a<b
if(t)Atz 0 a=b
‘ —E[Zb:)f(t)u(t) a>b

saglanir.

Ornek 2.3.2:[10] T=Z7 icin a#0 olmak iizere J.a[At belirsiz integralini

inceleyelim.
at A:A at _at+l_at_at
a—1 a-1] a -1 -
oldugundan
at
IatAt = +c (c = sabit)
a —_—
elde edilir.



Ornek 2.3.3:[10] T=[-11]u[3,4] olsun. j sAs integralinin degerini
-1
t t Z_Z 1
i As=|sds=———
hesaplayalim. ¢<1 ise :[S :[s s D)
t 1 3
t=3ise [sAs=[sAs+[sAs=0+(c(1)-1)f(1)=(3-1)1=2
1

-1 -1

t 3 4

t t 2
t>3 ise jsAs:jsAs+ SAS=2+Isds:2+%
3 3

-1 -1

3

9 5
=———+4+2=———
2 2 2 2

elde edilir.

10



3. ZAMAN SKALASINDA YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN
DINAMIK SISTEM ICIiN POZIiTiF COZUMLERIN VARLIGI

Bu bdlimde T bir zaman skalasi, #,t,,t,€ T, n,me N, t, e(t],o(t3)),

y>0,6>1ve f,: [tl ,o (1, )] xR xR — R siirekli fonksiyonlar olmak tizere,

()" 37 ()= 4(62(0 (1), 3 (e (1))
(-1)" 5" (1) = o (63 (0 (1)) -3 (o (1)
W (6)=0. 73" (o (1) +617 (o(s)) =

A2j+]

¥, (t1)=0, }/yzAZj (0'( ))+5yA2N (()'(Z3 )=y2 ' (tz),OSjSm—l

sistemi ele alnacaktir. Oncelikle sistemin Green fonksiyonu ile ilgili 6zellikler
ortaya koyulacak ve Schauder Sabit Nokta Teoremi [17] teoremi yardimi ile (3.1)-

(3.2) sisteminin ¢ézliimiiniin varlig1 gosterilecektir. Sonra ise (3.1)-(3.2) sisteminin

pozitif ¢dziimlerinin varlig: incelenecektir. Bu bolimde o (z,) sag yogun olarak

kabul edilecektir. Bunun sonucu olarak j >1 i¢in ¢/ (#,) =0 () olacaktir.

3.1 Green Fonksiyonu ve Ozellikleri

y(t):(y, (l‘),yz(t)) fonksiyonunun (3.1)-(3.2) sisteminin bir ¢dziimii
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y:[tl,a(t3)]x[tl,o(t3 )] — Rile tamimlanan

stirekli fonksiyonun te[t],t3] icin (3.1) denklemlerini ve (3.2) smir kosullarini

saglamasidir.
Ele alman (3.1)-(3.2) sisteminin y(t) = (y, (t) » Vs (l)) seklinde bir

¢Ozlimiiniin var oldugunu bulmak ve ¢6ziimiin seklini tayin edebilmek i¢in

(—1)" " (£)=0, r€[,,1,] (3.3)
yAZM (tl)z 0, }/yAZi (O‘(l‘S)) +5yA2i+l (6(1‘3)) =yAZM (tz), 0<i<n-1 (3.4)

homojen smir deger probleminin Green fonksiyonuna ihtiyag¢ vardir.

11



¥ (1)=0, re[t,1] (3.5)
yA(tl):O,;/y(a(t3))+5yA (G(ts)):yA (tz) (3'6)

siir deger probleminin Green fonksiyonu

Ozellik 3.1.1:[21] {

o(r)-1+27L o(s)<1,
4
H(t,s): 51
U(t3)—6(s)+ , 1< s,
4
ve
o
U(t3)—t+—, G(S)St,
K (t,5)= 4 s
U(t3)—6(s)+—, t<ys,
4
olmak iizere
Hit,s), t,<s<t
G(t,5)= (125)- 4 *(37)
K(1,5),t,<s<t,

seklinde tanimlidir.

Ozellik 3.1.2: [22] G(#s) (3.5)<(3.6) probleminin Green fonksiyonu ve
G, (t,5):=G(t,s) olmak iizere (3.3)-(3.4) probleminin Green fonksiyonu 2< j<n
igin
o (1)
G, (t:s)= [ G, (t,;r)G(r.s)Ar (3.8)
olur.

Lemma 3.1.1: [22] y>0,6>1 olsun. (3.7) Green fonksiyonu

(t,5)€ [tl,a(t3)]x[tl,t3] icin

esitsizligini saglar.
Lemma 3.1.2: [22] y>0,0>1 olsun. (3.7) Green fonksiyonu
(t,5)€ [tl,a(t3)]x[tl,t3] icin

0<G(t,s)<G(o(s),s)  (3.10)

ozelligini saglar.

12



Sonuc 3.1.1. Lemma 3.1.2. ye gore HG(.,S) ‘ = G(a(s),s) oldugu sdylenebilir.
Lemma 3.1.3:[ 21] ¥ >0, § >1 ve s €[#,t,] olsun.

k= o-1 (3.11)

}/(G(t3)—0(t]))+5—1

x(t)‘ ile taniml1 olmak tizere

ve |.| normu ||x]|= max
te[1,0(t3)]

min ]G(t,s) > kHG(.,s)

te[.0(13)

| (3.12)

saglanir.

Lemma 3.1.4: V(z,5) € [tl,o(t3 )] x[#,,t,] igin (3.8) Green fonksiyonu sireklidir.
Ispat: V1,1, €[1,,1,] olsun. Ve>0 i¢in 35 (&)>0 vardr dyleki ‘tf—t;‘<5*

oldugunda

G, (t,*,s)—Gn (t;,s)

< & oldugunu gosterecegiz.

Ispat1 n iizerinden tiimevarm ile yapalim.
n=1 igin,

1. t,<s<t, ve t,,t, <s olsun. O halde,

‘Gl (tl*,s)—Gl (t;,s)‘z‘G (ZI*,S)—G(Z;,S)‘

olur.

2. t,<s<t, ve t; <s<o(s)<t, olsun. Bu durumda,
‘Gl (tl*,s)— G, (t;,s)‘ =‘G (Zl*,s)— G (t;,s)‘
(O'(t3)—0'(s)+gj—(a(t3)—t;+E]

/4

:‘z;‘—a(s)‘é‘t; —t]*‘<5* <eg

elde edilir.

3.1, <s<t, ve t, <s<o(s)<t, olsun. O halde,

‘Gl (tl*,s)—Gl (t;,s)‘z‘G (ZI*,S)—G(Z;,S)‘

13



(0(0)-i+ 2 a(0)-0 ()42

4
:‘o'(s)—t]*‘Z‘t]* —O'(s)‘ﬁ‘t]* —t;‘<5* <eg

olur.

4. t,<s<t, ve 1,1, 20(s) olsun. Bu durumda,
‘Gl (tl*,s)— G, (t;,s)‘ =‘G (Zl*,s)— G (t;,s)‘
(O'(I3)—t:+ﬁj—(a(t3)—t;+E]

/4

=6 —4|=|s -5|<5" <e

elde edilir.

5.1, <s<t, ve t,,t, <s olsun. O halde,

‘Gl (tl*,s)— G, (t;,s)‘z‘G (Zl*,S)—G(Z;,S)‘

(a(0)-a(6)+2 o (0)-a ()2

/4 /4

=0<8 <¢

olur.

6.1, <s<t, ve t; <s<o(s)<t, olsun. Bu durumda,
‘Gl (tl*,s)— G, (t;,s)‘ =‘G (Zl*,s)— G (t;,s)‘
(O'(t3)—0'(s)+é]—(a(t3)—t;+£]

14 4
:‘z;—a(s)‘é‘t;—tr‘<5* <g

elde edilir.

7.t,<s<t, ve t, <s<o(s)<t olsun. O halde,
‘Gl (tl*,s)— G, (t;,s)‘ =‘G (Zl*,s)— G (t;,s)‘
(a(g)—t]*+é]—(a(t3)—a(s)+£]

4 4
:‘a(s)—tf‘z‘tf—a(s)‘s‘tf —t;‘<5* <eg

olur.
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8.1, <s<t; ve t,,t, 20(s) olsun. Bu durumda,

‘Gl (tl*,s)—Gl (t;,s)‘z‘G (ZI*,S)—G(Z;,S)‘

o o

=|6—1|<8" <&

elde edilir. Boylelikle G, (,5)=G(¢,s) in siirekli oldugu goriiliir.

n=k igin ‘Gk(t]*,s)—Gk(t;,s)‘gg*:G(G(S)’S)g(a(t3)_tl) oldugunu kabul
edelim.
n=k+1 igin

o(t)
‘Gkﬂ (tl*,s) -G, (t;,s)‘ < I ‘Gk (tl*,r)— G, (t;,r)HG(r,s)‘Ar
i

oldugundan G, (¢,s) siireklidir.

Sonug olarak V(t,s)e[tl,a(t3)]x[tl,t3] i¢in (3.8) Green fonksiyonunun
siirekli oldugu tiimevarim yontemiyle ispatlanmis olur.
Lemma 3.1.5: G, (#,s) Green fonksiyonu artmayandur.
Ispat: V1,1, €[t,1,] i¢in ¢ <z, oldugunda G, (tl*,s) >G, (t;,s) oldugunu
gostermeliyiz. Ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz.
n=1 i¢in G, (¢,5)=G(t,s) Green fonksiyonu i¢in #, <7, olmak iizere,

(1) se[t],tz] ve O'(S)SZSO'(t3) i¢in

G(z‘f‘,s)=c7(z3)—zl*+E
Y
>0(t3)—t;+%
=G(t;,s)
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olur.
(ii) s €[z,,1,]ve 1, <t <s i¢in
o-1

G(z‘l*,s) =0(t3)—c7(s)+7= G(t;,s)

olur.

(111) se(tz,t3] ve O'(S)SZSO'(Z‘3) icin

bulunur.
(iv) s e(t,,t;] ve t, <t<s igin

G(z‘l*,s) =0(t3)—c7(s)+g= G(t;,s)

bulunur. O halde G, (#,5)=G(¢,s) Green fonksiyonu artmayandur.

n=k i¢in G, (t,s) artmayan olsun. Yani V1,7, €[1,,1,] i¢in ; <7, oldugunda

G (t.5)2G,(5,s) (3.13)

olsun.

n=k+1 i¢gin G, (t,s) Green fonksiyonunun artmayan oldugunu gosterelim.

vt .1, €[t,,t,] i¢in 1, <1, oldugunda

(1)
G,., (tl*,s) = _[ G, (t]*,r)G(r,s)Ar

()
> I G, (t;,r)G(r,s)Ar

4
= Gk+1 (t;,S)

elde edilir.

O halde G, (¢,s) Green fonksiyonu artmayandr.
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Lemma 3.1.6: [22] y >0,5>1, k= 0-1 alalim. Bu durumda

}/(G(t3)—6(t]))+5—1

o(s)
L= j |G (.s)|as>0  (3.14)
t

\(

o (s

)
M= | |G(.s)|as>0 (3.15)

2

olmak iizere G, (¢,s) Green fonksiyonu

‘G(.,s)

0<G, (t,s) <[

. (ts)e I:t],O'(t3 )]x[tl,g] (3.16)

\(

G, (t.5)> k"M"

‘G(.,s)

, (t,s) € [tz,a(t3):| X [tl,t3] (3.17)
esitsizliklerini saglar.

Tezin bundan sonraki bolumiinde

K'M* =min{k"M"" k"M""} (3.18)

ve
L' =max{L", L} (3.19)
oldugunu kabul edecegiz.
n n—1
Lemma 3.1.7: <1 dir.

n-1

Ispat: Ispat1 n {izerinden tiimevarim yardimiyla yapalim.

2
n=2 i¢cin k= o-1 <1 ve M<1 oldugundan KM <1 oldugu
}/(G(t3)—6(t]))+5—1 L L
goriiliir.
A:slﬂéi'SAJ
n=s i¢cin — 17— <l oldugunu kabul edelim.

n=s+1 icin
ks+1Ms B kM ksMs—l

I L L <l

elde edilir.
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* *

Bu lemmaya goére I <1 oldugu da soylenebilir.

3.2 Herhangi Bir Coziimiin Varhg:

Teorem 3.2.1: (Schauder Sabit Nokta Teoremi) [17] E bir Banach uzay1 ve
A: E — E tamamen siirekli bir operator olsun. K — E smirli, kapali ve konveks bir
kiime olmak {izere A(K ) c K ise bu durumda A operatdriiniin K i¢inde en az bir
sabit noktas1 vardir.

Tamm 3.2.1: Eger bir doniisiim siirekli ve kompakt ise bu doniisiime tamamen
stireklidir denir.

Tanim 3.2.2: Eger bir kiilmenin elemanlarmnin her dizisinden yakmsak bir alt dizi
secilebiliyorsa bu kiimeye pre kompakt kiime denir. Yakinsadigi deger, kiime i¢inde
ise bu kiimeye kompakt kiime denir.

Tanmmm 3.2.3: Eger bir donilisim her smirhi kiimeyi pre kompakt bir kiimeye

dontistiiriiyorsa bu doniisiime kompakt doniisiim denir.

Tamm 3.2.4: M , C|[a,b] iginde bir kiime olsun.

e VxeM,Vite[a,b] igin ‘x(t)‘ < ¢ olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa M kiimesine
ait fonksiyonlara ayni dereceden sinirli fonksiyonlar denir.

e £>0 verilsin. V¢,¢, € [a,b] ve Vxe M igin |t] —t2| <o esitsizligi saglandigimda
‘x(tl)—x(tz)‘ <¢ olacak sekilde bir § >0 sayisi bulunabiliyorsa M kiimesine ait
fonksiyonlara ayni dereceden siirekli fonksiyonlar denir.

Teorem 3.2.2: (Arzela-Ascoli Teoremi) [13] Bir M cC [a,b] kiimesinin stirekli

fonksiyonlar ailesinin pre kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ye ait

fonksiyonlarm ayni dereceden sinirli ve ayni dereceden siirekli olmasidir.

E:C[tl,a(t3)] uzayr |y, = ma(x)]‘y(t)‘ normu ile birlikte bir Banach

te[tl,o
uzayidir. B=ExE ve (y,,»,)€B i¢in H(yl,y2 )H =|ll, *[2]l, normu alnirsa B

bu norm ile birlikte bir Banach uzay1 olacaktir. Biz bu calismada Banach uzayi

olarak B = Ex E Banach uzaym alacagiz.

Teorem 3.2.3: y >0, 5 >1 olsun. r e [tl,o(t3)] icin

NZmax{

vk

S (627,99 )\ (637555

}

2
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olacak sekilde NL'+ NL" <R esitsizligini saglayan R >0 varsa ele alinan sistem

en az bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: S = {y =(y.»,)eB:|y|< R} olsun. S, B nin kapali, siirh ve konveks bir
alt kiimesidir. (3.1)-(3.2) sistemini ¢6zmek
) o(s)
y(O)=| [ G, (t5)£i(5:37.35)8s, | G, (6.5) 15 (s 37,35 ) As
4 4

integral denklemini ¢6zmeye denktir. Bundan dolay1, 4: S — B, te[t a )] icin

o(t) o(ts)
A(1)=A(3.5,)(?) :—( [ G(1.5)fi(527.55) s I G, (1.5) fi(5:3735) ]

4

:(A”(yl,yz)(t),/lm(ypyz)(t))

ile tamimlanan operatoriin sabit noktasini bulmaya denktir.

A:S§ — B siirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Ve >0 i¢cin 36 >0

<06 oldugunda HA(y],yz)—A(ylo,yzo) <&

vardir yleki |(v,3,)=(3,.7,,)

olacak sekilde 6 >0 sayisinin varligini gésterecegiz.

f, ve f, fonksiyonlar: siirekli olduklarindan V& '= icin 36 >0

L'+ L"

<& ve

<0 iken ‘fl (t,y{’ayé’)—ﬁ(%yi’yi)

vardur yleki [(31,7,) = (3,533, )

< &' olacak sekilde 6 >0 sayis1 vardir. Bu durumda

L(637.55) = £ (63755

o(t3)
= max J Gn(t,s)[fl (s,yf’,yf)—fl(s,yfz,yz) )}As‘

HA(yl,y2 ) - A(J/l0 » Y2, ) re[1.0(13)]

) B A CO FACH R ACE 1
ols)
< j max

" te[t,,o(@)]

o(s) ‘

4

As

 (£.9)

1(S9y169y26)_f1(s’y|:’y260)

(505505 ) =Aa(507.0% ) s

oft;)
+ I nmax
" te{t] ,O({;)]

o(s) o(1s)
<g'| L j |G (.s)||As + L j |G (- s)HAsj

4 4

19



=&'(L'+L")=¢
oldugundan A4:S — B operatorii stireklidir.
Simdi A4 operatoriiniin kompakt oldugunu goésterelim. Bunun i¢in herhangi
smirlt S < Bkiimesini ele alalm. A(S) kiimesinin B de pre kompakt oldugunu
gostermeliyiz. Bunun i¢in Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanacagiz.

y=(»,»,)€S alalim. Bu durumda,

[4(3.2) @) =14, (33 ()], +[| 4, (323:)(2)],
oft)

:te[rz?g(x%)] ;!. G”(t’s)f{(sayfay;)AS

)

(s
+ max I G, (t,s)fQ(s,yl",y;’)As
4

teh.0(55)]

o(t3)

< max
te[.0(55) ] ’
1

As

o(t)
G, (t,s)Hf1 (s,yf,y;’) As + max)] _[ ‘Gm (t,s)‘ £ (s,yl",y;)

teh.0(t

o(t3)

o(t)
N TG ase vz | [G(as)as
4 4
=NL'+NL"<R

olur. Bdylece A4(S) ye ait fonksiyonlar ayni dereceden sinirlidir ve 4(S)c S elde

edilmis olur.

y= (y] ,yz) €S alalm. Ve&>0 sayws1 icin dyle 6 >0 bulunabilir ki

t —t;‘ <& igin HA(y],yz)(t]*)—A(y],yz)(t;) <& oldugunu gosterelim.

f, ve f, fonksiyonlari siirekli olduklarindan kapali bolgede smirhdirlar. O
halde,

max s, y0,vy )l=¢, max
se[tl,a(l_;)]f;( N yz) ! SGI:[I,O'(Z3):|

1.02))<k I01.02)I<k

f(5.37.55)

=¢, ve ¢ =max{c,c, |

olarak tanimlanabilir. Ayni zamanda G, (¢,s) Green fonksiyonu siirekli oldugundan

verilen sartlar altinda

G, (t]*,s)—Gn (t;,s)‘<6’:

2¢ (G(t3)—t])

almabilir. Bu durumda,
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ols)

|401)(5) A0 B)) = = [[Gl5.5) -G Jlsar09) s
4
olt;) . .
+ J |G li25)=G[6.5) [ (5708 s
o(s)
_te[rtllqax I t,,s t;,s)Hfl(s,yl",y;)As
(
+te[rt1]1,ax I t, ,s (t;,s)‘ 1 (s,yl",y;’) As

£2e’c( ( )- )

elde edilir. Boylece A(S ) ye ait fonksiyonlar ayni dereceden siireklidir. O halde

Arzela-Ascoli teoremine gére A operatoriiniin tamamen siirekli oldugu goriilmiis
olur.

Schauder Sabit Nokta Teoreminden dolay1 A4 operatorii S de en az bir sabit
noktaya sahiptir. Bu da (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir ¢dziime sahip olmasi
demektir.

3.3 Pozitif Coziimlerin Varhgi
Bu bolimde f, :[tl,a(t3)]x[0,oo)x[0,oo) —[0,0)  olmak iizere

tanimlanan (3.1)-(3.2) sisteminin pozitif ¢éziimlerinin varlig1 incelenecektir.
(3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif ¢ozliimiiniin varligi dort fonksiyonel
sabit nokta teoremi [7] yardimiyla, en az iki pozitif ¢oziimiinliin varligi Avery-
Henderson Sabit Nokta Teoremi [6] yardimiyla, en az {i¢ pozitif ¢6ziimiin varligi da
bes fonksiyonel sabit nokta teoremi [5] yardimiyla gosterilecektir.
3.3.1 En Az Bir Pozitif Coziimiin Varhgi
(3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif ¢ozliimiiniin varligi dort fonksiyonel

sabit nokta teoremi yardimiyla gosterecegiz. Bu kisimda kullanmak tizere

P={(»,0.)€B:(1)20,7,(1)20, y,,y, artmayanf < B (3.20)
konisini tanimlayalim. 4: P — B operatdriinii de

a(55) o(t;)
Ay(6)=A(3.3,)(1)=| [ G,(6.5)1(537.35)8s, | G, (6.5) £ (537,35 ) As

4 4

:(An (y],yz)(t),Am (ylayz)(t))
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seklinde olusturalim.

Lemma 3.3.1: A: P — P bir operatordiir.

Ispat: V(y,,»,)eP icin 4,(»,,)(¢)=0 ve 4,(»,,)(¢)=0 dir. Diger taraftan

vt t, €[t,,t,] i¢in ¢, <1, oldugunda Lemma 3.1.5. de gdz Sniine alinirsa,

(1)
A, (o)1)= | G (655) /i (s,37,3% ) s

b
o(t;)
2 [ G, (Gs) A5 05 )As

4

=4,(y.)(5)

olur. Bu da 4,(,,»,) nin artmayan olmasi demektir. Benzer sekilde 4, (y,,,)

nin de artmayan oldugu gdriilebilir. Bu durumda A(y,,y,)e P oldugu gdriilmiis

olur. Yani 4: P — P demektir.
Simdi dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin ifadesini verelim. Bunun
oncesinde teoremde kullanacak oldugumuz bir tanimi1 verelim.

Tamm 3.3.1: o ve y, P iizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyoneller,
B, 0, P lzerinde negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyoneller olsun. r, 1, v
ve R pozitif sayilar1 i¢in,
Q(a,ﬁ,r,R):{xeP:rSa( ). B(x)< }
U(y,n)= {xe O(a,B.r,R):n Sy/(x)} (3.21)
V(0,v)={xe0(a,B,r,R):0(x)<v}
kiimeleri tanimlidir.

Teorem 3.3.1: [7] (Dort Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi)

P, B Banach uzaymnda bir koni, & ve w , P lizerinde negatif olmayan,
siirekli, konkav fonksiyoneller, g ve 6, P iizerinde negatif olmayan, siirekli,

konveks fonksiyoneller olsun. r, n, v ve R negatif olmayan sabitler olmak iizere
4:0(a,B,r,R) > P

tamamen siirekli operator ve Q(a, Joj ,r,R) sinirlt bir kiime olsun. Eger;

(i) {er(l//,n):ﬁ(x)<R}m{er(@,v):r<a(x)}i@
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(i) VxeQ(a,B.r,R) icin a(x)=r  ve v<6(A(x)) oldugunda
a(A(x))zr dir.

(iii) Vx €V (0,v) igin a(x)=r oldugunda a(A(x))=r dir.

(iv) VxeQ(a,B,r,R) igin  B(x)=r ve w(4(x))<n oldugunda
B(A(x))<R dir.

(v) Vx eV (y.n) igin f(x)=R oldugunda B(A(x))<R dir.

sartlar1 saglaniyorsa ele alinan operatoriin Q(a, ﬁ,r,R) de en az bir sabit noktasi

vardir.

Tezin bu boliimiinde kullanilmak iizere olmak lizere a ve w negatif

olmayan, siirekli, konkav fonksiyonelleri;

o (yiy:)=v (yiy;)= min oy (1)+ miny, (1)

te[4,0(13)]

seklinde ve B ve 6 negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyonelleri;

Q(ylayz):ﬁ(ynyz)_t [rtnax ]yl( )+t€[rtngx)]y2( )

seklinde tanimli olduklarmi kabul edecegiz.

Teorem 3.3.2: y>0,06>1 oldugunu kabul edelim. r, R, u,7 sabitleri

u>1, R>1r7re(0,1)ve u=R olacak sekilde varolsun. Ayni zamanda

k*M* L*

r= U ve R= PEIVE 7 saglansin. Eger f, ve f, fonksiyonlari;

(0 te[tl,o(t3)]igin r<y(t)+y,(1)<u  iken f(tyl ,yz) OV

A 2km’;\4m dir

(i) te[n,o(n)] dgin T<y(t)+y()<R  iken ﬁ(f,yf’,yé’)ﬁz_lz" ve

fz(t,yl",y;’)ﬁ drr.

2L"
sartlar1 saglaniyorsa ele alinan (3.1)-(3.2) sistemi en az bir pozitif ¢oziime sahiptir.

Bu ¢6ziim ( Vi yz) € P olmak iizere,

AT O T 2 e i ) gy ()< R
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esitsizliklerini saglar.
Ispat: ~ Once  Q(a.B.r.R)={(y.y,)€P:r<a(y.»). B(y.y,)<R}cP

kiimesinin sinirli oldugunu gosterelim. V( Vis yz) € Q(a, B, r,R) icin

[ ) =il + bl

= max [y (0]+ _max |y, (0)
= ﬁ(yl ay2) <R

oldugundan Q(a,fB,r,R) kiimesi smnirhdir. Ayni zamanda Lemma 3.3.1. den
A4:0(a, B,r,R) = P oldugu sdylenebilir.
Simdi 4:0Q(a,B,r,R)—> P operatoriinin tamamen siirekli oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in operatdriin stirekli ve kompakt oldugunu gostermeliyiz. 4
operatoriiniin siirekli oldugunu Teorem 3.2.3. iin ispatindan gorebiliriz. O halde 4

operatoriiniin kompakt oldugunu gosterelim. Yani 4 nimn her sinirh kiimeyi pre

kompakt bir kiimeye doniistiirdiigiinii gdrmeliyiz. O(a,B,r,R) kiimesi smirh

oldugundan A(Q(a,ﬁ,r,R)) goriintii  kiimesinin pre kompakt oldugunu

gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanacagiz.
V(y],yz) € Q(a,ﬁ,r,R) i¢in,

r< te[rtlnm )]yl( )+t€[rtlnm )]yz( ):> Y (t)+y2 (t) >r

dir. Ayn1 zamanda,

A (O (VSR = 0 ()7, ()<

oldugu soylenebilir. O halde,
réyl(t)+y2(t)SR:%ISyl(t)+y2(t)SR
=7 Syl(t)+y2(t)£R
oldugunu sodyleyebiliriz. Bununla birlikte,

HA(yl,y2 ‘—H (722 )(2)s A4, (31,32 ))H

()

+t€ng(xf3):| ;!‘ Gm (Z’S)f2 (S,y]c,yzc)AS

o(t3)
= max

te[,0(13)] :

G, (t,s)f](s,y]",y;’)As
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As

£ (537,55

3) ()
< max I |Gn(t,s)”f] (s,y]",y;’) As+f€[21,?é)] ;[ |Gm(t,s)|

<—L jHG \As+ L’”‘jHG )|As

oldugundan A4 (Q(a, B,r, R)) ye ait fonksiyonlar ayni dereceden sinirhidir.
V(y] ,yz) € Q(oc, B, r,R) alalim. Ve >0 sayisi igin dyle 6 >0 bulunabilir

<& oldugunu gosterelim.

ki i =53] < 8" igin [4(y.2) (1) - A(3.3,)(53)

f, ve f, fonksiyonlar siirekli olduklarindan kapali bolgede sinirhdirlar. O

halde,
o O(t%)]ﬁ(S,yfayg) =G [ O(l% fz(Sy] ayz) G vec —max{cl,cz}
[102))<r [102)|<r

olarak tanimlanabilir. Ayni zamanda G, (¢,s) Green fonksiyonu siirekli oldugundan

verilen sartlar altinda

&

2¢" (G(t3)—t])

‘Gn (t]*,S)—Gn (t;,s)‘ <g' =

almabilir.
Aa) * *

HA(ylayz)( ) A(yl yz)( ) te[t o] j[(;n(tl,s)Gn(l‘ps)]ﬁ(s,yf,y;)A?‘
o(s)

+te[I:£(mt(3)] ;1[ [Gm(t:,s)Gm(t;s)]fz(sﬁyfﬂyg)m‘

te[4.0(13)] %

o(t

SIE[IR%})] ! ‘Gn(t,*,s t ,S Hf s, 90, )As
o(t

+ max J ‘Gm(t,*,s)—Gm(t;,s) fz(s,yl",y;’)As

<2¢'c’(o(ty)-1,)=¢

elde edilir. Boylece A(Q(a, ﬁ,r,R)) ye ait fonksiyonlar ayni dereceden siireklidir.
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Bu durumda A4:Q(a,B,r,R)—> P kompakt operatordiir. Bdylece

A:Q(a, ﬁ,r,R) — P operatoriiniin tamamen siirekli operator oldugu gosterilmis

olur.
Simdi dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin sartlarmin saglandigini

gorelim.

D) T ={(3.0,)eU(w.7): B(n.3) <Rfve T, ={(y,3,) €V (0, 1) :a(y,3,) > r}

olmak tizere 7, N7, # & oldugunu gosterelim.

a(%%j mip K05 min BB EE s g
tel g

o(t)] 2 reno(s)] 2 2 2

\

B E,E = max £+ max HL-HTLHT yr—u—R—rR<R
2 2 tefaow)] 2 eefnow)] 2 2 2 u

oldugundan (“2 “;] e Q(a,B,r,R) dir. Bununla birlikte

W HTET ) in BE L omin HE_HT L HT =UT>T
272 ) uow)] 2 weaow)] 2 2 2

oldugundan ( 5 %) e, , ayn1 zamanda,
=HT<HU

o L2 T _ max HT 4 max HE KT HT
te[t )] 2 teno(s)] 2 2 2

oldugundan da (% %) T, dir. Buda 7, N7, # & oldugunu gosterir.

1) oz(y],y2 =r ve 9( Vs Vs )>u olacak sekilde V(y],yz)eQ(a,ﬁ,r,R) icin
a (A (7152 )) > 7 oldugunu gosterelim.

o(s)

1 <6’(A(y1,yz))=,E[r}3gg§3)J [ G.(t.9) /i (507,05 ) As

+teﬁ],§(xz3)] I Gm(t,s)fz(s,yl",y;’)m
o(r) o(t3)

= [ G, (t45) /i (537,57 )As+ [ G, (t15) £y (5,375 ) As
o(t3) a(s)

[ rlGGolalsaros)as+ [ LG o)A (507,07 ) s

4 L]

IA
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e[ Flotlntosros j [ Tetanterrana
£ Tiatatntooroe)se Tletalafosr o

4

I/\

{IHG S| A (.07 505 ) As+ f HG ) (.07 )As}>% (3.22)

4

olur. Bu durumda,

o(s) o(1)

a(A(y],yz)): _min j Gn(t,s)f](S,y]",y‘z’)m+te[tt{1i&)] I Gm(t,s)fz(s,yl",y;’)As

a(1) o(s)
(o ().5) £ (5,709 )as+ [ G, (o(8).5) £ (5,075 ) As

1 4

I
.,
Q

> [ K"MG (o) £ (5,37, 05 ) As+ I k"’M""HG )| £ (537,35 ) As

4

a(t) o(i;)
=k |G (as) A (s o7 )as e kM ]G (as)| (0757 s
4 4

>k'M { f HG Hf(s Vs As+ J‘3 L"”HG Hfz(s W )As

g} i}

Zk*M*ﬁ*:r
L
:a(A(y],yz))Zr elde edilir.

iii) a(y,y,)=r olacak sekilde V(y.y,)eV(0,u) icin a(d(y.y,))=r

oldugunu gosterelim.

a(yl,yz) r:>t€[rtlmn)]yl( )+t€[rt]mn)]y2( )-r:>r£yl (t)+y2(t), Vte[tl,a(t3)]
ve

H(yl,y2)<u:>t€[rtnax)]yl( )+t€[rtnax)]y2( )<,u:>yl (t)+y2(t)S,u, Vte[tl,a(t3)]
oldugundan te[t,,a 3)] icin r<y(¢t)+y,(t)<u elde edilir. Bu durumda,

o(ty)

o(t3)
a(A(y],yz)):t [rtlnin ; J. Gn(t,s)f](s,y{’,y;’)m+te[rtlr}if}3)] J. G, (t,s)fz(s,y]",y‘z’)As
4

o(s;)

f (s.97.07)As+ [ G, (0(t).5) £ (5,377 )As

4
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o(t3) o(s;)

> [ G,( (5.7.35)As+ [ G, (o (t),5) £ (537,37 ) As
ty
()

15}

l

o(s)
2 [ kMG (s)|fi (sl )ase [ M |G (os)| (5,708 ) As
2}

123

o(t3)
=k f [T T TR Oy T TR
o)

o(13)
e Tlotoly ST .
o(t)
— kM 2kan j HG(.,S)HAS+k"’M"’"l VG j |G (..s)]as
kM M+ k"M ——
2k"M" 26" M™
r r
=—+—=r
2 2

=a (A(y],yz)) > elde edilir.

1v) ﬁ(y],yz):R ve l//(y],yz)<1 olacak sekilde V(y],yz)eQ(a,ﬁ,r,R) icin
B (A( Vs Vs )) < R oldugunu gosterelim.

o(t3)

T>‘/’(A(yvy2)):te[?g&)] j G, (1,8) fi(5,37 .55 ) s

a(t)
ity | Ot a0)s

o(1)
= [ G (a(t,).5) £i(5:37.7 ) As

o(13)
+ [ Gu(o(6).s) fu(s0707 ) s

o(t3)
s el (st o0
()
[ Mo ()£ (5,705 ) as

4
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o(t)
=M ) A (5,070 ) As

o(t)
KM GGl o7)as

o(t3)
HW A7 05 )as+ [ |G Cs)|f (077 )As

:‘Uif)HG(-»S)Hf](S’yf”y?)matf Gttt pie ()
ol By durumda, |
ﬁ(A(yl,yz))Zt[f}lgijar)Gn(f’S)ﬁ(S,yl, ¥ )As+ max (I G, (t:5) f (5,37, 05 ) As
if G, ( (5,07 yz)AS+UEf)Gm(fnS)JZ(S,yf’,yé’)AS
o)

< [ oo £ (st M+I”WG )| (5,075 ) s

4

| Tiotatntooronis oo Tlatolntoorss)a]

( U(’s)
[I (st 16 (ot >As]
T

<L =R

k'M’
= B(A4(»,y,)) <R elde edilir.

v)  B(».y,)=R olacak sekilde V(y,»,)eU(y,r) icin ﬁ(A(y],yz)) <R
oldugunu gosterelim.

ﬁ(y],yz) R :>t [rtng()t()]y] (t)+t€[rt1:1,g(xt3)]y2 (t):R:>y] (t)+y2 (t)SR,Vt e[tl,a(t3)]

\

v(y.»)2T :te[??i{l)]yl (t)+t€[rlni? )]yz(t)ZT =, (t)+»,(t)27,Vte[t,0(t)]

oldugundan V¢ e [t o )] i¢in 7 <y, (¢)+y,(¢)<R olur. Bu durumda,
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o(13) o(s)
ﬁ(A(y],yz)): max] J. Gn(t,s)f](s,y]",y;’)As+ max J‘Gm(t,s)fz(s,yl",y;’)AS

te[tl o(t3) y te[tl ,o(t3) y
| |

o(t) o(t)
= J. G, (t],s)f](s,y]",yg)As+ j G, (t],s)fz(s,yl",y;’)AS

f 4

o(s) ot

)
< J.L"_] G(.,S)Hf](s,yf,y;’)As+ J. L

f 4

(G (s fo (5507207 ) s

o(x) °)
[ lotasorofase 2 ool st o)

f 4

R
2L

]‘7(’3) R
As+L" [ |G (.s)| s

o(s)
< T fo(.s) :

R (1) R o (1)
=7 — [ |o(ms)|as+ 2 — [ |G(.s)|As

2L 2L"
By £
2L 2L"
2 2

= B(A4(»,y,)) <R elde edilir.
O halde dort fonksiyonel sabit nokta teoreminin sartlar1 saglanir. Bu

durumda ele alinan (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif ¢coziimii mevcuttur. Bu

(y],yz) € P ¢ozlimii

AT O 2 ve i (O i ) <K

esitsizliklerini saglar.

Ornek 3.3.1. Tz{(%j :neNO}u[2,3] zaman skalasini  ele alalim.

2 .
nzl,m:2,tl:§,t2:;/:1,t3:3,5:2 secelim.

(00 -0

fonksiyonlar1 tanimlanirsa (3.1)-(3.2) sistem,
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o () = 7.5(y,(t)+y2(t))2 € %
n (t)_lo(y,(t)+y2(t))2+1’t 3’3}
¥ (1)=01, teEJ}

2

(202 @)= 0)

a2 2 241 241 .
7 (2)=008 e (0)=08 (), 05 51

halini alir. Burada secilen sayilar ve (3.7) Green fonksiyonunun tanimi geregi

13

k==,L= e M :% bulunur. Segilen f;(2,3,(),»,(¢)) ve £,(£.,(¢).,(t))

1
3 b
fonksiyonlar1 siirekli, f, (t, Y (t), Y, (l‘ )) fonksiyonu artandir. Simdi Teorem 3.3.2.

nin sartlarmi inceleyelim.

20

u=10,r= 5, 7=0.5, R=9.75 olarak seg¢ilirse,
i) % <y (1)+y,(1)<10 alindiginda v (1)+y,(1)= % igin

1 (t,y] (1), 7, (l‘)) ~ (0.544337 olacagindan,

r

>0.54433 ~(0.13986
f;(tay] (t)ayz(t)) >2kM

veE

L (3, (1).3,(2))=0.1> Ter ~0.074

esitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.2. nin i) sartinin saglanmas1 demektir.
if) 0.5< y,(¢)+,(1)<9.75 alindiginda v (8)+,(1)=9.75 icin
£1(t.2,(£),,(2)) = 0.74921 olacagmndan,
R R
£ (63 (1).3, (1)) <0.74921 < 075 ve f, (BAGBAGIE 0.1<— 5 ~0.11538

esitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.2. nin ii) sartinin saglanmasi demektir.
Sonug olarak Teorem 3.3.2. nin sartlar1 saglanir. O halde Teorem 3.3.2. nin

sonucu geregi bu sistem en az bir pozitif ¢ozliime sahiptir ve bu ( Vi yz) ¢cOzimi

: : 520 <9,
min_y, (t)+tr€1[1§g}y2 (1) o ¥ :E?,)gjyl (t)+tr€1[1?)3<}y2 (1)<9.75
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esitsizliklerini saglar.
3.3.2 En Az ki Pozitif Coziimiin Varhg

(3.1)-(3.2) sisteminin en az iki pozitif ¢coziimiiniin varlig1 Avery-Henderson
Sabit Nokta Teoremi [6] yardimiyla gosterecegiz. Bu kisimda kullanmak {izere P
K'M™ k"M
> Lm—]

konisini, C* = min{ — } olmak tizere

P= {(y, 2) € B (1)2 0.3, (1) 20, min 3y (¢)+ min v, (1)2C° H(yl,yz)H} (3-24)

seklinde tanimlayacagiz. P konisi lizerinde P(v,r) kiimesi,

P(v,r) :{(y],yz)eP:v(y],yz)(t)<r}
ile taniml1 olacaktur.

A: P — B operatoriinii

o(t;) o(t;)

Ay(6)=A(3.3,)(1)=| [ G,(6.5)(537.35)8s, | G, (6.5) £ (537,55 ) As

4 4

:(An (y],yz)(t),Am (ylayz)(t))

seklinde olusturacagiz.
Teorem 3.3.3: [6] (Avery-Henderson Sabit Nokta Teoremi)

P, E Banach uzayi iizerinde bir koni, n ve ¢, P lizerinde, negatif olmayan,
artan, siirekli fonksiyoneller ve &, P iizerinde &£(0)=0 olacak sekilde negatif

olmayan siirekli fonksiyonel olsun. Bu fonksiyoneller » ve M pozitif sayilar1 ve

Vu e P(4,r) igin

#(u) <& (u)<n(u) ve ful < Mg (u)

sartlarn1 saglasinlar. p<g<r pozitif sayilar, VuedP(&,q)ve 0<SA<1 igin

&(Au)< A& (u) sarti saglanacak sekilde varolsun. Eger 4:P(¢,r)— P tamamen

siirekli operatori

@) Vue@P((b,r) icin ¢(Au)>r dir,
(i) Vue@P(é‘,q) icin §(Au)<q dur,
(iii) Yue 8P(17,p) icin P(n,p) = ve n(Au) > p d,

sartlarini sagliyorsa, 4 operatoriiniin,
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E(u)<q ve p<u(u)
ile
¢(u,)<r ve g<0(u,)
olacak sekilde en az iki u, ve u, sabit noktalar vardir,

Teorem 3.3.4: y>0,6>1 olsun. f, ve f, fonksiyonlar1 0< p <g<r olmak
uzere

(i) te[tz,a(t3)] ve r<y (1)+y,(¢ )<Cir icin

c ..o r c .o .
L6375 55 )>W ve fy (6,375 )>W’
(if) te[tl,a(t3)] ve 0<y, (1)+y, (t)séq icin
o o q q .
Sty 08)< YR L6707 < S
(iif) te[tz,a(t3)] ve C'p<y, (t)+y,()< p i¢in
fl(t’yl s Vo )> 2k"M™ ve fZ(t’yl s Vo )> 2k M™ >

sartlarin1 sagliyorsa (3.1)-(3.2) sisteminin en az iki pozitif ¢6zimii vardir. Bu

coziimler (y] ,yz) eP ve (y3,y4) € P olmak iizere
max + max > ve max 1)+ max 1)<
te[tl,a(t3):|y]( ) te[t (1 )]yz( ) p te[tz,a(t3)]y]( ) te[tz,a(t3)]y2( ) 1
ile
max t)+ max >g ve min t)+ min t)<r
te[tz,a(t3)]y3( ) te [t o(f )]y4( ) 1 te[tz,a(t3)]y3( ) te[tz,a(t3)]y4( )
esitsizliklerini saglarlar.
Ispat: ¢, £, n negatif olmayan, artan, siirekli fonksiyonellerini P konisi iizerinde

$r2)i= gmin () min 192(0)
Enon)= max y, (1) + max y, (1) (3.25)
N(3.p;)= max y, (1) + max y, (1)

seklinde tanimlayalim.
(»,»,)€P olsun. Bu durumda te[t,0(t)] igin 4,(1,,)(t)20 ve

A,(»,»,)(t)=0 dir. Diger taraftan,

te[gnn})]A (y19y2)(t) +t€[g’1(ifl(}3)} Am (yl’y2)(t)
o(s) o(s)

= min I Gn(t,s)f](s,yf,y;’)As+ min)] j Gm(t,s)fz(s,yf,yg)As

te[ tr.0(13)] ’ td ty.0(t3
1

o(t3)

= [ nin (6 A7)
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o(t)

+ ,e[f?ir(b]G"“(t’s)fz(s’yla’yg)As

4
n n-1 0(t3)

2> k M] max
i : te[tl ,0'(1‘3):'

G, (t:5)| /i (37,7 ) As

kmMm—l o(t3) ..
RRVEERE G, (1:3)|fs (5.7, ) s
o (1) o(t3)

Gy (6 A7 o07 )as+ [ max |G, (5)| £ (507,07 ) s

>C j max
’ te[.0(ty)
1

=C"|4(n.0)
elde edilir. O halde A(y,,y,)e P olur. Bu da bize A(P)c P oldugunu verir. Ayni
zamanda A operatoriiniin tamamen silirekli oldugu Teorem 3.3.2. dekine benzer
sekilde yapilabilir.
(y] ,yz) € P i¢in (3.25) ten
$(r.,)<E(v0,)<n (1)
oldugu agiktir. Diger yandan

. .
(CBR (,E[‘,B;{}})]y 1)+ gmin 5 (t)]
I
=F¢(y],y2)

oldugu goriiliir.
£(0,0)=0 dirve V(y,,5,)e P, 2€[0,1] i¢in

E(A(3:32))=E((A1:A1,))
= max ](ﬂ,yl)(t)+ max ](ﬂ,yz)(t)

tel:tz,a(t3) te[tz,a(t3)

= max Ay (¢)+ max _Ay,(t)

te[tr.0(13)] te[tr,0(13)]
-2 g (0 max 5. ()
=A(E(3. 1))

elde edilir.

Simdi Avery-Henderson Sabit Nokta Teoreminin diger sartlarmin
saglandigini gorelim.
(1) V(y],yz) € 8P(¢,r) ve Vte [tz,a(t3)] icin

| | 1
7= gnin () min v (<o) < G

=< () ()<=
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olur. O halde,
¢(A(y],y2))=¢(A (y, yz)( ) 4 (y, yz)(t))

o (1)
:,E[It?m J. s V7 y;’)AS
o(t3)

*nn | Gult:s) (505737 ) s

o(s)

_t[r;nn] j Gn(t,s)f,(s,y,",y;’)m

o(s)
e gin ] G as) (50709
o(s)
T Er o (s.t.05)as
o(s)
w [ MG (o) (50705 ) As

1)

2

>k'M™ [ ]G (s))

2k"M"

o (1)
N T e

= ¢(4(»,»,))>r bulunur.

(i) V(y,y,)e€oP(&.q) ve te[t o ]191n

0<y, (1)+, (1) <|(»., H—

1
:>0£yl(t)+y2(t)£Fq

bulunur. Bu durumda;

E(A(3,3,))=E(4,(3,3,)(1), 4, (7.3,)(2))

o(s)

gy [ Gt )

o(t3)

+te[’nzl»§€§3)] !1‘ Gm (I’S)/‘Z(S’yla’yg)As
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o(s)
< J’ Vi

|

‘G(.,S)Hf] (s,y]",y‘z’)As

o(t3)
+ j L HG(,S)Hf2 (s,y]",y;’)As

4

o (1) q o(t) q
< HG(.,S)HanAs+L'"_] | HG(.,S)HszAS

4.4
2 2

= §(A(y],y2)) < q elde edilir.

=q

(iii) P(n,p)= {(yl,yz) e P (,1,)(1)= Jnax .y, ()+ Joax. v, (1)<p

kiimesi i¢in p >0 ve (0,0) e P alindiginda (0,0) e P(7, p) oldugu asikardr.

V(».,,)€0P(n,p)ve te[tz,a(t3)] icin

*

p:H(yl’yz)HZyl (t)"'yz (I)ZC p

:C*pSy](t)+y2(t)£p
olur. Dolayisiyla

1(A(y2,))=1(4, (3:2,)(1),4, (31,,)(1))
(1) o(t;)

= max, I Gn(faS)ﬁ(s,y{’,yé’)ASJf,Efﬂ?@)] f G, (t.5) £, (5,077 )As

o(1) o(s)

2 max f Gn(f’S)f](s,y{’,yé’)MﬁEg{géﬂ I G, (1,5) /3 (5,375 ) As

o(t5) o(s)
> J. k"M G(.,s)”fl(s,yf,yg)As+ J. k"M

t, 15}

|G(.,s)

|2 (537,35 ) As

ot

a(t) )
kM [ 6 ()| 2k5\4" As+k M [ |G (s 2kam As
1, b

~—

=n(A(»,y,))> p bulunur.

Sonug olarak Avery-Henderson Sabit Nokta Teoreminin sartlar1 saglanir. O
halde ele alinan (3.1)-(3.2) sistemi en az iki pozitif ¢ozlime sahiptir. Bu ¢éziimler

(J’pyz)EP ve (y3,y4)eP olmak tlizere

g0 g v (1)>p ve max n(0)+ max, (1) <q
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ile
12 (0% max v(0) > ve min g, (1) min 3 () <r

esitsizliklerini saglarlar.
3.3.3 En Az Ug Pozitif Coziimiin Varhg

Bu boliimde ele alinan (3.1)-(3.2) sisteminin en az ii¢ pozitif ¢oziimiiniin
varlifim1 inceleyecegiz. Bunun i¢in bes fonksiyonel sabit nokta teoremini
kullanacagiz.

Bu bdéliimde {lizerinde ¢alisacagimiz koni (3.20) ile tanimlanan koni

olacaktir. Teoremde kullanilacak 4: P — B operatoriinii de

o(t;) o(t;)

Ay(6)=A(3.3,)(1)=| [ G,(6.5) (537,35 )s, | G, (8.5) £ (537,55 ) As

4 4

:(An (y],yz)(t),Am (ylayz)(t))

ile taniml1 olacaktur.
Simdi bes fonksiyonel sabit nokta teoreminin ifadesini verelim. Once
teoremde kullanilacak olan bir tanim verelim.

Tanmm 3.3.2: o ve y, P lzerinde negatif olmayan, siirekli, konkav
fonksiyoneller, ¢, f ve 8, P lizerinde negatif olmayan, siirekli, konveks

fonksiyoneller olsunlar. 4, a, b, d ve ¢ pozitif sayilart icin;
P(¢,c)={xeP:{(x)<c},
P(¢,a,a,c)={xeP:a<a(x), ¢ (x)<cl,
0(¢.B.d.c)={xeP:B(x)<d, {(x)<c},
P(¢.0,a,a,b,c)={xeP:a<a(x),0(x)<b, {(x)<c},
O(¢,Bw.hd,c)={xeP:h<y(x), B(x)<d, {(x)<c}
kiimeleri tanimlidir.

Teorem 3.3.5: [S] (Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi)

P, E Banach uzay: lizerinde bir koni, o ve w, P ilizerinde negatif
olmayan, stirekli, konkav fonksiyoneller, £, f ve & P iizerinde negatif olmayan,

siirekli, konveks fonksiyoneller olsunlar. ¢ ve M negatif olmayan iki sabit say1

olmak iizere Vx e P({,c) i¢in a(x)<B(x),

x|| <M¢& (x) esitsizlikleri saglansin.

0 <a < b olacak sekilde h,a,k,b sabit sayilar1 i¢in eger
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A:P({,c)—> P(C,c)

tamamen siirekli operatorti,

() {xeP({.0,a,bk,c):a(x)>b}=D  ve  VxeP({.0,a,bkc) igin
a(A(x))>b dir,

(i) {xe0(¢.Bw.hac):B(x)<a}=D ve VxeQ(,Bw.,hac) igin
B(A(x))<a dr,

(iii) VxeP({,a,b,c) igin O(A(x))>k iken a(4(x))>b dir,

(v) VxeQ(¢,B.a.c) igin y(A(x))<h iken B(A(x))<a dur,

sartlarin1 sagliyorsa ele alman operatoriin en az ii¢ sabit noktast vardir. Bu

X,,%,,X; € P({,¢) sabit noktalar

ﬁ(x])<a, a(x2)>b, ﬁ(x3)>a, oc(x3)<b

esitsizliklerini saglarlar.
Tezin bu boliimiinde kullanmak iizere olacak sekilde a ve w negatif

olmayan, stirekli, konkav fonksiyonelleri

o (y.3:) =y (3.3) = gmin 3, (1)+ amin .y, (1)

seklinde ve y, B ve 6 negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyonelleri de

§(1:32)=P(1e2s) =000 0,) = max y (1) + max y, (1)

ile taniml1 kabul edilecektir.

*

Teorem 3.3.6: ¥y >0,5>1 olsun. 0<a<b<c sayllar1t 0<a<b< b<c

* *

olacak sekilde varolsun. Eger f, ve f, fonksiyonlari,

*

i) te[t,o(t)] igin b<y, (1)+y,(1)< b oldugunda

kK'M*

Si(50.05)>

ve fy(t07.5% ) >

2k"M”" 2k"M™

dir,
. kM g
i) te [tl,a(t3)] igin —<—a <y,(?)+»,(¢) < a oldugunda

a
2r

ve f,(6,07,35) <=5

Si(t07.35)< T
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dir,
iii) te [t, .o (1, )] igin 0< y,(¢)+y,(¢) <c oldugunda

Aa7 55 ) <5 ve (63707 ) <5

dir,

sartlarin1 sagliyorsa ele aliman (3.1)-(3.2) sisteminin en az ili¢ pozitif ¢oziimii

meveuttur. Bu ti¢ ¢dziim (x,,x,),(y,,).(2,2,) € P({,¢) i¢in

te[rtlli’gé)] x (1) +te[r£g(xt3) x,(t)<a oldugunda ) ?}i&)] (1) +t€[rtll?i&)]y2 (1)>b

\(

te[rtllg&)]z] (t)+t€[rtlr’1§&) z,(t) < b oldugunda Jnax .z, (t)+t€[rt?g(xt3)]zz(t) >a

esitsizliklerini saglarlar.

Ispat: V(y,,y,)e P(¢,c) igin

a(.32)= gnin y, (1) + gnin y, (¢)< max y, 1)+ max v, (1)=F(n.5.)

=a(y,»)<B(1.1)

\(

[ =l + s,

n(t)|+ fmax )]\yz (2)

= max
te[.0(13)]

=¢(»,1,)

=(31:3:)| =€ (732)

oldugu  gorilebilir. ~ §imdi  4:P({,c)—> P({,c¢)  oldugunu  gorelim,

(yi-22) € P(&5¢) ve Vie[4,0(s)] igin

S(ypy,)Se= te[rtl;l’gé)]yl (t)+te[ft13§é)])b (t)<c

=0<y (t)+y,(t)<c
olur. O halde,

o(15) o(s5)

C(A(r))= max [ G, (65) fi(s.3705 ) a5+ max [ G, (t.5) £ (50705 ) As
12 3 t 1° 3 i

o(t3) a(t3)
= [ G, (t5) fi (3757 ) As+ [ G, (t,,5) f3 (537,57 ) As

4 4
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o() o(s)
<ol Alsraf)ass [ L GLaA(sa707)as

4 4

o(t) o(s)
- et ol ootot)a

o(13) o(s)

S Er s N KO
4
o(t) o(s)
_L”‘zin jHG HAS+Lm_]ﬁ ,I |G (.s)|As
_c,c_,

= ¢ (A(y.0,)) <

bulunur. O halde A(y,»,)eP(y,c) oldugu elde edilir Bu da

A:P({,c)—>P({,c) olmasi demektir. Aym zamanda A:P({,c)— P({,c)

operatoriiniin tamamen siirekli oldugu Teorem 3.3.2. ispatindakine benzer sekilde
gortlebilir.
Simdi bes fonksiyonel sabit nokta teoreminin diger sartlarinin da

saglandigini gorelim.

s

i) O<g <kL b—b olacak sekilde (y, ’yz,)_(b+g, ,bi

! j € P segilirse
2

a(y'y'): min y'(t)+ min y'(t):b+8 b+8
1272 te[tl,a(t3)] 1 te[tl,a(t3)] 2 2

=b+¢ >b,

*

’ ' ’ b+e b+e L
9( , ): max t)+ max Ly —L=p+eg <——b
MERE te[t ,o-(t;)]yl ( ) te 1.0( )]y ( ) 2 : kM
veE
’ ’ ' ' b+€] b+€] L*
, = max t)+ max t)= +——=b+¢g, <—=b<c
é/(yl V2 ) te[tl ,0'(13)] N ( ) te[tl ,O'(I3):' Y2 ( ) 2 2 : kM

olur. O halde

*

L
{(yl’yz)ep(gaeaaabamb,C]:a(yl,y2)>b}¢ %)

elde edilir. Diger taraftan (y],yz)eP[C 0,a,b, oY ——b c] ve Vte[tl,a )] icin
a(y],yz): min _y, (t)+ min ]yz(t)zb:y](t)+y2(t)2b

te[tl,a(t3):| te[tl,a(t3)
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\(

L L

b:>y1()+y2()SkM b

*

H(y,,yz)ﬁé[rggéﬂyl (t)+t5[rtr1}g(xt})]yz(t) RV

*

olur. Yani b<y,(¢)+y,(t)< b elde edilir. O halde

o(3) o(t3)

a(4(v.2,))= min Gn(t,S)f](S,yf,yi)m+te[{}}§f}3)] [ G, (t.5) 1, (5.37.5% ) As

o(s) a(s)
= [ G, (a(t,).5) £ (5:37.39 ) As+ [ G, (0(5),5) 15 (537,35 ) As

| 4

o(15) a(t)
> J. G, (G(t3),s)f1(s,yl",y§’)m+ J. G, (G(t3),s)f2(s,yl",y§’)As
t, 15}
o(t3) a(t)
2w [ el oot ase ke T G (st o7)as

15} 15}

e Tlotslgaseen [ ool

> S +

: 2k"M" 2%"M"
b7 S

kM ;[”G(.,s)”AHkM T j||G s)|as

=2+2=b

22

=a (A(y],y2 )) > b oldugu goriiliir.

*M* . 14 14 - - g
—a olacak sekilde ( ViV, ): (a 282 ,ﬁ] € P segilirse

ii) 0<g,<a-

" A " " _0—82 a—¢&
ﬁ(y' ’yz)_re[rﬂffl@]y‘ (1) o ()= ey mame <a
( " ) min ( )+ min ,,(t)_a—gz+a—gz =a—¢ >Ma
VAR )= et o2 T 2 T
ve
" (AN " " _0—82 a—¢&
4(3’1 'Y )—IE[IIIIE(XIS)])/] (t)+te[rt111,£271(xt3)]y2 (1)= Sty mame <c

olur. O halde {(y,,yz)eQ(g“,ﬂ,t//,Ta,a,c]:ﬂ(yl,yz)<a}¢@ bulunur.

Bunun yaninda (y],yz)eQ[g“ B, (//,kéw a,a c] ve Vte[t,,a )] icin
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: kM kK'M
v (¥.3,)= min y (1)+ min .y, ()2 ——a= )+, ()2 ——a
A\
B(nya)= max yi(1)+ max y,(1)<a=y(1)+()<a
kKM .
olur. Yani 7 <y, (¢)+, (1) <a elde edilir. O halde,
o(t3) o(t3)
ﬁ(A(yl,yz))Zte[rtlll%)] f Gn(t,s)f](s,yf,yf)As+tE[rtr1a(>t<)] J' G, (£.5) £, (s.37.¥7 ) As
o\l : 1,0\f3 i
o(t3) o(t)

= [ G, (t.5) fi(5:37,07 ) As+ f Gm(tpS)fz(S,yf’,yé’)AS

1 4

ot o
- Pttty et sl
f i
4 o) a -1 e a
<t G G5 s+ [ 6 (s as

o(t3)
i Flotaas e Tt

a da
2 2

= ﬁ(A(y],y2 )) < a oldugu goriiliir.

iii) (y,3,)€P(S,a,b,c)  igin H(A(y],yz))>k§w*b oldugunda

a (A (7152 )) >b oldugunu gorelim.

(1) (1)

kl;u*b<9(A(y],y2))= ma)é ;[Gn(t,s)f](s,y]",y;’)As+ max !Gni(t,s)ﬁ(s,yf,yg)As

te[,0(1)]

t,0
o(;) o(t;)

= J. Gn(tl,s)fl(s,yl AS+ J. t S)fz(s sy )A

< [ GGl als oo AHIL GG (007255 ) s
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a(1)
=7 G (o)A (5758 )as 42 [ G (s (50705 s
f 4

o) o(t)
<[ lateal oty Tlotalnter.is)a]

{IHG s\ (50707 ) s+ I G (. Hfz(S,yf,yf)AS}>k*b*

4

elde edilir. Buradan,

t

G, ( sy1 As+ mln G, ( tsfzsy] yz)A

o(s) o(s)
(A(y1 y2 = mln
4 :It

1) o(t5)
G, (0(1,):5) fi (537,37 )As+ [ G, (o (8),5) fi (507,05 ) As

4

o

—_

Q
e E e

a(s;)

KM ||G(.,s)||f1 (s,yf’,yf)AﬁL J' k"M ||G(.,S)||f2 (S,yla,y;)AS
4

\Y

o(t3) o(ts)
> k"M I ”G(,s)”f1 (S,yf,yg)vakmMm’l I ”G ”f2 (s v, )As
4

o(t;) (1)

Zk*MI )| A (5.07 55 Av+I||G )| (507,35 ) As
t

>k*M%=b
kM

= a(A(y,1,))>b

olarak bulunur.

v (3.0,)€0(¢.Boac)  igin w(A(y.r,))<

M Ed
7 a oldugunda

Joj (A (y] A )) <a oldugunu gorelim

* * (t
kM
A a>z,z/(A(yl,y2 = mm J.G ts sy1 yz)As
4

te|

o(5)

+t[mln ;'.G ts)fz(sy1 yz)As

=

o(t3)
J.G 5)’1 )Q)M
4

o(t)
+ [ G, (c(1)9) /(.37 .05 ) As
4

43



 Trw ot (oot

(

* [ RMGE A (577

e T (A 7.
o(s)

e G (5702

a(15) a(1)
s Tl seoros)ass Flotalsteorons]

o(t)
= lotatatooronise Tlotalntoor |2

bulunur. Buradan,

o(t)
B(A(¥.7,)) =, max j G, (£:5) £, (.37 .35 ) As
(t

+te[rt111§>t<3] th tsf2 S,y yz)m

o(s) o(s)
= [ G, (to5) fi(5.37.35 )As+ [ G, (t,8) £ (5,37, 55 ) As

4

o(t3) o(t3)

< Jlolallalsatot)ase [ GGl alsor.)as

o() o(s)

o(s) o(s)
SL"[IHG (st As+JuG (s >As]

= ﬁ(A(yl’J’2))< a
elde edilir.
Boylelikle bes fonksiyonel sabit nokta teoreminin sartlarinin saglandigi

goriiliir. Bu durumda (3.1)-(3.2) sisteminin en az {i¢ pozitif ¢dziimii mevcuttur. Bu

li¢ ¢6ziim (x,,x,),(3,,7,).(2,,2,) € P(¢,¢) igin
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te[rtlli’gé)] x (1) +te[r£g(xt3) x,(t)<a oldugunda ) ?}i&)] (1) +t€[rtllg&)]y2 (1)>b

\(

min _z (f)+ min _z, (¢)<b oldugunda max z (¢)+ max z (f)>a
te[tl ,o‘(t;):l ! ( ) te[tl,a(t3) 2 ( ) g tel ¢ ,o‘(t3):| ! ( ) tei:tl ,o‘(@)] 2 ( )
esitsizliklerini saglarlar.

Ornek 3.3.2: T= {(%j ne NO}U [2,3] zaman skalasini ele alahm. n=1, m =1,

2 )
L :E’ t,=y=1,t=3,0 =2 secelim.

0] 0 00)- 20220

fonksiyonlar1 tanimlanirsa (3.1)-(3.2) sistem,
_1004(y, (1) + 3, (1)) 2]
(y] (t)+y2 (t))2+1 L3 ]
_1004(n () +3: ()" T2 ]
(y] (t)+y2 (t))2 +1 Lo

-5 (1)

-3 (1)

(3]0 @2 -0

(2000422 0)=22 )

halini alir. Burada secilen sayilar ve (3.7) Green fonksiyonunun tanimi geregi

1 13

T L= e M :% bulunur. Segilen f;(2,3,(¢),»,(¢)) ve £, (£, (¢).,(t))

k=

fonksiyonlar siirekli ve artandir. Simdi Teorem 3.3.6. nin sartlarini inceleyelim.
a=87.10",5h=3.10", ¢ =13052 olarak segilirse,

i) 3107 <y (1)+y,(¢)<9.10"  alndiginda  y,(¢)+y,(¢)=3.10"  i¢in

(62 (2),,(2))= £ (2, (£), 3, (£)) =9.035999187.107 olacagindan,

s b
£ (631(6). 3, (1)) = f2 (81 (2) 3, (1)) 29.035999187.10° > T

esitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nin i) sartinin saglanmas1 demektir.

=8.181818182.107°
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if) 0<y,(1)+»,()<7.107 almdigmda  y,(¢)+y,(¢)=7.107 icin
F(62(2),,(2)) = £ (2, (2), 9, (£)) =4.919599976.10"° olacagindan,
F(63(6).2,(0)) = £ (63, (1), 3, (1)) £ 4.919599976.10°° <% =5.384615385.10°°

esitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nin ii) sartinin saglanmasi demektir.

iy 0<y()+,(¢)<13052  alndiginda  y,(¢)+y,(¢)=13052  igin
A (t,y] (t),yz (l‘)) = £, (t,y] (t),y2 (t)) ~1003.9 olacagindan,

Fi(6.2, (1), 2, (6)) = 5 (631 (£), v, (£)) £1003.9 <i ~1506

esitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nin iii) sartinin saglanmasi demektir.
Sonug olarak Teorem 3.3.6. nin sartlar1 saglanir. O halde Teorem 3.3.6. nin

sonucu geregi bu sistem en az ii¢ pozitif ¢dziime sahiptir ve bu (x,,x,), (,1,),
(z] ,zz) ¢oziimleri,

niguj x (t)+ rr[lglx} x,(¢)<7.107 oldugunda H[lzln} v (1) + 1’1[12111 y,(t)>3.107
te| 5,3 te| 5,3 te| 5,3 te| 5,3

ve
' i 3.10™* oldug 107
LEI;} z, (1) + tr:fiusj z, (1)< oldugunda trer[l?zj z (1) +gf?;j z,(1)>7

esitsizliklerini saglarlar.
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4. SONUC

Bu tez calismasinda zaman skalasi iizerinde yiiksek mertebeden lineer
olmayan bir dinamik sistem ele alinmistir. Bu sistemin 6nce, Schauder sabit nokta
teoremi yardimiyla en az bir ¢6ziimiiniin varligi incelenmistir, ardindan da koni
iizerinde dort fonksiyonel sabit nokta teoremi ile en az bir pozitif ¢oziimiiniin
varligi, Avery-Henderson sabit nokta teoremi ile en az iki pozitif ¢éziimiiniin
varligi, bes fonksiyonel sabit nokta teoremi ile de en az ii¢ pozitif ¢oziimiiniin

varlig1 i¢in yeterli kosullar incelenmistir.
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