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ÖZET 
 

ZAMAN SKALASI ÜZERİNDE YÜKSEK MERTEBEDEN LİNEER 
OLMAYAN DİNAMİK SİSTEMLER İÇİN POZİTİF ÇÖZÜMLERİN 

VARLIĞI 
 
 

Bu tez üç ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, ele alınan problem 
tanıtılmıştır. İkinci bölümde, zaman skalası ile ilgili temel tanım ve teoremler 
verilmiştir. Üçüncü bölümde, ilk olarak, yardımcı lineer sınır değer probleminin 
Green fonksiyonu yapılmış ve bu fonksiyonun özellikleri incelenmiştir. Sonra, 
lineer olmayan sistem, lineer olmayan integral denkleme indirgenmiştir ve Schauder 
sabit nokta teoremi yardımıyla lineer olmayan sistemin en az bir çözümünün varlığı 
için kriter elde edilmiştir. Ardından da, lineer olmayan sistemin en az bir pozitif 
çözümünün varlığı dört fonksiyonel sabit nokta teoremi yardımıyla, en az iki pozitif 
çözümünün varlığı Avery-Henderson sabit nokta teoremi yardımıyla ve en az üç 
pozitif çözümünün varlığı için yeterli koşullarda beş fonksiyonel sabit nokta teoremi 
yardımıyla ispatlanmıştır. 
 
 
Anahtar Kelimeler: Zaman skalası, sabit nokta teoremleri, koni, pozitif çözümler. 



 vi

SUMMARY 
 

EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR HIGHER ORDER 
NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS ON TIME SCALES 

 
 

This thesis consists of three chapters. In chapter 1, discussed problem is introduced. 
In chapter 2, some basic definitions and theorems on time scales  are given. In 
chapter 3, firstly, a Green’s function of the auxiliary linear boundary value problem 
is constructed and the properties of the Green’s function is investigated. Then, 
nonlinear system is reduced to a nonlinear integral equation and we have obtained 
criteria for the existence of at least one solution for nonlinear system by using 
Schauder fixed point theorem. And then, we establish some sufficient conditions for 
the existence of at least one, two, and three positive solutions for nonlinear system 
by using four functional fixed point theorem, Avery-Henderson fixed point theorem 
and five functional fixed point theorem, respectively.  
 
 
 
Key Words: Time scale, fixed point theorems, cone, positive solutions. 
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1. GİRİŞ 
  
 Bu tez çalışmasında zaman skalası üzerinde yüksek mertebeden lineer 

olmayan dinamik sistemler için pozitif çözümlerin varlığı incelenmiştir.  

 Son yıllarda birçok matematikçi zaman skalası üzerinde ikinci dereceden üç 

nokta sınır değer problemlerini konu alan çalışmalar yapmıştır.[ 1, 2, 12, 18, 20, 21] 

 Anderson ve Avery [3] makalesinde  

                        
            
           

1 , , ,

0, , 0 1

n

i i i

n x t h t f x t t a c n

x a x c x b i n







  

     

     

T N
 

sınır değer probleminin koni üzerinde en az bir pozitif çözümünün varlığı için 

koşullar elde etmiştir. 

 Ayrıca Sang ve Su [19],  
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üç nokta sınır değer probleminin en az bir çözümünün varlığı problemini 
incelemiştir. 
 Bunlara ek olarak Yaslan [22] makalesinde T  bir zaman skalası , 

1 2 3, ,t t t T , nN ,   2 1 3,t t t , 0, 1    ve  1 1 3: ,f t t      r r r  
sürekli fonksiyonlar olmak üzere,  
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üç nokta sınır değer probleminin koni üzerinde en az bir, iki ve üç pozitif 

çözümünün var olması problemlerini incelemiştir. 

Zaman skalası üzerinde ortaya koyulmuş sistemi açıklayalım. 

T  bir zaman skalası , 1 2 3, ,t t t T , ,n mN ,   2 1 3,t t t , 0, 1    ve 

 1,2 1 3: ,f t t      r r r  sürekli fonksiyonlar olmak üzere,  
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sistemi için sabit nokta teoremlerini kullanarak, koni üzerinde en az bir, iki ve üç 

pozitif çözümün var olması için koşullar elde edeceğiz. 
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2. ZAMAN SKALASI İLE İLGİLİ TEMEL BİLGİLER 
 
Tanım 2.1:  Reel sayıların boştan farklı kapalı bir alt kümesine zaman skalası denir 

ve T ile gösterilir. Örnek olarak reel sayılar, tam sayılar, doğal sayılar ve Cantor 

kümesi birer zaman skalasıdır. Bunun yanında rasyonel sayılar, irrasyonel sayılar, 

karmaşık sayılar ve  0,1  aralığı birer zaman skalası değildir. 

Tanım 2.2: T bir zaman skalası olsun. t T  için    inf :t s s t   T  ile 

tanımlı : T T  operatörüne ileri sıçrama operatörü denir. 

Tanım 2.3: T bir zaman skalası olsun. t T  için    sup :t s s t   T  ile 

tanımlı : T T operatörüne geri sıçrama operatörü denir. 

Tanım 2.4: Eğer T nin maksimum elemanı 1t   ise   11 tt   ve  T  nin minimum 

elemanı 2t  ise  2 2t t   olarak tanımlanır. 

Tanım 2.5: Eğer  t t   ise t  noktasına sağ-yayılmış nokta,  t t   ise t  

noktasına sol-yayılmış nokta denir. Hem sağ-yayılmış hem de sol-yayılmış olan 

noktalara izole(ayrık) noktalar denir. 

Tanım 2.6: Eğer supt  T  ve  t t   ise t  noktasına sağ-yoğun nokta , inft  T  

ve  t t   ise t  noktasına sol-yoğun nokta denir. Hem sağ-yoğun hem de sol-

yoğun olan noktalara ise yoğun noktalar denir. 

Örnek 2.1: Eğer T = r  ise tT  için    inf : inf( , )t s s t t t      T  ve 

benzer şekilde  t t   elde edilir. Öyleyse her tT  noktası yoğun noktadır.  

Örnek 2.2: T =Z ise t r  için    1t t    ve   1t t     olduğundan T deki 

her nokta izole noktadır. 

Örnek 2.3: T  zaman skalasını        10 : : 2 3 4 5n x x
n

         
 

T = N r  

olarak alalım. Bu durumda  

i)          Her  2,3t  noktası sağ yoğun ve sol yoğun noktadır. 

ii) 2 noktası  sağ yoğun ve sol yayılmış noktadır.  

iii) 3 noktası sağ yayılmış ve sol yoğun noktadır. 
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iv) 4 noktası izole noktadır. 

Tanım 2.7: t T  için    t t t    ile tanımlı  : 0,  T  fonksiyonuna 

graininess fonksiyonu denir. 

Tanım 2.8: Eğer T sol-yayılmış maksimum m  elemanına sahip ise  m  T T  

ile tanımlanır. Özetle;  

 

 \ sup ,sup ,sup

                            ,sup
     

 

T T T T
T

T T
     

 

şeklinde yazılabilir. 

Eğer :f T r  bir fonksiyon ve :f  T r  fonksiyonu t T  için 

    f t f t    ile tanımlanır. 

 Bir T  zaman skalasında  ,a b  aralığı    , :a b t a t b   T  olarak 

tanımlanır.  

 Zaman skalasında süreklilik ve türev kavramlarını verebilmek için, öncelikle 

zaman skalasında komşuluk kavramına ihtiyacımız olacaktır. 

Tanım 2.9: U  T  olsun. Her 0 >  için    :U t s s t    T  kümesine t  

nin   komşuluğu denir.   

Tanım 2.10: 0t T  olsun. Verilen her 0   ve her  0t U t  için, 

   0f t f t    olacak şekilde bir  0U t  komşuluğu bulunabiliyorsa 

:f T r  fonksiyonuna 0t t  noktasında süreklidir denir. 

Örnek 2.4: :f T r ,  
, 0

1 , 0
t t

f t
t t
  
 

  fonksiyonu verilsin. 

a) T r   ise f , 0t   da süreklidir. 

      b) T Z  ise f , t Z  de süreklidir. 

2.1 Zaman Skalasında Türev 

Tanım 2.1.1: :f T r  bir fonksiyon ve t T  olsun. 0   sayısı verildiğinde 

t  nin bir U  komşuluğu vardır öyle ki s U   için, 

                     f t f s f t t s t s          
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oluyorsa  f t  sayısına f ’nin t  noktasındaki delta türevi denir. 

 Eğer f  fonksiyonu tüm T  kümesi üzerinde delta türevlenebilir ise  f t ,

t  T  için mevcuttur. :f  T r  fonksiyonuna ise f ’nin T  kümesindeki 

delta türev fonksiyonu denir. 

Teorem 2.1.1: :f T r  fonksiyonu ve t T  verilsin.  

i) f , t  de türevlenebilir ise f , t  de süreklidir. 

ii) f , t  de sürekli ve t  sağ-yayılmış ise f , t  de türevlenebilirdir ve  

      
 

f t f t
f t

t






   

 

iii) t  sağ-yoğun bir nokta olsun. 

                  f , t  de türevlenebilirdir    lim
s t

f t f s
t s





 limiti mevcuttur ve  

              lim
s t

f t f s
f t

t s








   

olur. 

iv) f , t  de türevlenebilir ise,         f t f t t f t     olur. 

Örnek 2.1.1: T r  ve T Z  durumlarını inceleyelim. 

 

i) T r  ise Teorem 2.1.1. den :f r r , tr  de delta türevlenebilirdir.  

t  sağ-yoğun bir nokta olduğundan,      lim
s t

f t f s
f t

t s


 


 sonlu bir sayı olarak 

mevcuttur. Yani f  türevlenebilirse  ( )f t f t   dir. 

 

ii) T Z  iken Teorem 2.1.1.  den :f Z r  delta türevlenebilen t  noktaları  

sağ-yayılmıştır. 

      
 

         1
1

1
f t f t f t f t

f t f t f t f t
t t t





  

      
 

 

Burada   alışılmış ileri fark operatörüdür. 

Teorem 2.1.2: , :f g T r  , t T  noktasında türevlenebilir olsun. O halde, 

i)        f g t f t g t      dir. 
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ii)   gibi herhangi bir sabit için :f T r  fonksiyonu t  noktasında 

türevlenebilir ve bu türev, 

                                     ( )f t f t     

dir. 

iii) , :f g T r , t T  noktasında türevlenebilir ve bu türev, 

                         ( ) ( ). ( ). ( ). ( ).fg t f t g t g t f t f t g t g t f t           

iv)      0f t f t   olmak üzere 1
f

, t T  noktasında türevlenebilir ve  

                               
    

1 ( )( ) f tt
f f t f t

  
  

 
  

dır. 

v)      0g t g t   olmak üzere f
g

, t T  noktasında türevlenebilir ve  

                           
   
    

( ) ( )
( )

f t g t f t g tf t
g g t g t

   
 

 
  

olur. 

Önerme 2.1.1:[8]  : ,f a b r  monoton artan bir fonksiyon ise,  ,t a b   için 

  0f t   olur. 

Önerme 2.1.2:[8]  : ,f a b r  monoton azalan bir fonksiyon ise,  ,t a b   için 

  0f t   olur. 

Teorem 2.1.3: Eğer :f T r  fonksiyonu  ,a b  üzerinde sürekli ve  ,a b  

üzerinde   türevlenebilir olsun.    f a f b  ise  , ,a b    vardır ki  

                                                          0f f     

eşitsizliği doğrudur. 

İspat:    f a f b  olduğundan ve  f t  sürekli bir fonksiyon olduğundan ya 

 f t  sabit bir fonksiyondur yada  f t  en az bir noktada ekstremuma sahiptir. O 

halde  f t  nin  ,a b  içinde minimum m  ve maksimum M  değerine sahip olduğu 

noktalar vardır. Eğer  f t  sabit ise  ,t a b   için   0f t   dır.  
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 Eğer  f t  fonksiyonu bir   noktasında maksimum M  değerine ve   

noktasında minimum m  değerine sahip ise   türev tanımından  

                                                 0f    ve   0f    

elde edilir. O halde    0f f     dır. 

Teorem 2.1.4: (Ortalama Değer Teoremi)  :f T r  fonksiyonu  ,a b  üzerinde 

sürekli ve  ,a b  üzerinde   türevlenebilir olsun.    f a f b  ise   , ,a b    

vardır ki  

                                                    f b f a
f f

b a
  

 


 

eşitsizliği doğrudur. 

İspat:  ,a b  de            f b f a
h t f t f a t a

b a


   


 fonksiyonunu 

tanımlayalım.  h t ,  ,a b  de sürekli,  ,a b  de   türevlenebilir ve 

   0h a h b   elde edilir. O halde Teorem 2.1.3. den dolayı  , ,a b    vardır 

ki  

                                                            0h h     

elde edilir. O halde  

                                                0
f b f a f b f a

f f
b a b a

   
   

 
 

olur. Buradan da  

                                                          f b f a
f f

b a
  

 


 

eşitsizliği doğrudur. 

Sonuç 2.1.1: Eğer :f T r  fonksiyonu  , ka b T  üzerinde   türevlenebilir 

ve her  , kt a b T  için   0f t   ise f  fonksiyonu sabittir. 

2.2 Zaman Skalasında Yüksek Mertebeden Türev 

Tanım 2.2.1: :f T r  bir fonksiyon olsun. : kf  T r  fonksiyonu 

 2 kk kT T   da   türevlenebilir ise, f  fonksiyonu ikinci mertebeden 

türevlenebilirdir denir ve  

                                                  2

: kf f
  T r  
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olur. Benzer şekilde, f  nin n. mertebeden   türevleri :
n nkf  T r  ile 

tanımlanır. Her tT  için  

                                              2 t t    ve     2 t t    

ile tanımlanır ve buna göre nN  için  n t  ve  n t  benzer şekilde ifade edilir. 

Ayrıca,    0 0t t t    , 
0

f f   ve 
0k T T  olarak tanımlıdır. 

Örnek 2.2.1: T  herhangi bir  zaman skalası olsun. :f T r , her tT  için 

 f t t  alalım.   1f t   olduğunu biliyoruz. O halde her 
2ktT  sağ yoğun ise  

                             1 1lim lim 0
s t s t

f t f s
f t f t

t s t s

 
 

 

 
   

 
 

ve her 
2ktT  sağ yayılmış ise 

                              
   

1 1 0
f t f t

f t f t
t s t s


 

 
 

 
   

 
 

olduğu görülür. 

2.3 Zaman Skalasında İntegral 

Tanım 2.3.1: :f T r  fonksiyonu verilsin. Eğer :F T r  fonksiyonu kT  

üzerinde   türevlenebilir ve her ktT  için    F t f t   ise, F  fonksiyonuna 

f  nin   anti türevi veya ilkeli denir. 

Tanım 2.3.2: Eğer :f T r   fonksiyonunun   anti türevi varsa, f  ye  

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a  ve b , T  içinde herhangi noktalar 

olmak üzere f  nin a  dan b  ye   integrali  

                                                         
b

a

f t t F b F a    

olarak tanımlanır. 

Teorem 2.3.1: :f T r  ve :g T r  fonksiyonları   integrallenebilir 

olsunlar. Bu durumda her , ,a b cT  için aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1.         
b b b

a a a

f t g t t f t t g t t           

2.  Her k  sabiti için    
b b

a a

kf t t k f t t      olur. 
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3.   0
a

a

f t t   

4.    
b a

a b

f t t f t t      

5.      
b c b

a a c

f t t f t t f t t        

6.             
b b

b

a
a a

f t g t t f t g t f t g t t        

7.             
b b

b

a
a a

f t g t t f t g t f t g t t       

Teorem 2.3.2:[8] :f T r  fonksiyonu   integrallenebilir olsun. Bu durumda 
ktT  için  

                                                     
 

   
t

t

f s s t t f t


      

eşitliği doğrudur. 

Teorem 2.3.3:[8]  : ,f a b r  bir fonksiyon olsun. Eğer her  ,t a b  için 

  0f t   ise f  fonksiyonu artandır. 

Teorem 2.3.4:[8] T  bir zaman skalası olsun. vea b  T  içinde a b  olacak şekilde 

iki nokta ve  f t  ve  g t  fonksiyonları T  de   integrallenebilir olsunlar. Her 

 ,t a b  için  

1.   0f t   ise   0
b

a

f t t    

2.    f t g t  ise    
b b

a a

f t t g t t      

3.    f t g t  ise    
b b

a a

f t t g t t     

4.    
 

   sup
b b

a t ta a

f t t f t t f t b a
 

 
     

 
   

ifadeleri doğrudur. 
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Teorem 2.3.5:[8] T  bir zaman skalası olsun. ,a bT  ve a b  olsun. Eğer 

 : ,f a b r  fonksiyonu  ,a b  üzerinde sürekli ise aşağıdaki eşitlikler doğrudur. 

1.    
 

    
bb

a a

f t t f t t b b f b


          

2.        
 

b b

a a

f t t a a f a f t t


         

Örnek 2.3.1:[8] T  bir zaman skalası olmak üzere ,a bT  ve :f T r  sağ-

yoğun sürekli fonksiyon olsun. 

1. Eğer T r  ise    
b b

a a

f t t f t dt    olur. Burada eşitliğin sağındaki integral 

analizden bilinen Riemann integralidir. 

2. Eğer T Z  ise  

 

 

1

1

0

b

t ab

a a

t b

f t a b

f t t a b

f t a b












  

 







       sağlanır. 

3. Eğer  ,a b  aralığı sadece izole noktaları içeriyorsa                   

                                  

   
 

   
 

,

,

0
t a bb

a

t b a

f t t a b

f t t a b
f t t a b









 

  
 







 

sağlanır. 

Örnek 2.3.2:[10] T Z  için 0a   olmak üzere ta t  belirsiz integralini 

inceleyelim. 

                                    
1

1 1 1

t t t t
ta a a a a

a a a

     
           

 

olduğundan  

                                              
1

t
t aa t c c sabit

a
   

  

elde edilir. 
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Örnek 2.3.3:[10]    1,1 3,4  T  olsun. 
1

t

s s


  integralinin değerini 

hesaplayalım.  1t   ise 
2

1 1

1
2 2

t t ts s sds
 

      

3t  ise       
1 3

1 1 1

0 1 1 1 3 1 1 2
t

s s s s s s f
 

              

3t   ise 
3 2

1 1 3 3 3

2 2
2

tt t t ss s s s s s sds
 

             

                   
2 29 52
2 2 2 2
t t

      

elde edilir. 
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3. ZAMAN SKALASINDA YÜKSEK MERTEBEDEN LİNEER OLMAYAN 

DİNAMİK SİSTEM İÇİN POZİTİF ÇÖZÜMLERİN VARLIĞI 

 Bu bölümde T  bir zaman skalası, 1 2 3, ,t t t T , ,n mN ,   2 1 3,t t t , 

0, 1    ve  1,2 1 3: ,f t t      r r r  sürekli fonksiyonlar olmak üzere,  

  

            
            

 

         
         

 

2

2

2 1 2 2 1 2 1

2 1 2 2 1 2 1

1 1 1 2 1 3

2 2 1 2 1 3

1 1 1 3 1 3 1 2

2 1 2 3 2 3 2 2

1 , , , ,
3.1

1 , , , ,

0, , 0 1
3.2

0, , 0 1

n

m

i i i i

j j j j

n

m

y t f t y t y t t t t

y t f t y t y t t t t

y t y t y t y t i n

y t y t y t y t j m

 

 

   

   

  

  





   

   

   

  

      


     
 

sistemi ele alınacaktır. Öncelikle sistemin Green fonksiyonu ile ilgili özellikler 

ortaya koyulacak ve Schauder Sabit Nokta Teoremi [17] teoremi yardımı ile (3.1)-

(3.2) sisteminin çözümünün varlığı gösterilecektir. Sonra ise (3.1)-(3.2) sisteminin 

pozitif çözümlerinin varlığı incelenecektir. Bu bölümde  3t  sağ yoğun olarak 

kabul edilecektir. Bunun sonucu olarak 1j   için    3 3
j t t   olacaktır. 

 

 

 

3.1 Green Fonksiyonu ve Özellikleri 

       1 2,y t y t y t  fonksiyonunun (3.1)-(3.2) sisteminin bir çözümü 

olması için gerek ve yeter koşul    1 3 1 3: , ,y t t t t         r ile tanımlanan 

sürekli fonksiyonun  1 3,t t t  için (3.1) denklemlerini ve (3.2) sınır koşullarını 

sağlamasıdır. 

 Ele alınan (3.1)-(3.2) sisteminin       1 2,y t y t y t  şeklinde bir 

çözümünün var olduğunu bulmak ve çözümün şeklini tayin edebilmek için  

         

       
           

2

2 1 2 2 1 2 1

1 3

1 3 3 2

1 0, , 3.3

0, , 0 1 3.4

n

i i i i

n y t t t t

y t y t y t y t i n   
  



   

   


     
 

homojen sınır değer probleminin Green fonksiyonuna ihtiyaç vardır. 
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Özellik 3.1.1:[21]                 
     

           

2

1 3

1 3 3 2

0, , 3.5

0, 3.6

y t t t t

y t y t y t y t   



  

  


  
 

sınır değer probleminin Green fonksiyonu  

                                    
   

   

3

3

1 , ,
,

1 , ,

t t s t
H t s

t s t s

 



 



        


 

ve  

                                      
   

   

3

3

, ,
,

, ,

t t s t
K t s

t s t s

 



 



    
   


 

olmak üzere  

                                        
 
 

 1 2

2 3

, ,
, 3.7

, ,

H t s t s t
G t s

K t s t s t

  
 

 

şeklinde tanımlıdır. 

Özellik 3.1.2: [22]  ,G t s  (3.5)-(3.6) probleminin Green fonksiyonu ve 

   1 , : ,G t s G t s  olmak üzere (3.3)-(3.4) probleminin Green fonksiyonu 2 j n   

için  

                                         
 

 
3

1

1, , , 3 .8
t

j j
t

G t s G t r G r s r


    

olur.  

Lemma 3.1.1: [22] 0, 1    olsun. (3.7) Green fonksiyonu 

     1 3 1 3, , ,t s t t t t     için  

                                                        1
3

3 1

, , 3.9t tG t s G t s
t t








 

eşitsizliğini sağlar. 

Lemma 3.1.2: [22] 0, 1    olsun. (3.7) Green fonksiyonu 

     1 3 1 3, , ,t s t t t t     için  

                                                        0 , , 3.10G t s G s s   

özelliğini sağlar. 
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Sonuç 3.1.1. Lemma 3.1.2. ye göre     ., ,G s G s s  olduğu söylenebilir. 

Lemma 3.1.3:[ 21] 0, 1    ve  1 3,s t t  olsun.    

                                          
      

3 1

1 3.11
1

k
t t


   




  
  

 ve .  normu 
 

 
1 3,

max
t t t

x x t
  

  ile tanımlı olmak üzere  

                                           
 

     
2 3,

min , ., 3.12
t t t

G t s k G s
  

  

sağlanır. 

Lemma 3.1.4:      1 3 1 3, , ,t s t t t t      için (3.8) Green fonksiyonu süreklidir. 

İspat:  * *
1 2 1 3, ,t t t t   olsun. 0   için  * 0    vardır öyleki * * *

1 2t t    

olduğunda    * *
1 2, ,n nG t s G t s    olduğunu göstereceğiz. 

 İspatı n üzerinden tümevarım ile yapalım. 

1n   için, 

1. 1 2t s t   ve * *
1 2,t t s  olsun. O halde,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                                3 3

*

1 1

0

t s t s    
 

 

    
        
   

  

 

olur. 

2. 1 2t s t   ve  * *
1 2t s s t    olsun. Bu durumda, 

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                         
     

 

*
3 3 2

* * * *
2 2 1

1 1t s t t

t s t t

 
  

 

  

    
        
   

     

 

elde edilir. 

3. 1 2t s t   ve  * *
2 1t s s t    olsun. O halde,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    
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*
3 1 3

* * * * *
1 1 1 2

1 1t t t s

s t t s t t

 
  

 

   

    
        
   

       

 

olur. 

4. 1 2t s t   ve  * *
1 2,t t s  olsun. Bu durumda,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                         
   * *

3 1 3 2

* * * * *
2 1 1 2

1 1t t t t

t t t t

 
 

 

 

    
        
   

     

 

elde edilir. 

5. 2 3t s t   ve * *
1 2,t t s  olsun. O halde,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                                3 3

*0

t s t s    
 

 

   
        
   

  

 

olur. 

6. 2 3t s t   ve  * *
1 2t s s t    olsun. Bu durumda,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                         
     

 

*
3 3 2

* * * *
2 2 1

t s t t

t s t t

 
  

 

  

   
        
   

     

 

elde edilir. 

7. 2 3t s t   ve  * *
2 1t s s t    olsun. O halde,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                         
     

   

*
3 1 3

* * * * *
1 1 1 2

t t t s

s t t s t t

 
  

 

   

   
        
   

       

 

olur. 
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8. 2 3t s t   ve  * *
1 2,t t s  olsun. Bu durumda,  

       * * * *
1 1 1 2 1 2, , , ,G t s G t s G t s G t s    

                                        
   * *

3 1 3 2

* * *
2 1

t t t t

t t

 
 

 

 

   
        
   

   

 

elde edilir. Böylelikle    1 , ,G t s G t s  in sürekli olduğu görülür. 

n k  için          
* * *
1 2

3 1

, ,
,k kG t s G t s

G s s t t


 
  


 olduğunu kabul 

edelim.  

1n k   için  

                        
 3

1

* * * *
1 1 1 2 1 2, , , , ,

t

k k k k
t

G t s G t s G t r G t r G r s r


      

                                                           
 3

1

* ,
t

t

G r s r


   

                                                                *
3 1,G s s t t       

olduğundan  1 ,kG t s  süreklidir. 

 Sonuç olarak       1 3 1 3, , ,t s t t t t      için (3.8) Green fonksiyonunun 

sürekli olduğu tümevarım yöntemiyle ispatlanmış olur. 

Lemma 3.1.5:  ,nG t s  Green fonksiyonu artmayandır. 

İspat:  * *
1 2 1 3, ,t t t t   için * *

1 2t t  olduğunda    * *
1 2, ,n nG t s G t s  olduğunu 

göstermeliyiz. İspatı n  üzerinden tümevarım ile yapacağız. 

1n   için    1 , ,G t s G t s  Green fonksiyonu için * *
1 2t t  olmak üzere,  

(i)   1 2,s t t  ve    3s t t    için  

                                        

   

 

 

* *
1 3 1

*
3 2

*
2

1,

1

,

G t s t t

t t

G t s
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olur. 

(ii)  1 2,s t t ve 1t t s   için  

                                            * *
1 3 2

1, ,G t s t s G t s
 




     

olur. 

(iii)  2 3,s t t  ve    3s t t    için  

                                               

   

 

 

* *
1 3 1

*
3 2

*
2

,

,

G t s t t

t t

G t s








  

  



 

bulunur.  

(iv)  2 3,s t t  ve 1t t s   için  

                                           * *
1 3 2, ,G t s t s G t s

 


     

bulunur. O halde    1 , ,G t s G t s  Green fonksiyonu artmayandır. 

n k  için  ,kG t s  artmayan olsun. Yani  * *
1 2 1 3, ,t t t t   için * *

1 2t t  olduğunda  

                                                  * *
1 2, , 3.13k kG t s G t s  

olsun.  

1n k   için  1 ,kG t s  Green fonksiyonunun artmayan olduğunu gösterelim. 

 * *
1 2 1 3, ,t t t t   için * *

1 2t t  olduğunda  

                                         

     
 

   
 

 

3

1

3

1

* *
1 1 1

*
2

*
1 2

, , ,

, ,

,

t

k k
t

t

k
t

k

G t s G t r G r s r

G t r G r s r

G t s









 

 





  

elde edilir.  

 O halde  ,nG t s  Green fonksiyonu artmayandır.  
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Lemma 3.1.6: [22] 0, 1   , 
    3 1

1
1

k
t t


   




  
 alalım. Bu durumda  

                                           
 

 
3

1

., 0 3.14
t

t

L G s s


    

ve 

                                              
 

 
3

2

., 0 3.15
t

t

M G s s


    

olmak üzere  ,nG t s  Green fonksiyonu  

                               1
1 3 1 30 , ., , , , , 3.16n

nG t s L G s t s t t t t      

ve  

                           1
2 3 1 3, ., , , , , 3.17n n

nG t s k M G s t s t t t t      

eşitsizliklerini sağlar.  

 Tezin bundan sonraki bölümünde  

                                                 1 1min , 3.18n n m mk M k M k M     

ve  

                                                    * 1 1max , 3.19n nL L L     

olduğunu kabul edeceğiz. 

Lemma 3.1.7: 
1

1 1
n n

n

k M
L



   dir. 

İspat: İspatı n  üzerinden tümevarım yardımıyla yapalım. 

2n   için 
    3 1

1 1
1

k
t t


   


 

  
  ve  1M

L
  olduğundan 

2

1k M
L

  olduğu 

görülür. 

n s  için 
1

1 1
s s

s

k M
L



    olduğunu kabul edelim.  

1n s   için   

                                           

1 1

1 1
s s s s

s s

k M kM k M
L L L

 

    

elde edilir.  
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 Bu lemmaya göre 
* *

* 1k M
L

  olduğu da söylenebilir. 

3.2 Herhangi Bir Çözümün Varlığı 

Teorem 3.2.1: (Schauder Sabit Nokta Teoremi) [17] E  bir Banach uzayı ve 

:A E E  tamamen sürekli bir operatör olsun. K E  sınırlı, kapalı ve konveks bir 

küme olmak üzere  A K K  ise bu durumda A  operatörünün K  içinde en az bir 

sabit noktası vardır.  

Tanım 3.2.1: Eğer bir dönüşüm sürekli ve kompakt ise bu dönüşüme tamamen 

süreklidir denir. 

Tanım 3.2.2: Eğer bir kümenin elemanlarının her dizisinden yakınsak bir alt dizi 

seçilebiliyorsa bu kümeye pre kompakt küme denir. Yakınsadığı değer, küme içinde 

ise bu kümeye kompakt küme denir. 

Tanım 3.2.3: Eğer bir dönüşüm her sınırlı kümeyi pre kompakt bir kümeye 

dönüştürüyorsa bu dönüşüme kompakt dönüşüm denir. 

Tanım 3.2.4: M ,  ,C a b  içinde bir küme olsun. 

   , ,x M t a b     için  x t c  olacak şekilde bir c  sayısı varsa M  kümesine 

ait fonksiyonlara aynı dereceden sınırlı fonksiyonlar denir. 

  0   verilsin.  1 2, ,t t a b   ve x M   için 1 2t t    eşitsizliği sağlandığında  

   1 2x t x t    olacak şekilde bir 0   sayısı bulunabiliyorsa M  kümesine ait 

fonksiyonlara aynı dereceden sürekli fonksiyonlar denir. 

Teorem 3.2.2: (Arzela-Ascoli Teoremi) [13]  Bir  ,M C a b  kümesinin sürekli 

fonksiyonlar ailesinin pre kompakt olması için gerek ve yeter koşul M  ye ait 

fonksiyonların aynı dereceden sınırlı ve aynı dereceden sürekli olmasıdır. 

  1 3,E C t t     uzayı 
 

 
1 3

0 ,
max

t t t
y y t

  
  normu ile birlikte bir Banach 

uzayıdır. B E E   ve  1 2,y y B  için  1 2 1 20 0
,y y y y   normu alınırsa B  

bu norm ile birlikte bir Banach uzayı olacaktır. Biz bu çalışmada Banach uzayı 

olarak B E E   Banach uzayını alacağız. 

Teorem 3.2.3: 0, 1    olsun.  1 3,t t t    için  

                                          1 1 2 2 1 2max , , , , ,
y R

N f t y y f t y y   
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olacak şekilde n mNL NL R   eşitsizliğini sağlayan 0R   varsa ele alınan sistem 

en az bir çözüme sahiptir. 

İspat:   1 2: , :S y y y B y R     olsun. S , B  nin kapalı, sınırlı ve konveks bir 

alt kümesidir. (3.1)-(3.2) sistemini çözmek  

                       
 

   
 3 3

1 1

1 1 2 2 1 2, , , , , , ,
t t

n m
t t

y t G t s f s y y s G t s f s y y s
 

   
 

   
 
 
   

integral denklemini çözmeye denktir. Bundan dolayı, :A S B ,  1 3,t t t    için  

        
 

   
 

      

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, : , , , , , , ,

, , ,

t t

n m
t t

n m

Ay t A y y t G t s f s y y s G t s f s y y s

A y y t A y y t

 
   

 
    
 
 



 
 

ile tanımlanan operatörün sabit noktasını bulmaya denktir. 

 :A S B  sürekli olduğunu gösterelim. Bunun için 0   için 0   

vardır öyleki    0 01 2 1 2, ,y y y y     olduğunda    0 01 2 1 2, ,A y y A y y    

olacak şekilde 0   sayısının varlığını göstereceğiz.  

 1f  ve 2f  fonksiyonları sürekli olduklarından n mL L
  


 için 0   

vardır öyleki    0 01 2 1 2, ,y y y y    iken    0 01 1 2 1 1 2, , , ,f t y y f t y y        ve 

   0 02 1 2 2 1 2, , , ,f t y y f t y y       olacak şekilde 0   sayısı vardır. Bu durumda  

   
 

     
 

 
     

 

3

0 0 0 0
1 3

1

3

0 0
1 3

1

1 2 1 2 1 1 2 1 1 2,

2 1 2 2 1 2,

, , max , , , , ,

max , , , , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

A y y A y y G t s f s y y f s y y s

G t s f s y y f s y y s


   




   



  

  

     

    





                                         
 

     
 

 
     

 

3

0 0
1 3

1

3

0 0
1 3

1

1 1 2 1 1 2,

2 1 2 2 1 2,

max , , , , ,

max , , , , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

G t s f s y y f s y y s

G t s f s y y f s y y s


   




   



  

  

  

  




 

                                        
 

 
 3 3

1 1

1 1., .,
t t

n m

t t

L G s s L G s s
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                                         n mL L     

olduğundan :A S B  operatörü süreklidir. 

 Şimdi A  operatörünün kompakt olduğunu gösterelim. Bunun için herhangi 

sınırlı S B kümesini ele alalım.  A S  kümesinin B  de pre kompakt olduğunu 

göstermeliyiz. Bunun için Arzela-Ascoli  Teoreminden yararlanacağız. 

  1 2,y y y S   alalım. Bu durumda,     

         

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 3 1 3
1 1

1 2 1 2 1 20 0

1 1 2 2 1 2, ,

1 1 2 2 1 2, ,

1

, , ,

max , , , max , , ,

max , , , max , , ,

.,

n m

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n mt t t t t t
t t

n

t

A y y t A y y t A y y t

G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s

NL G s s

 
   

 

 
   

 

       

       



 

   

   

 

 

 
 

 
 3 3

1 1

1 .,
t t

m

t

n m

NL G s s

NL NL R

 
 

  

 

 

olur. Böylece  A S  ye ait fonksiyonlar aynı dereceden sınırlıdır ve  A S S  elde 

edilmiş olur. 

  1 2,y y y S   alalım. 0   sayısı için öyle 0   bulunabilir ki 

* *
1 2t t    için      * *

1 2 1 1 2 2, ,A y y t A y y t    olduğunu gösterelim.  

 1f  ve 2f  fonksiyonları sürekli olduklarından kapalı bölgede sınırlıdırlar. O 

halde,  

  
 

 
 

 

   
1 3 1 3
, ,1 2 1 2

*
1 1 2 1 2 1 2 2 1 2, ,

max , , , max , , ve max ,
y y R y y R

s t t s t t
f s y y c f s y y c c c c   

 
 

       
    

olarak tanımlanabilir. Aynı zamanda  ,nG t s  Green fonksiyonu sürekli olduğundan 

verilen şartlar altında  

                                      
* *
1 2 *

3 1

, ,
2n nG t s G t s

c t t



  


 

alınabilir. Bu durumda,  
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3

1 3
1

3

1 3
1

* * * *
1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2,

* *
1 2 2 1 2,

, , max , , , ,

max , , , ,

t

n nt t t
t

t

m mt t t
t

A y y t A y y t G t s G t s f s y y s

G t s G t s f s y y s


 




 



  

  

     

    




 

                                    

 
     

 

 
     

 

  

3

1 3
1

3

1 3
1

* *
1 2 1 1 2,

* *
1 2 2 1 2,

*
3 1

max , , , ,

max , , , ,

2

t

n nt t t
t

t

m mt t t
t

G t s G t s f s y y s

G t s G t s f s y y s

c t t


 




 



  

  

  

  

  

  



  

elde edilir. Böylece  A S  ye ait fonksiyonlar aynı dereceden süreklidir. O halde 

Arzela-Ascoli teoremine göre A  operatörünün tamamen sürekli olduğu görülmüş 

olur. 

 Schauder Sabit Nokta Teoreminden dolayı A  operatörü S  de en az bir sabit 

noktaya sahiptir. Bu da (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir çözüme sahip olması 

demektir. 

3.3 Pozitif Çözümlerin Varlığı 

 Bu bölümde        1,2 1 3: , 0, 0, 0,f t t          olmak üzere 

tanımlanan (3.1)-(3.2) sisteminin pozitif çözümlerinin varlığı incelenecektir.  

 (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif çözümünün varlığı dört fonksiyonel 

sabit nokta teoremi [7] yardımıyla, en az iki pozitif çözümünün varlığı Avery-

Henderson Sabit Nokta Teoremi [6] yardımıyla, en az üç pozitif çözümün varlığı da 

beş fonksiyonel sabit nokta teoremi [5] yardımıyla gösterilecektir. 

3.3.1 En Az Bir Pozitif Çözümün Varlığı 

 (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif çözümünün varlığı dört fonksiyonel 

sabit nokta teoremi yardımıyla göstereceğiz. Bu kısımda kullanmak üzere  

                       1 2 1 2 1 2, : 0, 0, , artmayan 3.20P y y B y t y t y y B      

konisini tanımlayalım. :A P B  operatörünü de  

        
 

   
 

      

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, : , , , , , , ,

, , ,

t t

n m
t t

n m

Ay t A y y t G t s f s y y s G t s f s y y s

A y y t A y y t
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şeklinde oluşturalım. 

Lemma 3.3.1: :A P P  bir operatördür. 

İspat:  1 2,y y P   için   1 2, 0nA y y t   ve    1 2, 0mA y y t   dır. Diğer taraftan 

 * *
1 2 1 3, ,t t t t   için * *

1 2t t  olduğunda Lemma 3.1.5. de göz önüne alınırsa, 

                              

      
 

   
 

  

3

1

3

1

* *
1 2 1 1 1 1 2

*
2 1 1 2

*
1 2 2

, , , ,

, , ,

,

t

n n
t

t

n
t

n

A y y t G t s f s y y s

G t s f s y y s

A y y t


 


 

 

 





  

olur. Bu da  1 2,nA y y  nin artmayan olması demektir. Benzer şekilde  1 2,mA y y   

nin de artmayan olduğu görülebilir. Bu durumda  1 2,A y y P  olduğu görülmüş 

olur. Yani :A P P  demektir. 

 Şimdi dört fonksiyonel sabit nokta teoreminin ifadesini verelim. Bunun 

öncesinde teoremde kullanacak olduğumuz bir tanımı verelim. 

Tanım 3.3.1:   ve , P  üzerinde negatif olmayan, sürekli, konkav fonksiyoneller, 

 , , P  üzerinde negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyoneller olsun. , ,r v  

ve R  pozitif sayıları için,  

              

      
      
      

 
, , , : , ,

, , , , : , 3.21

, , , , :

Q r R x P r x x R

U x Q r R x

V v x Q r R x v

   

     

   

   
   


   

 

kümeleri tanımlıdır. 

Teorem 3.3.1: [7] (Dört Fonksiyonel Sabit  Nokta Teoremi) 

 ,P B  Banach uzayında bir koni,   ve   , P  üzerinde negatif olmayan, 

sürekli, konkav fonksiyoneller,   ve  , P  üzerinde negatif olmayan, sürekli, 

konveks fonksiyoneller olsun. , ,r v  ve R  negatif olmayan sabitler olmak üzere  

                                            : , , ,A Q r R P    

tamamen sürekli operatör ve  , , ,Q r R   sınırlı bir küme olsun. Eğer;  

          ( ) , : , :i x U x R x V v r x           
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 ( ) , , ,ii x Q r R    için  x r    ve   v A x  olduğunda 

  A x r   dir. 

 ( ) ,iii x V v   için  x r   olduğunda   A x r   dir. 

 ( ) , , ,iv x Q r R    için  x r   ve   A x   olduğunda 

  A x R   dir. 

 ( ) ,v x V     için  x R   olduğunda   A x R   dir. 

şartları sağlanıyorsa ele alınan operatörün  , , ,Q r R   de en az bir sabit noktası 

vardır. 

 Tezin bu bölümünde kullanılmak üzere olmak üzere   ve   negatif 

olmayan, sürekli, konkav fonksiyonelleri; 

                  
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, , min min

t t t t t t
y y y y y t y t

 
 

       
    

şeklinde ve   ve   negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyonelleri; 

                    
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, , max max

t t t t t t
y y y y y t y t

 
 

       
    

şeklinde tanımlı olduklarını kabul edeceğiz.  

Teorem 3.3.2: 0, 1    olduğunu kabul edelim. , , ,r R    sabitleri 

 1, 1, , 0,1 veR r R       olacak şekilde varolsun. Aynı zamanda 

k Mr
L


 

  ve LR
k M




   sağlansın. Eğer 1f  ve 2f  fonksiyonları;  

 1 3( ) ,i t t t   için    1 2r y t y t     iken  1 1 2, ,
2 n n

rf t y y
k M

    ve 

 2 1 2, ,
2 m m

rf t y y
k M

    dır. 

 1 3( ) ,ii t t t    için    1 2y t y t R     iken  1 1 2, ,
2 n

Rf t y y
L

    ve 

 2 1 2, ,
2 m

Rf t y y
L

    dır. 

şartları sağlanıyorsa ele alınan (3.1)-(3.2) sistemi en az bir pozitif çözüme sahiptir. 

 Bu çözüm  1 2,y y P  olmak üzere,  

                  
 

 
 

 
 

 
 

 
1 3 1 3 1 3 1 3

1 2 1 2, , , ,
min min ve max max

t t t t t t t t t t t t
y t y t r y t y t R
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eşitsizliklerini sağlar. 

İspat: Önce         1 2 1 2 1 2, , , , : , , ,Q r R y y P r y y y y R P         

kümesinin sınırlı olduğunu gösterelim.    1 2, , , ,y y Q r R    için  

                                     

 

 
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 20 0

1 2, ,

1 2

,

max max

,
t t t t t t

y y y y

y t y t

y y R
 


       

 

 

 

 

olduğundan   , , ,Q r R   kümesi sınırlıdır. Aynı zamanda Lemma 3.3.1. den 

 : , , ,A Q r R P    olduğu söylenebilir.  

 Şimdi  : , , ,A Q r R P    operatörünün tamamen sürekli olduğunu 

gösterelim. Bunun için operatörün sürekli ve kompakt olduğunu göstermeliyiz. A  

operatörünün sürekli olduğunu Teorem 3.2.3. ün ispatından görebiliriz. O halde A  

operatörünün kompakt olduğunu gösterelim. Yani A  nın her sınırlı kümeyi pre 

kompakt bir kümeye dönüştürdüğünü görmeliyiz.  , , ,Q r R   kümesi sınırlı 

olduğundan   , , ,A Q r R   görüntü kümesinin pre kompakt olduğunu 

göstermemiz yeterlidir. Bunun için Arzela-Ascoli Teoreminden yararlanacağız. 

    1 2, , , ,y y Q r R    için,  

                           
 

 
 

     
1 3 1 3

1 2 1 2, ,
min min

t t t t t t
r y t y t y t y t r

        
       

dır. Aynı zamanda,  

                        
 

 
 

     
1 3 1 3

1 2 1 2, ,
max max

t t t t t t
y t y t R y t y t R

        
      

olduğu söylenebilir. O halde,  

                         
       

   
1 2 1 2

1 2

r y t y t R y t y t R
R

y t y t R

 



      

   
 

olduğunu söyleyebiliriz. Bununla birlikte,  

          1 2 1 2 1 2, , , ,n mA y y t A y y t A y y t  

 
   

 

 
   

 3 3

1 3 1 3
1 1

1 1 2 2 1 2, ,
max , , , max , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

G t s f s y y s G t s f s y y s
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 3 3

1 3 1 3
1 1

1 1 2 2 1 2, ,
max , , , max , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

G t s f s y y s G t s f s y y s
 

   

        
      

 

                

 
 

 
 3 3

1 1

1 1., .,
2 2

2 2

t t
n m

n m
t t

R RL G s s L G s s
L L

R R R

 
    

  

 
 

olduğundan   , , ,A Q r R   ye ait fonksiyonlar aynı dereceden sınırlıdır. 

    1 2, , , ,y y Q r R    alalım. 0   sayısı için öyle 0   bulunabilir 

ki * * *
1 2t t    için      * *

1 2 1 1 2 2, ,A y y t A y y t    olduğunu gösterelim.  

 1f  ve 2f  fonksiyonları sürekli olduklarından kapalı bölgede sınırlıdırlar. O 

halde,  

 
 

 
1 3
,1 2

1 1 2 1,
max , ,
y y R

s t t
f s y y c 




  
  ,  

 

 
1 3
,1 2

2 1 2 2,
max , ,
y y R

s t t
f s y y c 




  
   ve  *

1 2max ,c c c  

olarak tanımlanabilir. Aynı zamanda  ,nG t s  Green fonksiyonu sürekli olduğundan 

verilen şartlar altında  

                                      
* *
1 2 *

3 1

, ,
2n nG t s G t s

c t t



  


 

alınabilir.  

     
 

     
 

 
     

 

3

1 3
1

3

1 3
1

* * * *
1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2,

* *
1 2 2 1 2,

, , max , , , ,

max , , , ,

t

n nt t t
t

t

m mt t t
t

A y y t A y y t G t s G t s f s y y s

G t s G t s f s y y s


 




 



  

  

     

    




 

                                    
 

     
 

 
     

 

3

1 3
1

3

1 3
1

* *
1 2 1 1 2

,

* *
1 2 2 1 2

,

max , , , ,

max , , , ,

t

n nt t t
t

t

m mt t t
t

G t s G t s f s y y s

G t s G t s f s y y s


 




 



  

  

  

  




 

                                           *
3 12 c t t      

elde edilir. Böylece   , , ,A Q r R   ye ait fonksiyonlar aynı dereceden süreklidir.  
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 Bu durumda  : , , ,A Q r R P    kompakt operatördür. Böylece 

 : , , ,A Q r R P    operatörünün tamamen sürekli operatör olduğu gösterilmiş 

olur. 

 Şimdi dört fonksiyonel sabit nokta teoreminin şartlarının sağlandığını 

görelim. 

i)       1 1 2 1 2, , : ,T y y U y y R     ve       2 1 2 1 2, , : ,T y y V y y r      

olmak üzere 1 2T T    olduğunu gösterelim.  

                   
   1 3 1 3, ,

, min min
2 2 2 2 2 2t t t t t t

rR r
 

      
       

         
 

 

ve  

             
   1 3 1 3, ,

, max max
2 2 2 2 2 2t t t t t t

rR rR R
 

       
       

          
 

  

olduğundan  , , , ,
2 2

Q r R     
 

 dir. Bununla birlikte  

                     
   1 3 1 3, ,

, min min
2 2 2 2 2 2t t t t t t 

       
       

        
 

  

olduğundan 1,
2 2

T   
 

 , aynı zamanda,  

                     
   1 3 1 3, ,

, max max
2 2 2 2 2 2t t t t t t 

       
       

        
 

 

olduğundan da 2,
2 2

T   
 

 dir. Bu da 1 2T T    olduğunu gösterir. 

ii)   1 2,y y r   ve   1 2,A y y   olacak şekilde    1 2, , , ,y y Q r R    için 

  1 2,A y y r   olduğunu gösterelim.  

  
 

   
 

 
   

 

3

1 3
1

3

1 3
1

1 2 1 1 2,

2 1 2,

, max , , ,

max , , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

A y y G t s f s y y s

G t s f s y y s


 




 



 
  

  

  

 




  

   
 

   
 3 3

1 1

1 1 1 2 1 2 1 2, , , , , ,
t t

n m
t t

G t s f s y y s G t s f s y y s
 

         

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n m

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s
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3 3

1 1

3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2

*
1 1 2 2 1 2

., , , ., , ,

., , , ., , ,

t t
n m

t t

t t

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s

L G s f s y y s G s f s y y s

 
   

 
   

 
   

      
      

 
     

 

 

 

 

       
 

   
 

 
3 3

1 1

1 1 2 2 1 2 *., , , ., , , 3.22
t t

t t

G s f s y y s G s f s y y s
L

 
     

     
 
 
   

olur. Bu durumda,  

  
 

   
 

 
   

 

    
 

    
 

   
 

   
 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 1

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,

3 1 1 2 3 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

, min , , , min , , ,

, , , , , ,

., , , ., , ,

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n m
t t

t t
n n m m

t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s

k M G s f s y y s k M G s f s y y s

 
   

 

 
   

 
   



 

       

 

   

   

   

 

 

 

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n n m m

t t

k M G s f s y y s k M G s f s y y s
 

          

   
 

   
 3 3

1 1

* * 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
m

t t

k M G s f s y y s L G s f s y y s
 

   
 

    
 
 
 

 

 * *
*k M r

L


   

  1 2,A y y r   elde edilir. 

iii)   1 2,y y r   olacak şekilde    1 2, ,y y V     için   1 2,A y y r   

olduğunu gösterelim. 

 
 

 
 

       
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 3, ,
, min min , ,

t t t t t t
y y r y t y t r r y t y t t t t

 
 

       
           

ve  

 
 

 
 

       
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 3, ,
, max max , ,

t t t t t t
y y y t y t y t y t t t t

 
    

       
          

olduğundan  1 3,t t t    için    1 2r y t y t     elde edilir. Bu durumda, 

  
 

   
 

 
   

 3 3

1 3 1 3
1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,
, min , , , min , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s
 

   

 


       
    

      
 

    
 3 3

1 1

3 1 1 2 3 2 1 2, , , , , ,
t t

n m
t t

G t s f s y y s G t s f s y y s
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3 3

2 2

3 3

2 2

3 3

2 2

3 1 1 2 3 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

, , , , , ,

., , , ., , ,

., , , ., , ,

t t

n m
t t

t t
n n m m

t t

t t
n n m m

t t

G t s f s y y s G t s f s y y s

k M G s f s y y s k M G s f s y y s

k M G s f s y y s k M G s f s y y s

 
   

 
   

 
   

 

 

 

   

   

   

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

3 3

2 2

3 3

2 2

1 1

1 1

1 1

., .,
2 2

., .,
2 2

2 2

2 2

t t
n n m m

n n m m
t t

t t
n n m m

n n m m
t t

n n m m
n n m m

r rk M G s s k M G s s
k M k M

r rk M G s s k M G s s
k M k M

r rk M M k M M
k M k M

r r r

 

 

 

 

 

   

   

 

  

 

   

  1 2,A y y r   elde edilir. 

iv)   1 2,y y R   ve  1 2,y y   olacak şekilde    1 2, , , ,y y Q r R    için 

  1 2,A y y R   olduğunu gösterelim.  

  
 

   
 

 
   

 

    
 

    
 

   
 

   

3

1 3
1

3

1 3
1

3

1

3

1

3

1

1

1 2 1 1 2,

2 1 2,

3 1 1 2

3 2 1 2

1
1 1 2

1
2 1 2

, min , , ,

min , , ,

, , ,

, , ,

., , ,

., , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

t

n
t

t

m
t

t
n n

t

m m

t

A y y G t s f s y y s

G t s f s y y s

G t s f s y y s

G t s f s y y s

k M G s f s y y s

k M G s f s y y s


 




 




 


 


 


 

 





  

  





  

 

 

 

 

 










 3t
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3

1

3

1

3 3

1 1

1
1 1 2

1
2 1 2

* *
1 1 2 2 1 2

., , ,

., , ,

., , , ., , ,

t
n n

t

t
m m

t

t t

t t

k M G s f s y y s

k M G s f s y y s

k M G s f s y y s G s f s y y s


 


 

 
   





 

 

 
     

 





 

 

       
 

   
 

 
3 3

1 1

1 1 2 2 1 2 * *., , , ., , , 3.23
t t

t t

G s f s y y s G s f s y y s
k M

 
    

       

olur. Bu durumda,  

  
 

   
 

 
   

 

   
 

   
 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,

1 1 1 2 1 2 1 2

, max , , , max , , ,

, , , , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n m
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s

 
   

 

 
   


       

   

   

 

 
 

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n m

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s
 

          

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n m

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s
 

    
   

      
   
   
 

 

   
 

   
 3 3

1 1

*
1 1 2 2 1 2

*
* *

., , , ., , ,
t t

t t

L G s f s y y s G s f s y y s

L R
k M

 
   



 
    

 
 

 

 
 

  1 2,A y y R   elde edilir. 

v)   1 2,y y R   olacak şekilde    1 2, ,y y U     için   1 2,A y y R   

olduğunu gösterelim. 

 
 

 
 

       
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 3, ,
, max max , ,

t t t t t t
y y R y t y t R y t y t R t t t

 
 

       
          

ve  

 
 

 
 

       
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 3, ,
, min min , ,

t t t t t t
y y y t y t y t y t t t t

 
    

       
          

olduğundan  1 3,t t t     için    1 2y t y t R     olur. Bu durumda,  
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 3 3

1 3 1 3
1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,
, max , , , max , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s
 

   

 


       
    

   
 

   
 3 3

1 1

1 1 1 2 1 2 1 2, , , , , ,
t t

n m
t t

G t s f s y y s G t s f s y y s
 

         

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n m

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s
 

          

   
 

   
 3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n m

t t

L G s f s y y s L G s f s y y s
 

          

 
 

 
 

 
 

 
 

3 3

1 1

3 3

1 1

1 1

1 1

1 1

., .,
2 2

., .,
2 2

2 2

2 2

t t
n m

n m
t t

t t
n m

n m
t t

n m
n m

R RL G s s L G s s
L L

R RL G s s L G s s
L L

R RL L L L
L L

R R R

 

 

 

 

 

   

   

 

  

 

   

  1 2,A y y R   elde edilir.  

 O halde dört fonksiyonel sabit nokta teoreminin şartları sağlanır. Bu 

durumda ele alınan (3.1)-(3.2) sisteminin en az bir pozitif çözümü mevcuttur. Bu 

 1 2,y y P  çözümü  

          
 

 
 

 
 

 
 

 
1 3 1 3 1 3 1 3

1 2 1 2, , , ,
min min ve max max

t t t t t t t t t t t t
y t y t r y t y t R

                   
     

eşitsizliklerini sağlar. 

Örnek 3.3.1.  2 : 2,3
3

n

n
       
   

0T = N  zaman skalasını ele alalım. 

1 2 3
21, 2, , 1, 3, 2
3

n m t t t         seçelim.  

                       
    

    
2

1 2
1 1 2 2 1 22

1 2

7.5
, , ve , , 0.1

10 1

y t y t
f t y t y t f t y t y t

y t y t


 

 
 

fonksiyonları tanımlanırsa (3.1)-(3.2) sistemi, 
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2

4

2 1 2 2 1 2 1

2
1 2

1 2
1 2

2

1 1 1 1

2 2 2 2

7.5 2, ,3
310 1

20.1, ,3
3

2 0, 3 2 3 1
3

2 0, 3 2 3 1 , 0 1
3

j j j j

y t y t
y t t

y t y t

y t t

y y y y

y y y y j
  





  

   

         

      
        


         

 

halini alır. Burada seçilen sayılar ve (3.7) Green fonksiyonunun tanımı gereği 

1 13 11, ve
3 2 2

k L M    bulunur. Seçilen          1 1 2 2 1 2, , ve , ,f t y t y t f t y t y t  

fonksiyonları sürekli,     1 1 2, ,f t y t y t  fonksiyonu artandır. Şimdi Teorem 3.3.2. 

nin şartlarını inceleyelim.  

 2010, , 0.5, 9.75
39

r R      olarak seçilirse, 

)i     1 2
20 10
39

y t y t    alındığında    1 2
20
39

y t y t   için 

    1 1 2, , 0.544337f t y t y t   olacağından, 

    

    

1 1 2

2 1 2 2 2

, , 0.54433 0.13986
2

ve

, , 0.1 0.074
2

rf t y t y t
kM

rf t y t y t
k M

  

  

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.2. nin )i  şartının sağlanması demektir. 

)ii     1 20.5 9.75y t y t    alındığında    1 2 9.75y t y t   için 

    1 1 2, , 0.74921f t y t y t   olacağından,  

         1 1 2 2 1 2 2, , 0.74921 0.75 ve , , 0.1 0.11538
2 2
R Rf t y t y t f t y t y t
L L

       

eşitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.2. nin )ii  şartının sağlanması demektir. 

 Sonuç olarak Teorem 3.3.2. nin şartları sağlanır. O halde Teorem 3.3.2. nin 

sonucu gereği bu sistem en az bir pozitif çözüme sahiptir ve bu  1 2,y y  çözümü 

                   1 2 1 22 2 2 2,3 ,3 ,3 ,3
3 3 3 3

20min min ve max max 9.75
39t t t t

y t y t y t y t
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eşitsizliklerini sağlar. 

3.3.2 En Az İki Pozitif Çözümün Varlığı 

 (3.1)-(3.2) sisteminin en az iki pozitif çözümünün varlığı Avery-Henderson 

Sabit Nokta Teoremi [6] yardımıyla göstereceğiz. Bu kısımda kullanmak üzere P  

konisini, 
1 1

1 1min ,
n n m m

n m

k M k MC
L L

 


 

 
  

 
 olmak üzere   

     
 

 
 

      
2 3 2 3

1 2 1 2 1 2 1 2, ,
, : 0, 0, min min , 3.24

t t t t t t
P y y B y t y t y t y t C y y

 



       
     

 

şeklinde tanımlayacağız. P  konisi üzerinde  ,P v r  kümesi,  

                                    1 2 1 2, , : ,P v r y y P v y y t r    

ile tanımlı olacaktır. 

:A P B  operatörünü  

        
 

   
 

      

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, : , , , , , , ,

, , ,

t t

n m
t t

n m

Ay t A y y t G t s f s y y s G t s f s y y s

A y y t A y y t

 
   

 
    
 
 



 
 

şeklinde oluşturacağız. 

Teorem 3.3.3: [6] (Avery-Henderson Sabit Nokta Teoremi) 

 ,P E  Banach uzayı üzerinde bir koni,   ve , P  üzerinde, negatif olmayan, 

artan, sürekli fonksiyoneller ve , P  üzerinde  0 0   olacak şekilde negatif 

olmayan sürekli fonksiyonel olsun. Bu fonksiyoneller r  ve M  pozitif sayıları ve 

 ,u P r   için  

                                              veu u u u M u       

şartlarını sağlasınlar. p q r   pozitif sayıları,  , 0 1u P q ve      için 

   u u    şartı sağlanacak şekilde varolsun. Eğer  : ,A P r P   tamamen 

sürekli operatörü  

 ( ) ,i u P r   için  Au r   dir, 

 ( ) ,ii u P q   için  Au q   dur, 

 ( ) ,iii u P p   için  ,P p   ve  Au p   dır, 

şartlarını sağlıyorsa, A  operatörünün, 
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                             1u q   ve  1p u  

ile  

                              2u r   ve  2q u  

olacak şekilde en az iki 1 2veu u  sabit noktaları vardır. 

Teorem 3.3.4: 0, 1    olsun. 1f  ve 2f  fonksiyonları 0 p q r    olmak 
üzere  

 2 3( ) ,i t t t    ve    1 2
1r y t y t r

C    için  

                           1 1 2, ,
2 n n

rf t y y
k M

    ve  2 1 2, ,
2 m m

rf t y y
k M

   ; 

 1 3( ) ,ii t t t    ve    1 2
10 y t y t q

C    için  

                                  1 1 2, ,
2 n

qf t y y
L

    ve  2 1 2, ,
2 m

qf t y y
L

   ; 

 2 3( ) ,iii t t t    ve    1 2C p y t y t p     için  

                      1 1 2, ,
2 n n

pf t y y
k M

    ve  2 1 2, ,
2 m m

pf t y y
k M

    ; 

şartlarını sağlıyorsa (3.1)-(3.2) sisteminin en az iki pozitif çözümü vardır. Bu 
çözümler  1 2,y y P  ve  3 4,y y P  olmak üzere  

             
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2, ,
max max

t t t t t t
y t y t p

        
    ve 

 
 

 
 

2 3 2 3
1 2, ,

max max
t t t t t t

y t y t q
        

   

ile  
              

 
 

 
 

2 3 2 3
3 4, ,

max max
t t t t t t

y t y t q
        

   ve 
 

 
 

 
2 3 2 3

3 4, ,
min min

t t t t t t
y t y t r

        
   

eşitsizliklerini sağlarlar. 
İspat: , ,    negatif olmayan, artan, sürekli fonksiyonellerini P  konisi üzerinde  

                        

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
2 3 2 3

2 3 2 3

1 3 1 3

1 2 1 2, ,

1 2 1 2, ,

1 2 1 2, ,

, : min min

, : max max 3.25

, : max max

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

y y y t y t

y y y t y t

y y y t y t

 

 

 







       

       

       

  
  

 


 

şeklinde tanımlayalım.  
  1 2,y y P  olsun. Bu durumda  1 3,t t t    için   1 2, 0nA y y t   ve 

   1 2, 0mA y y t   dır. Diğer taraftan, 

 
  

 
  

 
   

 

 
   

 

 
   

 

2 3 2 3

3 3

2 3 2 3
1 1

3

2 3
1

1 2 1 2, ,

1 1 2 2 1 2, ,

1 1 2,

min , min ,

min , , , min , , ,

min , , ,

n mt t t t t t

t t

n mt t t t t t
t t

t

nt t t
t

A y y t A y y t

G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s
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 3

2 3
1

2 1 2,
min , , ,

t

mt t t
t

G t s f s y y s


 

  
   

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 

3

1 3
1

3

1 3
1

3 3

1 3 1 3
1 1

1

1 1 21 ,

1

2 1 21 ,

*
1 1 2 2 1 2, ,

*
1 2

max , , ,

max , , ,

max , , , max , , ,

,

tn n

nn t t t
t

tm m

mm t t t
t

t t

n mt t t t t t
t t

k M G t s f s y y s
L

k M G t s f s y y s
L

C G t s f s y y s G t s f s y y s

C A y y


 




 



 
   

 



   



   

       

 

 

 
    

 
 







 

 

elde edilir. O halde  1 2,A y y P  olur. Bu da bize  A P P  olduğunu verir. Aynı 
zamanda A  operatörünün tamamen sürekli olduğu Teorem 3.3.2. dekine benzer 
şekilde yapılabilir.  
  1 2,y y P  için  (3.25) ten  

                                                   1 2 1 2 1 2, , ,y y y y y y     
olduğu açıktır. Diğer yandan  

                           
 

 
 

 
 

 

2 3 2 3
1 2 1 2* , ,

1 2*

1, min min

1 ,

t t t t t t
y y y t y t

C

y y
C

 



       

   
 


 

olduğu görülür.  
   0,0 0   dır ve  1 2,y y P  ,  0,1  için  

                           
     

 
  

 
  

2 3 2 3

1 2 1 2

1 2, ,

, ,

max max
t t t t t t

y y y y

y t y t
 

    

 
       



 
 

                           

 
 

 
 

 
 

 
 

  

2 3 2 3

2 3 2 3

1 2, ,

1 2, ,

1 2

max max

max max

,

t t t t t t

t t t t t t

y t y t

y t y t

y y

 

 

 



 

       

       

 

   
 



 

elde edilir. 

 Şimdi Avery-Henderson Sabit Nokta Teoreminin diğer şartlarının 

sağlandığını görelim.  

(i)     1 2, ,y y P r   ve  2 3,t t t     için  

                        
 

 
 

   
2 3 2 3

1 2 1 2 *, ,

1min min ,
t t t t t t

r y t y t y y r
C        

     

                                          1 2 *

1r y t y t r
C
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olur. O halde, 

          

 
   

 

 
   

 

3

2 3
1

3

2 3
1

1 2 1 2 1 2

1 1 2,

2 1 2,

, , , ,

min , , ,

min , , ,

n m

t

nt t t
t

t

mt t t
t

A y y A y y t A y y t

G t s f s y y s

G t s f s y y s


 




 



 

  

  



 

 





 
   

 

 
   

 

   
 

   
 

3

2 3
2

3

2 3
2

3

2

3

2

1 1 2,

2 1 2,

1
1 1 2

1
2 1 2

min , , ,

min , , ,

., , ,

., , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

t
n n

t

t
m m

t

G t s f s y y s

G t s f s y y s

k M G s f s y y s

k M G s f s y y s


 




 




 


 

  

  





 

 

 

 









 
 

 
 3 3

2 2

1 1., .,
2 2

t t
n n m m

n n m m
t t

r rk M G s s k M G s s
k M k M

 
       

2 2
r r r    

  1 2,A y y r   bulunur. 

(ii)     1 2, ,y y P q   ve  1 3,t t t    için  

                                     1 2 1 2 *

10 ,y t y t y y q
C

     

                                       1 2 *

10 y t y t q
C

     

bulunur. Bu durumda; 

              1 2 1 2 1 2, , , ,n mA y y A y y t A y y t   

   
 

   
 

 
   

 

3

2 3
1

3

2 3
1

1 1 2,

2 1 2,

max , , ,

max , , ,

t

nt t t
t

t

mt t t
t

G t s f s y y s

G t s f s y y s
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3

1

3

1

3 3

1 1

1
1 1 2

1
2 1 2

1 1

., , ,

., , ,

., .,
2 2

2 2

t
n

t

t
m

t

t t
n m

n m
t t

L G s f s y y s

L G s f s y y s

q qL G s s L G s s
L L

q q q


 


 

 





 

 

 

   

  





 

 

  1 2,A y y q   elde edilir. 

(iii)         
 

 
 

  
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, , : , max max

t t t t t t
P p y y P y y t y t y t p

 
 

       
      

kümesi için 0p   ve  0,0 P  alındığında    0,0 ,P p  olduğu aşikardır.  

    1 2, ,y y P p  ve  2 3,t t t    için  

                                             *
1 2 1 2,p y y y t y t C p     

                                             *
1 2C p y t y t p     

olur. Dolayısıyla  

          

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 3 1 3
2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2, ,

1 1 2 2 1 2, ,

, , , ,

max , , , max , , ,

max , , , max , , ,

n m

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n mt t t t t t
t t

A y y A y y t A y y t

G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s

 
   

 

 
   

 

 

       

       



   

   

 

 

   
 

   
 3 3

2 2

1 1
1 1 2 2 1 2., , , ., , ,

t t
n n m m

t t

k M G s f s y y s k M G s f s y y s
 

        
 

 
 

 
 3 3

2 2

1 1., .,
2 2

2 2

t t
n n m m

n n m m
t t

p pk M G s s k M G s s
k M k M

p p p

 
    

  

 
 

      1 2,A y y p   bulunur.  

 Sonuç olarak Avery-Henderson Sabit Nokta Teoreminin şartları sağlanır. O 
halde ele alınan (3.1)-(3.2) sistemi en az iki pozitif çözüme sahiptir. Bu çözümler 
 1 2,y y P  ve  3 4,y y P  olmak üzere  

             
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2, ,
max max

t t t t t t
y t y t p

        
    ve 

 
 

 
 

2 3 2 3
1 2, ,

max max
t t t t t t

y t y t q
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ile  
              

 
 

 
 

2 3 2 3
3 4, ,

max max
t t t t t t

y t y t q
        

   ve 
 

 
 

 
2 3 2 3

3 4, ,
min min

t t t t t t
y t y t r

        
   

eşitsizliklerini sağlarlar. 

3.3.3 En Az Üç Pozitif Çözümün Varlığı 

 Bu bölümde ele alınan (3.1)-(3.2) sisteminin en az üç pozitif çözümünün 

varlığını inceleyeceğiz. Bunun için beş fonksiyonel sabit nokta teoremini 

kullanacağız.  

 Bu bölümde üzerinde çalışacağımız koni (3.20) ile tanımlanan koni 

olacaktır. Teoremde kullanılacak :A P B  operatörünü de  

        
 

   
 

      

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, : , , , , , , ,

, , ,

t t

n m
t t

n m

Ay t A y y t G t s f s y y s G t s f s y y s

A y y t A y y t

 
   

 
    
 
 



 
 

ile tanımlı olacaktır. 

 Şimdi beş fonksiyonel sabit nokta teoreminin ifadesini verelim. Önce 

teoremde kullanılacak olan bir tanım verelim.  

Tanım 3.3.2:   ve ,  P  üzerinde negatif olmayan, sürekli, konkav 

fonksiyoneller, , ve , P    üzerinde negatif olmayan, sürekli, konveks 

fonksiyoneller olsunlar. , , , veh a b d c  pozitif sayıları için;  

         , : ,P c x P x c     

           , , , : , ,P a c x P a x x c        

           , , , : , ,Q d c x P x d x c        

             , , , , , : , , ,P a b c x P a x x b x c           

             , , , , , : , ,Q h d c x P h x x d x c           

kümeleri tanımlıdır. 

Teorem 3.3.5: [5] (Beş Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi) 

 ,P E  Banach uzayı üzerinde bir koni,   ve ,  P  üzerinde negatif 

olmayan, sürekli, konkav fonksiyoneller, , ve    P  üzerinde negatif olmayan, 

sürekli, konveks fonksiyoneller olsunlar. c ve M  negatif olmayan iki sabit sayı 

olmak üzere  ,x P c   için       ,x x x M x     eşitsizlikleri sağlansın.  

 0 a b   olacak şekilde , , ,h a k b  sabit sayıları için eğer  
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                                                  : , ,A P c P c   

tamamen sürekli operatörü, 

    ( ) , , , , , :i x P b k c x b        ve  , , , , ,x P b k c     için 

  A x b   dir, 

    ( ) , , , , , :ii x Q h a c x a       ve  , , , , ,x Q h a c     için 

  A x a   dır, 

 ( ) , , ,iii x P b c    için   A x k   iken   A x b   dir, 

 ( ) , , ,iv x Q a c    için   A x h   iken   A x a   dır,  

şartlarını sağlıyorsa ele alınan operatörün en az üç sabit noktası vardır. Bu 

 1 2 3, , ,x x x P c  sabit noktaları  

                                        1 2 3 3, , ,x a x b x a x b        

eşitsizliklerini sağlarlar. 

 Tezin bu bölümünde kullanmak üzere olacak şekilde   ve   negatif 

olmayan, sürekli, konkav fonksiyonelleri  

                          
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, , min min

t t t t t t
y y y y y t y t

 
 

       
    

şeklinde ve , ve    negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyonelleri de  

                           
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 2, ,
, , , max max

t t t t t t
y y y y y y y t y t

 
  

       
     

ile tanımlı kabul edilecektir. 

Teorem 3.3.6: 0, 1    olsun. 0 a b c    sayıları 0 La b b c
k M



      

olacak şekilde varolsun. Eğer 1f  ve 2f  fonksiyonları, 

 1 3) ,i t t t    için    1 2
Lb y t y t b

k M



     olduğunda  

                    1 1 2, ,
2 n n

bf t y y
k M

    ve  2 1 2, ,
2 m m

bf t y y
k M

    

dır, 

 1 3) ,ii t t t    için    
* *

1 2*

k M a y t y t a
L

    olduğunda  

                         1 1 2, ,
2 n

af t y y
L

    ve  2 1 2, ,
2 m

af t y y
L
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dir, 

 1 3) ,iii t t t    için    1 20 y t y t c    olduğunda  

                          1 1 2, ,
2 n

cf t y y
L

    ve  2 1 2, ,
2 m

cf t y y
L

    

dir, 

şartlarını sağlıyorsa ele alınan (3.1)-(3.2) sisteminin en az üç pozitif çözümü 

mevcuttur. Bu üç çözüm        1 2 1 2 1 2, , , , , ,x x y y z z P c  için  

           
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2, ,
max max

t t t t t t
x t x t a

        
   olduğunda 

 
 

 
 

1 3 1 3
1 2, ,

min min
t t t t t t

y t y t b
        

   

ve  

         
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2, ,
min min

t t t t t t
z t z t b

        
   olduğunda 

 
 

 
 

1 3 1 3
1 2, ,

max max
t t t t t t

z t z t a
        

   

eşitsizliklerini sağlarlar. 

İspat:    1 2, ,y y P c   için  

 
 

 
 

 
 

 
 

   
1 3 1 3 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,
, min min max max ,

t t t t t t t t t t t t
y y y t y t y t y t y y

   
 

                
      

   1 2 1 2, ,y y y y    

ve  

                        

 

 
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2 1 20 0

1 2, ,

1 2

,

max max

,
t t t t t t

y y y y

y t y t

y y
 



       

 

 



 

                          1 2 1 2, ,y y y y   

olduğu görülebilir. Şimdi    : , ,A P c P c   olduğunu görelim. 

   1 2, ,y y P c  ve  1 3,t t t     için  

                      
 

 
 

 
 

   
1 3 1 3

1 2 1 2, ,

1 2

, max max

0
t t t t t t

y y c y t y t c

y t y t c
 


       

   

   
 

olur. O halde, 

  
 

   
 

 
   

 

   
 

   
 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,

1 1 1 2 1 2 1 2

, max , , , max , , ,

, , , , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n m
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s
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3 3

1 1

3 3

1 1

3 3

1 1

3 3

1 1

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1

1 1

., , , ., , ,

., , , ., , ,

., .,
2 2

., .,
2 2

2

t t
n m

t t

t t
n m

t t

t t
n m

n m
t t

t t
n m

n m
t t

L G s f s y y s L G s f s y y s

L G s f s y y s L G s f s y y s

c cL G s s L G s s
L L

c cL G s s L G s s
L L

c

 
   

 
   

 

 

 

 

 

 

   

   

   

   

 

 

 

 

 

2
c c

 

  1 2,A y y c   

bulunur. O halde    1 2, ,A y y P c  olduğu elde edilir. Bu da 

   : , ,A P c P c   olması demektir. Aynı zamanda    : , ,A P c P c   

operatörünün tamamen sürekli olduğu Teorem 3.3.2. ispatındakine benzer şekilde 

görülebilir.  

 Şimdi beş fonksiyonel sabit nokta teoreminin diğer şartlarının da 

sağlandığını görelim. 

)i
*

1 * *0 L b b
k M

    olacak şekilde   1 1
1 2, ,

2 2
b by y P       

 
 seçilirse  

   
 

 
 

1 3 1 3

1 1
1 2 1 2 1, ,

, min min
2 2t t t t t t

b by y y t y t b b
 

 
 

       

           , 

   
 

 
 

1 3 1 3

*
1 1

1 2 1 2 1 * *, ,
, max max

2 2t t t t t t

b b Ly y y t y t b b
k M 

  
       

            

ve  

   
 

 
 

1 3 1 3

*
1 1

1 2 1 2 1 * *, ,
, max max

2 2t t t t t t

b b Ly y y t y t b b c
k M 

  
       

             

olur. O halde  

                  
*

1 2 1 2* *, , , , , , : ,Ly y P b b c y y b
k M

   
        
   

 

elde edilir. Diğer taraftan  
*

1 2 * *, , , , , ,Ly y P b b c
k M

  
 

  
 

 ve  1 3,t t t     için  

                 
 

 
 

     
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, min min

t t t t t t
y y y t y t b y t y t b
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ve  

            
 

 
 

     
1 3 1 3

* *

1 2 1 2 1 2* * * *, ,
, max max

t t t t t t

L Ly y y t y t b y t y t b
k M k M 


       

       

olur. Yani    1 2
Lb y t y t b

k M



     elde edilir. O halde  

  
 

   
 

 
   

 

    
 

    
 

3 3

1 3 1 3
1 1

3 3

1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,

3 1 1 2 3 2 1 2

, min , , , min , , ,

, , , , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

t t

n m
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s

G t s f s y y s G t s f s y y s

 
   

 

 
   



 

       
   

   

 

 
 

    
 

    
 

   
 

   
 

 
 

 
 

 
 

3 3

2 2

3 3

2 2

3 3

2 2

3

2

3 1 1 2 3 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1

1 1

, , , , , ,

., , , ., , ,

., .,
2 2

.,
2 2

t t

n m
t t

t t
n n m m

t t

t t
n n m m

n n m m
t t

t
n n m m

n n m
t

G t s f s y y s G t s f s y y s

k M G s f s y y s k M G s f s y y s

b bk M G s s k M G s s
k M k M

b bk M G s s k M
k M k

 
   

 
   

 



 

 

 

 

   

   

   

  

 

 

 

  
 3

2

.,

2 2

t

m
t

G s s
M

b b b





  



 

  1 2,A y y b   olduğu görülür. 

)ii  
* *

2 *0 k Ma a
L

    olacak şekilde   2 2
1 2, ,

2 2
a ay y P       

 
 seçilirse  

   
 

 
 

1 3 1 3

2 2
1 2 1 2 2, ,

, max max
2 2t t t t t t

a ay y y t y t a a
 

 
 

       

           , 

   
 

 
 

1 3 1 3

* *
2 2

1 2 1 2 2 *, ,
, min min

2 2t t t t t t

a a k My y y t y t a a
L 

  
       

            

ve  

   
 

 
 

1 3 1 3

2 2
1 2 1 2 2, ,

, max max
2 2t t t t t t

a ay y y t y t a c
 

 
 

       

            

olur. O halde    
* *

1 2 1 2*, , , , , , : ,k My y Q a a c y y a
L

   
        
   

 bulunur. 

Bunun yanında  
* *

1 2 *, , , , , ,k My y Q a a c
L

  
 

  
 

 ve  1 3,t t t     için  
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1 3 1 3

* * * *

1 2 1 2 1 2* *, ,
, min min

t t t t t t

k M k My y y t y t a y t y t a
L L 


       

       

ve  

        
 

 
 

     
1 3 1 3

1 2 1 2 1 2, ,
, max max

t t t t t t
y y y t y t a y t y t a

 


       
       

olur. Yani    
* *

1 2*

k M a y t y t a
L

    elde edilir. O halde, 

  
 

   
 

 
   

 3 3

1 3 1 3
1 1

1 2 1 1 2 2 1 2, ,
, max , , , max , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

A y y G t s f s y y s G t s f s y y s
 

   

 


       
    

 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

 
 

 

3 3

1 1

3 3

1 1

3 3

1 1

3

1

1 1 1 2 1 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2

1 1

, , , , , ,

., , , ., , ,

., , , ., , ,

., .,
2 2

t t

n m
t t

t t
n m

t t

t t
n m

t t

t
n m

n m
t

G t s f s y y s G t s f s y y s

L G s f s y y s L G s f s y y s

L G s f s y y s L G s f s y y s

a aL G s s L G s s
L L
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1
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1 1

1 1., .,
2 2

2 2

t

t

t t
n m

n m
t t

a aL G s s L G s s
L L

a a a



 
    

  



 

 

  1 2,A y y a   olduğu görülür. 

)iii     1 2, , , ,y y P b c   için   
*

1 2 * *, LA y y b
k M

   olduğunda 

  1 2,A y y b   olduğunu görelim.  

  
 

   
 

 
   

 3 3

1 3 1 3
1 1

*

1 2 1 1 2 2 1 2* * , ,
, max , , , max , , ,

t t

n mt t t t t t
t t

L b A y y G t s f s y y s G t s f s y y s
k M

 
   

 


       
     

   
 

   
 3 3

1 1
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  1 2,A y y a    

elde edilir. 

 Böylelikle beş fonksiyonel sabit nokta teoreminin şartlarının sağlandığı 

görülür. Bu durumda (3.1)-(3.2) sisteminin en az üç pozitif çözümü mevcuttur. Bu 

üç çözüm        1 2 1 2 1 2, , , , , ,x x y y z z P c  için  
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1 3 1 3

1 2, ,
max max

t t t t t t
x t x t a

        
   olduğunda 

 
 

 
 

1 3 1 3
1 2, ,

min min
t t t t t t

y t y t b
        

   

ve  

         
 

 
 

 
1 3 1 3

1 2, ,
min min

t t t t t t
z t z t b

        
   olduğunda 

 
 

 
 

1 3 1 3
1 2, ,

max max
t t t t t t

z t z t a
        

   

eşitsizliklerini sağlarlar. 

Örnek 3.3.2:  2 : 2,3
3

n

n
       
   

0T = N  zaman skalasını ele alalım. 1, 1,n m   

1 2 3
2 , 1, 3, 2
3

t t t       seçelim.  

                                     
    

2
1 2

1 1 2 2 1 2 2
1 2

1004
, , , ,
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y t y t
f t y t y t f t y t y t

y t y t


 

 
 

fonksiyonları tanımlanırsa (3.1)-(3.2) sistemi, 
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31
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y t y t
y t t

y t y t

y t y t
y t t
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1 1 1 1

2 2 2 2

2 0, 3 2 3 1
3
2 0, 3 2 3 1
3

y y y y

y y y y

  

  

        


       

 

halini alır. Burada seçilen sayılar ve (3.7) Green fonksiyonunun tanımı gereği 

1 13 11, ve
3 2 2

k L M    bulunur. Seçilen          1 1 2 2 1 2, , ve , ,f t y t y t f t y t y t  

fonksiyonları sürekli ve artandır. Şimdi Teorem 3.3.6. nın şartlarını inceleyelim.  

 5 487.10 , 3.10 , 13052a b c     olarak seçilirse, 

)i     4 4
1 23.10 9.10y t y t     alındığında     4

1 2 3.10y t y t    için 

          5
1 1 2 2 1 2, , , , 9.035999187.10f t y t y t f t y t y t    olacağından, 

          5 5
1 1 2 2 1 2, , , , 9.035999187.10 8.181818182.10

2
bf t y t y t f t y t y t
kM

    

 eşitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nın )i  şartının sağlanması demektir. 
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)ii      5
1 20 7.10y t y t     alındığında     5

1 2 7.10y t y t    için 

          6
1 1 2 2 1 2, , , , 4.919599976.10f t y t y t f t y t y t    olacağından,  

               6 6
1 1 2 2 1 2, , , , 4.919599976.10 5.384615385.10

2
af t y t y t f t y t y t
L

      

eşitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nın )ii  şartının sağlanması demektir. 

)iii     1 20 13052y t y t    alındığında    1 2 13052y t y t   için 

         1 1 2 2 1 2, , , , 1003.9f t y t y t f t y t y t   olacağından,  

              1 1 2 2 1 2, , , , 1003.9 1506
2
cf t y t y t f t y t y t
L

     

eşitsizlikleri elde edilir. Bu da Teorem 3.3.6. nın )iii  şartının sağlanması demektir. 

 Sonuç olarak Teorem 3.3.6. nın şartları sağlanır. O halde Teorem 3.3.6. nın 

sonucu gereği bu sistem en az üç pozitif çözüme sahiptir ve bu  1 2, ,x x   1 2, ,y y  

 1 2,z z  çözümleri, 

         5
1 22 2,3 ,3

3 3

max max 7.10
t t

x t x t 

          

   olduğunda     4
1 22 2,3 ,3

3 3

min min 3.10
t t

y t y t 

          

   

ve  

             4
1 22 2,3 ,3

3 3

min min 3.10
t t

z t z t 

          

   olduğunda     5
1 22 2,3 ,3

3 3

max max 7.10
t t

z t z t 

          

   

eşitsizliklerini sağlarlar. 
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4. SONUÇ 

 Bu tez çalışmasında zaman skalası üzerinde yüksek mertebeden lineer 

olmayan bir dinamik sistem ele alınmıştır. Bu sistemin önce, Schauder sabit nokta 

teoremi yardımıyla en az bir çözümünün varlığı incelenmiştir, ardından da koni 

üzerinde dört fonksiyonel sabit nokta teoremi ile en az bir pozitif çözümünün 

varlığı, Avery-Henderson sabit nokta teoremi ile en az iki pozitif çözümünün 

varlığı, beş fonksiyonel sabit nokta teoremi ile de en az üç pozitif çözümünün 

varlığı için yeterli koşullar incelenmiştir. 
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