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OZET

DEGISKEN KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERI iCiN COZUM
YONTEMLERI

Bu cahsmada degisken katsayili lineer fark denklemlerinin analitik ¢O0zim
yontemleri Gizerinde durulmustur.

Birinci bolumde fark denklemleri (izerine guniimize kadar yapilan arastirmalardan
ve kullanim alanlarindan bahsedilmistir.

Ikinci bolumde fark denklemleri icin temel kavramlar verilip fark denklemlerinin
¢cozlmleri ve simiflandirilmasi Gizerinde durulmustur.

Ugtlincti bolimde ise sabit katsayili lineer fark denklemlerinin analitik ¢oztimleri
verilmistir.

Son olarak doérduncl bolimde degisken katsayili lineer fark denklemlerinin analitik
¢6zim yontemleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Fark Denklemi, Fonksiyonel Fark Denklemi, Fark
Denklemleri igin Analitik Cozim Yéntemleri.
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SUMMARY

SOLUTION METHODS FOR LINEAR DIFFERENCE EQUATIONS WITH
VARIABLE COEFFICIENTS

In this study analytical solution methods of linear difference equations with variable
coefficicients are emphasized.

In the first chapter, prior searchs on difference equations and usage areas of
difference equations are mentioned.

In the second chapter, basic consepts for difference equations are given, and
solutions and classifications of difference equations are emphasized.

In the third chapter, the analytical solutions of linear difference equations with
constant coefficients are given.

Finally, in the fourth section, the analytical solution methods of linear difference
equations with variable coefficients are given.

Key Words: Linear Difference Equations, Functional Difference Equations,
Analytical Solution Methods for Difference Equations.



1.GIRIS

Fark denklemleri; muhendislik, kimya, fizik, biyoloji ve ekonomi gibi bir¢ok bilim
alaninda kullanilmaktadir. Fark denklemleri teorisi, diferansiyel denklemlerin
teorisine ¢ok buyik benzerlik gdstermektedir. Fark denklemlerinin incelenmesi,
diferansiyel denklemlere kiyasla daha yeni bir kavramdir. 20. yy.’da, genetik ve
radyasyondaki kuantum gibi bilimin cesitli dallarindaki gelismeler, tim doga
olaylarmin, sureklilik ifadeleri diginda ifadelere ihtiya¢ duyuldugunu gostermistir.
Diferansiyel denklemlerde karsilasilan sireksizlik durumlari, fark denklemleri ile
kaldirilmak istenmektedir (Catal, 2004).

Matematiksel hesaplamalarda bize verilen bir degerler kiimesinin dzyinelemeli bir
fonksiyonun degerini hesaplamamiza olanak saglayan denklemler vardir. Bu tarz
denklemler fark denklemleri ya da rekirans denklemleri olarak adlandirilir. Bu
denklemler hem matematikte hem de onun istatistiksel uygulamalarinda, bilgisayar,
elektrik ve devre analizi, dinamik sistemler, ekonomi, biyoloji gibi alanlarda

karsimiza cikar.

Ardisik tekrar isglemi bir 6nceki adimda bulunan degerin bir sonraki adimda
kullanilarak yeni bir deger elde edilmesidir. Fark denklemlerinde ise ardisik tekrar
islemleri kullanilarak istenilen bir terimin degeri bulunabilir. Ayrica sadece kesikli
(sureksiz) degerler kimesinde degisen bazi degiskenlere sahip problemler ardigik
tekrar islemlerinin de yardimiyla fark denklemlerini iceren matematik modellerle
ifade edilebilir. Ornegin ekonomide boyle bir degisken zamandir. Ekonomistler bu
kesikli zaman araliklar1 Gizerinde periyot analizi denen ulusal gelir davranis: ve diger
ekonomik degiskenleri inceler (Goldberg, 1960). Ekonomide yine Orimcek agi
modeli ve Samuelson’un c¢ogaltan hizlandiran modellerinin ¢6zimiinde fark
denklemleri kullanilir (Ersel, 1981).

Sosyolojik arastirmalarda bir Glkedeki sosyal demografiyi', sosyal bulasici
hastaliklarin yayilmasi, soylentilerin yayilmasi ve kamuoyunda yasanan hizli

degisimleri birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin ¢ozimleri ile

! Bir iilkede bulunan niifusun yapismi, durumunu ve dinamik 6zelliklerini inceleyen bilim dals.

1



bulunur. Ayrica birinci  mertebeden lineer fark denklemlerinin sosyolojik

arastirmalarda bircok modellemesi de mevcuttur (Huckfeldt, 1982).

Elektrikli otomobilin modellenmesinde de fark denklemleri kullanilir. Bunun igin
icinde akumiulator-filtre, tahrik motoru ve tasit direnci olmak Uzere olusturulan
otomobil simulasyon modelinde her kisma iliskin sistem simiilasyon programi elde
edilmesi i¢in ayr1 ayr1 fark denklemleri olusturulur. Bulunan bu fark denklemlerinin
uygun sirayla yazilmasiyla sistem simulasyon programi hicbir nimerik yontem
kullanilmadan  dogrudan  programlanabilir.  Bu denklemlerle  gergeklenen
programlarda herhangi bir kararlilik sorunu ile karsilasiimaz. Ayrica denklemler fark
denklemleri seklinde dizenlenmis oldugundan herhangi bir kontrol algoritmasi
altinda sistemin kararliligint da incelemek mumkin olur. Bu program ile bir
elektrikli otomobilin tasariminda motor guct se¢imi, secilen motorla gesitli yol ve
yuk kosullarinda elde edilebilecek hiz ve ivme profilleri belirlenebilir. Ayrica cesitli
kontrol algoritmalarinin tasit performans: tzerindeki etkileri ve enerji tiketimi gibi

konularin irdelenmesi de mimkindur (Kurtulan ve dig., 1995).

Fark denklemlerinin en basit ifade edilmesi M.O. 2000 yillarinda gériilmektedir. Bu
kavram ilk defa bir denklemin kokini bulma calismas: olarak Babillerde

gorulmastir (Kelly, 2003).

M.0. 600-0 yillar: arasinda Arsimet?, Oklid® ve Pisagor*’u gérmekteyiz. M.S. 0-400
yillarinda Heron®, Theon® ve Diophantus’ fark denklemine katkida bulunmustur.
400-1200 yillar1 arasinda Avrupa’da blylk basarilara imza atilmamis olup bu
donemdeki basarilar ¢ogunlukla Ortadogu’dan gelmistir. Bu donemde Hintli
matematikci Brahmagupta® ikinci dereceden bir denklemi ¢6zmek icin kurallar
gelistirmis ve bu kurallarda ardisik tekrar yontemini kullanmistir. Bu donemde ayrica
|12,

Al-Karaji®,Omer Hayyam®®, Bhaskara'! ve Al-Samawa
(Kulenovic ve dig., 2000).

1in ¢alismalarini goriyoruz

2 Arsimet (MO 287-MO 212) Yunan matematikgi, fizikgi, astronom, filozof ve mihendis.

® Oklid (MO 325-MO 265) iskenderiyeli matematikgi.

* Pisagor (MO 569-MO 475) iyonyali matematikgi ve filozof.

® Heron (10-15) Yunan matematikci ve mekanik uzmani.

® Theon (70-135) Yunan bilgin ve matematikgi.

" Diophantus (200-284) Yunan matematikgi.

¢ Brahmagupta (598-670) Hintli matematikgi ve astronom.

° Abii Bakr ibn Muhammad ibn al Husayn al-Karaji (953-1029) Persli matematikci ve miihendis.
19 Giyaseddin Eb'ul Feth Omer ibni ibrahim'el Hayyam (1048-1122) Persli matematikgi, sair, filozof.
1111, Bhaskara (1114-1185) Hintli matematikgi.

12 |bn Yahya al-Maghribi Al-Samawal (1130-1180) Arap matematikgi, astronom ve fizikgi.



1200-1600 yillar1 arasinda fark denklemleri ve ardisik tekrar bagintilarina
Fibonacci'®, Nasir Al-Tusi'*, Yang Hui'®, Al-Banna®®, Al-Farisi*’ ve Shih-Chieh®®
tarafindan 6nemli katkilar yapilmis. Ayrica 1202 yilinda Fibonacci biyolojide ilk
matematiksel modelini (tavsan problemi olarak bilinen) olusturmustur. Bu problemde
ciftlikteki tavsanlar dogduklari ilk iki ay yavru yapmazlar. Ugiincii aydan itibaren her
¢ift her ay bir ¢ift yavru yapar. Buna gore bu c¢iftlikte bir ¢ift tavsanla baslanirsa kag
ay sonra ka¢ cift tavsan elde edilecegi sorusunun cevabina ulasilmak istenmistir.

Fibonacci bu ¢alismasinda
F(n+2)=F(n+1)+F(n)

fark denklemini olusturmustur (Elaydi, 2005). Bu fark denklemini ise Alfred Binet®®
tarafindan ¢ozilmdis olup buna Binet formili ad: verilmistir (Weisstein, 1999).

1600-1700 y1llarinda Jacob®, Moivre?!, Newton? ve Pascal® fark denklemi iizerinde
caligmalar yapmistir. Bu Kisiler arasinda en Onemli calismayr ise Newton,
ginimuizde “Newton metodu” olarak bilinen kok bulma formilindg (nimerik
analizde yer alan)

f(x
seklindeki fark denklemiyle ifade etmistir (Kulenovic ve dig., 2000).

1700-1750 yillari arasinda Riccati?, Cotes® ve Simson®’1 gérmekteyiz. Bu
donemde Riccati analiz ve 6zellikle diferansiyel denklemler Gzerinde ¢alismustur.
Gunlmduzde de

_a+bx,
C+dx,

n+1

13 |_eonardo Pisano Fibonacci (1170-1250) italyan matematikgi.

1 Nasiriiddin TGst (1201-1274) Farsh matematikgi.

15 yang Hui (1238-1298) Cinli matematikgi

16 Al-Marrakushi ibn Al-Banna (1256-1321) Farslh matematikgi.

7 Kamal al-Din Abu’l Hasan Muhammad Al-Farisi (1260-1320) Persli matematikgi.
'8 Chu Shih-Chieh (1260-1320) Cinli matematikgi.

19 Alfred Binet (1857-1911) Fransiz psikoloji uzman.

20 Jacob (Jacques) Bernoulli (1655-1705) isvicreli matematikgi.

2! Abraham de Moivre (1667-1754) Fransiz matematikgi.

22 Sir Isaac Newton (1643-1727) ingiliz fizikci, matematikgi, astronom, filozof ve ilahiyatci.
2% Blaise Pascal (1623-1662) Fransiz fizikci, matematikci, yazar ve filozof.

2% Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) italyan matematikgi.

% Roger Cotes (1682-1716) Ingiliz matematikgi.

%6 Robert Simson (1687-1768) Iskog matematikgi.



seklinde ifade edilen fark denklemi onun ad1 ile 6zdesleserek Riccati fark denklemi

olarak anilmaktadur.

1751-1800 vyillarinda ise Euler?, Johann Bernouilli®®, Monge® ve Laplace®*in
caligmalarint gérmekteyiz. 1755 yilinda Euler “Institutiones calculi differentialis”
adl: yayminda sonlu farkin analizi ile ilgili calismalarina yer vermis olup ilk defa A
fark operatoriinii kullanmistir. 1801-1825 yillar1 arasinda bu konuda Babagge™,

Bessel*?, Farey®®, Gompertz**, Gauss® ve Legendre®®

in ¢aligmalarmi goruyoruz. Bu
yillardaki 6nemli buluslardan biri ise 1755 yilinda bulunan A fark sembolinin artik

Babagge tarafindan

AF(x)=106)-f(x), x#x%
seklindeki bir 6zel halinin olusturulmasidir. Bu baginti bir polinom seklinde
yazilabilen herhangi bir fonksiyonun niimerik degerini hesaplamada kullaniimaktadir
(Kulenovic ve dig., 2000).

1826-1850 yillarinda populasyon calismalar1 ile ilgili temel matematiksel model
olusturulmustur. Bu model populasyon buyikliginin kendisinden 6nceki neslin
populasyon bulyudkligh ile orantili olmas: ile ilgili olarak ortaya konulmustur. Bu

durum matematiksel olarak

Py =P,
seklinde ifade edilir. Burada t; periyod zamani, p,; t zamanindaki poptlasyon
buyukliglnu, p,.,; bir sonraki zaman dilimindeki poptlasyon buyuklugini ve r

biyiime oranmni verir. Verhulst®’, 1846 yilinda popiilasyonun bilyiimesinin sadece
populasyon hacmine bagl olmadigmni, ayn: zamanda bu hacmin populasyonunun (st
limitinden ne kadar uzak oldugunun da 6nemini vurguladi. Ayrica Verhulst dnceki

nufus ve yeni bir ddnem nufus buyukligini orantili yapmak icin

2T Leonhard Euler (1707-1783) isvicreli matematikgi ve fizikgi.

28 Johann 111 Bernouilli (1744-1807) isvigreli matematikgi.

%% Gaspard Monge (1746-1818) Fransiz matematikgi.

%0 pierre-Simon Laplace (1749-1827) Fransiz matematikgi ve astronom.
%! Charles Babbage (1791-1871) ingiliz matematikgi, filozof, miihendis.
%2 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) Alman matematikgi ve gokbilimci.
% John Farey (1766-1826) ingiliz jeolog, yazar ve matematikgi.

% Benjamin Gompertz (1779-1865) ingiliz matematiki ve aktiier.

% Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Alman fizikgi ve matematikgi.

% Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Fransiz matematikgi.

%7 Pierre Francois Verhulst (1804-1849) Belcikali matematikgi.



Py = rpt(k_ pt)/K

lojistik fark denklemini 6ne stirmustur (Kulenovic ve dig., 2000).

Artik 1850 yillarindan sonra herhangi bir canli tirinin gelecekteki durumuyla ilgili
tahminler yapilirken; bu turin 6nceki mevcudu ve bunun degisimine neden olan
beslenme, ureme, 6lim gibi faktorler g6z 6nine alindigindan fark denklemlerinden

yararlaniimaya baslanmistur.

1851-1875 yillarinda Heine®®, Casorati**ve Riemann®® fark denklemlerine katkida
bulunmustur. Bu donemde Casorati, diferansiyel denklemlerle fark denklemlerinin
onemli ortak Ozelliklere sahip oldugunun farkina varmistir. Ayrica Casorati, lineer
fark denklemleri igin Casorati formulini gelistirmis ve n. mertebeden fark
denklemi, homojen fark denklemi ve Casorati matrisi Uzerinde yaptigi ¢alismalar
fark denklemleri teorisinde oOnemli yer tutmustur. 1876-1900 yillar1 arasinda
Hermite*!, Christoffel*?, Routh®®, Laguerre®, Lucas®, Gegenbauer*®, Poincare®’,
Markov*®, Chebychev* ve Peano® fark denklemine katkida bulunmustur (Kulenovic
ve dig., 2000).

1901-1925 wyillar1 arasinda ardisik denklemler bazi matematiksel mucizeler
olusturmaya baslamistir. Bunlar duzlem doldurma egrileri ya da fraktallarla baslar.
Bu egriler higbir bosluk birakmadan diizlem dolduran egrilerdir. Bunun gibi egriler
ilk 1890 yilinda Peano tarafindan kesfedildi. Fark denklemlerini diizlem doldurma
egrileri ile kullanan diger matematikgiler Hilbert®* ve Van Koch® olmustur. Diizlem
doldurma egrilerinin ve fraktallarin birgok uygulamas: vardir. Bunlardan biri de adi
diferansiyel denklemlerin yaklasik c¢oztmleri igin kapali ve agik yinelemeli

yontemler ailesinin 6nemli bir tirl olan Runge-Kutta yontemleridir. Bu yontem

%8 Heinrich Eduard Heine (1821-1881) Alman matematikgi.

% Felice Casorati (1835-1890) italyan matematikgi.

“% George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Alman matematikgi.
! Charles Hermite (1822-1901) Fransiz matematikgi.

“2 Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) Alman matematikgi ve fizikgi.
“® Edward John Routh (1831-1907) ingiliz matematikgi.

¢ Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) Fransiz matematikgi.

“® Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) Fransiz matematikei.

“6 |eopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) Avusturyali matematikgi.
*" Jules Henri Poincaré (1854-1912) Fransiz matematikgi, teorik fizikci, miihendis ve filozof.
“8 Andreyevich Markov (1856-1922) Rus matematikgi.

“9 pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) Rus matematikgi.

%0 Giuseppe Peano (1858-1932) italyan matematikgi.

*! David Hilbert (1862-1943) Alman matematikgi.

52 Niels Fabian Van Koch (1870-1924) isvecli matematikgi.



1900'li yillarda Runge® ve Kutta® adli matematikciler tarafindan gelistirilmistir.
Boylece artik fark denklemleri kullanilarak diferansiyel denklemlerin nimerik
coziim yontemlerine gecilmis oldu. 1926-1950 yillar: arasinda Julia® ve Fatou®
tarafindan fark denklemleri ve ardisik yontemleri kompleks fonksiyonlar Uzerinde
baslanmig ve bu iki matematik¢i temel yinelemeli slre¢ Uzerinde calismalar
yapmistir. Bu donemden sonra bilgisayar calismalarmin baglamas: ile birlikte
bugiinkii fraktal geometrinin temelini Mandelbrot® atmistir (Kulenovic ve dig.,
2000).

Bu zamana kadar yapilan arastirmalardaki bilgiler 1950’li yillardan sonraki
matematikgilerin lineer olmayan sabit katsayili fark denklemleri i¢in bir zemin
olusturmustur. Bu ¢alismalardan bazilar1 1995-2000 yillari arasinda Ladas tarafindan
yapilmistir. Daha sonra 1999-2004 yillar: arasinda Amleh ve dig. (1999), Komsala
ve dig. (2000), DeVault ve dig. (2001), Kulenovig ve dig. (2001), Aboutaleb ve dig.
(2001), Yan ve dig. (2002-2003), Al-Saris ve DeVault (2003), EI-Owaidy ve dig.
(2003), Fan ve dig. (2004), El-Owaidy ve dig. (2004), He ve dig. (2004) fark
denklemleri tizerinde calisildig: gorulmektedir.

%% Carl David Tolmé Runge (1856-1927) Alman fizikci, matematikgi.
% Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) Alman matematikgi.

% Gaston Maurice Julia (1893-1978) Fransiz matematikgi.

%8 Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) Fransiz matematikgi.

%" Benoit B. Mandelbrot (1924-2010) Fransiz Amerikan matematikgi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde ayrik matematik, fark denklemlerinin ¢6zimiinde bize kolaylik saglayan
opeatorler ve Ozellikleri, fark denklemlerinin siniflandirilmas: ve ¢ozumleri tzerinde

durulmustur.

2.1 Ayrnik Matematik Tle Tlgili Bazi Kavramlar

Ayrik matematik veya bazen diger adiyla kullanilan sonlu matematik, matematigin
ayrk yapilariyla ilgilenen sureklilik icermeyen konularini kapsayan matematik
dahdir. Tezimizde ayrik matematik ile bilgiler Lakshmikantham ve Trigiante (2002)

kaynagindan yararlanilarak sunulmustur.
Simdi n, € Z alalim. Bu durumda

Ny ={np, Nyl ny+2,...,no£n,..}
ayrik noktalar kiimesini tanimlayalim. NniO kimesi Uzerinde tanimh f, ve f(n)
seklinde gosterilebilen fonksiyonlar1 bazen R ’de bazen de C’de kabul edecegiz.
Bununla beraber Nni0 ile birebir tekabtil eden baska ayrik noktalar kiimesi de tanim
kiimesi olarak alinabilir. Biz bu tezimizde

+ —_—
on —{Xm Xo110 Xouzr +oo1 Ko }

D, 1 =1{X% X +h, X +2h, ..., x,+nh, ..}
ayrik nokta kimeleri Uzerinde cahsacagiz. Burada X, €R’dir. Bu kiumelerde

fonksiyonun ilk degere bagliligi gosterilmek istendiginde D:O,h kullanilabilir. D:O,h

kiimesinin kullanilmasinin avantaji h parametresine de baglilik gostermesidir.
Burada h parametresine ad:m uzunlugu denir. Ilerleyen bolimlerde genellikle h

uzunlugu 1 olarak alinmustir.



2.2 Baz1 Operatorler ve Ozellikleri

Bu bélimde fark denklemlerinin ¢oztmlerini bulmamizda bize yardimci olacak
operatOrler ve ozellikleri Goldberg (1960), Levy ve Lessman (1961), Kelly ve
Peterson (2001) ve Elaydi (2005) kaynaklar1 yardimiyla tanimlanmuastir.
Tanim (A operatort): f reel ya da kompleks degerli bir fonksiyon olmak Uizere, A
operatori

Af (x)=f (x+h)-f(x)
seklinde tanimlanir. Burada h herhangi bir sabit, x ise bagimsiz bir degiskendir.

Ozel olarak f(x)=x almirsa Ax=(x+h)—x=h yada h=Ax dir. Bu yiizden h’a

fonksiyon aralig: da denir.

xeDy , ayrik kiime tzerinde tanimh ise A operatori, neN olmak (zere
Af (x,)=f(x,+h)—f(x,) yadakisaca Af, = f,, — f, olarak da verilebilir.

Yiksek mertebeden ileri farklar her birinin bir 6ncekine A operatérinin
uygulanmasiyla elde edilir.
AP (x)=A[Af (x)][=A] f(x+h)=f(x)]=f(x+2h)-2f (x+h)+f (X)
A*f = A[Af ] =A[f, - f]=f—2f .+ 1,

n+l n+1

burada A* ikinci dereceden fark operatérii olarak adlandirilir. Bu fark islemleri

devam edildiginde genel olarak f ’in (n—l). farkinin farkina f ’in n. farki denir ve

A" (x)=A(A™f ()
olarak gosterilir.

Sonug: f(x) fonksiyonunun m. dereceden farki (a—b)m’nin Binom acilimina
benzer bigimde

w100= 30 ()1 (s (meion)

k=0
formuliyle bulunur.
Teorem (A operatoruntn ozellikleri):

1.  Dagilma ozelligi:
A[ F(x)+g(x)]=Af (x)+Ag(X)
A(f,+9,)=A(f,)+A(g,)



2. Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin farki: a bir sabit olmak tzere

Al af (x) |=aA[ f(x)]

Alaf,]=aAf,
3 iki fonksiyonun carpmmmin farka:

AL1(x)a(x)]=A[ T ()]a(x+h)+ £ (x)a[g(x)]

A( fngn):A( fn)gn+l+ an(gn)

4.  iki fonksiyonun boliminin fark::

A{ f (X)}:A[f(X)]g(X)— f()alg(x)]

g(x) g(x+h)g(x)
At A(f,)g,-f.A(g,)
g, 9n.9n

5. r.ves. dereceden farklarin ¢arpimu:

AT(ATF(x))=A""f(x) r,seN
AT(ATf, ) =A,

Teorem: a sabit olmak (izere bazi temel fonksiyonlari h=1 igin

1. Aa"=(a-l)a

2. Asinax=2sin2cosa(x+31)

3. Acosax=-2sinisina(x+1)

4. Alogax=log(1+1)

olarak ifade edilir.

Tamm (1 operatdri): If (x) = f(x) seklinde tammli operatdre | birim operatdri

denir.

Tanmm (E operatori): E kaydirma (6teleme) operatori x surekli degisken ve ayrik

noktalar kiimesi tizerinde sirasiyla
Ef (x)=f(x+h), Ef =f_,
seklinde tamimlanur. ikinci mertebeden E operatorii
E*f (x)=E[Ef (x)]|=E[ f(x+h)]=f(x+2h)

seklinde bulunur. Bu islemlere devam edildiginde



E"f(x)=f(x+mh), E"f =f_,
denklemi elde edilir. Burada me Q olmak tzere E™ m. dereceden E operatoriini

tanimlar.

E operatérunun 6zellikleri: a sabit olmak tizere

1L E[f(x)+g(x)]=Ef (x)+Eg(x)
2. E[af(x)]=aEf (x)
3. E'(E°f(x))=E™f(x)

4. E'f(x)=f(x)
olarak ifade edilir.

Teorem (A ve E operatorleri arasindaki iliski): A ve E operatorlerinin

tanimlarindan yararlanarak
Af (x)=f(x+h)—f(x)=Ef (x)-f(x)=(E-1)f(x) = A=E-1

A ve E arasindaki 1. dereceden bir baginti bulunur. Bu islemden yararlanarak

A" (x)=(E~1)" f(x)=i(—l)k[TjEmkf (x)

k=0
m. dereceden A ve E operatorleri arasindaki iliskiyi gérmis oluruz. Benzer sekilde

E =1+ A oldugu goralir. Buradan

E"=(A+1)" =§‘{UA“

k=0
yazilabilir.

Tamm (V operatori): Geri fark operatori Vv,
Vf (x)=f(x)-f(x=h), Vf =f —f_
olarak tanimlanir. Ayrica
V() =AE*] f(x)]=(1-E™) f(x)
seklinde gosterilebilir.

Tamm (6 operatori): Merkezi fark operatori & ,

sf(x)=f (x+g)— f (x—gj, sf,="f . —f .

seklinde tanimlanir. Ayrica

10



§=EV-EV?=AE"*=VEY’

seklinde tanimlanabilir.

Tamm ( p operatori): E kaydirma operatori ve x e R olmak tizere
p=xE = pf(x)=xf(x+1)

olarak tanimlanir. Buradan ikinci derece p operatori

p’=xE(XE) = p°f(x)=x(x+1)f(x+2)

seklinde bulunur. Ardi ardina p operatorinin f(x) fonksiyonuna uygulanmasi
sonucu me N olmak tizere m. derece p operatori
P"f(X)=x(x+1)...(x+m-1) f (x+m)

olarak bulunur. f(x)=1 durumunda

p" =x(x+1)...(x+m-1)
elde edilir. Ayrica bu ifadelerden yararlanarak
X=p,
X =p(p-1),

x"=p(p-1)...(p+m-1)
seklinde esitlikler elde edilebilir. Bu denklemler bize verilen m. mertebeden
degisken katsayili bir fark denkleminin ¢6zimtnde kolaylik saglayacaktir.
p operatorunin ozellikleri: a bir sabit ve r,s € N olmak tzere
1. p+a=a+p
2. ap=pa
3. platp)=ap+p’
4. plp=pT=pp
Ozellikleri mevcuttur.
Tamm (z operatoril): p ve E operatorii tanimindan
p=XE=X(1+A)=x+xA

esitliginde xA =7 operatori olarak tanimlanir.

11



z operatdruntn ozellikleri: a bir sabit ve r,seN olmak Uzere

1. T+a=a+nw
2. ar =rma
3 ﬂrﬂS:ﬂH—S

Ozellikleri mevcuttur.

p ile 7 arasindaki bagintilar: r, s,neN olmak lizere
1. p—T=X

2. o —pr=p

3. prt=(z-r)yp verp =p(r+r)

4. f(m)p'=p'f(n+r)ve p'f(z)="f(x-r)p"
5. ¢(n).p"=p"¢(n)

bagintilar: vardir.

p~' operatdrii: Eoperatérii tarafindan p’nun negatif kuvveti olan p™ operatorii

1
-1 _
p Xx-1

olarak tamimlanir. Daha sonra p.p™ =1 tanimimi1 kullanarak

elde edilir. Bu son esitlikte f(x)=1 alnirsa istenilen bulunur. Bu esitligi
genellenirse
p " =1(x-m)(x—m+1)...(x-1)
elde edilir.
Tamm (Faktoriyel polinomu): x e R ve h adim uzunlugu olsun x’in r. faktoriyeli
x\") = x(x—h)...(x—(r—l)h), re?z

seklinde verilir. Bundan sonraki ¢calismalarda genelikle h =1 alinacaktur.

12



Faktoriyel polinomunun ozellikleri:
1. r=0=x9=1

2. r<o=x"= L = 1

(x+h)(x+2h)...(x+rh) (x+ rh)(r)

Burada h—0;: x > x", x> x"dir.
3. Ax" =rx("Yh
4. A" :r(r—l)...(r—n+1)x(r’”)

r+1)

5 xx =x" 4 rx®

6. xeZ' ve x>r icin x" =

(x—r)!
7. x=rve h=1icin r') =r!
seklindedir.
Tammm (Gama fonksiyonu): Gama fonksiyonu matematikte faktoriyel

fonksiyonunun karmasik sayilar ve tam say1 olmayan reel sayilar i¢in genellenmesi

olan bir fonksiyondur. T simgesiyle gosterilir.

T(x)=[te dt

0

seklinde tanimlanr.

I' fonksiyonun ozellikleri:

1. T(x+1)=xI(x), x>0
2. T(1)=1 r(Y2)=+z
3. neNigin I(n+1)=n!

4. neNigin I'(-n)—>oo

5. F(1+nJ:1'3'5'“(2n_1)\/;:(Zn_l)”\/;

2 2" 2"

6. r(l_nj (V2 o (Y2

2 ) 135, (2n-1) (2n-1)n

n1 ;
7 r(nx):(zﬂ)“”Vznnanr[HJJ

=0 n

13



r'(x+m)
8.  TI'(x)= X(x+1)(x+2)...(x+m—1)

9. F(X)F(l—x):sinﬂﬂx, 0<x<1

10. xeZ I(x+1)=x"T(x-r+1)

: nin® 142 (1+2/n)
11. I'(x)=I =—|1— Euler t
() nmx(x+l)...(x+n) xln_:! 1+x/n (Euler tanimy)
12. i en {y=lim(i——ln ﬂ (Weierstrass tanimi)
n=1 n—ee k=1

Tanim (A" operatori): n>n, icin AF =f olsun. Bu durumda n>n, icin
Af =F +c seklinde tammlanan A™ operatoriine ters fark operatori ve F,

fonksiyonuna da f, "nin ters farki denir; burada c bir keyfi sabittir.

Bununla birlikte, A ve A™ operatérleri arasinda
AAT =1 iken ATA =
iliskisi vardir. Yani f_ icin
AAf = +c
AN =
olup c keyfi sabittir.

Uyari: A" operatorii

seklinde tanimlanabilir. Bu ylzden f, ’nin n>n, igin ters farki aym zamanda bir

n-1
belirli toplam olarak da ifade edilebilir ve A™f_ veya Z f. seklinde gosterilir.

i=n,

A~ operatériniin 6zellikleri:
L n-1
1L A=) f+c
i=n,
n-1 m-1

2. AZf =) > fi+cn+c,

m=ng i=n,

3. AY(f9,)=fA"g, —A7(AF, AT, )

14



4. A7[af,+bg,]=aA™f, +bA™g,

5. A™0=cn"t+c,n"?+...+cC

m

m

mg ; .
6. Am1:—|+c1nm1+c2nm2+...+c
m!

m

Simdi x stirekli degiskenin durumunu inceleyelim ve

AF(x) = f(x) (2.1)
denklemini ele alahm. Burada f reel degerli bilinen bir fonksiyondur. Ayn1 noktalar
kiimesinde tamimlanan F(x) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyondur. f(x)=A"F(x)
(2.1) denkleminin 6zel ¢dzumanu verir. Bu ¢ozum

F(x)=f(x)+C(x)

seklindedir. Burada C(X), (2.1)’in ¢cozima olan keyfi birim periyodik fonksiyondur.

Tamim (Belirsiz Toplam): f(x)’in belirsiz toplam: > f(X) olarak ifade edilir.

Herhangi bir fonksiyon igin belirsiz toplam f ’in tanim kiimesindeki tim X ’ler i¢in

A T())=T(x)

olarak ifade edilir. Fark denklemlerini daha kolay cézmek icin A™ operatoril

yardimiyla

A7 ()= f(x)+C(x)

yazabiliriz.
Bu belirsiz toplam diferansiyel hesaplamalardaki belirsiz integralle ayni rolli oynar:

d

&(j f(x)dx)=f(x).

Belirsiz integral tek degildir. Ornegin jcos xdx =sinx+c olup burada ¢ herhangi

bir sabittir. Ayni1 zamanda belirsiz toplam da tek degildir. Bunu asagidaki 6rnekte
gorebiliriz.

Ornek: 6*’in belirsiz toplamini bulalim.
A6* =5.6" oldugundan, A(GX/S):6X yazilabilir. Bu 6*/5, 6 ’in belirsiz toplamidir.

simdi C(x), 6*’in benzer tamm kimesinde AC(x)=0 olmak iizere bir fonksiyon
olsun. Buradan

15



(6_5x+c( )J A(EZJ 6

olur. Bu yiizden 6*/5+C(x), 6*in belirsiz toplam: olur. Dahasi eger f(X), 6*’in
herhangi bir belirsiz toplami ise

6)(

Al f X—6—X = Af A—=6-6"=0
1(0-5 |-arn-a3

olur AC(x)=0 olmast durumuyla benzer C(X)’ler igin f (x)=6"/5+C(x) olur.

Benzer yol izlenirse 6 ’in butlin belirsiz toplamlar:
D> 6*=—+C(X)

seklindedir. Burada C(x), AC(x)=0 olmast sartiyla 6*’in benzer tamm

kiimesindeki herhangi bir fonksiyondur.

Teorem: Eger F(x), f(x)’in belirsiz toplam: ise bu durumda f(x)’in tim

belirsiz toplam

> f(x)=F(x)+C(x)

seklindedir. Burada C(X), f ’in tamm kiimesindedir ve AC(x)=0"dr.

simdi burada C(x) ne tiir bir fonksiyon olmalidir? Bu sorunun cevabi f (Xx)’in

tanim kimesine dayanir. Simdi oncelikle tamsayilar kiimesi Gzerinde bu durumu

disunelim. Bu durumda x=1,2,3,... igin
AC(x)=C(x+1)-C(x)=0
olur. Bu yiizden C(x) sabit bir fonksiyondur. Bu durumda kolayca

X

Xo=
yazilabilir. Burada c herhangi bir sabittir. Diger yandan f reel sayilar kiimesinde

tanimli olmas1 durumunda denklem
AC(x)=C(x+1)-C(x)=0
olup tim x reel degerleri icin C(x+1)=C(x) oldugu séylenebilir. Bu ise C(x)’in

birim periyotlu periyodik fonksiyon oldugu anlamina gelir.
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Teorem (Belirsiz toplam 06zellikleri): a sabit olmak Uzere asagidaki ifadeler

mevcuttur:

L (H(9+a(0) =3 () + T (¥

2. Yat(x)=ay ()

5. Y(1(0A9(x))= T () 9(x)- X Eg(x)Af (x
s Y(EF(x)89(x))= f (x)9(x)~ X g (x)af (x

Teorem (Belirsiz toplamin baz fonksiyonlara uygulanmasi): AC(X) =0 ve h=1

icin asagidakiler gegerlidir.
1L Y a'=Z+C(x), (azl)

2. Dlsinax=- cosalx}) | +C(x), (a=2nm)

Zsm—

3. Zcosax_s'"a +C(x), (a=2nr)

Zsm

4. Y logx=logl’(x)+C(x), (x>0)

5. Yx¥=L74C(x), (az-1)

o 3o
7 z[ajj:@j}qx)

2.3 Fark Denklemi ve Smiflandiriimasi

Bu boluimde Elaydi (2005) kaynag: yardimyla fark denklemi tanimi ve

siiflandirilmasi tizerinde durulmustur.

Tamm (Fark denklemi): x sirekli bir degisken olmak (zere genel olarak fark
denklemi

G(x, f(x), f (x+h),..., f(x+mh))=0 (2.2)

olarak tanimlanmakla birlikte h =1 igin
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G(x, f(x), f(x+1),..., f (x+m))=0 (2.3)
seklinde tanimlanir ve buna fonksiyonel fark denklemi denir. h=1 ve ne N olmak

uzere X, ayrik noktalar: Gizerinde tanimli fark denklemi ise
F(n’ fn’ fn+l""’ fn+m):0 (24)

olarak tanimlanir ve bu denkleme skaler fark denklemi de denir.

Tamm (mertebe): Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biyuk

ve en kigik argimentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir.
Tamim (lineer fark denklemi): x sirekli degisken ve nxn, igin p(x) ve g(x)

reel degerli fonksiyonlar olmak iizere ve p,,(X)#0 olmas sartiyla

P (X) f(x+m)+p,(X) f(x+m=1)+...+p,(x) f (x)=g(x) (2.5)
fark denklemine m. mertebeden lineer fark denklemi denir.
Ayrica neN, X, ayrik noktalar: kiimesi icin p,, p;, P,,..., p,, Katsayilar ve g(n),
n=n, igin tanimli reel degerli fonksiyonlar, [no,oo) kiimesi Uzerinde p, =0 olmak
Uzere
Po(N) oo+ P (M) froa -+ P (0) f,=9(n) (2.6)
bicimindeki fark denklemine de m. mertebeden lineer fark denklemi denir.

(2.5) ve (2.6) denklemlerinde kaynak fonksiyonun g(x)=0 ve g(n)=0 olmasi
durumunda (2.5) ve (2.6) denklemlerine m. mertebeden lineer homojen fark

denklemi, g(x)=0 ve g(n)=0 olmas: durumunda ise (2.5) ve (2.6) denklemlerine

m. mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemi denir.

P, (x) ve p (n) fonksiyonlarmin sabit fonksiyonlar olmas: halinde (2.5) ve (2.6)

denklemlerine m. mertebeden sabit katsay:: fark denklemi, p,(x) ve p;(n)

fonksiyonlarindan en az biri degisken igeren fonksiyon olmasi durumunda ise (2.5)
ve (2.6) denklemlerine m. mertebeden degisken katsay:/: fark denklemi denir.
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2.4 Fark Denkleminin Cozamleri

Bu bolimde fark denkleminin ¢6ziimi ve ¢oziimlerin hangi sartlarda gecerli olacag:
Kelly ve Peterson (2001), Elaydi (2005), Bereketoglu ve Kutay (2011), Akyol (2011)
kaynaklar1 yardimiyla verilmistir.

Herhangi bir kiime Uzerinde tanimli fark denklemini yine bu kiimeler Gzerindeki bir

0zdeslige indirgeyen f fonksiyonuna yani bu kimeler Gzerindeki bir fark
denklemini her noktada dogru yapan f fonksiyonlarina bu fark denkleminin ¢ozumd

denir.

Tamm (Genel ve Ozel Coziim): m. mertebeden (2.3) ve (2.4) fark denklemlerinin

sirasiyla
f(X)=0(%C,(X),C,(X)....Co(x)), f,=0(nc.C,...iCp)

seklinde m tane C,(x),C,(x),...,C,(x) birim periyodik fonksiyon ve ¢,c,,...,C,

keyfi sabit iceren ¢ozumine genel ¢ozim, genel ¢6ziimden elde edilen ¢6ztuimlere ise

Ozel ¢6zum denir.
Tamm (Lineer bagimh ve bagimsizhk): f! f2,...f" fonksiyonlar1 n>n, igin

nt fnoaee

tamimli olsunlar. Her n>n, igin
1 2 r
c,fr+c,f +...+c f =0

olacak bigimde hepsi birden sifir olmayan c,c,,...,C, sabitleri var ise, bu durumda
{fnl, fnz,...fnr} cimlesine [ny,o0) tzerinde lineer bagimlidir denir. Bu esitlik

vnxn, igin sadece ve sadece ¢, =C,=...=C, =0 durumunda saglaniyorsa,

{3, 12,... £} cumlesine [ny,c0) tizerinde lineer bagimsizdir denir.

nt fnoees

Tamim (Casorati® matrisi): f,(x), f,(x),..., f,,(X) verilen fonksiyonlar olmak

lizere, Casorati matrisi®®

%8 Felice Casorati (1835-1890) italyan matematikgi
% Diferansiyel denklemler icin kullanilan Wronskian matrisi icin kesikli degerler icerme sartiyla ayn:
islevi gorr.
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fl(X) fz(x) fm(X)
W(x): f1(>f+l) f2(>:<+1) fm():(Jrl)

f,(x+m-1) f,(x+m-1) - f (x+m-1)
olarak tanimlanir. Bu matrisin determinanti
w(x) =detW (x)
seklinde tanimlanir ve bu determinant Casoratyan olarak adlandirilir. Ayni zamanda
w(x) ifadesi kolaylik saglamasi bakimindan

f,(x) f,(x) - (%)

w(x) = det Af; (x) Afz‘(x) Afm‘(x)

A" (x) AT (x) e ATTHE ()
olarak da ifade edilebilir.

Ayn1 zamanda ayrik noktalar kiimesinde Casorati matrisi

fn1 fn2 ees fnm
f f f
W (n) — r}+1 n.+1 r}+1 ’
fn1+m—1 fn2+m—1 t fnn;m—l

seklinde tanimlanir. Bu matrisin determinanti

fn1 fn2 ees fnm
Af! AfZ o ART
w(n)=det| ~" " "
Am—l fnl Am—l fn2 . Am—l fnm

seklinde ifade edilir.

Teorem: (2.6) denkleminin homojen kismmin ¢oztmleri f' f?,...f™ olsun. O

zaman asagidaki ifadeler denktir:
1. {fnl, f2,... fnm} kumesi ayrik degerler icin lineer bagimsizdur.
2. Bazin’ler igin w(n)=0"dr.

3. Tumn’ler igin w(n)=0"dur.

Tanmim (Temel COzim Kudmesi): m. mertebeden fark denkleminin homojen

kismmin m lineer bagimsiz ¢ozumiintin kiimesine temel ¢6zim kimesi denir.
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Lemma (Abel® lemmasi): f!, f? . f." fonksiyonlar: (2.6) denkleminin homojen

n' 'noie
kismmin ¢oziimleri ve w(n) onlarin Casoratyan: olsun. Bu durumda n>n, igin

w(n)=(—1)”“(“”°{ﬁ pm(i)jw(no)

i=n,

drr.

Teorem: (2.6) denkleminin homojen kismmin f', f2....f™ ¢ozimlerinin bir temel

nt fpoaee

¢ozum kimesi olusturmast icin gerek ve yeter kosul herhangi bir n, e N sayisina

karsilik w(ny)#0 olmasidur.

Teorem: (2.6) m. mertebeden lineer fark denkleminin homojen kismmin
¢cozimlerinin herhangi bir lineer kombinasyonu da bir ¢oztmdur.
Tamm (Tamamlayier ¢6zim): (2.6) denkleminin temel ¢6zim kimesi

{fl,f7,...f"} olsun. O zaman (2.6) denkleminin homojen kismmmn ¢oziimi

fh= Zci f'>dir. Burada c, ’ler keyfi sabitlerdir. Bu ¢ziime tamamlayzc: ¢éziim de
i=1

denir.

Teorem: (2.5) sabit katsayih m. mertebeden lineer homojen olmayan fark

denkleminin genel ¢6ziimi; homojen kismin genel ¢ozimi ile homojen olmayan

denklemi saglayan bir 6zel ¢6zimin toplamindan olusur. Yani fh(x) homojen

kismin genel ¢ozimu, f, (X) homojen olmayan denklemin 6zel ¢6zimi olmak tizere

f(x)=f,(x)+ f(x)
seklinde yazilir.

Tamm (Baslangic deger problemi): m. mertebeden fark denkleminin bir 0zel
¢Ozimiint bulmak igin o ¢ozume iliskin

foi=a, 0si<m-1 (2.7)

ya da
A'f =a, 0<i<m-1 (2.8)

biciminde ilk m tane ardigik degerin belirtilmesi gereklidir; burada n,eN ve

% Niels Henrik Abel (5 Agustos 1802 - 6 Nisan 1829) Norvecli matematikgi.
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a,,a,,...,a,, reel sabitlerdir. (2.7) ve (2.8) kosullarina baslang:¢ kosullar: ad1

verilir. m. mertebeden bir fark denklemi ve (2.7) ya da (2.8) baslangi¢ kosullarindan

meydana gelen probleme baslang:¢ deger problemi denir.

Baz1 fark denklemlerinin birgok ¢6zimi olmasina ragmen bazilarinin higbir ¢ozimdi
yoktur. Fark denklemleri siniflandirilirken her zaman en az bir ¢6ziim olabilecegi ve
hatta bazi sartlar altinda yalniz ve yalniz tek ¢6zim oldugunu bulmak énemlidir. Bu
sonuclar: ifade eden teoremler varlik ve teklik teoremi olarak bilinir. Biz hem strekli
degiskenler hem de ayrik noktalar kiimesi icin varlik ve teklik teoremlerini ayr1 ayri

inceleyecegiz.
Teorem (aynk noktalar kiimesi igin varhk ve teklik): p,, p;, P,,-.., P,, Katsayilar:

ile g(n), nxn, icin tamml reel degerli fonksiyonlar ve [ny,) tzerinde p, =0

olsun. Bu durumda
po(n) fn+m + pl(n) fn+m—l+"'+ pm(n) fn = g(n) (26)

fn0 = a‘O’ fn0+1 = al""’ fn0+m—1 = am—l (27)

baslangi¢ deger problemi n>n, icin tamimli olan bir tek f, ¢dziimiine sahiptir.

Ispat: (2.7) kosullar1 yardimyla (2.6)’dan 6nce n=n, icin f,,.m degeri, akabinde

n=n,+1 igin f degeri ve bu isleme benzer sekilde devam edilerek

no+m+1
.., degerleri hesaplanir. Buradan (2.6) ve (2.7) probleminin ¢6zimii

Ng+m+2"? fn0+m+3’ :

f f

Ng?! "Ng+1?°**1 "ng+m-17 "ny+m? "ng+m+l? “ng+m+27°°°

seklinde bulunur. Boéylece ¢oziimun varligi kanitlanmis olur. Cozumdin tekligi igin

f, den farkli bir f* ¢6zimi daha var olsun. Bu f* ¢6zimunin benzer sekilde

(2.6) ve (2.7) yardimiyla hesaplandigi zaman her n>n, igin f  ¢ozimine 6zdes

oldugu gorulur. O halde ¢6zim tektir.
Simdi (2.5) denkleminde denklemin her yani p,(X) fonksiyonuna bdliinirse

f(x+m)+0q,(x) f (x+m-1)+...+0,(x) f (x)=9'(x) (2.9)

elde edilir. Bu denklemde @, (X)#0 oldugunu varsayalim.
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(2.9) denkleminde aranan f(x) fonksiyonunun x,x+1,..,x+m noktalarindaki

degerleri bulundugundan bu denklemin ¢6zimdi, uzunlugu m sayisindan kicuk

olmayan aralikta tanimlanmasi gerekir.

Bir x, saysi verildigini varsayalim. O zaman [X,, X, +m| arahigina baslang:c aral:g:
denir. [xo,x0+m] baslangi¢ araligmi E, ile gosterelim.

Teorem (strekli degiskenler kimesi icin varhk ve teklik): Baslangici E,
araliginda tanimlanmig surekli (p(x) baslangi¢c fonksiyonunun verildigini ve bu

fonksiyonun
(% +M)+0, (%) @(% +M—=1)+...+0, (X)) (%) =9"(%,) (2.10)

esitligini sagladigmni varsayahm. (2.9) denklemindeki @, (x),d,(X),...,q,(X) ve
g'(x) fonksiyonlarmin  [%,X], X >X+m arahginda sirekli fonksiyonlar
olduklarmn varsayalim. O zaman (2.9) denkleminin E, baslangic arahiginda (p(x)

fonksiyonu ile cakisan [XO,X] araliginda (2.9) denklemini saglayan surekli ¢ozimi

vardir ve tektir.
Ispat: (2.9) denkleminden
f(x+m)=—q,(x) f (x+m-1)—...—q, (x) f (x)+9'(x) (2.11)
denklemini buluruz. (2.11) denklemini x, < x < x, +1 araliginda ele alirsak
f(x+m)=—q,(X)p(x+m-1)—...—q, (x)o(x)+9'(X) (2.12)
buluruz. (2.12) formuld (2.9) denkleminin [x0 +m, X, +m+1] araliginda strekli olan

¢Ozumu belirler. C6zmin x, + m noktasinda stirekli olmasi (2.10) sartindandur.

Burada kullandigimiz yontemle (2.9) denkleminin [X,+m, %, +m-+k] araliginda

surekli ¢coztimin bulundugunu varsayalim. O zaman x, +k < x < x, +k +1 aralginda

(2.11) esitliginin sag yanindaki ifadede tiim fonksiyonlar sirekli fonksiyon olur. Bu

yizden x,+k<x<x,+k+1 arahginda (2.11) denkleminden (2.9) denkleminin

[x0 +m+K, X, +m+k +1] aralginda strekli ¢oztimt bulunur. Her bir aralikta (2.11)
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denklemi ile bulunan ve (p(x) baslangi¢ fonksiyonuyla ¢akisan ¢6zum tek olarak

bulundugundan bu yontemle bulunan ¢6zim tek olur.

Bu teoremin ispatinda kullanilan metoda ad:mlar metodu da denir. Bu metodla

verilmis baslangi¢ fonksiyona nazaran (2.9) denkleminin ¢ozimu bulunabilir.
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3. SABIT KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERI ICIN ANALITIiK
COZUM YONTEMLERI

Bu bolumde sirasiyla strekli degiskenler kiimesi ve ayrik noktalar kiimesi tzerinde

taniml

f(x+m)+p f(x+m-1)+...+p,f(x)=g(x) (3.1)

fn+m + pl fn+m—l+"'+ pm n g(n) (32)
m. mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemlerinin ¢6ztmleri Uzerinde

durulacaktir. Burada p,, #0 ve p;, p,, ..., P, "ler reel sabitlerdir.

3.1 Homojen Denklemler igin Céziim Yontemleri

Bu bdliimde

f(x+m)+p,f(x+m-1)+...+p,f(x)=0 (3.3)

fn+m + pl fn+m—l +ot pm fn = O (34)

m. mertebe sabit katsayili homojen fark denkleminin ¢ozim yontemleri Levy ve
Lessman (1961), Kelly ve Peterson (2001) kaynaklar1 yardimiyla verilecektir.

Simdi (3.3) ve (3.4) denklemlerinin ¢ozim yontemlerinde karsimiza ¢iktiginda bize
kolaylik saglamasi i¢in birinci mertebeden sabit katsayili homojen

f(x+1)-p,f(x)=0 (3.5)

fn+l_ Py fn =0 (36)

denklemlerini ele alalim. (3.5) denklemini ¢ozmek igin denklemin her iki tarafini

x+1

p, " ile boldigumizde
f(x+1)_ f(x)_0
P

x+1

Py

elde edilir ki bu denklemin ¢6zimii
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A[%xx)}o = f(x)=pC(x) (3.7)

olup burada C(X) birim periyodik fonksiyondur. Ayrik noktalar kiimesinde tanimli

n+1

(3.6) denkleminin ¢6zimi igin denklemin her iki tarafin1 p;™ ile bolduglimuzde

fn+1 _L _
Pt
elde edilir ki bu denklemin ¢6zimii
f, N
A[—nj=0 = f =pc (3.8)
Py

olup burada c keyfi sabittir.

3.1.1 Karakteristik denklem yardimyla ¢6zim

(3.4) denkleminin genel ¢0zumu lineer bagimsiz m tane ¢Ozimin bulunmasina
indirgenebilir. Bunun igin (3.4) denkleminin A™ seklinde bir ¢6zimi aranirsa bu

¢Ozlm (3.4)’0 sagladigindan
A"+ p A"+ +p, =0 (3.9)

denklemi bulunur. Bu denkleme karakteristik denklem wve onun koklerine de
karakteristik kokler adi verilir. (3.4) denkleminin ¢Ozimleri karakteristik koklere
bagli olarak hesaplandiklar1 i¢in asagidaki durumlarin incelenmesi yeterlidir.

Durum 1: (3.9) karakteristik denkleminin m tane A4,4,,...,4, koOku reel ve

birbirinden farkl ise, bu durumda {21”,12”,...,&2} climlesi (3.4) denkleminin bir

temel ¢ozim kiimesi olup (3.4)’tn genel ¢6zumu

dir. Burada c;,C,,...,C,, keyfi sabitlerdir.
Durum 2: (3.9) karakteristik denkleminin A4, 4,,...,4, kokleri reel ve siras: ile

0y,0,,...,a, Kath olsunlar; burada Z“i =m ’dir. Bu durumda (3.4) denklemi E
i=1

operatorl cinsinden

(E-4)"(E-4,)"...(E-4)" f,=0 (3.10)
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seklinde yazilabilir. Herhangi bir i€[Lr] icin (E-4)" f,=0 denkleminin temel
¢Ozum kimesi

o ={A"nA",.. NP

dir. Dolayisiyla (3.10)’un temel ¢ozim kiimesi ¢ =Ugoi olup genel ¢6ziim

i=l

f =Zﬂﬁ”(ci° +nc} +n*c’? +...+n°"flci°"*1) (3.11)
i=l
olur.

Durum 3: Modulii r ve agist 6 (-7 <0 <x) olan her bir farkl eslenik kompleks
kok cifti icin ¢oziim iki tane keyfi sabit iceren ¢r" cos(n9+cz) "dir. Burada c, ve

C,’ler keyfi sabitlerdir.

Durum 4: (3.9) karakteristik denkleminin bir A =c+if kompleks kokii (2p<m)
sartiyla p kath olsun. Bu durumda (3.4)’0n 2p tane keyfi sabit iceren reel degerli
bagimsiz ¢Ozimu

r' [clcosn0+czsinn0+ n(cgcosn9+c4sinn9)+...+np‘l(c2p_1cosn9+czpsinn@)]
seklindedir.

Ornek: f ,—7f ,+16f ,—12f =0 denklemini ¢6zliniz.

Denklemin karakteristik denklemi
A =727 +16A4-12=0
ya da diizenlenirse
(A-2)"(1-3)=0
olarak bulunur. Bu denklemin kokleri A4, =2, 4, =2, A, =3 olup bir tane farkl: ve iki
tane katlh reel koki bulunmaktadir. Bu durumda ¢ézim
f,=c2"+c,n2" +¢,3"

olarak bulunur. Burada c,,c,,c,’ler keyfi sabitlerdir.

Ornek: f_,+4f =0 denklemini ¢oziniiz.

n+2

Bu denklemin karakteristik denklemi 1°+4=0 olup karakteristik kékleri 4, =2i,

A, =2i olarak bulunur. O halde a=0,b=2 olup buradan r=+a’+b’
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formilinden r=2 olarak bulunur. Buradan cos®=a/r ve sin@=b/r
formiillerinden 6 = /2 olur. Béylece ¢oziim

nrz . Nrm
f,=c2"cos—+¢c,2" sin—
2 2
olur.

3.1.2 E operatori yardimyla ¢6ziim
E operatori yardimiyla
f(x+m)+p,f(x+m-1)+...+p,f(x)=0
denklemi
(E™+pE™ +...+p,) f(X)=

(E-4)" .. .(E-2)" f(x)=

formunda yazilabilir. Burada o, +a,+...+c, =m’dir. Ayrica p,, #0oldugu igin

0
(3.12)
0

herbir karakteristik kok sifirdan farkli olduguna dikkat edelim. Simdi
(E-24)" f(x)=0 (3.13)
denklemini ¢ozelim:
=lise f(x+1)=2f(x) seklinde (3.5) benzeri birinci mertebeden denklem elde
edilir ki bu denklemin ¢ozimii (3.7) seklinde bulunur. Yani f (x)=4C(x) olur.
a,>1 iken V(X)=1xX*..,x*" olmak Uzere f(X)=AV(x) ifadesi (3.13)

denklemini saglar. Yani;

o [25% al

(B2 200 =3 % ioay Evin -5 % Jioa) e

= =i
S [ G VR TR
= 2" A"v(x)=0.
Sonug olarak o katl bir denklemin temel ¢oziim kimesi A, a kath kok olmak
izere {A",xA*,x*A,...,x“*A"} seklindedir.
Teorem: (3.12) fark denkleminin swraswyla «,q,,...,a, adet A,4,,...,4
karakteristik koku oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.12) fark denklemi m tane

lineer bagimsiz A%,..., X" A%, A, XA, AK, . X% A * ¢Oziime sahiptir.
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Ornek: f, ,—8f ,+21f  —18f =0 denklemini f,=1 f =0, f,=1 sartlarinda

nel
¢cozunuz.
Bu denklem E operat6ri yardimyla
(E®-8E*+21E-18)f =0
formunda yazilabilir. Daha sonra bulunan bu denklem carpanlara ayrilmis bicimde

yazilir:

(E-3)°(E-2)f,=0.
Buradan

(E-3)°f =0 = f =(an+h)3"
(E-2)f,=0 = f =c2
seklinde iki ayr1 ¢ozim elde edilmis olur ve bu iki ¢6ziimin toplami olan
f,=(an+b)3"+c2"

ifadesi soruda verilen denklemi saglar. Baslangi¢ sartlarindan yararlanilarak

f = (E—QJS” +2".10

3

¢c6zimu elde edilir.

Ornek: f(x+2)-7f(x+1)+10f(x)=0 denklemini cozelim.

Bu denklem E operatori yardimiyla
(E*-7E+10)f (x)=
(E-2)(E-5)f(x)=
formunda yazilabilir. Bu denklemin ¢ozimi ise

f(x)=C(x)2"+D(x)5"

0
0

olarak bulunur. Burada C (x) ve D(x) birim periyotlu periyodik fonksiyonlardr.

3.2 Homojen Olmayan Denklemler icin Ozel Céziim Bulma

Bundan onceki calismalarimizda homojen fark denklemlerinin ¢6zim yontemleri
uzerinde duruldu. Bu bolimde ise denklemin homojen olmamasini gerektiren kaynak
fonksiyonunun yapisina gore degisen yontemleri Levy ve Lessman (1961), Spiegel
(1971) kaynaklar1 yardimiyla verip ve denklemin genel ¢oziimleri arastirilacaktir.
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Simdi bu durumu birinci mertebe homojen olmayan denklemler icin yani
f(x+)+p,f(x)=9(x) (3.14)

fn+l + pl nT— g (n) (315)

denklemleri igin ¢oztimleri arastiralim. (3.14) denklemini ¢6zmek icin her iki tarafi

x+1

p,™ ile bolindrse

), 109_a()

Py

olup fark ve ters fark tanimindan

x+1

Py P

A[ﬂj_@ = f(x)= pfz% + p'C(x) (3.16)

X X+1
Py

P P,

elde edilir. Burada C(X) birim periyodik fonksiyondur. Simdi (3.15) denklemini ele

n+1

alalim bu denklemin ¢6ztmu igin denklemin her iki tarafi p; ™ ile bélindrse

fn+1 + fn — g(n)

R U

olup fark ve ters fark tanimindan

f n n-1 |

A[—?,j L (m) = f.=p') gfﬂ) +pyc (3.17)

p1 p1 i=1 p1
olup burada c keyfi sabittir.
Simdi

fn+l - fn =0,

denklemini ele alahm. Bu denklemin ¢ozimi f, =c+G(n) seklindeyse o zaman
G(n)=n§:gn olup ¢ keyfi bir sabittir, bu durumda x siirekli degiskeni icin
1 f(x+2) - f(x)=g(x)
seklindeki denkleminin ¢ozumu
f(x)= C(x)+G(x)
ile verilir, burada C (x) keyfi birim periyodik fonksiyondur.

Ayrik degisken n yerine sirekli bagimsiz degisken x durumu 6zel inceleme
gerektirir. Ayrik degisken n durumunda toplam olarak kapal formda ifade edilebilir

iken bu yontem ayrik degisken x durumunda uygulanamaz. x sadece tamsayi
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degerleri degil de her deger alabildiginden birim miktarlar kadar arttirildiginda
toplamin st limiti olarak her zaman x —1°i saglayan toplamin sabit alt limiti yoktur.
Boylece

f(x+1)—f(x)=x
gibi bir denklemde ¢6zimi hemen n durumuna benzer sekilde

f(x)=x(x-1)/2+C

olarak C birim periyodik olsa bile yazamayiz. Bunun sebebi G(x)=> g(x)
1

seklinde yazilamamasidir. Ancak ilk bakista iki durum ¢ok benzer gorilebilir. Bu

durumda Ornegin, izin verildigi 6lciide 6nceden uygulanan islemi izleyebiliriz
f(x+1)— f(x) =x=[x]+k
burada [[x], x’in tam kismz ve kise 0<k <1 kesirli bélimidir. Bu durumda

f(x)-f(x-1)=x-1=[x]-1+k

f(1+k)-f(k)=k=0+k
denklemleri elde edilir. Bu denklemler alt alta toplanirsa
f(x+1)— f (k) =[x]([x]+1)/2+([x]+1)k
=(x—k)(x+1-k)/2+(x+1-k)k
=Xx(x+1)/2+k/2-K?/2
=${x(x+1)-k(k-1)}
elde edilir. f (k), k ’nin keyfi bir fonksiyonu oldugu zaman,
f(x+1) =x(x+1)/2+C (k)
yazabiliriz. Burada C(k), k 'nin keyfi bir fonksiyonudur. Bu yiizden
f(x)=x(x-1)/2+C(x)
keyfi sabit yerine x’in birim periyodigi olarak yazilabilir. Aslinda, dogal olarak bu

ornek sadece
f(x+1)-f(x)=P(x)
icin buldugumuz ¢ézimiin 6zel durumudur. Burada P(X), x’in polinomlar: ise

denklemin ¢oziimleri Bernoulli fonksiyonlari® cinsinden ifade edilir.

r

ol g, (t)=2[:]8ixr‘i yada B, (x+1)—B, (x)=rx"" seklinde ifade edilir.
i=0
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Ornek: f(x+1)—f(x)=€* denklemini ¢tzelim.
nzlie” =(e” —e)/(e—l)
oldugundan ¢6zim
f(x)=B(x)+(e" —e)/(e—l):C(x)+eX/(e—l)

burada C(x) birim periyodiktir.

3.2.1 Belirsiz katsayilar yontemi
Belirsiz katsayilar metodu icin

f(x+m)+p f(x+m-1)+...+p,f(x)=9(x) (3.1)
fonksiyonel denklemini ele alalim. Bu sekildeki bir denklemin 0zel ¢6zimi

denklemdeki g(x) kaynak fonksiyonu turiinden bir deneme fonksiyonu yardimiyla

belirlenir. Yani a ve A herhangi bir sabit ve k e N olmak (izere g(x)’in 1%, sinax,

cosax ve x* fonksiyonlarindan biri ya da bu fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonu
oldugunda bu yontem kullanilir. Bu yontemde amag g(x) kaynak fonksiyonuna gore
deneme fonksiyonunu se¢cmektir. Secilen bu aday c¢ozimler homojen kisimdaki
lineer bagimsiz ¢ozlimler ile karsilastirilir. Benzerlik varsa benzerlik bozulana kadar
aday ¢ozim x ile carpilir. Boylece 6zel ¢oziim ile homojen kismin ¢ozimleri lineer
bagimsiz olur. Bunun gibi bazi basit g(x) fonksiyonlarina karsilik kullanilacak

deneme ¢ozimleri a, b, ve A A, A,... ler sabit olmak Uzere Tablo 3.1’de

verilmistir.

Tablo 3.1. g(x) fonksiyonuna gore alinacak deneme ¢oztmleri

g(x) fonksiyonu Deneme ¢Ozimleri
WK A+ AX+AX +. .+ AXE
K AX(A)+A1x+A2x2+...+Akxk)
A AL
sinax yada cosax A, cosax + A sinax
A"P(x), P(x) k.dereceden birpolinom 2" ( AX* + AX‘*+...+ Ak)
A¥sinax yada A*cosax 2*( A cosax+ A sinax)
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Ornek: f ,—6f  +8f =3n"+2-5.3" denklemini ¢cozelim.

n+1

Denklemin homojen kisminin karakteristik denklemi
A*-61+8=0
olarak bulunur ve bu denklem iki tane farkl: reel koke sahip iki sabit icerir o halde

denklemin homojen kisminin ¢6zimu
h n n
f' =c2"+c,4
olarak bulunur. Belirsiz katsayilar tablosundan bu denklemin saginda kalan

fonksiyonun

fo=An*+An+A +A3
seklinde olacagi gorulir. Bu ifadeyi ¢c6zim kabul ederek yukaridaki denklemde

yerine yazalim.

fn+2—6fn+l+8fn:3Aln2+(3A2—8A)n+3A3—4A2—2A—A43”
elde edilen bu denklemin sag tarafin1 alip asil denklemde kaynak fonksiyona

esitleyelim.
3AN° +(3A2 —8A1) n+3A —4A, -2A -A3" =3n"+2-53"

esitligin saglanabilmesi icin katsayilarin esit olmasi: gerekmektedir. Yani

3A =3 3A-8=0,  3A—4A -2A=2 A =5
A =1, A, =8/3 A, =44/9

elde edilir. Bu katsayilar yardimiyla
8

fo=n? ALY
3 9
0zel ¢6zim bulunur. Bu durumda denklemimizin ¢6zimu
f =¢2"+c,4" +n? LhiBse
3 9
olarak bulunur.
3.2.2 Ters operatorler yontemi
f(x+m)+p,(x) f (x+m=1)+...+p,(x) f (x)=g(x) (3.1)

denklemini E operat0ri yardmmaiyla

(E-4)" (E-4,)"...(E-24)" f(x)=0g(x)
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seklinde yazabiliriz. f(X)’in sol tarafindaki operatdr ifadesine L(E) diyelim. Bu

durumda denklemimiz

sekline donuisiir. Burada f (X)’i yalmz birakmak igin her iki tarafi L(E)’nin ters

operatorii olarak tanimlanan 1/ L( E) ile carpalim ve
carp

seklinde tanimlayalim. Simdi g(x) fonksiyonunun tdrtne gore c¢ozimlerin nasil

bulunacagini inceleyelim:

Durum 1. A sabit olmak tizere g(x)=A" bigiminde ise

olarak ifade edilir.

Durum 2. A sabit ve h(x) herhangi bir fonksiyon olmak iizere g(x)=A"h(x)

bigiminde ise

olur.

Durum 3. P(x), g.dereceden bir polinom olmak tizere g(x)=P(x) biciminde ise
ALA,..., A, sabitler olmak tizere

ﬁp(x): L(11+A) P(x)=(A+AA+...+ AAT+...)P(x)

dir. Burada A*'P(x) terimi ve bu terimden sonrast P(X) polinomu q. dereceden

oldugundan sifir olur.

Not: a sabit olmak iizere g(X), sinax ve cosax bigiminde ise
cosax=(e™+e™)/2, sinax=(e™ -e™)/2i

yazilip Durum 1 uygulanabilir.
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1 « 1 . 1
Sonug: ﬁi P(x)=2 mP(x)zﬂb mP(x)
=" L(li)+A&A+"'+Aqu+"' P(x)

Sonug: L(2)=0ise L(E)=(E-2) F(E) ve F(1)=0 olsun. Bu durumda

1 o A7
L(E)"  F(A)k!

yazilabilir.

Ornek: f ,—2f  +4f =2.3"-4.7"denklemini ¢cozelim.

n+l

Bu denklemi E operat6ri yardmmayla
(E°-2E+4)f, =23"-47"

seklinde yazabiliriz. Bu durumda
1

fl= (23" -47")= 2.2;3" —4.2;7"
E2-2E+4 E2-2E+4 E2-2E+4
o3 4T Zgp 4o
F-23+4 T7°-27+4 77 39

denklemin 6zel ¢ozimuni bulmus oluruz. Homojen kismin ¢ozimi igin denklemin
sol tarafinin karakteristik kokleri 4, =1++/3i ve 4 =1-+/3i olup r=2 ve 0=r/3

olarak bulunur ve homojen kismin ¢ézimii
nrz . Nz
fr=2" (cl COS— +C, sm—)
3 3

elde edilir. O halde genel ¢6ztiim

f =2" clcosn—ﬂ+czsinn—” +§3”—i7“
3 3) 7 39

olarak bulunur.
Ornek: f(x+2)—4f(x)=x*-1 denklemini ¢ozelim.
Denklem E operatoru yardimiyla

(E?-4)f(x)=x"-1
seklinde yazilabilir. Denklemin homojen kismimin ¢6zimu

f,(x)=C(x)2*+D(x)(-2)"
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dir. Simdi Ters operatorler yontemiyle 6zel ¢6zimu bulalim

ey L

—h
[«3
—~~
X
~—
|

E*-4

1 1 1 ,
=== -1

4] 1-A 3(1+A/3)}(X )

B 2
B N S U S }(xz—l)

4| 39 27
_1) 4.8, By ..}(xz—l)

4. 3 9 27

1] 4 8 56
:Z_—E(xz—l)—§(2x+1)—5}
__ X & 1
3 9 27

O halde genel ¢ozlim
« X2 4x 11

f(x)=C(x).2"+D(x).(=2) -2 -2 _ =
()=C(x)2+D(x) (-2) -5 -1

olarak bulunur. Burada C(x) ve D(x) birim periyodik fonksiyonlardir.

3.2.3 Parametrelerin degisimi metodu

Parametrelerin degisimi metodu (3.1) denklemini ¢tzen genel bir yontemdir. Eger
varsaydigimiz (3.3) denkleminin m lineer bagimsiz ¢oziimleri bilinirse o halde bu
metod (3.1) denkleminin terimleri m tane belirsiz toplam olan tim ¢6zimlerini
verir. Burada biz genel yontemin temsilcisi oldugundan m=2 icin hesaplama
yapacagiz.

(3.3) denkleminde m=2 igin iki lineer bagimsiz ¢6zimu u, ve u, olsun. Bu

durumda m=2 igin ¢6zim
F(x) =2 (x)u (x)+2 (x)u, (x)
seklinde olur. Burada &, (X) ve a,(X) tespit edilecek fonksiyonlardir. O zaman

f(x+1)=a (x+1)u (x+1)+a,(x+1)u,(x+1)
=a (x)u (x+1)+a,(x)u, (x+1)+Aa, (x)u, (x+1)+Aa, (x)u, (x+1)

yazilabilir. Bu ifadede Gglincu ve dordincu terimler elenecek sekilde al(x) ve

a, (X)leri segeriz. Yani
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u, (x+1)Aa, (X)+u,(x+1)Aa,(x)=0 (3.18)
dir. Bir sonraki
f(x+2)=a,(x+1)u (x+2)+a,(x+1)u,(x+2)
=a (x)u (x+2)+a, (X)u,(x+2)+Aa, (X)u, (x+2)+Aa, (X)u,(x+2)

olarak elde edilir. Simdi (3.3) denkleminde m=2 icin bulunan esitlikler yerine

konulursa
f(x+2)+p(x) f(x+1)+p,(x) f(x)=a,(x)
[, (x+2)+ p, (X)u (x+1)+ p, (X)uy (x) ]+ 2, ()
[uz(x+2)+ P (X)u, (X+1)+ p, (X)u, (X) |+
[u, (x+2)Aa, (x)+u, (x+2)Aa, (x)]
elde edilir. u; ve u, (3.3) denklemini sagladigindan ilk iki parantez igindeki terim

sifir olur. O halde

U, (X+2)Aa, (X)+Uu,(x+2)Aa, (x)=g(x) (3.19)
olursa f (x) (3.1) denklemini saglar.
Ozetle Aa,(x) ve Aa,(x), (3.18) ve (3.19) denklemlerini saglarsa (3.1)’in m=2
icin ¢ozimi f (x)=a,(x)u, (x)+a,(x)u,(x) olur. Katsayilar matrisi W (x+1)"in

determinant: sifirdan farkli oldugundan bu lineer denklem sisteminin tek ¢6zimi

vardir.

Simdi m. mertebeden denklemin ¢6ziminu asagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem: (3.3) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri f,(x), f,(x),..., f,(x) olsun.

O halde

f(x)=a,(x) f,(x)+...+a,(x) f,(x)
(3.1) denkleminin bir ¢ozumudur. a,,a,,...,a, 'ler

)] [ o

matris denklemini saglar. Burada
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f,(x+m) f,(x+m) - f (x+m)
dir. Bu sistemden Aa,, Aa,, ..., Aa,, ’ler bulunur ve daha sonra bunlarin siras ile ters

farkialinarak a,, a,,...,a, ’ler elde edilir.

Ornek:  f(x+2)-7f(x+1)+6f(x)=x denkleminin parametrelerin degisimi
metodunu kullanarak tim ¢éztumlerini bulalim.
Bu denklemin homojen kismmin ¢ozimleri u, =1 ve u, =6 dir. Bu ¢oztmler
denklem (3.18) ve (3.19) de yerine yazilirsa

Aa, (x)+Aa,(x)6" =0

Aa, (X)+Aa, (x)6% =x
elde edilir. Buradan bu sistem ¢Ozulurse

Aal(x):—é ve Aaz(x):3—);)6X

bunlarin ters farklar1 alinirsa sirasiyla

w52 oS 41 o
S oo
ETRT

elde edilir. BOylece ¢6zum

f(x)=a,(x)(1)+a,(x)6"=- 10 ( )_2—5—E+D(x)6X
-C(x)+D()E 35+ == F () D60+ X

seklinde bulunur.
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Simdi bu yontemi ayrik noktalar kiimesi Uzerinde dusunelim. Yontemde ilk olarak

m. mertebeden lineer sabit katsayilt homojen olmayan
L(E)f,=g(n) (3.20)
denklemini ele alalim.
L(E)f,=0 (3.21)
denklemi (3.20) denkleminin homojen kismi olup genel ¢ézimi
f'=cu +cu, +...4C U (3.22)
seklindedir. Bu ifadede c,,cC,,...,C, keyfi sabitlerini (3.22) denklemini saglayan ve

n’in bir fonksiyonu olan K, K,,...,K_ ile yer degistirelim. O halde (3.22) denklemi
=Ky, +Ku, +.. +K U (3.23)

seklinde olur. (3.23) denklemi (3.20)’nin ¢6zimul oldugundan bunun yaninda m-1
tane ek sart konulabilir. O zaman K, K,,...,K_ fonksiyonlarinin bulunmas: icin m
tane sart almig oluruz. Ayrica m-1 tane almamizdaki sebep mimkin oldugunca
Af ,A*f ... leri kolaylastirmak icindir. Takip edilen bu yollarla

u,AK; + U,AK, +...+ u,AK, =0
(AU )AK, +  (Au,)AK, +...+ (Au,)AK =0

(A™2u,) AK, + (AU, ) AK, +...+(A" U, )AK,, =0
(A”’lul)AK1+(A”’1u2)AK2 +...+(A”’1um)AKm =g(n)
sistemi  elde edilir. Bu sistemden Casorati determinanti yardimiyla
AK,, AK,,...,AK, ’ler daha sonra ise K, K,,...,K_ ’ler bulunup (3.22) denkleminde

yerine yazilir. Boylece ¢6zim tamamlanmis olur.

Ornek: f ,—5f

n+

+6f =n’denklemini parametrelerin degisimi metoduyla

n+1

cozelim.

Bu denklemin homojen kismmin c¢oziimleri u, =2" ve u,=3" olup ¢oziimi
c,2" +¢,3"’dir. Simdi varsayalim ki

f =K2"+K,3" (3.24)
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homojen kismin ¢6zimu olsun. Simdi K, ve K, fonksiyonlarini bulalim. Bu

fonksiyonlar1 bulmak igin iki kosula ihtiyacimiz vardir. Bunun igin

Af, =K, 2" +2.3"K, + AK, 2" + AK 3™

(3.25)

esitligini elde edelim. Bu esitlikte K, ve K, icin son iki terim sifira esit olmalidur.

Yani

AK, 2™ + AK,3™ =0
olur. Bu durumda (3.25) ifadesinden

Af =K, 2"+23"K,
elde edilir. (3.27) ifadesinden
A*f =K, 2"+ K,4.3"+ 2" AK, +2.3™AK,
elde edilir. Verilen denklemi E operatori yardimiyla
(E*-5E+6) f, =n’

yada E =1+A oldugundan

(A*-3A+2) f, =n
seklinde yazabiliriz. (3.24), (3.27)’de ve (3.28), (3.29)’da yerine yazilirsa

2" AK, +2.3"AK, =n’

elde edilir. Bu durumda (3.26) ve (3.30) denklemlerinden K, ve
belirlenmelidir. Yani

2"AK, + 3™AK, =0
2" AK, +2.3"AK, =n?

elde edilir. (3.31) ¢Ozillrse

0 3n+1 2n+1 0
r]2 2.3n+1 r]2 2n+1 n2 r]2
AKl = 2n+1 3n+1 == 2n+1 ! AKZ = 2n+1 3n+1 = 3n+1
2n+1 2.3n+1 2n+1 2.3n+1

bulunur. Buradan

olup ters operatorler yardimiyla
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Ko L)1 (Y e (1Y _1 ([
oAl E-1l2)(2) \2)1E-1{2
1 1
n .Jn

=(ij (n*+2n+1+2 =(£j n’+2n+3)
2 2

olur. Boylece hesaba c, keyfi sabiti eklenirse

1 n
K,=|=| (n”+2n+3)+c
(3] (a2
elde edilir. Benzer sekilde

K, :—%:),n(n2 +n+l)+c

esitligi elde edilir. Bulunan esitlikler (3.24)’de yerine yazilirsa

f =c2"+¢c,3 FERCIC
2 2 2

olarak bulunur.

3.3 Ureten Fonksiyon Yardmmyla C6zim

Bu bolumde Spiegel (1971) kaynagindan yararlanarak (3.2) denklemi (reten

fonksiyon yardimiyla ¢Ozulelecektir.

(3.2) denklemindeki f, icin treten fonksiyon
G(x)=>_ fx
n=0
olarak tanmimlanir. Bu fonksiyon yardimiyla sabit katsayili fark denklemleri
cozllebilir.

Ornek: f ,—3f  +2f =0, f,=2 f =3denklemini ¢ozelim.

n+1

Simdi bu denklemin butin terimlerini x" ile ¢arpip n, 0’dan co’a toplami alinirsa

i f.X" —352 fX" + Zi fx"=0
n=0 n=0

n=0

elde edilir. Buradan f, ’ler igin alt indisler diizenlenirse
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Z Bfo +22fx_

n=2

elde edilir. G(x) fonksiyonunun tanimindan bu seri

G(x)- fo‘Xfl_giG(X)_ f<’J+2c;(x)=0

x? X
seklinde yazilir. Buradan f, =2, f, =3 degerleri yerine yazilirsa

G(x): 2—3X _ 2-3X _ 1 N 1
1-3x+2x*  (1-x)(1-2x) 1-x 1-2x

elde edilir. Bulunan G(x) fonksiyonunu

00

=ix”+i 2X) =Z(1+2”)x”

n=0 n=| n=0

G(x)=1_i+

seri seklinde yazilirsa G(x) ureten fonksiyonu tanimindan

00

i fx" = (1+2")x"

n=0 n=0

elde edilir. O halde f, =1+2" ¢6ztimi elde edilmis olur.

3.4 Mertebe Dustrme Metoduyla C6zim

Bu bélimde 4, 4,, ..., 4, ’ler sabit olmak tizere

(E-A)(E~2).-(E-A)T,=g(n)
seklindeki denklemi Spiegel (1971) kaynag: yardimiyla mertebe duslirme metodu
kullanarak ¢oztlecektir. Simdi bu denklemde

=(E-4,)...(E-4)f,

donistimu yapilirsa

(E_ﬂl)zn :g(n)

olup bu birinci mertebeden fark denkleminin gc‘jz[]mu (3.17)’den

/ﬂi’lA [/»LEHIJ j‘lz |+1 +C1j'l

elde edilir.
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Ornek: f ,-5f , +6f =n® denklemini mertebe diisirme metoduyla ¢ozlinliz.

n+1

Bu denklem (E-3)(E-2)f,=n” seklinde yazilabilir. Burada z,=(E-2)f,
donustimi yapilirsa
(E-3)z,=n

elde edilir. Buradan bu denklemin ¢6ztmi

2 2 2
z, =3"A" [;Hl j +¢3" =3 %[%j +¢,3"=3" Ei—l[%j +¢,3"

n 2 n 2

j n +c13”:3”(lj 1 0 +cl3”=i(n2)+cl3”
3 3) 1E-1| 3 E-3

1y 1, . (1 A A ) )

_[_Ejl_A(n )+c3 _(—Ej[1+5+7+...j(n )+c3

2

n 10,
=¢3 —E(n +n+1)
seklinde olup buradan
1
E-2)f =¢3"-=(n*+n+1
( ) n 1 2( )
elde edilir. Bu denklemin ¢6zumi ayni yontemle

¢, 3" -1(n*+n+1
fn—2”A1£ - ng )J+022” =%n2+gn+g+022”+033”

elde edilir.

3.5 Laplace Doniistimii fle Coziim

Tanim: f, t>0 zaman degiskeninin tek degerli fonksiyonu ve s (reel veya

kompleks) parametre olsun. f (t)’nin Laplace doniisimi

F(s)=L{f(t)}= [t (t)ct (3.32)
integrali ile tanimlanr.
simdi L{f (t)}=F(s) ve L{g(t)}=G(s) olarak tammlayalim.

a ve b sabit olmak Uzere Laplace donistiminin 6zellikleri Tablo 3.2 ile bazi

fonksiyonlarin Laplace dontstumleri Tablo 3.3’de verilmistir.
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Tablo 3.2. Baz1 fonksiyonlarin Laplace dontstumleri

f(1)= L {F(s))

F(s)=L{f (1)}

t", n>-1

at

e

a' asbt, n<t<n+1 n=0,12,...

sin at
cos at

1 t>a
H(t-a)=

0, t<a

r(n+1)/s"*
1s-a
1-e/s(1-ae”)
a/(s*+a%)
s/(s*+a’)

e™®/s (a20)

Tablo 3.3. Laplace dontsumunin 6zellikleri

f(t)=L*{F(s)}

F(s)=L{f ()}

af (t) +bg(t)
e f (t)
f(t—a)H(t-a)

f (at)

" f(t), n=123,.

lim f(t)

——= mevcutsa, w
t=-0 ¢t t

t

jf(u)du

0

FM(), n=123,.

f(t+T)=1f(), T>0

t

f*g®) =] f(u)gt-u)du

0

aF (s) +bG(s) (Lineerlik)

F(s—a)

(1. 6teleme)

e ®F(s), a>0 (2.06teleme)

e (Skaler degistirme)
a a

-D"F®(s)
TF(u)du

Fe)
S

s"F(s)—s"*f(0)—s"*f'(0) -

1 T

—75TJ‘975t f (t)dt

1-e

0

F(s)G(s)

e £ (0)




Ornek: f ,-3f ,+2f =0, f,=0, f =1 denklemini ¢ozelim.

n+1

Bu denklem n<t<n+1 n=0,12,... sartiyla f(t)=f, seklinde tanimlansin. Bu
durumda denklem f (t+2)—3f (t+1)+2f (t)=0 halini alir. Bu denklemi Laplace

doénlstimi yardimiyla f, =0, f, =1sartlari altinda dustintrsek

L{f(t+2)} = [e*f (t+2)dt = [ 2 (r)dr (r=t+2)

0 2

eZS

O =3

2
e~ f (T)dr—ezsje’“ f (‘L’)d‘L’
0
1 2

e L{f (t)}—e” e~ fdr—e* [e ™ fdr

0 1

L {1 ()¢ £

S

ve benzer sekilde

elde edilir. O halde denklem

S

e“L{f (1)} - (1-¢”)-3e’L {1 (1)} +2L {f (1)} =0
ya da
1-e*° 1-e° 1-e* 1

L{f(t)}= = ——=|_{2[[t]1}—|_{1}

s(1-2e)s(1-e) s(1-2e) s

seklinde olup n degiskenine geri dontlurse
f=2"-1
olarak ¢6zim bulunur.

Eger verilen denklem homojen olmayan denklem yani

f,—3f +2f =3", f,=0, f, =1

seklinde olsaydi bu durumda ¢6ziim
L {3[[tﬂ}
e” —3e° +2

L{f(0)f=L{2T}-L {1+

olur. Sag tarafin Laplace donusimi
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R e 1 _1—e5( 1
e25—3e5+2_5(1—3e’5)e35—3e5+2_ s 1

=%|_{1}- L{zﬂtﬂ}%l_{sﬂtﬂ}

seklinde hesaplanir. Bu durumda genel ¢6zim n degiskeni igin

f =il o012
2° 2

seklinde bulunur.
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4. DEGISKEN KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERi iCiN
ANALITIK COZUM YONTEMLERI

Simdiye kadar sabit katsayili lineer fark denklemleri izerinde duruldu. Bu bdlimde

ise x sirekli degisken olmak tizere
f(x+m)+p,(x) f (x+m-1)+...+p, (x) f(x)=9(X) (4.1)
fonksiyonel fark denklemini ve ayrik uzaydaki
from+ Pu(N) frums +o o+ P (n) . =0(n) (4.2)

degisken katsayili lineer fark denklemlerinin ¢oziimleri tizerinde durulacaktir.

4.1 Birinci Mertebeden Denklemler Igin Céziim Yontemleri

Bu bolimde birinci mertebeden degisken katsayili lineer fark denklemlerinin genel
¢cOzimu, baslangic deger probleminin ¢ozimi ve birinci mertebeden degisken
katsayili bazi 6zel fark denklemleri Levy ve Lessman (1961), Kelly ve Peterson
(2001), Bereketoglu ve Kutay (2011) kaynaklar1 yardimuyla verilecektir.

4.1.1 Genel ¢6zum bulma

a) Aynk kiimelerde ¢6zim

Birinci mertebeden degisken katsayili lineer
fn+l_ pn n=— gn (43)
fark denklemini ele alalim. Burada p, ve g,’ler n=1,2,... degerleri igin tanimh

bilinen fonksiyonlardir. Genel ¢6ztim bir keyfi sabit icermektedir. Simdi 6zel olarak

g, =0 durumunu ele alalim. O halde yeni denklemimiz

fn+l - pn fn =0 (44)
seklinde olacaktir. Bu denklemde n+1 notasyonunu birer disUrerek

fn = Pra fn—l
fn—l = Pnz fnfz

fz =P f1
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elde edilir. O halde bu denklem sisteminden

n-1

fn = fl'pl'pz pn—Z'pn—l = le pr

r=1

ya da
n-1
fn H pl’ = fl (45)
r=1
elde edilir. Burada f,’i keyfi sabit olarak dislinrsek (4.4) denkleminin ¢6zimii
n-1
f.=c[]p
r=1
olur. Burada c keyfi sabittir. Bu ¢6zim (4.3) birinci mertebeden degisken katsayili

homojen kisminin genel ¢ozumuddr.

Simdi (4.3) homojen olmayan denklemini ele alalim ve bu denklemde her iki tarafi

[ Ip. ile bolelim. O halde
r=1
n n-1 n
(fml HprJ_(fn/ prJ:gn Hpr
r=1 =1 r=1

elde edilir ve buradan

n-1

({1810
elde edilir. (4.6) ifadesi (4.3) birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan
fark denkleminin genel ¢ozimuddr.
b) Strekli degisken kiimesinde ¢6zim
Simdi x surekli degisken igin

f(x+1)=p(x) f(x)=9(x) 47
denklemini ele alahm. f(x)=u(x)v(x) donisiimii yapahm. Burada v(X) tespit
edilmesi gereken fonksiyon ve u(x) homojen kismin sifirdan farkl: bir ¢ézimi

olsun. Bu durumda (4.7) denklemi

u(x+1)v(x+1)—p(x)u(x)v(x)=g(x) (4.8)
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seklinde ifade edilir. u(x)homojen kismin ¢ozimi oldugundan u(x+1)= p(x)u(x)
yazilabilir. Bulunan bu esitlik (4.8)’de yerine yazilirsa
u(x+1)v(x+1)—u(x+1)v(x)=g(x)
(1) av(x)]=0(x)
g(x)
=y =L,c
)=Z gk e

elde edilir. Tekrar f(x)=u(x)v(x) dénisiminden yararlamlarak

1(0-ul) 3 2 @9

yazilir. Burada C(x) birim periyodik bir fonksiyon olup (4.8) denkleminin tiim

¢ozlmlerini temsil eder.
Gama fonksiyonu yardimiyla pl(x) , P, (x) verilen polinomlar olmak tzere

f(x+1)p,(x)=f(x)p,(X)
seklindeki birinci mertebe degisken katsayili denklemler daha kolay bir sekilde
cozllebilir. Biz simdi bu denklemde gama fonksiyonunu daha kisa bir yontemle
anlatabilmek icin p,(x) =1, p,(x)=x secelim

f (x+1)=xf (x).

Bu denklemin ¢ozimi keyfi sabitlerin yerini tutan bir birim periyodik ve f(x)’in
bir fonksiyonu ile birlikte

f (x)=C(x)T(x) (4.10)
seklindedir. Burada C(x), f(x)’in baslangicta tek bir birim arahginda belirtilen bir
yolla belirlenir. Ayrik kiimeler tizerinde bu durumu disuntlrse

N+l nfn
fark denkleminin ¢6ziimii I'(n)=(n-1)! 6zelligi yardumyla ¢ keyfi sabit olmak
Uzere
f,=c(n-1)!

dir.
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2 _ Y denklemini n>1 olmak Uzere

Ornek: a sabit olmak iizere f? —a"f’=a

cozelim.
Bu denklemi basitlestirmek igin
fy =Y,
alalim. Bu durumda yeni denklemimiz
Yo — anyn = a%”(”*l)

olur. Bu denklemin her iki tarafini

ile boldigimuzde

[ym/ at""™ } - [yn / a%”(”*l)} —a™

elde edilir ki bu denklemin ¢6zimii
A(yn/a%n(n—l)) —a"
. n-1
y,/a" ™ =Y a"1c'=a/(a-1)+c
1
seklinde olup ¢ ve c' keyfi sabitlerdir. O halde tekrar y = f? degisimi yapildiginda

f7=a""a"/(a-1)+c]

elde edilir.
Ornek: (x+1) f (x+1)—xf (x)=x birinci mertebeden fark denklemini ¢tzelim.

Denklemi A operatori yardimiyla sol tarafin
Al xf (x)]=x
tam fark seklinde yazilabilmesi durumunda bu denklemin ¢6ziimiinde belirsiz toplam

tanimindan yararlanarak

xf (X) =D x+C(x)

elde edilir. O halde bu denklemin ¢6zimiu

xf (x)=@+0(x) = f(x)=(x-1)/2+C(x)/x

olur. Burada C(x) birim periyodik bir fonksiyondur.
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4.1.2 Baslangi¢ deger probleminin ¢6zimu
Bu kisimda birinci mertebeden lineer homojen olmayan
foa=P. 1+ 0, nx>n,>0 (4.11)
fark denklemi ve
o (4.12)
baslangic kosulundan meydana gelen baslangic deger problemi Uzerinde

durulacaktir; burada p, katsayist ve g, [nO,OO) uzerinde tammlr reel degerli
fonksiyonlar olup her n=n, i¢in p, = 0’dr.

Teorem: (4.11) denkleminin homojen kismi ve (4.12) baslangi¢ kosulundan olusan

problemin tek ¢6zimu

n-1
f {H pij f, (4.13)
olup (4.11)-(4.12) baslangi¢ deger probleminin tek ¢ozum

fn{]n_[ pijfnﬁi[]n_[ piJgr (4.14)

i=ny r=ng \i=r+1

dir.

Ornek: f ,=nf +n!13", f =1/2 probleminin ¢dziimi, (4.15)’den

[ :%sz[n ijr!Sr =2 (n-1 3 (n-1)3

i= r=1 \li=r+1 r=1

:(n—l)!£%+ i 3f} =(n —1)![—1+%j

dir.
4.1.3 Baz fonksiyonel fark denklemlerin ¢ozimu

Denklemin bilinen katsay: fonksiyonu m. dereceden bir polinom seklinde ise lineer
fark denklemleri T fonksiyonu yardmiyla ¢Ozilebilir. Bu konuda polinomlarin

durumlarina gére ¢cozumler verilecektir.
Simdi
f(x+1)=p(x)f(x)

fark denklemini ele alalim.
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Durum 1: « sabit olmak Uzere p(Xx)=x-oa bigiminde ise z=x-o donusimu

yapilirsa denklem f (z+a)=u(z) olur. Bu durumda fark denklemi
u(z+1)=zu(z)

olur. Bu denklemin ¢dzimini (4.10)°'dan u(z)=C(z)I'(z) yazabiliriz. O halde

denklem f(z+a)=C(z)T(z) haliniahr. z=x-a dontstimine tekrar doniilirse
f(x)=C(x)[(x-a)

olup burada C(x) keyfi birim periyodik fonksiyondur.
Durum 2: p(x)=(x-a,)(X-a,)...(x—a,,) bigiminde ise ¢6zim
f(x)=C(X)I(x-a,)(Xx-a,)...[(x-a,)

seklinde olur.

m

Durum 3: p(x), m. dereceden herhangi bir fonksiyon yani p(x)=A][(x-«;)

i=1
seklinde ise denkleminin ¢ozimu
f(x)=C(x)A* T (x-0)(x-a,)...[(x-a,,)
seklindedir.

Durum 4: p(x):M seklinde p,(x) ve p,(x) polinomlarmmn bélimi

P, (x)

seklinde olsun. Bu durumda

r S

pl(x):aH(X_ar)’ pZ(X):bH(X_IBS)

1 1
seklinde r. ve s. dereceden polinomlar seklinde yazilabilirler. O halde birinci

mertebeden rasyonel katsayili homojen fark denkleminin ¢6zimi

a X s
f(x):C(x)(Ej [Tr(c-a,) /TTr (x5,
olarak bulunur.
Ornek: f(x+1)=(x—x*) f(x) denklemini cozelim.
Denklem duzenlenirse

f(x+1)=x(1-x)f(x)==x(x-1) f (x)
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elde edilir. Buradan birinci mertebe fark denkleminin ¢oziimunde T fonksiyonunun

tanim1 kullanilarak

f(x)= C(x)(—l)x L(x)r(x-1)= C(x)(—l)x (x=1)T*(x—1)
¢6zimu elde edilir.

Ornek: (x+1) f (x+1)—xf (x)=0 denklemini ¢ozelim.

Bir onceki sonuca gére p,(X)=X, p,(x)=x+1 olup

olarak bulunur.

4.2 ikinci Mertebede Denklemler igin Cozim Yéntemleri

p(x), q(x) ve r(x) x’in fonksiyonlar: olmak iizere ikinci mertebeden degisken

katsayili homojen olmayan denklem
f(x+2)+p(x) f (x+1)+q(x) f(x)=r(x) (4.15)
seklindedir. Eger (4.15)’de r(x)=0 ise 0 zaman
f(x+2)+p(x) f (x+1)+q(x) f(x)=0 (4.16)
(4.16) denklemi (4.15) denkleminin ikinci mertebeden degisken katsayili homojen
denklem olarak isimlendirilir. (4.15)’in ¢6zimi; C(x) ve D(x) birim periyodik
fonksiyonlarmi; u(x) ve Vv(x) homojen kismin lineer bagimsiz ¢ozim
fonksiyonlarin; s(x) ikinci yanlh esitligin ¢dzimiini yani 6zel ¢dzimii gostermek
lizere
f(x)=C(x)u(x)+D(x)v(x)+s(x) (4.17)
seklindedir.

Ikinci mertebeden bir fark denkleminin ¢éziimiinin genel ifadesinin (4.17) seklinde
oldugu bilinmektedir. Ancak ikinci mertebeden fark denkleminin bizi bu tarz bir
¢ozlme gotirecek bir genel ¢6ziim metodu bulunmamaktadir. Biz bu bélimde ikinci

mertebe denklemler i¢in homojen kismin tek ¢oziminin bilinmesi veya iki ¢ozim
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arasindaki fonksiyonel bagintinin bilinmesi gibi sartla g6z 6nuine alinarak ¢oziimlere
ulasmaya calisacagiz.
4.2.1 Birinci mertebeden turetilebilen denklemler

Birinci mertebe fark denklemi sinirli terim icerir. Bu yizden bu bolumde ikinci
mertebe bir fark denkleminin ¢6zimi bir dontsimle Levy ve Lessman (1961)
kaynagi yardimiyla birinci mertebeden turetilerek bulunacaktir. Simdi

(x+A)z(x+2)—(Bx+C)z(x+1)+a(x+1)z(x)=0 (4.18)
seklinde a, A, u sabit olmak lizere A, B ve C arasinda

A=p+n, B=1+a, C=u+al+an (4.19)

bir bagint: olmak sartiyla ikinci mertebeden bir fark denkleminin ¢6zumint bulalim.
Bunun igin

a(x+4)
X+

f(x+1)=

f(x)

birinci mertebeden fark denklemini ele alalim. Bu denklemin ¢6zimuni

Durum 3’den
f(x)=a*T(x+A)/T(x+u)
oldugunu biliyoruz. Simdi

a(x+4)

f(x+1)= -

f(x)
denkleminin her iki tarafina A" operatériinii uygulayalim. Bu durumda
A"[(x+u) f(x+1)]=aA"[(x+4) f(x)]
elde edilir. Bu denklem Leibniz teoremi® yardimuyla ¢oziilebilir. Yani
(x+p) A" f (x+1)+nA" f (x+2) = a[(x+l)A”f (X)+nA"" f (x+l)]
elde edilir. Simdi bu denklemde z(x)=A""f (x) almnir;
(x+u)Az(x+1)+nz(x+2)=a[ (x+2A)Az(X)+nz(x+1)]

ve dizenlenirse

% A 1, ] = X,A"Y, +[2](Axk)(A”1vm)+[2](A2Xk)(A”2yk+z)+~-+(:j(“xk)(ym)
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(x+u)[ 2(x+2)—z(x+1) ]+ nz(x+2)-a(x+2)z(x+1)
+a(x+4)z(x)-anz(x+1)=0
elde edilerek buradan
(X+p+n)z(x+2)—(x+ax+pu+ai+an)z(x+1)+a(x+1)z(x)=0 (4.20)
elde edilir. Buradan (4.18) denkleminin ¢oztima
z(x):A”’l[axr(x+/l)/l“(x+u)] (4.21)
olarak bulunur.

Sonug: (4.18) seklinde ikinci mertebeden bir denklem verildiginde (4.19) yardimiyla
ifade (4.20)’ye donusturulmelidir. Bu yontemin saglanabilmesi igcin x degiskenine

bakimaksizin  z(X+2), z(x+1) ve z(x) terimlerinin birbirine bagl lineer

katsayilarinin toplammin (l—a) ile bolumunun pozitif tamsay: olmas: gerekli ve

yeterli kosuldur.
Ornek: (x+1)z(x+2)—(3x+5)z(x+1)+2(x+1)z(x) =0 denklemini ¢ozelim.

Bu denklem (4.18) seklinde oldugundan bu durumda z(X) katsayisindan

a=2, A=1olarak bulunur. Daha sonra (4.21) esitlikleri kullanilirsa
A=u+n=1 B=3 C=pu+al+an=>5
esitliklerinden yararlanilirsa u=-1, n=2 olarak bulunur. Bu degerler (4.21)’de
yerine yazilirsa ¢ozimimiiz
z(x)= A[ZX r'(x +l)/l“(x—l)] = A[Zxx(x—l)] =2"x(x+3)

olarak bulunur.

4.2.2 Mertebe dustirme yontemi

Bu bolimde ikinci mertebeden degisken katsayili fark denklemini Levy ve Lessman
(1961), Bereketoglu ve Kutay (2011) yardmmyla ayrik noktalar ve surekli

degiskenler kiimesinde mertebe dustirme metodununu kullanarak ¢ozecegiz.

a) Aynk noktalarda mertebe duslrme yontemi

3y, a;, &, katsayilart n>ny igin tamimh reel degerli fonksiyonlar ve [ny, ) izerinde

a, #0, a, #0 olmak Uzere ikinci mertebeden degisken katsay1li lineer homojen
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a,(n) f,,+a(n)f., +a(n)f, =0 (4.22)

fark denklemini ele alalim. Bu denklemin asikar olmayan bir ¢ozimi bilindiginde
bununla lineer bagimsiz olacak ikinci bir ¢dzim bulunabilir. Bunun igin Abel

lemmasint m =2 igin tekrar ifade edelim:

Lemma: f' ve f? (4.22) homojen fark denkleminin [no,oo) uzerinde taniml iki

n

¢6ziimii ve W(n) onlarin Casoratyan: olsun. Bu durumda nny icin

w(n+ :mwn
(m+D)=2 oy () (4.23)

dir. Burada W(n);

fr f2
W(n) = fl f 2
n+1 n+1

olup f!, [no,oo) lizerinde (4.22)’nin agikar olmayan bir ¢ozimi ve f>’de aym
denklemin diger bir ¢oziimi olsun. Agik olarak

fn2 fnlAfn2 B fnzAfn1 W(n)
FOTfIfL fif

n n+l n n+l

yazilabilir ve her iki tarafa A™ uygulanirsa

n-1 W i
fo = f#Z—fl(fl) (4.24)
i:no i i+l

olur. BOylece asagidaki teorem elde edilir:

Teorem: f', (4.22) denkleminin her n>n, icin sifirdan farkl bir ¢ozimi olsun.
a,(n) ve a,(n) katsayilar1 [ny,0) Gzerinde sifirdan farkli ise, o zaman (4.24)

ifadesi (4.22) denkleminin ikinci bagimsiz ¢ozimiidir; burada w(n), (4.23)in

asikar olmayan ¢ozimudur.

Ornek: f - fml—il f =0 denklemini n >0 igin ¢ozelim.
n+

Bu denklemin bir ¢ozimi f!=n+1 olsun. Abel lemmasindan

yazilabilir. Bu denklemin ¢ozimi ' fonksiyonu yardmmiyla
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seklindedir. (4.24)’den

i=0

f2 =(n+1)g“(i£1—)l();m=(n+l)i(gllz)l)!

elde edilir. Boylece verilen denklemin genel ¢ozimii

f.=c(n+1)+c,(n +1)g (E:le)l)l

olup ¢, ve c, keyfi sabitlerdir.

b) Surekli degiskenler kiimesinde mertebe dustirme yontemi

Eger (4.16) denkleminin bir u(x) ¢6zUma biliniyorsa bu durumda iginde iki keyfi

fonksiyon bulunduran (4.15)’in genel ¢6zimu birinci mertebe denkleme indirgenerek

bulunabilir. u(x), denklem (4.16)’y1 sagladigindan

u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0

elde edilir. Daha sonra F(x) yeni bir degisken olarak kabul edilirse

f(x)=u(x)F(x)

dénustmu ile (4.15) denklemi

U(x+2)F(x+2)+ p(x)u(x+1)F(x+1)+aq(x)u(x)F(x)=r(x)

halini ahr. (4.25) denklemi F (x+1) ile arpilip (4.27)’den ¢ikarilirsa

u(x+2)AF (x+1)—q(x)u(x)AF(x)=r(x)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

bulunur. Bu AF(X) bilinmeyenli birinci mertebeden fark denklemidir. Bu denklem

cozillerek AF(x) ve ardindan tersi alnarak F(x) bulunur.

Boylece

f (x)=u(x)F(x) ¢dzimii de bulunmus olur. Ayrica (4.28)’de F(x)=f(x)/u(x)

yazilarak
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buradan
u(x+1) f(x+2)-u(x+2) f (x+1)—qg(x)u(x) f (x+1)
+q(x) f(x)u(x+1)=r(x)u(x+1)
elde edilir ve E operat0ru yardimiyla
[E—q(x)][u(x) f (x+1)—u(x+1) f (x) ]=u(x+1)r(x) (4.29)
yazilabilir. Bdylece tamamlayici denklemin u(x) 6zel ¢dzimii verildiginde, (4.15)

denkleminin (4.29) formundaki gibi sol kisminin carpanlara ayrilmasina olanak

saglar. u(x+1) fark: korudugundan carpanlara ayirma fonksiyonu olarak da
adlandirilir. (4.29) icindeki katsayilar x’in fonksiyonlar: oldugundan (4.29)’un sol
tarafindaki carpanlarin yer degistiremeyecegi unutulmamalidir.

Ornek: (x-1) f (x+2)+(2-3x) f (x+1)+2xf (x)=0 denkleminin x>0 igin

verilen bir ¢ozimi u(x) = X ise denklemin genel ¢6ziimunu bulunuz.

1. Yol: Bu denklemi (4.28) sekline ¢evirebilmek icin u(x+1) =X+1 ile carpalim. Bu
durumda
(x=1)(x+1) f (x+2)—(3x2 +x—2) f(x+1)+2x(x+1)f(x)=0
elde edilir. Bu denklemin ortadaki terimi —(x+2)(x—1)—2x" seklinde carpanlarina
ayrilir ve denklem diizenlenirse;
(x=1)[(x+1) f (x+2)—=(x+2) f (x+1)]-2x[ xf (x+1)—(x+1) f(x)]=0
elde edilir. Burada gegici olarak
xf (x+1)—(x+1) f (x) =z(x)
dénustimi yapilirsa bu durumda denklem

2X
z(x+l)—Ez(x):0
olur ki bu denklemin ¢6zimu Durum 4’den
z(x)=xf (x+1)—(x+1) f (x)=C(x)2*(x-1)
elde edilir. Burada C(x) periyodik bir fonksiyondur. Her iki taraf x(x+1) ile

boliintrse ve C(x)=C(x+1) 6zelligi kullanilirsa

58



L1 (/)= (02 (x-D/x(xs1) = ()2 23]
C(x+1)2** C(x)2" C(x)2"
. (Hi _ (X) =A[ (X) j

elde edilir. Bu durumda ¢6ziim
f (x)=2"C(x)+xD(x)
olarak bulunur. Burada C(x) ve D(x) keyfi birim periyodik fonksiyonlardir.

2. Yol: Ornegi daha kisa ¢ozmek icin verilen denklem

f(x+2)+(2_3X) f(x+1)+

(x-1)

haline getirilip q 2X/ X— 1 oldugunu gorip (4.29) denkleminde yerine

yazilirsa yine ayni ¢oziime kolaylikla gidilebilir.

4.2.3 Tam hale gelebilen denklemler

Bu bolimde Levy ve Lessman (1961) kaynagi yardimiyla (4.16) denkleminin bir

u(x) ¢6zUmu bilinmemesi durumunda bir toplam carpan: (summating factor) elde

edip (4.15) denklemini bu toplam carpani ile carpilmasi sonucunda tam hale
getirilecegiz. Eger (4.15) denklemini

A[b(X)E—q(x)b(x+1)] f (x)=r(x)b(x+1) (4.30)
seklinde yazabilecegimiz bazi b(x) fonksiyonlarini biliniyorsa b(x+1) orjinal
denklem icin bir toplam c¢arpan: (summatinf or integrating factor) olur.

Bir onceki bolimden biliyoruz ki eger homojen kismin bir u(x) ¢cozimund
biliyorsak f (x)=u(x)F(x) dontsimi ile ikinci mertebe bir denklem (4.29)
formunda AF(X) ’in birinci mertebe bir denklemine indirgenir. Bu durum u(x) ’in
bilinmedigi durumlarda bize (4.16) denkleminin ¢tzimine dogru bir yol gosterir.
simdi b(x) ve ¢(x) heniz x’in tanimlanmamus fonksiyonlari olmak tizere

F(x)=b(x) f (x+1)+c( )=[b(X)E+c(x)]f(x) (4.31)
olsun. Buradan x — x+1 igin

F(x+1)=b(x+1) f (x+2)+c(x+1) f (x+1)
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elde edilir. Simdi

F(x+1)+Q(x)F(x)=b(x+1) f(x+2)
QM) +e(x+1)]F (D) +Q)e() F (1)
denklemini olusturalim. Burada Q(X) de x’in tammmlanmamis fonksiyonudur. Simdi

(4.15)’in sol tarafin1 (4.32)’nin sag tarafina orantili yazmaya calisirsak bu durumda

b(x)Q(x)+c(x+1) Q(x)c(x)

T RETE)
elde edilir. Buradan
b(x)Q(x)+c(x+1)=b(x+1) p(x) (4.33)
¢(x)Q(x)=b(x+1)a(x) (434)
esitlikleri elde edilir. (4.32) ve (4.15) denklemlerinden
[E+Q(x)]F(x)=r(x)b(x+1) (4.35)

yazilir veya (4.31)’deki F(x) ifadesi yardimiyla

[E +Q(x)][b(x) E +c(x)] f(x)=r(x)b(x+1)
denklemini elde ederiz. Bu denklem aslinda (4.34) ve (4.35) esitlikleri yardimu ile de

gorulecegi Uzere (4.15) orjinal denkleminin her iki tarafinin b(x+1) ile carpilmig

halidir. b(x)’i belirlerken (4.33) ve (4.34) esitliklerini birlikte kullanacagimiza
dikkat etmeliyiz.
(4.34) denkleminde c(x) cekilip c(x+1) turetilip (4.33) denkleminde yerine

yazilirsa

q(x+1)b(x+2) - p(x)Q(x+1)b(x+1)+Q(x)Q(x+1)b(x)=0 (4.36)
seklinde denklem elde edilir. Burada p(x) ve q(x) x’in verilen fonksiyonlaridir ve
b(x) ve Q(X) heniiz tammlanmarmistir. Béylece eger Q(X) keyfi secilirse b(x)’i
bulmak igin ikinci mertebeden bir denklem ¢6zmemiz gerekir. Diger yandan, b(x) i

keyfi secersek Q(x)’e gore denklem ilk bakigta birinci mertebeden gorundr.

Dolayisiyla aslinda tam ¢ozim bir keyfi sabit icermelidir, ama kolayca gorilecegi
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uzere bu ¢6zume ulasmak icin tekrar ikinci mertebe lineer denklem ¢6zmek gerekir
Clnki (4.36) denkleminde

Q(x)=R(x)/R(x+1)
yazilirsa
b(x+2)q(x)R(x+2)—-b(x+1) p(x)R(x)+b(x)R(x)=0
elde edilir. Bu denkleme hangi taraftan bakarsak bakalim ikinci mertebe lineer
denklem ¢6zmekten kurtulamayiz. Aym zamanda, ¢Ozumleri birbirine bagimli ve

birinin ¢6zimu digerinin carpanlarina aywrma fonksiyonu olan lineer denklem

kiimelerinin varhigini1 gostererek ¢ozim ihtimalini genislettik.
simdiye kadar b(x) ve Q(x) fonksiyonlar keyfiydi. Simdi Q(x) fonksiyonunun
cesitli seceneklerini tartisalim. Daha sonra b(x)’e gOtlren denklemi arastirahm. Bu
denklemin sonucunu da f (x) ’in orjinal denklemi (4.15) ile carpalim. BOylece (4.35)
denklemi elde edilir.
Durum 1: Q(x)=-q(x) 6zel segimi ile (4.34) esitliginden b(x+1)=—c(x) elde
edilir. Bu esitlikler (4.33)’de yerine yazilirsa
b(x+2)+ p(x)b(x+1)+q(x)b(x)=0
denklemi bulunur. Bu denklem (4.16) tamamlayici denklemidir. Yani b(x)’in
homojen kismin ¢6zimi oldugu goralar.
Durum 2: Eger (4.15) denkleminin sol kismini tam fark yapan bir ¢arpan bulmak
istersek yani A=E-1 carpanmnin gorinmesini istersek o zaman Q(x):—l
almaliyiz. Bu durumda (4.34)’den
b(x+1)q(x)=—c(x)

olup bu esitlik (4.33)’de yerine konulursa

q(x+1)b(x+2)+ p(x)b(x+1)+b(x)=0 (4.37)
elde edilir. Bu b(x) icin ikinci mertebe bir denklemdir. (4.37)’ye (4.15)’in adjoint

denklemi denir. (4.37) denklemi farkl bir sekilde

b(x+2)+Mb(x+l)+

q(x+1) b(x)=0

q(x+1)
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yazilabilir. Yine bu adjoint denklemin B(X+1) gibi toplam carpan1 vardir ve
buradaki B(x);

B(x+2)+B(x+1) p(x)a(x+2)/q(x+1)+B(x)q(x+2)=0 (4.38)
denklemini saglar (4.38) denklemindeki B(x)’in C(x+1) gibi toplam carpan:
vardrr. Burada C(X)

c(x+2)+c(x+1)q'(ox(j)l%)((:;)+q((:x(j:)g) -0 (4.39)

denklemi saglar ve boyle devam eder.

Klmenin bir dnceki igin toplam ¢arpanmni sunan her bir denklemin ¢ozimui kiimeyi

saglar. Eger bu denklemlerden herhangi birisi kapali bir sekilde ¢Ozulebilirse bu
durumda kidmenin her eleman cozulebilir. B(x)=q(x) f(x) ifadesinin (4.38)
denklemini sagladigina dikkat edelim. Bu ifadeyi (4.38)’de yazarak
q(x+2) f (x+2)+p(x)a(x+2) f (x+1)+q(x+2) f (x)=0

elde ederiz. Elbette ki bu (4.15) denklemidir. Ayni argliman ile

C(x)=b(x)/q(x+1)
alirsak ve yine sonraki asamada

D(x) = q(x+2)B(x) =a(x+2)q(x) f(x)

yazilabilir. Bu sekilde toplam carpan: bulup adjoint denkleme ulasabilmek igin
toplam carpanlar1 elde edilmis olur.
sonug: f(x+2)+p(x) f(x+1)+q(x) f(x)=r(x)
denkleminin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

p(x-1) +q(x)+1=0
olmasidir. Bu 6nermenin bir sonucu olarak, eger bir denklem tam ise (4.37)
denkleminin bir ¢6zUmuntn b(x)zl olmasi gerektigi sdylenebilir. Yani bu kosul
dayatildigi zaman denklemin yeterli oldugun dogrudan gorilebilir. q(x) genel
denklemde yerine konulursa

f(x+2)+p(x) f(x+1)—(1+ p(x-1)) f (x) =r(x)

elde edilir. Yani,
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f(x+2)—f(x+1)+ f(x+1)— f(x)+p(x) f (x+1)— p(x-1) f (x)=r(x)
veya
A{f (x+1)+ f (x)+ p(x=1) F (X)} =r(x)
elde edilir.

Bu dustince m. mertebeden
f(x+m)+p,(x) f(x+m=1)+...+p,(x) f(x)=g(x)
genel lineer fark denklemine uzatilabilir. Burada m. mertebeden degisken katsayili

lineer fark denklemi m. mertebeden baska bir adjoint denklemin ¢éziimiinden elde
edilen bir fonksiyon ile carpilarak (m-1). mertebe ifadenin tam farki olarak

yazilabilir. Genel durumda da, ikinci mertebede denklemlerde oldugu gibi adjoint
denklemler kimesi mevcuttur. Eger bu denklemlerden herhangi birinin ¢ozimi
kapal: formda elde edilebilirse 0 zaman ayrica bu kiimenin her bir elaman i¢in bu

sekilde bir ¢6zim yazilabilir.
Ornek: 2x(x—1) f (x+2)—(x—=1)(x+2) f (x+1)+xf (x)=0 denklemini ¢ozelim.

Bu denklemde f (X+2) ‘nin yalniz kalmast igin denklem ]/2X(X—1) ile carpilirsa

(x+2) 1
f 2)—~—=f 1)+——f(x)=0
(X+ ) 2X (X+ )+2(X—1) (X)
seklinde denklem elde edilir. Burada
(x+2) 1

P(X)Z—T’ q(x)= 2(x-1)
dir. (4.37) denklemi yardimiyla bu denklemin adjoint denklemi
b(x+2)—(x+2)b(x+1)+2xb(x)=0
elde edilir. Burada b(x)=a"u(x) alnirsa (B(x)=a")
a’u(x+2)—-a(x+2)u(x+1)+2xu(x)=0
elde edilir. Buradaa = 2 alnirsa
4u(x+2)—2(x+2)u(x+1)+2xu(x)=0

X

olur. u(x)=1 bir ¢6ziimdir. Buradan adjoint denklemin ¢ozimii b(x)=2" ve

orijinal denklemin toplam carpani ise b(x+1):2X+1 olarak bulunur. Buradan

(4.30)’dan

63



Al 2°f (x+1)-

elde edilir. Bu denklemin ¢6zimiu

f (x+1)—LX):C(x)2’X

(x-1)
seklindedir. Burada C(X) birim periyodik fonksiyondur. Bu son denklemde her iki

taraf (x—1)T'(x—1) ile carpilirsa

A[T(x-1) f (x)]=C(x)I'(x)2™
elde edilir. Burada

r(x-1)f (x):C(x)[[[[:%::F(k+[[x]]).2km +D(x), 0<k<1

olup C(x) ve D(x) keyfi birim periyotlu fonksiyonlardr.

4.2.4 Homojen kismin ¢6ztimleri arasinda fonksiyonel baginti mevcutsa

Bu bolumde
f(x+2)+p(x) f (x+1)+q(x) f(x)=0 (4.25)
ikinci mertebe lineer fark denkleminin ¢ozimleri arasinda fonksiyonel baginti olmas:

durumunda ¢6zimun nasil bulunacag: Levy ve Lessman (1961) kaynag: baz alinarak

verilecektir.
simdi u(x) bilinmeyen ¢ozim ve v(x), x’e ve u(x)’e bagl olarak bilinen diger

¢6zlm olsun. Yani

Burada x — x+m yazilirsa
v(x+m)=g[x+mu(x+m),u(x+m-1),... u(x)] (4.40)
elde edilir. u(x) ve v(x) verilen denklemin ¢ziimleri olduklarindan
u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0 (4.41)
V(x+2)+p(x)v(x+1)+qg(x)v(x)=0 (4.42)

yazilabilir. (4.42) denkleminde x — x+m alnirsa
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V(X+m+2)+p(x+m)v(x+m+1)+q(x+m)v(x+m)=0

elde edilir. Bu denklemi ise (4.40) yardimiyla

u(x+m+1),..., u(x+l)]+q(x+m)g[x+m,u(x+m) ..... u(x)]:o (4.43)

seklinde yazilabilir. (4.41) denklemi u(x+2)’nin u(x) ve u(x+1) cinsinden ifade
edilebilmesini saglar. Burada x — x+m yazilir ve m>0 igin ardigik yerine koyma
ile u(x+m+2) ifadeleri de u(x+1) ve u(x) cinsinden ifade edilebilir. Buna gére
(4.43) denkleminin ifadesi

G[x,u(x),u(x+1)]=0
olur. Boylece u(x) ’in belirlenecegi birinci mertebeden bir fark denklemi elde edilir.

Eger bu nedenle sinirli terimler ¢ozilebiliyorsa bu yuzden de orijinal denklem (4.16)

ve boylece teorik olarak
f(x+2)+p(x) f (x+1)+q(x) f (x)=r(x) (4.44)
tipinde denklem ¢dzulecekti. Bunu dort 6zel durumda inceleyelim:

Durum 1: ¢(x) bilinen bir fonksiyon olmak iizere ¢éziimlerden biri digerinin ¢(x)

kat1 olsun. Bu durumda géziimler u(x) ve ¢(x)u(x) olur. O halde
u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0 (4.45)

P(x+2)u(x+2)+p(x)p(x+1)u(x+1)+q(x)¢(x)u(x)

0 (4.46)

elde edilir. (4.46)da u(x+2) terimi yok edilerek yani (4.45) denklemi ¢(x+2) ile
carpilip (4.46)’dan ¢ikarildiginda

p(x)[p(x+2)—g(x+1)Ju(x+1)+q(x)[ ¢(x+2)—¢(x)]u(x)=0 (4.47)
seklinde birinci mertebeden denklem elde ederiz ve buradan u(x)’i bulabiliriz.
Ornek: nf,.,—(n+2)(n*+3n+1) f,, +(n+1)’(n+2) f, =0 denkleminin

¢Ozumlerinden biri digerinin n! katidir. Bu denklemi ¢ozelim.

Verilen bu denklem (4.47) seklinde yazilirsa
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(n+2)(n*+3n +1)

~ - [(n+2)-(n+1)!u,,, +

(n+1)3(n+2)

[(n+2)-nl]u, =0
elde edilir. Bu denklem dtizenlenirse
(n*+3n+1)(n° +2n+1)u,, —(n+1)’ (n*+3n+1)u, =0
ve sadelestirilirse
Uy, —(nN+1)u, =0
elde edilir. Bu birinci mertebeden denklemin ¢6zimi u, =n! olarak bulunur. O
halde denklemin ¢ozimii
f, :cn!+d(n!)2
olup ¢ ve d keyfi sabitlerdir.

Durum 2: Cozlmlerden biri digerinin karesi olsun. Bu durumda ¢ozimler u(x) ve

[u(x)]2 olur. O halde
u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0
[u(er2)] + () [u(x)] +a([u(] -0
elde edilir. Burada u(x) ¢zel coziimdur. Boylece
[p(x)u(x+1)+q(x)u(x)]2+p(x)uz(x+1)+q(x)u2(x):0
veya agik olarak
p()[1+p(x)J[u(x+1)] +2p(x)a(x)u(x+2)u(x)+a(x)[L+a(x)Ju(x)] =0

elde edilir. Bu u(x+1)/u(x) icin géziilebilen cebirsel bir denklemdir ve ¢ozimii

u(x+1) :_p(x)q(x)i\/—p(x)q(x)(H p(x)+a(x)) (4.48)
u(x) p(x)[1+p(x)] |

olur. Yani bu denklem u(x) icin ¢Ozllebilen birinci mertebe bir denkleme

indirgenmis olur. Bu denklem ¢ozilerek lineer bagimsiz ¢ozimler bulunmus olur.
Ornek: xf (x+2)—(x+ 2)(x2 +3x+1) f(x+1)+(x +1)3 (x+2)f(x)=0

denkleminin ¢éziimlerinden biri digerinin karesidir. Simdi bu denklemi ¢ozelim.
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Bu denklemde
p(x) :—(x+2)(x2 +3x+1)/x
q(x) :(x+1)3(x+2)/x
olarak belirlenir. Bulunan bu esitlikler (4.48)’de yerine yazilirsa

U(X+1):(x ) eu(x+1):(x+1)(x2+2x+2)
u(x) u(x) (x> +4x+2)

denklemleri elde edilir. Bu ifadelerden ikincisi denklemi saglamaz. O halde ilk

denklemin ¢ozumi
u(x)=I(x+1)
ve diger ¢Ozim
u(x)=[r(x+)]
olur. O halde genel ¢6zum
f(x)=C(x)T(x+1)+ D(x)[T(x+1)]
olarak bulunur. Burada C(x) ve D(x) birim periyodik fonksiyonlardur.

Durum 3: Goziimlerden biri digerinin tersi olsun. Bu durumda ¢oziimler u(x) ve

1/u(x) olur. O halde
u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0

1 P a(x)
u(x+2) u(x+1) u(x)

=0
denklemleri elde edilir. Bu iki denklemden

oo a5+ 5|

bulunur ve diizenlenirse

P (0 () p(0)a() X ) 9

denklemine ulasilir. Buradan u(x+1)/u(x)’in iki degerinden sadece biri orijinal

fark denklemini saglar.
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Ornek: (x+1)(x—1)f(x+2)—2(x2+2)f(x+1)+(x+1)(x—1)f(x):0
denkleminin ¢oziimleri arasinda u(x) ve 1/u(x) oldugu bilinmektedir. O halde bu
denklemi ¢6zelim.

Bu denklemde

olup bu esitlikler (4.49)’da yerine yazilirsa

u(x) +u(x+1) _2x"+2
u(x+1) u(x) x? -1

elde edilir. Burada u(x)/u(x+1)=Y diyelim. Bu durumda
(x2 —l)Y2 —(2x2 +2)Y+ x*-1=0

olup bu denklemin ¢ozumiinden

poxd o x-
Xx-1 X+1
elde edilir. O halde
u(x) _x+l = u(x+l):—_lu(x)
u(x+1) x—1 X+1

olup bu denklemden

= u(x)=C(x)x(x-1)

=C
u(x) (X)F(x+1)
elde edilir. Cozumler arasindaki iligki bilindiginden dolay: ¢ozim
f (x)=x(x-1)C(x)+D(x)/x(x-1)
olarak elde edilir. Burada C(x) ve D(x) keyfi birim periyodik fonksiyonlardir.

Durum 4: Géziimlerden biri u(x) ve digeri u(x—1) olsun. O halde
u(x+2)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)=0
u(x+1)+p(x)u(x)+a(x)u(x-1)=0

elde edilir. ikinci denklemden

u(x+2)+ p(x+1u(x+1)+q(x+1)u(x)=0

yazilabilir ve ilk denklemle birlestirilirse
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u(x+1)  Aq(x)
U(X) __Ap(x) (4.50)

elde edilir. (4.50)’den u(x)’i yani denklemin genel cozimiinii elde ederiz.

Ornek:  f(x+2)-2(x+1) f (x+1)+x(x+1) f (x)=0 denkleminin cozumleri
arasinda U(x) ve u(x—1) gibi bir fonksiyonel bagint: oldugu bilinmektedir. O halde
bu denklemi ¢6zelim.
Bu denklemde

p(x)=-2(x+1), q(x)=x(x+1)
olup bu esitlikler (4.50)’de yerine yazilirsa

u(x+1) 1
u(x) x+1

= u(x+1)=(x+1)u(x)
elde edilir. Bu denklemin bir ¢ozimu
u(x)=C(x)I'(x+1)
dir. Dolayisiyla genel ¢6zim
f(x)=C(x)(x+1)+D(x)I(x)

olarak elde edilir. Burada C(x) ve D(x) keyfi birim periyodik fonksiyonlardir.

4.2.5 Belirli integraller yardmmyla ¢6zim

Bu bolumde ikinci mertebe degisken katsayili fark denkleminin
t
f(z)=[t"g(t)dt
b

dondstimu ile ¢6zimu Levy ve Lessman (1961) kaynagi temel alinarak
incelenecektir.
Once bu yontemi 6zel bir durum ile gésterelim. Amacimiz
f(z+2)+(az+b) f (z+1)+(cz+d) f(z)=0 (4.51)
denkleminin 0zel ¢6zimunu elde etmektir. Bu durumda 6zel ¢6zimin icerisinde
bagimsiz degiskeni iceren belirli integral olacaktir. Simdi
f(z+2)—(z-1) f(z+1)-zf (z)=0 (4.52)

denklemini dikkate alalim ve
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t
= [t*g (t)dt
b

doniisimiini yapalim. Bu doniisimde t, ve t, belirlenmesi gereken sabit, g(t) ise

belirlenecek fonksiyondur. Bu donisim (4.52) denkleminde yerine konulursa
t
jt”l t)dt—(z- 1jt g(t)dt—z[t g (t)dt =
b
ve buradan

Tt” (t*+t)g(t)dt- ztjt”(t +1)g(t)dt=0

4 4

elde edilir. ikinci integralin kismi integralinin alalim

th”(Hl)g(t)d =[(t+1)g( jt —[t+1 (t)]dt.

I’}
Bu denklem diizenlenirse

t;

Itzl [(tz +1)g (t)+t.%{(t +1)g (t)}}dt —[(t +1)g (t)tzll =0

elde edilir. g (t) "yi belirlemek icin bu denklemde
t(t+l)g(t)+t%[(t+l)g(t)] 0 (4.53)

[(t+1)g(t)r' ] =0 (4.54)
olacak sekilde t, ve t,’i seceriz. Bu durumda

(t+1)g(t)=e" yada g(t)=€" /t+1
(4.53) denklemini saglar ve boylece (4.54) denklemi

o]

Olur. t,=0 ve t =0 ise z pozitif yar1 dizlemde herhangi bir yerde olabilir.

Boylece (4.52) denkleminin bir ¢ozimii
z):J >t ’t/ t+1)d (4.55)

olur.
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Dogrulama: (4.55) denklemi (4.52)’de yerine yazilirsa,

« e —(z-1)t7e —zt e = 1 ., - ,
) -] dt=| (t+l)[t (t+1)—zt"*(t+1) |e'dt
_ ® tf4z z-1 _ _
_J.O e (t —t )dt_F(z+l)—F(z)_0
elde edilir.
Sonug: (4.52) denklemi
[ f(z+2)+f(z+1)]-z[ f(z+1)+ f(z)]=0
gibi yazilabilir. Boylece bu denklemin ¢ozimii
f(z+1)+f(z)=C(z)T'(2)
olur. Daha genel sekilde (4.51) fark denkleminin ¢6zumand bulmak igin
t
f(z)=[t"g(t)dt (4.56)
b
dondstimu (4.51) fark denkleminde yerine yazilirsa
t

J‘(tz+1 +bt? +dtz’1) g (t)dt + zj‘(atZ +ctz’1)g (t)dt =0 (4.57)

t b

elde ederiz. Simdi

ztj(atZ +ct*)g(t)dt = zift”(at +c)g(t)dt

t t
t
z 2 ( z d
=[t*(at+c)g (1) ] -t SL@tre)g(t)]at
b
kismi integrali alinip (4.58) denklemi (4.57)’nin ikinci terimi yerine yazilirsa
? d :
" (t +bt+d)g(t)-t—{(at t)|dt+|t* (at )| =
J: [( +bt+ )g() dt{(a +c)g()}}d +[ (a +c)g()ll 0

elde edilir. Simdi

(4.58)

(t2+bt+d)g(t)—t%[(at+c)g(t)]:0 (4.59)
olusturmak igin
[t*(at+c)g(1)] =0 (4.60)

g(t), t, ve t,yi seceriz. Bu durumda denklem (4.59) denklemi
d

a{(at+c)g(t)}/(at+c)g(t):(t2 +bt+d)/t(at+c)
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halini alir. Bu denklem birinci mertebeden diferansiyel denklem olup
(at+c)g(t) = o (€ vota](at*set
denkleminde islem kolaylig igin integral igindeki ifadeyi
(t*+bt+d)/(at*+ct)= A+ B/t+C/(at +c)

seklinde basit kesirlere aywrabiliriz. Burada

A=1/a, B=d/c, C=(abc—c’-a’d)/ac
olur. Boylece

(at+c)g(t)=e"t""(t+c/ a)_(°2+da2_ab°)/ e

ve (4.54)’den

t/asd/c —(02+da2—abc)/azc 2
et (t+c/a) =0

il
bulunur. t, ve t, bu kosulu saglayacak sekilde segilirse 0 zaman

K b-c-a_d
f(z):ItZ’l*d/°et/a(at+c) a ot
4
ifadesi (4.51) denklemini saglar. O halde bu denklem (4.51) denkleminin ¢ozimudur.
Ornek: f(z+2)-2(z+1)f(z+1)+(z+1)f(z)=0 denklemini ¢tzelim.

Burada a=-2, b=-2,c=1,d =1"dir. Boylece
[et/z.t”l.(t—J/Z)MIj -0
olmast gerekir. Boylece z duzlemin z=-1’in sag tarafinda kaldigindan t, =00 ve
t, =1/2 secebiliriz ve ¢6ziim
f(2) =T te? (t—1) 7 dt
olarak bulunur.

4.2.6 Baslangi¢ ve simir deger problemlerinin ¢6zimu

Bu bolimde Bereketoglu ve Kutay (2011) kaynagi yardimiyla ikinci mertebeden
lineer self-adjoint fark denklemleri kapsayan sinir deger problemleri ele alinacak ve

¢coztmleri bulmak icin Green fonksiyonu insa edilecektir.
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Tamim (Self-adjoint): ikinci mertebeden lineer self-adjoint fark denklemi
A(p(n-1)Af,,)+q(n)f,=0 (4.61)
olarak tammlanir; burada p(n) fonksiyonu [a,b+1]={a,a+1...,b+1} arahginda

ve pozitif degerli q(n) fonksiyonu [a+1,b+1] tizerinde tanimhdir.

Bu denklem agik olarak
p(n) f..+c(n) f,+p(n-1)f_, =0, ne[a+Lb+]] (4.62)
bigimindedir; burada
¢(n)=a(n)-p(n)-p(n-1) (4.63)
dir. Tersine olarak, p(n) fonksiyonu [a b+1] zerinde pozitif oldugu sirece (4.62)
denklemi
q(n)=c(n)+p(n)+p(n-1) (4.64)
olmak Uzere (4.61) formunda yazilabilir. Genel olarak,
a(n)f,+B(n)f,+r(n)f,_,=0 (4.65)
denklemi, ne[a,b+1] icin a(n)>0 ve ne[a+Lb+1] icin ¥(n)>0 olmak iizere

(4.61) self-adjoint formunda g0sterilebilir. (4.65) denkleminin iki yani pozitif bir

&(n) fonksiyonu ile carpilirsa,

s(n)a(n)f. ., +8(n)p(n)f,+6(n)y(n)f,,=0
bulunur. Bu denklemin (4.62) self-adjoint formunda olmasi igin
s(n)a(n)=p(n) ve 6(n)y(n)=p(n-1)

saglanmalidir. Buradan birinci mertebeden

5(n+1):7/?n(2)1)5(n), nela,b]

fark denklemi ortaya gikar. Bunun ¢oziminud ise Bolim 4.1.1°den

5(m=uf ]2

2 y/(i+1)

elde ederiz. Burada u herhangi bir pozitif sabit olup sadelik i¢in ¢ =1 alnirsa
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n-1 OC.

p(n) :a(n)g j/(l(-ll-)l)

ve (4.64)’den
q(n)=&(n)A(n)+p(n)+p(n-1)
oldugundan (4.65) denklemi (4.61) denklemine esdegerdir.

Ornek: n>2 olmak Uzere

n2
(n—l) fnJrl +(m_nj fn + fn71 :0

fark denklemini self-adjoint formda yazmak icin

n—

5(n)=1j(i_1)=(n_z)!=r(n_1)

fonksiyonu hesaplanir. Buna gore yeni denklemin katsayilar

p(n)=(n-1)T'(n-1)=T(n),

q(n):F(n—l)(r(g_l)—nJ+F(n)+F(n—1)

=n’-nC(n-1)+(n-1)C(n-1)+I(n-1)=n’

dir. Boylece verilen denklemin self-adjoint formu
A(T(n-1))Af ,+n*f =0
olarak bulunur.
Ote yandan (4.62) denklemi f_, ve f. e gore tek olarak ¢ozilebildiginden, bu
denklemin
f.=A f ,=B
baslangic  kosullarin1  saglayan bir tek c¢ozimi vardir ve bu ¢6zim
[a,.b+2]={a,a+1,...,b+2} uzerinde tammhdir; burada n, [a,b+1] olup A ve B
sabitlerdir. Benzer iddia (4.65) denklemi yerine karsilik gelen homojen olmayan
denklem igin de dogrudur. Bununla birlikte,
Af  +2f =0, f,=A, f,=B
siir deger problemi A=B =0 igin sonsuz sayida ¢Ozuime sahip iken A=0 ve
B = 0 halinde higbir ¢dztime sahip degildir.
Simdi

S ={[a,b+2] tizerinde tamml: reel degerli fonksiyonlar}
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kiimesi Uzerinde tanimli olan
Lf, =A(p(n-1)Af,,)+a(n) f, ne[a+Lb+1] (4.66)
operatorini g6z dntine alahm. Buna gore (4.61) denklemi Lf, =0 seklinde olur.

Simdi homojen olmayan baslangic deger problemlerini ¢dzerken kullanacagimiz

Cauchy fonksiyonundan s6z edelim.

Tamm (Cauchy fonksiyonu): f ,a<n<b+2, a+1<s<b+1 fonksiyonu her bir

ns’

sabit s €[a+1,b+1] icin

baslangic deger problemini sagliyorsa, o zaman f _ fonksiyonuna (4.61)

n,s

denkleminin Cauchy fonksiyonu denir.
Ornek: A(p(n-1)Af,,)=0 fark denkleminin Cauchy fonksiyonunu bulahm.
Cauchy fonksiyonunun tanimindan

A( p(n-1)Af ):O, ne[a+lb+1]

n-1,s

yazilir. Buradan ne[a+1b+2] icin
p(n-1)Af_, =n(s)

seklinde 77(s) sabiti var demektir. Bu sabit n=s+1 icin n(s)=1 dir. Simdi n

yerine n+1 alinirsa,

N pp—

" p(n)

bulunur. ki taraf, n>s olmak tizere, s den n—1’e kadar toplanirsa,

fn,s - fs,s = EL

= p(i)
¢ikar. f, =0 oldugundan Cauchy fonksiyonu n=s igin

n-1 1
=2

biciminde elde edilir. Ozel olarak, A*f_, =0 fark denklemi i¢in Cauchy fonksiyonu

f,,=n-s’dir.

n,
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Teorem: Lineer bagimsiz ¢ozimleri u' ve u? olan (4.61) denkleminin Cauchy

fonksiyonu
ul u2 u1 2
fo=l s 3|/ p(s)|; S| asn<b+2 a+l<s<b+l
uﬂ uﬂ us+1 s+1
dir.

Ornek:  A(p(n-1)Af, ,)=0 denkleminin gdziimleri u\=1 u’=

olduguna gére Cauchy fonksiyonu

dir.
Teorem (Sabitlerin degisimi formala):
Lf, =g,, f,=0, f,,=0, nela+lb+]]

baslangi¢ deger probleminin ¢ozimu

f = Zn: f,.0,, ne[ab+2]

s=a+l

dir. Burada f__, Lf =0 icin Cauchy fonksiyonudur.

Ornek: A*f ,=n, f,=1f =0 baslangi¢ deger problemini ¢ozelim.

Sabitlerin degisimi formuli ve ozel olarak A’f _, =0 fark denklemi icin Cauchy

fonksiyonu f . =n-s oldugundan ¢ozlm;

n

f =Z(n—s)s=%(n3—n)

s=1

olarak bulunur.
Sonug: Lf =g, f,=A f, =B, ne[a+Lb+1] baslangic deger probleminin

¢cozuimdi

fn = un + i fn,sgs

s=a+l
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dir. Burada u, fonksiyonu Lu, =0, u,=A, u,, =B baslangi¢ deger probleminin
¢ozumii olup f  ise Lf =0 denklemi i¢in Cauchy fonksiyonudur.

Tamm (diskonjuge): [a+Lb+1] uzerinde y, >0 olmak lzere
fa+B(n)f +y(n)f_,=0

denklemi verilsin. ne[a+1,b+1]icin
r’+B(n)r+y(n)<0 (4.67)

olacak sekilde bir r>0 sayisi varsa, 0 zaman (4.67) denklemi [a,b+2] izerinde

diskonjugedir denir.

Ornek: f ., —f J{%—i) f,., =0 denklemi [2,o0) Gzerinde diskonjugedir.

nZ
Gergekten h(r)=r?—r +%—% olup [1,%) boyunca h(%) = —% <0’dr.

Tamm (Lineer Smr-Deger Problemi): a<n <n,<b+2 olmak (zere, f

n

[a+Lb+1] tzerinde taniml1 bir fonksiyon, A ve B reel sabitler olmak izere
Lf,=g, f,=A f =B nefa+lb+1]
ile taniml1 probleme sunir deger problemi denir.

Lineer homojen sinir deger problemlerinin asikdr olmayan ¢oziimlere sahip olup
olmamas: durumu matematiksel fizigin en dnde gelen bir arastirma konusudur. Bu
kisimda ise bir homojen problemin asikdr olmayan c¢oziimlere sahip olabildigini

lineer sinir-deger probleminde gosterecegiz.

Teorem: Lf =0 denklemi [a,b+2] Uzerinde diskonjuge ise 0 zaman
Lf,=g, f,=A f, =B, nefa+1lb+1]
siir-deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir.

Sonug: Lf, =0 denklemi [a,b+2] Uzerinde diskonjuge ise 0 zaman homojen

Lf =0, f,=0, f,,=0

n a

sinir deger probleminin tek ¢ozimi f, =0"dr.

Sonug: Lf, =0 denklemi [a,b+2] izerinde diskonjuge ise 0 zaman
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Lfn :gn’ fa:O’ fb+2:O

smir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir.

Tamm (Green fonksiyonu): Asagidaki kosullari saglayan G(n,s) fonksiyonuna
Lf,=0, f,=0, f,,=0
homojen sinir deger problemi igin Green fonksiyonu denir:

i. G(n,s), a<n<b+2, a+1<s<b+1 uzerinde tammhdir.

ii. LG(ns)=4

ns?

a+l<n<b+l a+1<s<b+1l dir; burada &, Kronecker
deltasidur.

ii. G(as)=G(b+25s)=0, a+l<s<b+l.

Teorem: Lf =0 denklemi [a,b+2] Uzerinde diskonjuge ise 0 zaman

Lf,=0, f,=0, f,,,=0 homojen siir deger problemi igin i-iii kosullarini

n a

saglayan bir tek G(n,s) Green fonksiyonu vardr.

Teorem: Lf =0 denklemi [a,b+2] Uzerinde diskonjuge ise, 0 zaman

Lf =0, f,=0, f,,=0

n

seklinde homojen smir deger probleminin tek Green fonksiyonu

f . f!
_ b;Zl,s n 1 n<s
G(n,s)= f 2 o (4.68)
_ b+21,s n fn . s<n
fb+2 '

seklindedir. Burada f!, Lf, =0 denkleminin bir ¢oztimdur.

Ornek: A(p(n-1)Af_,)=0, f,=0, f,,=0 denkleminin Cauchy ve Green

a

fonksiyonlarini bulalim.

A(p(n-1)Af )=0 = p(n-1)Af_ =n(s)
seklinde bir 77(s) sabiti vardir. Bu sabit n=s+1 igin 7(s)=1"dir. Simdi n—>n+1
alimirsa Af, =1/p(n) bulunur. Iki taraf n>s olmak lzere s’den n—1e kadar

toplanirsa
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cikar. f . =0 oldugundan Cauchy fonksiyonu n>s igin
f =

n,s

elde edilir. Dolayisiyla bu ¢ozim f

0, f,,, =1 baslangi¢c kosullarmni saglar. Bu

a

durumda f' ¢6ziimi

seklindedir. (4.68)’den n<s igin

SIS
G(n,s):_ft”“ f, _ = (I)i:a p(l)

fs T 1
Z p(i)

ve n>s icin
S(0s) = ( (120002 9l phﬂ/ %o
i p?l)[: p}l)+ bl p?i)] 1 p%l)[i p}l)+.n_: p%l)]

i=a i=n p ) i=a p i

[zp})z U > ?)

elde edilir. Sonug olarak Green fonksiyonu

G(n,s)

seklindedir.

Teorem: Lf =0 denklemi [a,b+2] uzerinde diskonjuge ise, 0 zaman

Lfn = gn’ f :Of fb+2 :0

a
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homojen olmayan smir deger probleminin tek ¢ozimd

b+1

f,.=> G(ns)g

s=a+l

dir. Burada G(n,s); Lf =0, f,=0, f,,=0 homojen baslangic deger

n

probleminin Green fonksiyonu olup (4.68) ile bellidir.
Ornek: Green fonksiyonu yardimyla A’f =16, f,=0, f,=0 smir deger
problemini ¢ozelim.

Oncesinde 6zel olarak homojen
Af =0, f =0, f_,=0

sinir deger probleminin Green fonksiyonu

_(n—a)(b+2—s)1

S
b+2-a
G(n,s)=
(ns) _(s-a)(b+2-n) c<n
b+2-a =

oldugunu belirtelim.
Simdi homojen A*f =0, f,=0 f,=0 icin Green fonksiyonu 6zel olarak

a=0, b+2=8 alnirsa

_n(8—s) <
g N<

G(n,s)=
(m.s) _38—n) c<n
g S5

olur. Sorunun ¢6ztma bir Gnceki teoremden

7 7
ZG (n,s)16= 16(ZG (n,s) ZG(n,s)J
s=1 s=n+1
:(n3—7n2—8n)+(—n +15n? —56n):8n2—64n
olarak bulunur.
Sonug: Lf =0 denklemi [a,b+2] uzerinde diskonjuge olsun. Bu durumda

homojen olmayan
Lfn = gn’ fa = A’ fb+2 = B

smir deger probleminin tek ¢ozumi
b+1

f,=u,+ > G(ns)g,

s=a+l
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dir. Burada G(n,s) (4.68)’deki gibi olup u, fonksiyonu
Lu,=0, u,=A u,,=8B
siir deger probleminin bir ¢ozumuddr.
Ornek: A*f =16, f,=2 f, =10 smur deger probleminin ¢oziimii

f =u, +8n*—64n
dir ve burada u,
A’u, =0, u,=2, u,=10

probleminin ¢6zimi olup u, =n+2 seklinde hesaplanir. O halde ¢6zim
f =8n°-63n+2
olarak bulunur.

Tamm (6z deger ve 0z fonksiyon): Bazen fark denklemlerindeki ve/veya sinir
kosullarindaki katsayilar bir parametre kapsar ve boyle bir durumda asikar olmayan
coziimler parametrenin sadece bazi degerleri igin ortaya ¢ikabilir. iste parametrenin
bu 6zel degerlerine 6z deger ve karsilik gelen asikdr olmayan c¢ozimlere de 6z
fonksiyon denir.
Tamm (Sturm-Liouville problemi®)
Ikinci mertebeden lineer self-adjoint

A(p(n-1)Af,,)+q(n) f,+Ar(n)f =0, ne[a+Lb+1] (4.69)
fark denklemini ve

f =af

a=af, f,=Bf, (4.70)
simir Kosullarmi géz oniine alahm; burada A bir parametre, p(n) katsayisi
[ab+1]={a,a+L...b+1} Uzerinde tammli ve pozitif degerli, q(n) katsayisi
ne[a+Lb+l]={a+La+2...,b+1} icin tamml ve r(n) agrlk fonksiyonu

[a+l,b+1] uzerinde tanimli ve pozitif degerlidir. Ayrica o ve S verilmis reel

sabitlerdir. (4.69)-(4.70) sinir deger problemine bir Sturm-Liouville problemi denir.

%% Bu problem ismini Fransiz matematikgiler Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855) ve Joseph
Liouville (1809-1882) tarafindan almistir.
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Ornek: A*f  +Af =0 denklemini f,=0, f, =0 sartlar: altinda ¢6zelim.

Simdi Sturm-Liouville probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarmi bulalim. Bu

denklem acik olarak
fa+(A-2)f,+f =0
seklindedir. Buna iligskin karakteristik denklemi
m? +(A-2)m+1=0
ve karakteristik kokleri

(A-2)£NA* -42

2
dir. Burada A<0,A>4,1=0,1=4 ve 0<A<4 durumlar: ortaya ¢ikar. Ilk iki

rnl,2=_

duruma gore m, ve m, kokleri reel ve farkli olacagindan denklemin genel ¢6zimu

f,=c(m)" +c,(m,)"
dir. Sinr kosullart uygulanirsa ¢, =c, =0 ve dolayisiyla f, =0 asikar ¢dzimi
bulunur. O halde 1 <0 ve A >4 gibi sayilar 6z deger olamaz. BuradanA =0 ve
A =4 6z deger olamaz. Geriye |A—2| <2 durumu kalir. Buna gére
2—A=2co0s6
secilebilir ve dolayisiyla karakteristik kokler
m,, =cosOtising =™
seklini alir. Buradan genel ¢6zim
f, =c,cosnf+c,sinnd
dir. Smur kosullar1 uygulanirsa
c,=0, ¢,sin80=0
ve dolayisiyla
c,#0 ve 0 =%, k=12,..,7
alinabilir. O halde verilen problemin 6z degerleri

A :2—2005%, k=12,...,7

ve 0z fonksiyonlar

o :sin%, k=12,...,7, n=0,1,...,8
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dir. Bu ornekte, 0z degerlerin basit olduklari ve ayrica 6z degerlerin sayisi ile
[L7]={12,...,7} kumesindeki eleman sayisinin ayni oldugu vurgulanabilir. Simdi,

bu 6zelliklerin ve daha fazlasinin genel (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville problemi i¢in

saglandigini gosterelim.

Teorem: (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin 6z degerleri basittir. Yani A

sayisi (4.69)-(4.70) probleminin bir 6z degeri ve ¢ ile ¢> ona karsilik gelen 6z
fonksiyonlar ise, o zaman ¢ ve ¢ fonksiyonlari [a,b+2] Uzerinde lineer

bagimlidir.

Tamm (ortogonallik): Her biri [a+Lb+1] uzerinde tammh olan {4},47,...}

n?

fonksiyonlar1 klimesi

b+1

Dor(i)g'¢ =0, n=u

i=a+l

oluyorsa, [a+l,b+1] Uzerinde r(n) agirhk fonksiyonuna gore ortogonaldir denir.
Burada r(n), [a+1b+1] uzerinde tammh ve pozitif degerli bir fonksiyondur.
Teorem: m=0,1,2,... icin A, (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin 0z
degerleri ve @ 0z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar olsun. Bu durumda
{qﬁnm,m:O,LZ,...} cumlesi [a+Lb+1] uzerinde r(n) agirhk fonksiyonuna gore
ortogonaldir.

Teorem: A, ve A,, (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin 6z degerleri ve ¢ ile
¢’ bu iki 6z degerler karsilik gelen 6z fonksiyonlar olsun. Bu durumda ¢! ve ¢7,

[a,b+2] tizerinde ancak ve ancak A = 4, olmas: halinde lineer bagimhdir.

Teorem: (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville problemininin bitln 6z degerleri reeldir.

Teorem: (4.69), f =0, f,,,=0 Sturm-Liouville problemi 4 <A4,<...<A,

seklinde k =b—a+1 tane 6z degere sahiptir.

Ornek: A*f, ,+2Af =0,ne[Lb+1] denklemini f,=f, ,=0 sartlar: altinda

cozelim.
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Simdi Sturm-Liouville probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarmi bulalim. Bu

denklem acik olarak

fa+(24-2)f +f =0

n+1

seklindedir. Buna iligskin karakteristik denklem
m?+(2A4-2)m+1=0

ve karakteristik kokler

_—(22-2)£+42*-82

m, >
dir. Burada A <0,4>2,4=0,1=2 ve 0<A<2 durumlar: ortaya ¢ikar. ilk iki

duruma gore m, ve m, kokleri reel ve farkli olacagindan denklemin genel ¢6zimu

f,=c(m)" +c,(m,)"
dir. Smir kosullar1 uygulanirsa ¢, =c,=0 ve dolayisiyla f =0 asikar ¢dzimi
bulunur. O halde 2 <0 ve A>2 gibi sayilar 6z deger olamaz. BuradanA =0 ve
A =2 0z deger olamaz. Geriye |2/1—2| < 2 durumu kalir. Buna gore

1-A=cosf
secilebilir ve dolayisiyla karakteristik kokler
m,, =cosO+ising =™
seklini alir. Buradan genel ¢6zim
f, =c,cosn@+c,sinnd
dir. Smur kosullar1 uygulanirsa
¢, =0, ¢cos(b+2)0+c,sin(b+2)6=0

ve dolayisiyla

c,#0 ve sz—”, k=12,....,b+1
b+2
alinabilir. O halde verilen problemin 6z degerleri
A :1—cosk—ﬂ:25in2k—”, k=12,...,b+1
b+2 2(b+2)

ve 0z fonksiyonlar

¢::ﬂngz%,k:L2wq7,n:OJW”b+2
+

dir.
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4.3 E Operatoru ile Carpanlara Aynlabilen Denklemler

Bu bolimde Kelly ve Peterson (2001) kaynagindan yararlanilarak m. mertebe fark
denklemi E operat6ri yardimiyla ¢arpanlara ayrilmas: Gzerinde durulacaktir.
Simdi
f(x+m) +p,(x) f(x+m=1) +...+p,(x) f (x)=9(x) (4.1)
denklemini ele alalim. Eger bu denklem E operatorii yardimiyla
(a,E+b)(a,E+b,)...(a,E+b,) f(X)=9(X)
seklinde carpanlara ayrilabilirse genel ¢oziim her bir bagimli degisken icin m lineer
fark denklemi c¢oOzulerek bulunabilir. Burada & ve b ’ler sabit ya da Xx’in
fonksiyonlar olabilir. Bunun igin
(a,E+b,)...(a,E+b,) f (x)=2(x)
alinir ve daha sonra
(a,E+b)z(x)=9g(x)
elde edilir. Bu birinci mertebe denklem ¢ozilerek () bulunur. Bu sekilde
(a,E+D,)...(a,E+b,) f (x)=w(x)
olmak uzere
(a,E+b,)w(x)=2z(x)
birinci mertebe denklem ¢6zilur. Bu islem sistematik olarak izlenirse sonunda f (x)

¢Ozimune ulasiimis olur.
Ornek: (E*—(x+1)E —(x+1)) f (x)=0 denklemini gozelim.
Bu denklem carpanlara ayrilirsa
(E+1)(E—(x+1)) f(x)=0
elde edilir.

(E=(x+1)) f (x)=v(x)
dénustimi yapilirsa

(E+1)v(x)=0

olup, bu denklemin ¢dzimii v(x)=(-1)"C(x) olur. O halde denklem
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(E-(x+1)) f(x)=(-1)"C(x)
halini alir. Bu denklemin homojen kisminin ¢ozimii (4.10)’dan D(x)I"(x+1) olup

birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan fark denkleminin analitik
¢6zimu (4.9)’dan

f(x)= D(x)F(x+1)+C(x)F(x+l)zr((;—?X2)

elde edilir. Burada C(x) ve D(x) periyodik fonksiyonlardir. Eger x ayrik noktalar

kiimesi Uzerinde olsaydi

x=1

f(

k=0

elde edilirdi ve burada ¢ ve d keyfi sabitlerdir.
Ornek: f,.,—(n+2)f,, +nf, =n denklemini ¢ozelim.

Verilen denklemi E operatori yardimiyla
[E*~(n+2)E+n]f =n
seklinde yazilabildiginden dolay: operator yardimiyla ¢arpanlara ayirip ¢ozilebilir.

Bu son denklemde a, ve b, ’leri bulmak icin verilen denklemi

(E-a,)(E-b,)f, =n
sekline gevirelim. Bu denklemin sol tarafini agarsak
(E-a,)(f,..-b,f)="f,-b,.f.-a (f.-bf)

n+l 'nél

= fn+2 —(a, +b,,) fo+ab, f,
elde edilir. Bu son buldugumuz denklem soruda verilen denklemin carpanlara
ayrilmis haline esitlenirse

a +b.,=n+2 ab =n

n=n

esitlikleri elde edilir. Buradan denklemimiz
(E-1)(E-n)f,=n
seklinde istenilen forma gelmis olur. Bu denklemde

(E-n)f, =z,
alinirsa
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(E-1)z,=n = Az =n
nl n(n-1
Z,=C+y N :c1+M
T 2
elde edilir. O halde z, yerine yazilirsa denklem

(E-n)f, =c +

olarak bulunur. Buradan ¢6zim (4.6)’dan

."i[%r (r- 1 *q j+c2(n—1)!

r=1

— 'ni[r j n—1)!ri(%j+cz(n—1)!

r=1 r=1

elde edilir.

4.4 p ve & Operatorleri Yardimyla C6zum

p ve x operatorlerinin tanimi ve arasindaki bagintilar ikinci bolimde verilmisti.

m. mertebe fark denkleminin homojen kismini1 p operatoru ile ¢ozebilmemiz igin

p=x pi=x(x+1) p’=x(x+1)(x+2) ...

x=p X=p(p-1) X=p(p-1)(p-2) ...
p operatori tanimindaki bagintilara ihtiyag vardir. Ayrica 6zel ¢6zim elde etmek
icin g(x) fonksiyonunu da & "ler sabit olmak tzere p operatori cinsinden

g(x)=a, +ap+a,p’ +a,p° +

=a, +a,X+a,X(X+1)+aX(x+1)(x+2)+

yazilarak ¢6ztime gidilir. Bu polinomun katsayilari daha acgik ifade edilebilir. Yani
x =0 oldugunda &, =9(0), x=1 oldugunda & = f (0)—f (-1)=Af(-1), x=-2
oldugunda a, =A* f (- /2' olur. Bu sekilde devam edilerek kaynak fonksiyon
N Ang(_n) n

0)+2.

n=1
¢(p) halinde yazilmis olur.

Simdi m. mertebe

f(x+m) +p,(x) f(x+m=1) +...+p,(x) f (x)=9(x) (4.1)
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fark denklemini Levy ve Lessman (1961) kaynag: yardimiyla p ve m operatOri
Ozelliklerinden yararlanarak dort farkli durumda inceleyelim.
Durum 1: m. mertebe degisken katsayili (4.1) fark denklemi A,,4,,...,A4, sabit

olmak Ulizere
(pm+ﬂ,1pm’1+/1?pm’2+...+/lm)f(x):¢(p) (4.71)

polinom formunda yazilabilmesi durumunda genel ¢6zim bulunabilir. Eger (4.71)

denkleminin homojen kism: a,,a,,...,a, ’ler sabit olmak tizere

(p-a)(p-a,)...(p—a,)f(x)=0 (4.72)

seklinde carpanlarina ayrilabiliyorsa bu durumda (4.72) denkleminin ¢6zimii
1 m
—— > C, (X)a
X) le ()

dir. Burada C, (x) birim periyotlu periyodik bir fonksiyondur.

Eger (4.71) denkleminin homojen kismi
(p—a)" f(x)=0 (4.73)

seklinde kath carpanlara ayrilmis halde yazilabiliyorsa bu durumda (4.72)
denkleminin ¢6zimu
aX m-1

TN&

C, (x)x

dir. Burada C, (X)’ler periyodik fonksiyonlardir.
Ornek: X(x+1) f (x+2)—5xf (x+1)+6f (x)=0 denklemini g&zelim.

p operatoriinin 6zelliklerinden yararlanilarak bu denklem
(p*-5p+6)f(x)=0yada (p-3)(p—2)f(x)=0

seklinde yazilabilir ve bu denklemin ¢ozim
f(x)= ()( 1(X)3+C, (x)2°)

olarak bulunur. Burada C,(x) ve C,(X) birim periyotlu periyodik fonksiyonlardir.

Ornek: a sabit olmak tizere x(x+1) f (x+2)—2axf (x+1)+a*f (x)=0 denklemini

cozelim.
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p operatoriinin 6zelliklerinden yararlanilarak bu denklem
(p*—2ap+a’)f(x)=0 = (p—a)’ f(x)=0

seklinde yazilabilir ve bu denklemin ¢ozimd

f (x)=a*(xC,(x)+C,(x))/T(x)
olarak bulunur. Burada Cl(x) ve Cz(x) birim periyotlu periyodik fonksiyonlardir.
Ornek: Xf (x+1)—2f (x)=x°+2x*—2 denklemini gozelim.
Bu denklemin sag tarafini X +2x°—2=a;+aXx+a,X(X+1)+ax(x+1)(x+2)
seklinde yazip x’e 0,-1,-2,-3 degerleri verildiginde a,=-2, a =-1, a,=-1
a, =1 olarak bulunur. O halde

X +2x*—2=p°—p? —p—2:(p—2)(p2 +p+l)

yazilabilir. Bu durumda denklemi

(p-2)f (X):(p—Z)(,o2 +p+l)
olarak p operatort yardimiyla yazilmis olur. Bu denklemin sirasiyla homojen

kismmin ¢6zima ve 6zel ¢ozimi

fi (x) =C(x)2/T(x)

f,(x) :(p2 +p+1).1: X(x+1)+x+1=(x+1)’
olur. O halde verilen denklemin ¢6zumi

f(x)=C(x)2"/T(x)+(x+1)
olarak bulunur. Burada C(x) birim periyodik fonksiyondur.
Durum 2: m. mertebeden (4.1) denkleminin homojen kismi
(7-a)(7-8,)...(7~a,) f (x)=0
seklinde diizenlenebilirse ¢oziimde eleme yontemine gidilerek ilk dnce
(x-2,)F(x)=0

cozilerek iglemler devam ettirilir. Yani

(r-a,)f(x)=0 = xAf(x)-a,f(x)=0

xf (x+1)=(x+a,) f(x)

olup bu son denklemin ¢6zimi

f(x)=C,(x)T(x+a,)/T(x)
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olup genellenirse ¢6ziim
1 m
f(x)=—=—=) C.(X)['(x+a,
(0= g B (r(xra)
olur. Burada C, () ler birim periyodik fonksiyonlardur.

Durum 3: m. mertebeden (4.1) denkleminin homojen kism: [ p+¢(z)]f(x)=0
seklinde yazilabilirse bu durumda
f(X)=a,+ap+a,p’ +a,0’ +...
olmak tzere denklem
ap+ap +a +..+a,p"+...+3,6(0)+ag(l)p
+3,4(2) p* +a,9(3) p° +...+a,¢(n)p" +...=0
yazilabilir. Dolayisiyla ¢(7) p" = p"$(n) ozelligi yardimiyla da denklem diizenlenir
ve p’nun katsayilari esitlenirse
a,$(0)=0,
a(1)+a, =0,
a,p(2)+a, =0,

a,p(n)+a,, =0,

elde edilir. Eger bu esitliklerde qﬁ(n) ’nin herhangi bir degeri sifirdan farkl: ise bu

durumda a,=a,=a, =...=0 olur ve bu durumda p’nun kuvvet serisinin ¢ozimu

r+l

olmaz. Eger ¢(n) (n=0,1,2,3,...,m) sifirsa bu durumda p serisi p™ terimiyle
baslar. Bu durumda ¢6ziime ulasilacaktir. Ancak bu sefer yakinsama problemi ortaya
gikacaktir. Ornegin ¢(1)=0 icin [ p+¢(x)]f(x)=0 denkleminin goziimii
2 3 4
fx=a1—p+ L - b +}
) { 42 929 9(209(4)
__a{x(xjtl) X(x+1)(x+2) x(x+1)(x+2)(x+3)_ }

02) 92903 | #(24(3)9(4)
olur. Bu parantezin i¢ kismi bir geometrik seri olup bu serinin genel terimi
_X(x+1)(x+2)...(x+n)

T 5(2)6(3)p(n D)
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seklindedir. Yakinsaklik i¢in oran testi n> N ic¢in

olmasini gerektirir. Bu oran ise n’e gére ¢(n+2)’nin derecesine baglhdir. Agikca,

eger ¢()’nin derecesi birden biiyikse yakinsak ¢8zim kolayca elde edilir.
Ornek: (x+1) f (x+2)—(2x+1-2) f (x+1)+xf (x) =0 denklemini g&zelim.

Oncelikle bu denklemin her iki tarafi x ile carpiip daha sonra = ve p
operatorlerinin

P2 (x)=x(x+1) f (x+2)

pf(x)=xf(x+1)

X=p—-7m
Ozelliklerinden yararlanilarak denklem
[pz—(2p—27z+1—l)p+(p—7r)(p—7r)]f(X)zO

0
0

[p2—2p2+27rp—p+lp+p2—p7r—7rp+7r2] f(x)
[ﬁp—p+ﬂ.p—p7r+7r2] f ()

seklinde bulunur. Bulunan son esitlikte 7°p" = p" (7 +r)" 6zelligi kullanilirsa

mp=p(r+l)=pr+p

yazilabilir. Bu durumda denklemimiz
[mp—p+Ap—pr+r®|f(x)=
[pﬂ+p—p+ﬂp—p7r+7r2}f(x)
(Ap+7%)f(x)

Il
o o o

halini alir. Simdi gecici olarak
f(X)=a,+ap+a,p’ +a,0’+...
alimip denklemde yerine yazilirsa

lagp +Aap’ +Ada,p’ +...+ A8 _p"+...

+rla,+arip+ranip’+an’p’+...+axip" =0

elde edilir. Buradan ¢ () p" = p"¢(n) ozelligi yardimiyla
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n’a, =0
mlp=1p
ﬂ_an :nzpn

elde edilir. Bu esitlikler denklemde yerine yazilir ve p’nun katsayilar: esitlenirse

a1’ = -3,
8,2" =—)a,
a,3° =-Aa,
an’=-la_

elde edilir. Bu esitliklerden a, keyfi se¢ilmesi durumunda
a = _}*ao/l2
a, = -A’a, /122
a, =—A%a, /12?3
a, =-A"a, [1°2%...n°
elde edilir. O halde ¢6zum
f(X)=a,[1-Ap/T* + A% p?/1P2* - A°p°[1°2%3 + .. |
=2y [ 1= AX/1° + 22X (X +1)/172° = 23X (X +1)(x+2)/1°2°8" + .. |
dir.
Ornek: (x+1) f (x+2)—(2x+3) f (x+1)+xf (x) =x* denklemini gozelim.
Bu denklemin her iki tarafin1 X ile ¢carpilip daha sonra denklemin her bir terimi
P2 (x)=x(x+1) f (x+2)

pf(x)=xf(x+1)
X=p-1

Ozellikleri yardimiyla diizenlenirse denklem

[pz —(2p—27r+3)p+(p—7r)(p—7r)] f (X)
[pz—2p2+27rp—3p+p2—p7r—7rp+7r2] f(x)

(p-m)(p-7)(p-7)
(p-7)(p-7)(p-7)

seklinde olur. Bulunan esitligin sol ve sag kismi 7°p"=p"(z+r) Ozelligi

yardimiyla
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[np—pn—3p+ﬁ2] f (X):[pn+p—p7r—3p+7r2] f (X):[—2p+7r2] f (x)
(p-7)(p-7)(p-7)=(p"~pap—mp* +7°p)
= P = p?(x+1) = p* (z+2)+ p(z +1) |
=p°=3p°+p
elde edilir. Bulunan bu sonuclar denklemde yerine yazilirsa
(—2p+7r2) f(x)=p*-3p°+p
elde edilir. Simdi gegici olarak
f(X)=a,+ap+a,p’ +a,0’ +...
alip denklemde yerine yazilirsa
rla, +arip—2a,p+a,w’p? —2a,p° +an’p’ —2a,p° +...= p—3p* + p°
elde edilir. Buradan ¢ () p" = p"¢(n) 6zelligi yardimyla sol kisim
n’a,+a,p—2a,p+a,4p> —2a,p* +a,27p° —2a,p° +...= p—3p° + p°
mla,+(a,—2a,) p+(4a, —2a,) p° +(278,—2a,) p° +...= p—3p° + p°
seklinde elde edilir. Bu denklemde her iki tarafin benzer terimlerinin katsayilari
esitlenirse a, (N=1,2,3,.. ) "ler a,’a bagli olarak
a =2a,+1, a,=(4a,-1)/4, a,=(4a,+1)/18, a,=(4a,+1)/144
elde edilir. Burada a, taniml: degildir. Bu esitliklerde a, =0 segilirse a,’den sonra
gelecek buttin terimler sifir olur. O halde a, =-1/4 secelim bu durumda a, =1/2 ve
a, =-1/2 elde edilir. O halde genel ¢6ziim

1 1 1 x2 1
f (X):_Z"'EP_EPZ :—?—Z

dar.

Durum 4: (4.1) denkleminin (p—a)f(x)=¢(p) seklinde yazilabildigini
varsayalim. Ayrica sag taraf bir p operator fonksiyonu tarafindan 1’e

uygulandigindan x’in bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Sembolik olarak

yazilan ¢(p)/(p—a).1 dzel gziimii, kahci bir sekilde yorumlanabiliyorsa islemin

¢dzimi mimkiindur. Simdi ¢(p)/(p—a), p’nun artan ya da azalan kuvvetlerine

gore genisletilebilir.
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r+l r+2

1L ¢(p)/(p—a)=ap +ap™ +a,p ™ +...

=agX(x+1)...(x+r-1)+ax(x+1)...(x+r)

+a,X(X+1)...(x+r+1)+...
boyle bir seri yakinsamayabilir ¢tinki bu seri m ’nin belli bir degerinden blyuk tim

degerleri igin
|, (x+r+m)/a|<1

oran testini gerektirir. Bununla birlikte eger X negatif tamsay1 olmas: kosuluyla

smirl bir dizi olacaktir.

2. ¢(p)/(p—a)=x(p)+ap™+a,p+... burada x(p) sonlu dereceli p’nun

bir polinomudur. Terimleri
(ap ™+, +...) 1=3,/(x-1)+a,/(x~1)(x=2)+...

ile verilen seriler x’in negatif say1 olmamasi sartiyla yakinsaktir.
4.5 Seriler Yardimyla C6zum
Bu bolimde m. mertebe fark denklemini Levy ve Lessman (1961) Spiegel (1971),
Kelly ve Peterson (2001 kaynaklarindan yararlanarak treten fonksiyon, faktoriyel
serisi ve bir parametreli artan ya da azalan kuvvet serileri yardimiyla ¢ozecegiz.
4.5.1 Ureten fonksiyon yontemi
Eger

from+ Pu(N) froms +- o+ P (n) . =0(n) (4.2)
m. mertebe fark denkleminin p,, p,,..., p,, katsayilari polinom ise (4.2) denkleminin

¢OzUmi icin bir Greten fonksiyon

G(x)=X X (4.74)

n=0

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon verilen denklemde yerine yazilarak ¢oziime gidilir.

Ornek: (n+2)f,.,—(n+3)f,,+2f =0 denklemini ireten fonksiyon metoduyla

cozelim.

Bu denklemi (4.74) Ureten fonksiyonuna benzetmek icin x" ile carpip 0’dan «o’a

toplami alinirsa
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i n+2)f,,,x i n+3 fn+1x”+zi fx"=0
n=0 n=0

n=0
elde edilir. Bu son bulunan esitlikte indis smirlarmi denklemdeki f_ fonksiyonlarmin

indisi n olacak sekilde ayarlanirsa

0

infnx”’z— (n+2) f.x +22f x"=0 (4.75)
= -1

n n=0

elde edilir. Ayrica G(x) fonksiyonunun birinci tiirevi alindiginda

= infnx”’1
n=1

elde edilir. Simdi (4.75) denkleminin ilk terimi

S n— 1 ’
;nfnx 2 =;(G (x)- fl)

olup (4.75) denkleminin ikinci terimi

> (n+2) anx +22fx 2(G(x)—f0)
n=1 X
seklinde yazilabilir. Bulunan bu denklemleri (4.75) denkleminde yerine yazilirsa

1 2

;(G’(x)— fl)—G’(x)—;(G(x)— fo)+2G(x)=0
ya da
G/(X)-26(x) = fll‘_zxfo

seklinde birinci mertebeden diferansiyel denklem elde edilir. Bulunan bu son

denklemde 6zel olarak f, =2f, alimip denklem ¢dziillirse

0 n
G — 2X= = yn
(x)=e 2. n!X

elde edilir. Sol tarafin kuvvet serisi acilip ayni1 kuvvetteki terimlerin katsayilari

esitlenirse

olarak bulunur.
4.5.2 Faktoriyel serisi ile ¢g6zum

Bu kisimda (4.2) formundaki fark denklemlerinin

f,=>cn (4.76)
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faktoriyel serisi  seklindeki ¢ozimu arastirilacaktir. Burada c, katsayilart

bilinmeyendir.
Ornek: (n+1) f,,—(3n+2) f,, +(2n—-1) f, =0 denklemini ¢ozelim.

Bu denklem
(n+1)A*f, —nAf, —2f =0
seklinde yazilabilir. Bu denklemin (4.76) faktoriyel seri ¢6zuminin oldugunu

distnelim. Burada r=-1,-2,-3,... igin ¢, =0’dwr. Faktoriyel fonksiyonun

Ozeliklerinden biz bu esitligi
Af,=>"ren™ e A%f = r(r-1)cn"
= r=0

seklinde yazabiliriz. Bu esitler denklemde yerine yazilarak

irr 1cnn +irr 1cnr2 Zrcnnrl Zch =0
r=0 r=0

elde edilir. Burada toplamin smirlari ihmal edilip faktoriyel fonksiyonunun

r+1)

nn" =n(™ 4 rnl

ozelligi yardimiyla
D or(r-1)c, [n(r’l) +(r-2) n(”’z)] +> r(r-1)c,n"?
->re, [n(r) +(r=1)n" ] -3 2¢,n” =0

elde edilir. Bu sira ile n” *nin katsayilari toplanirsa

S {(r+2)(r+1)c,.,~(r+2)c fn" =0
elde edilir. Bu bir 6zdeslik oldugu igin her katsayisi sifir olmahdir. Bu denklemi
r=-1,-2,-3,... icin ¢, =0 kullanilarak ve r=0,1,2,3,... i¢in r+2=0 olmasi
sartiyla (r+2) ile bolerek

(r+1)°c,.,-c, =0
elde edilir. Bu denklemde r =0,1,2,3,... sirasiyla verilirse

1’c,-c, =0
2°c,—¢, =0
3*c,—¢c,=0
4*c.—c, =0

elde edilir. Buradan
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G C, C, _ G Cs G

C,

T ST Mg ST g
katsayilari elde edilir. Bu katsayilar seride yerine yazilirsa

a? @ n® o n® n®
‘I:n =C, 1+ 12 +12.32 +]_2,32.52 +e[+C N+ 22.42 + 22.42.62 +...

¢c6zimu elde edilir.

4.5.3 Bir parametreli artan veya azalan kuvvet serilerine agihm
Belirli kosullar altinda
f(x+2)+p(x2) f(x+1)+q(x,4) f(x)=0
formunda ikinci mertebeden lineer fark denklemini saglayan
f(x)=f,(X)+Af,(x)+27f,(X)+...
veya

f(x)= fo(x)+% fl(x)+% L (X)+...

seklinde c¢Ozumler bulmak mimkinddr. Burada A denklemde gorilen bir

parametredir.

Simdi birkag 6rnekle bu metodu anlatalim.
Ornek: A*f (x)—2a*f (x)=0 denklemini ele alalim. Bu denklemde
f(x)=f,(X)+Af,(x)+27f,(X)+...
yazilirsa
Ay (X)+ 207, (X) + A°A%, (X) +...= 22" fy (X) + A% f,(X) +...

elde edilir. Bu denklemde A ’nin katsayilari esitlenirse

A*f (x)=0 = f(x)=1

Af(x)=a"f(x) = f(x)=a*/(a-1)

Aty (x)=a%/(a-1) = f,(x)=a?/(a-1)’(a*-1)

olur. Buradaki ikinci esitligi anlasilabilir olmasi icin toplam semboli yardimiyla
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A(AL(x)=a" = Afl(x):Zaxzaal+C

(x)

X aX
f = C = C C
1 (%) Za_1+x (%) (a—1)2+x 1 (X)+C,(x)
yazilir. Benzer sekilde diger denklemler de bulunup seride yerine yazilirsa
Aax AZaZX Aral’x

f(x)=1+

-+ . St . . -+
(a-1)" (a-1)’(a®-1) (a-1)°(a*-1) ...(a"-1)
elde edilir. Bu seri [a|>1 olmas: sartiyla tim x ve A icin yakinsaktir. Eger |a|<1

ise ‘/laX

Ornek: A[(x+1)(x+2)...(x+2a+1)Af (x) ]+ A(x+1)(x+2)...(x+2a+1)=0

ya da
(x+2a+2) f (x+2)—(2x+2a+3) f (x+1)+(x+1)(1+1) f(x)=0
denklemlerini dikkate alalim. Burada a tamsayidir.
f(x)=f,(X)+ A, (x)+27f,(X)+...
yazilirsa buradan
A[(x+1)(x+2)...(x+2a+1)Af) (x)]=0
olup f,(x)=1 elde edilir. Devam edilirse

A[(x+l)(x+2) (x+2a+1)Af, (x ]_ (x+1)...(x+2a+1)

denklemi igin f,(X)=-x(x-1)/2(2a+2) elde edilir. Bu islemlere devam edilirse

e e X(x=1)..(x—2r+1)
fl)=1+2,(-1) 4 2.4...2a(2a+2)...(2a+2r)

olup bu seri |/”t|<1 olmasi sartiyla tim x ve n igin yakinsaktir. Bu seri Ja(x\/Z)

serisine yani

la/Z a A«XZ 12)(4
o) : :
al | 2(2a+2) 24(2a+2)(2a+4)

serisine benzer oldugu hemen goruldr.
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4.6 Z Donustimi Yardmmyla C6zim

Z dontsuma lineer fark denklemlerini ¢dzmek icin alternatif metod saglayan ureten
fonksiyona benzer bir yontemdir. Bu konu hakkinda daha detayli bilgi almak
istenirse Kelly ve Peterson (2001) kaynagindan yardim alinabilir.

Tamim (Z DOnusimi): Bir f serisinin Z donisimi

F(z)=2(f,)=> & (4.77)

kompleks degiskenli F(Z) fonksiyonu tarafindan tanimlanir. |z|>R icin if—;
z

n=0

yakinsak olacak sekilde R >0 sayisivarsa Z dontsimi vardir denir.

Tamm (Ustel sitmrlama): Eger n>0 icin M >0 ve c>1 olacak sekilde oyle

|f,|<Mc" varsa f, dizisine Ustel stnrlandirlmzs denir,
Teorem: Eger f, serisi Usten sinirlandirilmig ise f. serisinin Z dénisimi vardir.

Teorem: Eger g, serisi Ustel sinirlandiriimigsa m. mertebeden sabit katsayili

fn+m + pl fn+m—l+ pZ fn+m—2 +... pm n— gn
fark denkleminin her bir ¢ozuml Ustel sinirhdir ve bu denklemin Z donistimu

vardrr.
Teorem (lineerlik): a ve b sabit olmak iizere z, U(z) ve V(z)’nin ahsilagelmis
bblge icinde
Z(au, +bv,)=aZ(u,)+bZ(v,)
dir. Burada U (z) ve V (z) siraswyla u, ve v, 'nin Z dénistmleridir.

Teorem: Eger |2] > igin F(z)=Z(f,) ise o halde |z]>r icin

Z ((n+m—1)(m) fn) =(-1)"z" ZZE (z) (4.78)
dir. m=1 igin
Z(nf )=-2F'(z)
elde edilir.
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Teorem: n pozitif tamsayist i¢in

Z(fom)=2"Z(f,)-> fz™

dir ve
{0, 0<n<m-1
U, (m) =
1 <n
olmak Uzere
Z(f, u,(m)=2"Z(f)
dir.

Teorem (Baslangi¢ deger ve son deger teoremi):

a. Eger|z>r icin F(z) varsabu durumda f, = lim F (z) vardr.

b.  Eger |z]>1 icin F(z) varsa ve (z-1)F(z), z=1’de analitikse bu durumda

lim f =lim(z-1)F(z) dir.

n—o -1

Tamm (Konvoliisyon): {u,} ve {v,} iki dizi olmak tzere bu iki dizinin

konvolisyon garpimi
k
RTIR Doty
m=0

seklindedir.
Teorem (Konvoliisyon teoremi): Eger |z|>a icin U(z) ve |z|>b icin V (z) varsa

buradan || > max{a,b} icin Z(u, *v,)=U(z)V (z) dir.
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Tablo 4.1 Baz1 fonksiyonlarin Z déntsumleri

cos(an)
sinh(an)

cosh(an)

n=m
, N#M

z2/z-1

z/z-a
2f(z-1f
2(2+1)/(z-1)’
mlz/(z-1)™

zsina
72 —2zcosa+1

7 —zcosa
72 —2zcosa+1

zsinha
72 —2zcosha+1

7% —zcosha
7% —2zcosha+1

1
Zm
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Ornek: (n+1) f ,—(50-n)f =0 f,=1 denklemini ¢ozelim.
Bu denklemin her iki tarafin1 Z dontsumunt alalim. Buradan
zZ(nf,)-50F (z)—zF'(z)=0
elde edilir. Dlzenlenirse (4.78) denklemi yardimiyla
—2°F'(z)-zF'(z)=50F (2)
F'(z) -50 50 50
F2) '
):

InF(z

2(z+1) z  z+1
—50Inz+50In(z+1)+Inc

elde edilir. Buradan

olur. Baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa

7+1Y\°
IimF(z):Iim(—j =1 = c=1

Z—© Z—© Z

elde edilir. Daha sonra ters dontistim alinirsa
50
n

+f,=103", f,=0 f, =0 denklemini ¢cozelim.

elde edilir.

Ornek: f

n+2

(4.78) yardimiyla bu denklemin Z transformu

27(1)- f,22 ~ fz+2(1,) =2
z-3
olup denklem diizenlenirse ve basit kesirlere ayrilirsa
Z(f,)- 10z :Z[ A +BZZ+C}:Z[ 1 +22+3}
(2—3)(22+1) z-3 7°+1 z2-3 7°+1
R
z-3 741 7*°+1
z 2’ —zc0s% zsinz

z-3 z°-2zcosz+1 z?*-2zcosz+1
2 2

elde edilir. Buradan ters dontistim ile denklemin ¢6zimu

f =3"- cos(n—ﬂj —3sin (n—ﬂj
2 2

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada yiiksek mertebeden sabit ve Ozellikle degisken katsayili lineer fark
denklemleri Gizerinde durulmus olup bu denklemlerin ¢oztmleri strekli degisken ve
ayrik noktalar kiimesi olmak Uzere iki ayr1 kime (zerinde verilmeye calisiimistir.
Fonksiyonel fark denklemleri ile fark denklemlerinin ¢6zum yollarmin farkl: oldugu
gOzlenmis olup verilen denklemin tlrine, mertebesine, c¢o6zimlerin bilinip
bilinmemesine, homojen kismin ¢arpanlarina ayrilip ayrilmamas: vb. durumlara 6zgu

yontemler verilmistir.

Sabit katsayili lineer fark denklemleri konusunda genel ve 6zel ¢Ozimi veren
yontemler verilmistir. Bizi genel ¢6ziime gOtiren yontemler arasinda kaynak
fonksiyonu deneme fonksiyonu seklinde yazilabiliyorsa belirsiz katsayilar yontemi,
kaynak fonksiyon ters operatorler yonteminde verilen durumlara uygun ise ters
operatOrler yontemi, kaynak fonksiyonunun ters doénusimi alinabilirse mertebe
distrme yontemi tercihleri yapilabilir. Sabit katsayili lineer fark denklemlerinin
homojen kisminin ¢6zimu bilindikten sonra 6zel ¢oziime bizi en kolay gotirecek

olan metod parametrelerin degisimi metodudur.

Degisken katsayili lineer fark denklemleri konusunda ise daha ¢ok denklemin
yapisina gore O0zel ¢ozim yontemleri, mertebesine gore ise genel ¢oziim yontemleri
verilmistir. Birinci mertebeden fark denklemlerinde genel ¢6ziim igin denklemin sol
tarafi tam fark seklinde yazilip daha sonra ters fark alinarak ¢6ziime gidilir. Ikinci
merteden denklemlerde ise bizi genel ¢6zume direkt gotirecek bir yontem yoktur
ancak toplam carpan bulunmas: durumunda tam hale getirme yontemi kullanilabililir.
m. mertebeden degisken katsayili fark denklemlerinde ise E operatori yardimiyla,
denklemin her iki tarafi p ve x ’nin fonksiyonlar: seklinde yazilabiliyorsa p ve 7«
operatéru yardimiyla ve son olarak denklemin her iki kisminin Z donistimi

alhinabiliyorsa Z donistimu yardimiyla ¢ozime gidilir.

Fark denklemleri ile diferansiyel denklemler arasinda benzerlik olduguna tezimizin
giris  kisminda  deginilmisti. Fark denklemleri  kullanilarak  diferansiyel
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denklemlerdeki siireksizlik noktalar: kaldirilabilmektedir. Ileriki calismalarda cesitli
alanlarda ortaya ¢ikan problemlerin modellenerek lineer fark denklemlerine nasil
uyarlandigi ve de bunlarin ¢6zim yontemleri Gzerinde durulabilir. Bununla birlikte
sosyal bilimler, davranig bilimleri veya iktisat alaninda olusturulan problemlerin
bircogu lineer olmayan fark denklemleriyle c¢ozilebildiginden lineer olmayan fark
denklemleri Gzerinde durulabilir. Her ne kadar bu tip problemler daha karmasik
cozimleri gerektirseler de bu ¢alismanin devami niteliginde boyle problemler de ele

alinabilir.
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