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ÖZET 

 

DE KEN KATSAYILI L NEER FARK DENKLEMLER N ÇÖZÜM 
YÖNTEMLER  

 

Bu çal mada de ken katsay  lineer fark denklemlerinin analitik çözüm 
yöntemleri üzerinde durulmu tur. 

Birinci bölümde fark denklemleri üzerine günümüze kadar yap lan ara rmalardan 
ve kullan m alanlar ndan bahsedilmi tir. 

kinci bölümde fark denklemleri için temel kavramlar verilip fark denklemlerinin 
çözümleri ve s fland lmas  üzerinde durulmu tur. 

Üçüncü bölümde ise sabit katsay  lineer fark denklemlerinin analitik çözümleri 
verilmi tir. 

Son olarak dördüncü bölümde de ken katsay  lineer fark denklemlerinin analitik 
çözüm yöntemleri verilmi tir.  

 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Lineer Fark Denklemi, Fonksiyonel Fark Denklemi, Fark 
Denklemleri çin Analitik Çözüm Yöntemleri. 
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SUMMARY 

 

SOLUTION METHODS FOR LINEAR DIFFERENCE EQUATIONS WITH 
VARIABLE COEFFICIENTS 

 

In this study analytical solution methods of linear difference equations with variable 
coefficicients are emphasized. 

In the first chapter, prior searchs on difference equations and usage areas of 
difference equations are mentioned. 

In the second chapter, basic consepts for difference equations are given, and 
solutions and classifications of difference equations are emphasized. 

In the third chapter, the analytical solutions of linear difference equations with 
constant coefficients are given. 

Finally, in the fourth section, the analytical solution methods of linear difference 
equations with variable coefficients are given. 

 

 

Key Words: Linear Difference Equations, Functional Difference Equations, 
Analytical Solution Methods for Difference Equations.
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1.G  

Fark denklemleri; mühendislik, kimya, fizik, biyoloji ve ekonomi gibi birçok bilim 

alan nda kullan lmaktad r. Fark denklemleri teorisi, diferansiyel denklemlerin 

teorisine çok büyük benzerlik göstermektedir. Fark denklemlerinin incelenmesi, 

diferansiyel denklemlere k yasla daha yeni bir kavramd r. 20. yy.’da, genetik ve 

radyasyondaki kuantum gibi bilimin çe itli dallar ndaki geli meler, tüm do a 

olaylar n, süreklilik ifadeleri d nda ifadelere ihtiyaç duyuldu unu göstermi tir. 

Diferansiyel denklemlerde kar la lan süreksizlik durumlar , fark denklemleri ile 

kald lmak istenmektedir (Çatal, 2004). 

Matematiksel hesaplamalarda bize verilen bir de erler kümesinin özyinelemeli bir 

fonksiyonun de erini hesaplamam za olanak sa layan denklemler vard r. Bu tarz 

denklemler fark denklemleri ya da rekürans denklemleri olarak adland r. Bu 

denklemler hem matematikte hem de onun istatistiksel uygulamalar nda, bilgisayar, 

elektrik ve devre analizi, dinamik sistemler, ekonomi, biyoloji gibi alanlarda 

kar za ç kar. 

Ard k tekrar i lemi bir önceki ad mda bulunan de erin bir sonraki ad mda 

kullan larak yeni bir de er elde edilmesidir. Fark denklemlerinde ise ard k tekrar 

lemleri kullan larak istenilen bir terimin de eri bulunabilir. Ayr ca sadece kesikli 

(süreksiz) de erler kümesinde de en baz  de kenlere sahip problemler ard k 

tekrar i lemlerinin de yard yla fark denklemlerini içeren matematik modellerle 

ifade edilebilir. Örne in ekonomide böyle bir de ken zamand r. Ekonomistler bu 

kesikli zaman aral klar  üzerinde periyot analizi denen ulusal gelir davran  ve di er 

ekonomik de kenleri inceler (Goldberg, 1960). Ekonomide yine örümcek a  

modeli ve Samuelson’un ço altan h zland ran modellerinin çözümünde fark 

denklemleri kullan r (Ersel, 1981). 

Sosyolojik ara rmalarda bir ülkedeki sosyal demografiyi1, sosyal bula  

hastal klar n yay lmas , söylentilerin yay lmas  ve kamuoyunda ya anan h zl  

de imleri birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin çözümleri ile 
                                                
1 Bir ülkede bulunan nüfusun yap , durumunu ve dinamik özelliklerini inceleyen bilim dal . 
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bulunur. Ayr ca birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin sosyolojik 

ara rmalarda birçok modellemesi de mevcuttur (Huckfeldt, 1982). 

Elektrikli otomobilin modellenmesinde de fark denklemleri kullan r. Bunun için 

içinde akümülatör-filtre, tahrik motoru ve ta t direnci olmak üzere olu turulan 

otomobil simülasyon modelinde her k sma ili kin sistem simülasyon program  elde 

edilmesi için ayr  ayr  fark denklemleri olu turulur. Bulunan bu fark denklemlerinin 

uygun s rayla yaz lmas yla sistem simülasyon program  hiçbir nümerik yöntem 

kullan lmadan do rudan programlanabilir. Bu denklemlerle gerçeklenen 

programlarda herhangi bir kararl k sorunu ile kar la lmaz. Ayr ca denklemler fark 

denklemleri eklinde düzenlenmi  oldu undan herhangi bir kontrol algoritmas  

alt nda sistemin kararl  da incelemek mümkün olur. Bu program ile bir 

elektrikli otomobilin tasar nda motor gücü seçimi, seçilen motorla çe itli yol ve 

yük ko ullar nda elde edilebilecek h z ve ivme profilleri belirlenebilir. Ayr ca çe itli 

kontrol algoritmalar n ta t performans  üzerindeki etkileri ve enerji tüketimi gibi 

konular n irdelenmesi de mümkündür (Kurtulan ve di ., 1995). 

Fark denklemlerinin en basit ifade edilmesi M.Ö. 2000 y llar nda görülmektedir. Bu 

kavram ilk defa bir denklemin kökünü bulma çal mas  olarak Babillerde 

görülmü tür (Kelly, 2003). 

M.Ö. 600-0 y llar  aras nda Ar imet2, Öklid3 ve Pisagor4’u görmekteyiz. M.S. 0-400 

llar nda Heron5, Theon6 ve Diophantus7 fark denklemine katk da bulunmu tur. 

400-1200 y llar  aras nda Avrupa’da büyük ba ar lara imza at lmam  olup bu 

dönemdeki ba ar lar ço unlukla Ortado u’dan gelmi tir. Bu dönemde Hintli 

matematikçi Brahmagupta8 ikinci dereceden bir denklemi çözmek için kurallar 

geli tirmi  ve bu kurallarda ard k tekrar yöntemini kullanm r. Bu dönemde ayr ca 

Al-Karaji9,Ömer Hayyam10, Bhaskara11 ve Al-Samawal12 n çal malar  görüyoruz 

(Kulenovic ve di ., 2000). 

                                                
2 Ar imet (MÖ 287-MÖ 212) Yunan matematikçi, fizikçi, astronom, filozof ve mühendis. 
3 Öklid (MÖ 325-MÖ 265) skenderiyeli matematikçi. 
4 Pisagor (MÖ 569-MÖ 475) yonyal  matematikçi ve filozof. 
5 Heron (10-15) Yunan matematikçi ve mekanik uzman . 
6 Theon (70-135) Yunan bilgin ve matematikçi. 
7 Diophantus (200-284) Yunan matematikçi. 
8 Brahmagupta (598-670) Hintli matematikçi ve astronom. 
9 Ab  Bakr ibn Muhammad ibn al Husayn al-Karaji (953-1029) Persli matematikçi ve mühendis. 
10 G yaseddin Eb'ul Feth Ömer bni brahim'el Hayyam (1048-1122) Persli matematikçi, air, filozof. 
11 II. Bh skara (1114-1185) Hintli matematikçi. 
12 Ibn Yahya al-Maghribi Al-Samawal (1130-1180) Arap matematikçi, astronom ve fizikçi. 
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1200-1600 y llar  aras nda fark denklemleri ve ard k tekrar ba nt lar na 

Fibonacci13, Nasir Al-Tusi14, Yang Hui15, Al-Banna16, Al-Farisi17 ve Shih-Chieh18 

taraf ndan önemli katk lar yap lm . Ayr ca 1202 y nda Fibonacci biyolojide ilk 

matematiksel modelini (tav an problemi olarak bilinen) olu turmu tur. Bu problemde 

çiftlikteki tav anlar do duklar  ilk iki ay yavru yapmazlar. Üçüncü aydan itibaren her 

çift her ay bir çift yavru yapar. Buna göre bu çiftlikte bir çift tav anla ba lan rsa kaç 

ay sonra kaç çift tav an elde edilece i sorusunun cevab na ula lmak istenmi tir. 

Fibonacci bu çal mas nda 

2 1F n F n F n  

fark denklemini olu turmu tur (Elaydi, 2005). Bu fark denklemini ise Alfred Binet19 

taraf ndan çözülmü  olup buna Binet formülü ad  verilmi tir (Weisstein, 1999). 

1600-1700 y llar nda Jacob20, Moivre21, Newton22 ve Pascal23 fark denklemi üzerinde 

çal malar yapm r. Bu ki iler aras nda en önemli çal may  ise Newton, 

günümüzde “Newton metodu” olarak bilinen kök bulma formülünü (nümerik 

analizde yer alan)  

1
n

n n
n

f x
x x

f x
 

eklindeki fark denklemiyle ifade etmi tir (Kulenovic ve di ., 2000). 

1700-1750 y llar  aras nda Riccati24, Cotes25 ve Simson26  görmekteyiz. Bu 

dönemde Riccati analiz ve özellikle diferansiyel denklemler üzerinde çal r. 

Günümüzde de  

1
n

n
n

a bxx
c dx

 

                                                
13 Leonardo Pisano Fibonacci (1170-1250) talyan matematikçi. 
14 Nasîrüddin Tûsî (1201-1274) Farsl  matematikçi. 
15 Yang Hui (1238-1298) Çinli matematikçi 
16 Al-Marrakushi ibn Al-Banna (1256-1321) Farsl  matematikçi. 
17 Kamal al-Din Abu’l Hasan Muhammad Al-Farisi (1260-1320) Persli matematikçi.  
18 Chu Shih-Chieh (1260-1320) Çinli matematikçi. 
19 Alfred Binet (1857-1911) Frans z psikoloji uzman . 
20 Jacob (Jacques) Bernoulli (1655-1705) sviçreli matematikçi.  
21 Abraham de Moivre (1667-1754) Frans z matematikçi. 
22 Sir Isaac Newton (1643-1727) ngiliz fizikçi, matematikçi, astronom, filozof ve ilahiyatç . 
23 Blaise Pascal (1623-1662) Frans z fizikçi, matematikçi, yazar ve filozof. 
24 Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) talyan matematikçi. 
25 Roger Cotes (1682-1716) ngiliz matematikçi. 
26 Robert Simson (1687-1768) skoç matematikçi.  
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eklinde ifade edilen fark denklemi onun ad  ile özde le erek Riccati fark denklemi 

olarak an lmaktad r.  

1751-1800 y llar nda ise Euler27, Johann Bernouilli28, Monge29 ve Laplace30 n 

çal malar  görmekteyiz. 1755 y nda Euler “Institutiones calculi differentialis” 

adl  yay nda sonlu fark n analizi ile ilgili çal malar na yer vermi  olup ilk defa  

fark operatörünü kullanm r. 1801-1825 y llar  aras nda bu konuda Babagge31, 

Bessel32, Farey33, Gompertz34, Gauss35 ve Legendre36 n çal malar  görüyoruz. Bu 

llardaki önemli bulu lardan biri ise 1755 y nda bulunan  fark sembolünün art k 

Babagge taraf ndan 

1 2 1 1 2,f x f x f x x x  
eklindeki bir özel halinin olu turulmas r. Bu ba nt  bir polinom eklinde 

yaz labilen herhangi bir fonksiyonun nümerik de erini hesaplamada kullan lmaktad r 

(Kulenovic ve di ., 2000). 

1826-1850 y llar nda popülasyon çal malar  ile ilgili temel matematiksel model 

olu turulmu tur. Bu model popülasyon büyüklü ünün kendisinden önceki neslin 

popülasyon büyüklü ü ile orant  olmas  ile ilgili olarak ortaya konulmu tur. Bu 

durum matematiksel olarak  

1t tp rp  

eklinde ifade edilir. Burada t ; periyod zaman , tp ; t  zaman ndaki popülasyon 

büyüklü ünü, 1tp ; bir sonraki zaman dilimindeki popülasyon büyüklü ünü ve r  

büyüme oran  verir. Verhulst37, 1846 y nda popülasyonun büyümesinin sadece 

popülasyon hacmine ba  olmad , ayn  zamanda bu hacmin popülasyonunun üst 

limitinden ne kadar uzak oldu unun da önemini vurgulad . Ayr ca Verhulst önceki 

nüfus ve yeni bir dönem nüfus büyüklü ünü orant  yapmak için 

                                                
27 Leonhard Euler (1707-1783) sviçreli matematikçi ve fizikçi. 
28 Johann III Bernouilli (1744-1807) sviçreli matematikçi. 
29 Gaspard Monge (1746-1818) Frans z matematikçi.  
30 Pierre-Simon Laplace (1749-1827) Frans z matematikçi ve astronom. 
31 Charles Babbage (1791-1871) ngiliz matematikçi, filozof, mühendis. 
32 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) Alman matematikçi ve gökbilimci. 
33 John Farey (1766-1826) ngiliz jeolog, yazar ve matematikçi. 
34 Benjamin Gompertz (1779-1865) ngiliz matematikçi ve aktüer. 
35 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Alman fizikçi ve matematikçi. 
36 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Frans z matematikçi. 
37 Pierre François Verhulst (1804-1849) Belçikal  matematikçi. 
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1t t tp rp k p K  
lojistik fark denklemini öne sürmü tür (Kulenovic ve di ., 2000). 

Art k 1850 y llar ndan sonra herhangi bir canl  türünün gelecekteki durumuyla ilgili 

tahminler yap rken; bu türün önceki mevcudu ve bunun de imine neden olan 

beslenme, üreme, ölüm gibi faktörler göz önüne al nd ndan fark denklemlerinden 

yararlan lmaya ba lanm r. 

1851-1875 y llar nda Heine38, Casorati39ve Riemann40 fark denklemlerine katk da 

bulunmu tur. Bu dönemde Casorati, diferansiyel denklemlerle fark denklemlerinin 

önemli ortak özelliklere sahip oldu unun fark na varm r. Ayr ca Casorati, lineer 

fark denklemleri için Casorati formülünü geli tirmi  ve .n  mertebeden fark 

denklemi, homojen fark denklemi ve Casorati matrisi üzerinde yapt  çal malar 

fark denklemleri teorisinde önemli yer tutmu tur. 1876-1900 y llar  aras nda 

Hermite41, Christoffel42, Routh43, Laguerre44, Lucas45, Gegenbauer46, Poincare47, 

Markov48, Chebychev49 ve Peano50 fark denklemine katk da bulunmu tur (Kulenovic 

ve di ., 2000). 

1901-1925 y llar  aras nda ard k denklemler baz  matematiksel mucizeler 

olu turmaya ba lam r. Bunlar düzlem doldurma e rileri ya da fraktallarla ba lar. 

Bu e riler hiçbir bo luk b rakmadan düzlem dolduran e rilerdir. Bunun gibi e riler 

ilk 1890 y nda Peano taraf ndan ke fedildi. Fark denklemlerini düzlem doldurma 

rileri ile kullanan di er matematikçiler Hilbert51 ve Van Koch52 olmu tur. Düzlem 

doldurma e rilerinin ve fraktallar n birçok uygulamas  vard r. Bunlardan biri de adi 

diferansiyel denklemlerin yakla k çözümleri için kapal  ve aç k yinelemeli 

yöntemler ailesinin önemli bir türü olan Runge-Kutta yöntemleridir. Bu yöntem 

                                                
38 Heinrich Eduard Heine (1821-1881) Alman matematikçi. 
39 Felice Casorati (1835-1890) talyan matematikçi. 
40 George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Alman matematikçi. 
41 Charles Hermite (1822-1901) Frans z matematikçi. 
42 Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) Alman matematikçi ve fizikçi. 
43 Edward John Routh (1831-1907) ngiliz matematikçi. 
44 Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) Frans z matematikçi. 
45 François Édouard Anatole Lucas (1842-1891) Frans z matematikçi. 
46 Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) Avusturyal  matematikçi. 
47 Jules Henri Poincaré (1854-1912) Frans z matematikçi, teorik fizikçi, mühendis ve filozof. 
48 Andreyevich Markov (1856-1922) Rus matematikçi. 
49 Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) Rus matematikçi. 
50 Giuseppe Peano (1858-1932) talyan matematikçi. 
51 David Hilbert (1862-1943) Alman matematikçi. 
52 Niels Fabian Van Koch (1870-1924) sveçli matematikçi. 
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1900'lü y llarda Runge53 ve Kutta54 adl  matematikçiler taraf ndan geli tirilmi tir. 

Böylece art k fark denklemleri kullan larak diferansiyel denklemlerin nümerik 

çözüm yöntemlerine geçilmi  oldu. 1926-1950 y llar  aras nda Julia55 ve Fatou56 

taraf ndan fark denklemleri ve ard k yöntemleri kompleks fonksiyonlar üzerinde 

ba lanm  ve bu iki matematikçi temel yinelemeli süreç üzerinde çal malar 

yapm r. Bu dönemden sonra bilgisayar çal malar n ba lamas  ile birlikte 

bugünkü fraktal geometrinin temelini Mandelbrot57 atm r (Kulenovic ve di ., 

2000). 

Bu zamana kadar yap lan ara rmalardaki bilgiler 1950’li y llardan sonraki 

matematikçilerin lineer olmayan sabit katsay  fark denklemleri için bir zemin 

olu turmu tur. Bu çal malardan baz lar  1995-2000 y llar  aras nda Ladas taraf ndan 

yap lm r. Daha sonra 1999-2004 y llar  aras nda Amleh ve di . (1999), Komsala 

ve di . (2000), DeVault ve di . (2001), Kulenoviç ve di . (2001), Aboutaleb ve di . 

(2001), Yan ve di . (2002-2003), Al-Saris ve DeVault (2003), El-Owaidy ve di . 

(2003), Fan ve di . (2004), El-Owaidy ve di . (2004), He ve di . (2004) fark 

denklemleri üzerinde çal ld  görülmektedir. 

                                                
53 Carl David Tolmé Runge (1856-1927) Alman fizikçi, matematikçi. 
54 Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) Alman matematikçi. 
55 Gaston Maurice Julia (1893-1978) Frans z matematikçi. 
56 Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) Frans z matematikçi. 
57 Benoît B. Mandelbrot (1924-2010) Frans z Amerikan matematikçi. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde ayr k matematik, fark denklemlerinin çözümünde bize kolayl k sa layan 

opeatörler ve özellikleri, fark denklemlerinin s fland lmas  ve çözümleri üzerinde 

durulmu tur. 

2.1 Ayr k Matematik le lgili Baz  Kavramlar 

Ayr k matematik veya bazen di er ad yla kullan lan sonlu matematik, matemati in 

ayr k yap lar yla ilgilenen süreklilik içermeyen konular  kapsayan matematik 

dal r. Tezimizde ayr k matematik ile bilgiler Lakshmikantham ve Trigiante (2002) 

kayna ndan yararlan larak sunulmu tur. 

imdi 0n  alal m. Bu durumda 

0 0 0 0 0, 1, 2, , ,nN n n n n n  

ayr k noktalar kümesini tan mlayal m. 
0nN  kümesi üzerinde tan ml  nf  ve f n  

eklinde gösterilebilen fonksiyonlar  bazen ’de bazen de ’de kabul edece iz. 

Bununla beraber 
0nN  ile birebir tekabül eden ba ka ayr k noktalar kümesi de tan m 

kümesi olarak al nabilir. Biz bu tezimizde 

0

0

0 0 1 0 2 0

, 0 0 0 0

, , , , ,

, , 2 , , ,
x n

x h

D x x x x

D x x h x h x nh
 

ayr k nokta kümeleri üzerinde çal aca z. Burada 0x ’dir. Bu kümelerde 

fonksiyonun ilk de ere ba  gösterilmek istendi inde 
0 ,x hD  kullan labilir. 

0 ,x hD

kümesinin kullan lmas n avantaj  h  parametresine de ba k göstermesidir. 

Burada h  parametresine ad m uzunlu u denir. lerleyen bölümlerde genellikle h 

uzunlu u 1 olarak al nm r. 
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2.2 Baz  Operatörler ve Özellikleri 

Bu bölümde fark denklemlerinin çözümlerini bulmam zda bize yard mc  olacak 

operatörler ve özellikleri Goldberg (1960), Levy ve Lessman (1961), Kelly ve 

Peterson (2001) ve Elaydi (2005) kaynaklar  yard yla tan mlanm r. 

Tan m (  operatörü): f  reel ya da kompleks de erli bir fonksiyon olmak üzere,  

operatörü  

f x f x h f x  

eklinde tan mlan r. Burada h  herhangi bir sabit, x ise ba ms z bir de kendir.  

Özel olarak f x x  al rsa x x h x h  ya da h x  dir. Bu yüzden h’a 

fonksiyon aral  da denir.  

0 ,x hx D  ayr k küme üzerinde tan ml  ise  operatörü, n  olmak üzere 

n n nf x f x h f x  ya da k saca 1n n nf f f  olarak da verilebilir.  

Yüksek mertebeden ileri farklar her birinin bir öncekine  operatörünün 

uygulanmas yla elde edilir. 
2

2
1 2 1

2 2

2n n n n n n n

f x f x f x h f x f x h f x h f x

f f f f f f f  

burada 2  ikinci dereceden fark operatörü olarak adland r. Bu fark i lemleri 

devam edildi inde genel olarak f ’in 1 .n  fark n fark na f ’in .n  fark  denir ve  

1n nf x f x  
olarak gösterilir. 

Sonuç: f x  fonksiyonunun .m  dereceden fark  ma b ’nin Binom aç na 
benzer biçimde 

0

1
m

km

k

m
f x f x m k h

k
 

formülüyle bulunur. 

Teorem (  operatörünün özellikleri): 

1. Da lma özelli i: 

n n n n

f x g x f x g x

f g f g  
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2. Bir sabitle bir fonksiyonun çarp n fark : a bir sabit olmak üzere 

n n

af x a f x

af a f  

3 ki fonksiyonun çarp n fark : 

1n n n n n n

f x g x f x g x h f x g x

f g f g f g  

4. ki fonksiyonun bölümünün fark : 

1

n n n nn

n n n

f x g x f x g xf x
g x g x h g x

f g f gf
g g g

 

5. r. ve s. dereceden farklar n çarp :
 
 

,r s r s

r s r s
n n

f x f x r s

f f
 

Teorem: a sabit olmak üzere baz  temel fonksiyonlar  h=1 için 

1. 1x xa a a  

2. 1
2 2sin 2sin cosaax a x  

3. 1
2 2cos 2sin sinaax a x  

4. 1log log 1 xax  

olarak ifade edilir. 

Tan m ( I  operatörü): If x f x  eklinde tan ml  operatöre I  birim operatörü 

denir. 

Tan m ( E  operatörü): E  kayd rma (öteleme) operatörü x sürekli de ken ve ayr k 

noktalar kümesi üzerinde s ras yla  

1, n nEf x f x h Ef f  

eklinde tan mlan r. kinci mertebeden E operatörü 
2 2E f x f x E f x h f x h  

eklinde bulunur. Bu i lemlere devam edildi inde 
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,m m
n n mE f x f x mh E f f  

denklemi elde edilir. Burada m  olmak üzere mE  m. dereceden E operatörünü 

tan mlar. 

E  operatörünün özellikleri: a sabit olmak üzere 

1. E f x g x Ef x Eg x  

2. E af x aEf x  

3. r s r sE E f x E f x  

4. 0E f x f x  

olarak ifade edilir. 

Teorem  (  ve E  operatörleri aras ndaki ili ki):  ve E  operatörlerinin 

tan mlar ndan yararlanarak 

1 1f x f x h f x Ef x f x E f x E  

 ve E  aras ndaki 1. dereceden bir ba nt  bulunur. Bu i lemden yararlanarak 

0

1
m

m km m k

k

m
f x E I f x E f x

k
 

.m  dereceden  ve E operatörleri aras ndaki ili kiyi görmü  oluruz. Benzer ekilde 

E I  oldu u görülür. Buradan  

0

m
mm m k

k

m
E I

k
 

yaz labilir. 

Tan m (  operatörü): Geri fark operatörü , 

1, n n nf x f x f x h f f f  

olarak tan mlan r. Ayr ca 
1 11f x f x E f x  

eklinde gösterilebilir. 

Tan m (  operatörü): Merkezi fark operatörü , 

1 1
2 2

,
2 2 n n n
h hf x f x f x f f f  

eklinde tan mlan r. Ayr ca 
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1 2 1 2 1 2 1 2E E E E  

eklinde tan mlanabilir. 

Tan m (  operatörü): E  kayd rma operatörü ve x  olmak üzere 

1xE f x xf x  

olarak tan mlan r. Buradan ikinci derece  operatörü 
2 2 1 2xE xE f x x x f x  

eklinde bulunur. Ard  ard na  operatörünün f x  fonksiyonuna uygulanmas  

sonucu m  olmak üzere .m  derece  operatörü 

1 1m f x x x x m f x m  

olarak bulunur. 1f x  durumunda 

2

,
1 ,

1 1m

x
x x

x x x m

 

elde edilir. Ayr ca bu ifadelerden yararlanarak 

2

,
1 ,

1 1m

x
x

x m

 

eklinde e itlikler elde edilebilir. Bu denklemler bize verilen .m  mertebeden 

de ken katsay  bir fark denkleminin çözümünde kolayl k sa layacakt r. 

 operatörünün özellikleri: a bir sabit ve ,r s  olmak üzere 

1. a a  

2. a a  

3. 2a a  

4. . .r s r s s r  

özellikleri mevcuttur. 

Tan m (  operatörü):  ve E  operatörü tan ndan  

1xE x x x  

itli inde x  operatörü olarak tan mlan r. 
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 operatörünün özellikleri: a bir sabit ve ,r s  olmak üzere 

1. a a  

2. a a  

3. r s r s  

özellikleri mevcuttur. 

 ile  aras ndaki ba nt lar: , ,r s n  olmak üzere 

1. x  

2.  

3. sr s rr  ve ss r r r  

4. r rf f r  ve r rf f r   

5. . .n n n  

ba nt lar  vard r. 

1  operatörü: Eoperatörü taraf ndan ’nun negatif kuvveti olan 1  operatörü 

1 1
1x

 

olarak tan mlan r. Daha sonra 1. 1  tan  kullanarak 

1

1

1

1 1

11 1 1

f x f x

xE f x f x

E f x f x x

f x E f x x

f x x f x

 

elde edilir. Bu son e itlikte 1f x  al rsa istenilen bulunur. Bu e itli i 

genellenirse 

1 1 1m x m x m x  

elde edilir. 

Tan m (Faktöriyel polinomu): x  ve h ad m uzunlu u olsun x’in r. faktöriyeli 

1 ,rx x x h x r h r  

eklinde verilir. Bundan sonraki çal malarda genelikle 1h  al nacakt r. 
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Faktöriyel polinomunun özellikleri: 

1. 00 1r x  

2. 1 10
2

r
rr x

x h x h x rh x rh
 

Burada 0; ,r rr rh x x x x ’dir. 

3. 1r rx rx h  

4. 1 1r r nnx r r r n x  

5. 1. .r r rx x x r x  

6. x  ve x r  için !
!

r xx
x r

 

7. x r  ve 1h  için !rr r  

eklindedir. 

Tan m (Gama fonksiyonu): Gama fonksiyonu matematikte faktöriyel 

fonksiyonunun karma k say lar ve tam say  olmayan reel say lar için genellenmesi 

olan bir fonksiyondur.  simgesiyle gösterilir. 

1

0

x tx t e dt  

eklinde tan mlan r. 

 fonksiyonun özellikleri: 

1. 1 , 0x x x x  

2. 1 1, 1 2  

3. n  için 1 !n n  

4. n  için n  

5. 
1.3.5 2 1 2 1 !!1

2 2 2n n

n n
n  

6. 
1 2 1 21

2 1.3.5 2 1 2 1 !!

n nn n

n
n n

 

7. 
1

1 2 1 2

0

2
n

n nx

j

jnx n x
n
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8. 
1 2 1

x m
x

x x x x m
 

9. 1 , 0 1
sin

x x x
x

 

10. 1 1rx x x x r  

11. 
1

1 1! 1lim
1 1

xx

n n

nn nx
x x x n x x n

                             (Euler tan ) 

12. 1

11

11 lim ln
x n

x n

n kn

ex x n e n
x k

    (Weierstrass tan ) 

Tan m  ( -1  operatörü): 0n n  için n nF f  olsun. Bu durumda 0n n  için 

1
n nf F c eklinde tan mlanan 1  operatörüne ters fark operatörü ve nF  

fonksiyonuna da nf ’nin ters fark  denir; burada c  bir keyfi sabittir. 

Bununla birlikte,  ve 1  operatörleri aras nda 
1 I  iken 1 I  

ili kisi vard r. Yani nf  için 

1

1

n n

n n

f f c
f f

 

olup c  keyfi sabittir. 

Uyar : 1  operatörü  

0

1
1

n

i n
 

eklinde tan mlanabilir. Bu yüzden nf ’nin 0n n  için ters fark  ayn  zamanda bir 

belirli toplam olarak da ifade edilebilir ve 1
nf  veya 

0

1n

i
i n

f eklinde gösterilir. 

1  operatörünün özellikleri: 

1. 
0

1
1

n

n i
i n

f f c  

2. 
0 0

1 1
2

1 2

n m

n i
m n i n

f f c n c  

3. 1 1 1 1
1 1n n n n n nf g f g f g  
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4. 1 1 1
n n n naf bg a f b g  

5. 1 2
1 20m m m

mc n c n c  

6. 1 2
1 21

!

m
m m m

m
n c n c n c
m

 

imdi x sürekli de kenin durumunu inceleyelim ve 

F x f x  (2.1) 

denklemini ele alal m. Burada f  reel de erli bilinen bir fonksiyondur. Ayn  noktalar 

kümesinde tan mlanan F x  fonksiyonu bilinmeyen fonksiyondur. 1f x F x  
(2.1) denkleminin özel çözümünü verir. Bu çözüm 

F x f x C x  

eklindedir. Burada C x , (2.1)’in çözümü olan keyfi birim periyodik fonksiyondur. 

Tan m (Belirsiz Toplam): f x ’in belirsiz toplam  f x  olarak ifade edilir. 

Herhangi bir fonksiyon için belirsiz toplam f ’in tan m kümesindeki tüm x ’ler için 

f x f x  

olarak ifade edilir. Fark denklemlerini daha kolay çözmek için 1  operatörü 

yard yla 

1 f x f x C x  
yazabiliriz. 

Bu belirsiz toplam diferansiyel hesaplamalardaki belirsiz integralle ayn  rolü oynar: 

.d f x dx f x
dx

 

Belirsiz integral tek de ildir. Örne in cos sinxdx x c  olup burada c  herhangi 

bir sabittir. Ayn  zamanda belirsiz toplam da tek de ildir. Bunu a daki örnekte 
görebiliriz. 

Örnek: 6x ’in belirsiz toplam  bulal m.  

6 5.6x x
 oldu undan, 6 5 6x x  yaz labilir. Bu 6 5x , 6x ’in belirsiz toplam r. 

imdi C x , 6x ’in benzer tan m kümesinde 0C x  olmak üzere bir fonksiyon 

olsun. Buradan 



16 

6 6 6
5 5

x x
xC x  

olur. Bu yüzden 6 5x C x , 6x ’in belirsiz toplam  olur. Dahas  e er f x , 6x ’in 

herhangi bir belirsiz toplam  ise 

6 6 6 6 0
5 5

x x
x xf x f x  

olur 0C x  olmas  durumuyla benzer C x ’ler için 6 5xf x C x  olur. 

Benzer yol izlenirse 6x ’in bütün belirsiz toplamlar  

66
5

x
x C x  

eklindedir. Burada C x , 0C x  olmas art yla 6x ’in benzer tan m 

kümesindeki herhangi bir fonksiyondur.  

Teorem: er F x , f x ’in belirsiz toplam  ise bu durumda f x ’in tüm 

belirsiz toplam  

f x F x C x  

eklindedir. Burada C x , f ’in tan m kümesindedir ve 0C x ’d r. 

imdi burada C x  ne tür bir fonksiyon olmal r? Bu sorunun cevab  f x ’in 

tan m kümesine dayan r. imdi öncelikle tamsay lar kümesi üzerinde bu durumu 

dü ünelim. Bu durumda 1, 2,3,x  için 

1 0C x C x C x  

olur. Bu yüzden C x  sabit bir fonksiyondur. Bu durumda kolayca 

66
5

x
x c  

yaz labilir. Burada c herhangi bir sabittir. Di er yandan f reel say lar kümesinde 

tan ml  olmas  durumunda denklem  

1 0C x C x C x  

olup tüm x reel de erleri için 1C x C x  oldu u söylenebilir. Bu ise C x ’in 

birim periyotlu periyodik fonksiyon oldu u anlam na gelir. 
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Teorem (Belirsiz toplam özellikleri): a sabit olmak üzere a daki ifadeler 

mevcuttur: 

1. f x g x f x g x  

2. af x a f x  

3. f x g x f x g x Eg x f x  

4. .Ef x g x f x g x g x f x  

Teorem (Belirsiz toplam n baz  fonksiyonlara uygulanmas ): 0C x  ve 1h

için a dakiler geçerlidir. 

1. 1 , 1xx a
aa C x a  

2. 
1
2

2

cos

2sinsin , 2a

a xax C x a n  

3. 
1
2

2

sin

2sincos , 2a

a xax C x a n  

4. log log , 0x x C x x  

5. 1

1 , 1aa x
ax C x a  

6. 
1

x x
C x

a a
 

7. 
1

a x a x
C x

x x
 

2.3 Fark Denklemi ve S fland lmas  

Bu bölümde Elaydi (2005) kayna  yard yla fark denklemi tan  ve 

fland lmas  üzerinde durulmu tur. 

Tan m (Fark denklemi): x sürekli bir de ken olmak üzere genel olarak fark 

denklemi 

, , ,..., 0G x f x f x h f x mh  (2.2) 

olarak tan mlanmakla birlikte 1h  için 
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, , 1 ,..., 0G x f x f x f x m  (2.3) 

eklinde tan mlan r ve buna fonksiyonel fark denklemi denir. 1h  ve n  olmak 

üzere nx  ayr k noktalar  üzerinde tan ml  fark denklemi ise 

1, , ,..., 0n n n mF n f f f  (2.4) 

olarak tan mlan r ve bu denkleme skaler fark denklemi de denir. 

Tan m (mertebe): Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en büyük 

ve en küçük argümentlerinin fark na o denklemin mertebesi denir. 

Tan m (lineer fark denklemi): x  sürekli de ken ve 0n n  için ip x  ve g x  

reel de erli fonksiyonlar olmak üzere ve 0mp x  olmas art yla 

0 1( ) 1 mp x f x m p x f x m p x f x g x  (2.5) 

fark denklemine .m  mertebeden lineer fark denklemi denir.  

Ayr ca n , nx  ayr k noktalar  kümesi için 0 1 2, , , , mp p p p  katsay lar ve g n , 

0n n  için tan ml  reel de erli fonksiyonlar, 0,n  kümesi üzerinde 0mp  olmak 

üzere 

0 1 1n m n m m np n f p n f p n f g n  (2.6) 

biçimindeki fark denklemine de .m  mertebeden lineer fark denklemi denir. 

(2.5) ve (2.6) denklemlerinde kaynak fonksiyonun 0g x  ve 0g n  olmas  

durumunda (2.5) ve (2.6) denklemlerine .m  mertebeden lineer homojen fark 

denklemi, 0g x  ve 0g n  olmas  durumunda ise (2.5) ve (2.6) denklemlerine 

m. mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemi denir. 

ip x  ve ip n  fonksiyonlar n sabit fonksiyonlar olmas  halinde (2.5) ve (2.6) 

denklemlerine .m  mertebeden sabit katsay  fark denklemi, ip x  ve ip n  

fonksiyonlar ndan en az biri de ken içeren fonksiyon olmas  durumunda ise (2.5) 

ve (2.6) denklemlerine .m  mertebeden de ken katsay  fark denklemi denir. 
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2.4 Fark Denkleminin Çözümleri 

Bu bölümde fark denkleminin çözümü ve çözümlerin hangi artlarda geçerli olaca  

Kelly ve Peterson (2001), Elaydi (2005), Bereketo lu ve Kutay (2011), Akyol (2011) 

kaynaklar  yard yla verilmi tir. 

Herhangi bir küme üzerinde tan ml  fark denklemini yine bu kümeler üzerindeki bir 

özde li e indirgeyen f  fonksiyonuna yani bu kümeler üzerindeki bir fark 

denklemini her noktada do ru yapan f  fonksiyonlar na bu fark denkleminin çözümü 

denir.  

Tan m  (Genel  ve  Özel  Çözüm):  m. mertebeden (2.3) ve (2.4) fark denklemlerinin 

ras yla 

1 2 1 2, , , , , , , , ,m n mf x x C x C x C x f n c c c  

eklinde m tane 1 2, , , mC x C x C x  birim periyodik fonksiyon ve 1 2, , , mc c c  

keyfi sabit içeren çözümüne genel çözüm, genel çözümden elde edilen çözümlere ise 

özel çözüm denir. 

Tan m (Lineer ba ml  ve ba ms zl k): 1 2, , r
n n nf f f  fonksiyonlar  0n n  için 

tan ml  olsunlar. Her 0n n  için  

1 2
1 2 0r

n n r nc f c f c f  

olacak biçimde hepsi birden s r olmayan 1 2, , , rc c c  sabitleri var ise, bu durumda 

1 2, , r
n n nf f f  cümlesine 0,n  üzerinde lineer ba ml r denir. Bu e itlik 

0n n  için sadece ve sadece 1 2 0rc c c  durumunda sa lan yorsa, 

1 2, , r
n n nf f f  cümlesine 0,n  üzerinde lineer ba ms zd r denir. 

Tan m (Casorati58 matrisi): 1 2, , , mf x f x f x  verilen fonksiyonlar olmak 

üzere, Casorati matrisi59 

                                                
58 Felice Casorati (1835-1890) talyan matematikçi 
59 Diferansiyel denklemler için kullan lan Wronskian matrisi için kesikli de erler içerme art yla ayn  

levi görür. 
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1 2

1 2

1 2

1 1 1
,

1 1 1

m

m

m

f x f x f x
f x f x f x

W x

f x m f x m f x m

 

olarak tan mlan r. Bu matrisin determinant  

detw x W x  

eklinde tan mlan r ve bu determinant Casoratyan olarak adland r. Ayn  zamanda 

w x  ifadesi kolayl k sa lamas  bak ndan 

1 2

1 2

1 1 1
1 2

det

m

m

m m m
m

f x f x f x
f x f x f x

w x

f x f x f x

 

olarak da ifade edilebilir. 

Ayn  zamanda ayr k noktalar kümesinde Casorati matrisi 
1 2

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

,

m
n n n

m
n n n

m
n m n m n m

f f f
f f f

W n

f f f

 

eklinde tan mlan r. Bu matrisin determinant  
1 2

1 2

1 1 1 2 1

det

m
n n n

m
n n n

m m m m
n n n

f f f
f f f

w n

f f f

 

eklinde ifade edilir. 

Teorem: (2.6) denkleminin homojen k sm n çözümleri 1 2, , m
n n nf f f  olsun. O 

zaman a daki ifadeler denktir: 

1. 1 2, , m
n n nf f f  kümesi ayr k de erler için lineer ba ms zd r. 

2. Baz  n’ler için 0w n ’d r. 

3. Tüm n’ler için 0w n ’d r. 

Tan m (Temel Çözüm Kümesi): .m  mertebeden fark denkleminin homojen 

sm n m  lineer ba ms z çözümünün kümesine temel çözüm kümesi denir. 
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Lemma (Abel60 lemmas ): 1 2, , m
n n nf f f  fonksiyonlar  (2.6) denkleminin homojen 

sm n çözümleri ve w n  onlar n Casoratyan  olsun. Bu durumda 0n n  için 

0

0

1

01
n

m n n
m

i n

w n p i w n  

r. 

Teorem: (2.6) denkleminin homojen k sm n 1 2, , m
n n nf f f  çözümlerinin bir temel 

çözüm kümesi olu turmas  için gerek ve yeter ko ul herhangi bir 0n  say na 

kar k 0 0w n  olmas r. 

Teorem: (2.6) .m  mertebeden lineer fark denkleminin homojen k sm n 

çözümlerinin herhangi bir lineer kombinasyonu da bir çözümdür. 

Tan m (Tamamlay  çözüm): (2.6) denkleminin temel çözüm kümesi 
1 2, , m

n n nf f f  olsun. O zaman (2.6) denkleminin homojen k sm n çözümü 

1

m
h i

n i n
i

f c f ’dir. Burada ic ’ler keyfi sabitlerdir. Bu çözüme tamamlay  çözüm de 

denir. 

Teorem: (2.5) sabit katsay  .m  mertebeden lineer homojen olmayan fark 

denkleminin genel çözümü; homojen k sm n genel çözümü ile homojen olmayan 

denklemi sa layan bir özel çözümün toplam ndan olu ur. Yani hf x  homojen 

sm n genel çözümü, öf x  homojen olmayan denklemin özel çözümü olmak üzere  

h öf x f x f x  

eklinde yaz r. 

Tan m (Ba lang ç de er problemi): .m  mertebeden fark denkleminin bir özel 

çözümünü bulmak için o çözüme ili kin  

0
, 0 1n i if a i m  (2.7) 

ya da  

0
, 0 1i

n if a i m  (2.8) 

biçiminde ilk m  tane ard k de erin belirtilmesi gereklidir; burada 0n  ve 

                                                
60 Niels Henrik Abel (5 A ustos 1802 - 6 Nisan 1829) Norveçli matematikçi. 
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0 1 1, , , ma a a  reel sabitlerdir. (2.7) ve (2.8) ko ullar na ba lang ç ko ullar  ad  

verilir. .m  mertebeden bir fark denklemi ve (2.7) ya da (2.8) ba lang ç ko ullar ndan 

meydana gelen probleme ba lang ç de er problemi denir. 

Baz  fark denklemlerinin birçok çözümü olmas na ra men baz lar n hiçbir çözümü 

yoktur. Fark denklemleri s fland rken her zaman en az bir çözüm olabilece i ve 

hatta baz artlar alt nda yaln z ve yaln z tek çözüm oldu unu bulmak önemlidir. Bu 

sonuçlar  ifade eden teoremler varl k ve teklik teoremi olarak bilinir. Biz hem sürekli 

de kenler hem de ayr k noktalar kümesi için varl k ve teklik teoremlerini ayr  ayr  

inceleyece iz. 

Teorem (ayr k noktalar kümesi için varl k ve teklik): 0 1 2, , , , mp p p p  katsay lar  

ile g n , 0n n  için tan ml  reel de erli fonksiyonlar ve 0,n  üzerinde 0mp  

olsun. Bu durumda 

0 1 1n m n m m np n f p n f p n f g n  (2.6) 

0 0 00 1 1 1 1, , ,n n n m mf a f a f a  (2.7) 

ba lang ç de er problemi 0n n  için tan ml  olan bir tek nf  çözümüne sahiptir. 

spat: (2.7) ko ullar  yard yla (2.6)’dan önce 0n n  için 
0n mf  de eri, akabinde 

0 1n n  için 
0 1n mf  de eri ve bu i leme benzer ekilde devam edilerek 

0 02 3, , ,n m n mf f  de erleri hesaplan r. Buradan (2.6) ve (2.7) probleminin çözümü 

0 0 0 0 0 01 1 1 2, , , , , , ,n n n m n m n m n mf f f f f f  

eklinde bulunur. Böylece çözümün varl  kan tlanm  olur. Çözümün tekli i için 

nf  den  farkl  bir  k
nf  çözümü daha var olsun. Bu k

nf  çözümünün benzer ekilde 

(2.6) ve (2.7) yard yla hesapland  zaman her 0n n  için nf  çözümüne özde  

oldu u görülür. O halde çözüm tektir. 

imdi (2.5) denkleminde denklemin her yan  0p x  fonksiyonuna bölünürse 

1( ) 1 mf x m q x f x m q x f x g x  (2.9) 

elde edilir. Bu denklemde 0mq x  oldu unu varsayal m. 
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(2.9) denkleminde aranan f x  fonksiyonunun 1x, x , ,x m  noktalar ndaki 

de erleri bulundu undan bu denklemin çözümü, uzunlu u m  say ndan küçük 

olmayan aral kta tan mlanmas  gerekir. 

Bir 0x  say  verildi ini varsayal m. O zaman 0 0x , x m  aral na ba lang ç aral  

denir. 0 0x , x m  ba lang ç aral  
0xE  ile gösterelim. 

Teorem  (sürekli  de kenler  kümesi  için  varl k  ve  teklik): Ba lang  
0xE  

aral nda tan mlanm  sürekli x  ba lang ç fonksiyonunun verildi ini ve bu 

fonksiyonun 

0 1 0 0 0 0 0( ) 1 mx m q x x m q x x g x  (2.10) 

itli ini sa lad  varsayal m. (2.9) denklemindeki 1 2, , , mq x q x q x  ve 

g x  fonksiyonlar n 0 0x ,X , X x m  aral nda sürekli fonksiyonlar 

olduklar  varsayal m. O zaman (2.9) denkleminin 
0xE  ba lang ç aral nda x  

fonksiyonu ile çak an 0x ,X  aral nda (2.9) denklemini sa layan sürekli çözümü 

vard r ve tektir. 

spat: (2.9) denkleminden 

1( ) 1 mf x m q x f x m q x f x g x  (2.11) 

denklemini buluruz. (2.11) denklemini 0 0 1x x x  aral nda ele al rsak 

1( ) 1 mf x m q x x m q x x g x  (2.12) 

buluruz. (2.12) formülü (2.9) denkleminin 0 0 1x m, x m  aral nda sürekli olan 

çözümü belirler. Çözümün 0x m  noktas nda sürekli olmas  (2.10) art ndand r. 

Burada kulland z yöntemle (2.9) denkleminin 0 0x m, x m k  aral nda 

sürekli çözümün bulundu unu varsayal m. O zaman 0 0 1x k x x k  aral nda 

(2.11) e itli inin sa  yan ndaki ifadede tüm fonksiyonlar sürekli fonksiyon olur. Bu 

yüzden 0 0 1x k x x k  aral nda (2.11) denkleminden (2.9) denkleminin 

0 0 1x m k, x m k  aral nda sürekli çözümü bulunur. Her bir aral kta (2.11) 
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denklemi ile bulunan ve x  ba lang ç fonksiyonuyla çak an çözüm tek olarak 

bulundu undan bu yöntemle bulunan çözüm tek olur. 

Bu teoremin ispat nda kullan lan metoda ad mlar metodu da denir. Bu metodla 

verilmi  ba lang ç fonksiyona nazaran (2.9) denkleminin çözümü bulunabilir. 
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3. SAB T KATSAYILI L NEER FARK DENKLEMLER N ANAL K 

ÇÖZÜM YÖNTEMLER  

Bu bölümde s ras yla sürekli de kenler kümesi ve ayr k noktalar kümesi üzerinde 

tan ml  

1( ) 1 mf x m p f x m p f x g x  (3.1) 

1 1n m n m m nf p f p f g n  (3.2) 

.m  mertebeden sabit katsay  lineer fark denklemlerinin çözümleri üzerinde 

durulacakt r. Burada 0mp  ve 1 2, , , mp p p ’ler reel sabitlerdir. 

3.1 Homojen Denklemler çin Çözüm Yöntemleri 

Bu bölümde  

1( ) 1 0mf x m p f x m p f x  (3.3) 

1 1 0n m n m m nf p f p f  (3.4) 

m. mertebe sabit katsay  homojen fark denkleminin çözüm yöntemleri Levy ve 

Lessman (1961), Kelly ve Peterson (2001) kaynaklar  yard yla verilecektir. 

imdi (3.3) ve (3.4) denklemlerinin çözüm yöntemlerinde kar za ç kt nda bize 

kolayl k sa lamas  için birinci mertebeden sabit katsay  homojen 

11 0f x p f x  (3.5) 

1 1 0n nf p f  (3.6) 

denklemlerini ele alal m. (3.5) denklemini çözmek için denklemin her iki taraf  
1

1
xp  ile böldü ümüzde 

1
1 1

1
0x x

f x f x
p p

 

elde edilir ki bu denklemin çözümü 
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1
1

0 x
x

f x
f x p C x

p
 (3.7) 

olup burada C x  birim periyodik fonksiyondur. Ayr k noktalar kümesinde tan ml  

(3.6) denkleminin çözümü için denklemin her iki taraf  1
1
np  ile böldü ümüzde 

1
1

1 1

0n n
n n

f f
p p

 

elde edilir ki bu denklemin çözümü 

1
1

0 nn
nn

f f p c
p

 (3.8) 

olup burada c keyfi sabittir. 

3.1.1 Karakteristik denklem yard yla çözüm 

(3.4) denkleminin genel çözümü lineer ba ms z m tane çözümün bulunmas na 

indirgenebilir. Bunun için (3.4) denkleminin m eklinde bir çözümü aran rsa bu 

çözüm (3.4)’ü sa lad ndan 
1

1 0m m
mp p  (3.9) 

denklemi bulunur. Bu denkleme karakteristik denklem ve onun köklerine de 

karakteristik kökler ad  verilir. (3.4) denkleminin çözümleri karakteristik köklere 

ba  olarak hesapland klar  için a daki durumlar n incelenmesi yeterlidir.  

Durum 1: (3.9) karakteristik denkleminin m  tane 1 2, , , m  kökü reel ve 

birbirinden farkl  ise, bu durumda 1 2, , ,n n n
m  cümlesi (3.4) denkleminin bir 

temel çözüm kümesi olup (3.4)’ün genel çözümü 

1

m
n

n i i
i

f c  

dir. Burada 1 2, , , mc c c  keyfi sabitlerdir.  

Durum 2: (3.9) karakteristik denkleminin 1 2, , , r  kökleri reel ve s ras  ile 

1 2, , , r  katl  olsunlar; burada 
1

r

i
i

m ’dir. Bu durumda (3.4) denklemi E  

operatörü cinsinden 
1 2

1 2 0r

r nE E E f  (3.10) 
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eklinde yaz labilir. Herhangi bir 1,i r  için 0i

i nE f  denkleminin temel 

çözüm kümesi  
1, , , ipn n n

i i i in n  

dir. Dolay yla (3.10)’un temel çözüm kümesi 
1

r

i
i

 olup genel çözüm 

1 10 1 2 2

1

i i

r
n

n i i i i i
i

f c nc n c n c  (3.11) 

olur.  

Durum 3: Modülü r  ve aç    olan her bir farkl  e lenik kompleks 

kök çifti için çözüm iki tane keyfi sabit içeren 1 2cosnc r n c ’dir. Burada 1c  ve  

2c ’ler keyfi sabitlerdir. 

Durum 4: (3.9) karakteristik denkleminin bir i  kompleks kökü 2 p m  

art yla p  katl  olsun. Bu durumda (3.4)’ün 2 p  tane keyfi sabit içeren reel de erli 

ba ms z çözümü 

1
1 2 3 4 2 1 2cos sin cos sin cos sinn p

p pr c n c n n c n c n n c n c n  

eklindedir. 

Örnek: 3 2 17 16 12 0n n n nf f f f  denklemini çözünüz. 

Denklemin karakteristik denklemi 
3 27 16 12 0  

ya da düzenlenirse 
22 3 0  

olarak bulunur. Bu denklemin kökleri 1 2 32, 2, 3 olup bir tane farkl  ve iki 

tane katl  reel kökü bulunmaktad r. Bu durumda çözüm 

1 2 32 2 3n n n
nf c c n c  

olarak bulunur. Burada 1 2 3, ,c c c ’ler keyfi sabitlerdir. 

Örnek: 2 4 0n nf f  denklemini çözünüz. 

Bu denklemin karakteristik denklemi 2 4 0  olup karakteristik kökleri 1 2i , 

2 2i  olarak bulunur. O halde 0, 2a b  olup buradan 2 2r a b  
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formülünden 2r  olarak bulunur. Buradan cos a r  ve sin b r  
formüllerinden 2  olur. Böylece çözüm 

1 22 cos 2 sin
2 2

n n
n

n nf c c
 

olur. 

3.1.2 E operatörü yard yla çözüm 

E  operatörü yard yla 

1( ) 1 0mf x m p f x m p f x  

denklemi  

1

1
1

1

0

0r

m m
m

r

E p E p f x

E E f x
 (3.12) 

formunda yaz labilir. Burada 1 2 r m ’dir. Ayr ca 0mp oldu u için 

herbir karakteristik kök s rdan farkl  oldu una dikkat edelim. imdi 
1

1 0E f x  (3.13) 

denklemini çözelim: 

1 1 ise 11f x f x  eklinde (3.5) benzeri birinci mertebeden denklem elde 

edilir ki bu denklemin çözümü (3.7) eklinde bulunur. Yani 1
xf x C x  olur. 

1 1 iken 1 121, , , ,v x x x x  olmak üzere 1
xf x v x  ifadesi (3.13) 

denklemini sa lar. Yani; 
1 1

1 1 1

1
1 11 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

0 0

1
1 1

0

1

1 1

0.

i ix i x x i i

i i

ix xi

i

x

E v x E v x E v x
i i

E v x E v x
i

v x

 

Sonuç olarak  katl  bir denklemin temel çözüm kümesi ,  katl  kök olmak 

üzere 2 1, , , ,x x x xx x x eklindedir. 

Teorem: (3.12) fark denkleminin s ras yla 1 2, , , r  adet 1 2, , , r  

karakteristik kökü oldu unu varsayal m. Bu durumda (3.12) fark denklemi m  tane 

lineer ba ms z 1 21 1 1
1 1 2 2, , , , , , , , , rx x x x x x

r rx x x  çözüme sahiptir. 
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Örnek: 3 2 18 21 18 0n n n nf f f f  denklemini 0 1,f  1 0,f  2 1f artlar nda 

çözünüz. 

Bu denklem E operatörü yard yla 
3 28 21 18 0nE E E f  

formunda yaz labilir. Daha sonra bulunan bu denklem çarpanlara ayr lm  biçimde 

yaz r: 
23 2 0.nE E f  

Buradan 
23 0 3

2 0 2

n
n n

n
n n

E f f an b

E f f c
 

eklinde iki ayr  çözüm elde edilmi  olur ve bu iki çözümün toplam  olan 

3 2n n
nf an b c  

ifadesi soruda verilen denklemi sa lar. Ba lang ç artlar ndan yararlan larak 

7 9 3 2 .10
3

n n
n

nf  

çözümü elde edilir. 

Örnek: 2 7 1 10 0f x f x f x  denklemini çözelim. 

Bu denklem E operatörü yard yla 
2 7 10 0

2 5 0

E E f x

E E f x
 

formunda yaz labilir. Bu denklemin çözümü ise 

2 5x xf x C x D x  

olarak bulunur. Burada C x  ve D x  birim periyotlu periyodik fonksiyonlard r. 

3.2 Homojen Olmayan Denklemler çin Özel Çözüm Bulma 

Bundan önceki çal malar zda homojen fark denklemlerinin çözüm yöntemleri 

üzerinde duruldu. Bu bölümde ise denklemin homojen olmamas  gerektiren kaynak 

fonksiyonunun yap na göre de en yöntemleri Levy ve Lessman (1961), Spiegel 

(1971) kaynaklar  yard yla verip ve denklemin genel çözümleri ara lacakt r. 



30 

imdi bu durumu birinci mertebe homojen olmayan denklemler için yani 

1( 1)f x p f x g x  (3.14) 

1 1n nf p f g n  (3.15) 

denklemleri için çözümleri ara ral m. (3.14) denklemini çözmek için her iki taraf  
1

1
xp  ile bölünürse 

1 1
1 1 1

1
x x x

f x f x g x
p p p

 

olup fark ve ters fark tan ndan 

1 11 1
1 1 1

x x
x x x

f x g x g x
f x p p C x

p p p
 (3.16) 

elde edilir. Burada C x  birim periyodik fonksiyondur. imdi (3.15) denklemini ele 

alal m bu denklemin çözümü için denklemin her iki taraf  1
1
np  ile bölünürse 

1
1 1

1 1 1

n n
n n n

g nf f
p p p

 

olup fark ve ters fark tan ndan  
1

1 11 1
11 1 1

n
n nn

nn n i
i

g n g if f p p c
p p p

 (3.17) 

olup burada c  keyfi sabittir. 

imdi  
1n n nf f g  

denklemini ele alal m. Bu denklemin çözümü ( ) nf c G n  eklindeyse o zaman
1

1

n

nG n g  olup c  keyfi bir sabittir, bu durumda x  sürekli de keni için 

( 1) ( ) ( )f x f x g x  

eklindeki denkleminin çözümü  

( )  f x C x G x  

ile verilir, burada C x  keyfi birim periyodik fonksiyondur. 

Ayr k de ken n  yerine sürekli ba ms z de ken x  durumu özel inceleme 

gerektirir. Ayr k de ken n  durumunda toplam olarak kapal  formda ifade edilebilir 

iken bu yöntem ayr k de ken x  durumunda uygulanamaz. x  sadece tamsay  
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de erleri de il de her de er alabildi inden birim miktarlar kadar artt ld nda 

toplam n üst limiti olarak her zaman 1x ’i sa layan toplam n sabit alt limiti yoktur. 

Böylece 

( 1) ( )f x f x x  

gibi bir denklemde çözümü hemen n  durumuna benzer ekilde 

( 1) / 2f x x x C  

olarak C birim periyodik olsa bile yazamay z. Bunun sebebi 
1

1

x

G x g x  

eklinde yaz lamamas r. Ancak ilk bak ta iki durum çok benzer görülebilir. Bu 

durumda örne in, izin verildi i ölçüde önceden uygulanan i lemi izleyebiliriz 

( 1) ( )f x f x x x k  

burada x , x ’in tam k sm  ve k ise 0 1k  kesirli bölümüdür. Bu durumda 

1 1 1

1 0

f x f x x x k

f k f k k k
 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler alt alta toplan rsa 

2

1
2

1 1 2 1

1 2 1

1 2 2 2

1 1

f x f k x x x k

x k x k x k k

x x k k

x x k k

 

elde edilir. f k , k ’n n keyfi bir fonksiyonu oldu u zaman, 

( 1) ( 1) / 2f x x x C k  

yazabiliriz. Burada ,C k  k ’n n keyfi bir fonksiyonudur. Bu yüzden 

( ) ( 1) / 2 ( )f x x x C x  
keyfi sabit yerine x ’in birim periyodi i olarak yaz labilir. Asl nda, do al olarak bu 

örnek sadece  

( 1) – ( )f x f x P x  

için buldu umuz çözümün özel durumudur. Burada P x , x ’in polinomlar  ise 

denklemin çözümleri Bernoulli fonksiyonlar 61 cinsinden ifade edilir. 

                                                
61

 0

r
r i

r i
i

r
B t B x

i
 ya da 11 r

r rB x B x r x eklinde ifade edilir. 
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Örnek: 1 xf x f x e  denklemini çözelim. 

1

1
1

n
n ne e e e  

oldu undan çözüm 

1 1x xf x B x e e e C x e e  

burada C(x) birim periyodiktir. 

3.2.1 Belirsiz katsay lar yöntemi 

Belirsiz katsay lar metodu için 

1( ) 1 mf x m p f x m p f x g x  (3.1) 

fonksiyonel denklemini ele alal m. Bu ekildeki bir denklemin özel çözümü 

denklemdeki g(x) kaynak fonksiyonu türünden bir deneme fonksiyonu yard yla 

belirlenir. Yani a  ve  herhangi bir sabit ve k  olmak üzere g(x)’in ,x
 sin ,ax  

cosax  ve kx  fonksiyonlar ndan biri ya da bu fonksiyonlar n lineer bir kombinasyonu 

oldu unda bu yöntem kullan r. Bu yöntemde amaç g(x) kaynak fonksiyonuna göre 

deneme fonksiyonunu seçmektir. Seçilen bu aday çözümler homojen k mdaki 

lineer ba ms z çözümler ile kar la r. Benzerlik varsa benzerlik bozulana kadar 

aday çözüm x ile çarp r. Böylece özel çözüm ile homojen k sm n çözümleri lineer 

ba ms z olur. Bunun gibi baz  basit g(x) fonksiyonlar na kar k kullan lacak 

deneme çözümleri ,a  ,b  ve 0 1, , ,A A A ’ler sabit olmak üzere Tablo 3.1’de 

verilmi tir. 

Tablo 3.1. g(x) fonksiyonuna göre al nacak deneme çözümleri 

( ) fonksiyonu Deneme çözümlerig x  
2

0 1 2

2
0 1 2

0

0 1

1
0 1

0 1

sin ya da cos cos sin
, .dereceden bir polinom

sin ya da cos cos sin

kk k

x kk x
k

xx

x x k k
k

x x x

A A x A x A xx
A A x A x A xx

A
ax ax A ax A ax

P x P x k A x A x A
ax ax A ax A ax
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Örnek: 2
2 16 8 3 2 5.3n

n n nf f f n  denklemini çözelim. 

Denklemin homojen k sm n karakteristik denklemi 
2 6 8 0  

olarak bulunur ve bu denklem iki tane farkl  reel köke sahip iki sabit içerir o halde 

denklemin homojen k sm n çözümü 

1 22 4h n n
nf c c  

olarak bulunur. Belirsiz katsay lar tablosundan bu denklemin sa nda kalan 

fonksiyonun 
2

1 2 3 4 3ö n
nf A n A n A A  

eklinde olaca  görülür. Bu ifadeyi çözüm kabul ederek yukar daki denklemde 

yerine yazal m. 

2
2 1 1 2 1 3 2 1 46 8 3 3 8 3 4 2 3n

n n nf f f An A A n A A A A  

elde edilen bu denklemin sa  taraf  al p as l denklemde kaynak fonksiyona 

itleyelim. 
2 2

1 2 1 3 2 1 43 3 8 3 4 2 3 3 2 5.3n nAn A A n A A A A n  

itli in sa lanabilmesi için katsay lar n e it olmas  gerekmektedir. Yani 

1 2 1 3 2 1 4

1 2 3

3 3, 3 8 0, 3 4 2 2, 5
1, 8 3 44 9

A A A A A A
A A A

 

elde edilir. Bu katsay lar yard yla 

2 8 44 5.3
3 9

ö n
nf n n  

özel çözüm bulunur. Bu durumda denklemimizin çözümü 

2
1 2

8 442 4 5.3
3 9

n n n
nf c c n n

 
olarak bulunur. 

3.2.2 Ters operatörler yöntemi 

1( ) 1 mf x m p x f x m p x f x g x  (3.1) 

denklemini E operatörü yard yla 

1 2

1 2
k

kE E E f x g x  
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eklinde yazabiliriz. f x ’in sol taraf ndaki operatör ifadesine L E  diyelim. Bu 

durumda denklemimiz 

L E f x g x  

ekline dönü ür. Burada f x ’i yaln z b rakmak için her iki taraf  L E ’nin ters 

operatörü olarak tan mlanan 1 L E  ile çarpal m ve  

11
ög x L E g x f x

L E
 

eklinde tan mlayal m. imdi g x  fonksiyonunun türüne göre çözümlerin nas l 

bulunaca  inceleyelim: 

Durum 1.  sabit olmak üzere xg x  biçiminde ise 

1 , 0
x

x L
L E L

 

olarak ifade edilir. 

Durum 2.  sabit ve h x  herhangi bir fonksiyon olmak üzere xg x h x  

biçiminde ise 

1 1 , 0x xh x h x L E
L E L E

 

olur. 

Durum 3. P x , .q dereceden bir polinom olmak üzere g x P x  biçiminde ise 

0 1, , , qA A A  sabitler olmak üzere 

0 1
1 1

1
q

qP x P x A A A P x
L E L

 

dir. Burada 1q P x  terimi ve bu terimden sonras  P x  polinomu .q  dereceden 

oldu undan s r olur. 

Not: a  sabit olmak üzere g x , sin ax  ve cosax  biçiminde ise  

cos 2, sin 2iax iax iax iaxax e e ax e e i  

yaz p Durum 1 uygulanabilir. 
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Sonuç: 1 1 1x x xP x P x P x
L E L E L

 

1
1x q

qA A P x
L

 

Sonuç: 0L  ise kL E E F E  ve 0F  olsun. Bu durumda 

1
!

x k k
x x

L E F k
 

yaz labilir. 

Örnek: 2 12 4 2.3 4.7n n
n n nf f f denklemini çözelim. 

Bu denklemi E operatörü yard yla 

2 2 4 2.3 4.7n n
nE E f  

eklinde yazabiliriz. Bu durumda 

2 2 2

2 2

1 1 12.3 4.7 2. 3 4. 7
2 4 2 4 2 4

3 7 2 42. 4. .3 .7
3 2.3 4 7 2.7 4 7 39

ö n n n n
n

n n
n n

f
E E E E E E  

denklemin özel çözümünü bulmu  oluruz. Homojen k sm n çözümü için denklemin 

sol taraf n karakteristik kökleri 1 1 3i  ve 2 1 3i  olup 2r  ve 3  

olarak bulunur ve homojen k sm n çözümü 

1 22 cos sin
3 3

h n
n

n nf c c  

elde edilir. O halde genel çözüm 

1 2
2 42 cos sin 3 7

3 3 7 39
n n n

n
n nf c c  

olarak bulunur. 

Örnek: 22 4 1f x f x x  denklemini çözelim. 

Denklem E operatörü yard yla 
2 24 1E f x x  

eklinde yaz labilir. Denklemin homojen k sm n çözümü 

2 2 xx
hf x C x D x  
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dir. imdi Ters operatörler yöntemiyle özel çözümü bulal m 

2 2
2

2

2
2 2

2 2

2

2

1 1 1 11 1
4 4 2 2

1 1 1 1
4 1 3 1 3

1 11 1
4 3 9 27

1 4 8 28 1
4 3 9 27
1 4 8 561 2 1
4 3 9 27

4 11
3 9 27

öf x x x
E E E

x

x

x

x x

x x

 

O halde genel çözüm 
2 4 11.2 . 2

3 9 27
xx x xf x C x D x  

olarak bulunur. Burada C x  ve D x  birim periyodik fonksiyonlard r. 

3.2.3 Parametrelerin de imi metodu 

Parametrelerin de imi metodu (3.1) denklemini çözen genel bir yöntemdir. E er 

varsayd z (3.3) denkleminin m  lineer ba ms z çözümleri bilinirse o halde bu 

metod (3.1) denkleminin terimleri m  tane belirsiz toplam olan tüm çözümlerini 

verir. Burada biz genel yöntemin temsilcisi oldu undan 2m  için hesaplama 

yapaca z. 

(3.3) denkleminde 2m  için iki lineer ba ms z çözümü 1u  ve 2u  olsun. Bu 

durumda 2m  için çözüm  

1 1 2 2f x a x u x a x u x  

eklinde olur. Burada 1a x  ve 2a x  tespit edilecek fonksiyonlard r. O zaman 

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

f x a x u x a x u x

a x u x a x u x a x u x a x u x
 

yaz labilir. Bu ifadede üçüncü ve dördüncü terimler elenecek ekilde 1a x  ve 

2a x ’leri seçeriz. Yani 
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1 1 2 21 1 0u x a x u x a x  (3.18) 

r. Bir sonraki 

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 1 2 1 2

2 2 2 2

f x a x u x a x u x

a x u x a x u x a x u x a x u x
 

olarak elde edilir. imdi (3.3) denkleminde 2m  için bulunan e itlikler yerine 

konulursa 

1 2 1

1 1 1 2 1 2

2 1 2 2 2

1 1 2 2

2 1

2 1

2 1

2 2

f x p x f x p x f x a x

u x p x u x p x u x a x

u x p x u x p x u x

u x a x u x a x

 

elde edilir. 1u  ve 2u  (3.3) denklemini sa lad ndan ilk iki parantez içindeki terim 

r olur. O halde  

1 1 2 22 2u x a x u x a x g x  (3.19) 

olursa f x  (3.1) denklemini sa lar. 

Özetle 1a x  ve 2 ,a x  (3.18) ve (3.19) denklemlerini sa larsa (3.1)’in 2m  

için çözümü 1 1 2 2f x a x u x a x u x  olur. Katsay lar matrisi 1W x ’in 

determinant  s rdan farkl  oldu undan bu lineer denklem sisteminin tek çözümü 

vard r.  

imdi m. mertebeden denklemin çözümünü a daki teoremle ifade edelim. 

Teorem: (3.3) denkleminin lineer ba ms z çözümleri 1 2, , , mf x f x f x  olsun. 

O halde 

1 1 m mf x a x f x a x f x  

(3.1) denkleminin bir çözümüdür. 1 2, , , ma a a ’ler 

1 0
1

m

a x
W x

a x g x
 

matris denklemini sa lar. Burada 
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1 2

1 2

1 2

1 1 1
2 2 2

1

m

m

m

f x f x f x
f x f x f x

W x

f x m f x m f x m

 

dir. Bu sistemden 1 2, , , ma a a ’ler bulunur ve daha sonra bunlar n s ras  ile ters 

fark  al narak 1 2, , , ma a a ’ler elde edilir. 

Örnek: 2 7 1 6f x f x f x x  denkleminin parametrelerin de imi 

metodunu kullanarak tüm çözümlerini bulal m. 

Bu denklemin homojen k sm n çözümleri 1 1u  ve 2 6xu  dir. Bu çözümler 

denklem (3.18) ve (3.19) de yerine yaz rsa 

1
1 2

2
1 2

6 0

6

x

x

a x a x

a x a x x
 

elde edilir. Buradan bu sistem çözülürse 

1 5
xa x

 
ve 2 6

30
xxa x  

bunlar n ters farklar  al rsa s ras yla 
2

1

1

2

11 ,
5 5 2 10

1 1 1 6 1 6 1
30 6 30 5 6 5 6

1 6 1 6 1 6 1
30 5 6 5 6 5 6

1 1 1
25 6 125 6

x x x

x x

x

x xx xa x C x C x C x

a x x D x x D x

x D x

x x

D x

 

elde edilir. Böylece çözüm 

1 2

2 2

1 11 6 6
10 25 125

3 1 36 6
10 50 125 10 50

x x

x x

x x xf x a x a x C x D x

x x x xC x D x F x D x
 

eklinde bulunur. 
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imdi bu yöntemi ayr k noktalar kümesi üzerinde dü ünelim. Yöntemde ilk olarak 

.m  mertebeden lineer sabit katsay  homojen olmayan  

nL E f g n  (3.20) 

denklemini ele alal m.  

0nL E f  (3.21) 

denklemi (3.20) denkleminin homojen k sm  olup genel çözümü 

1 1 2 2
h

n m mf cu c u c u  (3.22) 

eklindedir. Bu ifadede 1 2, , , mc c c  keyfi sabitlerini (3.22) denklemini sa layan ve 

n ’in bir fonksiyonu olan 1 2, , , mK K K  ile yer de tirelim. O halde (3.22) denklemi 

1 1 2 2
h

n m mf K u K u K u  (3.23) 

eklinde olur. (3.23) denklemi (3.20)’nin çözümü oldu undan bunun yan nda 1m  

tane ek art konulabilir. O zaman 1 2, , , mK K K  fonksiyonlar n bulunmas  için m  

tane art alm  oluruz. Ayr ca 1m  tane almam zdaki sebep mümkün oldu unca 
2, ,n nf f ’leri kolayla rmak içindir. Takip edilen bu yollarla 

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

0
0

0

m m

m m

n n n
m m

n n n
m m

u K u K u K
u K u K u K

u K u K u K

u K u K u K g n

 

sistemi elde edilir. Bu sistemden Casorati determinant  yard yla 

1 2, , , mK K K ’ler daha sonra ise 1 2, , , mK K K ’ler bulunup (3.22) denkleminde 

yerine yaz r. Böylece çözüm tamamlanm  olur. 

Örnek: 2
2 15 6n n nf f f n denklemini parametrelerin de imi metoduyla 

çözelim. 

Bu denklemin homojen k sm n çözümleri 1 2nu  ve 2 3nu  olup çözümü 

1 22 3n nc c ’dir. imdi varsayal m ki  

1 22 3n n
nf K K  (3.24) 
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homojen k sm n çözümü olsun.  imdi 1K  ve 2K  fonksiyonlar  bulal m. Bu 

fonksiyonlar  bulmak için iki ko ula ihtiyac z vard r. Bunun için 

1 1
1 2 1 22 2.3 2 3n n n n

nf K K K K  (3.25) 

itli ini elde edelim. Bu e itlikte 1K  ve 2K  için son iki terim s ra e it olmal r. 

Yani 
1 1

1 22 3 0n nK K  (3.26) 

olur. Bu durumda (3.25) ifadesinden 

1 22 2.3n n
nf K K  (3.27) 

elde edilir. (3.27) ifadesinden 
2 1 1

1 2 1 22 4.3 2 2.3n n n n
nf K K K K  (3.28) 

elde edilir. Verilen denklemi E  operatörü yard yla 
2 25 6 nE E f n  

ya da 1E  oldu undan 
2 23 2 nf n  (3.29) 

eklinde yazabiliriz. (3.24), (3.27)’de ve (3.28), (3.29)’da yerine yaz rsa  

1 1 2
1 22 2.3n nK K n  (3.30) 

elde edilir. Bu durumda (3.26) ve (3.30) denklemlerinden 1K  ve 2K ’yi 

belirlenmelidir. Yani 
1 1

1 2
1 1 2

1 2

2 3 0
2 2.3

n n

n n

K K
K K n

 (3.31) 

elde edilir. (3.31) çözülürse 
1 1

2 1 1 22 2

1 21 11 1 1 1

1 1 1 1

0 3 2 0
2.3 2

,
2 32 3 2 3

2 2.3 2 2.3

n n

n n

n nn n n n

n n n n

n nn nK K  

bulunur. Buradan 
2 2

1 1
1 21 1,

2 3n n

n nK K  

olup ters operatörler yard yla 
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2 2 2

1 1 1
2

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 2

1 12 1 2 2 3
2 2

n n

n

n n n

n n

n n nK
E E

n n n
E

n n n n

 

olur. Böylece hesaba 1c  keyfi sabiti eklenirse 

2
1 1

1 2 3
2

n

K n n c  

elde edilir. Benzer ekilde 

2
2 2

1 1
2.3nK n n c  

itli i elde edilir. Bulunan e itlikler (3.24)’de yerine yaz rsa 

2
1 2

1 3 52 3
2 2 2

n n
nf c c n n  

olarak bulunur. 

3.3 Üreten Fonksiyon Yard yla Çözüm 

Bu bölümde Spiegel (1971) kayna ndan yararlanarak (3.2) denklemi üreten 

fonksiyon yard yla çözülelecektir. 

(3.2) denklemindeki nf  için üreten fonksiyon 

0

n
n

n
G x f x  

olarak tan mlan r. Bu fonksiyon yard yla sabit katsay  fark denklemleri 

çözülebilir.  

Örnek: 2 13 2 0n n nf f f , 0 12 3f f denklemini çözelim. 

imdi bu denklemin bütün terimlerini nx  ile çarp p ,n  0’dan ’a toplam  al rsa 

2 1
0 0 0

3 2 0n n n
n n n

n n n
f x f x f x  

elde edilir. Buradan nf ’ler için alt indisler düzenlenirse 
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2 1

2 1 0
3 2 0n n n

n n n
n n n

f x f x f x  

elde edilir. G x  fonksiyonunun tan ndan bu seri 

0 1 0
2 3 2 0

G x f xf G x f
G x

x x
 

eklinde yaz r. Buradan 0 12, 3f f  de erleri yerine yaz rsa 

2

2 3 2 3 1 1
1 3 2 1 1 2 1 1 2

x xG x
x x x x x x

 

elde edilir. Bulunan G x  fonksiyonunu 

0 0 0

1 1 2 1 2
1 1 2

nn n n

n n n
G x x x x

x x
 

seri eklinde yaz rsa G x  üreten fonksiyonu tan ndan 

0 0
1 2n n n

n
n n

f x x  

elde edilir. O halde 1 2n
nf  çözümü elde edilmi  olur. 

3.4 Mertebe Dü ürme Metoduyla Çözüm 

Bu bölümde 1 2, , , r ’ler sabit olmak üzere 

1 2 r nE E E f g n  

eklindeki denklemi Spiegel (1971) kayna  yard yla mertebe dü ürme metodu 

kullanarak çözülecektir. imdi bu denklemde 

2n r nz E E f  

dönü ümü yap rsa  

1 nE z g n  

olup bu birinci mertebeden fark denkleminin çözümü (3.17)’den 
1

1
1 1 1 11 1

11 1

n
n n n

n n i
i

g n g i
z c  

elde edilir. 
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Örnek: 2
2 15 6n n nf f f n  denklemini mertebe dü ürme metoduyla çözünüz. 

Bu denklem 23 2 nE E f n eklinde yaz labilir. Burada 2n nz E f  

dönü ümü yap rsa  
23 nE z n  

elde edilir. Buradan bu denklemin çözümü 
2 2 2

1
1 1 11 1 1

2 2
2

1 1 11
3

2
2 2

1 1
2

1 13 3 3 3 3 3
3 3 1 3

1 1 1 1 13 3 3 3 3
1 3 3 3 1 3 3

1 1 13 1 3
2 1 2 2 4

n n n n n n
n n n n

n n
n n n n n

n n

n n nz c c c
E

n nc c n c
E E E

n c n c

2
1

13 1
2

nc n n

 

eklinde olup buradan 

2
1

12 3 1
2

n
nE f c n n  

elde edilir. Bu denklemin çözümü ayn  yöntemle 
21

1 21 2
2 2 31

3 1 1 3 52 2 2 3
3 2 2 2

n
n n n n

n n

c n n
f c n n c c  

elde edilir. 

3.5 Laplace Dönü ümü le Çözüm 

Tan m: f , 0t  zaman de keninin tek de erli fonksiyonu ve s  (reel veya 

kompleks) parametre olsun. f t ’nin Laplace dönü ümü 

0

stF s f t e f t dtL  (3.32) 

integrali ile tan mlan r. 

imdi f t F sL  ve g t G sL  olarak tan mlayal m. 

a  ve b  sabit olmak üzere Laplace dönü ümünün özellikleri Tablo 3.2 ile baz  

fonksiyonlar n Laplace dönü ümleri Tablo 3.3’de verilmi tir.  
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Tablo 3.2. Baz  fonksiyonlar n Laplace dönü ümleri 

              
1f t F s= L                                        F s f tL  

1

2 2

2 2

, 1 ( 1)

1

sbt, 1, 0,1,2, 1 1

sin

cos

1,
0

0,

n n

at

t s s

as

t n n s

e s a

a a n t n n e s ae

at a s a

at s s a

t a
H t a e s a

t a
 

 

Tablo 3.3. Laplace dönü ümünün özellikleri 

            
1f t F s= L                                      F s f tL  

( )

0

0

( )

( ) ( ) ( ) ( ) (Lineerlik)

( ) ( ) (1. öteleme)

( ) ( ) ( ), 0 (2. öteleme)

1( ) ( ) (Skaler de tirme)

( ), 1, 2,3,... ( 1) ( )

lim mevcutsa,

( )( )

(

at

as

n n n

t
s

t

n

af t bg t aF s bG s

e f t F s a

f t a H t a e F s a

sf at F
a a

t f t n F s

f t f t
F u du

t t

F sf u du
s

f 1 2 ( 1)

0

0

), 1,2,3,... ( ) (0) (0) ... (0)

1( ), 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

T
st

sT

t

t n s F s s f s f f

f t T f t T e f t dt
e

f t g t f u g t u du F s G s
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Örnek: 2 13 2 0,n n nf f f  0 10, 1f f  denklemini çözelim. 

Bu denklem 1, 0,1, 2,n t n n art yla nf t f eklinde tan mlans n. Bu 

durumda denklem 2 3 1 2 0f t f t f t  halini al r. Bu denklemi Laplace 

dönü ümü yard yla 0 10, 1f f artlar  alt nda dü ünürsek 

2

0 2

2
2 2

0 0
1 2

2 2 2
0 1

0 1

2
2 2

2

2 2 2

1

sst

s s s s

s s s s s

s s
s s

s
s s

f t e f t dt e f d t

e e f d e e f d

e f t e e f d e e f d

e ee f t e
s

ee f t e
s

L

L

L

L

 

ve benzer ekilde 

1 sf t e f tL L  

elde edilir. O halde denklem 

2 1 3 2 0
s

s s see f t e e f t f t
s

L L L  

ya da 

1 1 1 1 2 1
1 2 1 1 2

s s s
t

s s s

e e ef t
ss e s e s e

L L L  

eklinde olup n de kenine geri dönülürse 

2 1n
nf  

olarak çözüm bulunur. 

er verilen denklem homojen olmayan denklem yani 

2 13 2 3 ,n
n n nf f f  0 10, 1f f  

eklinde olsayd  bu durumda çözüm 

2

3
2 1

3 2

t
t

s sf t
e e

L
L L L  

olur. Sa  taraf n Laplace dönü ümü 
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1 1
2 2

2 3

3 1 1 1 1
3 2 3 2 1 1 2 1 31 3

1 11 2 3
2 2

t s s

s s s s s s ss

t t

e e
e e e e s e e es e

L

L - L L

 

eklinde hesaplan r. Bu durumda genel çözüm n de keni için 

1 13 , 0,1, 2,
2 2

n
nf n

 
eklinde bulunur. 
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4. DE KEN KATSAYILI L NEER FARK DENKLEMLER N 

ANAL K ÇÖZÜM YÖNTEMLER  

imdiye kadar sabit katsay  lineer fark denklemleri üzerinde duruldu. Bu bölümde 

ise x  sürekli de ken olmak üzere 

1( ) 1 mf x m p x f x m p x f x g x  (4.1) 

fonksiyonel fark denklemini ve ayr k uzaydaki 

1 1n m n m m nf p n f p n f g n  (4.2) 

de ken katsay  lineer fark denklemlerinin çözümleri üzerinde durulacakt r. 

4.1 Birinci Mertebeden Denklemler çin Çözüm Yöntemleri 

Bu bölümde birinci mertebeden de ken katsay  lineer fark denklemlerinin genel 

çözümü, ba lang ç de er probleminin çözümü ve birinci mertebeden de ken 

katsay  baz  özel fark denklemleri Levy ve Lessman (1961), Kelly ve Peterson 

(2001), Bereketo lu ve Kutay (2011) kaynaklar  yard yla verilecektir. 

4.1.1 Genel çözüm bulma 

a) Ayr k kümelerde çözüm  

Birinci mertebeden de ken katsay  lineer 

1n n n nf p f g  (4.3) 

fark denklemini ele alal m. Burada np  ve ng ’ler 1,2,n  de erleri için tan ml  

bilinen fonksiyonlard r. Genel çözüm bir keyfi sabit içermektedir. imdi özel olarak 

0ng  durumunu ele alal m. O halde yeni denklemimiz 

1 0n n nf p f  (4.4) 

eklinde olacakt r. Bu denklemde 1n  notasyonunu birer dü ürerek 

1 1

1 2 2

2 1 1

n n n

n n n

f p f
f p f

f p f
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elde edilir. O halde bu denklem sisteminden 
1

1 1 2 2 1 1
1

. . .
n

n n n r
r

f f p p p p f p  

ya da 
1

1
1

n

n r
r

f p f  (4.5) 

elde edilir. Burada 1f ’i keyfi sabit olarak dü ünürsek (4.4) denkleminin çözümü 

1

1

n

n r
r

f c p  

olur. Burada c  keyfi sabittir. Bu çözüm (4.3) birinci mertebeden de ken katsay  

homojen k sm n genel çözümüdür. 

imdi (4.3) homojen olmayan denklemini ele alal m ve bu denklemde her iki taraf  

1

n

r
r

p  ile bölelim. O halde 

1

1
1 1 1

1

1 1

n n n

n r n r n r
r r r

n n

n r n r
r r

f p f p g p

f p g p
 

elde edilir ve buradan 
1 1 1

11 1 1

n n nn

n r r n r
r r r

f c p p g p  (4.6) 

elde edilir. (4.6) ifadesi (4.3) birinci mertebeden de ken katsay  homojen olmayan 

fark denkleminin genel çözümüdür. 

b) Sürekli de ken kümesinde çözüm 

imdi x  sürekli de ken için 

1f x p x f x g x  (4.7) 

denklemini ele alal m. f x u x v x  dönü ümü yapal m. Burada v x  tespit 

edilmesi gereken fonksiyon ve u x  homojen k sm n s rdan farkl  bir çözümü 

olsun. Bu durumda (4.7) denklemi 

1 1u x v x p x u x v x g x  (4.8) 
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eklinde ifade edilir. u x homojen k sm n çözümü oldu undan 1u x p x u x  

yaz labilir. Bulunan bu e itlik (4.8)’de yerine yaz rsa  

1 1 1

1

u x v x u x v x g x

u x v x g x

g x
v x C x

Eu x

 

elde edilir. Tekrar f x u x v x  dönü ümünden yararlan larak 

g x
f x u x C x

Eu x
 (4.9) 

yaz r. Burada C x  birim periyodik bir fonksiyon olup (4.8) denkleminin tüm 

çözümlerini temsil eder. 

Gama fonksiyonu yard yla 1p x , 2p x  verilen polinomlar olmak üzere 

1 21f x p x f x p x  

eklindeki birinci mertebe de ken katsay  denklemler daha kolay bir ekilde 

çözülebilir. Biz imdi bu denklemde gama fonksiyonunu daha k sa bir yöntemle 

anlatabilmek için 1 1p x , 2p x x  seçelim 

1f x xf x .  

Bu denklemin çözümü keyfi sabitlerin yerini tutan bir birim periyodik ve f x ’in 

bir fonksiyonu ile birlikte 

f x C x x  (4.10) 

eklindedir. Burada C x , f x ’in ba lang çta tek bir birim aral nda belirtilen bir 

yolla belirlenir. Ayr k kümeler üzerinde bu durumu dü ünülürse 

1n nf nf  

fark denkleminin çözümü 1 !n n  özelli i yard yla c  keyfi sabit olmak 

üzere 

1 !nf c n  

dir. 
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Örnek: a  sabit olmak üzere 
1
2 12 2

1
n nn

n nf a f a  denklemini 1n  olmak üzere 

çözelim. 

Bu denklemi basitle tirmek için 
2

n nf y  

alal m. Bu durumda yeni denklemimiz 
1
2 1

1
n nn

n ny a y a  

olur. Bu denklemin her iki taraf  

1
2 1

1

n
n nr

r

a a  

ile böldü ümüzde 
1 1
2 21 1

1
n n n n n

n ny a y a a  

elde edilir ki bu denklemin çözümü 
1
2

1
2

1

1
1 1

1
' 1

n n n
n

n
n n n n

n

y a a

y a a c a a c
 

eklinde olup ve 'c c  keyfi sabitlerdir. O halde tekrar 2
n ny f  de imi yap ld nda 

1
2 12 1 1n n n

nf a a a c  

elde edilir. 

Örnek: 1 1x f x xf x x  birinci mertebeden fark denklemini çözelim. 

Denklemi  operatörü yard yla sol taraf n 

xf x x  

tam fark eklinde yaz labilmesi durumunda bu denklemin çözümünde belirsiz toplam 

tan ndan yararlanarak 

xf x x C x  

elde edilir. O halde bu denklemin çözümü 

1
1 2

2
x x

xf x C x f x x C x x  

olur. Burada C x  birim periyodik bir fonksiyondur.  
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4.1.2 Ba lang ç de er probleminin çözümü 

Bu k mda birinci mertebeden lineer homojen olmayan 

1 0, 0n n n nf p f g n n  (4.11) 

fark denklemi ve 

0nf  (4.12) 

ba lang ç ko ulundan meydana gelen ba lang ç de er problemi üzerinde 

durulacakt r; burada np  katsay  ve ng , 0,n  üzerinde tan ml  reel de erli 

fonksiyonlar olup her 0n n  için 0np ’d r. 

Teorem: (4.11) denkleminin homojen k sm  ve (4.12) ba lang ç ko ulundan olu an 

problemin tek çözümü 

0

0

1n

n i n
i n

f p f  (4.13) 

olup (4.11)-(4.12) ba lang ç de er probleminin tek çözümü 

0
00

1 11

1

n nn

n i n i r
r ni n i r

f p f p g  (4.14) 

dir. 

Örnek: 1 1!3 , 1 2n
n nf nf n f  probleminin çözümü, (4.15)’den 

1 11 1

1 11 1

1

1

1 1!3 1 ! 1 !3
2 2

1 31 ! 3 1 ! 1
2 2

n nn n
r r

n
r ri i r

nn
r

r

f i i r n n

n n

 
dir. 

4.1.3 Baz  fonksiyonel fark denklemlerin çözümü 

Denklemin bilinen katsay  fonksiyonu .m  dereceden bir polinom eklinde ise lineer 

fark denklemleri  fonksiyonu yard yla çözülebilir. Bu konuda polinomlar n 

durumlar na göre çözümler verilecektir. 

imdi 

1f x p x f x  

fark denklemini ele alal m.  
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Durum 1:  sabit olmak üzere p x x  biçiminde ise z x  dönü ümü 

yap rsa denklem f z u z  olur. Bu durumda fark denklemi 

1u z zu z  

olur. Bu denklemin çözümünü (4.10)’dan u z C z z  yazabiliriz. O halde 

denklem f z C z z  halini al r. z x  dönü ümüne tekrar dönülürse 

f x C x x  

olup burada C x  keyfi birim periyodik fonksiyondur. 

Durum 2: 1 2 mp x x x x  biçiminde ise çözüm 

1 2 mf x C x x x x  

eklinde olur. 

Durum 3: p x , .m  dereceden herhangi bir fonksiyon yani 
1

.
m

i
i

p x x

eklinde ise denkleminin çözümü 

1 2
x

mf x C x x x x  

eklindedir. 

Durum 4: 1

2

p x
p x

p x
eklinde 1p x  ve 2p x  polinomlar n bölümü 

eklinde olsun. Bu durumda 

1 2
1 1

,
r s

r sp x a x p x b x  

eklinde .r  ve .s  dereceden polinomlar eklinde yaz labilirler. O halde birinci 

mertebeden rasyonel katsay  homojen fark denkleminin çözümü 

1 1

x r s

r s
r s

af x C x x x
b

 

olarak bulunur. 

Örnek: 21f x x x f x  denklemini çözelim. 

Denklem düzenlenirse 

1 1 1f x x x f x x x f x  
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elde edilir. Buradan birinci mertebe fark denkleminin çözümünde  fonksiyonunun 

tan  kullan larak 
21 1 1 1 1x xf x C x x x C x x x  

çözümü elde edilir. 

Örnek: 1 1 0x f x xf x  denklemini çözelim. 

Bir önceki sonuca göre 1 2, 1p x x p x x  olup  

1
1

x
f x

x x
 

olarak bulunur. 

4.2 kinci Mertebede Denklemler çin Çözüm Yöntemleri 

,p x q x  ve r x  x’in fonksiyonlar  olmak üzere ikinci mertebeden de ken 

katsay  homojen olmayan denklem 

2 1f x p x f x q x f x r x  (4.15) 

eklindedir. E er (4.15)’de 0r x  ise o zaman 

2 1 0f x p x f x q x f x  (4.16) 

(4.16) denklemi (4.15) denkleminin ikinci mertebeden de ken katsay  homojen 

denklem olarak isimlendirilir. (4.15)’in çözümü; C x  ve D x  birim periyodik 

fonksiyonlar ; u x  ve v x  homojen k sm n lineer ba ms z çözüm 

fonksiyonlar ; s x  ikinci yanl  e itli in çözümünü yani özel çözümü göstermek 

üzere 

f x C x u x D x v x s x  (4.17) 

eklindedir. 

kinci mertebeden bir fark denkleminin çözümünün genel ifadesinin (4.17) eklinde 

oldu u bilinmektedir. Ancak ikinci mertebeden fark denkleminin bizi bu tarz bir 

çözüme götürecek bir genel çözüm metodu bulunmamaktad r. Biz bu bölümde ikinci 

mertebe denklemler için homojen k sm n tek çözümünün bilinmesi veya iki çözüm 
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aras ndaki fonksiyonel ba nt n bilinmesi gibi artla göz önüne al narak çözümlere 

ula maya çal aca z. 

4.2.1 Birinci mertebeden türetilebilen denklemler 

Birinci mertebe fark denklemi s rl  terim içerir. Bu yüzden bu bölümde ikinci 

mertebe bir fark denkleminin çözümü bir dönü ümle Levy ve Lessman (1961) 

kayna  yard yla birinci mertebeden türetilerek bulunacakt r. imdi  

2 1 0x A z x Bx C z x a x z x  (4.18) 

eklinde , ,a  sabit olmak üzere ,A B  ve C  aras nda 

, 1 ,A n B a C a an  (4.19) 

bir ba nt  olmak art yla ikinci mertebeden bir fark denkleminin çözümünü bulal m. 

Bunun için 

1
a x

f x f x
x

 

birinci mertebeden fark denklemini ele alal m. Bu denklemin çözümünü  

Durum 3’den 
xf x a x x  

oldu unu biliyoruz. imdi 

1
a x

f x f x
x

 

denkleminin her iki taraf na n  operatörünü uygulayal m. Bu durumda 

1n nx f x a x f x  

elde edilir. Bu denklem Leibniz teoremi62 yard yla çözülebilir. Yani 
1 11 2 1n n n nx f x n f x a x f x n f x  

elde edilir. imdi bu denklemde 1nz x f x  al r; 

1 2 1x z x nz x a x z x nz x  

ve düzenlenirse 

                                                
62

 

1 2 2
1 21 2

n n n n n
k k k k k k k k k k n

n n n
x y x y x y x y x y

n
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2 1 2 1

1 0

x z x z x nz x a x z x

a x z x anz x
 

elde edilerek buradan 

2 1 0x n z x x ax a an z x a x z x  (4.20) 

elde edilir. Buradan (4.18) denkleminin çözümü 

1n xz x a x x  (4.21) 

olarak bulunur.  

Sonuç: (4.18) eklinde ikinci mertebeden bir denklem verildi inde (4.19) yard yla 

ifade (4.20)’ye dönü türülmelidir. Bu yöntemin sa lanabilmesi için x  de kenine 

bak lmaks n 2 ,z x  1z x  ve z x  terimlerinin birbirine ba  lineer 

katsay lar n toplam n 1 a  ile bölümünün pozitif tamsay  olmas  gerekli ve 

yeterli ko uldur. 

Örnek: 1 2 3 5 1 2 1 0x z x x z x x z x  denklemini çözelim.  

Bu denklem (4.18) eklinde oldu undan bu durumda z x  katsay ndan 

2, 1a olarak bulunur. Daha sonra (4.21) e itlikleri kullan rsa  

1, 3, 5A n B C a an  

itliklerinden yararlan rsa 1, 2n  olarak bulunur. Bu de erler (4.21)’de 

yerine yaz rsa çözümümüz 

2 1 1 2 1 2 3x x xz x x x x x x x  

olarak bulunur. 

4.2.2 Mertebe dü ürme yöntemi 

Bu bölümde ikinci mertebeden de ken katsay  fark denklemini Levy ve Lessman 

(1961), Bereketo lu ve Kutay (2011) yard yla ayr k noktalar ve sürekli 

de kenler kümesinde mertebe dü ürme metodununu kullanarak çözece iz. 

a) Ayr k noktalarda mertebe dü ürme yöntemi  

0 1 2, ,a a a  katsay lar  0n n  için tan ml  reel de erli fonksiyonlar ve 0,n  üzerinde 

0 0a , 2 0a  olmak üzere ikinci mertebeden de ken katsay  lineer homojen 
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0 2 1 1 2 0n n na n f a n f a n f  (4.22) 

fark denklemini ele alal m. Bu denklemin a ikâr olmayan bir çözümü bilindi inde 

bununla lineer ba ms z olacak ikinci bir çözüm bulunabilir. Bunun için Abel 

lemmas   2m  için tekrar ifade edelim: 

Lemma: 1
nf  ve 2

nf  (4.22) homojen fark denkleminin 0,n  üzerinde tan ml  iki 

çözümü ve w n  onlar n Casoratyan  olsun. Bu durumda 0n n  için  

2

0

1
a n

w n w n
a n

 (4.23) 

dir. Burada w n ; 

1 2

1 2
1 1

n n

n n

f f
w n

f f

 

 

olup 1
nf , 0,n  üzerinde (4.22)’nin a ikâr olmayan bir çözümü ve 2

nf ’de ayn  

denklemin di er bir çözümü olsun. Aç k olarak 
2 1 2 2 1

1 1 1 1 1
1 1

n n n n n

n n n n n

w nf f f f f
f f f f f

 

yaz labilir ve her iki tarafa 1  uygulan rsa 

0

1
2 1

1 1
1

n

n n
i n i i

w i
f f

f f
 (4.24) 

olur. Böylece a daki teorem elde edilir: 

Teorem: 1
nf , (4.22) denkleminin her  0n n  için s rdan farkl  bir çözümü olsun. 

0a n  ve 2a n  katsay lar  0,n  üzerinde s rdan farkl  ise, o zaman (4.24) 

ifadesi (4.22) denkleminin ikinci ba ms z çözümüdür; burada w n , (4.23)’ün 

ikâr olmayan çözümüdür. 

Örnek: 2 1
1 0

1n n nf f f
n  

denklemini 0n  için çözelim. 

Bu denklemin bir çözümü 1 1nf n  olsun. Abel lemmas ndan 

11
1

w n w n
n

 

yaz labilir. Bu denklemin çözümü  fonksiyonu yard yla 
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1
!

n

w n
n

 

eklindedir. (4.24)’den 

1 1
2

0 0

1 1
1 1

! 1 2 2 !

i in n

n
i i

f n n
i i i i

 

elde edilir. Böylece verilen denklemin genel çözümü 

1

1 2
0

1
1 1

2 !

in

n
i

f c n c n
i

 

olup 1c  ve 2c  keyfi sabitlerdir. 

b) Sürekli de kenler kümesinde mertebe dü ürme yöntemi 

er (4.16) denkleminin bir u x  çözümü biliniyorsa bu durumda içinde iki keyfi 

fonksiyon bulunduran (4.15)’in genel çözümü birinci mertebe denkleme indirgenerek 

bulunabilir. ,u x  denklem (4.16)’y  sa lad ndan 

2 1 0u x p x u x q x u x  (4.25) 

elde edilir. Daha sonra F x  yeni bir de ken olarak kabul edilirse 

f x u x F x  (4.26) 

dönü ümü ile (4.15) denklemi 

2 2 1 1u x F x p x u x F x q x u x F x r x  (4.27) 

halini al r. (4.25) denklemi 1F x  ile çarp p (4.27)’den ç kar rsa 

2 1u x F x q x u x F x r x  (4.28) 

bulunur. Bu F x  bilinmeyenli birinci mertebeden fark denklemidir. Bu denklem 

çözülerek F x  ve  ard ndan  tersi  al narak  F x  bulunur. Böylece 

f x u x F x  çözümü de bulunmu  olur. Ayr ca (4.28)’de F x f x u x  
yaz larak 

2 1 1
2

2 1 1
f x f x f x f x

u x q x u x r x
u x u x u x u x
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buradan 

1 2 2 1 1

1 1

u x f x u x f x q x u x f x

q x f x u x r x u x
 

elde edilir ve E operatörü yard yla 

1 1 1E q x u x f x u x f x u x r x  (4.29) 

yaz labilir. Böylece tamamlay  denklemin u x  özel çözümü verildi inde, (4.15) 

denkleminin (4.29) formundaki gibi sol k sm n çarpanlara ayr lmas na olanak 

sa lar. ( 1)u x  fark  korudu undan çarpanlara ay rma fonksiyonu olarak da 

adland r. (4.29) içindeki katsay lar x’in fonksiyonlar  oldu undan (4.29)’un sol 

taraf ndaki çarpanlar n yer de tiremeyece i unutulmamal r. 

Örnek: 1 2 2 3 1 2 0x f x x f x xf x  denkleminin 0x  için 

verilen bir çözümü u x x  ise denklemin genel çözümünü bulunuz. 

1. Yol: Bu denklemi (4.28) ekline çevirebilmek için 1 1u x x  ile çarpal m. Bu 

durumda 
21 1 2 3 2 1 2 1 0x x f x x x f x x x f x  

elde edilir. Bu denklemin ortadaki terimi 22 1 2x x x eklinde çarpanlar na 

ayr r ve denklem düzenlenirse; 

1 1 2 2 1 2 1 1 0x x f x x f x x xf x x f x  

elde edilir. Burada geçici olarak 

1 1xf x x f x z x  

dönü ümü yap rsa bu durumda denklem 

21 0
1

xz x z x
x

 

olur ki bu denklemin çözümü Durum 4’den 

1 1 2 1xz x xf x x f x C x x  

elde edilir. Burada C x  periyodik bir fonksiyondur. Her iki taraf 1x x  ile 

bölünürse ve 1C x C x  özelli i kullan rsa 
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1

2 12 1 1 2
1

1 2 2 2
1

x x

x x x

f x x C x x x x C x
x x

C x C x C x
x x x

 

elde edilir. Bu durumda çözüm 

2xf x C x xD x  

olarak bulunur. Burada C x  ve D x  keyfi birim periyodik fonksiyonlard r.  

2. Yol: Örne i daha k sa çözmek için verilen denklem 

2 3 22 1 0
1 1
x xf x f x f x

x x
 

haline getirilip 2 1q x x x  oldu unu görüp (4.29) denkleminde yerine 

yaz rsa yine ayn  çözüme kolayl kla gidilebilir. 

4.2.3 Tam hale gelebilen denklemler 

Bu bölümde Levy ve Lessman (1961) kayna  yard yla (4.16) denkleminin bir 

u x  çözümü bilinmemesi durumunda bir toplam çarpan  (summating factor) elde 

edip (4.15) denklemini bu toplam çarpan  ile çarp lmas  sonucunda tam hale 

getirilece iz. E er (4.15) denklemini 

1 1b x E q x b x f x r x b x  (4.30) 

eklinde yazabilece imiz baz  b x  fonksiyonlar  biliniyorsa 1b x  orjinal 

denklem için bir toplam çarpan  (summatinf or integrating factor) olur. 

Bir önceki bölümden biliyoruz ki e er homojen k sm n bir u x  çözümünü 

biliyorsak f x u x F x  dönü ümü ile ikinci mertebe bir denklem (4.29) 

formunda F x ’in birinci mertebe bir denklemine indirgenir. Bu durum u x ’in 

bilinmedi i durumlarda bize (4.16) denkleminin çözümüne do ru bir yol gösterir.  

imdi b x  ve c x  henüz x’in tan mlanmam  fonksiyonlar  olmak üzere 

1F x b x f x c x f x b x E c x f x  (4.31) 

olsun. Buradan 1x x  için 

1 1 2 1 1F x b x f x c x f x  



60 

elde edilir. imdi 

1 1 2

1 1

F x Q x F x b x f x

b x Q x c x f x Q x c x f x
 (4.32) 

denklemini olu tural m. Burada Q x  de x’in tan mlanmam  fonksiyonudur. imdi 

(4.15)’in sol taraf  (4.32)’nin sa  taraf na orant  yazmaya çal rsak bu durumda 

1
1

b x Q x c x Q x c x
b x

p x q x
  

elde edilir. Buradan 

1 1b x Q x c x b x p x  (4.33) 

1c x Q x b x q x  (4.34) 

itlikleri elde edilir. (4.32) ve (4.15) denklemlerinden 

1E Q x F x r x b x  (4.35) 

yaz r veya (4.31)’deki F x  ifadesi yard yla 

1E Q x b x E c x f x r x b x  

denklemini elde ederiz. Bu denklem asl nda (4.34) ve (4.35) e itlikleri yard  ile de 

görülece i üzere (4.15) orjinal denkleminin her iki taraf n 1b x  ile çarp lm  

halidir. b x ’i belirlerken (4.33) ve (4.34) e itliklerini birlikte kullanaca za 

dikkat etmeliyiz. 

(4.34) denkleminde c x  çekilip 1c x  türetilip (4.33) denkleminde yerine 

yaz rsa 

1 2 1 1 1 0q x b x p x Q x b x Q x Q x b x  (4.36) 

eklinde denklem elde edilir. Burada p x  ve q x  x’in verilen fonksiyonlar r ve 

b x  ve Q x  henüz tan mlanmam r. Böylece e er Q x  keyfi seçilirse b x ’i 

bulmak için ikinci mertebeden bir denklem çözmemiz gerekir. Di er yandan, b x ’i 

keyfi seçersek Q x ’e göre denklem ilk bak ta birinci mertebeden görünür. 

Dolay yla asl nda tam çözüm bir keyfi sabit içermelidir, ama kolayca görülece i 



61 

üzere bu çözüme ula mak için tekrar ikinci mertebe lineer denklem çözmek gerekir 

Çünkü (4.36) denkleminde 

1Q x R x R x  

yaz rsa 

2 2 1 0b x q x R x b x p x R x b x R x  

elde edilir. Bu denkleme hangi taraftan bakarsak bakal m ikinci mertebe lineer 

denklem çözmekten kurtulamay z. Ayn  zamanda, çözümleri birbirine ba ml  ve 

birinin çözümü di erinin çarpanlar na ay rma fonksiyonu olan lineer denklem 

kümelerinin varl  göstererek çözüm ihtimalini geni lettik. 

imdiye kadar b x  ve Q x  fonksiyonlar  keyfiydi. imdi Q x  fonksiyonunun 

çe itli seçeneklerini tart al m. Daha sonra b x ’e götüren denklemi ara ral m. Bu 

denklemin sonucunu da f x ’in orjinal denklemi (4.15) ile çarpal m. Böylece (4.35) 

denklemi elde edilir. 

Durum 1: Q x q x  özel seçimi ile (4.34) e itli inden 1b x c x  elde 

edilir. Bu e itlikler (4.33)’de yerine yaz rsa 

2 1 0b x p x b x q x b x  

denklemi bulunur. Bu denklem (4.16) tamamlay  denklemidir. Yani b x ’in 

homojen k sm n çözümü oldu u görülür. 

Durum 2: E er (4.15) denkleminin sol k sm  tam fark yapan bir çarpan bulmak 

istersek yani 1E  çarpan n görünmesini istersek o zaman 1Q x  

almal z. Bu durumda (4.34)’den 

1b x q x c x  
olup bu e itlik (4.33)’de yerine konulursa 

1 2 1 0q x b x p x b x b x  (4.37) 

elde edilir. Bu b x  için ikinci mertebe bir denklemdir. (4.37)’ye (4.15)’in adjoint 

denklemi denir. (4.37) denklemi farkl  bir ekilde 

12 1 0
1 1

p x
b x b x b x

q x q x
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yaz labilir. Yine bu adjoint denklemin 1B x  gibi toplam çarpan  vard r ve 

buradaki ;B x  

2 1 2 1 2 0B x B x p x q x q x B x q x  (4.38) 

denklemini sa lar (4.38) denklemindeki B x ’in 1C x  gibi toplam çarpan  

vard r. Burada C x  

2
2 1 0

1 2 3
p x q x C x

C x C x
q x q x q x

 (4.39) 

denklemi sa lar ve böyle devam eder. 

Kümenin bir önceki için toplam çarpan  sunan her bir denklemin çözümü kümeyi 

sa lar. E er bu denklemlerden herhangi birisi kapal  bir ekilde çözülebilirse bu 

durumda kümenin her eleman  çözülebilir. ( )B x q x f x  ifadesinin (4.38) 

denklemini sa lad na dikkat edelim. Bu ifadeyi (4.38)’de yazarak  

2 2 2 1 2 0q x f x p x q x f x q x f x  
elde ederiz. Elbette ki bu (4.15) denklemidir. Ayn  argüman ile 

1C x b x q x  
al rsak ve yine sonraki a amada 

  ( 2) ( ) ( 2)D x q x B x q x q x f x  

yaz labilir. Bu ekilde toplam çarpan  bulup adjoint denkleme ula abilmek için 

toplam çarpanlar  elde edilmi  olur. 

Sonuç: 2 1f x p x f x q x f x r x  

denkleminin tam olmas  için gerek ve yeter ko ul 

( 1)  ( ) 1 0p x q x  

olmas r. Bu önermenin bir sonucu olarak, e er bir denklem tam ise (4.37) 

denkleminin bir çözümünün 1b x  olmas  gerekti i söylenebilir. Yani bu ko ul 

dayat ld  zaman denklemin yeterli oldu un do rudan görülebilir. q x  genel 

denklemde yerine konulursa 

2 1 1 1f x p x f x p x f x r x  

elde edilir. Yani, 
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2 1 1 1 1f x f x f x f x p x f x p x f x r x  

veya 
1 1f x f x p x f x r x  

elde edilir. 

Bu dü ünce .m  mertebeden 

1( ) 1 mf x m p x f x m p x f x g x  

genel lineer fark denklemine uzat labilir. Burada .m  mertebeden de ken katsay  

lineer fark denklemi .m  mertebeden ba ka bir adjoint denklemin çözümünden elde 

edilen bir fonksiyon ile çarp larak 1 .m  mertebe ifadenin tam fark  olarak 

yaz labilir. Genel durumda da, ikinci mertebede denklemlerde oldu u gibi adjoint 

denklemler kümesi mevcuttur. E er bu denklemlerden herhangi birinin çözümü 

kapal  formda elde edilebilirse o zaman ayr ca bu kümenin her bir elaman  için bu 

ekilde bir çözüm yaz labilir. 

Örnek: 2 1 2 1 2 1 0x x f x x x f x xf x  denklemini çözelim. 

Bu denklemde 2f x ’nin yaln z kalmas  için denklem 1 2 1x x  ile çarp rsa 

2 12 1 0
2 2 1

x
f x f x f x

x x
 

eklinde denklem elde edilir. Burada 

2 1,
2 2 1

x
p x q x

x x
 

dir. (4.37) denklemi yard yla bu denklemin adjoint denklemi 

2 2 1 2 0b x x b x xb x  

elde edilir. Burada xb x a u x  al rsa ( xB x a ) 

2 2 2 1 2 0a u x a x u x xu x  

elde edilir. Burada 2a  al rsa 

4 2 2 2 1 2 0u x x u x xu x  

olur. 1u x  bir çözümdür. Buradan adjoint denklemin çözümü 2xb x  ve 

orijinal denklemin toplam çarpan  ise 11 2xb x  olarak bulunur. Buradan 

(4.30)’dan 
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22 1 0
1

x
x f x f x

x
 

elde edilir. Bu denklemin çözümü 

1 2
1

xf x
f x C x

x
 

eklindedir. Burada C x  birim periyodik fonksiyondur. Bu son denklemde her iki 

taraf 1 1x x  ile çarp rsa 

1 2 xx f x C x x  

elde edilir. Burada 
1

0

1 .2 , 0 1
x

k x

x
x f x C x k x D x k  

olup C x  ve D x  keyfi birim periyotlu fonksiyonlard r. 

4.2.4 Homojen k sm n çözümleri aras nda fonksiyonel ba nt  mevcutsa 

Bu bölümde 

2 1 0f x p x f x q x f x  (4.25) 

ikinci mertebe lineer fark denkleminin çözümleri aras nda fonksiyonel ba nt  olmas  

durumunda çözümün nas l bulunaca  Levy ve Lessman (1961) kayna  baz al narak 

verilecektir. 

imdi u x  bilinmeyen çözüm ve ,v x  x’e ve u x ’e ba  olarak bilinen di er 

çözüm olsun. Yani 

, , 1 , , .v x g x u x u x u x m
 

Burada x x m  yaz rsa
 

, , 1 , ,v x m g x m u x m u x m u x  (4.40) 

elde edilir. u x  ve v x  verilen denklemin çözümleri olduklar ndan 

2 1 0u x p x u x q x u x  (4.41) 

2 1 0v x p x v x q x v x  (4.42) 

yaz labilir. (4.42) denkleminde x x m  al rsa  
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2 1 0v x m p x m v x m q x m v x m  

elde edilir. Bu denklemi ise (4.40) yard yla  

2, 2 , , 2 1,

1 , , 1 , , , 0

g x m u x m u x p x m g x m

u x m u x q x m g x m u x m u x
 

(4.43) 

eklinde yaz labilir. (4.41) denklemi ( 2)u x ’nin u x  ve 1u x  cinsinden ifade 

edilebilmesini sa lar. Burada x x m  yaz r  ve  0m  için ard k yerine koyma 

ile 2u x m  ifadeleri de 1u x  ve u x  cinsinden ifade edilebilir. Buna göre 

(4.43) denkleminin ifadesi 

, , 1 0G x u x u x
 

olur. Böylece u x ’in belirlenece i birinci mertebeden bir fark denklemi elde edilir. 

er bu nedenle s rl  terimler çözülebiliyorsa bu yüzden de orijinal denklem (4.16) 

ve böylece teorik olarak  

2 1f x p x f x q x f x r x  (4.44) 

tipinde denklem çözülecekti. Bunu dört özel durumda inceleyelim: 

Durum 1: x  bilinen bir fonksiyon olmak üzere çözümlerden biri di erinin x  

kat  olsun. Bu durumda çözümler u x  ve x u x  olur. O halde 

2 1 0u x p x u x q x u x  (4.45) 

2 2 1 1 0x u x p x x u x q x x u x  (4.46) 

elde edilir. (4.46)’da 2u x  terimi yok edilerek yani (4.45) denklemi 2x  ile 

çarp p (4.46)’dan ç kar ld nda 

2 1 1 2 0p x x x u x q x x x u x  (4.47) 

eklinde birinci mertebeden denklem elde ederiz ve buradan u x ’i bulabiliriz. 

Örnek: 32
2 12 3 1 1 2 0n n nnf n n n f n n f  denkleminin 

çözümlerinden biri di erinin !n  kat r. Bu denklemi çözelim. 

Verilen bu denklem (4.47) eklinde yaz rsa 
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32

1

2 3 1 1 2
2 ! 1 ! 2 ! ! 0n n

n n n n n
n n u n n u

n n
 

elde edilir. Bu denklem düzenlenirse 
32 2 2

13 1 2 1 1 3 1 0n nn n n n u n n n u  

ve sadele tirilirse 

1 1 0n nu n u  

elde edilir. Bu birinci mertebeden denklemin çözümü !nu n  olarak bulunur. O 

halde denklemin çözümü 
2! !nf cn d n  

olup c  ve d  keyfi sabitlerdir. 

Durum 2: Çözümlerden biri di erinin karesi olsun. Bu durumda çözümler u x  ve 

2
u x  olur. O halde 

2 2 2

2 1 0

2 1 0

u x p x u x q x u x

u x p x u x q x u x
 

elde edilir. Burada u x  özel çözümdür. Böylece 

2 2 21 1 0p x u x q x u x p x u x q x u x  

veya aç k olarak 
2 2

1 1 2 1 1 0p x p x u x p x q x u x u x q x q x u x  

elde edilir. Bu 1u x u x  için çözülebilen cebirsel bir denklemdir ve çözümü 

11
1

p x q x p x q x p x q xu x
u x p x p x

 (4.48) 

olur. Yani bu denklem u x  için çözülebilen birinci mertebe bir denkleme 

indirgenmi  olur. Bu denklem çözülerek lineer ba ms z çözümler bulunmu  olur. 

Örnek: 322 2 3 1 1 1 2 0xf x x x x f x x x f x  

denkleminin çözümlerinden biri di erinin karesidir. imdi bu denklemi çözelim. 
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Bu denklemde 
2

3

2 3 1

1 2

p x x x x x

q x x x x
 

olarak belirlenir. Bulunan bu e itlikler (4.48)’de yerine yaz rsa  

1
1

u x
x

u x  
ve 

2

2

1 2 21
4 2

x x xu x
u x x x

 

denklemleri elde edilir. Bu ifadelerden ikincisi denklemi sa lamaz. O halde ilk 

denklemin çözümü 

1u x x  

ve di er çözüm 
2

1u x x  

olur. O halde genel çözüm 
2

1 1f x C x x D x x  

olarak bulunur. Burada C x  ve D x  birim periyodik fonksiyonlard r. 

Durum 3: Çözümlerden biri di erinin tersi olsun. Bu durumda çözümler u x  ve 

1 u x  olur. O halde 

2 1 0

1 0
2 1

u x p x u x q x u x

p x q x
u x u x u x

 

denklemleri elde edilir. Bu iki denklemden 

1 1
1

p x q x
p x u x q x u x

u x u x
 

bulunur ve düzenlenirse 

2 2 1
1

1
u x u x

p x q x p x q x
u x u x

 (4.49) 

denklemine ula r. Buradan 1u x u x ’in iki de erinden sadece biri orijinal 

fark denklemini sa lar. 
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Örnek: 21 1 2 2 2 1 1 1 0x x f x x f x x x f x  

denkleminin çözümleri aras nda u x  ve 1 u x  oldu u bilinmektedir. O halde bu 

denklemi çözelim. 

Bu denklemde 
22 2 1 1

1

p x x x x

q x
 

olup bu e itlikler (4.49)’da yerine yaz rsa 
2

2

1 2 2
1 1

u x u x x
u x u x x

 

elde edilir. Burada 1u x u x  diyelim. Bu durumda  

2 2 2 21 2 2 1 0x x x  

olup bu denklemin çözümünden 

1 2
1 1,
1 1

x x
x x

 

elde edilir. O halde 

1 11
1 1 1

u x x xu x u x
u x x x

 

olup bu denklemden 

1
1

1
x

u x C x u x C x x x
x

 

elde edilir. Çözümler aras ndaki ili ki bilindi inden dolay  çözüm 

1 1f x x x C x D x x x  

olarak elde edilir. Burada C x  ve D x  keyfi birim periyodik fonksiyonlard r. 

Durum 4: Çözümlerden biri u x  ve di eri 1u x  olsun. O halde 

2 1 0

1 1 0

u x p x u x q x u x

u x p x u x q x u x
 

elde edilir. kinci denklemden 

2 1 1 1 0u x p x u x q x u x  
yaz labilir ve ilk denklemle birle tirilirse 
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1u x q x
u x p x

 (4.50) 

elde edilir. (4.50)’den u x ’i yani denklemin genel çözümünü elde ederiz.  

Örnek: 2 2 1 1 1 0f x x f x x x f x  denkleminin çözümleri 

aras nda u x  ve 1u x  gibi bir fonksiyonel ba nt  oldu u bilinmektedir. O halde 

bu denklemi çözelim. 

Bu denklemde 

2 1 , 1p x x q x x x  

olup bu e itlikler (4.50)’de yerine yaz rsa 

1 1 1 1
1

u x
u x x u x

u x x
 

elde edilir. Bu denklemin bir çözümü 

1u x C x x  

dir. Dolay yla genel çözüm 

1f x C x x D x x  

olarak elde edilir. Burada C x  ve D x  keyfi birim periyodik fonksiyonlard r. 

4.2.5 Belirli integraller yard yla çözüm 

Bu bölümde ikinci mertebe de ken katsay  fark denkleminin 
2

1

1
t

z

t

f z t g t dt  

dönü ümü ile çözümü Levy ve Lessman (1961) kayna  temel al narak 

incelenecektir. 

Önce bu yöntemi özel bir durum ile gösterelim. Amac z  

2 1 0f z az b f z cz d f z  (4.51) 

denkleminin özel çözümünü elde etmektir. Bu durumda özel çözümün içerisinde 

ba ms z de keni içeren belirli integral olacakt r. imdi 

2 1 1 0f z z f z zf z  (4.52) 

denklemini dikkate alal m ve 
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2

1

1
t

z

t

f z t g t dt  

dönü ümünü yapal m. Bu dönü ümde 1t  ve 2t  belirlenmesi gereken sabit, g t  ise 

belirlenecek fonksiyondur. Bu dönü üm (4.52) denkleminde yerine konulursa 
2 2 2

1 1 1

1 11 0
t t t

z z z

t t t

t g t dt z t g t dt z t g t dt  

ve buradan 
2 2

1 1

1 2 1 1 0
t t

z z

t t

t t t g t dt z t t g t dt  

elde edilir. kinci integralin k smi integralinin alal m 
2 2

2

1
1 1

1 1 1 1 .
t t

tz z z
t

t t

dz t t g t dt t g t t t t g t dt
dt

 

Bu denklem düzenlenirse 
2

2

1
1

1 2 . 1 1 0
t

tz z
t

t

dt t t g t t t g t dt t g t t
dt

 

elde edilir. g t ’yi belirlemek için bu denklemde  

1 1 0dt t g t t t g t
dt

 (4.53) 

2

1
1 0

tz
t

t g t t  (4.54) 

olacak ekilde 2t ve 1t ’i seçeriz. Bu durumda 

1 tt g t e  ya da 1tg t e t  

(4.53) denklemini sa lar ve böylece (4.54) denklemi 
2

1
0

tt z
t

e t  

olur. 2t  ve 1 0t  ise z  pozitif yar  düzlemde herhangi bir yerde olabilir. 

Böylece (4.52) denkleminin bir çözümü 

1

0
1z tf z t e t dt  (4.55) 

olur. 
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Do rulama: (4.55) denklemi (4.52)’de yerine yaz rsa, 
1 1

1

0 0

1

0

1 1 1 1
1 1

1 0

z t z t z t
z z t

t z z

t e z t e zt e
dt t t zt t e dt

t t

e t zt dt z z

 

elde edilir. 

Sonuç: (4.52) denklemi  

2 1 1 0f z f z z f z f z  

gibi yaz labilir. Böylece bu denklemin çözümü 

1f z f z C z z  

olur. Daha genel ekilde (4.51) fark denkleminin çözümünü bulmak için 
2

1

1
t

z

t

f z t g t dt  (4.56) 

dönü ümü (4.51) fark denkleminde yerine yaz rsa 
2 2

1 1

1 1 1 0
t t

z z z z z

t t

t bt dt g t dt z at ct g t dt  (4.57) 

elde ederiz. imdi 
2 2

1 1

2
2

1
1

1 1
t t

z z z

t t

t
tz z

t
t

z at ct g t dt z t at c g t dt

dt at c g t t at c g t dt
dt

 (4.58) 

smi integrali al p (4.58) denklemi (4.57)’nin ikinci terimi yerine yaz rsa 
2

2

1
1

1 2 0
t

tz z
t

t

dt t bt d g t t at c g t dt t at c g t
dt

 

elde edilir. imdi  

2 0dt bt d g t t at c g t
dt

 (4.59) 

olu turmak için 
2

1
0

tz
t

t at c g t  (4.60) 

1,g t t  ve 2t ’yi seçeriz. Bu durumda denklem (4.59) denklemi 

2d at c g t at c g t t bt d t at c
dt
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halini al r. Bu denklem birinci mertebeden diferansiyel denklem olup 
2 2t bt d at ct dtat c g t e  

denkleminde i lem kolayl  için integral içindeki ifadeyi 

2 2t bt d at ct A B t C at c  

eklinde basit kesirlere ay rabiliriz. Burada 
2 21 , ,A a B d c C abc c a d ac  

olur. Böylece  
2 2 2

. c da abc a ct a d cat c g t e t t c a  

ve (4.54)’den 

22 2 2

1

0
t

c da abc a ct a d c

t
e t t c a  

bulunur. 1t  ve 2t bu ko ulu sa layacak ekilde seçilirse o zaman 

2

1

1
t b c a d

z d c t a a c

t

f z t e at c dt  

ifadesi (4.51) denklemini sa lar. O halde bu denklem (4.51) denkleminin çözümüdür. 

Örnek: 2 2 1 1 1 0f z z f z z f z  denklemini çözelim. 

Burada 2, 2, 1, 1a b c d ’dir. Böylece 

2

1

1 22 1. . 1 2 0
t

t z

t
e t t  

olmas  gerekir. Böylece z  düzlemin 1z ’in sa  taraf nda kald ndan 2t  ve 

1 1 2t  seçebiliriz ve çözüm 

1
2

1
2

2 1
2

z tf z t e t dt  

olarak bulunur. 

4.2.6 Ba lang ç ve s r de er problemlerinin çözümü 

Bu bölümde Bereketo lu ve Kutay (2011) kayna  yard yla ikinci mertebeden 

lineer self-adjoint fark denklemleri kapsayan s r de er problemleri ele al nacak ve 

çözümleri bulmak için Green fonksiyonu in a edilecektir. 
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Tan m (Self-adjoint): kinci mertebeden lineer self-adjoint fark denklemi 

11 0n np n f q n f  (4.61) 

olarak tan mlan r; burada p n  fonksiyonu , 1 , 1, , 1a b a a b  aral nda 

ve pozitif de erli q n  fonksiyonu 1, 1a b  üzerinde tan ml r. 

Bu denklem aç k olarak 

1 11 0, 1, 1n n np n f c n f p n f n a b  (4.62) 

biçimindedir; burada 

1c n q n p n p n  (4.63) 

dir. Tersine olarak, p n  fonksiyonu , 1a b  üzerinde pozitif oldu u sürece (4.62) 

denklemi 

1q n c n p n p n  (4.64) 

olmak üzere (4.61) formunda yaz labilir. Genel olarak, 

1 1 0n n nn f n f n f  (4.65) 

denklemi, , 1n a b  için 0n  ve 1, 1n a b  için 0n  olmak üzere 

(4.61) self-adjoint formunda gösterilebilir. (4.65) denkleminin iki yan  pozitif bir 

n  fonksiyonu ile çarp rsa, 

1 1 0n n nn n f n n f n n f  

bulunur. Bu denklemin (4.62) self-adjoint formunda olmas  için  

n n p n  ve 1n n p n  

sa lanmal r. Buradan birinci mertebeden  

1 , ,
1

n
n n n a b

n
 

fark denklemi ortaya ç kar. Bunun çözümünü ise Bölüm 4.1.1’den 
1

1

n

i a

i
n

i
 

elde ederiz. Burada  herhangi bir pozitif sabit olup sadelik için 1  al rsa  
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1

1

n

i a

i
p n n

i
 

ve (4.64)’den  

1q n n n p n p n  

oldu undan (4.65) denklemi (4.61) denklemine e de erdir. 

Örnek: 2n  olmak üzere 

2

1 11 0
1n n n

nn f n f f
n

 

fark denklemini self-adjoint formda yazmak için 
1

2

1 2 ! 1
n

i

n i n n  

fonksiyonu hesaplan r. Buna göre yeni denklemin katsay lar  

2

2 2

1 1 ,

1 1
1

1 1 1 1

p n n n n

nq n n n n n
n

n n n n n n n

 

dir. Böylece verilen denklemin self-adjoint formu 
2

11 0n nn f n f  

olarak bulunur. 

Öte yandan (4.62) denklemi 1nf  ve 1nf ’e göre tek olarak çözülebildi inden, bu 

denklemin 

0 0 1,n nf A f B  

ba lang ç ko ullar  sa layan bir tek çözümü vard r ve bu çözüm 

, 2 , 1, , 2a b a a b  üzerinde tan ml r; burada 0 , 1n a b  olup A  ve B

sabitlerdir. Benzer iddia (4.65) denklemi yerine kar k gelen homojen olmayan 

denklem için de do rudur. Bununla birlikte, 
2

1 0 22 0, ,n nf f f A f B  

r de er problemi 0A B  için sonsuz say da çözüme sahip iken 0A  ve 

0B  halinde hiçbir çözüme sahip de ildir. 

imdi  

, 2 üzerinde tan ml reelde erli fonksiyonlarS a b  
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kümesi üzerinde tan ml  olan  

11 , 1, 1n n nLf p n f q n f n a b  (4.66) 

operatörünü göz önüne alal m. Buna göre (4.61) denklemi 0nLf eklinde olur. 

imdi homojen olmayan ba lang ç de er problemlerini çözerken kullanaca z 

Cauchy fonksiyonundan söz edelim. 

Tan m (Cauchy fonksiyonu): , , 2, 1 1n sf a n b a s b  fonksiyonu her bir 

sabit 1, 1s a b  için 

, 0,n sLf  , 1,
10,s s s sf f

p s
 

ba lang ç de er problemini sa yorsa, o zaman ,n sf  fonksiyonuna (4.61) 

denkleminin Cauchy fonksiyonu denir.  

Örnek: 11 0np n f  fark denkleminin Cauchy fonksiyonunu bulal m. 

Cauchy fonksiyonunun tan ndan 

1,1 0, 1, 1n sp n f n a b  

yaz r. Buradan 1, 2n a b  için 

1,1 n sp n f s  

eklinde s  sabiti var demektir. Bu sabit 1n s  için 1s  dir. imdi n  

yerine 1n  al rsa, 

,
1

n sf
p n

 

bulunur. ki taraf, n s  olmak üzere, s  den 1n ’e kadar toplan rsa, 
1

, ,
1n

n s s s
i s

f f
p i

 

kar. , 0s sf  oldu undan Cauchy fonksiyonu n s  için 

1

,
1n

n s
i s

f
p i

 

biçiminde elde edilir. Özel olarak, 2
1 0nf  fark denklemi için Cauchy fonksiyonu 

,n sf n s ’dir. 
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Teorem: Lineer ba ms z çözümleri 1
nu  ve 2

nu  olan (4.61) denkleminin Cauchy 

fonksiyonu 
1 2 1 2

, 1 2 1 2
1 1

2, 1 1s s s s
n s

n n s s

u u u u
f p s a n b a s b

u u u u
 

dir. 

Örnek: 11 0np n f  denkleminin çözümleri 
1

1 2 11,
n

n n
i a

u u
p i

 

oldu una göre Cauchy fonksiyonu 
1 1

1

, 1

1 11 1
1

1 11 1

s s

ni a i a
n s n s

i s

i a i a

p i p i
f p s

p i
p i p i

 

dir. 

Teorem (Sabitlerin de imi formülü):  

1, 0, 0, 1, 1n n a aLf g f f n a b  

ba lang ç de er probleminin çözümü 

,
1

, , 2
n

n n s s
s a

f f g n a b  

dir. Burada ,n sf , 0nLf  için Cauchy fonksiyonudur. 

Örnek: 2
1 0 1, 0nf n f f  ba lang ç de er problemini çözelim. 

Sabitlerin de imi formülü ve özel olarak 2
1 0nf  fark denklemi için Cauchy 

fonksiyonu ,n sf n s  oldu undan çözüm; 

3

1

1
6

n

n
s

f n s s n n  

olarak bulunur. 

Sonuç: 1, , , 1, 1n n a aLf g f A f B n a b  ba lang ç de er probleminin 

çözümü 

,
1

n

n n n s s
s a

f u f g  
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dir. Burada nu  fonksiyonu 10, ,n a aLu u A u B  ba lang ç de er probleminin 

çözümü olup ,n sf  ise 0nLf  denklemi için Cauchy fonksiyonudur. 

Tan m (diskonjuge): 1, 1a b  üzerinde 0n  olmak üzere 

1 1 0n n nf n f n f  

denklemi verilsin. 1, 1n a b için 

2 0r n r n  (4.67) 

olacak ekilde bir 0r  say  varsa, o zaman (4.67) denklemi , 2a b  üzerinde 

diskonjugedir denir. 

Örnek: 1 12

1 1 0
4n n nf f f

n
 denklemi 2,  üzerinde diskonjugedir. 

Gerçekten 2
2

1 1
4

h r r r
n

 olup 1,  boyunca 2

1 1 0
2

h
n

’d r. 

Tan m (Lineer S r-De er Problemi): 1 2 2a n n b  olmak üzere, nf  

1, 1a b  üzerinde tan ml  bir fonksiyon, A  ve B  reel sabitler olmak üzere 

1 2
, , 1, 1n n n nLf g f A f B n a b  

ile tan ml  probleme r de er problemi denir. 

Lineer homojen s r de er problemlerinin a ikâr olmayan çözümlere sahip olup 

olmamas  durumu matematiksel fizi in en önde gelen bir ara rma konusudur. Bu 

mda ise bir homojen problemin a ikâr olmayan çözümlere sahip olabildi ini 

lineer s r-de er probleminde gösterece iz. 

Teorem: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise o zaman  

1 2
, , , 1, 1n n n nLf g f A f B n a b  

r-de er problemi bir tek çözüme sahiptir. 

Sonuç: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise o zaman homojen 

20, 0, 0n a bLf f f  

r de er probleminin tek çözümü 0nf ’d r. 

Sonuç: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise o zaman 
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2, 0, 0n n a bLf g f f  

r de er problemi bir tek çözüme sahiptir. 

Tan m (Green fonksiyonu): daki ko ullar  sa layan ,G n s  fonksiyonuna  

20, 0, 0n a bLf f f  

homojen s r de er problemi için Green fonksiyonu denir: 

i. , , 2, 1 1G n s a n b a s b  üzerinde tan ml r. 

ii. , , 1 1, 1 1nsLG n s a n b a s b  dir; burada ns  Kronecker 

deltas r. 

iii. , 2, 0, 1 1.G a s G b s a s b  

Teorem: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise o zaman 

20, 0, 0n a bLf f f  homojen s r de er problemi için i-iii ko ullar  

sa layan bir tek ,G n s  Green fonksiyonu vard r. 

Teorem: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise, o zaman  

20, 0, 0n a bLf f f  

eklinde homojen s r de er probleminin tek Green fonksiyonu 
1

2,
1

2

1
2,

,1
2

,
,

,

b s n

b

b s n
n s

b

f f
n s

f
G n s

f f
f s n

f

 (4.68) 

eklindedir. Burada 1,nf  0nLf  denkleminin bir çözümüdür. 

Örnek: 1 21 0, 0, 0n a bp n f f f  denkleminin Cauchy ve Green 

fonksiyonlar  bulal m. 

1, 1,1 0 1n s n sp n f p n f s  

eklinde bir s  sabiti vard r. Bu sabit 1n s  için  1s ’dir. imdi 1n n  

al rsa , 1n sf p n  bulunur. ki taraf n s  olmak üzere s ’den 1n ’e kadar 

toplan rsa  
1

, ,
1n

n s s s
i s

f f
p i
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kar. , 0s sf  oldu undan Cauchy fonksiyonu n s  için 

1

,
1n

n s
i s

f
p i

 

elde edilir. Dolay yla bu çözüm  10, 1a af f  ba lang ç ko ullar  sa lar. Bu 

durumda 1
nf  çözümü 

1
1 1n

n
i a

f
p i

 

eklindedir. (4.68)’den n s  için 
1 1

1
2,

11
2

1 1

,
1

b n

i s i ab s n
b

b

i a

f f p i p i
G n s

f
p i

 

ve n s  için 
1 1 1 1 1 1

2,
,1

2

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1,

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

n b n b b
b s n

n s
i s i a i a i s i ab

n n b n b n

i s i a i n i a i n i s
b b

i a i a

s b

i a i n

f f
G n s f

p i p i p i p i p if

p i p i p i p i p i p i

p i p i

p i p i

1 1b

i a p i  

elde edilir. Sonuç olarak Green fonksiyonu 

1 1

1

1 1

1

1 1

,
1

,
1 1

,
1

b n

i s i a
b

i a

s b

i a i n
b

i a

p i p i
n s

p i
G n s

p i p i
s n

p i

 

eklindedir. 

Teorem: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge ise, o zaman  

2, 0, 0n n a bLf g f f  
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homojen olmayan s r de er probleminin tek çözümü 
1

1
,

b

n s
s a

f G n s g  

dir. Burada , ;G n s  20, 0, 0n a bLf f f  homojen ba lang ç de er 

probleminin Green fonksiyonu olup (4.68) ile bellidir.  

Örnek: Green fonksiyonu yard yla 2
1 0 816, 0, 0nf f f  s r de er 

problemini çözelim. 

Öncesinde özel olarak homojen 
2

1 20, 0, 0n a bf f f  

r de er probleminin Green fonksiyonu 

2
,

2,
2

,
2

n a b s
n s

b aG n s
s a b n

s n
b a

 

oldu unu belirtelim. 

imdi homojen 2
1 0 80, 0 0nf f f  için Green fonksiyonu özel olarak 

0 2 8a b,  al rsa 

8
,

8,
8

,
8

n s
n s

G n s
s n

s n
 

olur. Sorunun çözümü bir önceki teoremden 
7 7

1 1 1

3 2 3 2 2

, 16 16 , ,

7 8 15 56 8 64

n

n
s s s n

f G n s G n s G n s

n n n n n n n n
 

olarak bulunur. 

Sonuç: 0nLf  denklemi , 2a b  üzerinde diskonjuge olsun. Bu durumda 

homojen olmayan 

2, ,n n a bLf g f A f B  

r de er probleminin tek çözümü 
1

1
,

b

n n s
s a

f u G n s g  
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dir. Burada ,G n s  (4.68)’deki gibi olup nu  fonksiyonu  

20, ,n a bLu u A u B  

r de er probleminin bir çözümüdür. 

Örnek: 2
1 0 816, 2 10nf f f  s r de er probleminin çözümü  

28 64n nf u n n  
dir ve burada nu  

2
1 0 80, 2, 10nu u u  

probleminin çözümü olup 2nu n eklinde hesaplan r. O halde çözüm 

28 63 2nf n n  

olarak bulunur. 

Tan m (öz de er ve öz fonksiyon): Bazen fark denklemlerindeki ve/veya s r 

ko ullar ndaki katsay lar bir parametre kapsar ve böyle bir durumda a ikâr olmayan 

çözümler parametrenin sadece baz  de erleri için ortaya ç kabilir. te parametrenin 

bu özel de erlerine öz de er ve kar k gelen a ikâr olmayan çözümlere de öz 

fonksiyon denir. 

Tan m (Sturm-Liouville problemi63) 

kinci mertebeden lineer self-adjoint 

11 0, 1, 1n n np n f q n f r n f n a b  (4.69) 

fark denklemini ve 

1 2 1,a a b bf f f f  (4.70) 

r ko ullar  göz önüne alal m; burada  bir parametre, p n  katsay  

, 1 , 1, , 1a b a a b  üzerinde tan ml  ve pozitif de erli, q n  katsay  

1, 1 1, 2, , 1n a b a a b  için tan ml  ve r n  a rl k fonksiyonu 

1, 1a b  üzerinde tan ml  ve pozitif de erlidir. Ayr ca  ve  verilmi  reel 

sabitlerdir. (4.69)-(4.70) s r de er problemine bir Sturm-Liouville problemi denir. 

                                                
63 Bu problem ismini Frans z matematikçiler Jacques Charles François Sturm (1803–1855) ve Joseph 
Liouville (1809–1882) taraf ndan alm r. 
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Örnek: 2
1 0n nf f  denklemini 0 80, 0f f artlar  alt nda çözelim. 

imdi Sturm-Liouville probleminin öz de er ve öz fonksiyonlar  bulal m. Bu 

denklem aç k olarak 

1 12 0n n nf f f  

eklindedir. Buna ili kin karakteristik denklemi 
2 2 1 0m m  

ve karakteristik kökleri 
2

1,2

2 4
2

m  

dir. Burada 0, 4, 0, 4  ve 0 4  durumlar  ortaya ç kar. lk iki 

duruma göre 1m  ve 2m  kökleri reel ve farkl  olaca ndan denklemin genel çözümü 

1 1 2 2
n n

nf c m c m  

dir. S r ko ullar  uygulan rsa 1 2 0c c  ve dolay yla 0nf  a ikâr çözümü 

bulunur. O halde 0  ve 4  gibi say lar öz de er olamaz. Buradan 0  ve 

4  öz de er olamaz. Geriye 2 2  durumu kal r. Buna göre 

2 2cos  

seçilebilir ve dolay yla karakteristik kökler 

1,2 cos sin im i e  

eklini al r. Buradan genel çözüm 

1 2cos sinnf c n c n  

r. S r ko ullar  uygulan rsa 

1 20, sin8 0c c  

ve dolay yla 

2 0c  ve , 1, 2, ,7
8

k k  

al nabilir. O halde verilen problemin öz de erleri 

2 2cos , 1, 2, ,7
8k

k k  

ve öz fonksiyonlar  

sin , 1,2, ,7, 0,1, ,8
8

k
n

k n k n  
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dir. Bu örnekte, öz de erlerin basit olduklar  ve ayr ca öz de erlerin say  ile 

1,7 1,2, ,7  kümesindeki eleman say n ayn  oldu u vurgulanabilir. imdi, 

bu özelliklerin ve daha fazlas n genel (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville problemi için 

sa land  gösterelim. 

Teorem: (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin öz de erleri basittir. Yani  

say  (4.69)-(4.70) probleminin bir öz de eri ve 1
n  ile 2

n  ona kar k gelen öz 

fonksiyonlar ise, o zaman 1
n  ve 2

n  fonksiyonlar  , 2a b  üzerinde lineer 

ba ml r. 

Tan m (ortogonallik): Her biri 1, 1a b  üzerinde  tan ml  olan  1 2, ,n n  

fonksiyonlar  kümesi 
1

1
0,

b

i i
i a

r i  

oluyorsa, 1, 1a b  üzerinde r n  a rl k fonksiyonuna göre ortogonaldir denir. 

Burada r n , 1, 1a b  üzerinde tan ml  ve pozitif de erli bir fonksiyondur. 

Teorem: 0,1, 2,m  için ,m  (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin öz 

de erleri ve m
n  öz de erlere kar k gelen öz fonksiyonlar olsun. Bu durumda 

, 0,1,2,m
n m  cümlesi 1, 1a b  üzerinde r n  a rl k fonksiyonuna göre 

ortogonaldir. 

Teorem: 1 ve 2 , (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville probleminin öz de erleri ve 1
n  ile 

2
n  bu iki öz de erler kar k gelen öz fonksiyonlar olsun. Bu durumda 1

n  ve 2
n , 

, 2a b  üzerinde ancak ve ancak 1 2  olmas  halinde lineer ba ml r. 

Teorem: (4.69)-(4.70) Sturm-Liouville problemininin bütün öz de erleri reeldir. 

Teorem: (4.69), 20, 0a bf f  Sturm-Liouville problemi 1 2 k  

eklinde 1k b a  tane öz de ere sahiptir. 

Örnek: 2
1 2 0,n nf f 1, 1n b  denklemini 0 2 0bf f artlar  alt nda 

çözelim. 
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imdi Sturm-Liouville probleminin öz de er ve öz fonksiyonlar  bulal m. Bu 

denklem aç k olarak 

1 12 2 0n n nf f f  

eklindedir. Buna ili kin karakteristik denklem 
2 2 2 1 0m m  

ve karakteristik kökler 
2

1,2

2 2 4 8
2

m  

dir. Burada 0, 2, 0, 2  ve 0 2  durumlar  ortaya ç kar. lk iki 

duruma göre 1m  ve 2m  kökleri reel ve farkl  olaca ndan denklemin genel çözümü 

1 1 2 2
n n

nf c m c m  

dir. S r ko ullar  uygulan rsa 1 2 0c c  ve dolay yla 0nf  a ikâr çözümü 

bulunur. O halde 0  ve 2  gibi say lar öz de er olamaz. Buradan 0  ve 

2  öz de er olamaz. Geriye 2 2 2  durumu kal r. Buna göre 

1 cos  

seçilebilir ve dolay yla karakteristik kökler 

1,2 cos sin im i e  

eklini al r. Buradan genel çözüm 

1 2cos sinnf c n c n  

r. S r ko ullar  uygulan rsa 

1 1 20, cos 2 sin 2 0c c b c b  

ve dolay yla 

2 0c  ve , 1, 2, , 1
2

k k b
b

 

al nabilir. O halde verilen problemin öz de erleri 

21 cos 2sin , 1,2, , 1
2 2 2k

k k k b
b b

 

ve öz fonksiyonlar  

sin , 1, 2, ,7, 0,1, , 2
2

k
n

k n k n b
b

 

dir. 
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4.3 E Operatörü ile Çarpanlara Ayr labilen Denklemler 

Bu bölümde Kelly ve Peterson (2001) kayna ndan yararlan larak .m  mertebe fark 

denklemi E  operatörü yard yla çarpanlara ayr lmas  üzerinde durulacakt r. 

imdi 

1( ) ( 1) ( )mf x m p x f x m p x f x g x  (4.1) 

denklemini ele alal m. E er bu denklem E  operatörü yard yla 

1 1 2 2 m ma E b a E b a E b f x g x  

eklinde çarpanlara ayr labilirse genel çözüm her bir ba ml  de ken için m lineer 

fark denklemi çözülerek bulunabilir. Burada ia  ve ib ’ler sabit ya da x ’in 

fonksiyonlar  olabilir. Bunun için  

2 2 m ma E b a E b f x z x  

al r ve daha sonra  

1 1a E b z x g x  

elde edilir. Bu birinci mertebe denklem çözülerek z x  bulunur. Bu ekilde  

3 3 m ma E b a E b f x w x  

olmak üzere 

2 2a E b w x z x  

birinci mertebe denklem çözülür. Bu i lem sistematik olarak izlenirse sonunda f x  

çözümüne ula lm  olur. 

Örnek: 2 1 1 0E x E x f x  denklemini çözelim. 

Bu denklem çarpanlara ayr rsa 

1 1 0E E x f x  

elde edilir.  

1E x f x v x  

dönü ümü yap rsa 

1 0E v x  

olup, bu denklemin çözümü 1 xv x C x  olur. O halde denklem 



86 

1 1 xE x f x C x  

halini al r. Bu denklemin homojen k sm n çözümü (4.10)’dan 1D x x  olup 

birinci mertebeden de ken katsay  homojen olmayan fark denkleminin analitik 

çözümü (4.9)’dan 

1
1 1

2

x

f x D x x C x x
x

 

elde edilir. Burada C x  ve D x  periyodik fonksiyonlard r. E er x  ayr k noktalar 

kümesi üzerinde olsayd  

1

0

1
. ! . !

1 !

kx

k

f x d x c x
k

 

elde edilirdi ve burada c  ve d  keyfi sabitlerdir. 

Örnek: 2 12n n nf n f nf n  denklemini çözelim. 

Verilen denklemi E  operatörü yard yla 
2 2 nE n E n f n  

eklinde yaz labildi inden dolay  operatör yard yla çarpanlara ay p çözülebilir. 

Bu son denklemde na  ve nb ’leri bulmak için verilen denklemi  

n n nE a E b f n  

ekline çevirelim. Bu denklemin sol taraf  açarsak 

1 2 1 1 1

2 1 1

n n n n n n n n n n n

n n n n n n n

E a f b f f b f a f b f

f a b f a b f
 

elde edilir. Bu son buldu umuz denklem soruda verilen denklemin çarpanlara 

ayr lm  haline e itlenirse 

1 2,n n n na b n a b n  

itlikleri elde edilir. Buradan denklemimiz 

1 nE E n f n  

eklinde istenilen forma gelmi  olur. Bu denklemde 

n nE n f z  
al rsa 
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1

1 1
1

1

1
2

n n

n

n

E z n z n

n n
z c n c

 

elde edilir. O halde nz  yerine yaz rsa denklem 

1

1
2n

n n
E n f c  

olarak bulunur. Buradan çözüm (4.6)’dan 
11

12
2

1

1 1

1 2
1 1

1
1 ! 1 !

!

1 ! 1 11 ! 1 !
2 ! !

n

n
r

n n

r r

r r c
f n c n

r

n r r
c n c n

r r

 

elde edilir. 

4.4  ve  Operatörleri Yard yla Çözüm 

 ve  operatörlerinin tan  ve aras ndaki ba nt lar ikinci bölümde verilmi ti. 

.m  mertebe fark denkleminin homojen k sm   operatörü ile çözebilmemiz için 
2 3

2 3

1 1 2 ,
1 1 2 ,

x x x x x x
x x x

 

 operatörü tan ndaki ba nt lara ihtiyaç vard r. Ayr ca özel çözüm elde etmek 

için g x  fonksiyonunu da ia ’ler sabit olmak üzere  operatörü cinsinden 

2 3
0 1 2 3

0 1 2 31 1 2

g x a a a a

a a x a x x a x x x
 

yaz larak çözüme gidilir. Bu polinomun katsay lar  daha aç k ifade edilebilir. Yani

0x  oldu unda 0 0a g , 1x  oldu unda 1 0 1 1a f f f , 2x  

oldu unda 2
2 2 2!a f  olur. Bu ekilde devam edilerek kaynak fonksiyon 

1

0
!

nm
n

n

g n
g x g

n
 

 halinde yaz lm  olur. 

imdi .m  mertebe  

1( ) ( 1) ( )mf x m p x f x m p x f x g x  (4.1) 
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fark denklemini Levy ve Lessman (1961) kayna  yard yla  ve  operatörü 

özelliklerinden yararlanarak dört farkl  durumda inceleyelim.  

Durum 1: .m  mertebe de ken katsay  (4.1) fark denklemi 1 2, , , m  sabit 

olmak üzere 

1 2
1 2

m m m
m f x  (4.71) 

polinom formunda yaz labilmesi durumunda genel çözüm bulunabilir. E er (4.71) 

denkleminin homojen k sm  1 2, , , ma a a ’ler sabit olmak üzere 

1 2 0ma a a f x  (4.72) 

eklinde çarpanlar na ayr labiliyorsa bu durumda (4.72) denkleminin çözümü 

1

1 m
x

n n
n

f x C x a
x

 

dir. Burada nC x  birim periyotlu periyodik bir fonksiyondur. 

er (4.71) denkleminin homojen k sm  

0ma f x  (4.73) 

eklinde katl  çarpanlara ayr lm  halde yaz labiliyorsa bu durumda (4.72) 

denkleminin çözümü 
1

0

x m
n

n
n

af x C x x
x

 

dir. Burada nC x ’ler periyodik fonksiyonlard r. 

Örnek: 1 2 5 1 6 0x x f x xf x f x  denklemini çözelim. 

 operatörünün özelliklerinden yararlan larak bu denklem 

2 5 6 0f x
 
ya da 3 2 0f x  

eklinde yaz labilir ve bu denklemin çözümü 

1 2
1 3 2x xf x C x C x
x

 

olarak bulunur. Burada 1C x  ve 2C x  birim periyotlu periyodik fonksiyonlard r. 

Örnek: a sabit olmak üzere 21 2 2 1 0x x f x axf x a f x  denklemini 

çözelim. 
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 operatörünün özelliklerinden yararlan larak bu denklem 
22 22 0 0a a f x a f x  

eklinde yaz labilir ve bu denklemin çözümü 

1 2
xf x a xC x C x x  

olarak bulunur. Burada 1C x  ve 2C x  birim periyotlu periyodik fonksiyonlard r. 

Örnek: 3 21 2 2 2xf x f x x x  denklemini çözelim. 

Bu denklemin sa  taraf  3 2
0 1 2 32 2 1 1 2x x a a x a x x a x x x  

eklinde yaz p x ’e 0, 1, 2, 3  de erleri verildi inde 0 2,a  1 1,a  2 1,a  

3 1a  olarak bulunur. O halde 

3 2 3 2 22 2 2 2 1x x  

yaz labilir. Bu durumda denklemi  
22 2 1f x  

olarak  operatörü yard yla yaz lm  olur. Bu denklemin s ras yla homojen 

sm n çözümü ve özel çözümü  

22

2

1 .1 1 1 1

x
h

ö

f x C x x

f x x x x x
 

olur. O halde verilen denklemin çözümü 
22 1xf x C x x x  

olarak bulunur. Burada C x  birim periyodik fonksiyondur. 

Durum 2: .m  mertebeden (4.1) denkleminin homojen k sm  

1 2 0ma a a f x  

eklinde düzenlenebilirse çözümde eleme yöntemine gidilerek ilk önce 

0ma f x  

çözülerek i lemler devam ettirilir. Yani 

0 0

1
m m

m

a f x x f x a f x

xf x x a f x
 

olup bu son denklemin çözümü 

m mf x C x x a x  
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olup genellenirse çözüm 

1

1 m

r r
r

f x C x x a
x

 

olur. Burada rC x ’ler birim periyodik fonksiyonlard r. 

Durum 3: .m  mertebeden (4.1) denkleminin homojen k sm  0f x
 

eklinde yaz labilirse bu durumda 
2 3

0 1 2 3f x a a a a  

olmak üzere denklem 
2 3

0 1 2 1 0 1

2 3
2 3

0 1

2 3 0

n
n

n
n

a a a a a a

a a a n
 

yaz labilir. Dolay yla n n n  özelli i yard yla da denklem düzenlenir 

ve ’nun katsay lar  e itlenirse 

1 0

2 1

1

0 0,

1 0,

2 0,

0,

o

n n

a

a a

a a

a n a

 

elde edilir. E er bu e itliklerde n ’nin herhangi bir de eri s rdan farkl  ise bu 

durumda 0 1 2 0a a a  olur ve bu durumda ’nun kuvvet serisinin çözümü 

olmaz. E er n  0,1,2,3, ,n m  s rsa bu durumda  serisi 1r  terimiyle 

ba lar. Bu durumda çözüme ula lacakt r. Ancak bu sefer yak nsama problemi ortaya 

kacakt r. Örne in 1 0  için 0f x  denkleminin çözümü 

2 3 4

1

1

2 2 3 2 3 4

1 1 2 1 2 3
2 2 3 2 3 4

f x a

x x x x x x x x x
a

 

olur. Bu parantezin iç k sm  bir geometrik seri olup bu serinin genel terimi  

1 2
2 3 1n

x x x x n
a

n
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eklindedir. Yak nsakl k için oran testi n N  için 

1 1lim 1
2

n

n
n

a x n
a n

 

olmas  gerektirir. Bu oran ise n ’e göre 2n ’nin derecesine ba r. Aç kça, 

er ’nin derecesi birden büyükse yak nsak çözüm kolayca elde edilir. 

Örnek: 1 2 2 1 1 0x f x x f x xf x  denklemini çözelim. 

Öncelikle bu denklemin her iki taraf  x  ile çarp p daha sonra  ve  

operatörlerinin  
2 1 2

1

f x x x f x

f x xf x
x

 

özelliklerinden yararlan larak denklem 
2

2 2 2 2

2

2 2 1 0

2 2 0

0

f x

f x

f x

 

eklinde bulunur. Bulunan son e itlikte ss r r r  özelli i kullan rsa 

1  

yaz labilir. Bu durumda denklemimiz 
2

2

2

0

0

0

f x

f x

f x

 

halini al r. imdi geçici olarak 
2 3

0 1 2 3f x a a a a  

al p denklemde yerine yaz rsa 
2 3

0 1 2 1

2 2 2 2 2 3 2
0 1 2 3 0

n
n

n
n

a a a a
a a a a a

 

elde edilir. Buradan n n n  özelli i yard yla 
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2
0

2 2

2 2

0

1

n n

a

n

 

elde edilir. Bu e itlikler denklemde yerine yaz r ve ’nun katsay lar  e itlenirse 

2
1 0

2
2 1

2
3 2

2
1

1

2
3

n n

a a

a a
a a

a n a

 

elde edilir. Bu e itliklerden 0a  keyfi seçilmesi durumunda  

2
1 0

2 2 2
2 0

3 2 2 2
3 0

2 2 2
0

1

1 2

1 2 3

1 2n
n

a a

a a

a a

a a n

 

elde edilir. O halde çözüm 
2 2 2 2 2 3 3 2 2 2

0

2 2 2 2 3 2 2 2
0

1 1 1 2 1 2 3

1 1 1 1 2 1 2 1 2 3

f x a

a x x x x x x
 

dir. 

Örnek: 21 2 2 3 1x f x x f x xf x x  denklemini çözelim. 

Bu denklemin her iki taraf  x  ile çarp p daha sonra denklemin her bir terimi 

2 1 2

1

f x x x f x

f x xf x
x

 

özellikleri yard yla düzenlenirse denklem 
2

2 2 2 2

2 2 3

2 2 3

f x

f x  

eklinde olur. Bulunan e itli in sol ve sa  k sm  ss r r r  özelli i 

yard yla 
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2 2 2

3 2 2

23 2 2

3 2

3 3 2

1 2 1

3

f x f x f x

 

elde edilir. Bulunan bu sonuçlar denklemde yerine yaz rsa 
2 3 22 3f x  

elde edilir. imdi geçici olarak 
2 3

0 1 2 3f x a a a a  

al p denklemde yerine yaz rsa 
2 2 2 2 2 3 3 3 2 3

0 1 0 2 1 3 22 2 2 3a a a a a a a  

elde edilir. Buradan n n n  özelli i yard yla sol k m 

2 2 2 3 3 2 3
0 1 0 2 1 3 2

2 2 3 2 3
0 1 0 2 1 3 2

2 4 2 27 2 3

2 4 2 27 2 3

a a a a a a a

a a a a a a a
 

eklinde elde edilir. Bu denklemde her iki taraf n benzer terimlerinin katsay lar  

itlenirse 1,2,3,na n ’ler 0a ’a ba  olarak 

1 0 2 0 3 0 4 02 1, 4 1 4, 4 1 18, 4 1 144a a a a a a a a  

elde edilir. Burada 0a  tan ml  de ildir. Bu e itliklerde 3 0a  seçilirse 3a ’den sonra 

gelecek bütün terimler s r olur. O halde 0 1 4a  seçelim bu durumda 1 1 2a  ve 

2 1 2a  elde edilir. O halde genel çözüm 

2
21 1 1 1

4 2 2 2 4
xf x  

dür. 

Durum 4: (4.1) denkleminin a f x  eklinde yaz labildi ini 

varsayal m. Ayr ca sa  taraf bir  operatör fonksiyonu taraf ndan 1’e 

uyguland ndan x ’in bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Sembolik olarak 

yaz lan .1a  özel çözümü, kal  bir ekilde yorumlanabiliyorsa i lemin 

çözümü mümkündür. imdi a , ’nun artan ya da azalan kuvvetlerine 

göre geni letilebilir. 
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1. 1 2
0 1 2

r r ra a a a  

0 1

2

1 1 1

1 1

a x x x r a x x x r

a x x x r
 

böyle bir seri yak nsamayabilir çünkü bu seri m ’nin belli bir de erinden büyük tüm 

de erleri için 

1 1m ma x r m a  

oran testini gerektirir. Bununla birlikte e er x  negatif tamsay  olmas  ko uluyla 

rl  bir dizi olacaktir. 

2. 1 2
1 2a a a  burada  sonlu dereceli ’nun  

bir polinomudur. Terimleri 
1 2

1 2 1 2.1 1 1 2a a a x a x x  

ile verilen seriler x ’in negatif say  olmamas art yla yak nsakt r. 

4.5 Seriler Yard yla Çözüm 

Bu bölümde .m  mertebe fark denklemini Levy ve Lessman (1961) Spiegel (1971), 

Kelly ve Peterson (2001 kaynaklar ndan yararlanarak üreten fonksiyon, faktöriyel 

serisi ve bir parametreli artan ya da azalan kuvvet serileri yard yla çözece iz. 

4.5.1 Üreten fonksiyon yöntemi 

er 

1 1n m n m m nf p n f p n f g n  (4.2) 

.m  mertebe fark denkleminin 1 2, , , mp p p  katsay lar  polinom ise (4.2) denkleminin 

çözümü için bir üreten fonksiyon 

0

n
n

n
G x f x  (4.74) 

eklinde tan mlan r. Bu fonksiyon verilen denklemde yerine yaz larak çözüme gidilir. 

Örnek: 2 12 3 2 0n n nn f n f f  denklemini üreten fonksiyon metoduyla 

çözelim. 

Bu denklemi (4.74) üreten fonksiyonuna benzetmek için nx  ile çarp p 0 ’dan ’a 

toplam  al rsa 
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2 1
0 0 0

2 3 2 0n n n
n n n

n n n
n f x n f x f x  

elde edilir. Bu son bulunan e itlikte indis s rlar  denklemdeki nf  fonksiyonlar n 

indisi n  olacak ekilde ayarlan rsa 

2 1

2 1 0
2 2 0n n n

n n n
n n n

nf x n f x f x  (4.75) 

elde edilir. Ayr ca G x  fonksiyonunun birinci türevi al nd nda 

1

1

n
n

n
G x nf x  

elde edilir. imdi (4.75) denkleminin ilk terimi 

2
1

2

1n
n

n
nf x G x f

x
 

olup (4.75) denkleminin ikinci terimi 

1 1 1
0

1 1 1

22 2n n n
n n n

n n n
n f x nf x f x G x G x f

x
 

eklinde yaz labilir. Bulunan bu denklemleri (4.75) denkleminde yerine yaz rsa 

1 0
1 2 2 0G x f G x G x f G x
x x

 

ya da 
1 022
1

f fG x G x
x

 

eklinde birinci mertebeden diferansiyel denklem elde edilir. Bulunan bu son 

denklemde özel olarak 1 02f f  al p denklem çözülürse 

2

0

2
!

n
x n

n
G x e x

n
 

elde edilir. Sol taraf n kuvvet serisi aç p ayn  kuvvetteki terimlerin katsay lar  

itlenirse 

2 , 0,1, 2,
!

n

nf n
n

 

olarak bulunur. 

4.5.2 Faktöriyel serisi ile çözüm 

Bu k mda (4.2) formundaki fark denklemlerinin 

0

r
n r

r
f c n  (4.76) 
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faktöriyel serisi eklindeki çözümü ara lacakt r. Burada rc  katsay lar  

bilinmeyendir. 

Örnek: 2 11 3 2 2 1 0n n nn f n f n f  denklemini çözelim. 

Bu denklem 
21 2 0n n nn f n f f  

eklinde yaz labilir. Bu denklemin (4.76) faktöriyel seri çözümünün oldu unu 

dü ünelim. Burada 1, 2, 3,r  için 0rc ’d r. Faktöriyel fonksiyonun 

özeliklerinden biz bu e itli i 

1

0

r
n r

r
f rc n  ve 

22

0
1 r

n r
r

f r r c n  

eklinde yazabiliriz. Bu e itler denklemde yerine yaz larak 

2 2 1

0 0 0 0

1 1 2 0r r r r
r r r r

r r r r
r r c nn r r c n rc nn c n  

elde edilir. Burada toplam n s rlar  ihmal edilip faktöriyel fonksiyonunun 
1. .r r rn n n r n  

özelli i yard yla 
1 2 2

1

1 2 1

1 2 0

r r r
r r

r r r
r r

r r c n r n r r c n

rc n r n c n
 

elde edilir. Bu s ra ile rn ’nin katsay lar  toplan rsa 
2

22 1 2 0r
r rr r c r c n  

elde edilir. Bu bir özde lik oldu u için her katsay  s r olmal r. Bu denklemi 

1, 2, 3,r  için 0rc  kullan larak ve 0,1,2,3,r  için 2 0r  olmas  

art yla 2r  ile bölerek 
2

21 0r rr c c  
elde edilir. Bu denklemde 0,1,2,3,r  s ras yla verilirse 

2
2 0

2
3 1

2
4 2

2
5 3

1 0

2 0

3 0

4 0

c c

c c
c c

c c

 

elde edilir. Buradan 
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0 0 32 2 1
2 3 4 52 2 2 2 2 2 2 2, , , ,

1 2 3 1 3 4 2 4
c c cc c cc c c c  

katsay lar  elde edilir. Bu katsay lar seride yerine yaz rsa 
2 4 6 3 5

1
0 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21

1 1 .3 1 .3 .5 2 .4 2 .4 .6n
n n n n nf c c n  

çözümü elde edilir. 

4.5.3 Bir parametreli artan veya azalan kuvvet serilerine aç m 

Belirli ko ullar alt nda  

2 , 1 , 0f x p x f x q x f x  

formunda ikinci mertebeden lineer fark denklemini sa layan  
2

0 1 2f x f x f x f x  

veya 

0 1 22

1 1f x f x f x f x  

eklinde çözümler bulmak mümkündür. Burada  denklemde görülen bir 

parametredir.  

imdi birkaç örnekle bu metodu anlatal m. 

Örnek: 2 0xf x a f x  denklemini ele alal m. Bu denklemde  

2
0 1 2f x f x f x f x  

yaz rsa 

2 2 2 2 2
0 1 2 0 1

x xf x f x f x a f x a f x  

elde edilir. Bu denklemde ’n n katsay lar  e itlenirse 
2

0 0

22
1 0 1

32 22 2 2 2
2 2

0 1

1

1 1 1

x x

x x

f x f x

f x a f x f x a a

f x a a f x a a a  
olur. Buradaki ikinci e itli i anla labilir olmas  için toplam sembolü yard yla 
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1 1 1

1 1 1 22

1

1 1

x
x x

x x

af x a f x a C x
a

a af x xC x xC x C x
a a

 

yaz r. Benzer ekilde di er denklemler de bulunup seride yerine yaz rsa  
2 2

2 2 2 22 22 2
1

1 1 1 1 1 1

x x r rx

r

a a af x
a a a a a a

 

elde edilir. Bu seri 1a  olmas art yla tüm x  ve  için yak nsakt r. E er 1a  

ise 1xa  olacak biçimde x ’in öyle de erleri için bu seri yak nsar. 

Örnek: 1 2 2 1 1 2 2 1 0x x x a f x x x x a  

ya da 

2 2 2 2 2 3 1 1 1 0x a f x x a f x x f x  

denklemlerini dikkate alal m. Burada a  tamsay r.  
2

0 1 2f x f x f x f x  

yaz rsa buradan  

01 2 2 1 0x x x a f x  

olup 0 1f x  elde edilir. Devam edilirse  

11 2 2 1 1 2 1x x x a f x x x a  

denklemi için 1 1 2 2 2f x x x a  elde edilir. Bu i lemlere devam edilirse 

1

1 2 1
1 1

2.4 2 2 2 2 2
r r

r

x x x r
f x

a a a r
 

olup bu seri 1 olmas art yla tüm x  ve n  için yak nsakt r. Bu seri aJ x  

serisine yani 

2 2 2 4

1
2 ! 2 2 2 2.4. 2 2 2 4

a a

a a

x x xJ x
a a a a

 

serisine benzer oldu u hemen görülür. 
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4.6 Z Dönü ümü Yard yla Çözüm 

Z  dönü ümü lineer fark denklemlerini çözmek için alternatif metod sa layan üreten 

fonksiyona benzer bir yöntemdir. Bu konu hakk nda daha detayl  bilgi almak 

istenirse Kelly ve Peterson (2001) kayna ndan yard m al nabilir. 

Tan m ( Z  Dönü ümü): Bir nf  serisinin Z  dönü ümü 

0

n
n n

n

fF z f
z

Z  (4.77) 

kompleks de kenli F z  fonksiyonu taraf ndan tan mlan r. z R  için 
0

n
n

n

f
z

 

yak nsak olacak ekilde 0R  say  varsa Z  dönü ümü vard r denir.  

Tan m (üstel s rlama): er 0n  için 0M  ve 1c  olacak ekilde öyle 
n

nf Mc  varsa nf  dizisine üstel s rland lm  denir. 

Teorem: er nf  serisi üsten s rland lm  ise nf  serisinin Z  dönü ümü vard r. 

Teorem: E er ng  serisi üstel s rland lm sa .m  mertebeden sabit katsay  

1 1 2 2n m n m n m m n nf p f p f p f g  

fark denkleminin her bir çözümü üstel s rl r ve bu denklemin Z  dönü ümü 

vard r. 

Teorem (lineerlik): a  ve b  sabit olmak üzere z , U z  ve V z ’nin al lagelmi  

bölge içinde 

n n n nau bv a u b vZ Z Z  

dir. Burada U z  ve V z  ras yla nu  ve nv ’nin Z  dönü ümleridir. 

Teorem: er z r  için nF z fZ  ise o halde z r  için 

1 1
m

m m m
n m

d Fn m f z z
dz

Z  (4.78) 

dir. 1m  için 

nnf zF zZ  

elde edilir. 
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Teorem: n  pozitif tamsay  için 
1

0

m
m m i

n m n i
i

f z f f zZ Z  

dir ve  
0, 0 1
1,n

n m
u m

m n
 

olmak üzere 
m

n m n nf u m z fZ Z  

dir. 

Teorem (Ba lang ç de er ve son de er teoremi): 

a. er z r  için F z  varsa bu durumda 0 z
f lim F z  vard r. 

b. er 1z  için F z  varsa ve 1z F z , 1z ’de analitikse bu durumda 

1
1nn z

lim f lim z F z  dir. 

Tan m (Konvolüsyon): ku  ve kv  iki dizi olmak üzere bu iki dizinin 

konvolüsyon çarp  

0

*
k

k k k m m
m

u v u v
 

eklindedir. 

Teorem (Konvolüsyon teoremi): E er z a  için U z  ve z b  için V z  varsa 

buradan z max a,b  için .n nu v U z V zZ  dir. 
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Tablo 4.1 Baz  fonksiyonlar n Z  dönü ümleri 

                nf                                                  nf F zZ  

2

32

1

2

2

2

2

2

2

1

0

1 1

1

1 1

! 1

sinsin
2 cos 1

coscos
2 cos 1

sinhsinh
2 cosh 1

coshcosh
2 cosh 1

1, 1
0,

0, 0 1
1, 1

n

mm

n m

m

n

n

n

i
i

z z

a z z a

n z z

n z z z

n m z z

z aan
z z a

z z aan
z z a

z aan
z z a
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Örnek: 1 01 50 0 1n nn f n f f  denklemini çözelim. 

Bu denklemin her iki taraf  Z  dönü ümünü alal m. Buradan 

50 0nz nf F z zF zZ  

elde edilir. Düzenlenirse (4.78) denklemi yard yla 
2 50

50 50 50
1 1

ln 50ln 50ln 1 ln

z F z zF z F z

F z
F z z z z z

F z z z c

 

elde edilir. Buradan 
501 .zF z c

z
 

olur. Ba lang ç ko ullar  uygulan rsa 
501lim lim 1 1

z z

zF z c
z

 

elde edilir. Daha sonra ters dönü üm al rsa 

50
nf n

 

elde edilir. 

Örnek: 2 0 110.3 , 0 0n
n nf f f f  denklemini çözelim. 

(4.78) yard yla bu denklemin Z  transformu 

2 2
0 1

10
3

Z Zn n
zz f f z f z f

z  
olup denklem düzenlenirse ve basit kesirlere ayr rsa 

2 22

2

2 2

2
2 2

2 2
2 2

10 1 3
3 1 3 13 1

3
3 1 1

cos sin3
3 2 cos 1 2 cos 1

n
z A Bz C zf z z

z z z zz z

z z z
z z z

z z zz
z z z z z

Z

 

elde edilir. Buradan ters dönü üm ile denklemin çözümü 

3 cos 3sin
2 2

n
n

n nf  

elde edilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNER LER 

Bu çal mada yüksek mertebeden sabit ve özellikle de ken katsay  lineer fark 

denklemleri üzerinde durulmu  olup bu denklemlerin çözümleri sürekli de ken ve 

ayr k noktalar kümesi olmak üzere iki ayr  küme üzerinde verilmeye çal lm r. 

Fonksiyonel fark denklemleri ile fark denklemlerinin çözüm yollar n farkl  oldu u 

gözlenmi  olup verilen denklemin türüne, mertebesine, çözümlerin bilinip 

bilinmemesine, homojen k sm n çarpanlar na ayr p ayr lmamas  vb. durumlara özgü 

yöntemler verilmi tir.  

Sabit katsay  lineer fark denklemleri konusunda genel ve özel çözümü veren 

yöntemler verilmi tir. Bizi genel çözüme götüren yöntemler aras nda kaynak 

fonksiyonu deneme fonksiyonu eklinde yaz labiliyorsa belirsiz katsay lar yöntemi, 

kaynak fonksiyon ters operatörler yönteminde verilen durumlara uygun ise ters 

operatörler yöntemi, kaynak fonksiyonunun ters dönü ümü al nabilirse mertebe 

dü ürme yöntemi tercihleri yap labilir. Sabit katsay  lineer fark denklemlerinin 

homojen k sm n çözümü bilindikten sonra özel çözüme bizi en kolay götürecek 

olan metod parametrelerin de imi metodudur. 

De ken katsay  lineer fark denklemleri konusunda ise daha çok denklemin 

yap na göre özel çözüm yöntemleri, mertebesine göre ise genel çözüm yöntemleri 

verilmi tir. Birinci mertebeden fark denklemlerinde genel çözüm için denklemin sol 

taraf  tam fark eklinde yaz p daha sonra ters fark al narak çözüme gidilir. kinci 

merteden denklemlerde ise bizi genel çözüme direkt götürecek bir yöntem yoktur 

ancak toplam çarpan bulunmas  durumunda tam hale getirme yöntemi kullan labililir. 

.m  mertebeden de ken katsay  fark denklemlerinde ise E  operatörü yard yla, 

denklemin her iki taraf   ve ’nin fonksiyonlar eklinde yaz labiliyorsa  ve  

operatörü yard yla ve son olarak denklemin her iki k sm n Z  dönü ümü 

al nabiliyorsa Z  dönü ümü yard yla çözüme gidilir. 

Fark denklemleri ile diferansiyel denklemler aras nda benzerlik oldu una tezimizin 

giri  k sm nda de inilmi ti. Fark denklemleri kullan larak diferansiyel 
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denklemlerdeki süreksizlik noktalar  kald labilmektedir. leriki çal malarda çe itli 

alanlarda ortaya ç kan problemlerin modellenerek lineer fark denklemlerine nas l 

uyarland  ve de bunlar n çözüm yöntemleri üzerinde durulabilir. Bununla birlikte 

sosyal bilimler, davran  bilimleri veya iktisat alan nda olu turulan problemlerin 

birço u lineer olmayan fark denklemleriyle çözülebildi inden lineer olmayan fark 

denklemleri üzerinde durulabilir. Her ne kadar bu tip problemler daha karma k 

çözümleri gerektirseler de bu çal man n devam  niteli inde böyle problemler de ele 

al nabilir.
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