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OZET

BURGERS DENKLEMININ CESITLi SONLU FARK SEMALARI iLE
COZUMLERI

PAMUKKALE UNiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANT: DOC. DR. MURAT SARI)
DENIZLI, OCAK - 2015

Bu calisma g¢ok genis .bir alandaki problemleri temsil eden ve keskin
davranisa sahip olan Burgers denklemini gzmede, yiiksek mertebeden sonlu fark
yontemlerinin genig bir yelpazesiné yer verir. Bunu gergeklestirmek igin ihtiyag
duyulan bilgisayar yazilimlart MATLAB ve MAPLE ortaminda iiretilmistir. Elde
edilen niimerik sonuglarin literatiirle ¢ok iyi bir uyum i¢inde oldugu ve hatta mevcut

galismanin, literatiirdeki bazi sonuglardan daha da hassas oldugu gozlemlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Burgers denklemi, Yiiksek mertebeden sonlu fark
yontemleri, Siireksiz ¢6ziim, Keskin davrans, Niimerik ¢6ziim




ABSTRACT

SOLUTION OF BURGERS EQUATION USING VARIOUS FINITE
DIFFERENCE SCHEMES

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. MURAT SARI)
DENIZLI, JANUARY 2015

This work analyses a broad rahge of high order finite difference schemes in
solving Burgers equation representing a large field of scientific problems and having
a steep behaviour. To achieve this aim, computer codes have been produced in

MATLAB and MAPLE. The obtained numerical results are in a very good

agreement with the literature and yet the present study is seen to be more accurate

than the literature in some cases.

KEYWORDS: Burgers equation, High order finite difference schemes,
Discontinuous solution, Steep behaviour, Numerical solution
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1. GIRIS

Uygulamali bilimlerin pek c¢ok problemini temsil eden kismi diferansiyel
denklemler uzun zamandir kullanilmaktadir. Ornegin, levhalarda ve cubukta 1s1 akist,
elektrik devrelerinde akim ya da yilikiin bulunmasi, kimyasal reaksiyonlarin
incelenmesi, telin ya da levhanin titresimleri, radyoaktif cismin bozunmasi, bir canli
toplulugunun niifus artisi; roket, fiize, gezegen ve uydu hareketlerinin belirlenmesi, s1g
sularda olusan dalga problemi gibi pek ¢ok model kismi diferansiyel denklemler ile
ifade edilmektedir. Dogadaki bu olaylarin modellenmesi genelde nonlineer kismi
diferansiyel denklemler ile yapilmaktadir. Ancak nonlineer kismi diferansiyel
denklemlerin genelde analitik ¢oziimlerini elde etmek zordur. Bu nedenle bilim
insanlari, bilgisayar alanindaki gelismelerle birlikte analitik olarak ¢oziilemeyen ya da
¢Oziimii uzun siiren problemler i¢in niimerik yontemleri gelistirmiglerdir. Gaz
dinamigi, tlrbiilans gibi ¢ogu fiziksel olayin matematiksel modellenmesinde
kullanilan Burgers denklemleri, analitik olarak ¢dziilebilen birkag¢ lineer olmayan

kismi diferansiyel denklemlerdendir.

Burgers denklemi, lineer olmayan terime ve kiiciik katsayili yiiksek
mertebeden tiireve sahip oldugundan, tam ¢oziimii son derece zor olan ve tiirbiilansi
modelleyen Navier-Stokes denkleminin 6zel bir halidir. Bundan dolayi, Burgers
denklemi ¢ogunlukla tiirbiilans iceren sivi dinamik problemlerini ¢6zmede kullanilir.
Ancak v seklindeki kiigiik viskoz sayilari i¢in analitik ¢oziim yetersiz kalmakta, farkli
viskozite degerleri i¢in denklem parabolik ya da hiperbolik dzellikler gostermektedir.
Asagida ayrintili olarak belirtilecegi gibi, bu yiizden pek ¢ok arastirmaci, sonlu farklar,
sonlu elemanlar, smir eleman metodu gibi niimerik yontemlerle denklemi

incelemislerdir.

Karpman (1975), Burgers denklemini Navier-Stokes denkleminin 6zel bir
durumu olarak ve bu denkleme uygulanan niimerik yontemlerin kararlilik analizinde
model problem olarak kullanmigtir. Varoglu ve Finn (1980) izoparametrik uzay-zaman
sonlu elemanlarinin kullanildigr metodu gelistirmislerdir. Caldwell ve dig. (1981)

sonlu eleman yontemiyle; Evans ve Abdullah (1984) degisik sinir ve baslangig



sartlariyla verilen denklemi grup agik yontemiyle; Nguyen ve Reymann (1982)
Reynolds sayisinin biiyiik degerleri i¢in sonlu eleman metodunun en kiiclik kareler
zayif formiilasyonuyla; Ali ve dig. (1990) B-spline Galerkin yontemiyle; Ali ve dig.
(1991) Method of Lines yontemiyle s6z konusu denklem i¢in ¢6ziim liretmislerdir.
Kutluay ve dig. (2004) Burgers benzeri denklemlerin niimerik ¢oziimlerini
hesaplamak i¢in en kiigiik kareler kuadratik B-spline sonlu elemanlar metodunu
gelistirmislerdir. Kutluay ve Esen (2004%°) diger calismasinda lumped Galerkin
yontemi ve lineerlestirilmis kapali sonlu fark yaklasimiyla Burgers denkleminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Aksan (2006) 1-boyutlu Burgers denklemini
zaman ayristirma metoduyla lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniistiiriip
kuadratik B-spline sonlu eleman yontemini kullanarak ¢6zmislerdir. Dag ve dig.
(2005) denklemdeki lineer olmayan terimi lineerlestiren bir kiibik B-spline yontemi
kullandilar. Gardner ve dig. (1997) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 Petrov-Galerkin
yontemi ile; Ozis ve dig. (2003) kuadratik baz fonksiyonlarini esas alarak Galerkin
yontemi ile; Abbasbandy ve Darvishi (2005) modifiye Adomian ayristirma yontemi
ile; Javidi ve Darvishi (2005) pseudospektral yontemi ile c¢oziimlerini ortaya
koymuslardir. inan ve Bahadir (2014) Burgers denklemini iistel sonlu fark yontemiyle
¢ozerek yeni bir teknik gelistirmislerdir. Ozis ve Aslan (2005) asimptotik agilim
yontemiyle biiyiikk Reynolds sayilarini da igeren Burgers denklemini niimerik olarak
¢ozmiiglerdir. Inc (2008) Homotopi analiz metodunu kullanarak 1-boyutlu lineer
olmayan Burgers denkleminin niimerik sonuglarini vermistir. Kiibik B-spline kuasi
interpolasyon ile Burgers denkleminin nlimerik ¢dziimleri ise Zhu ve Wang (2009)
tarafindan verilmistir. Ayrica, Burgers denklemlerinin niimerik ve analitik ¢oziimlerini
elde etmede Abazari ve Borhanifar (2010) diferansiyel degisim metodunu
kullanmislardir. Kadalbajoo ve dig. (2005) Burgers denklemini ¢ézmek i¢in bir
parametreli diizgiin kapali1 fark semasini 6nermislerdir. Kadalbajoo ve Awasthi (2006)
s6z konusu denkleme Hopf-Cole doniistimii uygulayarak Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimiyla  ¢oziimler iiretmislerdir. Seydaoglu (2010) yiiksek lisans tezinde
parcalanmis 1-boyutlu Burgers denkleminin sonlu fark yontemleri ile niimerik
¢oziimlerini vermistir. Giilsu ve Ozis (2005) Burgers denkleminin niimerik
coziimlerini elde etmek icin kisith (resrictive) Taylor yaklasimini uygulayarak acik
sonlu fark yaklagimini benimsemislerdir. Kutluay ve dig. (1999) a¢ik ve tam agik sonlu
fark yaklagimlariyla; Bahadir ve Saglam (2005) sonlu farklarla lineerlestirilmis

Burgers denklemine karisik sinir eleman yontemini uygulayarak; Lin ve Zhou (2001)
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Galerkin metodu ve sonlu fark metodunu birlestiren yari-kapali zaman1 ayrigtirma
metoduyla; Hassanien ve dig. (2005) dordiincii mertebeden sonlu fark yaklagimlariyla;
Sari ve Giirarslan (2009), denkleme uygulanan altinct mertebeden kompakt sonlu fark
metoduyla; Sari ve dig. (2009), yiiksek mertebeden sonlu fark yaklagimlariyla Burgers

denklemine ¢oziimler iireterek literatiirdeki yerlerini almiglardir.

Bu ¢alismada Burgers denklemini ¢6zmek icin yliksek mertebeden sonlu fark
(SF6, SF8) ve yiiksek mertebeden kompakt sonlu fark (KSF3, KSF5, KSF6)
yaklasimlarina yer verilmistir. Ayrica bu yaklasimlarin, Lax-Wendroff, MacCormack,
upwind ve pargalanmis (Splitted) yontemler gibi farkli versiyonlari ele alinarak soz
konusu denklem niimerik olarak ayrintili bir sekilde irdelenmistir. Ydntemlerin
cikarilislar1 ayrintili olarak gosterilmis ve bazi baslangig-sinir kosullar1 dikkate
alinarak Burgers denklemine ait ¢6ziimler, ele alinan yaklagimlar ile hesaplanmuistir.
Ayrica elde edilen sonuglar var olan literatlir sonuclariyla da kiyaslanmistir. Bu

sonugclari elde etmede MATLAB ve MAPLE kodlart iiretilmistir.

Akiskanlar mekaniginde Onemli bir yere sahip olan Navier-Stokes
denklemlerinin 6zel bir sekli olan Burgers denkleminin keskin (slireksiz) davranisi da
fiziksel ve niimerik agidan yapilan onemli tartisma konularindan biridir. Burgers
denkleminin irdelenmesinde, sonlu fark yaklagimlarinin genis bir yelpazesine yer

verilmis olmasinin bu ¢aligmaya ilave bir deger kattigina inanilmaktadir.



2. BURGERS DENKLEMININ SONLU FARK
FORMULASYONLARI

2.1 Burgers Denklemi

Burgers denklemi, akigkan akilarinda, trafik modellerinde karsilasilan ¢ogu
fiziksel sistemin davranisinda, tiirblilans igeren akiskan dinamiklerindeki
problemlerin, s1g su dalgalarinin incelenmesinde sik¢a bagvurulan bir lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemdir. Denklem ilk olarak Batemon (1915) tarafindan ortaya
atilmis, daha sonra Burgers (1939) tarafindan tiirbiilans i¢cin matematiksel bir model

olarak analiz edilmistir.

Burgers denkleminin ¢ikarilisi Navier-Stokes denklemlerinden elde edilebilir.
Navier-Stokes denklemleri, hareket eden bir akiskanin hizi, basinci ve yogunlugu
arasindaki bagintiy1 ifade eder. Bu denklemler Euler denklemlerinin genel bir halidir
ve viskozitenin akiskan izerindeki etkilerini temsil eder. Navier-Stokes
denklemlerinin ifade ettigi fiziksel anlam konusundaki bilgiler i¢in, 6rnegin, Currie
(2005) nin calismasina bagvurulabilir. Akiskan maddeler, sikistirilamayan ve
sikigtirilabilen olmak iizere ikiye ayrilir. Sikistirilabilen akiskanlarin hareketleri
sirasinda zamanla yogunlukta degisim gozlemlenirken, Burgers denklemi gibi
sikistirllamayan  akigskanlarin = yogunluklarinda degisim yoktur yani sabittir.
Sikistirilamayan akiskanlarin problemleri; endiistriyel kanal akiglari, hidrolik ve hava

dinamigi gibi uygulamali bilimlerin pek ¢ok alaninda rastlanmaktadir.

Burgers denklemi, akiskanlar mekaniginden, kiitle korunumu, momentum
korunumu (Newton’un II. Kanunu) ve enerji korunumu (Termodinamigin |. Kanunu)

nu temel alarak olusturulan Navier-Stokes denklemlerinden elde edilir.

Akis alani igerisinde x, y ve z dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla u, v, w olan

u hizina sahip bir akigkan ele aldigimizda,

dp . _
i div(pu) =0



denklemi, 3-boyutlu kiitle korunumu veya siireklilik denklemidir. Ifadenin ilk terimi,
sikigtirilabilir akiskandaki bir noktada yogunlugun zamana bagli degisimi, ikinci
terimi ise kontrol hacmimizin sinirlarindan disartya dogru olan net akisi tanimlar ve
konvektif terimi olarak adlandirilir. Sikistirilamaz bir akiskan i¢in yogunluk p sabittir.

Dolayistyla yukaridaki ifade,

6u+6v+6w_0
ox dy 0z

seklini alir. Genellikle bir akigkanin i¢ enerjisi i’ nin, %pu - u birim kiitledeki kinetik
enerjisi olmak tizere

1
E=pi+§pu-u

birim hacimdeki toplam enerjiyi verir. Enerji korunumu,

0E Fap) =
E+V( u)=f

olur. f,yiizey (basing, viskoz vb.) ve govde (yergekimi, merkezkag vb.) kuvvetleri
tarafindan akigkan pargacigi elemani ilizerinde yapilan is ve 1s1 iletiminin toplam

enerjisidir. Ayrica, akiskana uygulanan momentum korunumu,

p E+u (w|=s

seklindedir. Burada s, akiskan iizerindeki kuvvetleri temsil eder. Akiskan denkleminin

genel hali;

Ju
p<E+u-V(u)> =-Vp+uV?u+s

seklindedir. Burada denklemin sol tarafindaki ilk terim zaman ivmesini, ikinci terim
konvektif ivmesini; esitligin sagindaki ilk terim, basi¢ gradientini, ikinci terim viskoz
etkisini ve li¢lincii terim s, akigkan tizerindeki kuvvetleri (yergekimi, merkezkag, vb. )
temsil eder. Akisin sikistirilamaz oldugu ve diger kuvvetlerin ihmal edildigi g6z 6niine

alinirsa



u

o +u-V(u) = vV?u

olur. Burada, % = v viskoziteyi ifade etmektedir. Burada ele alinan ifadelerin detayl

tartismasit igin Munson ve dig. (2009) basvurulabilir. Denklemin kartezyen
koordinatlardaki 3-boyutlu agilimi

—FU—+V—+W—=0| —5 +— >
ot ox oy oz ox® oy° oz

ou ou  au ou o°u 82u+62uj

—+U—+V—+W—=0| —+

v N v (v d
ot ox oy or ox*  oy* oz’

—HU—HV—+W—=0| — +— +—;
o ox oy a o2 oy o

oW oW oW oW o’w  o°w a2wj

verilebilir.

Navier-Stokes denklemlerinin verilen akigkanin herhangi bir bolgesindeki

kuvvetler dengesinin dinamik ifadesi oldugu sdylenebilir. Akiskan parcaciginin

hizinin tek bir bileseni alinirsa (V%; = W% = Oj , 0z konusu denklem
Z

ou ou o

atxw Yad
olarak elde edilir. Bu denkleme bir boyutlu Burgers denklemi denir. Bu denklem,
lineer olmayan bir boyutlu akis denkleminin biitiin davranislarini temsil eder (Cebeci
ve dig., 2005). Denklemdeki v parametresiyle konveksiyon ile difiizyon terimleri
arasindaki ¢6ziim davranis1 gozlemlenebilir. Akigkanlar dinamiginde 6nemli yer tutan
ve model denklemlerden biri olan Burgers denklemi arastirmacilarin ilgi odagi
olagelmistir. Belirli baslangi¢-sinir kosullar1 altinda problemin hem analitik hem de
nlimerik ¢oziimlerine rastlanmaktadir.

ou ou_ o

U—=v— a<x<b, t>0
ot OoX OX

tipindeki bir boyutlu Burgers denklemi,



u(at) = f,@t), t>0
ulo,t) = f,(t), t>0

sinir kosullar1 ve
ux,0)=g(), a<x<b

baslangi¢ kosullari ile birlikte verilir. Burada a ve b reel sabitler olup f,, f,ve g

fonksiyonlart ise bilinenlerdir.

Burgers denklemi igerdigi uu, lineer olmayan ifade nedeniyle giiniimiizde bir

cok arastirmacinin ilgisini ¢cekmektedir (Kutluay ve dig., 2004). Ciinkii ele alinan bazi
problemlerin analitik ¢oziimleri Fourier serisi icermekte ve serilerin ¢dziimlerinin
yavas yakinsamasi bir sorun olmaktadir. Bu nedenle iyi sonug¢lar elde etmek i¢in uzun
serilere ihtiya¢ vardir. Bundan dolayi, Burgers denklemlerinin niimerik ¢oziimleri
onemlidir. Ayrica teknolojinin gelismesiyle birlikte denklem, aragtirmacilart hassas ve
yiikksek mertebeden yaklagimlar bulmaya yoneltmis ve analitik ¢éziime daha yakin

degerler tiretilmesini saglamstir.

2.2 Yiiksek Mertebeden Sonlu Fark Yontemleri (SF6, SF8)

Bir fonksiyonun analitik ¢6ziimiiniin var olmast durumunda bu fonksiyonun
istenilen noktadaki degerini hesaplamak miimkiindiir. Fakat, analitik ¢6ziimii olmayan
fonksiyonlarin dogrudan istenilen noktadaki degerini hesaplamaya ihtiya¢ duyulabilir.
Bu tiir fonksiyonlar1 hesaplamak icin de niimerik yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemlerden biri de, giinlimiizde en ¢ok kullanilan sonlu fark yontemleridir. Bu

yontemin ¢ikariligsinda, Taylor seri agilimi akla gelir.

Yiiksek mertebeden sonlu fark yontemleri, zor ve daha ¢ok hassasiyet isteyen
problemlerin ¢oziimiinde kullanilir. Bu amagcla, bu yontemde, kullanilan nokta
sayisinin  arttirilmast goreceli olarak daha iyl sonuglarin vermesine olanak
saglamaktadir. Altinc1 mertebeden sonlu fark i¢in yedi nokta, sekizinci mertebeden
sonlu fark i¢in de dokuz nokta kullanilmaktadir. Simdi, yedi nokta ile yiiksek

mertebeden sonlu fark ¢ikarimlarini Taylor seri yaklagimiyla hesaplayalim.



Ax = h = x;,1 — x; konumdaki artis miktar1 olmak {izere N nokta iceren

kapali a < x < b araligin1 alalim. Altinc1 mertebe i¢in yedi noktaya ihtiyacimiz vardir.

Asagidaki sekil, merkezi fark yaklagimi geregince ara noktalarin nasil bulunacagini

gostermektedir. Ara nokta i¢in i dersek; geriye kalan alti noktadan i’ nin sagina i + 1,

i+2, i+ 3;soltarafadai —1, i — 2, i — 3 olacak sekilde simetrik bigimde yazilir.

Verilen noktalardaki Taylor seri yaklagimini asagidaki sekilde yazalim:

(3h)2 u— (3h)3 u"s (3h)4 U-(A) _ (Sh)s u_(5) + (3h)6 |J_(G) _ (3h)7 u_(7)
2.7 3 o4 5 6 no
oy 2N @R) L @0) (2 (20)° e (2D) )
U, =U,—2hu + 2 u; 3 u+ m u; o u + 5 u; e u;
2 3 4 5 6 7
u_, =U—hu' L ui"—h— ui’”+h— u® _m u® AL u® _ u®

2 3 4 5l 6! 7

h? h® h* h® h® h’
Uy = U +hu +—u'+—u"+—u® + —u® + —u® + —u

U =U, —3hu; +

273 T T T T
2 3 4 5 6 7
ui+2=ui+2hui’+(2h) u'+ (2h) ui+(2h) ui“‘)+(2h) ui(5)+(2h) ui(6)+(2h) u®
2 3 4 5l 6! 7
2 3 4 5 6 7
U, = U, +3hu + B ui”+(3h) U+ (3h) ui(4)+(3h) ui(5)+(3h) ui(s)+(3h) u”
2 3 4 o 6! 7

2.1)

Yukaridaki yaklasimlar iizerinde ¢esitli islemler yapilarak, ikinci mertebeden

tiirev terimi olan u;’ yalmz kalacak sekilde diger mertebeden tiirevli terimler yok

edilecektir. Bunun i¢in ilk 6nce (2.1) ifadesini en sade hale getirelim:

h* h®
Uiy +Uiy = 20, + D20+ 2—u® +2—u,
4 6l
4 6
o+ =20+ @00+ 2y 2200,
4 6
Uis +U; 5 = 2U,; +(3h)zuiﬂ+z%ui(4) +2'(32|) Ui(e).

(2.2)

Elde edilen (2.2) ifadesindeki denklemler sirasiyla a, b, c keyfi sabitleriyle

carpilip, 2. mertebeden daha yliksek mertebeli tiirevlerin yok edilmesiyle

4
aéui“‘) +b
4

2(2h)*
4

u® + 0—2(3h)4 u® =0
' 4 ’

6
a2l u® +b
o!

2(2h)°
6l

u® + C—Z(Sh)6 u® =0
1 6! I *



denklemleri olusur. Bu denklemlerden de,
a+16b+81c =0,
a+64b+729c=0.
ti¢ bilinmeyenli iki denklem elde edilir ve bir bilinmeyene keyfi deger verilerek,

a=270, b=-27, c=2

bulunur. Bu degerler (2.2) ifadesinde yerine yazilirsa, ikinci mertebe tiirev terimi i¢in

altinc1 mertebe sonlu fark yaklasimi asagidaki gibi olur:
u’ = {(2ui,3 —27u,_, +270u; ; —490u, +270u;,, —27u;,, +2ui+3)/(180h2)}—0,001785h6ui(8)
Burada, 0.0017857h6ui(8) kesme hatasidir.

Kesme hatasi, elde edilecek olan sonlu fark ¢dziimlerinin, kismi diferansiyel

denklemin analitik ¢6ziimiine ne derece iyi yaklastigini gosterir.

Yukarida ele alinan yontemler, ayn1 sekilde sinir ve sinira yakin noktalar i¢in
de gecerlidir. i = 1 sinir noktasini bulmak i¢in kendisinden sonraki alti noktaya
ihtiyag vardir. Bu noktalar i+ 1, i+2, i+3, i+4, i+5, i+ 6 scklindedir.
Yukaridaki gibi Taylor seri agilimiyla ilgili ifadeler ¢ikarilabilir:

h? h? h* h® h® h?
U, =u +hu +—u'+—u"+—u® +—u® +—u® + —ul”

2! 3 4 5 6! 7

2 3 4 5 6 7
u., =U +2hu/ + (2;) u'+ (2::) u'+ (2;) u + (2;) u® + (2;) u® + (2;) u
Ui 5 = U; +30u + (3;)2 uy+ (3;)3 u'+ (32)4 ul® + (32)5 u® + (3;)6 u'® + (3;)7 u” (2.3)

2 3 4 5 6 7
u,, = U +4hu/ + (4;) u’+ (4::) u'+ (42') u® 4+ (4;) u® 4 (42) u® 4 (4;) u®

2 3 4 5 6 7
U, = U +5hu/ . (Bh) na (5h) o (5h) u® ED) y® L (Bh) y® CD) u

2 3 4 51 6! 7

2 3 4 5 6 7

U,e =U, +6hui! + (6;) ui”+ (6:') uiw+ (GZI) ui(4) + (65h') ui(5) + (6;) ui(6) + (6;]') ui(7)

Ara degerler i¢in uyguladigimiz yontem burada da gegerlidir. ;" ikinci mertebeden

tirev yaklasimini bulmak i¢in (2.3) ifadesine gerekli cebirsel iglemler yapilarak



2. mertebeden tiirevli terimler yalniz birakilabilir. Bu amagla, (2.3) ifadesi keyfi

a,b,c,d,e, f sabitleriyle ¢arpilip,

ahu! +b(2h)u! + c(3hyu! +d(4h)u! +e(Gh)u! + f (Bhyu! =0,

a " u+b (22!) u'+c (32') +d (42.) ui'+e (52!)3 u’+ f (62!)3 u"'=0,

AL P . YT L PR . P Y

a%ui@ +b % 0O +¢ (3235 od (42)5 0O ve (5;)5 \f (62)5 4o =0,

ah ® b(2h)6 ® +C(3h)6 ® g 40" (4h)° 4 +e(5h)6 PRGN (6h)° 4® =0,
6! 6! 6! 6! 6! 6l

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemlerden de,
a+2b+3c+4d+ 5e+ 6f =0,
a+8b+27c + 64d + 125e + 216f =0,
a+ 16b + 81c + 256d + 625e + 1296f = 0,
a+ 32b + 243c + 1024d + 3125e + 7776f = 0,
a + 64b + 729c + 4096d + 15625e + 46656f = 0.

cebirsel ifadesi elde edilir. Alt1 bilinmeyenli bes denklemden olusan bu sistemin

¢oziimlerini bulmak i¢in bir tanesine keyfi deger atanir.

Bunun i¢in yukaridaki sistemi matris formatinda yazalim.

1 2 3 4 5 6

1 8 27 64 125 216
1 16 81 25 625 1296
1 32 243 1024 3125 7776
1 64 729 4096 15625 46656

Bu sistemi, Gauss eleminasyon yontemi ile eselon forma indirgersek
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1 2 3 4 5 6
0 6 24 60 120 210
0 0 22 112 340 800
00 0 1200 7320 25920
11 11 11
00 0 0 3288 23328
5 5

elde edilir. Bu matris formunu,

a+2b+3c+4d +5e+6f =0,
6b+24c+60d +120e+210f =0,
22c+112d +340e+800f =0,
1200 N 7320 - 25920

d f =0,
11 11 11
3288e+ 23328 foo.
5 5

lineer sistemine getirilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse
a=-3132, b=5265, c=-5080, d =2970, e=-972, f =137

olarak bulunur. Bu degerler (2.3) ifadesinde yerine yazilirsa, ikinci mertebe tiirev

terimi i¢in altinct mertebe sonlu fark yaklasimi asagidaki gibi olur.
u’=(812u, —3132u, , +5265u, ., —5080u, , +2970u,,, —972u, . +137u,,.) / (180h?)

Benzer sekilde, sirasiyla, i = 2, 3 sinira yakin noktalar i¢in ikinci mertebe tiirev terimi

i¢in altinct mertebe sonlu fark yaklagima,
u’=(137u,_, —147u, — 255U, , +470u,,, — 285U, ,, +93u,,, —13u. )/ (180h7)

u’=(-13u._, +228u,_, —420u; +200u, , +15u,,, —12u . +2u, )/ (180h?)

i+3 i

olarak bulunur. Benzer sekilde,i = N — 2, N — 1, N noktalar1 i¢in ikinci mertebe tiirev
terimi i¢in altinc1 mertebe sonlu fark yaklasimi ¢ikarilabilir. Sonug¢ olarak, tiim
noktalar (1 < i < N) igin ikinci mertebe tiirev terimi i¢in altinct mertebe sonlu fark

yaklagimu, sirasiyla,

11



u'= 180 h2 ——(812u; —3132u,,, +5265y,,, —5080u,,, +2970u,,,, —972u;,,. +137u,,,)

u'= 18Oh2 (137u, , —147u, —255u,,, +470u,,, — 285U, , +93u,,, —13u. ;)

u’'= 180h2 ——(-13u, , +228u, , —420u; +200u,, +15u.,, —12u. , +2u.,,)

u’= 18Oh2 (2u, ; —27u, , +270u, , —490u, +270u,,, —27u, , + 2U,, ;)

u'= 180h2 ——(-13u;,, +228u,,, —420u; +200u,_, +15u,_, —12u; , +2u,_,)

u'= 18Oh2 (137u;,, —147u, —255u, , +470u,_, —285u, , +93u,_, —13u, ;)

u’'= 180 h2 ——(812u; —3132u, , +5265u, , —5080u;_, +2970u,_, —972u, , +137u, ;)
seklindedir.

Yukarida U/ i¢in bulunan altinci mertebe yaklasim, U birinci mertebe tiirev

icin de bulunur. Ayrica, birinci mertebe tiirev terimi icin elde edilen tiim altinci
mertebeden sonlu fark yaklasim formiillerini tek bir ifade ile de gosterilebilir
(Zeytinoglu, 2010). Benzer yaklagim ile dokuz nokta kullanilarak elde edilen
(sekizinci mertebeden sonlu fark yaklasimi) yaklasimlarin katsayilar1 Taylor seri

acilimiyla hesaplanmistir ve Ek A.2’de verilmistir.

Benzer sekilde, birinci mertebe tiirev i¢in yiiksek (6. ve 8.) mertebeden sonlu

fark yaklasimlar1 Ek A.1°de verilmistir.

2.3 Yiiksek Mertebeden Kompakt Sonlu Fark Yontemleri

Kompakt sonlu fark yontemi bir kapali yontemdir. Bu ydntemin
avantajlarindan biri, bulunmasi istenilen noktanin komsu noktalarin tiirevlerinin
hesaplanmas1 ve hesaplanmaya dahil edilerek daha i1yi sonuglar vermesidir. Acik
(explicit) yontemden farkli olan bu metot, komsu noktalarin bilinmemesine bagl
olarak birden fazla bilinmeyen igermektedir. Bu tiir sistemleri eszamanli olarak

c¢oziilebilir hale getiren yaklasimlardan biri de kompakt sonlu fark yontemidir.

12



Bu alt boliimde, Taylor seri a¢ilimi1 ve merkezi fark yaklagimi ile yontemin

cikarilig1 gosterilecektir.

Ax = h = x;,;1 — x; konumdaki artis miktar1 olmak iizere N nokta igeren

kapali a < x < b araligini alalim. i noktasindaki U/ birinci mertebeden tiirev  terimi,
i noktasina yakin olan noktalarin fonksiyon degerlerine baghdir (Lele, 1992).
Lele’nin isaret ettigi gibi, ikinci ve dordiincii mertebeden U] birinci mertebe tiirev
teriminin merkezi fark yaklagimi, sirasiyla, {ui_l,ui+l} ve {ui_z,ui_l,ui+1,ui+2}
kiimelerine baglidir. Genellestirilmis yazimi ise;

u... —U. u.., —U: U..» —U:
i+1 i-1 +b i+2 i-2 +c i+3 i-3 (24)

PUL, +au +uf +aty + ful, —a T I 6h

seklindedir. (2.4) ifadesinde katsayilar arasindaki iligki, Taylor seri acilimi sayesinde
bulunup, ayni tiirev terimli katsayilar eslestirilerek hesaplanir. Bu amagcla, ilk dnce

(2.4) denkleminin sol tarafi Taylor seri acilimiyla yazilirsa,

(202" (2h)u®  (2h)*u®
2 3 a4
Py (°u®  (hy'u®
T

! ! 14
u’, =u'—2hu’+

!

u’, =u’—hu'+

birinci mertebe tiirev teriminin Taylor seri agilim1 yukaridaki gibi olur. Ayni sekilde

u;,, ve u/,, ifadeleri Taylor seri agilimiyla yazilip, @ ve S katsayilar ile birlikte

(2.4) ifadesinin sol tarafinin en sade hali,
' 2 m 2h4 (5)
Ca+2p+Du +h*(a+4p)u; +T(a +164)u; (2.5)

seklini alir. Benzer sekilde, (2.4) denkleminin sag tarafi da Taylor seri agilimiyla

yazilirsa, ifadenin en sade hali,

2 4

(a+b+c)u/ + % (a+4b+9c)u’+ % (a+16b+81c)u® (2.6)

seklini alir.
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(2.5) ve (2.6) ifadeleri birbirine esitlenip, ilgili tiirev terimlerinin katsayilar1 esitlenirse,

ikinci mertebe: (a+b+c)=1+2a+2p)

I
dordiincii mertebe: (a+2°b+3°c) = 2% (a+4p)

I
altinc1 mertebe: (a+2*'b+3%c)= 2% (a+16p)

seklini alir. (2.4) ifadesi tridiagonal ya da pentadiagonal bir sistemdir. f =0 durumu

g6z Oniine alindiginda ise sistem tridiagonaldir. Bir yaklasimi elde etmek i¢in kesilen
hata teriminin etkisi, biiyliktiir. Bu durumdan yola ¢ikilirsa, dordiincii mertebeden hata

terimi
KH = [é (a+2'b+3'c) —%(a +16ﬂ)} héy®
olur. Ayni zamanda € =0 segilirse
a:%(au) ve b:%(4a—l)

o parametresine bagli dordiincii mertebeden tridiagonal sistem elde edilir. Bu

durumlar g6z 6niinde bulundurulursa (2.4) ifadesi

auly +U +aul, :g(a polia i Ly ptie —Uie

2.7
2h 3 4h 2.7)

halini alir. Yukarida verilen kesme hatasini da  parametresine bagli olarak
_ 1 4 4 _ 2 4 4..(5) _ 4 _ 4..(5)
KH= §(a+2 b+3%c) E(a+2 A) |h'u, —5(30: Dh"u;
yazilir. Yukarida belirttigimiz gibi hata terimi yok edilirse, yani,

KH= 3(305 ~Dh*u® =0
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yaklagim altinc1 mertebeden olur. Bu, = % olmasidir. Dolayisiyla o = % oldugunda

a= 14 ve b= % olur. Bu degerler (2.7) ifadesinde yerine yazildiginda,

lu +U +1U 1( iu 7u +7U iU j
3 i-1 3 i+1 h 36 i-2 9 i-1 9 |+l 36 i+2

elde edilir. Bulunan bu ifade ara noktalar i¢in genel bir ifadedir. Benzer sekilde sinir

ve sinira yakin noktalarin yaklasimlar1 da elde edilebilir. 1 =1 noktasi igin yaklagim,

Ui +au,, =au; +bu,,, +cu,,, +du;,; +eu;,, + fu,s

seklindedir. Onceki ¢ikarilistaki gibi terimleri Taylor seri agilimiyla yazarsak

2

3
(a+2)u’ +ahu” +a2—u +0{2|u,(4)+oz:r u® =(@a+b+c+d+e+ f)u,

2
+(b+2c+3d +4e+5f)hu’+ (b +2°c+3*d +4°e+5° f)%u{'

4
+(b+2°c+3%d +4%e+5° f) u”’+(b+24c+34d +4%*e+5* f) u(“)
5

+(b+2°c+3d+4°e+5° f)%ui@

Yukaridaki sistemde ayn1 mertebeden tiirev terimlerinin katsayilari esitlenirse,

a+b+c+d+e+f =0

b+2c+3d+4e+5f =a+1

b+2°c+3°d +4°e+5°f =2a
b+2°c+3°d+4’%e+5°f =3a
b+2'c+3'd+4'e+5'f =4«

lineer sistem elde edilir.
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Burada a =5 i¢in,

a:—lg—7 b:—i c=5 d=—§ e:i f:—i
60 12 3 12 20

katsay1 degerleri bulunur. Dolayisiyla i =1 i¢in birinci mertebeden tiirev yaklagimi

, , 1( 197 5 5 5 1 )
Ui +5U;,; =+ i =5 Ui +9Ui, — U + U 5aYiss

i+l ——=U i+4
h{ 60 2 3 12 20
seklindedir. Benzer sekilde, 1 =2 igin birinci mertebe tlirev yaklagimi
2 , 2, 1( 20 35 34 7 2 1
Ui U+ Uy = ooy DU Uy DU DU — Uiy
11 11 h{ 33 132 33 33 33 132

elde edilir. Benzer diisiinceler i =N —1 ve i =N sinir noktalari i¢in de gegerlidir.

Sonug olarak 1<i<N noktalarinda, u; birinci mertebe tiirev teriminin altinci

mertebe kompakt sonlu fark yaklagimi

, ., 1( 197 5 5 5 1
u;/+%u,, =—| -——u,——-u,, +5u,, ——U;,; +—U — U,

i1~ h 60 2 i+1 i+2 3 i+3 12 i+4 20
2 , , 2 l( 20 35 34 7 2 1 j
Uit Uy = Uiy — DU Uy — U F U s — Uy
11 11 h\ 33 132 33 33 33 132
lu' +u’+}u’ —1(—iu —Zu +Zu +iu ]
3 i-1 i 3 i+1 h 36 i-2 9 i-1 9 i+1 36 i+2
, , 2, 1(20 35 34 7 2 1 J
Ui U+ Uy = U F oUW o Uy t Ui, DU s DUy
11 11 h\ 33 132 33 33 33 132
S 1[197 5 5 5 1 j
SUiy +Uf = —| —=U;j + Uiy =OUj, + Ui g =~ Uiy +——Uis
h\ 60 2 3 12 20

olarak verilir. Yukarida birinci mertebe tiirev terimi i¢in yaptigimiz ¢ikarimin benzeri

u{’, ikinci mertebe tiirev terimi igin de yapilabilir. Bu konudaki detayl tartisma i¢in

Lele (1992)’nin ¢alismasina bagvurulabilir.

16



u ikinci mertebe tiirev terimini katsay1 matrisi ile hesaplamak daha kolay bir

yontemdir. Birinci mertebe tlirev i¢in buldugumuz yukaridaki denklem sistemlerini A

ve B katsayilar matrisi olmak tizere AU’'=BU seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla U”

AU’ =BU
U’'=A"BU
U”"=A"BA'BU

seklinde elde edilir.

Bu ¢aligmanin temelini olusturan yiliksek mertebeden (SF6, SF8) sonlu fark ve
altinc1 mertebeden (KSF6) sonlu fark semalarinin ¢ikarilisina yer verilmistir. Simdi
ise bu niimerik yontemleri Burgers denklemine uygulamadan once literatiirde sikca
karsilasilan ve yukaridaki yontemlerin farkli versiyonlari denilebilecek yaklagimlara

bakalim.

2.4 Lax—Wendroff Yontemi

At=k=Yy;;,-Y; (I<j<M) zaman artimi olmak iizere, Lax-Wendroff

sonlu fark yontemi, Taylor seri agilimi ile asagidaki ifade takip edilerek,
i+l i 1 2 [ 3]
U™ =l + (U + 5 (k) +0 (k)

elde edilir (Lax ve Wendroff, 1960). Daha sonra ise bir boyutlu dalga denklemi
kullanilarak Lax-Wendroff yontemi literatiire kazandirilmistir. Bu amacla, aym
mantiktan yola ¢ikilarak yontem Burgers denklemine uygulanir. Denklemin nonlineer

kismi ele alinirsa

olur. Bu ifadeler, yukarida verilen Taylor seri aciliminda yerine yazilirsa,

. _ k2
ul™ =ul —kuu, +7(u)2uXX +.
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ifadesi elde edilir. Burada X’ e gore tiirevler yerine merkezi fark yaklasimlari yazilirsa
sistem

LK . o
ul* =u) ——ul (! (U )2 (Ul —2u) +uly)

i 2h in — U —1)+

2h?

bi¢imini alir. Son olarak, yukaridaki ifadenin Burgers denklemine uygulanmasiyla

UijJr1 = U-. —LU (U i 1)+ (UJ) (U 2U +U|+1) + kK (U|Jl _ZUJ +UH1)

i 2h i+l
elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, Lax-Wendroff yonteminin, Burgers

denkleminin sadece lineer olmayan terimine uygulanmasidir.

2.5 MacCormack Ac¢ik Yontemi

Daha c¢ok sivi akis problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan ve MacCormack
(1969) tarafindan gelistirilen ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde etkin olan bir yontemdir (Tannehill ve dig, 1997). Bu yontem, model
denklemlere Predictor-Corrector (PC) yontemiyle uygulanir. Bu nedenle 6ncelikle PC

yontemine deginilecektir.

Burada, predictor (kestirici) yontemine agik (explicit); corrector (diizeltici)

yontemine de kapali (implicit) yontem denilebilir.

Acik yontemler ile problemlerin ¢ézlimleri yapilirken, kararlilik analizinde
basarili olmak i¢in binlerce veya milyonlarca adimdan olusan yontemler kullanmak
zorunda kalinabilir ve bu durum hesaplamay: giiclestirir. Ancak, kapali yontemler ise
tam aksine ¢ok giiclii kararlilik 6zelligine sahiptir. Boylece bu iki yontemi kombine
ederek, lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerini iyilestirici bir yaklasim ortaya
konmus olur (Iyengar ve Jain, 2009). Bu yonteme, predictor-corrector yéntemi veya

PC yontemi denilmektedir.

Yontemin denkleme uygulanmasinda, dnce predictor ile [] + %) ’deki zaman

adiminin yaklasik ¢oziimler hesaplanir. Sonra da correctorda, predictorda hesaplanan
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[] + %) deki zaman adiminin yaklasik ¢éziimleri kullanilarak (] +1) "deki yaklasik
¢Oziimler bulunur.

Ayrica, bu yontemi kullanan Dey ve Dey (1983) agik predictor-corrector
yaklagimi ile Burgers denkleminin ¢dziimlerini vermislerdir. Simdi, MacCormack

acik yonteminin Burgers denklemine uygulanmasiyla

. 1
Predictor: u/™ =u) —=u) (U, —u))+= 2 (Ul —2u! +uiy)
0 [ 5 k=3 vk —
Corrector: uij+l:_ uij +Uij+l——uil+1(uij+1 uJ+l)+ uijjll u]+1 u|JJil)
2 h h? '

ifadesi elde edilir.

Sonraki boliimde, Burgers denklemine uygulanan MacCormack acgik
yonteminin niimerik c¢odziimlerine de yer verilecektir. Bu ¢o6ziimlerde, predictor-
corrector yontemlerinde kullanilmak tizere farkli yliksek mertebeden yaklasimlara

miuracaat edilecektir.

2.6 Yiiksek Mertebeden Upwind Kompakt Sonlu Fark Yontemi

Kompakt sonlu fark yontemlerini iki genis kategoriye ayirdigimizda
bunlardan biri merkezi sonlu fark, digeri de upwind sonlu fark yontemidir. Son yillarda
¢ogu arastirmaci bu yontem iizerinde ¢alisagelmislerdir. Rai ve Moin (1991), yiiksek

mertebe upwind sonlu fark yonteminin ¢ok saglam oldugu fikrinde birlesmislerdir.

Daha ¢ok akiskanlar mekaniginde kullanilan bu yontemin, tiirbiilans siv1 akis
simiilasyonlarint gdstermek icin son yillarda kullanimi artmistir. Tolstykh (1991)
atmosferdeki nem taginim denklemi i¢in besinci mertebe upwind kompakt sonlu fark
yontemini analiz etmistir. Niimerik dissipatifi daha aza indirgeyerek, konveksiyon
teriminin baskin oldugu problemleri iyi analiz edebilmek i¢in upwind yontemi
kullanilir (Zhong, 1996). Bu alt boliimde yiiksek mertebeden kompakt sonlu fark
yontemlerinin (KSF3, KSF5) cikarilis1 gosterilecektir.
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2.6.1 Besinci Mertebeden Upwind Kompakt Sonlu Fark Yontemi

u/ birinci mertebe tiirev teriminin i-inci diiglim noktasindaki merkezi sonlu

fark yaklasiminin en genel hali,

M N
. U
|+k |+k _E a'i-*—k i+k
k=—M+My+1 —N-+Ny+1

seklindedir (Carpenter ve dig, 1995). Denklemin sag tarafindaki N, i-inci diigiim

noktasini temel alarak sagindaki veya solundaki nokta sayisi, N ise tiim noktalarin

sayisidir. Benzer sekilde, esitligin sol tarafindaki M ve M, tanimlanir. Burada M > 2
oldugunda yukaridaki ifade kompakt sonlu fark yontemi, M =1 ve M,=0
oldugunda agik sonlu fark yontemi olur. N, ve M, tanimlamalarindan yola ¢ikilarak

toplam diigiim sayist,

N =2N, +1
M =2M, +1

olarak ifade edilir. Dolayisiyla,

M N p+1
2 b|+kui’+k = L aH—k i+k = hp au 1 +
h &=, (p+D! 07X

k=M,

en son hali elde edilir. Burada, p=2(N,+M,)—1. Bu nedenle, upwind yonteminin
mertebeleri her zaman tek tamsayidir. Ayrica, o sifirdan farkl ise tiim yontemler p
-inci mertebeden, « sifir ise tiim yontemler (p +1)-inci mertebeden agik yontemdir.

a , sayisal dissipasyon biiytikliigii tizerinde oldukga etkilidir ve degeri tek degildir.

Isaret edilen bu noktalardan sonra besinci mertebeden upwind kompakt sonlu

fark ifadesi,

'_\

2 ou®
b_,u',+bu'+b u' = HZ Ui —! [anJ

olarak verilebilir (Zhong, 1996).
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Gerekli islemlerden sonra,

5 5
a,=5tzx
3 6
+1=@+@a b.,, =20+5a
3 3
a =0-15 b =60
4 =—@+§ b, =20-5a
3 3
e 5
-2 3

katsayilart hesaplanir. Son olarak ara noktalarin ifadesi & =—1 igin,

S5 , 1 1( 1 8 1 2 j
SUa tU+—Uy, =~ 57U, — U + U+ U, + U,
12 4 h{ 24 9 4 3 72
bi¢imindedir.
Simdi i=1 smir noktas1 i¢in birinci mertebe tiirev teriminin besinci

mertebeden kompakt sonlu fark yaklagimini ¢ikaralim. Elde edilen bu ifade altinci
mertebe kompakt sonlu fark ¢ikarimina benzerdir.

ui’ +aui,+1 = an +bui+1 +Cui+2 +dui+3 +eui+4
ifadelerini ele alalm. Esitligin hem sagina hem de soluna Taylor seri agilimini
uygularsak,

2 3

(a+)u’ +ahu’+ a%u(# a%uf“’ =(a+b+c+d+eu,

2
+(b+2c+3d +4e)hu’ + (b +2°c +3*d +42e)%ui”

3 4
+(b+2°c+3d +43e)%ui’”+ (b+2%c+3"d +44e)%ui(‘”

elde edilir. Ayn1 mertebeden tiirevler esitlendiginde,
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a+b+c+d+e=0
b+2c+3d+4e=a+1
b+22c+3°d +4% =2«

b+2%c+3*d +4% =3

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada o =4 igin,

katsayilar1 bulunur. Dolayisiyla i =1 birinci mertebe tiirev yaklagimi

1( 37 2 2 1
U +4u, =—| ——U +=U,, +3U;,, ——U,s +-—=U,,
h\ 12 3 3 12

gibi olur. Benzer sekilde i =2 igin de yapilirsa,

1 1 1( 5 1 1 }
u_l+u + — qu — u u +u|+l+—ui+2
6 2 hi 9 * 2 18

elde edilir. Benzer diisiinceler i =N —1 ve i =N noktalar1 i¢in de gegerlidir. Sonug

olarak, 1<i< N noktalarinda u; birinci mertebe tiirev teriminin besinci mertebeden

upwind kompakt yaklagimi asagidaki gibidir:

1( 37 2 2 1
u' +4u’,, = h 12u +3u,+1+3u 3ui+3+Eui+4

1 1, 1( 5 1 1 )
Uiy TUp + S Uiy =~ =g Ui = Ui Uy + 2 Ui
6 2 hi 9 * 2 18

12
U +=U +=U, +==

—u’ +U+ u’ — U u
i-1 24 i-2 9 4 3 i+1 72 |+2j

5 1 1( 1 8
12 4" h

1, , 1, 1( 1 1 5 )
SUig TUp + 2 Uiy =~ =2 Ui —Uig + U o Uiy
2 6 h{ 18 2 9

’ 1 1 1 2 2 37
4u/, +U/ =—|——=U,_, +=U_5—3U,, —=U_ +—U,
h{ 12 3 3 12
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Altinc1 mertebeden kompakt sonlu fark yontemindeki gibi, ikinci mertebeden
tiirev terimini, katsayilar matrisi ile hesaplamak bu yontem i¢in de gecerlidir. Yukarida
yapilan islemlerin benzeri li¢lincli mertebeden upwind kompakt sonlu fark yontemine
(UKSF3) de yapilarak sinir noktalarindaki ifadeler bulunabilir. Yine ara noktalar i¢in

Zhong (1996) ¢alismasina bagvurulabilir. U/, birinci mertebe tiirev terimi i¢in tigiincii

mertebe upwind kompakt sonlu fark yaklasimi Ek B’ de verilmistir.

2.7 Parcali (Splitted) Burgers Denklemi

Parcalama yontemine Marchuk (1968) calismalarinda ¢ogunlukla yer vermis
ve daha sonra bir ¢cok bilim adamu tarafindan uygulanarak literatiire kazandirilmistir.
Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, fiziksel uygulamalari, kuantum
hesaplamalar1 gibi ¢aligmalar bu yontemin gerekliliginin ortaya c¢ikmasina katki
saglamistir. Bu yontemin avantajlarindan biri, denklemleri basit yapilara indirgeyerek

bilgisayar ortaminda yeterince hassas ¢6ziim sunmasidir.

Bu da yontemin etkin sonuglar vermesine ve uygulanabilir olmasina olanak
saglamistir (Jain ve Raja, 1979). Ayrica, s6z konusu yazarlar ¢aligmalarinda bir
boyutlu kapali sonlu fark yontemi ile Burgers denkleminin niimerik ¢éziimlerini elde

etmislerdir. Yontemin uygulanisi,
u, =, (2.8)
u, =-uu, (2.9)

seklindedir. Once (2.8) denklemi sonlu farklar yaklasimiyla,

T _ Uk(j i yul,)
Ui —UI +h_2 Uifl—zui +Ui+l

bi¢ciminde yazilir. Daha sonra elde edilen u,JT ler (2.9) denkleminde

[
J R B k FEEN A j+1
Ui~ =Uy; —%Ui (qu _ui—l)

23



seklinde yerine yazilmasiyla u'*, bir sonraki zaman adimi degerleri hesaplanir. Bu

yontemin kalitatif ve kantitatif davranisa etkisi son boliimde gdsterilip tartisilacaktir.
Ayrica yontemin SF6, SF8 ile ¢oziimleri ve Lax-Wendroff ile olan kombinasyonu ile

tiretilen niimerik ¢oziimler sonraki boliimde verilecektir.

Bu c¢alisma boyunca analiz edilen yaklasimlar, altinc1 mertebe sonlu fark,
sekizinci mertebe sonlu fark, altinct mertebe kompakt sonlu fark, altinct mertebe Lax-
Wendroff sonlu fark, sekizinci mertebe Lax-Wendroff sonlu fark, altinci mertebe Lax-
Wendroff kompakt sonlu fark, sirasiyla, SF6, SF8, KSF6, LWSF6, LWSF8 ve
LWKSF6 ile gosterilecektir.

MacCormack semas1 altinda predictor-corrector ifadelerini su sekilde
Ozetleyebiliriz: Altinct mertebe predictor ve corrector (PCl1); sekizinci mertebe
predictor ve corrector (PC2); altinc1 mertebe predictor ve sekizinci mertebe corrector

(PC3); altinc1 mertebe predictor ve altinct mertebe kompakt corrector (PC4).

Ucgiincii mertebe upwind kompakt sonlu fark (UKSF3) ve besinci mertebe
upwind kompakt sonlu fark (UKSF5) seklinde kisaltilmistir.

Altinc1 mertebe parcalanmis (splitted) yontemi (PY1), sekizinci mertebe
(PY2); altinc1 mertebe Lax-Wendroff parcalanmis yontemi (PY3) , sekizinci mertebe
(PY4) ve altinct mertebe Lax-Wendroff kompakt parcalanmis yontemi (PYY5) ile

gosterilmistir.

Bu sekilde ele alinan sonlu fark semalari, belirli baslangig-sinir sartlarina sahip
problemlere uygulanacak ve elde edilecek sonugclar literatiirde mevcut olan analitik ve

nliimerik sonuglarla karsilastirilacaktir.
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3. NUMERIK YONTEMLERIN UYGULANMASI

Nonlineer kismi diferansiyel denklem olan Burgers denkleminin, konum ( X)
ve zaman (t) olmak iizere iki bagimsiz degiskeni vardir. Bu denklem, konuma sonlu
fark yontemleri uygulayarak zamana bagli adi diferansiyel denklem big¢iminde
yazilabilir. Bu tiir denklemleri ¢6zmede kullanilan yontemlerden biri de, ¢ok fazla
hesaplama zorlugu gerektirmeyen a¢ik TVD-RKS3 (Total Variation Diminishing- third
order Runge Kutta) yontemidir. Harten (1983) tarafindan oOnerilen bu yoOntem,
kararlilik ozelligini kesinlestirmesinden otiirii bu calismada tercih edilmistir. S6z

konusu TVD-RK3 yontemi
u, = L(u)

seklinde verilmis uygun baslangi¢c kosullarina sahip adi diferansiyel denklemlerde
kullanilir. Yukaridaki ifade, denklemin sag tarafina sonlu fark yaklagimi uygulanmasi

ile elde edilir (Gottlieb ve Shu, 1998). Niimerik ¢dziimiin toplam degisimi (TV),

V()= Z|Ui+1 _Ui|

zaman i¢inde azalim gostermektedir. Yani,
VU <TV(U")
t, (k.adim)’ dan t, + At ((k +1). adim)’ ye kadar,
u® =u* +AtL(u),
0@ =3y Ly +1AtL(u(1)),
4 4 4
1, 2 2

ukt = Zuk Y@ +—AtL(u(2) )
3 3 3

ile ifade edilir ve TVD-RK3 yontemi olarak bilinir.
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3.1 Test Problemleri

Problem 1 (Giilsu, 2006): Bir boyutlu Burgers denklemini,

ou ou_ o

U—=0—>
ot OX ox*

0<x<1 ve t > 0olmak tizere,

homojen sinir sartlari ve
u(x,0)=sin(xx)

baslangi¢ sarti ile birlikte ele alalim. Baglangi¢-sinir sartlar1 altinda problemin analitik

¢Ozlimii,

8 = IeXp{—(Zﬂ'l))l [1- cos(zzx)]} dx

a = 2_1[exp{—(27w)_1 [l—cos(;zx)]} cos(nzx)dx, n=12,3,...

Fourier katsayilar1 olmak tizere, problemin tam ¢éziimii

ian exp(—n*z°vt)nsin(nzx)
u(xt)=2zv—"=2—
3, + _a, exp(—n’z’vt)cos(nzx)
n=1

bi¢imindedir.

Niimerik yontemlerle elde edilen sonuglarin analitik ¢éziimlere ne kadar yakin

oldugunu gostermek igin (Xi,t j) noktasindaki U(X,t)’ nin analitik ve niimerik

degerleri, sirasiyla U;; ve u;; olmak tizere,
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ve
L, = miax‘Uij —uij‘

hata normlar1 hesaplanacaktir.

Tablo 3.1." de , yliksek mertebeden sonlu fark (SF6, SF8) ve kompakt sonlu
fark (KSF3, KSF5, KSF6) yontemleri kullanilarak v =1, At =0.00001, h=0.1 ve
t =0.1 kosullarinda hesaplanan sonuglar, Dag ve dig. (2005) tarafindan kiibik B-spline
yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin yani sira Kutluay ve Esen (2004)
tarafindan verilen kuadratik B-spline sonlu eleman yontemi kullanilarak elde edilen
sonuglar ve analitik sonuglarla kiyaslanmustir. Tablo 3.2.” de, v=0.1, At =0.0001 ve
h=0.0125 farkli t degerleri i¢in ¢alismamizda yer alan sonlu fark semalarinin
nlimerik sonuglari, Kutluay ve dig. (2004) analiz ettigi en kiigiik kareler kuadratik B-
spline sonlu eleman metodunun sonuglar1 ile karsilagtirilmigtir. Tablo 3.3.” de,
v=0.01, At=0.0001 ve h=0.0125 farkli t degerleri i¢in elde edilen veriler,
kiyaslanabilmesi i¢in literatiirdeki analitik sonuglar ile birlikte verilmistir. Tablo
3.4.°de Burgers denklemine uyguladigimiz niimerik sonuglarin CPU (s) zamanlar
verilmistir. Ayrica, denklemin irdelenmesi i¢in uygulanan semalarin farkli v, At ve
h degerlerindeki sonuglari, goreceli olarak Tablo 3.5.de verilmistir. Coziim igin
onerdigimiz yontemlerin, karsilastirilan diger niimerik yontemlerden iyi oldugu
tablolarda goriilmektedir. Farkli t, v, At ve h degerleri igin Onerdigimiz

yontemlerden elde edilen kalitatif sonuglar Sekil 3.1 - 3.20.” de verilmektedir.
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Tablo 3.1: Problem 1 icin v =1, At =0.00001, h=0.1 ve t =0.1 niimerik ve analitik

¢Ozlimleri

X SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8 LWKSF6 PC1
0.1 0.10954 0.10954 0.10954 0.10954 0.10954 0.10954 0.10954
0.2 0.20979 0.20980 0.20979 0.20979 0.20979 0.20979 0.20979
0.3 0.29190 0.29190 0.29190 0.29189 0.29190 0.29190 0.29189
0.4 0.34792 0.34793 0.34793 0.34792 0.34793 0.34793 0.34792
0.5 0.37157 0.37158 0.37158 0.37157 0.37158 0.37158 0.37157
0.6 0.35904 0.35905 0.35905 0.35904 0.35905 0.35905 0.35904
0.7 0.30990 0.30992 0.30991 0.30990 0.30992 0.30991 0.30990
0.8 0.22781 0.22783 0.22783 0.22781 0.22783 0.22783 0.22781
0.9 0.12068 0.12070 0.12069 0.12068 0.12070 0.12070 0.12068
L, 4.200E-06 8.699E-06 5.871E-06 4.518E-06  8.357E-06 5.537E-06 5.934E-06

L, 8.276E-06 1.528E-05 1.081E-06 8.475E-06  1.508E-05 1.061E-05 9.263E-06

Tablo 3.1 (devam): Problem 1 i¢in 0 =1, At =0.00001, h=0.1 ve t =0.1 niimerik ve
analitik ¢oziimleri

X PC?2 P-C3 pP-C4 UKSF3 UKSF5 PY 1 PY 2

0.1 0.10954 0.10954 0.10954 0.10951 0.10954 0.10954 0.10954
0.2 0.20979 0.20979 0.20979 0.20981 0.20980 0.20979 0.20979
0.3 0.29190 0.29190 0.29189 0.29189 0.29190 0.29189 0.29190
0.4 0.34793 0.34792 0.34792 0.34795 0.34793 0.34792 0.34793
0.5 0.37158 0.37158 0.37157 0.37152 0.37158 0.37157 0.37158
0.6 0.35905 0.35904 0.35904 0.35902 0.35904 0.35904 0.35906
0.7 0.30991 0.30990 0.30990 0.30972 0.30990 0.30990 0.30992
0.8 0.22783 0.22782 0.22781 0.22767 0.22780 0.22781 0.22783
0.9 0.12069 0.12069 0.12068 0.12037 0.12067 0.12068 0.12070

L, 7.095E-06 9.915E-07 2.873E-06 1.235E-04  8.270E-06 3.814E-06 9.080E-06

L, 1.432E-05 1.590E-06 3.716E-06 3.126E-04  1.712E-05 7.630E-05 1.592E-05
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Tablo 3.1 (devam): Problem 1 i¢in v =1, At =0.00001, h=0.1 ve t =0.1 niimerik ve
analitik ¢oziimleri

Dag ve dig.  Kutluay ve Esen Analitik Coziim

X PY3 PY 4 PY'5 (g2005) ¢ (2%)04) (mevcut g:ghsma)
0.1 0.10954 0.10954 0.10954 0.10888 0.10935 0.109538142215944
0.2 0.20979 0.20979 0.20979 0.20847 0.20967 0.209792130868702
0.3 0.29189 0.29190 0.29190 0.28992 0.29175 0.291896324201927
0.4 0.34792 0.34793 0.34793 0.34537 0.34774 0.347923878334304
0.5 0.37157 0.37158 0.37158 0.36859 0.37132 0.371577437063746
0.6 0.35904 0.35905 0.35905 0.35589 0.35871 0.359045539553663
0.7 0.30990 0.30992 0.30991 0.30696 0.30951 0.309904963640550
0.8 0.22781 0.22783 0.22783 0.22552 0.22744 0.227817378204899
0.9 0.12068 0.12070 0.12070 0.11942 0.12032 0.120686675611833

L, 4.152E-06 8.748E-06 5.923E-06

L. 7.829E-06 1.572E-05 1.125E-05

Tablo 3.2: Problem 1 i¢in ©=0.1, At =0.0001ve h=0.0125 farkli zamanlardaki
nlimerik ve analitik ¢ozliimleri

Mevcut Calisma

X t SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8  LWKSF6 PC1 PC2

04 030889 0.30889 0.30889 0.30889 0.30889 0.30889 0.30889  0.30889
0.6  0.24077 0.24077 0.24077  0.24077 0.24077  0.24077 0.24076  0.24076

0.25
0.8 019568 0.19568 0.19568 0.19567 0.19567 0.19567  0.19567  0.19567
1.0 0.16256 0.16256 0.16256 0.16256  0.16256  0.16256 0.16256  0.16256
04 056963 056963 0.56963 0.56963 0.56963 0.56963 0.56963  0.56963
0.6 044726 0.44726 0.44726 0.44725 0.44725 0.44725 0.44725 0.44725
0.50

0.8 0.35924 0.35924 0.35924 0.35923 0.35923 0.35923 0.35923  0.35923
1.0 0.29192 0.29192 0.29192 0.29191 0.29191 0.29191 0.29191  0.29191

04 0.62544 0.62544 0.62544 0.62543 0.62543 0.62543 0.62544  0.62544
0.6 048728 0.48728 0.48728 0.48727 0.48727 0.48727 0.48728  0.48728
075 0.8 037392 037392 0.37392 037392 0.37392 0.37392 0.37392 0.37392
1.0 0.28747 0.28747 0.28747 0.28747  0.28747  0.28747  0.28747  0.28747
3.0 0.02977 0.02977 0.02977  0.02977 0.02977  0.02977  0.02977  0.02977
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Tablo 3.2 (devam): Problem 1 igin, v = 0.1, At =0.0001ve h =0.0125 farkl:
zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimleri

Mevcut Calisma

X ot PC3 PC4 UKSF3 UKSF5 PY 1 PY 2 PY 3 PY 4
0.4 0.30889 0.30889 0.30865 0.30889 0.30889 0.30889 0.30889  0.30889
0.6 0.24076 0.24076  0.24036  0.24077 0.24076  0.24076  0.24076  0.24076
0.25 0.8 0.19567 0.19567 0.19601 0.19568 0.19567 0.19567 0.19567  0.19567
1.0 0.16256 0.16256 0.16466 0.16259 0.16256 0.16256  0.16256  0.16256
0.4 0.56963 0.56963 0.56628 0.56963 0.56963 0.56963 0.56962 0.56962
0.6 0.44725 0.44725 0.44840 0.44729 0.44725 0.44725 0.44725 0.44725
050 0.8 0.35923 0.35923 0.36703 0.35933 0.35924 0.35924 0.35923  0.35923
1.0 0.29191 0.29191 0.31021 0.29210 0.29192 0.29192 0.29191  0.29191
04 0.62544 0.62544 0.61813 0.62563 0.62546  0.62546  0.62546  0.62546
0.6 0.48728 0.48728 0.51231 0.48776 0.48730 0.48730 0.48730  0.48730
075 0.8 037392 037392 0.43867 0.37469 0.37394 0.37394 0.37394 0.37394
1.0 0.28747 0.28747 0.39578 0.28850 0.28749 0.28749  0.28748 0.28748
3.0 0.02977 0.02977 -0.54246 0.02956 0.02977 0.02977 0.02977  0.02977
Tablo 3.2 (devam): Problem 1 i¢in, v =0.1, At =0.0001 ve h=0.0125 farkl1
zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimleri
At =0.0001
X ot PY5 Kuth(l;gozle) e (21382)11 Zyn;ﬁtiiig
0.4  0.30889 0.31215 0.30889
0.6  0.24076 0.24360 0.24074
025 0.8 0.19567 0.19815 0.19568
1.0 0.16256 0.16473 0.16256
0.4  0.56962 0.57293 0.56963
0.6 0.44725 0.45088 0.44721
0.50 0.8  0.35923 0.36286 0.35924
1.0 0.29191 0.29532 0.29192
0.4 0.62546 0.63038 0.62544
0.6  0.48730 0.49268 0.48721
075 0.8 0.3739%4 0.37912 0.37392
1.0 0.28748 0.29204 0.28747
3.0 0.02977 0.03038 0.02977
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Tablo 3.3: Problem 1 i¢in, v =0.01, At =0.0001 ve h =0.0125 farkli zamanlardaki
niimerik ve analitik ¢6ziimleri

X t SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8 LWKSF6

0.4 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191
0.6 0.26899 0.26899 0.26908 0.26899 0.26899 0.26908
025 0.8 0.22148 0.22148 0.22171 0.22148 0.22148 0.22171
1.0 0.18819 0.18819 0.18837 0.18819 0.18819 0.18837
3.0 0.07511 0.07511 0.07503 0.07511 0.07511 0.07503

0.4 0.66071 0.66071 0.66071 0.66071 0.66071 0.66071
0.6 0.52947 0.52947 0.52976 0.52947 0.52947 0.52976
050 0.8 0.43914 0.43914 0.43948 0.43914 0.43914 0.43948
1.0 0.37442 0.37442 0.37463 0.37442 0.37442 0.37463
3.0 0.15018 0.15018 0.15011 0.15018 0.15018 0.15011

0.4 0.91026 0.91026 0.91028 0.91026 0.91026 0.91028

0.6 0.76731 0.76731 0.76776 0.76731 0.76731 0.76776
075 0.8 0.64740 0.64740 0.64771 0.64740 0.64740 0.64771
1.0 0.55605 0.55605 0.55619 0.55605 0.55605 0.55619
3.0 0.22481 0.22481 0.22479 0.22481 0.22481 0.22479

Tablo 3.3 (devam): Problem 1 i¢in,0 =0.01, At =0.0001ve h=0.0125 farkli

zamanlardaki niimerik ve analitik ¢dziimleri

X t PC1 PC 2 PC3 PC 4 UKSF3 UKSF5

0.4 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191 0.34191
0.6 0.26899 0.26899 0.26899 0.26899 0.26899 0.26899
025 0.8 0.22148 0.22148 0.22148 0.22148 0.22148 0.22148
1.0 0.18819 0.18819 0.18819 0.18819 0.18819 0.18819
3.0 0.07511 0.07511 0.07511 0.07511 0.07511 0.07511

0.4 0.66070 0.66070 0.66070 0.66070 0.66071 0.66071
0.6 0.52946 0.52946 0.52946 0.52946 0.52947 0.52947
050 0.8 0.43913 0.43913 0.43913 0.43913 0.43914 0.43914
1.0 0.37441 0.37441 0.37441 0.37441 0.37442 0.37442
3.0 0.15018 0.15018 0.15018 0.15018 0.15018 0.15018

0.4 0.91027 0.91027 0.91027 0.91027 0.91027 0.91026

0.6 0.76731 0.76731 0.76731 0.76731 0.76732 0.76732
075 0.8 0.64739 0.64739 0.64739 0.64739 0.64740 0.64740
1.0 0.55604 0.55604 0.55604 0.55604 0.55606 0.55605
3.0 0.22481 0.22481 0.22481 0.22481 0.22481 0.22481
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Tablo 3.3 (devam): Problem 1 igin, v =0.01, At = 0.0001 ve h=0.0125 farkl
zamanlardaki niimerik ve analitik ¢oziimleri

Kutluay ve

X t PY 1 PY 2 PY 3 PY 4 PY5  oen(3004)  Analitik
0.4 034191 034191  0.34191  0.34191  0.34191  0.34183  0.34191

0.6 026899 026899 0.26899  0.26899  0.26908  0.26889  0.26896

025 08 0202148 022148 022148  0.22148 022171  0.22142  0.22148
1.0 018819 018819  0.18819  0.18819  0.18837  0.18815  0.18819

30 007511 007511 0.07511  0.07511  0.07503  0.07511  0.07511

04 06607L 066071  0.66071  0.66071  0.66070  0.66066  0.66071

0.6 052047 052947 052947 052947 052976 052938  0.52942

050 08 043914 043914 043914 043914 043948 043910  0.43914
1.0 037442 037442 037442 037442  0.37463  0.37438  0.37442

3.0 015018 015018  0.15018  0.15018  0.15011  0.15017  0.15018

04 091026 091026 0091026  0.91026 091027  0.91024  0.91026

0.6 076731 076731 076731  0.76731  0.76776  0.76721  0.76724

075 08 064739 064739  0.64739  0.64739  0.64771  0.64737  0.64740
1.0 055605 055605 055605  0.55605  0.55619  0.55603  0.55605

3.0 022481 022481 022481  0.22481 022479  0.22480  0.22481

Tablo 3.4: Problem 1 i¢in olusturulan tablolarin farkli zamanlardaki CPU(s)

sonuglar1
Tablo 3.1 Tablo 3.2 Tablo 3.3
h=01 v=1 h=0.0125 v=0.1 h=0.0125 o©=0.01
t 0.1 0.4 0.6 1 0.4 0.8 3
SF6 0.112 0.143 0.215 0.345 0.145 0.286 0.957
SF8 0.114 0.149 0.217 0.367 0.147 0.291 0.968
KSF6 0.106 0.139 0.207 0.322 0.133 0.281 0.951
LWSF6 0.155 0.186 0.285 0.461 0.182 0.367 1.404
LWSF8 0.161 0.202 0.304 0.463 0.191 0.383 1.474
LWKSF6 0.154 0.186 0.280 0.463 0.182 0.358 1.422
PC1 0.157 0.180 0.267 0.451 0.177 0.361 1.370
PC 2 0.158 0.184 0.270 0.451 0.180 0.360 1.372
PC 3 0.142 0.180 0.265 0.454 0.179 0.354 1.356
PC 4 0.136 0.177 0.263 0.437 0.180 0.348 1.348
UKSF3 0.104 0.125 0.193 0.319 0.125 0.256 0.982
UKSF5 0.106 0.129 0.201 0.317 0.131 0.257 1.006
PY1 0.124 0.149 0.216 0.350 0.140 0.285 1.076
PY?2 0.126 0.148 0.218 0.353 0.145 0.299 1.207
PY3 0.167 0.202 0.310 0.515 0.210 0.418 1.588
PY4 0.170 0.213 0.313 0.529 0.217 0.421 1.588
PY5 0.166 0.198 0.308 0.511 0.211 0.407 1.582
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Tablo 3.5: Problem 1 i¢in farkli h, At, v ve t degerleriyle elde edilen sonuglar

t=1 At =0.00001 h=0.0125
v=1 v=0.1 v=0.01

X 0.25 0.5 0.75 0.25 0.5 0.75 0.25 0.5 0.75
FD6 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
KSF6 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18837  0.37463  0.55620
LWSF6 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
PC1 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
PC3 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
PC4 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
UKSF3 NaN NaN NaN 0.16765  0.32857  0.47488 | 0.18820  0.37442  0.55606
UKSF5 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16261  0.29220  0.28900 | 0.18820  0.37442  0.55606
PY1 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
PY3 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16257  0.29192  0.28748 | 0.18820  0.37442  0.55605
Analitik 0.00004  0.00005  0.00004 | 0.16256 | 0.29192 [ 0.28747 | 0.18819 [ 0.37442 [ 0.55605

t=1 At =0.0001 v=0.01
h=0.05 h=0.025 h=0.0125

X 0.25 0.5 0.75 025 | 05 [ 075 025 [ 05 [ 075
FD6 0.18819  0.37442 055665 | 0.18819 037442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
KSF6 0.19120 0.37166  0.55869 | 0.18785  0.37412 055597 | 0.18837  0.37463  0.55619
LWSF6 0.18819  0.37442 055665 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
PC1 0.18819  0.37441 055665 | 0.18819  0.37441 055605 | 0.18819  0.37441  0.55605
PC3 0.18819  0.37441 055634 | 0.18819  0.37441 055604 | 0.18819  0.37441  0.55604
PC4 0.18830  0.37403 055752 | 0.18819  0.37441 055605 | 0.18819  0.37441  0.55604
UKSF3 0.18846 037226 056745 | 0.18819  0.37440 055549 | 0.18819  0.37442  0.55606
UKSF5 0.18829  0.37385  0.55857 | 0.18819  0.37442 055603 | 0.18819  0.37442  0.55605
PY1 0.18819  0.37442 055665 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
PY3 0.18819  0.37442 055665 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
Analitik | 018819  0.37442  0.55605 | 0.18819 [ 0.37442 | 0.55605 | 0.18819 | 0.37442 [ 0.55605

t=1 h=0.025 v=0.01
At =0.01 At =0.005 At =0.001

X 0.25 0.5 0.75 0.25 0.5 0.75 0.25 0.5 0.75
FD6 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
KSF6 0.18797  0.37431 055619 | 0.18790  0.37421 055607 | 0.18785  0.37414  0.55598
LWSF6 0.18819  0.37442 055604 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55605
PC1 0.18787  0.37383  0.55534 | 0.18787  0.37383 055534 | 0.18816  0.37436  0.55598
PC3 0.18787  0.37383  0.55534 | 0.18803  0.37413 055570 | 0.18816  0.37436  0.55598
PC4 0.18787  0.37383 055534 | 0.18787  0.37383  0.55534 | 0.18816  0.37436  0.55598
UKSF3 0.18819  0.37439  0.55553 | 0.18819  0.37440 055550 | 0.18819  0.37440  0.55549
UKSF5 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442 055605 | 0.18819  0.37442  0.55601
PY1 0.18817  0.37437 055597 | 0.18818  0.37440 055601 | 0.18819  0.37442  0.55604
PY3 0.18817  0.37437  0.55597 | 0.18818  0.37440 055601 | 0.18819  0.37442  0.55604
Analitik | 018819  0.37442  0.55605 | 0.18819 [ 0.37442 | 0.55605 | 0.18819 | 0.37442 | 0.55605
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0.0125 farkli

0.001, At=0.001ve h=

zamanlarda elde edilen UKSF3 sonuglari

Sekil 3.15: Problem 1 i¢in U

0.0125 farkli

, At=0.001ve h=

0.001
zamanlarda elde edilen UKSF5 sonuglari

Sekil 3.16: Problem 1 i¢in U
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0.4
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1.5
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—o— t
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t

1.4

1.2 S

0.0125 farkli

0.0001, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen UKSF5 sonuglari

: Problem 1 i¢in

Sekil 3.17

=0.2

—S—t

0.4

0.8
1

—b—t

4t

1.4

1.2 5t

0.0125 farkli

0.0001, At =0.0001ve h

zamanlarda elde edilen PY 2 sonuglari

Sekil 3.18: Problem 1 i¢in U
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0.0125 farkli

0.00001, At =0.0001ve h

zamanlarda elde edilen UKSF3 sonuglari

Sekil 3.19: Problem 1 i¢in U

0.1

—o— t

0.2

—b—t

0.5

——t

&t

0.0125 farkli

0.00001, At =0.0001ve h

zamanlarda elde edilen UKSF5 sonuglart

Sekil 3.20: Problem 1 i¢in U
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Problem 2 (Giilsu, 2006): Bir boyutlu Burgers denklemini,

ou ou_ o

a Ve
0<x<1ve t>0 olmak iizere,
u(0,t)=0, u(Lt)=0
homojen sinir sartlari ve
u(x,0)=4x(1-x)

baslangi¢ sart1 ile birlikte ele alalim. Baslangi¢-sinir sartlar1 altinda problemin analitik

¢ozumi,

a, = j:exp{—x2 (3v)" (3~ 2x)} dx

1
a, = 2[exp{-x (3v) * (3-2x)} cos(nzx) dx
0
Fourier katsayilar1 olmak tizere, problemin tam ¢oziimii

ian exp(—n*z°vt)nsin(nzx)
u(xt)=2zv—"=2—
3, + _a, exp(—n’z’vt)cos(nzx)
n=1

bi¢imindedir.

Tablo 3.4.” de, v=1, At=0.00001, h=0.1 ve t=0.1 kosullar1 altinda
Onerdigimiz yontemlerin sonuclari, Kutluay ve Esen (2004)’in onerdigi yaklasimin
sonuclar1 ve bu ¢aligmamizda yapilan analitik sonuglar ile karsilastirilmistir. Ayrica
Tablo 3.4’de L, ve L, hata normlar1 hesaplanmistir. Tablo 3.5." de, onerilen
yontemlerin farkli X konumu ve t zamani ile ©=0.1, At=0.00001, h=0.0125

degerleri icin elde edilen sonuglar, Giilsu (2006)’nun ¢alismasindaki problemin
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analitik sonugclar1 ile kiyaslanmistir. Sonuglarin analitik ¢éziimlerle olduke¢a iyi bir
uyum i¢inde oldugu goriilmektedir. Ayrica, Tablo 3.5.’de gozlemlenen bir diger
durum giizel ise, h=0.05 degerinde UKSF3 ve UKSF5 sonuglarinin analitik sonuca
¢ok hizli bir sekilde yaklasmasidir. Tablo 3.6.°da ©=0.01 At =0.001, h=0.01 ve
farkli X, t degerleri icin elde edilen veriler, Bahadir ve Saglam (2005)’1n calisma
sonuglari ile; Tablo 3.7.’de v =0.01, At =0.0001, h=0.0125 ve farkli1 X, t degerleri
icin elde edilen sonuclar ise Kutluay ve dig. (2004) caligmasindaki sonuclar ve
problemin analitik ¢6zlimii ile birlikte verilmistir. Bu verilen tablolar incelendiginde,
kullandigimiz yontemlerin sonuglarinin analitik sonuglara ¢ok 1iyi yaklastig
gozlemlenmektedir. Farkli t, v, At ve h degerleri i¢in 6nerdigimiz yontemlerden

elde edilen kalitatif sonuglar Sekil 3.21 - 3.42.” de verilmektedir.

Tablo 3.6: Problem 2 i¢cin v =1, At =0.00001, h=0.1 ve t = 0.1 niimerik ve analitik
¢Oziimleri

X SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8 LWKSF6 PC1
0.1 0.11289  0.11289 0.11290  0.11289 0.11289 0.11290 0.11289
0.2 0.21624  0.21626 0.21626  0.21624 0.21626 0.21626 0.21625
0.3 0.30095 0.30097 0.30097  0.30095 0.30097 0.30097 0.30096
0.4 0.35885  0.35887 0.35887  0.35885 0.35887 0.35887 0.35885
0.5 0.38340 0.38343 0.38343  0.38340 0.38343 0.38343 0.38341
0.6 0.37064 0.37066 0.37066  0.37064 0.37066 0.37066 0.37064
0.7 0.32004 0.32008 0.32007  0.32004 0.32007 0.32007 0.32005
0.8 0.23535 0.23538 0.23538  0.23535 0.23538 0.23538 0.23535
0.9 0.12470  0.12473 0.12473  0.12470 0.12473 0.12473 0.12470

L, 1.596E-05 5.153E-06 5.871E-06 1.639E-05  7.343E-06 4.813E-06 1.809E-05
o 2.276E-05 1.007E-05 1.081E-06 2.332E-05  1.514E-05 9.864E-06 2.540E-05
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Tablo 3.6 (devam): Problem 2 i¢in v =1, At =0.00001, h=0.1 ve t =0.1
niimerik ve analitik ¢oziimleri

X PC?2 PC3 PC4 UKSF3 UKSF5 PY 1 PY 2
0.1 0.11289  0.11289 0.11289  0.11284 0.11289 0.11289 0.11289
0.2 0.21625 0.21625 0.21625  0.21623 0.21625 0.21624 0.21625
0.3 0.30097 0.30096 0.30096  0.30089 0.30095 0.30095 0.30097
04 0.35886  0.35885 0.35885  0.35880 0.35885 0.35885 0.35887
0.5 0.38342  0.38341 0.38341  0.38324 0.38340 0.38340 0.38343
0.6 0.37066  0.37065 0.37065  0.37049 0.37064 0.37064 0.37067
0.7 0.32007  0.32006  0.32005  0.31972 0.32004 0.32004 0.32008
0.8 0.23538 0.23536  0.23536  0.23510 0.23534 0.23535 0.23538
0.9 0.12473  0.12471  0.12471  0.12430 0.12469 0.12470 0.12473
L, 6.239E-06 8.007E-06 1.192E-05 2.120E-04  1.821E-05 1.569E-05  8.087E-06
L 1.436E-05 1.187E-05 1.694E-05 4.199E-04  2.792E-05 2.171E-05 1.605E-05

Tablo 3.6 (devam): Problem 2 i¢in v =1, At =0.00001, h=0.1 ve t =0.1
nlimerik ve analitik ¢ozliimleri

Kutluay ve Esen

(Mevcut ¢alisma)

X PY3 PY 4 PY5 (2004) Analitik

01 011289 011289 011290 0.11269 0.112892307119675
02 021624 021625 021626 0.21611 0.216252261695909
03 030095 0.30097 0.30097 0.30078 0.300966027688440
04 035885 035887 0.35887 0.35862 0.358863264312495
05 038340 0.38343 0.38343 0.38310 0.383422636612340
06 037064 037066 0.37066 0.37025 0.370658051841435
07 032004 032008 0.32007 0.31960 0.320065880570160
08 023535 023538 0.23538 0.23494 0.235371290542476
09 012470 0.12473 012473  0.12431 0.124718122056537
L, 1612E-05 7.770E-06 5.050E-06

L,  2.230E-05 1584E-05 1056E-05
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Tablo 3.7: Problem 2 i¢in v =0.1, At =0.00001ve h =0.0125 farkh
zamanlardaki niimerik ve analitik sonuglar

X t SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8 LWKSF6
04 0317523  0.317523 0.317523 0.317523 0.317523 0.317523
0.25 0.6 0.246141  0.246141 0.246141 0.246141 0.246141 0.246141
0.8  0.199555  0.199555 0.199555 0.199555 0.199555 0.199555
1.0 0.165600  0.165600 0.165600 0.165600 0.165600 0.165600
0.4  0.584537  0.584537 0.584537 0.584537 0.584537 0.584537
0.50 0.6  0.457982  0.457982 0.457982 0.457981 0.457981 0.457981
0.8 0.367398  0.367398 0.367398 0.367398 0.367398 0.367398
1.0 0.298346  0.298346 0.298346 0.298346 0.298346 0.298346
0.4  0.645616  0.645616 0.645616 0.645615 0.645615 0.645615
0.6 0502682  0.502682 0.502682 0.502682 0.502682 0.502682
0.75 0.8 0.385336  0.385336 0.385336 0.385335 0.385335 0.385335
1.0 0.295861  0.295861 0.295861 0.295860 0.295860 0.295860
3.0 0.030440  0.030440 0.030440 0.030440 0.030440 0.030440

Tablo 3.7 (devam): Problem 2 i¢in 0 =0.1, At =0.00001ve h =0.0125 farkl1

zamanlardaki niimerik ve analitik sonuglar

h=0.05 h=0.05

X t PC1 PC 2 PC3 PC4 UKSF3 UKSF5
04 0317522  0.317522 0.317522 0.317522 0.317519 0.317524

0.25 0.6 0246141  0.246141 0.246141 0.246141 0.246136 0.246142
0.8  0.199555  0.199555 0.199555 0.199555 0.199548 0.199555

1.0  0.165600  0.165600 0.165600 0.165600 0.165593 0.165600

0.4  0.584537  0.584537 0.584537 0.584537 0.584537 0.584535

0,50 0.6  0.457981  0.457981 0.457981 0.457981 0.457969 0.457978
0.8 0.367398  0.367398 0.367398 0.367398 0.367383 0.367395

1.0 0.298346  0.298346 0.298346 0.298346 0.298334 0.298344

0.4  0.645616  0.645616 0.645616 0.645616 0.645525 0.645604

0.6 0502682  0.502682 0.502682 0.502682 0.502631 0.502673

0.75 0.8 0.385335  0.385335 0.385335 0.385335 0.385312 0.385334
1.0  0.295860  0.295860 0.295860 0.295860 0.295856 0.295864

3.0 0.030440  0.030440 0.030440 0.030440 0.030446 0.030440

47



Tablo 3.7 (devam): Problem 2 igin v =0.1, At =0.00001ve h =0.0125 farkl:
zamanlardaki niimerik ve analitik sonuclar

Giilsu(2006)

X t PY 1 PY 2 PY 3 PY 4 PY 5 Analitik

0.4 0317522 0317522 0.317522 0.317522 0.317522 0.317521
0.6 0.246141 0.246141 0.246141 0.246141 0.246141 0.246143

0.25
0.8 0.199555 0.199555 0.199555 0.199555 0.199555 0.199560
1.0 0.165600 0.165600 0.165600 0.165600 0.165600 0.165603
0.4 0584536 0.584536 0.584536 0.584536 0.584536  0.584541
0.50 0.6 0.457981 0.457981 0.457981 0.457981 0.457981  0.457980

0.8 0.367398 0.367398 0.367398 0.367398 0.367398 0.367404
1.0 0.298346 0.298346 0.298346 0.298346 0.298346  0.298343

0.4 0.645618 0.645618 0.645617 0.645617 0.645617  0.645628
0.6 0.502685 0.502685 0.502684 0.502684 0.502684  0.502684
0.75 0.8 0.385338 0.385338 0.385337 0.385337 0.385337 0.385340
1.0 0.295862 0.295862 0.295862 0.295862 0.295862  0.295861
3.0 0.030440 0.030440 0.030440 0.030440 0.030440 0.030442

Tablo 3.8: Problem 2 i¢in v=0.01, At =0.001 ve h=0.01 farkli zamanlardaki
niimerik ve analitik sonuglar

X t SF6 SF8 KSF6 LWSF8 PC1 PC?2
0.50 0.12846 0.12846 0.12846 0.12846 0.12843 0.12843

01 200 0.04381 0.04381 0.04380 0.04381 0.04381 0.04381
4.00 0.02335 0.02335 0.02334 0.02334 0.02334 0.02334

0.50 0.37849 0.37849 0.37849 0.37849 0.37842 0.37842

03 200 013135 0.13135 0.13133 0.13135 0.13133 0.13133
4.00 0.07003 0.07003 0.07002 0.07003 0.07002 0.07002

0.50 0.60989 0.60989 0.60991 0.60988 0.60982 0.60982

05 2,00 0.21859 0.21859 0.21858 0.21859 0.21856 0.21856
400 0.11668 0.11668 0.11667 0.11668 0.11667 0.11667

0.50 0.80978 0.80978 0.80986 0.80978 0.80977 0.80977
0.7 200 0.30535 0.30535 0.30534 0.30535 0.30531 0.30531
4.00 0.16288 0.16288 0.16287 0.16288 0.16286 0.16286

0.50 0.94601 0.94601 0.94616 0.94600 0.94618 0.94617
0.9 200 0.38027 0.38027 0.38027 0.38027 0.38021 0.38022
400 0.16858 0.16858 0.16857 0.16858 0.16855 0.16855
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Tablo 3.8 (devam): Problem 2 igin v =0.01, At =0.001 ve h =0.01 farkli zamanlardaki
niimerik ve analitik sonuclar

X t PC4 UKSF3 UKSF5 PY 1 PY 2 PY 3
0.50 0.12843 0.12846 0.12846 0.12846  0.12846  0.12846

01 200 0.04381 0.04381 0.04381 0.04381 0.04381  0.04381
400 0.02334 0.02334 0.02335 0.02334 0.02334 0.02334

050 0.37842 0.37849 0.37849 0.37848 0.37848 0.37848

03 200 0.13133 013135 0.13135 0.13134 0.13134 0.13134
4.00 0.07002 0.07003 0.07003 0.07003  0.07003  0.07003

0.50 0.60982 0.60996 0.60989 0.60987  0.60987  0.60987

05 200 0.21856 0.21859 0.21859 0.21858  0.21858  0.21858
400 0.11667 0.11668 0.11668 0.11668 0.11668 0.11668

0.50 0.80977 0.81008 0.80978 0.80977  0.80977 0.80976
0.7 200 0.30531 0.30547 0.30535 0.30534 0.30534 0.30534
400 0.16286 0.16283 0.16288 0.16288  0.16288 0.16288

0.50 0.94618 0.94657 0.94604 0.94601  0.94601  0.94600
0.9 200 0.38022 0.38531 0.38027 0.38036  0.38037  0.38036
4.00 0.16855 0.16642 0.16858 0.16866 0.16866  0.16866

Tablo 3.8 (devam): Problem 2 i¢in v =0.01, At =0.001 ve h =0.01 farkli zamanlardaki
nlimerik ve analitik sonuglar

Bahadir Bahadir ve

X t PY 4 PY 5 ve Saglam  Saglam

(2005)  (Analitik)

0.50 0.12846 0.12845 0.12808  0.12846

0.1 2.00 0.04381 0.04381 0.04388  0.04381
4,00 0.02334 0.02334 0.02351  0.02335

0.50 0.37848 0.37847 0.37956  0.37849

03 200 0.13134 0.13133 0.13129  0.13135
4.00 0.07003 0.07002 0.07009  0.07003

0.50 0.60987 0.60989 0.61768  0.60989

05 200 0.21858 0.21858 0.21873  0.21859
4,00 0.11668 0.11668 0.11671  0.11668

0.50 0.80976 0.80983 0.83022  0.80978

0.7 2.00 0.30534 0.30534 0.30614  0.30535
4,00 0.16288 0.16287 0.16293  0.16288

0.50 0.94600 0.94613 0.98068  0.94601

0.9 2.00 0.38036 0.38036 0.38163  0.38027
4,00 0.16866 0.16866 0.16766  0.16858
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Tablo 3.9: Problem 2 i¢in © =0.01, At =0.0001ve h =0.0125 farkh
zamanlardaki niimerik ve analitik sonuglar

X t SF6 SF8 KSF6 LWSF6 LWSF8 LWKSF6
0.4 0.36226 0.36226 0.36226 0.36226 0.36226 0.36226

0.6 0.28207 0.28207 0.28220 0.28207 0.28207 0.28220

025 08 0.23045 0.23045 0.23071 0.23045 0.23045 0.23071
1.0 0.19469 0.19469 0.19488 0.19469 0.19469 0.19488

3.0 0.07613 0.07613 0.07604 0.07613 0.07613 0.07604

0.4 0.68368 0.68368 0.68368 0.68368 0.68368 0.68368

0.6 054837 054837 054872 054837  0.54837 0.54872

050 0.8 0.45371 0.45371 0.45408 0.45371 0.45371 0.45408
1.0 0.38568 0.38568 0.38590 0.38568 0.38568 0.38590

3.0 0.15218 0.15218 0.15210 0.15218 0.15218 0.15210

0.4 0.92050 0.92050 0.92058 0.92050 0.92050 0.92058

0.6 0.78306 0.78306 0.78354 0.78306 0.78306 0.78354

075 08 0.66272 0.66272 0.66306 0.66272 0.66272 0.66306
1.0 0.56932 0.56932 0.56948 0.56932 0.56932 0.56948

3.0 0.22774 0.22774 0.22771 0.22774 0.22774 0.22771

Tablo 3.9 (devam): Problem 2 i¢in 0 =0.01, At =0.0001ve h=0.0125 farkl1

zamanlardaki niimerik ve analitik sonuglar

X t PC1 PC 2 PC3 PC4 UKSF3 UKSF5
0.4 0.36225 0.36225 0.36225 0.36225 0.36226 0.36226

0.6 0.28206 0.28206 0.28206 0.28206 0.28207 0.28207

025 08 0.23045 0.23045 0.23045 0.23045 0.23045 0.23045
1.0 0.19469 0.19469 0.19469 0.19469 0.19469 0.19469

3.0 0.07613 0.07613 0.07613 0.07613 0.07613 0.07613

0.4 0.68367 0.68367 0.68367 0.68367 0.68369 0.68368

0.6 0.54837 0.54837 0.54837 0.54837 0.54838 0.54837

050 08 0.45371 0.45371 0.45371 0.45371 0.45372 0.45371
1.0 0.38567 0.38567 0.38567 0.38567 0.38568 0.38568

3.0 0.15218 0.15218 0.15218 0.15218 0.15218 0.15218

0.4 0.92051 0.92051 0.92051 0.92051 0.92051 0.92050

0.6 0.78306 0.78306 0.78306 0.78306 0.78308 0.78307

075 08 066271 066271  0.66271 0.66271 0.66274 0.66272
1.0 0.56931 0.56931 0.56931 0.56931 0.56934 0.56932

3.0 0.22774 0.22774 0.22774 0.22774 0.22774 0.22774
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Tablo 3.9 (devam): Problem 2 igin v =0.01, At =0.0001ve h =0.0125 farkls

zamanlardaki niimerik ve analitik sonuclar

Kutluay ve

X t PY 1 PY 2 PY 3 PY 4 PY5 diz. (2004)  Analitik
0.4 036226 036226  0.36226  0.36226  0.36226  0.36911  0.36226

0.6 028207 028207 0.28207 0.28207 0.28219  0.28905  0.28204

025 08 023045 023045 0.23045 0.23045 0.23071  0.23703  0.23045
1.0 019469 019469  0.19469  0.19469  0.19488  0.20069  0.19469

3.0 007613 007613 0.07613  0.07613  0.07604  0.07865  0.07613

0.4 068368 068368 0.68368 0.68368 0.68368  0.68818  0.68368

0.6 054837 054837 054837 054837 054872 055425  0.54832

050 08 045371 045371 045371 045371 045408 046011  0.45371
1.0  0.38567  0.38567  0.38567  0.38567  0.38590  0.39206  0.38568

3.0 015218 015218  0.15218  0.15218 0.15210  0.15576  0.15218

04 092050 092050 092050  0.92050  0.92058  0.92194  0.92050

0.6 078306 0.78306  0.78306  0.78306  0.78354  0.78676  0.78299

075 08 066272 066272 0.66272 0.66272  0.66306  0.66777  0.66272
1.0 056932 056932 056932 056932 056947 057491  0.56932

3.0 022774 022774 022774 022774 022771 023183  0.22774

Sekil 3.21: Problem 2 i¢in v =0.1, At =0.001 ve h=0.01 farkli
zamanlarda elde edilen SF8 sonuclari
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0.01 farkls

Problem 2 i¢in v =0.01, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen SF8 sonuglari

Sekil 3.22

0.01 farkls

Problem 2 i¢in 0 =0.01, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen KSF6 sonuglari

Sekil 3.23
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0.0125 farkli

0.01, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen LWSFS8 sonuglar1

: Problem 2 i¢in U

Sekil 3.24

0.0125 farkli

01, At=0.001ve h=

zamanlarda elde edilen PC3 sonuglar

=0

: Problem 2 i¢in U

Sekil 3.25:
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0.01, At =0.001 ve h=0.0125 farkh

zamanlarda elde edilen UKSF3 sonuglari

Sekil 3.26: Problem 2 i¢in
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5 05

0.1

0.0125 farkli

0.01, At=0.001ve h
zamanlarda elde edilen UKSF5 sonuglari

Problem 2 i¢in U

Sekil 3.27:
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=0.0125 farkls

At =0.0001ve h

zamanlarda elde edilen PY 2 sonuglar1

0.01,

Sekil 3.28: Problem 2 i¢in U

01, At =0.0001ve h=0.0125 farkh

zamanlarda elde edilen PY 5 sonuglari

=0

Sekil 3.29: Problem 2 i¢in U
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0.0125 farkli

0.001, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen SF8 sonuclari

: Problem 2 i¢in

Sekil 3.30

0.4

——t

0.6
0.8

—b—1t

—%—t=1

1.4

1.2H N

0.0125 farkli

001, At =0.0001ve h
zamanlarda elde edilen KSF6 sonuglari

=0

: Problem 2 i¢in U

Sekil 3.31
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—5—t=01

0.2
0.4

0.5

—b—t
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4. BULGULAR

Ele alinan niimerik yontemlerin Burgers denklemini basarili ve etkin bir
sekilde ¢ozebildigi ve iiretilen sonuglarin analitik ¢ézliim ile uyum i¢inde oldugu
goriilmistiir. Ayrica, elde edilen sonuclarin literatiirde mevcut olan bazi niimerik
sonuglarla da uyum i¢inde oldugu hatta bazilarindan daha da hassas oldugu

gorilmistiir.

Tablo 3.5’ten de gorildiigii tizere; h, At, v parametrelerinin farkh
degerlerinde Burgers denklemine uygulanan yontemlerin kendi aralarinda kiyaslamasi
da yapilmig ve genel olarak literatiirle uyumluluk gdsterdigi anlagilmistir.
Viskozitenin, v , kiigiik degerleri igin elde edilen sonuglarda, diger yontemlere gore
altinc1 mertebe kompakt sonlu fark yontemi (KSF6) analitik sonuca yaklagmadaki
hassasiyeti cok az miktarda da olsa daha geride goziikmektedir. Ancak, altinc1 mertebe
kompakt sonlu fark yontemini igeren PC4 semasinin KSF6 yonteminden daha iyi
oldugu da goz ardi edilmemelidir. At=0.0001 ve o=0.01degerlerinde biiyiikk h
degerleri i¢cin KSF6 metodu PC4, UKSF3 ve UKSF5 metotlarina nazaran ¢ok kiigiik
diizeyde de olsa analitik sonuctan farki goreceli olarak fazladir. h=0.025ve v=0.01
icin, biiyiik At degerinde upwind kompakt yontemlerin, merkezi kompakt yontemden
daha hassas davranis sergiledigi goriilmiistiir. Kiiciilen At degerlerinde, tezde
kullanilan yoOntemlerin analitik sonuglarla olduk¢a 1iyi bir uyum sergiledigi

gozlemlenmektedir. Bunlar arasindaki iliski detayli olarak Tablo 3.5’te verilmistir.

Tablo 3.4 goriildiigii lizere, daha az hesaplama ihtiyaci duyuldugu igin,
Burgers denklemine uygulanan yontemlerden UKSF3 ve UKSF5 semalarinin daha
avantajl oldugu soylenebilir. Burada hesaplanan tiim sonuglar i¢in iiretilen bilgisayar

yazilimlart MATLAB 2013a versiyonunda caligtirilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, sonlu fark yaklagimlarinin degisik versiyonlar1 ve farkl
kombinasyonlari kullanilarak Burgers denkleminin kalitatif ve kantitatif davraniglari
incelenmistir. Ele alinan bu yontemler, kayda deger bir test problemi olan Burgers
denkleminin ¢6ziimii araciligiyla karsilastirilmis, avantajlarina ve dezavantajlarina yer
verilmistir. Genel olarak yontemlerin uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir. Ancak,
sireksiz davranigin s6z konusu oldugu noktalarda yapisal avantaja sahip yontemler

(UKSF3, UKSF5)’in 6n plana ¢iktig1 gozlemlenmistir.

Altinct mertebe kompakt sonlu fark yontemi, yiiksek mertebeden sonlu fark
(SF6,SF8) yontemlerine gore daha kisa zamanda sonu¢ vermesi ve hesaplamada az
efor harcamasi g6zoniine alindiginda avantajli bir yontem oldugu sodylenebilir. Ancak,
kiiciik viskozite degerlerinde sinira yakin noktalarda, diger sonlu fark yontemlerine
gore analitik sonuca yaklagsmadaki hassasiyeti ¢cok az miktarda da olsa geride oldugu

gbzlemlenmistir.

Yiiksek mertebeden upwind kompakt sonlu fark (UKSF3, UKSFS)
yontemlerinin, ¢calismamizdaki diger yontemlere nazaran, daha kisa siirede hesaplama
ozelligi ve kiiclik viskozite degerlerinde analitik sonuclara daha hizli bir sekilde
yaklastig1 tespit edilmistir. Ayrica, kiiciikk viskozite degerleri i¢in verilen kalitatif
sonuglarda, upwind yonteminin diger yontemlere meydan okumasi, bu yontemin etkili

ve 1yi alternatif oldugu diisiincesini kuvvetlendirmistir.

Dolayisiyla, yiliksek mertebeden upwind kompakt sonlu fark yontemlerini,
nonlineer kismi diferansiyel denklemlerce temsil edilen keskin davranish fiziksel
problemlerde daha detayli bir sekilde uygulayacak genis bir ¢alismaya yer verilmesi

akademik acidan heyecan verici olacaktir.
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/. EKLER

EK A.1 Birinci Mertebe Tiirev Teriminin Altinci ve Sekizinci Mertebeden

Sonlu Fark (SF6, SF8) Formiilasyonlari

u; birinci mertebe tlirev teriminin altinct mertebeden sonlu fark (SF6)

formiilasyonu, sirasiyla,

i =1, 2,3i¢in,
0= % (~147u, +360u,,, — 450U, + 400U, , — 2250, , + 72U, . ~10U,,, )
ui' Géh ( 1OU —_ 77u| +150u| 100u|+2 +50u 15u|+4 + 2u|+5)
1
ui 50N (2U 24Ui71 - 35Ui +80Ui 30u.+2 + 8U |+4)
=4,..,N -3 igin
, 1
U=con (—U;_, +9u;_, —45u,_, +45u,, —9U,,, +U, ;)

i=N-2,N-1 N igin,

o= ——(u;_, —8u;_; +30u;_, —80u,_, +35u; +24u;,, —2Uu,,,)

' 60h
Ui = Béh ( —2U;_5 +150;_, —50u;_5 +100u;_, —150u;, + 77y, +1OU.+1)
o= eéh (10U, , — 720, , + 2250, , —400u, , +450u, , —360u, , +1474;)
olarak verilir.

u; birinci mertebe tiirev teriminin sekizinci mertebeden sonlu fark (SF8)

formiilasyonu, sirasiyla,
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i=12,3,4icin

, 1

U= 840h( —2283u; +6720u;,, —11760u;,, +15680u;,, —14700u; , +940u, s —3920u,,; +960u;,, 105U, 4 )
u = 3 40h( 105u;_, —1338u, +2940u;,, — 2940u, , + 2450u,, —1470u;, , +588u,,; —140u;,; +15U,,; )
u = 8410h (15u;_, —240u,_, —798u; +1680u;,, —1050u,,, +560u,,, —210u,,, +48U,,; —5U; ¢ )
u = 8410h( —5u,_, +60u,_, —420u,_, —378u, +1050u,,, —420u,,, +140u,,, —30u;,, +3u.+5)
=5,...,N -4 icin,

u = ﬁ (3u;_, —32u,_, +168u,_, —672u, , +672u,,, —168u;,, +32u,,-3,,,)

iI=N-3 N-2,N-1 N igin,

.1
u =
' 840h
.1
uI

840h
L1
'~ 840h
, 1
' 840h

——(—3u,_s +30u,_, —140u,_; +420u,_, —1050u;, , +378u; +420u; , +60u;,,, +5U,,;)

i+l

—(5u,_; — 48U, ; +210u, , —560u, ; +1050u, , ~1680u, , + 798U, + 240U, ~15U, , )

i+l

U7 — U . — U .+ u._, — u._, + U;_, — U, + U; + U.
150, , —140u, , —588u, , +1470u, , — 2450u, , +2940u, , — 2940u, , +13388u, +105u,,,

——(105u, 5 —960u,_, +3920u;_; —9408u, ; +14700u;,_, —15680u;_, +11760u, , —6720u, , +2283u;)

olarak verilir.

EK A.2 ikinci Mertebe Tiirev Teriminin Sekizinci Mertebe Sonlu Fark

(SF8) Formiilasyonu

u/

i 1kinci mertebe tiirev teriminin sekizinci mertebeden sonlu fark (SF8)

formiilasyonu, sirasiyla,
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i1=12,3,4icin,

u’ = (29531u, —138528u.,, +312984u, , —448672u, , + 435330u.,, — 284256 .

i+1

+120008U; ,, —29664u, ., +3267u,,,) / (5040h?)

i+7 i

u’=(3267u,_, —128u, — 20916y,

i+1

+38556u;,, —37030u,,, -+ 23688U, , —9828U, .
+2396U, , — 261U

i+7

)/ (5040h2)

u'=(—261u, , +5616u, , —9268u;, +1008u,,, +5670u,,, —4144u,

i+3

» +17644u,,

—432u;,, +47u,,,) / (5040h?)
u’= (47u, ,—684u,_, +7308u, , —13216u, +6930u,,, — 252U,

i+2

—-196u;

i+3

+72u,,

~9u,..)/ (5040h?)
i=5,..,N—4igin,

u’=(-9u._, +128u. ,—1008u, , +8064u, , —14350u, +8064u,,, —1008u.,,
+128u,,,-9,,,) / (5040h?)

i=N-3,N-2,N-1 N igin,

u’'=(=9u, , +72u,_, —196u,_, —252u, , +6930u, , —13216u, +7308u, ,
—684u,,, +47u;.,) / (5040h*)

i+2

u'=(47u, s —432u, . +1764u, , —4144u, ,+5670u, ,+1008u, , —9268u,
+5616u,,, — 261y,

i+2

)/ (5040h%)

u’=(—261u, , +2396u, ,—9828u, . +23688u, , —37030u, , +38556u, ,
—20916u, , +128u, +3267u,,,)/ (5040h*)

u"=(3267u, 5 —29664u,_, +120008u,  — 284256y, . +435330u,_, —448672u,_,
+312984u; , —138528u, , +29531y;,) / (5040h*)
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Ek B Birinci Mertebe Tiirev Teriminin Uciincii Mertebe Upwind
Kompakt Sonlu Fark (UKSF3) Formiilasyonu

u; birinci mertebe tiirev terimi i¢in tiglincli mertebe upwind kompakt sonlu

fark formiilasyonu, sirasiyla,

i =1igin,
ui’+ 2ui’+1 = 1(_§ui + 2ui-¢—l +£ui+lj
h{ 2 2
i =2,..,N-1igin,
5, , 3, 1(7 1 5 j
AU FU Uy =7 Uy U ol
16 16 h{8 4" 8
i=N icin
207, +Ui = 1(_£ui—2 =20, + §Ui)
h\ 2 2
olarak verilir.
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