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ÖZET 

 

BAZI ÜÇGENSEL MATRİS METODLARININ MUTLAK YAKINSAKLIK 

ALANLARI VE TAUBERIAN TEOREMLERİ ÜZERİNE 

 

Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde çalışma boyunca kullanılacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde konunun anlaşılmasına yardımcı olan aynı zamanda önemli ispat 

teknikleri kazandıran ve üçüncü bölümde faydalanacağımız Das[1]’a ait olan temel 

lemmalar ile ispatları verilmiştir. 

Üçüncü bölümde Das[1]’a ait olan       mutlak Nörlund ve                 
mutlak Riesz toplanabilme metotlarıyla ilgili Tauberian teoremlerinin yanısıra 

                            ve            metotlarının kapsama ilişkileri 

incelenmiştir.  

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Tauberian Teoremleri, Mutlak Toplanabilme Metodları. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

SUMMARY 

 

ON THE ABSOLUTE CONVERGENCE FIELD OF SOME TRIANGULAR 

MATRİX METHODS AND TAUBERIAN THEOREMS 

This thesis consists of three chapters. 

In the first chapter, the basic definitions and the theorems used throughout the study 

have been stated. 

In the second chapter, it has been given the basic lemmas and their proofs of Das[1] 

which will help us to understand the subject and to have some important techniques 

of proof, and also be used in the third chapter. 

In the third chapter, Tauberian theorems of Das[1] concerning on absolute Nörlund 

summability      , absolute Riesz summability                 and  inclusion 

relations between summability methods                             ve            
have been examined. 

 

 

 

Key Words: Tauberian Theorems, Absolute Summability Methods. 



1 TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde bundan sonraki bölümler göz önüne al¬narak gerekli temel tan¬m ve

teoremler verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada aksi söylenmezse
1X
k=0

ak reel veya kompleks terimli seriyi, (sn)

bu serinin k¬smi toplamlar dizisini ve BV ise s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin uzay¬n¬

gösterecektir, yani

BV =

(
x = (xn) :

1X
n=0

jxn � xn�1j <1 ; x�1 = 0

)
olacakt¬r.

Tan¬m 1.1 : � > �1 olmak üzere (sn) ve (nan) dizilerinin � ¬nc¬

mertebeden n inci (C; �) Cesàro ortalamalar¬n¬s¬ras¬yla ��n ve �
�
n ile gösterelim,

yani n > 1 için

A�0 = 1; A�n =

�
n+ �

n

�
=
(�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ n)

n!

olmak üzere

��n =
1

A�n

nX
�=0

A��1n��s�

ve

��n =
1

A�n

nX
�=0

A��1n�� (�a�)

olsun. E¼ger

lim
n!1

��n = s

ise bu taktirde
P
an serisine (veya (sn) dizisine) s de¼gerine (C; �) toplanabilirdir

denir.

Özel olarak � = 1 için �1n ve �
1
n in yerine k¬saca �n ve �n yazaca¼g¬z. Bu durumda

A1� = n+ 1 ve A0� = 1 oldu¼gundan,

�1n = �n =
1

n+ 1

nX
�=1

s�

ve

1



� 1n = �n =
1

n+ 1

nX
�=1

�a�

olur [4].

Burada dikkat edelim ki A�n ¬n katsay¬lar¬jxj < 1 için (1� x)�1 in kuvvet serisine

aç¬l¬m¬ndan elde edilir, yani

(1� x)���1 =
1X
�=0

A��x
�

olur.

E¼ger (��n) 2 BV yani

1X
n=0

����n � ��n�1
�� <1

ise, bu taktirde
1X
n=0

an serisine (veya (sn) dizisine) mutlak (C; �) toplanabilir

veya jC; �j toplanabilir denir [3].

Tan¬m 1.2 : (pn) reel veya kompleks say¬lar¬n bir dizisi ve

Pn = p0 + p1 + :::+ pn 6= 0 (n > 0) ; Pn = pn = 0 (n < 0)

olsun. Bu durumda

tpn (sn) =
1

Pn

nX
�=0

pn��s� (1.1)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ (tpn (sn)) dizisine (sn) dizisinin Nörlund ortalamas¬ denir ve

(N; p) ile gösterilir. Buna göre (1:1) dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris,

an� =

� pn��
Pn

; � � n için

0 ; � > n için

d¬r. E¼ger

1X
n=0

��tpn (sn)� tpn�1 (sn)
�� <1

yani (tpn (sn)) dizisi s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ise
1X
n=0

an serisine (veya (sn) dizisine) mutlak

(N; p) toplanabilir veya jN; pj toplanabilir denir ve

(tpn (sn)) 2 BV ;
X

an 2 jN; pj ; (sn) 2 jN; pj

2



sembollerinden biriyle ifade edilir.

Burada � 6= �1;�2; ::: olmak üzere özel olarak pn = A��1n al¬n¬rsa (N; p)

Nörlund ortalamas¬(C; �) ortalamas¬na ve jN; pj mutlak toplanabilme metodu
jC; �j metoduna indirgenir.
E¼ger (sn) dizisinin (N; q) dönüşümünün (N; p) dönüşümü s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir dizi

ise
1X
n=0

an serisine (veya (sn) dizisine) j(N; q) (N; p)j toplanabilir denir.

Herhangi bir (pn) dizisi için biçimsel olarak;

p (x) =

1X
n=0

pnx
n; P (x) =

1X
n=0

Pnx
n

yazal¬m. Bu durumda (cn) dizisini 1X
n=0

pnx
n

!�1
=

1X
n=0

cnx
n ; c�1 = 0 (1.2)

özdeşli¼giyle tan¬mlayaca¼g¬z.

Tan¬m 1.3 : 0 < �0 < �1::: olsun. Bu durumda
1X
n=0

an serisinin (veya (sn) dizisinin)

Riesz ortalamas¬veya (R; �n�1; 1) ortalamas¬,

Rn =
1

�n

nX
�=0

(�� � ���1) s� ; (��1 = 0)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu dönüşüme kaŗs¬l¬k gelen matris

an� =

��� � ���1
�n

; � � n

0 ; � > n

d¬r. E¼ger

lim
n!1

Rn = s

ise
P
an serisi s de¼gerine (R; �n�1; 1) toplanabilirdir denir.

Teorem 1.4 : (R; �n�1; 1) Riesz ortalamas¬n¬n regüler olmas¬ için gerek ve

yeter şart n!1 için �n !1 olmas¬d¬r [4].

Tan¬m 1.5 : (Rn) tan¬m 1.3 deki Riesz dönüşümünü göstersin. E¼ger

1X
n=0

jRn �Rn�1j <1

3



ise
1X
n=0

an serisine veya (sn) dizisine mutlak (R; �n�1; 1) toplanabilir veya jR; �n�1; 1j

toplanabilir denir [5].

Tan¬m 1.6 : A = (ank) (n; k = 0; 1; 2; :::) kompleks veya reel terimli sonsuz

bir matris ve X ile Y de bütün dizilerin oluşturdu¼gu S uzay¬n¬n iki alt uzay¬

olsun. x = (xk) X de herhangi bir dizi ve her n 2 N için

An (x) =

1X
k=0

ankxk (1.3)

serisi yak¬nsak olmak üzere (An (x)) dizisi, Y kümesinin bir eleman¬ yani

(An (x)) 2 Y ise A = (ank) matrisine X dizi uzay¬ndan Y dizi uzay¬na bir matris

dönüşümü denir ve A 2 (X; Y ) ile gösterilir [2].
X uzay¬ndaki her bir diziyi ayn¬limite sahip olan Y uzay¬ndaki bir diziye dönüştüren

matrislerin s¬n¬f¬n¬ (X; Y ;P ) ile gösterece¼giz. Bu durumda (c; c ;P ) s¬n¬f¬n¬n

elemanlar¬na regüler matris, (BV;BV ) ve (BV;BV ;P ) s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na ise

s¬ras¬yla mutlak konservatif ve mutlak regüler matris ad¬verilir.

Aşa¼g¬daki Silverman-Toeplitz teoremi verilen bir A matrisinin regüler olmas¬için

gerek ve yeter şartlar¬ifade eder.

Teorem 1.7 (Silverman-Toeplitz Teoremi) : A = (ank) reel veya

kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde A 2 (c; c ;P ) olmas¬için
gerek ve yeter şart

(i) Her k sabiti için lim
n!1

ank = 0

(ii) lim
n!1

1X
k=0

ank = 1

(iii) Her n için
1X
k=0

jankj �M

olacak şekilde bir M sabitinin mevcut olmas¬d¬r [4].

Teorem 1.8 : (N; p) Nörlund Ortalamas¬n¬n regüler olmas¬için gerek ve yeter

şart

n!1 için pn = o (Pn) (1.4)

ve
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n!1 için
nX
�=0

jp� j = O (Pn) (1.5)

olmas¬d¬r.

Bu teorem A = (N; p) al¬n¬rsa Silverman-Toeplitz teoreminden elde edilir.

Teorem 1.9 : (N; p) Nörlund Ortalamas¬n¬n mutlak regüler olmas¬için gerek ve

yeter şart

n!1 için pn = o (Pn) (1.4)

ve

1X
n=�

����Pn��Pn
� Pn���1

Pn�1

���� = O (1) (1.6)

olmas¬d¬r.

Bu teorem Lemma 2.3 den kolayca elde edilir.

Tan¬m 1.10 : S¬n¬rl¬ dizileri, s¬n¬rl¬ dizilere dönüştüren lineer dönüşümlere

toplanabilme (veya limitleme) metodu denir [4].

Tan¬m 1.11 : P ve Q iki toplanabilme metodu olsun. E¼ger P metodu ile

toplanabilen her seri Q metodu ile de toplanabilir ise bu durumda P ye Q yu

gerektiriyor denir ve P � Q ile gösterilir. Ayn¬zamanda P � Q ve Q � P ise bu

durumda iki metod eşde¼gerdir denir ve P � Q şeklinde yaz¬l¬r [4].

Mutlak Nörlund metodu ile mutlak Abel metodu aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki

teoremde verilmi̧stir.

Tan¬m 1.12 : E¼ger f (w) =
1X
n=0

ane
� n
w ve f (w) 2 BV (0;1) ise bu durumdaP

an serisine mutlak Abel toplanabilir veya jAj toplanabilir denir.

Teorem 1.13 : (N; p) Nörlund ortalamas¬ve A Abel metodu olsun. E¼ger

(i) (N; p) regüler,

(ii) Her n > 0 için Pn > 0,
(iii) jxj < 1 için p (x) 6= 0
ise bu durumda

jN; pj � jAj

5



d¬r [1].

Dikkat edilmelidir ki bu teoremin ifadesinde (iii) hipotezi [14] de at¬lm¬̧st¬r.

Fakat bu durumda teorem do¼gru de¼gildir. Çünkü

p0 = 1 ; p1 = 2 ; pn = 0 (n > 1) ; sn = (�1)n

al¬n¬rsa tpn (sn) = 0 (n > 1) oldu¼gundan (sn) 2 jN; pj olmas¬na kaŗs¬n jAj
toplanabilir de¼gildir.

Tan¬m 1.14 : V özel bir toplanabilme metodu olsun. E¼ger bir dizinin V�toplanabilir
oldu¼gu bilindi¼ginde bu dizinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬ da gerektiren şarta Tauber şart¬

denir ve bu şart¬n do¼grulu¼gunu ortaya koyan teoreme ise Tauber Teoremi ad¬

verilir [4].

Örne¼gin, tn = s2n dönüşümü için an = o (1) Tauber şart¬d¬r.
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2 TEMEL LEMMALAR

Bu bölümde Das[1]�a ait konunun anlaş¬lmas¬na yard¬mc¬ olan ayn¬ zamanda

önemli ispat teknikleri kazand¬ran 3. bölümde faydalanaca¼g¬m¬z temel lemmalar

ile ispatlar¬n¬verece¼giz. Öncelikle çok kulland¬¼g¬m¬zM kümesini ifade edelim.

M =

�
(pn) : n = 0; 1; 2; ::: için pn > 0 ;

pn+1
pn

� pn+2
pn+1

� 1
�

Herhangi bir (fn) dizisi için

f (1)n = f0 + f1 + :::+ fn ; f
(2)
n = f

(1)
0 + f

(1)
1 + :::+ f (1)n

yazaca¼g¬z.

Tan¬m 2.1 : A = (ank) matrisinin esas köşegen üstünde kalan elemanlar¬�0�,

alt¬nda kalan elemanlar¬ndan en az biri �0�dan farkl¬ise, bu matrise alt üçgensel

matris denir. Yani

A = (ank) =

�
9ank 6= 0 ; n > k

8ank = 0 ; n < k

şeklinde tan¬mlanan matrise alt üçgensel matris denir [21].

Lemma 2.2 : �n , �
0
n ! 1 olsun. Bu taktirde jR; �n�1; 1j �

��R; �0n�1; 1��
olmas¬için gerek ve yeter şart

�0n � �0n�1
�0n

= O

�
�n � �n�1

�n

�
olmas¬d¬r [19].

Lemma 2.3 : H = (�n�) kompleks veya reel say¬lar¬n üçgensel bir matrisi olsun.

Bu taktirde H matrisinin dönüşümünün mutlak regüler olmas¬için gerek ve yeter

şart

(i) n!1 için
nX
�=0

�n� ! 1

(ii) n!1 için �n� ! 0 , (� sabit)

(iii) Her � için
1X
n=�

�����
nX
�=�

(�n� � �n�1;�)

����� � K

olacak şekilde bir K sabitinin mevcut olmas¬d¬r.
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Üstelik H 2 (BV;BV ) olmas¬için gerek ve yeter şart tek baş¬na (iii) koşulunun
sa¼glanmas¬d¬r [13].

Lemma 2.4 : (pn) 2 M olsun. Bu durumda

rX
�=0

P�

1X
n=r+1

jcn��j � r + 1

dir.

·Ispat: (pn) 2 M olsun. Bu durumda bilinir ki

c0 > 0 ; cn � 0 (n = 1; 2; :::) için
1X
n=0

cn > 0 (2.1)

d¬r [10]. Buna göre (2:1) den

1X
n=�+1

jcnj =
1X

n=�+1

���c(1)n � c
(1)
n�1

��� (2.2)

=
1X

n=�+1

�
�c(1)n + c

(1)
n�1

�
= lim

m!1

mX
n=�+1

�
�c(1)n + c

(1)
n�1

�
� c(1)� � lim

m!1
c(1)m

� c(1)�

elde edilir. Öte yandan (1:2) göz önüne al¬n¬rsa

1

1� x
=

1X
n=0

xn

ve
1

p (x)
=

1X
n=0

cnx
n

8



oldu¼guna göre jxj < 1 için

p (x)

1� x
=

 1X
n=0

xn

! 1X
n=0

pnx
n

!

=
1X
n=0

nX
�=0

x�pn��x
n��

=

1X
n=0

 
nX
�=0

pn��

!
xn

=
1X
n=0

Pnx
n

= P (x)

ve dolay¬s¬yla

p (x)

1� x
= P (x)

bulunur. Benzer olarak

1X
n=0

(n+ 1) xn =
1

(1� x)2

=
p (x)

(1� x)2 p (x)

=

�
p (x)

1� x

��
1

(1� x) p (x)

�
= P (x)

�
1

(1� x) p (x)

�
=

 1X
n=0

Pnx
n

! 1X
n=0

xn

! 1X
n=0

cnx
n

!

=

 1X
n=0

Pnx
n

! 1X
n=0

nX
�=0

cn��x
n��x�

!

=

 1X
n=0

Pnx
n

! 1X
n=0

nX
�=0

cn��x
n

!

=

 1X
n=0

Pnx
n

! 1X
n=0

xnc(1)n

!

=
1X
n=0

nX
�=0

P�c
(1)
n��x

n

oldu¼gundan

nX
�=0

P�c
(1)
n�� = n+ 1 (2.3)

9



olur. Şu halde (2:2) ve (2:3) den

rX
�=0

P�

1X
n=r+1

jcn��j �
rX
�=0

P�c
(1)
n�� = r + 1

elde edilir.Bu ise lemman¬n ispat¬n¬tamamlar.

Lemma 2.5 : (pn) 2 M olsun. Bu durumda

(i) Her n için
�
c
(1)
n

�
dizisi monoton artmayand¬r ve c(1)n > 0

(ii)a Pnc
(1)
n � 1 , (ii)b c

(2)
n pn � 1 dir.

(iii) Pnc
(2)
n � 2n+ 1 dir.

·Ispat : (i) : (2:1) den elde edilir.

(ii)a : (pn) 2 M oldu¼gundan ve
1X
n=0

pnx
n kuvvet serisi jxj < 1 için mutlak

yak¬nsak oldu¼gundan, serilerin Cauchy çarp¬m¬ndan

1

1� x
=

�
1

(1� x) p (x)

�
p (x)

=

 1X
n=0

xn

! 1X
n=0

cnx
n

! 1X
n=0

pnx
n

!

=

 1X
n=0

nX
�=0

xn��c�x
�

! 1X
n=0

pnx
n

!

=

 1X
n=0

xn
nX
�=0

c�

! 1X
n=0

pnx
n

!

=

 1X
n=0

xnc(1)n

! 1X
n=0

pnx
n

!

=

1X
n=0

nX
�=0

xn��c
(1)
n��p�x

�

=
1X
n=0

 
nX
�=0

c
(1)
n��pv

!
xn

ve dolay¬s¬yla
nX
�=0

c
(1)
n��p� = 1 (2.4)

10



elde edilir. Böylece (i) göz önüne al¬n¬rsa

c(1)n Pn = c(1)n p0 + c(1)n p1 + :::+ c(1)n pn

� c(1)n p0 + c
(1)
n�1p1 + :::+ c

(1)
0 pn

=

nX
�=0

c
(1)
n��p�

= 1

yani

c(1)n Pn � 1

elde edilir.

(ii)b : (2:4) ifadesi ve (pn) nin monoton artmayan dizi oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

pnc
(2)
n = pn

nX
�=0

c
(1)
n��

� c(1)n p0 + c
(1)
n�1p1 + :::+ c

(1)
0 pn

=
nX
�=0

c
(1)
n��p�

= 1

yani

pnc
(2)
n � 1

bulunur.

(iii) : (ii)a ; (ii)b ve (pn) nin azalmayan özelli¼gini kullan¬rsak n > 1 için,

Pnc
(2)
n � Pn�1c

(2)
n�1 = (Pn�1 + pn)

�
c
(2)
n�1 + c(1)n

�
� Pn�1c

(2)
n�1

= Pn�1c
(2)
n�1 + Pn�1c

(1)
n + pnc

(2)
n�1 + pnc

(1)
n � Pn�1c

(2)
n�1

= Pnc
(1)
n + c

(2)
n�1pn

� Pnc
(1)
n + c

(2)
n�1pn�1

� 2

bulunur ve buradan da

nX
�=1

�
P�c

(2)
� � P��1c

(2)
��1

�
=

nX
�=1

2 = 2n

11



olur. Eşitli¼gin sol taraf¬n¬n Pnc
(2)
n �P0c(2)0 ve P0c

(2)
0 = 1 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

Pnc
(2)
n � 2n+ 1

elde edilir.

Lemma 2.6 : (pn) terimleri negatif olmayan bir dizi olsun. Bu durumda

P (1)n � K f(n+ 1)Png (2.5)

olacak şekilde bir K sabiti vard¬r. Ayr¬ca, (pn) artmayan bir dizi ise

(n+ 1)Pn �MP (1)n (2.6)

koşulu sa¼glan¬r. Ayn¬zamanda

(i) (n+ 1) pn � Pn

(ii) Pn � Pn�1 dir.

·Ispat : (Pn) dizisi artan oldu¼gundan

P (1)n = P0 + P1 + :::+ Pn

� Pn + Pn + :::+ Pn

= (n+ 1)Pn

yani,

P (1)n � (n+ 1)Pn

bulunur. Şu halde (2:5) şart¬sa¼glan¬r.

Şimdi (2:6) şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.
�

Pn
n+ 1

�
dizisi monoton artmayan

oldu¼gundan,

P0
1
>
P1
2
> ::: >

Pn
n+ 1

olup dolay¬s¬yla

P (1)n = P0 + P1 + :::+ Pn >
Pn
n+ 1

+
2Pn
n+ 1

+ :::+
(n+ 1)Pn
n+ 1

= (1 + 2 + :::+ (n+ 1))
Pn
n+ 1

=
1

2
(n+ 2)Pn

>
1

2
(n+ 1)Pn

12



olur. Bu da ispat¬tamamlar.

(i) : (pn) dizisi artmayan oldu¼gundan

Pn = p0 + p1 + :::+ pn

> pn + pn + :::+ pn = (n+ 1) pn

dolay¬s¬yla

(n+ 1) pn � Pn

bulunur. Şu halde (i) ispatlan¬r.

(ii) : (i) den dolay¬

pn
Pn
� 1

n+ 1
! 0 (n!1)

yaz¬labilir. Buradan

Pn � Pn�1
Pn

= 1� Pn�1
Pn

! 0 (n!1)

yani
Pn�1
Pn

! 1 (n!1)

olur. Bu demektir ki

Pn � Pn�1

dir.

Lemma 2.7 : (pn) 2 M olsun. Bu taktirde

0 �
�X
�=�

pn��c��� � pn��c
(1)
��� ; (� � � � n) (2.7)

0 �
n�1X
�=�

(n� �) pn��c��� � 1 (2.8)

0 � 1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
pn��c��� � pn��

n�1X
r=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)
(2.9)

dir.

·Ispat : (2:7) eşitsizli¼gi Das[7] taraf¬ndan verildi.

(2:8) eşitsizli¼gi (2:7), Lemma 2:5(ii)b ve

n�1X
�=�

(n� �) pn��c��� =
n�1X
�=�

�X
�=�

pn��c���

13



eşitli¼ginden elde edilir. Di¼gerine gelince Abel k¬smi toplamas¬ndan

n�1X
�=�

(n� �) pn��c��� =

n�1X
�=�

�X
�=�

pn��c���

�
n�1X
�=�

pn��c
(1)
���

� pn��c
(2)
n��

� 1

yaz¬labilir. Bu ise (2:8) eşitsizli¼gidir.

(2:9) eşitsizli¼gi (2:7) den elde edilir. Gerçekten Abel k¬smi toplamas¬ndan

n�1X
r=�

1

(r + 1) (r + 2)

rX
�=�

pn��c��� =

n�1X
�=�

pn��c���

n�1X
r=�

�
1

r + 1
� 1

r + 2

�

=
1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
pn��c���

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa ve (2:7) eşitsizli¼ginden dolay¬

1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
pn��c��� =

n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)

�X
r=�

pn�rcr��

�
n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)
pn��c

(1)
���

= pn��

n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)
c
(1)
���

bulunur.

Lemma 2.8 : (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu taktirde

her � � � için

'� =
1X

n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

P
(1)
n�1

= O

�
1

�+ 1

�

 � =
1X

n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

nPn�1
= O

�
1

�+ 1

�
dir.

·Ispat : Lemma 2.6 den dolay¬

14



'� = O

�
1

�+ 1

�
ise  � = O

�
1

�+ 1

�
d¬r ve bunun tersi de do¼grudur.Bu yüzden '� = O

�
1

�+ 1

�
oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. Kolayca görülebilir ki � � � için

�n =

nX
�=�+1

(�� �) (p����1 � p���)

�
nX

�=�+1

(�� �) (p����1 � p���)

= Pn�� � (n+ 1� �) pn��

dir. Buradan n > � için

0 � �n � Pn��

bulunur.

Şimdi Lemma 2.6 y¬kullanarak n!1 için ve her � için

�n

P
(1)
n�1

� KPn��
(n+ 1)Pn�1

= O

�
Pn��

(n+ 1)Pn�1

�
= O (1)

elde ederiz. Böylece

1X
n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

P
(1)
n�1

= lim
m!1

mX
n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

P
(1)
n�1

= lim
m!1

m�1X
n=�+1

 
nX

�=�+1

(�� �) (p����1 � p���)

! 
1

P
(1)
n�1

� 1

P
(1)
n

!

+ lim
m!1

mX
�=�+1

(�� �) (p����1 � p���)
1

P
(1)
m�1

= lim
m!1

mX
n=�+1

nX
�=�+1

(�� �) (p����1 � p���)
Pn

P
(1)
n�1P

(1)
n

= lim
m!1

mX
n=�+1

Pn�n

P
(1)
n�1P

(1)
n

= O

 
lim
m!1

mX
n=�+1

1

(n+ 1)2

!

= O

�
1

�+ 1

�
15



Lemma 2.9 : (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda,

0 � � � � ; (� > 1) için

1X
n=�

pnpn��
PnPn�1

�
1X
n=�

pn��
(n+ 1)Pn�1

= O

�
1

� + 1

�
dir.

·Ispat : Lemma 2.6(i) den eşitsizli¼gin birinci taraf¬yani

1X
n=�

pnpn��
PnPn�1

�
1X
n=�

pn��
(n+ 1)Pn�1

bulunur. Lemma 2.6(ii) ve (pn) nin artmayan bir dizi oldu¼gunu göz önüne al¬n¬rsa

2�X
n=�

pn��
(n+ 1)Pn�1

= O(1)
1

(� + 1)P�

2�X
n=�

pn�� = O

�
1

� + 1

�
ve

1X
n=2�+1

pn��
(n+ 1)Pn�1

= O

 1X
n=2�+1

pn��
(n+ 1)Pn���1

!

= O

 1X
n=2�+1

pn��
(n+ 1)Pn��

!

= O

 1X
n=2�+1

1

(n+ 1) (n� � + 1)

!

= O

�
1

� + 1

�
elde ederiz. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.10 : (pn) 2 M olsun. Bu durumda � > 0 için

P�

1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1)2
= O

�
1

�+ 1

�
d¬r.

·Ispat : Lemma 2.5(iii) yi kullanarak

16



2�X
v=�

c
(1)
���

(� + 1)2
� 1

(�+ 1)2

2�X
v=�

c
(1)
���

=
c
(2)
�

(�+ 1)2

= O

�
1

(�+ 1)P�

�
ve Lemma 2.5(ii)a y¬kullanarak

1X
v=2�+1

c
(1)
���

(� + 1)2
� 1

P�

1X
v=2�+1

1

(� + 1)2

= O

�
1

(�+ 1)P�

�
elde ederiz. Bu ise ispat¬tamamlar.

Lemma 2.11 : (pn) 2 M olsun. Bu durumda � > 0 için
1X
n=�

pn��c
(2)
n��

(n+ 1)Pn
= O

�
1

P�

�
d¬r.

·Ispat :
�
c
(2)
n

�
monoton azalmayan bir dizi oldu¼gundan ve Lemma 2.5(iii) den

2�X
n=�

pn��c
(2)
n��

(n+ 1)Pn
� 1

(�+ 1)P�

2�X
n=�

pn��c
(2)
n��

� c
(1)
�

(�+ 1)P�

2�X
n=�

pn��

=
c
(1)
�

(�+ 1)

� 2�+ 1

(�+ 1)P�

oldu¼gundan

2�X
n=�

pn��c
(2)
n��

(n+ 1)Pn
= O

�
1

P�

�
elde edilir.

17



1X
n=2�+1

pn��c
(2)
n��

(n+ 1)Pn
= O (1)

1X
n=2�+1

(2 (n� �) + 1) pn��
(n+ 1)PnPn��

= O (1)
1X

n=2�+1

pn��
PnPn��

= O (1)
1X

n=2�+1

pn��
Pn���1Pn��

= O (1)
1X

n=2�+1

�
1

Pn���1
� 1

Pn��

�
= O

�
1

P�

�
bulunur.

Lemma 2.12 : (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda

'� =
1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

� ����pn��Pn
� pn���1

Pn�1

���� = O

�
1

�+ 1

�
dir.

·Ispat :

'� =
1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

� ����pn��Pn
� pn���1

Pn�1

����
=

1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

� ����pn�� � pn���1
Pn

� pnpn���1
PnPn�1

����
�

1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

� ����pn�� � pn���1
Pn

����+ 1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

�
pnpn���1
PnPn�1

= '(1)� + '(2)�

yazal¬m. Şimdi Lemma 2.8 den ve P (1)n � (n+ 1)Pn oldu¼gunu göz önüne al¬rsak

18



'(1)� =

1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

�
jpn�� � pn���1j

Pn

=
p0

(�+ 1)P�
+

1X
n=�+1

(n+ 1� �) (pn���1 � pn��)

(n+ 1)Pn

� p0
(�+ 1)P�

+

1X
n=�+1

(n+ 1� �) (pn���1 � pn��)

P
(1)
n�1

= O

�
1

�+ 1

�
elde edilir. Lemma 2.7 den

'(2)� =
1X
n=�

�
n+ 1� �

n+ 1

�
pnpn���1
PnPn�1

�
1X
n=�

pnpn���1
PnPn�1

= O

�
1

�+ 1

�
elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.13 : (i) : (pn) negatif olmayan bir dizi olsun. Bu durumda r ! 1
için

Ar =
rX
n=1

P (1)n

1Z
r

w�2e�
n
wP

�
e�

1
w

��1
dw = O (1)

dir.

(ii) : (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda r !1 için

Br =

rZ
1

w�2P

�
e�

1
w

��1 1X
n=r

P (1)n e�
n
w

!
dw = O (1)

dir.

·Ispat : (i) : w > r için

19



P

�
e�

1
w

�
=

1X
n=0

Pne
� n
w

>
rX
n=0

Pne
� n
w

> e�1
rX
n=0

Pn

> e�1P (1)r

dir, yani �
P

�
e�

1
w

���1
�
�
e�1P (1)r

��1
=

e

P
(1)
r

elde edilir.

P (1)n � (n+ 1)Pn � 2nPn

oldu¼gunu göz önüne al¬rsak

Ar � e

P
(1)
r

rX
n=1

P (1)n

1Z
0

w�2e�
n
w dw

� e

P
(1)
r

rX
n=1

P
(1)
n

n

� 2e

P
(1)
r

rX
n=1

Pn

� 2e

olur. Bu da (i) nin ispat¬n¬tamamlar.

(ii) : (ii) yi ispatlamak için önce lemman¬n hipotezi alt¬nda w !1 için

P

�
e�

1
w

��1
P

�
e�

1
2w

�
= O (1) (2.10)

oldu¼gunu gösterelim. w ! 1 için e�
1
2w ! 1 oldu¼gundan (2:10) ifadesi daha

kolay olarak

x! �1� için P (x) = O
�
P
�
x2
��

(2.11)

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi 0 < x < 1 için

p2nx
2n + p2n+1x

2n+1 � pnx
2n (1 + x) � 2pnx2n

20



dir. Bu eşitsizli¼gi taraf tarafa toplayarak

1X
n=0

pnx
n � 2

1X
n=0

pnx
2n

yani

p (x) � 2p
�
x2
�

elde edilir. Böylece

P (x) =
p (x)

1� x
=
(1 + x) p (x)

1� x2

� 2p (x)

1� x2

� 4p (x2)

1� x2

= 4P
�
x2
�

Bu da (2:11) i ispatlar, dolay¬s¬yla (2:10) nu ispatlar. Şimdi (2:10) nu kullanarak

Br =

rZ
1

w�1P

�
e�

1
w

��1
e�

r
2w

1X
n=r

P (1)n e�
n
2w dw

= O

0@ rZ
1

w�2
�
1� e�

1
2w

��1
e�

n
2w dw

1A
= O

0@r rZ
1

w�2e�
r
2w dw

1A
= O (1)

bulunur. Bu da Lemma 2.13 ün ispat¬n¬tamamlar.

Lemma 2.14 : (�n) herhangi bir dizi ve (sn) 2 jR; �n�1; 1j olsun. Bu durumda
(sn) 2 jC; 0j olmas¬için gerek ve yeter şart

T5 :

�
�n�1an

�n � �n�1

�
2 jR; �n�1; 1j

olmas¬d¬r.

·Ispat : Diyelim ki

yn =
1

�n

nX
�=0

(�� � ���1)

�
�n�1an

�n � �n�1

�
; ��1 = 0

21



olsun. Bu taktirde

sn �Rn = sn �
1

�n

nX
�=0

(�� � ���1) a�

=
1

�n

nX
�=0

���1a�

=
1

�n

nX
�=0

(�� � ���1)

�
�n�1an

�n � �n�1

�
= yn

bulunur. Buradan da (sn) 2 jR; �n�1; 1j yani (Rn) 2 BV verildi¼gine göre BV nin
lineer uzay oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa elde edilen son eşitlikten dolay¬

(sn) 2 BV , (yn) 2 BV

dir. Ayr¬ca

(yn) 2 BV ,
�

�n�1an
�n � �n�1

�
2 jR; �n�1; 1j

oldu¼guna göre

(sn) 2 jC; 0j , (T5)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 2.15 : (�n) ; (bn) ; (dn) herhangi üç dizi olsun. E¼ger (bn) 2 jR; �n�1; 1j
ve (dn) 2 BV ise bu durumda (bndn) 2 jR; �n�1; 1j dir.

·Ispat :

xn =
1

�n

nX
�=0

(�� � ���1) b�

diyelim. Bu durumda Abel k¬smi toplamas¬nedeniyle

1

�n

nX
�=0

(�� � ���1) b�d� =
1

�n

(
n�1X
�=0

�X
i=0

(�i � �i�1) bi�d� +

nX
i=0

(�i � �i�1) bidn

)

=
1

�n

(
n�1X
�=0

�d���x� + dn�nxn

)

=
1

�n

nX
�=0

�d���x� + dn+1xn

bulunur. Fakat (dn+1) 2 BV ve (xn) 2 BV oldu¼gu için
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1

�n

nX
�=0

�d���x�

!
2 BV (2.12)

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. Dikkat edelim ki (2:12) dönüşümüne kaŗs¬l¬k

gelen matris

�n� =

� (�d�)��
�n

; (� � n)

0 ; (� > n)

d¬r. Böylece Lemma 2.3 den dolay¬(2:12) nin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart

her � için

J� =

1X
n=�

������dn +
n�1X
�=�

���d�

�
1

�n
� 1

�n�1

������ = O (1)

olmas¬d¬r. Şimdi gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa her � için

J� =
1X
n=�

j�dnj+
1X
�=�

j�d� j��
1X

n=�+1

�
1

�n
� 1

�n�1

�

� 2
1X
n=0

j�dnj

= O (1)

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.
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3 TAUBERIAN TEOREMLER·I

Bu bölümde Das[1]�a ait olan jN; pj mutlak Nörlund ve jR; exp (n� 1)� ; 1j
mutlak Riesz toplanabilme metotlar¬yla ilgili Tauberian teoremlerinin yan¬s¬ra

jN; pj ; jN;P j ; j(C; 1) (N; p)j ve jR; exp (n� 1)� ; 1j metotlar¬n¬n kapsama

ili̧skileri verilmi̧stir.

Aşa¼g¬daki iki teorem iki metot aras¬ndaki ili̧skiyi vermektedir.

Teorem 3.1 : Her n için Pn > 0 ve P
(1)
n !1 olsun. Bu durumda j(C; 1) (N; p)j �

jN;P j olmas¬ için gerek ve yeter şart (2:6) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r. Baz¬

durumlar için bu kapsama kesindir, yani (xn) 2 jN;P j ve (xn) =2 j(C; 1) (N; p)j
olacak şekilde bir (N; p) Nörlund ortalamas¬ve (xn) dizisi vard¬r.

Teorem 3.2 : Her n için Pn > 0 ve P (1)n ! 1 olsun. Bu durumda jN;P j �
j(C; 1) (N; p)j olmas¬ için gerek ve yeter şart (2:5) şart¬n¬n

sa¼glanmas¬d¬r. Baz¬durumlar için bu kapsama kesindir, yani (xn) 2 j(C; 1) (N; p)j
ve (xn) =2 jN;P j olacak şekilde regüler ve mutlak regüler bir (N; p) Nörlund or-
talamas¬ve bir (xn) dizisi vard¬r.

Bu iki teoremin ispat¬ benzer oldu¼gundan k¬sa olmas¬ için Teorem 3.1 ve

Teorem 3.2 nin ispat¬n¬birlikte verece¼giz.

·Ispat : Dikkat edelim ki

tPn (sn) =
1

P
(1)
n

nX
�=0

s�Pn��

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

s�

nX
�=�

pn��

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

P�
P�

�X
�=0

s�pn��

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

P�t
p
� (s�)

ve (sn) dizisinin (N; p) dönüşümünün (C; 1) ortalamas¬
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t1n (t
p
n (sn)) =

1

n+ 1

nX
�=0

tp� (s�)

dir. Şimdi Teorem 3.1 in ilk k¬sm¬n¬ispatlamak için, Lemma 2.2 de

�n = n+ 1 ve �0n = P (1)n

al¬n¬rsa hipotezden

Pn

P
(1)
n

=
P
(1)
n � P

(1)
n�1

P
(1)
n

= O

�
1

n+ 1

�
elde edilir. Benzer olarak Teorem 3.2 nin ilk k¬sm¬n¬ispatlamak için Lemma 2.2

de

�n = P (1)n ve �0n = n+ 1

koyarsak, hipotezden dolay¬

1

n+ 1
= O

 
P
(1)
n � P

(1)
n�1

P
(1)
n

!
= O

�
Pn

P
(1)
n

�
sa¼glan¬r. Şu halde Lemma 2.2 den ispat tamamlan¬r. Bu teoremlerin ikinci k¬s¬m-

lar¬için

Pn =
2

(n+ 1) (n+ 2)

al¬n¬rsa

P (1)n = (n+ 1)Pn

bulunur. Bu durumda (2:6) şart¬sa¼glan¬r fakat (2:5) şart¬sa¼glanmaz. Dolay¬s¬yla

Teorem 3.2 den dolay¬

jN;P j * j(C; 1) (N; p)j

olur ki bu da Teorem 3.1 in ikinci k¬sm¬n¬n ispat¬n¬tamamlar.

Benzer olarak

P0 = p0 = 1 ; Pn =
n
1
2

(n+ 1)
1
2 � 1

Pn�1 (n > 1)

al¬n¬rsa

P (1)n = (n+ 1)
1
2 Pn
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bulunur. Bu durumda (2:6) şart¬sa¼glanmaz. Dolay¬s¬yla

j(C; 1) (N; p)j * jN;P j

elde edilir ki bu da Teorem 3.2 nin ikinci k¬sm¬n¬n ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 3.3 : E¼ger (pn) 2 M ise bu taktirde

j(N; p) (C; 1)j � jN;P j

dir.

·Ispat : (sn) dizisinin (C; 1) ortalamas¬na tn ve (N; p) (C; 1) ortalamas¬na tn (p; 1)

dersek

tn =
1

n+ 1

nX
�=0

s� ve tn (p; 1) =
1

Pn

nX
�=0

pn��t�

olur. Abel k¬smi toplamas¬nedeniyle

tPn (sn) =
1

P
(1)
n

nX
�=0

Pn��s�

=
1

P
(1)
n

(
n�1X
�=0

�Pn��

�X
�=0

s� + P0

nX
�=0

s�

)

=
1

P
(1)
n

(
n�1X
�=0

pn�� (� + 1) t� + P0 (n+ 1) tn

)

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

(� + 1) pn��t�

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

(� + 1) pn��

�X
�=0

c���P�t� (p; 1)

=
1

P
(1)
n

nX
�=0

(
nX
�=�

(� + 1) pn��c���

)
P�t� (p; 1)

yaz¬labilir. Şu halde
�
tPn (sn)

�
dizisi

�n� =

� P�

P
(1)
n

nX
�=�

(� + 1) pn��c��� (0 � � � n)

0 (� > n)

olmak üzere (t� (p; 1)) dizisinin � = (�n�) matrisi ile yap¬lan dönüşüm dizisidir.

Burada dikkat edelim ki
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nX
v=�

pn��cv�� =

�
1 ; (n = �)

0 ; (n > �)
(3.1)

d¬r. (3:1) ve �n� nün tan¬m¬ndan n > � için

nX
v=�

(� + 1) pn��cv�� =

n�1X
v=�

�
 

�X
i=�

pn�ici��

!
+ (n+ 1)

nX
i=�

pn�ici��

= �
n�1X
v=�

 
�X
i=�

pn�ici��

!
+ (n+ 1)

nX
i=�

pn�ici��

= �
n�1X
v=�

 
�X
i=�

pn�ici��

!

= �
n�1X
v=�

(n� �) pn��c���

oldu¼gundana göre

�n� = �
P�

P
(1)
n

n�1X
v=�

(n� �) pn��c��� (3.2)

yaz¬labilir ve n > �+ 1 için

�n�1;� = �
P�

P
(1)
n�1

n�1X
v=�

(n� �) pn�1��c��� (3.3)

olur. Şimdi n!1 için

P (1)n = P0 + P1 + :::+ Pn > (n+ 1)P0

eşitsizli¼ginden dolay¬

P (1)n !1

d¬r. Buradan (2:8) in ¬̧s¬¼g¬nda her sabit � ve n!1 için

�n� = o (1)

dir.

j�n�j =
P�

P
(1)
n

n�1X
v=�

(n� �) pn��c��� �
P�

P
(1)
n

! 0

yani

�n� = o (1)
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bulunur. Ayr¬ca

nX
�=0

�n� = 1 (3.4)

oldu¼gu kolayca görülür. Böylece Lemma 2.3 den her � için

J� =
1X
n=�

�����
nX
�=�

(�n� � �n�1;�)

����� = O (1)

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. Şimdi (3:4), (3:2) ve (3:3) den dolay¬n > � için

nX
�=�

(�n� � �n�1;�) =

nX
�=0

(�n� � �n�1;�)�
��1X
�=0

(�n� � �n�1;�)

= �
��1X
�=0

(�n� � �n�1;�)

=

��1X
�=0

(�n�1;� � �n�)

=

��1X
�=0

 
� P�

P
(1)
n�1

n�1X
v=�

(n� �) pn�1��c��� +
P�

P
(1)
n

n�1X
v=�

(n� �) pn��c���

!

=

��1X
�=0

P�

n�1X
v=�

(n� �)

 
pn��

P
(1)
n

� pn���1

P
(1)
n�1

!
c���

yazabiliriz. Öte yandan

pn��

P
(1)
n

� pn���1

P
(1)
n�1

=
pn��P

(1)
n�1

P
(1)
n P

(1)
n�1

� pn���1P
(1)
n

P
(1)
n P

(1)
n�1

=
pn��

�
P
(1)
n � Pn

�
P
(1)
n P

(1)
n�1

� pn���1P
(1)
n

P
(1)
n P

(1)
n�1

=
(pn�� � pn���1)

P
(1)
n�1

� pn��Pn

P
(1)
n P

(1)
n�1

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve eşitlik J� da yerine yaz¬l¬rsa
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J� = j���j+
1X

n=�+1

�����
��1X
�=0

(�n�1;� � �n;�)

�����
= j���j+

1X
n=�+1

�����
��1X
�=0

P�

n�1X
v=�

(n� �)

 
pn��

P
(1)
n

� pn���1

P
(1)
n�1

!
c���

�����
� j���j+

1X
n=�+1

1

P
(1)
n�1

�����
��1X
�=0

P�

n�1X
v=�

(n� �) (pn���1 � pn��) c���

�����
+

1X
n=�+1

Pn

P
(1)
n P

(1)
n�1

�����
��1X
�=0

P�

n�1X
v=�

(n� �) pn��c���

�����
= J (1)� + J (2)� + J (3)�

elde edilir. Lemma 2.6 dan

J (1)� = j���j =
(�+ 1)P�

P
(1)
�

= O (1)

ve Lemma 2.7 nin ((2:8) eşitsizli¼ginden)

J (3)� � K

��1X
�=0

P�

1X
n=�+1

 
P
(1)
n � P

(1)
n�1

P
(1)
n P

(1)
n�1

!

= K

��1X
�=0

P�

1X
n=�+1

 
1

P
(1)
n�1

� 1

P
(1)
n

!

=
K

P
(1)
�

��1X
�=0

P�

= O (1)

oldu¼gu görülür. Şimdi J (2)� toplam¬n¬� = � den � = ��1 e ve � = � dan � = n�1
e şeklinde iki parçaya ay¬ral¬m: Bu durumda

J (2)�1 =
1X

n=�+1

1

P
(1)
n�1

�����
��1X
�=0

P�

��1X
v=�

(n� �) (pn���1 � pn��) c���

�����
ve

J (2)�2 =

1X
n=�+1

1

P
(1)
n�1

�����
��1X
�=0

P�

n�1X
v=�

(n� �) (pn���1 � pn��) c���

�����
olmak üzere

J (2)� � J (2)�1 + J (2)�2
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elde edilir. Bu arada
nX
�=0

cn��P� = 1 (3.5)

oldu¼gunu dikkat edelim. Bu durumda (3:5) i kullanarak Lemma 2.8 den dolay¬

J (2)�1 =
1X

n=�+1

1

P
(1)
n�1

(
��1X
v=0

(n� �) (pn���1 � pn��)

�X
�=0

P�c���

)

=

1X
n=�+1

1

P
(1)
n�1

��1X
v=0

(n� �) (pn���1 � pn��)

=

��1X
v=0

1X
n=�+1

1

P
(1)
n�1

(n� �) (pn���1 � pn��)

=

��1X
v=0

O

�
1

�+ 1

�
= O (1)

olur. Ayn¬zamanda Lemma 2.8 ve Lemma 2.4 den

J (2)�2 �
��1X
�=0

P�

1X
v=�

jc���j
1X

n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

P
(1)
n�1

� K

��1X
�=0

P�

1X
v=�

jc���j
� + 1

� K

�+ 1

��1X
�=0

P�

1X
v=�

jc���j

� K
�

�+ 1

= O (1)

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.4 : (pn) 2 M olsun. Bu durumda

jN;P j � j(N; p) (C; 1)j

dir.

·Ispat¬: Teorem 3.3 de oldu¼gu gibi (sn) dizisinin (N; p) (C; 1) ortalamas¬

�n� =

� P
(1)
�

Pn

nX
�=�

pn��c���
� + 1

(� � n)

0 (� > n)
(3.6)
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olmak üzere � = (�n�) matrisinin (N;P ) Nörlund ortalamas¬d¬r.(2:3) den

nX
�=0

�n� =
nX
�=0

P
(1)
�

Pn

nX
�=�

pn��c���
� + 1

=
1

Pn

nX
�=0

pn��
(� + 1)

�X
�=0

P (1)� c���

=
1

Pn

nX
�=0

pn�� (� + 1)

(� + 1)

= 1

dir. Şimdi Abel k¬smi toplama formülünden

nX
�=�

pn��c���
� + 1

=

n�1X
�=�

 
�X
�=�

pn��c���

!�
1

� + 1
� 1

� + 2

�
(3.7)

+

 
nX
�=�

pn��c���

!
1

n+ 1

=
n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)

�X
�=�

pn��c��� +
1

n+ 1

nX
�=�

pn��c���

yaz¬labilir. Lemma 2.7 ((2:7) eşitsizli¼gi) ve (3:7) den dolay¬her n ve � için �n� > 0
olur.

(2:1) den ise

0 � �n� =
P
(1)
�

Pn

nX
�=�

pn��c���
� + 1

� P
(1)
�

Pn (�+ 1)

nX
�=�

pn��c���

� P
(1)
�

Pn (�+ 1)
pn��c0

yaz¬labilir. Şimdi (pn) 2 M oldu¼gundan monoton azalan oldu¼gu göz önüne

al¬n¬rsa
pn
Pn
� 1

n
bulunur. Dolay¬s¬yla her sabit � ve n!1 için

�n� = o (1)

olur. Son olarak

J� =
1X
n=�

�����
nX
�=�

(�n� � �n�1;�)

����� = O (1)
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oldu¼gunu gösterelim. �n� tan¬m¬ve (3:1) nedeniyle n > � için

�n� =
P
(1)
�

Pn

nX
�=�

pn��c���

�
1

� + 1
� 1

n+ 1

�

=
P
(1)
�

(n+ 1)Pn

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
pn��c���

ve n > �+ 1 için

�n�1;� =
P
(1)
�

(n+ 1)Pn�1

n�1X
�=�

pn�1��c���

�
n� �

� + 1

�
dir. Böylece n > � için

nX
�=�

(�n� � �n�1;�) =

��1X
�=0

(�n�1;� � �n�)

=

��1X
�=0

P (1)�

n�1X
�=�

n� �

(n+ 1) (� + 1)

�
pn���1
Pn�1

� pn��
Pn

�
c���

olur. Ayr¬ca

pn���1
Pn�1

� pn��
Pn

=
Pnpn���1
PnPn�1

� Pn�1pn��
Pn�1Pn

=
Pnpn���1
PnPn�1

� (Pn � pn) pn��
Pn�1Pn

=
pn���1 � pn��

Pn�1
+
pnpn��
Pn�1Pn

oldu¼gunu göz önüne al¬rsak

J� = j���j+
1X

n=�+1

�����
��1X
�=0

(�n�1;� � �n;�)

�����
= j���j+

1X
n=�+1

�����
��1X
�=0

P (1)�

n�1X
v=�

n� �

(n+ 1) (� + 1)

�
pn���1
Pn�1

� pn��
Pn

�
c���

�����
= j���j+

1X
n=�+1

�����
��1X
�=0

P (1)�

n�1X
v=�

n� �

(n+ 1) (� + 1)

�
pn���1 � pn��

Pn�1
+
pnpn��
Pn�1Pn

�
c���

�����
� j���j+

1X
n=�+1

pn
(n+ 1)PnPn�1

�����
��1X
�=0

P (1)�

n�1X
v=�

pn��c���

�
n� �

� + 1

������
+

1X
n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
��1X
�=0

P (1)�

n�1X
v=�

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��) c���

�����
= J (1)� + J (2)� + J (3)�
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yaz¬labilir. Şimdi

J (1)� = j���j =
P
(1)
�

(�+ 1)P�

� P1 + P2 + :::+ P�
(�+ 1)P�

� (�+ 1)P�
(�+ 1)P�

= O (1)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Lemma 2.7 nin (2:8) eşitsizli¼ginden ise

J (2)� =
1X

n=�+1

pn
(n+ 1)PnPn�1

�����
��1X
�=0

P (1)�

n�1X
v=�

pn��c���

�
n� �

� + 1

������
=

1X
n=�+1

pn
PnPn�1

��1X
�=0

P
(1)
�

n+ 1

n�1X
v=�

pn��c���

�
n� �

� + 1

�

�
��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

n�1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

= J (2)�1 + J (2)�2

d¬r. Burada

J (2)�1 =

��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

��1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

ve

J (2)�2 =

��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

n�1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

dir. Kolayca görülebilir ki

�X
�=0

P (1)� c
(1)
��� = A2� =

3:4::: (� + 2)

�!
(3.8)

dir. (3:8), (pn) nin monotonlu¼gunu ve Lemma 2.9 u kullanarak

J (2)�1 �
1X

n=�+1

pnpn��
PnPn�1

��1X
�=0

A
(2)
�

(� + 1) (� + 2)

= O (�+ 1)

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

= O (1)
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elde ederiz.
·Ilk önce J (2)�2 de toplam¬n s¬ras¬n¬de¼gi̧stirelim ve sonra da Lemma 2.9 ve Lemma

2.8 i kullan¬rsak ve (3:8) tan¬m¬ndan,

J (2)�2 =

��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

n�1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

=

��1X
�=0

P (1)�

1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

1X
n=�+1

pnpn��
PnPn�1

� K

��1X
�=0

P (1)�

1X
v=�

c
(1)
���

(� + 1)3

� K

��1X
�=0

P (1)� c
(1)
���

1X
v=�

1

(� + 1)3

� K

(�+ 1)2

�X
�=0

P (1)� c
(1)
���

= O (1)

elde ederiz.

Bir sonraki ad¬mda J (3)� toplam¬n¬ele alal¬m. Önce bu toplam¬

J (3)�1 =
1X

n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
��1X
�=0

P (1)�

��1X
v=�

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��) c���

�����
ve

J (3)�2 =

��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
n�1X
v=�

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��) c���

�����
olmak üzere iki parçaya ay¬ral¬m. Bu durumda

J (3)� � J (3)�1 + J (3)�2

yaz¬labilir. Şimdi

nX
�=0

P (1)� cn�� = n+ 1
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eşitli¼gini kullanarak Lemma 2.8 nedeniyle

J (3)�1 =
1X

n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
��1X
�=0

P (1)�

��1X
v=�

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��) c���

�����
=

1X
n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
��1X
v=0

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��)

�X
�=0

P (1)� c���

�����
=

1X
n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

��1X
v=0

(n� �) (pn���1 � pn��)

=

��1X
v=0

1X
n=�+1

(n� �) (pn���1 � pn��)

(n+ 1)Pn�1

=

��1X
v=0

O

�
1

�+ 1

�
= O (1)

bulunur. Nihayet Lemma 2.8 in 2. eşitsizli¼gi ve Lemma 2.4 göz önüne al¬n¬rsa

J (3)�2 =

��1X
�=0

P (1)�

1X
n=�+1

1

(n+ 1)Pn�1

�����
n�1X
v=�

�
n� �

� + 1

�
(pn���1 � pn��) c���

�����
�

��1X
�=0

P (1)�

1X
v=�

jc���j
� + 1

1X
n=�+1

n� �

(n+ 1)Pn�1
(pn���1 � pn��)

� K

��1X
�=0

P (1)�

1X
v=�

jc���j
(� + 1)2

� K

�+ 1

��1X
�=0

P�

1X
v=�

jc���j

= O (1)

elde edilir. Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Teorem 3.5 : (pn) 2 M olsun. Bu taktirde

j(N; p) (C; 1)j � jN;P j � j(C; 1) (N; p)j

dir.

Bu noktada belirtmek isteriz ki bu beş teoremin adi anlamdaki toplanabilme

teorisindeki benzeri Das[8] taraf¬ndan verilmi̧stir.

·Ispat : Lemma 2.6 y¬göz önüne al¬p Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve

Teorem 3.4 birleştirilirse Teorem 3.5 elde edilir.
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Teorem 3.6 : (pn) 2 M olsun. Bu taktirde

(tnp (sn)) 2 BV ,
1X
n=1

jtnp (nan)j
n

<1

dir.

Dikkat edilmelidir ki mutlak Nörlund toplanabilme teorisi üzerinde çal¬̧st¬¼g¬m¬zda

bu teoremin Cesàro toplanabilme teorisinde Kogbetliantz�¬n

� > �1 için n
�
��n � ��n�1

�
= ��n

formülünde oldu¼gu gibi önemli avantajlar¬vard¬r.

·Ispat : Önce
1X
n=1

jtpn (nan)j
n

<1) tpn (sn) 2 BV (3.9)

oldu¼gunu gösterece¼giz. Bunun için


 (n; �) =
Pn��
Pn

� Pn���1
Pn�1

yazal¬m. Bu durumda m > n+ 1 için


 (n; 0) = 0 ; 
 (n;m) = 0

ve ayn¬zamanda (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi oldu¼gundan


 (n; �) > 0

d¬r. (N; p) Nörlund ortalamas¬n¬n tersi al¬n¬rsa

�a� =

�X
�=1

c���P�t
p
� (�a�) ; (t

p
0 (�a�) = 0)

olaca¼g¬ndan

tpn (sn)� tpn�1 (sn) =

nX
�=1

�
pn��
Pn

� pn���1
Pn�1

�
s�

=
nX
�=1


 (n; �) a�

=
nX
�=1


 (n; �)
�X
�=1

c���
�
P�t

p
� (�a�)

=
nX
�=1

tp� (�a�)P�

nX
�=�


 (n; �)

�
c���
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yaz¬labilir. Böylece (3:9) un sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart her � için

J� = �P�

1X
n=�

�����
nX
�=�

1

�

 (n; �) c���

����� = O (1)

olmas¬d¬r. Bu Lemma 2.3 ün (iii) koşulunun farkl¬bir formudur. Şimdi

nX
�=�

1

�

 (n; �) c��� =

nX
�=�

��

�

 (n; �)

�

�
c
(1)
���

=
nX
�=�

1

� (� + 1)

 (n; �) c

(1)
��� +

nX
�=�

1

� + 1
��
 (n; �) c

(1)
���

yazal¬m. Bu durumda

J (1)� = �P�

1X
n=�

�����
nX
�=�

1

� (� + 1)

 (n; �) c

(1)
���

�����
ve

J (2)� = �P�

1X
n=�

�����
nX
�=�

1

� + 1
��
 (n; �) c

(1)
���

�����
olmak üzere

J� � J (1)� + J (2)�

olur. Lemma 2.10 dan

J (1)� = �P�

1X
n=�

�����
nX
�=�

1

� (� + 1)

 (n; �) c

(1)
���

�����
= �P�

1X
�=�

c
(1)
���

� (� + 1)

1X
n=�


 (n; �)

� �P�

1X
�=�

c
(1)
���

� (� + 1)

= �O

�
1

�+ 1

�
= O (1)

bulunur ve J (2)� yi hesaplamak için

1

� + 1
=

n� �

(� + 1) (n+ 1)
+

1

n+ 1

eşitli¼gini göz önüne alal¬m. Bu durumda (2:4) eşitli¼ginden
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nX
�=�

1

� + 1
��
 (n; �) c

(1)
��� =

1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
��
 (n; �) c

(1)
���

+
1

n+ 1

nX
�=�

c
(1)
���

�
pn��
Pn

� pn���1
Pn�1

�

=
1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
��
 (n; �) c

(1)
���

+
1

(n+ 1)Pn

nX
�=�

c
(1)
���pn�� �

1

(n+ 1)Pn�1

nX
�=�

c
(1)
���pn���1

=
1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
��
 (n; �) c

(1)
��� +

1

n+ 1

�
1

Pn
� 1

Pn�1

�
dir. Böylece

J (2)� � �P�

1X
n=�

1

n+ 1

�
1

Pn�1
� 1

Pn

�

+�P�

1X
n=�

1

n+ 1

n�1X
�=�

�
n� �

� + 1

�
j��
 (n; �)j c(1)���

� �P�
P�P��1

1X
n=�

pn + �P�

1X
�=�

c
(1)
���

� + 1

1X
n=�+1

(n� �) j��
 (n; �)j
n+ 1

� K +K�P�

1X
�=�

c
(1)
���

(� + 1)2

= O (1)

oldu¼gu görülür. Önce

tpn (sn) 2 BV )
1X
n=1

jtpn (nan)j
n

<1 (3.10)

oldu¼gunu ispatlayal¬m. (N; p) dönüşümü için ters formülü kullanarak, ( [6] da

görülebildi¼gi gibi ) � > 1 için

a� =
�X
�=0

(c��� � c����1)P�t
p
� (sn)

=

��1X
�=0

�tp� (s)

(
�X
�=0

c���p� � P�c����1

)

elde edilir. Buradan
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tpn (nan) =
1

Pn

nX
�=0

pn���a�

=
1

Pn

nX
�=0

pn���

��1X
�=0

�tp� (s)

(
�X
�=0

c���p� � P�c����1

)

=
1

Pn

n�1X
�=0

�tp� (s)
nX

�=�+1

�pn��

(
�X
�=0

c���p� � P�c����1

)

bulunur. Buna göre (3:10) un do¼gru olmas¬için gerek ve yeter şart her � için

J� =
1X

n=�+1

1

nPn

�����
nX

�=�+1

�pn��

 
�X
�=0

p�c��� � P�c����1

!����� = O (1)

olmas¬d¬r. E¼ger

J (1)� =
1X

n=�+1

1

nPn

�����
nX

�=�+1

�pn��

�X
�=0

p�c���

�����
ve

J (2)� = P�

1X
n=�+1

1

nPn

�����
nX

�=�+1

�pn��c����1

�����
dersek

J� � J (1)� + J (2)�

yaz¬labilir. Lemma 2.9, (2:2) eşitsizli¼gi ve(2:4) ifadesi göz önüne al¬n¬rsa

J (1)� �
1X

n=�+1

1

nPn

nX
�=�+1

�pn��

�X
�=0

p� jc���j

� K

�X
�=0

p�

1X
�=�+1

� jc���j
1X
n=�

pn��
(n+ 1)Pn

� K

�X
�=0

p�

1X
�=�+1

� jc���j
� + 1

� K

�X
�=0

p�

1X
�=�+1

jc���j

� K

�X
�=0

p�c
(1)
���

= O (1)
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bulunur ve ayn¬zamanda

nX
�=�+1

�pn��c����1 =

n�1X
�=�+1

�X
�=�+1

pn��c����1 (� � (� + 1)) (3.11)

+(n+ 1)
nX

�=�+1

pn��c����1

= �
n�1X
�=�+1

�X
�=�+1

pn��c����1 + (n+ 1)
nX

�=�+1

pn��c����1

oldu¼gundan, Lemma 2.7 ve Lemma 2.11 den dolay¬

J (2)� = P�

1X
n=�+1

1

nPn

������
nX

�=�+1

�X
�=�+1

pn��c����1 + (n+ 1)
nX

�=�+1

pn��c����1

�����
� P�

1X
n=�+1

�
1 +

1

n

�
1

Pn

�����
nX

�=�+1

pn��c����1

�����
+P�

1X
n=�+1

1

nPn

�����
nX

�=�+1

�X
�=�+1

pn��c����1

�����
� P� (�+ 2)

(�+ 1)P�+1
+ P�

1X
n=�+1

1

nPn

nX
�=�+1

�����
�X

�=�+1

pn��c����1

�����
� K + P�

1X
n=�+1

1

nPn

nX
�=�+1

pn���1c
(1)
����1

= K + P�

1X
n=�+1

pn���1c
(2)
n���1

nPn

� K + P�O

�
1

P�

�
= O (1)

elde edilir. Bu da Teorem 3.6 n¬n ispat¬n¬tamamlar.

Lemma 3.7 : (pn) 2 M ve (sn) 2 jN;P j olsun. Bu taktirde (sn) 2 jN;P j
olmas¬için gerek ve yeter şart (�n) 2 jN; pj olmas¬d¬r.
Bu lemman¬n adi anlamdaki (N; p) Nörlund metodu için benzeri [9] da

verilmi̧stir.

·Ispat : Bu Lemman¬n ispat¬, Teorem 3.5 ve

tpn (sn � �n) = tpn (sn)� tpn (�n) = tpn (�n)
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eşitli¼ginden elde edilir.

Lemma 3.8 : (pn) 2 M olsun. Bu taktirde

tpn (�n) 2 BV ,
1X
n=1

jtpn (�)j
n

<1

dir.

·Ispat : Teorem 3.6 dan dolay¬

tpn (�n) 2 BV ,
1X
n=1

1

n

����� 1Pn
nX
�=1

pn��� (�� � ���1)

����� <1
d¬r. Şu halde

� (�� � ���1) = � �

oldu¼guna göre

tpn (�n) 2 BV ,
1X
n=1

1

n

����� 1Pn
nX
�=1

pn��� �

����� <1
tpn (�n) 2 BV ,

1X
n=1

jtpn (�)j
n

<1

elde edilir.

Lemma 3.9 : (pn) 2 M olsun. Bu taktirde

1X
n=1

��tPn (nan)��
n

<1,
1X
n=1

jtpn (�)j
n

<1

dir.

·Ispat : Önce

1X
n=1

��tPn (nan)��
n

<1)
1X
n=1

jtpn (�)j
n

<1 (3.12)

oldu¼gunu gösterelim. Teorem 3.4 ün ispat¬nda kullan¬lan (3:6) sonucunu (sn) nin

yerine (nan) yazarak uygulan¬rsa

tpn (�) =
nX
�=1

�n�t
P
� (�a�)
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elde edilir. Burada �n� matrisi Teorem 3.4 ün ispat¬nda ortaya ç¬kan matrisle

ayn¬d¬r. Böylece (3:12) nin do¼grulu¼gunu göstermek için her � için

J� = �P (1)�

1X
n=�

1

nPn

�����
nX
�=�

pn��c���
� + 1

����� = O (1)

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. (3:7) ve (3:1) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa ve

Lemma 2.7, Lemma 2.9, Lemma 2.10 nedeniyle

J� = �P (1)�

1X
n=�

1

nPn

�����
n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)

�X
�=�

pn��c��� +
1

n+ 1

nX
�=�

pn��c���

�����
� �P (1)�

1X
n=�

1

n (n+ 1)Pn

�����
nX
�=�

pn��c���

�����
+�P (1)�

1X
n=�

1

nPn

�����
n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)

�X
�=�

pn��c���

�����
� �P

(1)
�

� (�+ 1)P�
+ �P (1)�

1X
n=�

1

nPn

n�1X
�=�

1

(� + 1) (� + 2)

�X
�=�

pn��c���

� K + �P (1)�

1X
n=�

1

nPn

n�1X
�=�

pn��c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

= K + �P (1)�

1X
�=�

c
(1)
���

(� + 1) (� + 2)

1X
n=�

pn��
nPn

� K + �P (1)�

1X
�=�

c
(1)
���

(� + 1)3

� K +
�P

(1)
�

(�+ 1)

1X
�=�

c
(1)
���

(� + 1)2

� K +
�P

(1)
�

P� (�+ 1)
2

� K +
P
(1)
�

P� (�+ 1)

= O (1)

bulunur. Bu da (3:12) nin ispat¬n¬tamamlar.

Şimdi
1X
n=1

jtpn (�)j
n

<1)
1X
n=1

��tPn (nan)��
n

<1 (3.13)

oldu¼gunu gösterelim. Kolayca görülece¼gi üzere �n� , Teorem 3.3 ün ispat¬nda göz

önüne ald¬¼g¬m¬z matris olmak üzere
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tPn (nan) =
nX
�=1

�n�t
p
� (�)

yaz¬labilir.Böylece (3:13) ü ispatlamak için her � için

J� = �P�

1X
n=�

1

nP
(1)
n

�����
nX
�=�

(� + 1) pn��c���

����� = O (1)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Böylece (2:6) y¬göz önüne al¬rsak Teorem 3.6 n¬n

ikinci k¬sm¬n¬n ispat¬ndaki notasyonlar cinsinden

J (2)� = O (1)

bulunur. Buradan ispat tamamlan¬r.

Şimdi mutlak Nörlund jN; pj metodu için bir Tauber teoremi olan aşa¼g¬daki temel
teoremi ispat edelim:

Teorem 3.10 : (pn) 2 M ve (sn) 2 jAj olsun. Bu taktirde

(sn) 2 jN; pj , T1 : (�n) 2 jN; pj

dir.

Teorem 3.5 nedeniyle T1 Tauberian şart¬ aşa¼g¬daki şartlardan herhangi birine

denktir.

T2 : (nan) 2 jN;P j
T3 : (nan) 2 j(C; 1) (N; p)j

Bu yüzden bu şartlardan en uygun olan¬n¬kullanabiliriz.

·Ispat : T1 şart¬n¬n gereklili¼gi Lemma 3.7 den elde edildi¼ginden, bu şart¬n sadece

yeterlili¼gini ispatlamak yeterlidir. ·Ispatta tPn (na) yerine k¬sal¬k için tPn yaza-

ca¼g¬z. Lemma 3.7 den dolay¬(sn) 2 jN;P j oldu¼gunu kan¬tlamak yeterlidir. Fakat
Teorem 3.6, Lemma 3.8 ve Lemma 3.9 den

(sn) 2 jN;P j , (�n) 2 jN; pj

,
1X
n=1

n�1 jtpn (�)j <1

,
1X
n=1

n�1
��tPn (nan)�� <1
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bulunur. Böylece
1X
n=1

n�1
��tPn �� <1 (3.14)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. n!1 ve her n � w � n+ 1 için

1

n
� 1

w2
�
1� e�

1
w

�
oldu¼gundan (3:14) ifadesi,

1X
n=1

��tPn �� n+1Z
n

dw

w2
�
1� e�

1
w

� <1 (3.15)

ifadesine denktir. Fakat f (w) =
1X
n=0

ane
� n
w fonksiyonu (1;1) da s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬

oldu¼gundan (3:15) ifadesi,
1X
n=1

jXnj <1

eşitsizli¼gine denktir. Burada

Xn =

n+1Z
n

8>><>>:f
0
(w) +

tPn

w2
�
1� e�

1
w

�
9>>=>>; dw

dir. Öte yandan

P

�
e�

1
w

�
=

1X
�=0

P�e
� �
w

olmak üzere
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f
0
(w) = � 1

w2

1X
�=1

�a�e
� �
w

= �

 1X
�=1

�a�e
� �
w

! 1X
�=0

P�e
� �
w

!

w2
1X
�=0

P�e
� �
w

= �

1X
n=1

e�
n
w
P
(1)
n

P
(1)
n

nX
�=0

Pn���a�

w2
1X
�=0

P�e
� �
w

= �

1X
�=1

P
(1)
� tP� e

� �
w

w2P

�
e�

1
w

�
oldu¼guna göre

tPn

w2
�
1� e�

1
w

� =

tPn

1X
�=1

P
(1)
� e�

�
w

w2
�
1� e�

1
w

� 1X
�=1

P
(1)
� e�

�
w

=

1X
�=1

P
(1)
� tPn e

� �
w

w2

 1X
�=1

P
(1)
� e�

�
w �

1X
�=1

P
(1)
� e�

�+1
w

!

=

1X
�=1

P
(1)
� tPn e

� �
w

w2

 1X
�=1

P�e
� �
w

!

=

1X
�=1

P
(1)
� tPn e

� �
w

w2P

�
e�

1
w

�
eşitli¼gi nedeniyle
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Xn =

n+1Z
n

8>><>>:f
0
(w) +

tPn

w2
�
1� e�

1
w

�
9>>=>>; dw (3.16)

=

n+1Z
n

8>>>><>>>>:�
1X
�=1

P
(1)
� tP� e

� �
w

w2P

�
e�

1
w

� +

1X
�=1

P
(1)
� tPn e

� �
w

w2P

�
e�

1
w

�
9>>>>=>>>>; dw

=

n+1Z
n

dw

w2P

�
e�

1
w

� 1X
�=1

P (1)�

�
tPn � tP�

�
e�

�
w

elde edilir. Şimdi

��tPn � tP�
�� �

8>>>><>>>>:

�X
r=n+1

��tPr � tPr�1
�� ; (� > n)

nX
r=�+1

��tPr � tPr�1
�� ; (� < n)

yazar ve bu eşitsizli¼gi jXnj ifadesinde yerine koyarsak Lemma 2.13 den dolay¬
verilen her r için

1X
n=1

jXnj �
1X
r=2

��tPr � tPr�1
�� 1X
�=r

P (1)�

rZ
1

e�
�
w

w2P

�
e�

1
w

�dw
+

1X
r=2

��tPr � tPr�1
�� r�1X
�=1

P (1)�

1Z
1

e�
�
w

w2P

�
e�

1
w

�dw
< 1

oldu¼gu görülür. Çünkü
�
tPr
�
2 BV dir. Bu da Teorem 3.10 un ispat¬n¬tamamlar.

Özel olarak 0 � � � 1 için pn = A��1n al¬n¬rsa jN; pj = jC; �j ve
jN;P j = jC; �+ 1j olaca¼g¬ndan Teorem 3.10 dan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.11 : (sn) 2 jAj olsun. Bu durumda 0 � � � 1 için (sn) 2 jC; �j
olmas¬için gerek ve yeter şart (nan) 2 jC; �+ 1j olmas¬d¬r.
Bu sonucun � > 0 için genel durumu Hyslop [11] taraf¬ndan verilmi̧stir.

Özel olarak pn =
1

n+ 1
seçilirse Teorem 3.10 dan aşa¼g¬daki sonuç ifade edilebilir.
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Sonuç 3.12 : (sn) 2 jAj olsun. Bu taktirde (sn) 2
����N; 1

n+ 1

���� olmas¬ için
gerek ve yeter şart (�n) 2

����N; 1

n+ 1

���� olmas¬d¬r.
Teorem 3.13 : 0 < � < 1 için����N; 1

n+ 1

���� � ��R; e(n�1)�; 1��
ve ayn¬zamanda

��R; e(n�1)�; 1�� toplanabilen fakat ����N; 1

n+ 1

���� toplanamayan bir
seri mevcuttur.

Bu teoremin birinci k¬sm¬ ile ilgili adi toplanabilme teorisinde benzeri [20]�de

verilmi̧stir.

·Ispat : (sn) dizisinin
�
N;

1

n+ 1

�
ortalamas¬n¬tn (sn) ve �n = exp (n�) (0 < � < 1)

olmak üzere (R; �n�1; 1) ortalamas¬n¬R�n ile gösterelim. Bu durumda Teorem 3.6

dolay¬
1X
n=1

jtpn (nan)j
n

<1) R�n 2 BV (3.17)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Kolayca hesaplanaca¼g¬gibi

R�n �R�n�1 =
�n � �n�1
�n�n�1

nX
�=1

���1a�

d¬r. a� terimini tn (nan) cinsinden çekip yerine yazarsak

R�n �R�n�1 =
�n � �n�1
�n�n�1

nX
�=1

���1
1

�

�X
�=1

c���P�t� (�a�)

=
�n � �n�1
�n�n�1

nX
�=1

P�t� (�a�)
nX
�=�

���1
�

c���

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (3:17) nin do¼grulu¼gunu göstermek için her � için

J� = �P�

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

�����
nX
�=�

���1
�

c���

����� = O (1)

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. Bunun için

�
0
=
�
�1��

�
+ 2

�
�
0 > 2

�
ve m = min

n
n; �+ �

0
o

yazal¬m. Bu durumda
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J (1)� = �P�

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

�����
mX
�=�

���1c���
�

�����
ve

J (2)� = �P�

1X
n=�+�0+1

�n � �n�1
�n�n�1

������
1X

�=�+�0+1

���1c���
�

������
olmak üzere

J� � J (1)� + J (2)�

yaz¬labilir. Şimdi Abel k¬smi toplama formülünden

mX
�=�

���1
�

c��� =

mX
�=�

�

�
���1
�

�
c
(1)
��� +

�m
m+ 1

c
(1)
m�� (3.18)

ve dolay¬s¬yla (3:18) den

J (1)� = �P�

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

�����
mX
�=�

�

�
���1
�

�
c
(1)
��� +

�m
m+ 1

c
(1)
m��

�����
� �P�

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

(
mX
�=�

���������1�
����� c(1)��� + �m

m+ 1
c
(1)
m��

)

= �P�

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

mX
�=�

���������1�
����� c(1)���

+�P�
�m

m+ 1
c
(1)
m��

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

� �P�

�+�
0X

�=�

c
(1)
���

���������1�
����� 1X

n=�

�n � �n�1
�n�n�1

+�P�

�+�
0X

n=�

�n � �n�1
�n�n�1

�n
n+ 1

c
(1)
n�� + �P�

��+�0

�+ �0 + 1
c
(1)

�
0

1X
n=�+�0+1

�n � �n�1
�n�n�1

= J (1)�1 + J (1)�2 + J (1)�3

yaz¬labilir.

1X
n=�

�n � �n�1
�n�n�1

=

1X
n=�

�
1

�n�1
� 1

�n

�
=

1

���1
� lim

n!1

1

�n
=

1

���1

ve

�n � �n�1 = O
�
n��1 exp (n�)

�
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oldu¼gunu göz önüne al¬rsak

J (1)�1 = �P�

�+�
0X

�=�

c
(1)
���

���������1�
����� 1X

n=�

�n � �n�1
�n�n�1

= �P�

�+�
0X

�=�

c
(1)
���O

�
1

�2��

�

= �P�
O (1)

�2��

�+�
0X

�=�

c
(1)
���

= �P�
O (1)

�2��
c
(2)

�0

= O (1)

elde edilir. Çünkü Lemma 2.5(iii) den dolay¬

c
(2)

�0
� 2�

0
+ 1

P�0
= O

�
�
0
+ 1

log �0

�
ve

�P�
�
�
0
+ 1
�

�2�� (log �0)
= O (1)

dir. Benzer olarak

J (1)�2 = �P�

�+�
0X

n=�

�n � �n�1
�n�n�1

�n
n+ 1

c
(1)
n��

= �P�

�+�
0X

n=�

c
(1)
n��O

�
1

n2��

�

=
�P�O (1)

�2��

�+�
0X

n=�

c
(1)
n��

=
�P�O (1)

�2��
c
(2)

�
0

= O (1)

olur. Ayn¬zamanda Lemma 2.5(ii)a dan
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J (1)�3 = �P�
��+�0

�+ �0 + 1
c
(1)

�0

1X
n=�+�0+1

�n � �n�1
�n�n�1

= �P�
��+�0

�+ �0 + 1
c
(1)

�0
1

��+�0

=
�P�

�+ �0 + 1
c
(1)

�0

= O

 
P�
P�0

!
bulunur.

Son olarak (2:2) eşitsizli¼ginden

J (2)� = �P�

1X
n=�+�

0
+1

�n � �n�1
�n�n�1

������
1X

�=�+�
0
+1

���1c���
�

������
� �P�

1X
n=�+�0+1

�n � �n�1
�n�n�1

1X
�=�+�0+1

���1
�
jc���j

= �P�

1X
�=�+�0+1

���1
�
jc���j

1X
n=�+�0+1

�n � �n�1
�n�n�1

� �P�

1X
�=�+�0+1

���1
�
jc���j

1

��+�0

� P�

1X
�=�+�0+1

jc���j

� P�
P�+�0

= O (1)

elde edilir. Bu da Teorem 3.13 ün ispat¬n¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teorem

����N; 1

n+ 1

���� metodu için bir Tauberian teoremidir.
Teorem 3.14 :

X
an 2

����N; 1

n+ 1

���� ve T4 : �n1��an� 2 ��R; e(n�1)�; 1�� ; (0 < � < 1)

olsun. Bu durumda X
an 2 jC; 0j
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d¬r.

Dikkat edelim ki adi anlamda
�
N;

1

n+ 1

�
toplanabilme metodu için Iyengar

[12] taraf¬ndan ispat edildi ki e¼ger
P
an 2

�
N;

1

n+ 1

�
ve n(1��)an = O (1)

(0 < � � 1) ise bu taktirde X
an 2 (C; 0)

d¬r.

·Ispat : 0 < � < 1 için �n = exp (n�) olsun. E¼ger �n nin bu de¼geri için T4 ) T5

oldu¼gunu gösterebilirsek Teorem 3.14 ün ispat¬, Lemma 2.14 ve Teorem 3.13 den

elde edilir. Asl¬nda bu durumda

T4 , T5

elde ederiz. Bu gerektirme (dn) =
�

�n�1
�n � �n�1

n�
�
2 BV oldu¼gu göz önüne

al¬narak Lemma 2.15 den elde edilir ve ayn¬zamanda
�
1

dn

�
2 BV oldu¼gu görülür.

Teoremin ikinci k¬sm¬n¬n ispat¬için

��
4
+ 1 + 0� 1

3
+ 0 +

1

5
� 0 + 1

7
+ ::: (3.19)

serisini göz önüne alal¬m.

1X
n=1

1

(2n� 1) log (n+ 1) =1

oldu¼gundan (3:19) serisinin

����N; 1

n+ 1

���� metoduyla toplanabilir olmad¬¼g¬aşa¼g¬daki
sonuçtan ([6] da Teorem 1 den) elde edilir:

(sn) 2
����N; 1

n+ 1

����)X
j"nanj <1, "n = O

�
1

log (n+ 1)

�
Di¼ger taraftan ayn¬ seri jR; exp (n� 1)� ; 1j (0 < � < 1) toplanabilirdir.

Gerçekten (3:19) serisi

f (t) =

(
0 ;

�
0 � t � �

2

�
��
2
;

�
�
2
� t < �

�
fonksiyonunun t = 0 daki Fourier serisidir ve üstelik Mohanty [15] nin teoremine

göre
n
f (t) log

�

t

o
2 BV (0; �) oldu¼gunda f (t) nin t = 0 daki Fourier serisi

jR; exp (n� 1)� ; 1j (0 < � < 1) toplanabilirdir. Fakat kolayca görülebilece¼gi gibin
f (t) log

�

t

o
2 BV (0; �) dir ve böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.
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