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OZET

BAZI UCGENSEL MATRIiS METODLARININ MUTLAK YAKINSAKLIK
ALANLARI VE TAUBERIAN TEOREMLERI UZERINE

Bu calisma ii¢ boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

fkinci béliimde konunun anlasilmasina yardimer olan ayni zamanda dnemli ispat
teknikleri kazandiran ve {iglincii boliimde faydalanacagimiz Das[1]’a ait olan temel
lemmalar ile ispatlar1 verilmistir.

Uciincii boliimde Das[1]’a ait olan |N,p| mutlak Nérlund ve |R,exp(n — 1)%,1|
mutlak Riesz toplanabilme metotlartyla ilgili Tauberian teoremlerinin yanisira
IN,pl|,IN,P|,|(C,1)(N,p,)| ve |R,A,_1,1] metotlarinin kapsama iliskileri
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Tauberian Teoremleri, Mutlak Toplanabilme Metodlari.



SUMMARY

ON THE ABSOLUTE CONVERGENCE FIELD OF SOME TRIANGULAR
MATRIX METHODS AND TAUBERIAN THEOREMS

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, the basic definitions and the theorems used throughout the study
have been stated.

In the second chapter, it has been given the basic lemmas and their proofs of Das[1]
which will help us to understand the subject and to have some important techniques
of proof, and also be used in the third chapter.

In the third chapter, Tauberian theorems of Das[1] concerning on absolute N6rlund
summability |N, p|, absolute Riesz summability |R,exp(n — 1)%,1| and inclusion
relations between summability methods |N, p|, |N, P|,|(C,1)(N,p,)| ve |R, A,,_1, 1|
have been examined.

Key Words: Tauberian Theorems, Absolute Summability Methods.



1 TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde bundan sonraki boliimler g6z oniine alinarak gerekli temel tanim ve

teoremler verilmistir.
o0

Bu c¢aligmada aksi soylenmezse Zak reel veya kompleks terimli seriyi, (s,)

k=0
bu serinin kismi toplamlar dizisini ve BV ise smirli salimimh dizilerin uzayin

gosterecektir, yani

BV:{x:(mn):Z|xn—xn1 < 00, :L'1:O}

n=0

olacaktir.

Tamim 1.1 : «o > -1 olmak iizere (s,) ve (na,) dizilerinin « ma
mertebeden n inci (C, o) Cesaro ortalamalarim sirasiyla o8 ve 7% ile gosterelim,

yani n > 1 i¢in

A —1, A0 = <n+a> (a+1)(a+2)...(a+n)

olmak {izere

1
o a—1
o = yr ArT s,
n py=0
ve
1
o a—1
Tn = Aa An—u (VaV)
" y=0
olsun. Eger
lim o), = s
n—oo

ise bu taktirde ) a,, serisine (veya (s,) dizisine) s degerine (C, «) toplanabilirdir
denir.
Ozel olarak o = 1 icin ¢ ve 72 in yerine kisaca o, ve 7, yazacagiz. Bu durumda

Al =n+1 ve A% =1 oldugundan,

ve



n
1 1
T, =Tp = g va,
" n+1
v=1

olur [4].
Burada dikkat edelim ki A% m katsayilar |z| < 1 icin (1 — 2)~" in kuvvet serisine

agilimindan elde edilir, yani

(1—2) " = f:Aga:”
v=0

olur.

Eger (¢%) € BV yani

oo
«a a

E ‘an - 0'”_1‘ < 00

n=0

o0

ise, bu taktirde Zan serisine (veya (s,) dizisine) mutlak (C,«) toplanabilir
n=0
veya |C, «| toplanabilir denir [3].
Tanmim 1.2 : (p,) reel veya kompleks sayilarin bir dizisi ve
Po=po+pr+..+p,#0(n=0); P,=p,=0(n<0)

olsun. Bu durumda

1 n
t%rjz (Sn) = F anfusy (11)
" y=0

esitligi ile tammh (¢ (s,,)) dizisine (s,) dizisinin Norlund ortalamasi denir ve

(N, p) ile gosterilir. Buna gore (1.1) doniigiimiine kargilik gelen matris,

Pn—v . .
<
a,w:{ P, V< n 1¢in
0 , V>mn icin
dir. Eger
oo
Z \tfi (sn) —th_1 (571)‘ <0
n=0
yani (£ (s,)) dizisi sinirh salimml ise Z a, serisine (veya (s,) dizisine) mutlak
n=0

(N, p) toplanabilir veya |N, p| toplanabilir denir ve

(0 (sn)) € BV, > an €|N,p| , (s) €|N,p|



sembollerinden biriyle ifade edilir.

Burada o # —1,-2,... olmak iizere 6zel olarak p, = A%! almrsa (N,p)
Norlund ortalamasi (C, «) ortalamasina ve |N,p| mutlak toplanabilme metodu
|C, a| metoduna indirgenir.

Eger (s,) dizisinin (N, ¢) doniigtimiiniin (N, p) dontigiimii sinirh salinimh bir dizi

ise Z a, serisine (veya (s,) dizisine) |(NV,q) (N, p)| toplanabilir denir.

n=0

Herhangi bir (p,,) dizisi i¢in bigimsel olarak;

p(zr) = an:v”, P(z)= Z P,z
n=0 n=0

yazalim. Bu durumda (c¢,,) dizisini

o) -1 00
(anx”> = chx" , ¢1=0 (1.2)
n=0

n=0

ozdesligiyle tanimlayacagiz.

o0

Tanim 1.3: 0 < A\g < A;... olsun. Budurumda Z a, serisinin (veya (s,) dizisinin)
n=0
Riesz ortalamasi veya (R, A\,_1, 1) ortalamast,

1 n
R Y 0= A (=)

seklinde tanimlanir. Bu doniisiime karsilik gelen matris

Ay — A
v v 1, I/STL
Apy = An
0 , v>n
dir. Eger
lim R, =s
n—oo

ise Y a, serisi s degerine (R, \,,_1, 1) toplanabilirdir denir.

Teorem 1.4 : (R, \,_1,1) Riesz ortalamasinin regiiler olmasi i¢in gerek ve

yeter gart n — oo igin A\, — 0o olmasidir [4].

Tamim 1.5 : (R,) tamm 1.3 deki Riesz doniigiimiinii gostersin. Eger
> Ry = Rya| < 00
n=0

3



o0

ise Z a,, serisine veya (s,,) dizisine mutlak (R, A\,,_1, 1) toplanabilir veya |R, A,,_1, 1|

n=0
toplanabilir denir [5].

Tanim 1.6 : A = (a.) (n,k=0,1,2,...) kompleks veya reel terimli sonsuz
bir matris ve X ile Y de biitiin dizilerin olugturdugu S uzaymin iki alt uzayi

olsun. x = (z5) X de herhangi bir dizi ve her n € N igin

o0

An (z) = Zankxk (1.3)

k=0

serisi yakinsak olmak iizere (A, (z)) dizisi, Y kiimesinin bir elemam yani
(A, (x)) € Y ise A = (an;) matrisine X dizi uzaymdan Y dizi uzayina bir matris
dontigiimii denir ve A € (X,Y) ile gosterilir [2].

X uzaymdaki her bir diziyi ayni limite sahip olan Y uzayindaki bir diziye doniistiiren
matrislerin simfim (X,Y ; P) ile gosterecegiz. Bu durumda (c,c ; P) smifinin
elemanlarina regiiler matris, (BV, BV') ve (BV, BV ; P) sinifinin elemanlarina ise

sirasiyla mutlak konservatif ve mutlak regiiler matris ad1 verilir.

Asagidaki Silverman-Toeplitz teoremi verilen bir A matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter sartlar: ifade eder.

Teorem 1.7 (Silverman-Toeplitz Teoremi) : A = (a,;) reel veya
kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. Bu taktirde A € (¢, ¢ ; P) olmasi igin
gerek ve yeter sart
(i) Her k sabiti i¢in nh—>nolo Gnie = 0
(i) lim > apm=1

k=0 .
(iii) Her n igin Z lan| < M

k=0
olacak gekilde bir M sabitinin mevcut olmasidir [4].

Teorem 1.8 : (V,p) Norlund Ortalamasimin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

n — oo i¢in p, = o(P,) (1.4)

ve



n — oo icin Z lp| = O (P,) (1.5)

v=0
olmasidir.

Bu teorem A = (N, p) almirsa Silverman-Toeplitz teoreminden elde edilir.

Teorem 1.9 : (N, p) Norlund Ortalamasinin mutlak regiiler olmasi igin gerek ve

yeter sart

n — oo i¢in p, = o (F,) (1.4)
ve
- Pnfl/ Pn,,/,1
_ - 1 1.
; P~ =0 (1.6)
olmasidir.

Bu teorem Lemma 2.3 den kolayca elde edilir.

Tanim 1.10 : Smirh dizileri, sinirh dizilere doniigtiiren lineer doniigiimlere

toplanabilme (veya limitleme) metodu denir [4].

Tanim 1.11 : P ve (@ iki toplanabilme metodu olsun. Eger P metodu ile
toplanabilen her seri ) metodu ile de toplanabilir ise bu durumda P ye ) yu
gerektiriyor denir ve P C () ile gosterilir. Ayni zamanda P C @Q ve (Q C P ise bu
durumda iki metod egdegerdir denir ve P ~ @) seklinde yazilir [4].

Mutlak Norlund metodu ile mutlak Abel metodu arasindaki iliski asagidaki
teoremde verilmistir.

o0

Tanim 1.12 : Eger f (w) = Zane_% ve f(w) € BV (0,00) ise bu durumda

n=0
> ay, serisine mutlak Abel toplanabilir veya | A| toplanabilir denir.

Teorem 1.13 : (N, p) Norlund ortalamasi ve A Abel metodu olsun. Eger
(i) (I, p) regiiler,
(ii) Her n > 0i¢in P, > 0,
(iii) |z| < 1liginp(x) #0
ise bu durumda
[N, p| € |A]



dir [1].
Dikkat edilmelidir ki bu teoremin ifadesinde (iii) hipotezi [14] de atilmgtir.
Fakat bu durumda teorem dogru degildir. Ciinkii

pp=1,pm=2,p,=0(n>1), s,=(-1)"

alinirsa 2 (s,) = 0 (n>1) oldugundan (s,) € |N,p| olmasma kargin |A|
toplanabilir degildir.

Tanmim 1.14 : V 6zel bir toplanabilme metodu olsun. Eger bir dizinin V' —toplanabilir
oldugu bilindiginde bu dizinin yakinsaklhigini da gerektiren sarta Tauber sart:
denir ve bu sartin dogrulugunu ortaya koyan teoreme ise Tauber Teorem: adi
verilir [4].

Ornegin, t,, = s9, doniisiimii i¢in a,, = o (1) Tauber sartidir.



2 TEMEL LEMMALAR

Bu boliimde Das[1]’a ait konunun anlagilmasima yardimer olan aymi zamanda
onemli ispat teknikleri kazandiran 3. boliimde faydalanacagimiz temel lemmalar

ile ispatlarimni verecegiz. Oncelikle ¢ok kullandigimiz M kiimesini ifade edelim.

M= {(Pn) :n=20,1,2,...icin p, >0, Pnt1 < Pn+2 < 1}
Pn Pn+1

Herhangi bir (f,,) dizisi i¢in
SO =fotfit ot fos SO =10+ A+ o+ 0

yazacaglz.

Tanim 2.1 : A = (a,;) matrisinin esas kogegen iistiinde kalan elemanlar1 “0”,
altinda kalan elemanlarindan en az biri “0”dan farkli ise, bu matrise alt iiggensel

matris denir. Yani

Jape #0 n>k
Va,, =0 n<k

A:(ank):{

seklinde tanimlanan matrise alt {iggensel matris denir [21].

Lemma 2.2 : A, , A, — oo olsun. Bu taktirde |R,\,_1,1| C |R,A,_;,1

olmasi icin gerek ve yeter sart

o=\ An — Ap—
n)\/ n—lZO( S 1)

olmasidir [19].

Lemma 2.3 : H = («,,) kompleks veya reel sayilarin tiggensel bir matrisi olsun.
Bu taktirde H matrisinin doniigiimiiniin mutlak regiiler olmasi icin gerek ve yeter
sart

(i) n — oo igin Zany — 1

v=0
(ii) n — oo igin oy, — 0, (v sabit)

(iii) Her p igin Z Z (O — p_1,0)
n=p

v=p
olacak sekilde bir K sabitinin mevcut olmasidir.

<K




Ustelik H € (BV, BV) olmast icin gerek ve yeter sart tek basma (iii) kosulunun

saglanmasidir [13].

Lemma 2.4 : (p,) € M olsun. Bu durumda

XT:Pp f: len—p| <T+1
p=0

n=r+1

dir.
Ispat: (p,) € M olsun. Bu durumda bilinir ki

c0>0,¢,<0 (n=1,2,...) i¢in

icn >0 (2.1)
n=0

dir [10]. Buna gore (2.1) den

1
Yodel = D0 |l = (2:2)
n=v+1 n=v+1
= > (~d+dd)
n=v+1
= dim > (—d 4l
m OOn:V+1
< M — lim cg)
< )

14

elde edilir. Ote yandan (1.2) goz 6niine almirsa

1 = .
1—x:§x

ve

L i cpx”

p(r) =



olduguna gore |z| < 1 i¢in

p(2)
1—=zx

ve dolayisiyla

bulunur. Benzer olarak

Z(n—l—l)x” =

n=0

oldugundan

_ :@
1
(1-2)?
p(z)
(1—2)*p(x)

n=0 n=0 v=0
(Z P,x" Z Z cn_yx”>
n=0 n=0 v=0
(Z P,x" Z x"cg))
n=0 n=0
By
; v=0 ‘ ’

(2.3)



olur. Su halde (2.2) ve (2.3) den

ZPP Z Crn—p| < ZPpcglzp:r+1
p=0 =0

n=r+1

elde edilir.Bu ise lemmanin ispatin1 tamamlar.

Lemma 2.5 : (p,) € M olsun. Bu durumda
(i) Her n igin (c,@) dizisi monoton artmayandir ve i > 0
(i), Poct) <1, (i), \Pp, <1 dir.

(iii) Poc? < 2n+1 dir.

Ispat : (i) : (2.1) den elde edilir.

(ii), : (pn) € M oldugundan ve Z pnx™ kuvvet serisi |z| < 1 igin mutlak

n=0
yakinsak oldugundan, serilerin Cauchy carpimindan

= = (o)

n=0 v=0 n=0
- (T ()
n=0 v=0 n=0
E)E
n=0 n=0
= > > el
n=0 v=0
- i ” Cnl_ypu> "
n=0 v=0
ve dolayisiyla
op, = (2.4)
v=0

10



elde edilir. Boylece (i) goz oniine alinirsa

VP, = Ppo+cPpi+ ... +cVp,
< ADpot el ipr+ o+ o b
- 07(7,1_)1,]91,

v=0

=1

yani

VP, <1

elde edilir.

(ii), : (2.4) ifadesi ve (p,) nin monoton artmayan dizi oldugu gz oniine alinirsa,

(2) _— Z (1)
p’ncn - pn Cn—V
v=0

< cg)po + cfll,)lpl + ...+ c((Jl)pn

_ S,
v=0

=1

yani

pac? <1

bulunur.

(iii) : (ii), , (ii), ve (p,) nin azalmayan 6zelligini kullanirsak n > 1 icin,

n n—1

P = Pac?y = (Paci+pa) (C(Q) + CS)) — P 1d?,

= Pn,10(2_)1 + P, 71021) + pnc(2) +pnc7(11) - Pnflc(2)

n n—1 n—1

- Pncgzl) + 01(12—)1pn

an(Ll) + 022,)1291@—1

IN

IA
)

bulunur ve buradan da



olur. Esitligin sol tarafinin Pncg) — Pocé2) ve Poc((f) = 1 oldugu goz 6niine alinirsa

P,c® <on+1

elde edilir.

Lemma 2.6 : (p,) terimleri negatif olmayan bir dizi olsun. Bu durumda

PY < K{(n+1)P} (2.5)
olacak gekilde bir K sabiti vardir. Ayrica, (p,) artmayan bir dizi ise

(n+1)P, < MPWY (2.6)

kosulu saglanir. Ayni zamanda
i) (n+1)pn <P,
(ii) P, ~ P,_; dir.

Ispat : (P,) dizisi artan oldugundan

PW Py+P +..+P,

< P,+FP, +..+F,
= (n+1)P,

yani,

PV <(n4+1)P,

bulunur. u halde (2.5) sart1 saglanir.

Simdi (2.6) sartiin saglandigini gosterelim. ( nl) dizisi monoton artmayan

n—+
oldugundan,
B P by
— —_— > >
1 2 n+1
olup dolayisiyla
P, 2P, 1) P,
PY = P4+ P 4. +P, > ...+u
n+1l n+1 n+1
= (14+2+.. 1 i
(1+2+ +m+»n+1
1
= —(n+2)P,
2
1

12



olur. Bu da ispat1 tamamlar.

(i) : (pn) dizisi artmayan oldugundan

P, = po+pi+..+p,
> pptput..+pn=Mm+1)p,

dolayisiyla

(n+1)p, <P,

bulunur. Su halde (i) ispatlanir.
(ii) : (i) den dolay1

Pn 1
— <
P, n+1 —0 (n—c0)
yazilabilir. Buradan
P,—P,_ P,
yani
Pn—l

olur. Bu demektir ki

dir.

Lemma 2.7 : (p,) € M olsun. Bu taktirde

1
0< an—pcp—u < pn—uci—)p , (p<v<n)

p=H

dir.

Ispat : (2.7) esitsizligi Das[7] tarafindan verildi.
(2.8) esitsizligi (2.7), Lemma 2.5(ii), ve

n—1 n—1 v
E (TL - V) Pn—vCo—p = E E Prn—pCp—p
v=p v=p p=p

13



esitliginden elde edilir. Digerine gelince Abel kismi toplamasindan

n—1 n—1 v
Z (n—=V)PnvCory = Z anfpcpw
V=P V=p p=p
n—1
< S pad?,
v=p
< pn—uco(122p
< 1

yazilabilir. Bu ise (2.8) esitsizligidir.
(2.9) esitsizligi (2.7) den elde edilir. Gergekten Abel kismi toplamasindan

n—1 . - o
1 . '

- n—vCu—

n+1 N +1 p I

oldugu goz oniine alimirsa ve (2.7) egitsizliginden dolay1

i
L

n—1 v

1 n—v 1
D <y+ 1) ProvComn = 20 ) (v + 2) 2 Pumrr

r=u

i
[

S
I

1 D
v+ 1) (v + 2yl

IN

i
=

n—1
1 (1)
= P

bulunur.

Lemma 2.8 : (p,) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu taktirde

her k < p icin

- - (n - FL) (pnfnfl - pnfn) o 1

n=p+1 p
S (n - K) (pn—ﬁ—l - pn—m) 1
= pu— O —
wp n;rl nbn-1 Pt 1

dir.

Ispat : Lemma 2.6 den dolay:

14



— +

1 . 1
0r=0(577) beve=0(557)

dir ve bunun tersi de dogrudur.Bu ytizden ¢, = O (—

oldugunu gostermek
p+

—_

yeterlidir. Kolayca goriilebilir ki x < p igin

n

Bn = Z (,u - '%) (pu—n—l - pu—n)

p=p+1
n

S Z ([/J - K“) (pu—m—l - p,u—n)

p=r+1
- Pn—/q - (77,+ 1— ’i)pn—ﬁ

dir. Buradan n > k i¢in
0 S /Bn S PTL—H

bulunur.

Simdi Lemma 2.6 y1 kullanarak n — oo igin ve her « icin

0o KP,_,
P;Ll,)l T (n+1) P

= o)
= 0(1)

elde ederiz. Boylece

Z (n - /{) (pn—m—l - pn—fi) _ WP_IEO Z (TL - ’i) (pn—n—l - pn—m)

1 1
n=p+1 Pr(zjl n=p+1 P?EJI
m—1 n 1 1
= Jim ), ( > (= #) (- —Pw»)) <P<—1> - m)
n=p+1 \pu=p+1 n—1 n
“ 1
+lim Y (1= #) Puewet — Pur) o
p=p+1 P
. m n Pn
= Jim > D (=) (Pusr = Pu) P p0
n=p+1 p=p+1 noth
~  Pf
= lim Z —
m— 00 1 1
n=p+1 PT(L—)IPT(L )
= O lim i L
o N2
m—00 nept1 (n —I- ].)

o)
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Lemma 2.9 : (p,) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda,

0<u<v,(r>=1)ign

= PrnPn—p < S Pn—v -0 1
PnPn_l_;(n—l—l)Pn_l (V+1

n=v

dir.

Ispat : Lemma 2.6(i) den esitsizligin birinci tarafi yani

o Doy _ N~ Py
rnbn—p - _ v
n:VPnpn—l _;(n+1)Pn—l

bulunur. Lemma 2.6(ii) ve (p,) nin artmayan bir dizi oldugunu goz éniine alinirsa

2v 22U
Prn—v B 1 B 1
; (n+1) P _0(1)(’/+1>Py;pn_y —¢ (V+1)

ve

n

_ 0 i pny >
=0 Z n—y—i—l))

S pnzz . - pnzz
Z n+1 =0 Z V1>

elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 2.10 : (p,) € M olsun. Bu durumda p > 0 i¢in

oo (1) 1
Py s =0(15)

vp

dir.

Ispat : Lemma 2.5(iii) yi kullanarak

16



2 D) 1 2p

Lo < M
vzp(wrl) - (p+1)22 ?

v=p

o

(p+1)°

= (Gom)

ve Lemma 2.5(ii), y1 kullanarak

2 : Cvp < 2 : -
2 — 2
v=2p+1 (v+1) By v=2p+1 (v+1)

= o(gm)

elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 2.11 : (p,) € M olsun. Bu durumda p > 0 icin

i Dn— pcv(z)p -0 1
o (n+1)P, P,

p

dir.

Ispat : (cg)) monoton azalmayan bir dizi oldugundan ve Lemma 2.5(iii) den

2p (2)

Pr—pCn-
Zn+p1 S p+1 an,,c

=p
(1) 2p
< n—
- p+1 Zp P

o

(p+1)
2p+1

oldugundan

elde edilir.

17



n=2p+1 (n+1)P"P” P
= Dn
O (1) 2 P”
n=2p+1 N7
= Pr—p
O (1)
Z Pn p 1Pn P

bulunur.
Lemma 2.12 : (p,) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda
- n+1-— 2 Prn—p Prn—p—-1 1
= — — 0 ——
= () e G
dir.
ispat :
_ (7 +1- Pr—p Prn—p—1
Pu = ;< n+1 ) P, P,
_ i n—+ 11— Pn—p — Pn—p—1 i PnPrn—p—1
o n+ 1 P, P,P, 4
—~ (n+1- Pn—p — Pn—p-1 ~[(n+1-— U\ PnPn—p—1
<
= 2:: 1 ) P, +n§ ntl ) PPy
)

yazalim. Simdi Lemma 2.8 den ve P,

M < < (n+ 1) P, oldugunu goz tniine alirsak

18



n - n+1_l‘ |pn—,u_pn—u—1|
W= > (S i

n=p
- n+1_ pnul_pn—u)
= +
(w+1)P, 1 n;ﬂ (n+1)P,
< Do + n +1-— :U’) (pn—,u—l - pn—u)
= (ut1)P, 0
n=p+1 n—1

o

elde edilir. Lemma 2.7 den

@ _ ~(n+1—p DnPn—p—1

- pnpnf,ufl
PnPnfl

n=p

- o(e)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

IN

Lemma 2.13 : (i) : (p,) negatif olmayan bir dizi olsun. Bu durumda r — oo

icin

A, _ZPU/ 2e wP(eE)_ldw:O(l)

dir.

(ii) : (pn) negatif olmayan ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda r — oo igin

T

1\ ! s n
B, = /wQP (65) (Z P£1)€E> dw =0 (1)
1 n=r

dir.

Ispat : (i) :w > r icin
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\V
<0
CD|

Y
('B‘

[
=0

dir, yani

elde edilir.

PY < (n+1)P, <2nP,

oldugunu goz oniine alirsak

A < % Zpél)/w%%dw
r n=1 0

< e — P,Sl)

- PV
2 —

< —E P

_— 1 n
PT()n:l

< 2e

olur. Bu da (i) nin ispatini tamamlar.

(ii) : (ii) yi ispatlamak igin énce lemmanin hipotezi altinda w — oo i¢in

P (e%)_l P <eﬁ) — o) (2.10)

1
oldugunu gosterelim. w — oo igin e 2w — 1 oldugundan (2.10) ifadesi daha

kolay olarak
z— —1" i¢in P (z) = O (P (2?)) (2.11)
seklinde ifade edilebilir. Simdi 0 < x < 1 igin
anngn + p2n+1x2n+1 S pn«an (1 + .I) S 2pn~r2n

20



dir. Bu egitsizligi taraf tarafa toplayarak

i paz” <2 i pu"
n=0 n=0

yani

elde edilir. Boylece

IN

IN

Bu da (2.11) i ispatlar, dolayisiyla (2.10) nu ispatlar. Simdi (2.10) nu kullanarak

r

1 -1 r n
B, = /w‘lP (6_5) e 2w ZPS)e_%dw
1 n=r

T

1 -1 n
= O /w2 (1 — e_ﬂ> e 2wdw
1

bulunur. Bu da Lemma 2.13 iin ispatin1 tamamlar.

Lemma 2.14 : ()\,) herhangi bir dizi ve (s,) € |R, A,—1, 1| olsun. Bu durumda
(sn) € |C,0| olmasi icin gerek ve yeter sart
/\n—lan
Ty (222 ) e roA, 4,1
5 (/\n_/\n_1>€| s A1, 1]

olmasidir.

Ispat : Diyelim ki

n

Yn =

An—1ap
()\I/ - )\1/71) (—la) ) )\71 =0

RS
)\n )\n - )\an

v=0

21



olsun. Bu taktirde

1
Sn — Rn = Sp— (/\1/ - /\1/—1) ay
)\n v=0
1 n
= )\_ Z )\I/—la’u
" y=0
1 - )\n_lan
= — A — A
)\n I/ZO( 1) ()\n )\n—l)
= Un

bulunur. Buradan da (s,) € |R, \,—1, 1| yani (R,) € BV verildigine gére BV nin

lineer uzay oldugu goz oniine alinirsa elde edilen son esitlikten dolay1
(sn) € BV < (y,) € BV
dir. Ayrica

An—lan

n) € B —
<y)6 V<:> <)\n_)\n—1

) €|R, \n_1, 1|

olduguna gore
(sn) €1C,0] < (T5)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 2.15 : (\,), (b,), (d,) herhangi ii¢ dizi olsun. Eger (b,) € |R, \p_1, 1|
ve (d,) € BV ise bu durumda (b,d,) € |R, \,_1,1]| dir.

ispat :

n

1
Tp = )\_n Z ()\1/ - )\Z/—].) bl/

v=0

diyelim. Bu durumda Abel kismi toplamasi nedeniyle

—_

n n— v

1 1 =
T2 = A)bud, = { (N = Aim) biAdy, + > (A = Aisy) bz-dn}
" v=0 n  v=0 i=0 i=0
1 n—1
= { Ad, N\, z, + dn/\nxn}
n v=0
1 n
= Ad ) \,x, + dpi17,

n

[e=]

<

bulunur. Fakat (d,,41) € BV ve (z,) € BV oldugu i¢in

22



n

1
<A_n > Ad,,A,,:c,,) € BV (2.12)

v=0
oldugunu ispatlamak yeterlidir. Dikkat edelim ki (2.12) doniisiimiine kargilik

gelen matris

Ady v
Qpy = { An
0 , (v>n)
dir. Boylece Lemma 2.3 den dolay1 (2.12) nin saglanmas i¢in gerek ve yeter sart
her p igin
00 n—1 1 1
J, = nzp Ad,, + VZPA,,AdV (A—n - Anl) =0(1)

olmasidir. Simdi gerekli islemler yapilirsa her p icin

Jp = Z|Adn‘+Z‘AdV’)\V Z (/\in_)\nl_1)
n=p v=p

n=v+1
< 2 |Ad,]
n=0

= 0(1)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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3 TAUBERIAN TEOREMLERI

Bu béliimde Das[1]’a ait olan |N,p| mutlak Nérlund ve |R,exp(n—1)“ 1]
mutlak Riesz toplanabilme metotlariyla ilgili Tauberian teoremlerinin yanisira
IN,p|, |N,P|, [(C,1)(N,p)] ve |R,exp(n—1)",1 metotlarmin kapsama

iligkileri verilmigtir.
Asagidaki iki teorem iki metot arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 3.1 : Her n icin P, > 0 ve P{") — oo olsun. Bu durumda |(C, 1) (N, p)| C
N, P| olmasi igin gerek ve yeter sart (2.6) sartimin saglanmasidir. Baz
N, P| ve (z,) ¢ [(C,1) (N, p)]

olacak sekilde bir (N, p) Norlund ortalamasi ve (z,,) dizisi vardir.

durumlar i¢in bu kapsama kesindir, yani (x,,) €

Teorem 3.2 : Her n icin P, > 0 ve P\" — oo olsun. Bu durumda |N, P| C
|(C,1) (N,p)] olmast icin gerek ve yeter sart (2.5) sartin
saglanmasidir. Baz1 durumlar igin bu kapsama kesindir, yani (z,,) € |(C, 1) (N, p)|
ve (x,) ¢ |N, P| olacak gekilde regiiler ve mutlak regiiler bir (N, p) Norlund or-

talamasi ve bir (z,,) dizisi vardir.

Bu iki teoremin ispat1 benzer oldugundan kisa olmasi i¢in Teorem 3.1 ve

Teorem 3.2 nin ispatini birlikte verecegiz.

Ispat : Dikkat edelim ki

1 n
P — E
tn (Sn> = W SVPn,V
v=0

n

1 n n
= W;SV an—u

H=v
1 P,
= ST D SPa
qu ) u=0 By =0
1 n
= mzputﬁ (Su)
pn=0

n

ve (s,) dizisinin (N, p) doniisiimiiniin (C, 1) ortalamas:
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B (s) = —= D)

dir. Simdi Teorem 3.1 in ilk kismini ispatlamak i¢in, Lemma 2.2 de
Ay =n+1ve X, =PW

alinirsa hipotezden

1 1

P, _PRY-RY (0

PV PV ntl

elde edilir. Benzer olarak Teorem 3.2 nin ilk kismini ispatlamak i¢in Lemma 2.2
de

A=PYveN =n+1

n

koyarsak, hipotezden dolay1

Lo (B =R _ (B
ntl Y ) T\RD

saglanir. Su halde Lemma 2.2 den ispat tamamlanir. Bu teoremlerin ikinci kisim-

lar1 igin

2
(n+1)(n+2)

n —

alinirsa

PV =mn+1)P,

bulunur. Bu durumda (2.6) sart1 saglanir fakat (2.5) sart1 saglanmaz. Dolayisiyla
Teorem 3.2 den dolay1

[N, P| € |(C,1) (N,p)|

olur ki bu da Teorem 3.1 in ikinci kisminin ispatin1 tamamlar.

Benzer olarak

alinirsa
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bulunur. Bu durumda (2.6) sart1 saglanmaz. Dolayisiyla

((C,1) (N.p)| £ IN, P|

elde edilir ki bu da Teorem 3.2 nin ikinci kisminin ispatini tamamlar.
Teorem 3.3 : Eger (p,) € M ise bu taktirde

(N, p) (C, 1) € [N, P

dir.

Ispat : (s,) dizisinin (C, 1) ortalamasimna t,, ve (N, p) (C, 1) ortalamasma t, (p, 1)
dersek

n

tn:n_li_lyzsuvet anuu

olur. Abel kismi toplamasi nedeniyle

th(s,) = 1 iPnl,s,,

PV
1 n
= W{ZAP’H VZS“+POZS”}
n pn=0

1
= W{an y (v + 1)t + Po(n+1)t }

1 n
= EZ V+1pn 1/1/
n y=0

14

— Z I/—|—1 pn yzcu—upﬂt/—t (p7 1)
v=0

n=0
1 « "
- m Z {Z (V + 1)pn—l/cu—u} Pﬂtﬂ (p, 1)
n u=0 \v=p
yazilabilir. Su halde (t£ (s,)) dizisi
P, &
m Z (V + 1)}7”,”6”,“ (0 <upu< n)
Ognu — { n v=p
0 (k> n)

olmak tizere (¢, (p,1)) dizisinin o = (av,,,) matrisi ile yapilan dontigiim dizisidir.
Burada dikkat edelim ki
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- 1, (n=

dir. (3.1) ve au,, niin tanimindan n > p icin

n

n—1 v n
Z (V + ]')pn—llcv—u = Z - (Z Pn—iCi—p + (’I’L + 1) an—ici—u
v=p V=L = 1=
n—1 v n
- -> (Z PriCip | +(n+1)D proiciy
v=p \i=p 1=/
n—1 v
- Z (an—ici—,u
v=p \i=p

n—1
= - Z (’I’L - V) Pn—vCv—p
v=p

oldugundana gore

n—1
P
Uy = —P—(‘;) Z (n— V) PnvCop (3.2)
no oy=p
yazilabilir ve n > 1+ 1 igin
n—1
P
Qpty = —(—f) (N — V) Pr1-vCo—p (3.3)
Pnfl E)

olur. Simdi n — oo i¢in
PO =P+ P +..4+P,>(n+1)P

esitsizliginden dolay1

PWY - o0

dir. Buradan (2.8) in 1s1¢inda her sabit pu ve n — oo igin

dir.

yani



bulunur. Ayrica

Z Uy = 1 (3.4)
n=0
oldugu kolayca goriiliir. Boylece Lemma 2.3 den her p icin

=y

n=p

n

> (= A1)

v=p

—0(1)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Simdi (3.4), (3.2) ve (3.3) den dolay1 n > p i¢in

n n p—1
Z (W — Q1) = (Cnp — Q1) — (Qnp — Qn—1,)
r=p #=0 n=0
p—1
= - (an,u - anfl,,u)
n=0
p—1
= Z (Oénfl,,u - an,u)
n=0
p—1 n—1 n—1
P, P,
= ZO <_P( )1 Z (n - I/) pnflfycufu + m (TL - I/) pnucy,u>
p= n—1 v=p nou=p
p—1 n—1 » D
= P,» (n—v) ( - n_:_1> Cop
n=0 V=L PT(L ) P7(L—)1
yazabiliriz. Ote yandan
Prn—v _ Prn—v-1 _ pnfupél_)l B pn—y—lpél)
Py P pYPY, PYPY,
(1)
PYPY, PYPY,
_ (pn—u - pn—l/—l) o pn—VPn
B 1 1) p(1
R,

oldugu goz oniine alimir ve esitlik J, da yerine yazilirsa
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00 p—1
o = || + Z (-1, — Q)
n=p+1 [ u=0
00 p—1 n—1 I D
n—v n—v—1
et 3 SRS (Pm s )
n=p+1 | p=0 V=p n n—1
9] 1 p—1 n—1
< ‘O‘pp’ + Z P b, Z (n = V) (Pn-v-1 = Pn-v) Co—p
n=p+1 * n—1 | u=0 V=L
00 P p—1 n—1
Z = P (n— V) pp—pCo
M 0 " n—vCv—p
n=p+1 P” Pn—l ©n=0 V=L
W) 7@ 4 73
TV 4+ IO 4 g
elde edilir. Lemma 2.6 dan
(p+1)P
TS = lay,| = £=0(1)

- 0(1)

oldugu goriiliir. Simdi Jp(2) toplammi v = pdenv =p—leverv =pdanv =n—1

e seklinde iki parcaya ayiralim: Bu durumda

[e%S) 1 p—1 p—1
Jl(f) - Z 1) PM (n - V) (pn—u—l - pn—u) Co—p
n=p+1 P’nfl pn=0 RET
ve
Jﬁ(’g) = Z (1) PM (TL - V) (pn—z/—l - pn—y) Co—p
n=p+1 Pnfl pn=0 v=p

olmak fizere



elde edilir. Bu arada

n

> P =1 (3.5)

v=0

oldugunu dikkat edelim. Bu durumda (3.5) i kullanarak Lemma 2.8 den dolay1

2)
T

1 [&S
P(l n_y pnul pnyzpcuu

1 n=0
1”’1
(n_y)(pn v—1 " Pn V)
1
n=p+1 Pr(L )1 v=0
p—1 oo 1
Z 1) n_y(pnl/l_pn 1/)
v=0 n:p+1P -1
p—1
1
>0(o4)
v=0 p+
O (1)

-1 00 00
< < P (n ) (pnfz/ 1 Dn 1/)
< SRl Y
1=0 v=p n=v+1 P"—l
<Kﬁﬁ)mmw
n=0 v=p
K p—1 00
< =D B el
P +1 pn=0 v=p
< kP
p+1
= 0(1)

oldugu goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4 : (p

dir.

n) € M olsun. Bu durumda

[N, Pl € [(N,p) (C;1)]

Ispat1 : Teorem 3.3 de oldugu gibi (s,,) dizisinin (N, p) (C, 1) ortalamas

(1) n
PM pnfuczzf,u (,u < TL)

Onp = { " N : (3.6)
0 (1 >n)
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olmak tizere o = (av,,,) matrisinin (N, P) Norlund ortalamasidir.(2.3) den

n P;Sl) n Pr—vCop
D = Z P2 T
=0 pu=0 V=L

_ pn v P,
P (v+ 1 Z Co-n

B P (
7PZ u+1

dir. Simdi Abel kismi toplama formiiliinden

n n—1 v
Pn—vCo—p 1 1
ol Eu(é Pn—pCp— u)( 1 1/+2> (3.7)

v=u v=

1
+(zpw)n+1
- S i e i e

V=

yazilabilir. Lemma 2.7 ((2.7) esitsizligi) ve (3.7) den dolay1 her n ve p icin ay,, > 0
olur.

(2.1) den ise

yazilabilir. $imdi (p,) € M oldugundan monoton azalan oldugu goz Oniine

almirsa 22 < — bulunur. Dolayisiyla her sabit ;1 ve n — oo igin
T n

olur. Son olarak




oldugunu gosterelim. «,,, tanimi ve (3.1) nedeniyle n > p icin

PP & 1 1
Apy = Pn ;pnucuu v+ 1 - nt1

P/EI) n—1 n—
n—vCu—
v+1 p K

ven >+ 1igin

pY = n—v
Op—_1u = m ;pn—l—ycu—u <1/—+1)

dir. Boylece n > p igin

S

n

Z (np — Q1) = Z (Qn—1,0 = )

Hw=p pn=0
-1 n—1
- < P n—v (pn—u—l _ pn—u) Cos
pu=0 : v=p (n + 1) (V + 1) Pn—l Pn
olur. Ayrica
Pn—v—1 . Pn—v _ Pnpn—u—l . Pn—lpn—y
Pn—l Pn PnPn—l Pn—lpn
— P”p”—l’—l . (Pn - pn) Prn—v
PTLPnfl Pnflpn
Pn—v—-1 — Pn—v PnPn—v
Pn—l * Pn—lpn
oldugunu goz oniine alirsak
00 p—1
Jo = ay,|+ Z (-1 — Q)
n=p+1 [ u=0
00 p—1 n—1 n— » »
| pp| TL:zp;-l =0 g V=H (n—{—l) (V+1) Py P, :
00 p—1 n—1 n— » . up
| pp| nzzp;-l n=0 : v=p (7’L + 1) (U + 1) Pn—l Pn—lpn a
- p s < n—v
< n PY o —
n=p+1 0 v=p
= 1 - L n—v
P(l) — n—v—1 " Mn—-v) bv—
+Z(n+1)pn_12#z v+ 1 (p 1 = Pn—v) Co—p
n=p+1 #=0 v=p
(1) (2) (3)
— SO IO 4
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yazilabilir. Simdi

pM
(p+1)F,
Po+P+.. .+ P,
(p+1)F,
(p+1)F,
(p+1)F,
= 0(1)

Jp(l) = oyl =

oldugu agiktir. Lemma 2.7 nin (2.8) esitsizliginden ise

o) p—1
I = D PON puve [ 2
g Z (n+1) PPy Z a Zp P\v+1
n=p+1 p=
n=p+1 n=0 V=4
p—1 © pap n—1 M
< Py ninp vop
; : n:p+1PnPn—1;(V+1)(V+2)
- J2 (2
o JP1 + JPQ
dir. Burada
1 © pop Sf D
J(2) — P(l) nt/n—u C,- o
p 1
! =0 n=p+1 PnPn—l v—p (V + ].) (V + 2)
ve
p—1 ® n—1 Hey
,](2) = P(l) nen—p Colp
P2 i Iz Bt P,P, 4 Uz_p (v+1)(v+2)

dir. Kolayca goriilebilir ki

v

“ vl

dir. (3.8), (pn) nin monotonlugunu ve Lemma 2.9 u kullanarak

00 —1
J? < PnPn—p pz: AP
P = s P,P,_1 s (l/ + 1) (l/ + 2)

[e.o]
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elde ederiz.
Ik 6nce J,E? de toplamin sirasini degistirelim ve sonra da Lemma 2.9 ve Lemma

2.8 i kullanirsak ve (3.8) tamimindan,

p—1 0 Db n—1 C(l)
J(2) = P(l) nn—p v—p
P2 ; Iz Bt PP, 1 UZ:; (v+1)(v+2)
p—1 0 (1)
= Z (1)2 Cv—p PnDPn—p
2 L T w2 PPy
p—1 0o c 1
< KDY By
}LZO v=p (V )
p—1 00 1
< K POV
; n Cp u; v+ 1)
K P
< PO
AL
= 0(1)

elde ederiz.

Bir sonraki adimda J,g?’) toplamimi ele alalm. Once bu toplami

[ p—1 o1
JB) — p (1) n—rv e
P1 Z (n + 1 P Z Z U+ 1 (p 1 P )C i
n=p+1 =0 p—
ve
p—1 e’} 1 n—1 . ,
J(B) = P(l) T - n—v—1 = Pn—v) Cv—
P2 ; ® n§1<n+1)P”1 ; V—|—1 (p 1 P )C 1

olmak {izere iki parcaya ayiralim. Bu durumda

(3) (3) 3)
JP S JPl + JPz
yazilabilir. Simdi

Z P,fl)cn_,, =n-+1

v=0
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esitligini kullanarak Lemma 2.8 nedeniyle

> 1 2L n—v
J(g) = TN p P(l) n—v—1"—" Mn—v) bv—
2 Z (n+1)P,_, Z 1 Z v+ 1 (p 1~ Pov) Comp
n=p+1 pu=0
> 1 2 fn—v z
- Z T N - (pn—u—l - pn—u) Z P,SI)CV—;A
nept1 (n + 1) Pn,1 p—r <l/ + 1) =0
00 p—1
= Z (n - V) (pn—u—l - pn—l/)
n=p+1 7’L + 1 v=0
1 0o
_ - Z n_l/ pnul_pnfu)
v=0 n=p+1 n + 1) P
p—1
1
- S0t
v=0 P +
= 0(1)

bulunur. Nihayet Lemma 2.8 in 2. esitsizligi ve Lemma 2.4 gz 6niine alinirsa

p—1 00 n—1
1 n—v
J(g) = P(l) N D n—v—1 — Pn—v) Cv—
P2 p Z (n+1)P,_, Z v+ 1 (Pr—v—1 = Pnv) o
©n=0 n=p+1 v=p
p—1 00
< P(l) |CV_H| nor n—v—1 — Pn—v
= ; n ;yﬂ 2. (hF 1) Py Provet Do)
p—1 e )

IN
>
]
=2
(]
/g?
+ |3
==

IN

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.5 : (p,) € M olsun. Bu taktirde

(N, p) (C,1)| ~ [N, P| ~ |(C,1) (N, p)|
dir.
Bu noktada belirtmek isteriz ki bu bes teoremin adi anlamdaki toplanabilme

teorisindeki benzeri Das[8] tarafindan verilmistir.

Ispat : Lemma 2.6 y1 goz oniine alip Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve

Teorem 3.4 birlestirilirse Teorem 3.5 elde edilir.
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Teorem 3.6 : (p,) € M olsun. Bu taktirde

— |tnp (nay,
(tap (s0)) € BV & > M <0
n=1

dir.
Dikkat edilmelidir ki mutlak Norlund toplanabilme teorisi {izerinde ¢ahigtigimizda

bu teoremin Cesaro toplanabilme teorisinde Kogbetliantz'in

(07

a>—liginn(cf —ot ) =10

formiiliinde oldugu gibi énemli avantajlari vardir.

ispat : Once
00 P .
E:M<oo:>tﬁ(sn)eBV (3.9)
n

n=1

oldugunu gosterecegiz. Bunun igin

Pn—u Pn—u—l
Q(n,v) = PP

yazalim. Bu durumda m > n + 1 igin

Q(n,0)=0, Q(n,m)=0
ve ayn1 zamanda (p,) negatif olmayan ve artmayan bir dizi oldugundan
Q(n,v) >0

dir. (NN, p) Norlund ortalamasinin tersi alinirsa

va, = Z c—p Bt} (pay) , (t5 (pa,) = 0)
p=1

olacagindan

“~ (Pov Pnovt
th(sn) =ty (sn) = Z( P, P, )S”

v=1

= i Q(n,v)a,
v=1

n v o
= Z Q(n,v) Z pPpt}; (pa,)
v=1

v
p=1
- “.Q (n,v)
= Z t]; (pa,) B, Z ch—p
p=1 v=p
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yazilabilir. Boylece (3.9) un saglanmasi igin gerek ve yeter sart her p igin

"1
-0 L
ZV (n,y)c 14

v=p

Jp:pPpZ

n=p

—0(1)

olmasidir. Bu Lemma 2.3 iin (iii) kogsulunun farkh bir formudur. Simdi

n 1 i Q (n, l/) (1)
-0 s = 3o, (2R 0
Vz:p v (n,v) vy ; ( U ) Cv=p

1 0 "1 a
= — 0 ( AQ
VZ;V(V+1) (n7y)cyp+yz:_py+1 (TL,V)CV,p

yazalim. Bu durumda

o0 n 1
1 — - 1)
J, —pPpZ V(V+1)Q(n,y)cy_p
n=p |v=p
ve
o0 n 1
JP =P, 3" 1Y A0 (n,v) Y
n=p |v=p
olmak iizere
J, < JW 4 JP)
olur. Lemma 2.10 dan
o0 n 1
1 _ 1)
) = pPan:p V:py<y+1)Q(n,u)cy_p

v=p =v
o 0
< vep
>~ p pVZ_IDV(V‘i‘l)
1
= 00| —
! p+1)
= 0(1)

bulunur ve JéZ) yi hesaplamak icin

I n—v n 1
v+1 (w+1)(n+1) n+1l

esitligini g6z oniine alalim. Bu durumda (2.4) esitliginden
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dir. Boylece

2
J

INA

S

gV
iing

) (1) oo
oF, B, & (- 1)[AQ(n,v)
< L+ pP
- PpPp_an:pp Tp pgpv—i-ln;rl n—+1
oo C(l)p
< K+ KpP, L
pyzp (l/“‘ 1)2
= 01
oldugu goriiliir. Once
- [th (nay)|
t? (s,) € BV = < 3.10
7 (50) > m <o (3.10)

oldugunu ispatlayalim. (NN, p) doniisiimii i¢in ters formiilii kullanarak, ( [6] da

goriilebildigi gibi ) v > 1 igin

elde edilir. Buradan

v

Z (Cop = Cop1) Putz (5n)

n=0

v—1 14

Z Ath (s) {Z Co—pPp — Ppc,,_p_l}
p=0 n=0
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1
tn (nan) - F Pn—Vay

™ =0
1 n v—1 P

= 5 an_yy Z Atﬁ (s) {Z CopPp — Ppv—p— }
" v=0 p=0 =0
1 n—1 n P

= = Z AP (s) Z VDn—y ch—upu Ppcl,_p_l}
" p=0 v=p+1 n=0

bulunur. Buna goére (3.10) un dogru olmasi igin gerek ve yeter sart her p i¢in

Z VPn—v (Zpucy w PCV p— 1)

v=p+1

—0(1)

=y

n= p+1 n

olmasidir. Eger

-y

n= p+1

Z VPn— yzpuczx m

anJrl

ve

n
E Vpn,l,C,j,p,1

v=p+1

=1
_PpZnP

n=p+1 n

dersek

J, < JW + JP

yazilabilir. Lemma 2.9, (2.2) esitsizligi ve(2.4) ifadesi gtz tniine alimirsa

J/gl) < Z Z VPn— VZPMCV il
n= p+1 nl/ p+1
Prn—v
S szuyzp;l |Cu—u|zym
V]cy—pl
< KZ ;,;1 V+f
< szu Z |yl
= v=p+1
< KZp#cf,l_)u
n=0
= 0(1)
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bulunur ve ayni zamanda

S st = 3 S Pespa (v (0 1) (3.11)

v=p+1

v=p+1 p=p+1
n
+(n+1) Z Pr—pCr—p—1
p=p+1
n—1 v n
= - Z Z Pn—puCu—p—1+ (n+1) Z Prn—pCp—p—1
v=p+1 p=p+1 p=p+1

oldugundan, Lemma 2.7 ve Lemma 2.11 den dolay1

IN

IA

IN

elde edilir.

b, Z Z Z Pn—uCu—p—1+ (n+1) Z Prn—pCp—p—1

nPp, n
n=p+1 v=p+1 p=p+1 p=p+1
1\ 1] <
Py (13) B[ X pes
n=p+1 pu=p+1
oo 1 n 14
EIELD I JE T
n=p+1 " lv=p+1 pu=p+1
e DY D SDY
LN\ p Prn—pCu—p—1
(p+1) P“ *p-l—l P 2 o1 | p=pt1
K+PZ anplcupl
n= p+1 v=p+1
Py 10(2) )
K+ P e
+ Z nP,
n=p+1
K+ P,O !
P f}
O (1)

Bu da Teorem 3.6 nin ispatin1 tamamlar.

Lemma 3.7 : (p,) € M ve (s,) € |N,P| olsun. Bu taktirde (s,) € |N, P|

olmas: i¢in gerek ve yeter sart (7,,) € |N, p| olmasidir.

Bu lemmanm adi anlamdaki (N,p) Norlund metodu igin benzeri [9] da

verilmigtir.

Ispat : Bu Lemmanin ispati, Teorem 3.5 ve

th (Sn = 0n) =1, (sn) — 1) (00) =1, (T0)
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esitliginden elde edilir.

Lemma 3.8 : (p,) € M olsun. Bu taktirde

e8]
tP
| n(T)| <

t (0,) € BV & Y
n=1

dir.
Ispat : Teorem 3.6 dan dolay:

=1
tﬁ(o—n)eBV@Zﬁ <00
n=1

1 n
F anfzzy (UV - O‘I/*l)
" oy=1

dir. Su halde

vioc,—0o,_1) =1,

olduguna gore

< 00

=1
t () er@ZH
n=1

1 n
Fn ;pnzﬂ—u

tﬁ(an)eBV@Z#<oo

elde edilir.

Lemma 3.9 : (p,) € M olsun. Bu taktirde

2 )] o SO,

n=1

dir.

ispat : Once

Z |t (nan)| o, Z |tp (3.12)

oldugunu gosterelim. Teorem 3.4 iin ispatinda kullanilan (3.6) sonucunu (s,,) nin

yerine (na,) yazarak uygulanirsa

= Z O‘nutfj (,ua#)
pn=1
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elde edilir. Burada o, matrisi Teorem 3.4 iin ispatinda ortaya c¢ikan matrisle

aynidir. Boylece (3.12) nin dogrulugunu gostermek i¢in her p igin

n

=1 Pr—uCu—
_ (1) n—vtr—p

oldugunu ispatlamak yeterlidir. (3.7) ve (3.1) esitlikleri goz oniine alinirsa ve

=0(1)

Lemma 2.7, Lemma 2.9, Lemma 2.10 nedeniyle

I
s
3
3
NgE
3
3
—1— —_
|_|

1
= ) (v +2) Zp

N
i)
S
Tl
)

+

) 3
wji N
S
[~]¢
3
el

(AN
=
+
s
<2
3
"U —

_ (1) Cvp = Pn—p
= K+,0Pp VZP<I/—|—1 — n

AN
=
+
o)
5t
AN
™M
tQ
o)

IA
=
+

IA

IA
=
+

bulunur. Bu da (3.12) nin ispatin1 tamamlar.
Simdi

[t (7)] o [t (nay)]
;T<oo:>nz::1T<oo (3.13)

oldugunu gosterelim. Kolayca goriilecegi tizere v, , Teorem 3.3 iin ispatinda goz

oniine aldigimiz matris olmak {izere
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(nay,) E Ol #

yazilabilir.Boylece (3.13) ii ispatlamak i¢in her p igin

J, *pPZ (1)

TL

Z v+ 1)pn—ucy—p

v=p

—0(1)

oldugunu gostermek yeterhdlr. Boylece (2.6) y1 goz oniine alirsak Teorem 3.6 nin

ikinci kisminin ispatindaki notasyonlar cinsinden

bulunur. Buradan ispat tamamlanir.

Simdi mutlak Norlund | N, p| metodu igin bir Tauber teoremi olan agagidaki temel

teoremi ispat edelim:
Teorem 3.10 : (p,) € M ve (s,) € |A| olsun. Bu taktirde

(sn) € |N,p| & T : (Tn) € |N, p|

dir.
Teorem 3.5 nedeniyle 7} Tauberian sart1 asagidaki sartlardan herhangi birine
denktir.

Ty : (na,) € |N, P|

T3 : (nay) € |(C,1) (N, p)|

Bu yiizden bu sartlardan en uygun olanini kullanabiliriz.

Ispat : T} sartinin gerekliligi Lemma 3.7 den elde edildiginden, bu sartin sadece
yeterliligini ispatlamak yeterlidir. Ispatta tf (na) yerine kisalk icin t! yaza-
cagiz. Lemma 3.7 den dolay1 (s,) € | N, P| oldugunu kamtlamak yeterlidir. Fakat

Teorem 3.6, Lemma 3.8 ve Lemma 3.9 den

(sn) € |N P| < (1,) € [N, p|
& Zn LtP (1)] < o0
n=1

o0
Z _l‘tp nan < 00
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bulunur. Boylece
> n ] < oo (3.14)
n=1

oldugunu gostermek yeterlidir. n — oo ve her n < w < n+1 igin

Y

oldugundan (3.14) ifadesi,

n+1

ZVP\/ (1_6 w) < o0 (3.15)

o0

ifadesine denktir. Fakat f (w) = Z ane_ﬁ fonksiyonu (1, 00) da simirli salimimh

n=0
oldugundan (3.15) ifadesi,

> Xl < o0

n=1
esitsizligine denktir. Burada

i th
X, = / f(w)+ z dw

dir. Ote yandan

olmak {izere
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olduguna gore

(o)

esitligi nedeniyle

k=1
0o P,.gl)tr]f g
; e
w? (Z PH€_5>
k=1
) Plgl)tg —g
; e

45



n—+1

X, - / £ (w)+ n dw (3.16)

n+1 0
e
o wiP (65) =1

elde edilir. Simdi

Z (tE -2y, (k>n)

}tp_tp{ < r=ntl

Z|tp—tp | . (k<n)

r=~r+1
yazar ve bu esitsizligi |X,,| ifadesinde yerine koyarsak Lemma 2.13 den dolay:

verilen her r i¢in

Sl = S SR [
n=1 r=2 1 wQP( - )

oo r—1 o0
3 —er pr/e—dw
r=2 r=1 1 w?P (e )
<

oldugu goriiliir. Ciinkii (tf ) € BV dir. Bu da Teorem 3.10 un ispatini tamamlar.
Ozel olarak 0 < o < 1 igin p, = A27! almmsa |[N,p| = |C,a| ve
|N, P| = |C, o + 1] olacagindan Teorem 3.10 dan agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.11 : (s,) € |A] olsun. Bu durumda 0 < o < 1 i¢in (s,) € |C, |
olmasi igin gerek ve yeter sart (na,) € |C, a + 1| olmasidir.

Bu sonucun a > 0 igin genel durumu Hyslop [11] tarafindan verilmistir.

. 1
Ozel olarak p,, = —] secilirse Teorem 3.10 dan agagidaki sonug ifade edilebilir.
n
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N, ——

Sonug 3.12 : (s,) € |A| olsun. Bu taktirde (s,) € [N, n
n

olmas i¢in

olmasidir.

1
erek ve yeter gart (7,,) € |V,
gerek ve yeter sart () 1

Teorem 3.13 : 0 < a < 1 igin
1 (n—1)a
N,——| C|R,e .l
n+1

toplanamayan bir

1
ve ayni zamanda {R, e(n=1e 1} toplanabilen fakat 'N ]
n
serl mevcuttur.
Bu teoremin birinci kismu ile ilgili adi toplanabilme teorisinde benzeri [20]’de

verilmigtir.

. 1

Ispat : (s,) dizisinin (N , ?) ortalamasini t,, (s,) ve A, = exp (n®*) (0 < a < 1)
n

olmak tizere (R, A\,_1, 1) ortalamasini R? ile gosterelim. Bu durumda Teorem 3.6

dolay1
E:u%gﬂ<m:Jﬁeﬂ/ (3.17)
n=1

oldugunu gostermek yeterlidir. Kolayca hesaplanacag: gibi

a o )\n - )\n—l &
Rn - Rnfl = )\n)\n—l ; )\llflalj

dir. a, terimini ¢, (na,) cinsinden ¢ekip yerine yazarsak

v

o o A — A1 1
R, —R, ., = W ; /\u—1; ; cr—pPot, (pay)

A= Aot o A
?11 > Bitp(pay) )
n —1

— v—p

-1

Co—p

yazilabilir. Dolayisiyla (3.17) nin dogrulugunu gostermek igin her p igin

I
.
v P

—0(1)

- /\n - /\n—l
J, = pPpZ S
n=p

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunun icin

’

p =[p] +2 (,0/ 22) Vem:min{n,p+pl}

yazalim. Bu durumda
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m

Z )\V—lcu—p
v

A
(l):P n—1
Jol=p ZA)\

ve

= A=A SN WIRTc
(2) 2 : ‘n T An—1 1 2 : v—1tv—p
J B pP )\n)\n 1 v
n=p+p +1 v=p+p'+1

olmak {izere

1 2
J, < JW 4+
yazilabilir. Simdi Abel kismi toplama formiiliinden

Z”%M_ZA(

v=p

ve dolayisiyla (3.18) den

[e o]

-1
1= 3

. Do Am
S (Rr) v e,
A

=p v=p
- )\n - )\an - )\Vfl (1) )\m (1)
< pP _ it _m
> p pnzp Ao {VZP ( y ) Cyfp“’m_'_lcmfp
- )\n - )\nfl - )\1/71 (1
- PPﬂZmZ A )
n=p v=p
(1) A — A
+pF D v
n=p
pto
/\ _)‘n 1
< pb, ch ) ( ) 2 3
p ard An = An1 An (1) P /\p—l-p/ (1) - An —
+p pZ )\n)\nil n+1cn—p+p pp+p1+10p/ Z]
n=p n=p+p +1
1 1 1
- Iy
yazilabilir.
e R YA 1 1 1 1
250 X (An : ) Mor A, A

ve

A = Ane1 = O (n*exp (n))
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oldugunu goz oniine alirsak

p+p ) )\ Y )
JO = P, Z o ( > = e
W/ M 1
= on 340 ()
v=p
O (1) p+p L
- pPp 2—a l(’*)P
P v—p
_ 0@ @
= pPp pQ—OZ Cp/
= 0@
elde edilir. Ciinkii Lemma 2.5(iii) den dolay:
(@ < 2+ —0<pl+1)
P Py log p
ve ,
pP (p +1) _ o)
>~ (log p')
dir. Benzer olarak
IO — P, % - Ao ()
P2 A )\n 1 n—|—1 Cno
p+p )
= o5 3420 (1)
_ RO KA o
- 2—a n—p
1% n—p
_ pPpO(l)C(2)
pQ—a
= 0(1)

olur. Aynmi zamanda Lemma 2.5(ii), dan
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& 10+p +17 )\n)\nfl
n=p+p +1
= pb, Aoty ) !
Po+p +17 N,
_ P,
ptp +17r
P
= 0| =L
bulunur.
Son olarak (2.2) esitsizliginden
= A=A SN W
@ = An T Anl Av-1Cv—p
‘]P - pP Z )\n)\nl Z v
n=p+p’+1 v=p+p'+1
— MM A
< pP,
S DV v vl Dl
n= p+p +1 v=p+p +1
- )\n - )\n—l
= pb, Z —lev | Y DY
v= p+p +1 n=p+p +1 nene
1
<wm Yy 2
v=p+p’ +1 p+p/
< P, Z |Cv—p|
u:p+p/+1
< il
Pp+p'
= 0(1)

elde edilir. Bu da Teorem 3.13 iin ispatin1 tamamlar.

Asgagidaki teorem 'N , ‘ metodu i¢in bir Tauberian teoremidir.

n—+1

Teorem 3.14 :

Zane

olsun. Bu durumda

ve T} : (nl_aan) € |R, e(n=De

O<ax<l
+1 (0<a<

> a, €1C,0|

20



dir.

1
Dikkat edelim ki adi anlamda (N , ?> toplanabilme metodu i¢in Iyengar
n

1
[12] tarafindan ispat edildi ki eger > a, € (N, ?> ve nt=q, = O (1)
n
(0 < a <1) ise bu taktirde
g a, € (C,0)

dir.

Ispat : 0 < a < 1igin A, = exp (n®) olsun. Eger A, nin bu degeri icin T) = T5
oldugunu gosterebilirsek Teorem 3.14 {in ispati, Lemma 2.14 ve Teorem 3.13 den
elde edilir. Aslinda bu durumda

Ty < Tk

)\nfl

elde ederiz. Bu gerektirme (d,) = (W
n — \n—1

na) € BV oldugu goz oniine

1
alinarak Lemma 2.15 den elde edilir ve ayn1 zamanda (d_) € BV oldugu goriiliir.

Teoremin ikinci kisminin ispati igin

T 40— 20+ 042s (3.19)
4 3 5 7T '

serisini goz oniine alalim.

- 1
;(2n—1)log(n+1) -

1
oldugundan (3.19) serisinin 'N ) ?‘ metoduyla toplanabilir olmadigi agagidaki
n

sonugtan ([6] da Teorem 1 den) elde edilir:

(Sn) €

1 1
N,——| = nln| <00 &g, =0 ——
’n—l—l‘ Z]€a| coTe <log(n—|—1))
Diger taraftan aym seri |R,exp(n—1)",1] (0 < « < 1) toplanabilirdir.
Gercekten (3.19) serisi

-5, (G=st<m)

o-{2, ©stsh

fonksiyonunun ¢ = 0 daki Fourier serisidir ve iistelik Mohanty [15] nin teoremine
gore { f(t) log%} € BV (0,7) oldugunda f(¢) nin ¢t = 0 daki Fourier serisi
|R,exp (n —1)*,1] (0 < o < 1) toplanabilirdir. Fakat kolayca goriilebilecegi gibi
{ f(t)log %} € BV (0, 7) dir ve boylece teoremin ispat1 tamamlanir.
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