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            Bu çalıĢma beĢ ana bölümden oluĢacak Ģekilde organize edilmiĢtir. Birinci 

bölümde, konu ile ilgili literatür bilgileri, genelleĢtirilmiĢ Bernstein 

polinomlarının ve baz formlarının tanımları ve temel özellikleri verilmiĢtir. Ġkinci 

bölümde, lineer denklemlerin nümerik çözümleri için genelleĢtirilmiĢ Bernstein 

polinomlarına dayalı sıralama yöntemleri üretilmiĢtir. Üçüncü bölümde, lineer 

olmayan denklemlerin nümerik çözümleri için kuasilineerleĢtirme tekniği ve 

sıralama noktaları kullanılarak genelleĢtirilmiĢ Bernstein polinomlarına dayalı 

yöntem geliĢtirilmiĢtir. Dördüncü bölümde, Bernstein polinomlarının düzgün 

yaklaĢım özellikleri gözönüne alınarak, lineer denklemler için hata analizi 

irdelenmiĢtir. Son bölümde ise sunulan yöntemlerin lineer ve lineer olmayan 

denklemlere uygulanabilirliğini, doğruluğunu ve verimliliğini göstermek için 

çeĢitli örnekler ele alınmıĢtır.  
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This study is organized as five main chapters. In the first chapter, 

literatures on the topic, definitions and fundamental properties of the Bernstein 

polynomials and their basis forms are given. In the second chapter, collocation 

methods based on the generalized Bernstein polynomials are produced for the 

solutions of linear equations. In the third chapter, a numerical method based on 

the generalized Bernstein polynomials is developed by using the 

quasilinearization technique and collocation points. In the fourth chapter, by 

considering the uniform approximation properties of the Bernstein polynomials, 

the error analysis is demonstrated for the linear equations.  In the final chapter, to 

illustrate the applicability, implementation and efficiency of the presented 

methods to the linear and nonlinear equations, some examples are considered. 
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1. TEMEL KAVRAM VE BA¼GINTILAR

1.1 Giri̧s

1900�lü y¬llar¬n baş¬nda Vito Volterra, nüfus art¬̧s¬ fenomeni üzerine

olan çal¬̧smas¬ için yeni tipte denklemler geli̧stirmi̧s ve bu denklemleri

integrodiferansiyel denklemler olarak isimlendirmi̧stir. Bu tipteki denklemler;

bilinmeyen fonksiyon ve türevlerini ya da integral i̧sareti alt¬nda bilinmeyen

fonksiyonun türevlerini içeren denklemler olarak tan¬mlan¬r. Özel olarak

integrodiferansiyel denklemler, bilinmeyen fonksiyon ve türevlerini içeren

diferansiyel denklemler ve integral i̧sareti alt¬nda bilinmeyen fonksiyon içeren

integral denklemlere indirgenir. Kimya, biyoloji, mekanik, mühendislik, �nans,

endüstri gibi birçok �ziksel ve matematiksel problemler integrodiferansiyel

denklemler ile modellenebilir (Rahman 2007).

·Integrodiferansiyel denklemler gibi çeşitli denklemlerin çözümü için

kullan¬lan analitik yöntemler, matematiksel modelleme üzerine çal¬̧smada her

zaman temel yöntemler olarak gözönüne al¬n¬r. Fakat ço¼gu matematiksel

modelleri analitik yolla çözmek mümkün de¼gildir. Bu nedenle yaklaş¬k olarak

çözüm üreten, hesaba dayal¬ yöntemler ile ilgilenilir. Uygulamaya dayal¬ bu

tip matematiksel modellerin çözümünde en s¬k kullan¬lan nümerik yöntemlerden

biri s¬ralama yöntemidir. Bu yöntem; verilen bir denklemin gerçek çözümüne,

belirli bir sonlu boyutlu uzaya ait olan en uygun fonksiyon ile yaklaş¬m esas¬na

dayan¬r. Bu yöntemde, s¬ralama noktalar¬ olarak bilinen ayr¬k noktalar ve

yaklaş¬m yapacak olan fonksiyon genellikle cebirsel bir polinom olmak üzere

s¬ralama noktalar¬üzerinde denklemi sa¼glayacak şekilde seçilir. Bu durum ise

s¬ralama noktalar¬ üzerinde yöntemin hatas¬n¬n s¬f¬r olmas¬na mecbur b¬rak¬r.

Bundan dolay¬verilen herhangi bir denklem bu noktalarda sa¼glanm¬̧s olur. Bu

yöntemin en göze çarpan özellikleri, uygulamalar¬kolaylaşt¬rmas¬ve çözümler için

yüksek dereceli bir do¼gruluk sa¼glamas¬d¬r.
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Diferansiyel denklemlerdeki başlang¬ç de¼ger problemleri için polinom

ya da parçal¬ polinomlara dayal¬ s¬ralama yöntemi üzerine sistematik olarak

ilk kez 1960�l¬ y¬llar¬n sonlar¬nda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Günümüzde ise lineer ve

lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin çözümü

için Chebyshev s¬ralama yöntemi (Akyüz-Daşc¬o¼glu 2006, Yang ve Hou 2010,

Akyüz-Daşc¬o¼glu ve Çerdik-Yaslan 2011, Yüksel ve di¼g. 2012), Hermite

s¬ralama yöntemi (Parand ve di¼g. 2010), shifted Jacobi-Gauss s¬ralama yöntemi

(Bhrawy 2012), Legendre s¬ralama yöntemi (Yalçinbaş ve di¼g. 2009), Bessel

s¬ralama yöntemi (Yüzbaş¬ ve di¼g. 2012) gibi çeşitli polinomlara dayal¬

pek çok s¬ralama yöntemi geli̧stirilmi̧stir. Di¼ger yazarlardan farkl¬ olarak

Akyüz-Daşc¬o¼glu (2006), El-Hawary ve El-Sheshtawy (2010) çal¬̧smalar¬nda,

integral k¬sm¬nda bilinmeyen fonksiyonun türevlerini içeren integrodiferansiyel

denklemlerin nümerik çözümlerini gözönüne alm¬̧st¬r.

Literatürde, lineer ve lineer olmayan diferansiyel, integral ve

integrodiferansiyel denklemleri çözmek için s¬ralama yöntemi d¬̧s¬nda yak¬n

zamanda geli̧stirilen birçok nümerik yöntem vard¬r. Bu nümerik yöntemlerden

baz¬lar¬; lineer diferansiyel denklemler için Sinc-Galerkin yöntemi (El-Gamel

ve di¼g. 2003), Adomian ayr¬̧st¬rma yöntemi (M¼estrovíc 2007), septic spline

yöntemi (Siddiqi ve Akram 2008), lineer integral denklemler için Taylor

aç¬l¬m yöntemi (Chen ve Jiang 2012), sabit nokta yöntemi (Caliò ve di¼g.

2010), lineer integrodiferansiyel denklemler için varyasyonel iterasyon yöntemi

(Noor ve Mohyud-Din 2007), Chebyshev polinomlar¬na dayal¬ spektral yöntem

(El-Hawary ve El-Sheshtawy 2010), lineer olmayan diferansiyel denklemler için

Legendre wavelet yaklaş¬m¬(Aminikhah ve Moradian 2013), shifted Jacobi-Gauss

s¬ralama spektral yöntemi (Bhrawy ve Alo� 2012), C1-lineerleştirme (Ramos

2004), sonlu-fark yöntemi (Kumar 2002), de¼gi̧stirilmi̧s ayr¬̧st¬rma yöntemi

(Wazwaz 2001), lineer olmayan integral denklemler için kuasilineerleştirme tekni¼gi

kullanarak s¬ralama yöntemine dayal¬yöntem (Maleknejad ve Naja�2011), lineer

olmayan integrodiferansiyel denklemler için Hybrid yöntemi (Marzban ve Hoseini

2012), direk yöntem (Babolian ve di¼g. 2009), sabit nokta yöntemi (Berenguer

2013) şeklinde s¬ralanabilir.
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Polinomlar; kolay tan¬mlanabilir, modern bilgisayar sisteminde h¬zl¬

hesaplanabilir ve çeşitli fonksiyonlar¬ifade edebilir oldu¼gundan en çok kullan¬lan

matematik arac¬d¬r. Bundan dolay¬, y¬llard¬r yaklaş¬mlar teorisi ve nümerik

analizde önemli bir rol oynar. Özellikle son y¬llarda Bernstein polinomlar¬,

birçok araşt¬rmac¬n¬n dikkatini çekmektedir. Bézier e¼grilerinin ve bilgisayar

takviyeli geometrik tasar¬mlardaki (CAGD) yüzeylerin bir çok özelli¼gi Bernstein

polinomlar¬n¬n özelliklerinden elde edilir (Farin 2002). Bunun yan¬s¬ra

çeşitli yaklaş¬m yöntemleri kullan¬larak, farkl¬ tipteki denklemlerin çözümü

için bu polinomlardan yararlan¬l¬r. Örne¼gin; lineer diferansiyel denklemleri,

yüksek mertebeden pantograf denklemi ve zay¬f singüler çekirdekli Volterra

integrodiferansiyel denklemi çözmek için Bernstein seri çözümüne dayanan

rasyonel interpolasyon ve s¬ralama yöntemi (I̧s¬k ve di¼g. 2010) geli̧stirilmi̧stir.

Cauchy çekirdekli singüler integrodiferansiyel denklemin nümerik çözümünü elde

etmek için Bernstein polinomlar¬ kullan¬larak polinom yaklaş¬m¬na dayal¬ bir

yöntem (Bhattacharya ve Mandal 2008b, I̧s¬k ve di¼g. 2011a,b) sunulmuştur. Lineer

ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin, lineer Volterra integrodiferansiyel

denklemlerin nümerik çözümü, Bernstein polinomlar¬n¬n lineer kombinasyonu

olarak verilmi̧s ve buradaki katsay¬lar Galerkin yöntemi (Bhatti ve Bracken

2007, Pandya ve Joshi 2011) ile belirlenmi̧stir. Yüksek çift-mertebeli s¬n¬r

de¼ger problemlerinin yaklaş¬k çözümünü elde etmek için Bernstein polinomlar¬n¬n

özelliklerinden yararlan¬larak bu polinomlar¬n herhangi mertebeden türevleri

ve integralleri için aç¬k formüller türetilmi̧s, Bernstein Galerkin, Bernstein

Petrov-Galerkin ve türevlenen aç¬l¬mlar¬n katsay¬lar¬n¬ kullanma yöntemleri

(Doha ve di¼g. 2011a,b) uygulanm¬̧st¬r. ·Integral şartlar¬ile verilen hiperbolik k¬smi

türevli denklemin yaklaş¬k çözümünü elde etmek için Bernstein polinomlar¬n¬n ve

Ritz-Galerkin yönteminin özellikleri gözönüne al¬narak Bernstein polinomlar¬na

dayal¬Ritz-Galerkin yöntemi (Youse� ve Dehghan 2009) üretilmi̧s ve sonras¬nda

Ritz-Galerkin yöntemi, k¬smi türevli denklemin çözümünü cebirsel denklemin

çözümüne indirgemek için kullan¬lm¬̧st¬r. Üçüncü mertebeden lineer olmayan

özel bir k¬smi türevli denklem olan Korteweg-de Vries (KDV) denkleminin

yaklaş¬k çözümü için de¼gi̧stirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬na dayanan algoritma

sunulmuş ve katsay¬lar¬belirlemek için Galerkin yöntemi (Bhatta ve Bhatti 2006)
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kullan¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci mertebeden de¼gi̧sken katsay¬l¬ adi diferansiyel denklemin

özel bir hali olan Harmonik Oskilatör denkleminin yaklaş¬k çözümü için Bernstein

baz polinomlar¬ ile bir yöntem (Bhatti 2009) üretilmi̧stir. Kuantum mekanik

sistemdeki bu denklemin enerji spektrumunu, yani özde¼gerlerini elde etmek

için Bernstein Galerkin yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. Birinci ve ikinci çeşit regüler

ve singüler çekirdekli Volterra integral denklemlerin, ikinci çeşit Fredholm

integral denklemin, basit ve ikinci çeşit hiper-singüler integral denklemin

nümerik çözümleri için Bernstein polinomlar¬ndan (Mandal ve Bhattacharya

2007, Bhattacharya ve Mandal 2008a) yararlan¬lm¬̧st¬r. Abel tipli singüler

integral denklemini çözmek için normalleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬

yeni bir nümerik yöntem (Singh ve di¼g. 2009a) geli̧stirilmi̧stir. Yine

Bernstein polinomlar¬ kullan¬larak Galerkin yöntemi (Shirin ve Islam 2010)

ile singüler olmayan Fredholm integral denkleminin nümerik çözümü elde

edilmi̧stir. Lane-Emden tipli diferansiyel denklemlerin çözümü için Bernstein

polinomlar¬na dayal¬ integrasyonun i̧slevsel matrisi (Kumar ve di¼g. 2011),

türevlemenin i̧slevsel matrisi (Pandey ve Kumar 2012) ve s¬ralama yönteminden

(Isik ve Sezer 2013) yararlan¬lm¬̧st¬r. Lineer olmayan Fredholm-Volterra

integrodiferansiyel denklemin çözümünü elde etmek için Bernstein polinomlar¬na

dayal¬integrasyonun i̧slevsel matrisi ve s¬ralama yöntemi (Ordokhani ve Davaei

far 2011a) sunulmuştur.

Bernstein baz polinomlar¬ ortogonal de¼gildir. Bundan dolay¬

bu baz polinomlar¬n¬n en küçük kareler yaklaş¬m yönteminde kullan¬m¬

s¬n¬rl¬d¬r. Bu yaklaş¬mda ortogonal bir baz seçiminin önemi, lineer sistemi

köşegenleştirerek bunu takiben en küçük kareler katsay¬lar¬n¬n basitçe kapal¬

formda ifade edilmesini sa¼glamas¬ndan kaynaklan¬r. Bu yaklaş¬mda Bernstein

baz polinomlar¬n¬n üzerindeki s¬n¬rlamay¬ ortadan kald¬rman¬n bir yolu; baz

dönüşümü yapmakt¬r. Örne¼gin; Bernstein baz polinomlar¬ ile Legendre baz

polinomlar¬aras¬nda (Farouki 2000, Ordokhani ve Davaei far 2011b), Chebyshev

baz polinomlar¬ aras¬nda (Mazure 1999, Rababah ve di¼g. 2006), Jacobi

baz polinomlar¬ aras¬nda (Rababah 2004) matris dönüşümü yap¬l¬r. Di¼ger

bir yol ise Bernstein baz polinomlar¬n¬n dual baz fonksiyonlar¬n¬ (Jüttler

1998) kullanmakt¬r. Bunun d¬̧s¬nda Bernstein polinomlar¬, Gram-Schmidt
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ortonormalleştirme i̧slemi ile ortonormal hale getirilebilir. Bu bahsedilen

durumlardan biri kullan¬larak çözüm yöntemi olarak integrasyonun Bernstein

operasyon matrisi elde edilir. Bu matrisler; diferansiyel denklemleri, integral

denklemleri, optimal kontrol denklemleri, sal¬n¬m hesab¬ gibi problemleri

çözmede kullan¬l¬r. Lineer bir dinamik sistemi tan¬mlama, çözme ve en

uygun hale getirmede integrasyon uygulamak için fonksiyonlar¬n bir ortonormal

sisteminin kullan¬lmas¬; bilgisayar yönelimli olmas¬ve böylece yüksek mertebeden

diferansiyel denklemlerin boyutu düşürülerek daha kullan¬̧sl¬hale getirilmesi gibi

önemli avantajlara sahiptir (Singh ve di¼g. 2009b, Youse� ve Behroozifar 2010).

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n amac¬; diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel

denklemlerin nümerik çözümlerini elde etmek için Bernstein polinomlar¬na dayal¬

s¬ralama yöntemi üretmektir. Bu yöntemde Bernstein polinomlar¬ için baz

dönüşümü, dual baz ya da ortogonalleştirmenin kullan¬lmas¬ yerine do¼grudan

polinomun kendisini kullarak i̧slem pratikli¼gi sa¼glan¬r. Bunun yan¬s¬ra ortaya

koyulan bu yöntemle elde edilen sonuçlar¬n do¼grulu¼ga yak¬nl¬k derecesi, en

küçük kareler yaklaş¬m¬yerine Bernstein polinomlar¬n¬n en iyi düzgün yaklaş¬m

özelliklerine bak¬larak irdelenir. Araşt¬rman¬n sonunda, üretilen yöntemin

uygulanabilir, duyarl¬ ve verimli oldu¼gu çeşitli nümerik örnekler üzerinde

gösterilir.

1.2 Genelleştirilmi̧s Bernstein Baz Polinomlar¬ve Özellikleri

[0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlanan Bernstein polinomlar¬(Lorentz 1986,

Farouki ve Rajan 1988, Joy 2000, Farin 2002) ve bu polinomlar¬n baz gösterimleri

(Farouki ve Rajan 1988) t =x�a
b�a dönüşümü ile [a; b] aral¬¼g¬na genelleştirilebilir.

[a; b] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬ml¬ olan Bernstein polinomlar¬ ve Bernstein baz

polinomlar¬ s¬ras¬yla genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ve genelleştirilmi̧s

Bernstein baz polinomlar¬ olarak adland¬r¬labilir. Bu k¬s¬mda, genelleştirilmi̧s

Bernstein baz polinomlar¬tan¬mlanm¬̧s ve en temel özellikleri verilmi̧stir.

Tan¬m 1.2.1 n 2 f0; 1; 2; :::g olmak üzere [a; b] aral¬¼g¬üzerinde n: dereceden

genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬,
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pi;n (x) =
1

(b� a)n
�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i ; i = 0; 1; :::; n

ile tan¬mlan¬r. Burada
�
n
i

�
= n!

i!(n�i)! binom katsay¬lar¬ve
�
n
i

�
(x � a)i (b� x)n�i

binom fonksiyonudur. n: dereceden n + 1 tane polinom vard¬r. Kolayl¬k olmas¬

aç¬s¬ndan i < 0 veya i > n için pi;n (x) = 0 kabul edilir.

Özellik 1.2.1 (Pozitif tan¬ml¬l¬k) Tüm x 2 [a; b] için pi;n (x) � 0�d¬r.

Özellik 1.2.2 Genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬

pi;n (a) =

8<: 1 ; i = 0

0 ; i > 0
; pi;n (b) =

8<: 1 ; i = n

0 ; i < n

koşullar¬n¬sa¼glar.

·Ispat: Farouki (2012), [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde bu özelli¼ge de¼ginmi̧stir. [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde Tan¬m 1.2.1 ve i > 0 veya i < n için pi;n (x) = 0 kabulü gözönüne

al¬narak i = 0, i > 0, i = n ve i < n için s¬ras¬yla

p0;n (a) =
1

(b� a)n
�
n

0

�
(b� a)n = 1;

pi;n (a) = 0;

pn;n (b) =
1

(b� a)n
�
n

n

�
(b� a)n = 1;

pi;n (b) = 0

de¼gerleri bulunur.

Özellik 1.2.3 (Simetri) Her x � 0 için pn�i;n (x+ a) = pi;n (b� x) gerçeklenir.

·Ispat: [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde bu özelli¼ge Farouki (2012) de¼ginmi̧stir. Bu özelli¼gin

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde geçerli oldu¼gu, Tan¬m 1.2.1 gözönüne al¬narak

pn�i;n (x+ a) =
1

(b� a)n
�

n

n� i

�
xn�i(b� a� x)i

=
1

(b� a)n
�
n

i

�
(b� x� a)i xn�i

= pi;n (b� x)
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şeklinde gösterilir.

Özellik 1.2.4 (Rekürans ba¼g¬nt¬s¬) n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein

baz polinomlar¬, (n� 1) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n

lineer bileşimi olarak yaz¬labilir:

pi;n (x) =
1

b� a [(b� x) pi;n�1 (x) + (x� a)pi�1;n�1 (x)] :

·Ispat: Bu özelli¼gin ifade ve ispat¬[0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Farin (2002) taraf¬ndan

verilmi̧stir. Burada [a; b] aral¬¼g¬na geni̧sleterek verelim. Bunun için Tan¬m 1.2.1

gözönüne al¬narak

pi;n (x) =
1

(b� a)n
�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i

=
1

(b� a)n
��
n� 1
i

�
+

�
n� 1
i� 1

��
(x� a)i (b� x)n�i

=
1

(b� a)n
�
n� 1
i

�
(x� a)i (b� x)n�i

+
1

(b� a)n
�
n� 1
i� 1

�
(x� a)i (b� x)n�i

=
1

b� a

�
(b� x)

�
1

(b� a)n�1
�
n� 1
i

�
(x� a)i (b� x)n�1�i

�
+ (x� a)

�
1

(b� a)n�1
�
n� 1
i� 1

�
(x� a)i�1 (b� x)n�1�(i�1)

��
=

1

b� a [(b� x) pi;n�1 (x) + (x� a)pi�1;n�1 (x)]

istenen ba¼g¬nt¬elde edilir.

Özellik 1.2.5 n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n n+ 1

toplam¬, (n� 1) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n n

toplam¬na eşittir:
nX
i=0

pi;n (x) =

n�1X
i=0

pi;n�1 (x) :

·Ispat: Bu özelli¼gin ifade ve ispat¬ [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Joy (2000) taraf¬ndan

verilmi̧stir. Şimdi bu özelli¼gin [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde de geçerli oldu¼gunu

gösterelim. Özellik 1.2.4 ve i < 0 veya i > n için pi;n (x) = 0 olma şart¬gözönüne

al¬n¬rsa
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nX
i=0

pi;n (x) =
1

b� a

nX
i=0

[(b� x) pi;n�1 (x) + (x� a)pi�1;n�1 (x)]

=
b� x
b� a

n�1X
i=0

[pi;n�1 (x) + pn;n�1 (x)]

+
x� a
b� a

nX
i=1

[pi�1;n�1 (x) + p�1;n�1 (x)]

=
b� x
b� a

n�1X
i=0

pi;n�1 (x) +
x� a
b� a

nX
i=1

pi�1;n�1 (x)

=
b� x
b� a

n�1X
i=0

pi;n�1 (x) +
x� a
b� a

n�1X
i=0

pi;n�1 (x)

=
b� x+ x� a

b� a

n�1X
i=0

pi;n�1 (x)

=

n�1X
i=0

pi;n�1 (x)

istenen ifade elde edilir.

Özellik 1.2.6 (Birim parçalanma) n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n n+ 1 teriminin toplam¬1�e eşittir.

nX
i=0

pi;n (x) =
n�1X
i=0

pi;n�1 (x) = : : : =
1X
i=0

pi;1 (x) = 1:

·Ispat: Bu özelli¼gin ifade ve ispat¬ [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Joy (2000) taraf¬ndan

verilmi̧stir. Şimdi bu özelli¼gi [a; b] aral¬¼g¬na geni̧sleterek verelim. Tan¬m 1.2.1,

Özellik 1.2.5 ve binom aç¬l¬m¬1 gözönüne al¬narak s¬ras¬yla

nX
i=0

pi;n (x) =
n�1X
i=0

pi;n�1 (x)

=
1

(b� a)n�1
n�1X
i=0

�
n� 1
i

�
(x� a)i (b� x)n�1�i

=
1

(b� a)n�1
(x� a+ b� x)n�1

= 1;

1x ve y pozitif say¬lar, n 2 f0; 1; 2; :::g olmak üzere binom aç¬l¬m¬, (x+ y)n =
nP
i=0

�
n

i

�
xiyn�i

olarak tan¬mlan¬r.
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n�2X
i=0

pi;n�2 (x) =
1

(b� a)n�2
n�2X
i=0

�
n� 2
i

�
(x� a)i (b� x)n�2�i

=
1

(b� a)n�2
(x� a+ b� x)n�2

= 1;

...
1X
i=0

pi;1 (x) =
1

b� a [(b� x) + (x� a)] = 1

bulunur.

Özellik 1.2.7 (Derece yükseltme) n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬, (n+1): dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n lineer

bileşimi olarak yaz¬labilir:

pi;n (x) =
n� i+ 1
n+ 1

pi;n+1 (x) +
i+ 1

n+ 1
pi+1;n+1 (x) :

·Ispat: Bu özelli¼gin [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde ifade ve ispat¬Joy (2000) taraf¬ndan

verilmi̧stir. [a; b] aral¬¼g¬üzerinde ise aşa¼g¬daki iki eşitlik taraf tarafa toplanarak

istenen elde edilir:

�
1� x� a

b� a

�
pi;n (x) =

1

(b� a)n+1

�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n+1�i

=

�
n
i

��
n+1
i

� 1

(b� a)n+1

�
n+ 1

i

�
(x� a)i (b� x)n+1�i

=

�
n
i

��
n+1
i

�pi;n+1 (x)
=

n� i+ 1
n+ 1

pi;n+1 (x) ;

x� a
b� a pi;n (x) =

1

(b� a)n+1

�
n

i

�
(x� a)i+1 (b� x)n�i

=

�
n
i

��
n+1
i+1

� 1

(b� a)n+1

�
n+ 1

i+ 1

�
(x� a)i+1 (b� x)n+1�(i+1)

=

�
n
i

��
n+1
i+1

�pi+1;n+1 (x)
=

i+ 1

n+ 1
pi+1;n+1 (x) :
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Özellik 1.2.8 n: ve m: dereceden genelleştirilmi̧s iki Bernstein baz polinomunun

çarp¬m¬:

pi;n(x)pj;m(x) =

�
n
i

��
m
j

��
n+m
i+j

� pi+j;n+m (x) :
·Ispat: Tan¬m 1.2.1 gözönüne al¬narak

pi;n(x)pj;m(x) =
1

(b� a)n
�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i

1

(b� a)m
�
m

j

�
(x� a)j (b� x)m�j

=
1

(b� a)n+m
�
n

i

��
m

j

�
(x� a)i+j (b� x)n+m�(i+j)

=

�
n
i

��
m
j

��
n+m
i+j

� 1

(b� a)n+m
�
n+m

i+ j

�
(x� a)i+j (b� x)n+m�(i+j)

=

�
n
i

��
m
j

��
n+m
i+j

� pi+j;n+m (x)
istenen eşitlik bulunur. Bu özelli¼gin [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde verilen ifadesi için

Farouki ve Rajan�a (1988) bak¬n¬z.

Özellik 1.2.9 (Türevlenebilme) n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n birinci türevi, (n� 1) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n lineer bileşimi olarak yaz¬labilir:

d

dx
pi;n (x) =

n

b� a [pi�1;n�1(x)� pi;n�1(x)] :

·Ispat: Bu özelli¼gin [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde ifade ve ispat¬Joy (2000) taraf¬ndan

verilmi̧stir. [a; b] aral¬¼g¬üzerinde ise Tan¬m 1.2.1 gözönüne al¬narak

d

dx
pi;n (x) =

d

dx

�
1

(b� a)n
�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i

�
=

1

(b� a)n
�
n

i

�h
i (x� a)i�1 (b� x)n�i

� (n� i) (x� a)i (b� x)n�i�1
i

=
n

(b� a)n
(n� 1)!

(i� 1)! (n� i)! (x� a)
i�1 (b� x)n�i

� n

(b� a)n
(n� 1)!

i! (n� i� 1)! (x� a)
i (b� x)n�i�1
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=
n

b� a

�
1

(b� a)n�1
�
n� 1
i� 1

�
(x� a)i�1 (b� x)n�1�(i�1)

� 1

(b� a)n�1
�
n� 1
i

�
(x� a)i (b� x)(n�1)�i

�
=

n

b� a [pi�1;n�1 (x)� pi;n�1 (x)]

gerçeklendi¼gi görülür.

Özellik 1.2.10 (n+ k) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n

k: türevi, n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬ cinsinden

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

p
(k)
i;n+k (x) =

(n+ k)!

n! (b� a)k
kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
pi�s;n (x) :

·Ispat: Bu özelli¼gin [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde Phillips (2003) taraf¬ndan verilen

ifade ve ispat¬n¬[a; b] aral¬¼g¬na geni̧sleterek verelim. Bunun için öncelikle Tan¬m

1.2.1�den kolayl¬kla yaz¬labilen

p
(k)
i;n+k (x) =

1

(b� a)n+k
�
n+ k

i

�
dk

dxk
(x� a)i (b� x)n+k�i

türev ifadesini ele alal¬m.

Leibniz Kural¬2 gözönüne al¬narak, yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g¬ndaki

çarp¬m¬n türevi

dk

dxk
(x� a)i (b� x)n+k�i =

kX
s=0

�
k

s

�
ds

dxs
(x� a)i d

k�s

dxk�s
(b� x)n+k�i

haline gelir. Buradan

ds

dxs
(x� a)i =

8<: i!
(i�s)! (x� a)

i�s ; i� s � 0

0 ; i� s < 0
;

2Diferansiyellenebilir iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n k: türevi için Leibniz kural¬:

dk

dxk
(f (x) g (x)) =

kP
r=0

�
k

r

�
dr

dxr f (x)
dk�r

dxk�r
g (x) .

11



dk�s

dxk�s
(x� a)n+k�i =

8<: (�1)k�s (n+k�i)!
(n+s�i)! (b� x)

n+s�i ; i� s � n

0 ; i� s > n

bulunur. Bu durumda (n+ k) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n k: türevi

p
(k)
i;n+k (x) =

1

(b� a)n+k
kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

��
n+ k

i

�
i!

(i� s)!
(n+ k � i)!
(n+ s� i)!

(x� a)i�s (b� x)n+s�i

halini al¬r. �
n+ k

i

�
i!

(i� s)!
(n+ k � i)!
(n+ s� i)! =

(n+ k)!

n!

�
n

i� s

�
şeklinde düzenlenirse

p
(k)
i;n+k (x) =

(n+ k)!

n! (b� a)k
kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
1

(b� a)n
�
n

i� s

�
(x� a)i�s (b� x)n+s�i

=
(n+ k)!

n! (b� a)k
kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
pi�s;n (x)

istenen eşitlik elde edilir.

Özellik 1.2.11 Genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n x 2 [a; b]

de¼gi̧skenine ba¼gl¬belirsiz integrali ve [a; b] aral¬¼g¬üzerinde belirli integrali s¬ras¬yla

aşa¼g¬daki gibidir:

xZ
a

pi;n (t) dt =
b� a
n+ 1

n+1X
s=i+1

ps;n+1(x);

bZ
a

pi;n (t) dt =
b� a
n+ 1

:

·Ispat: Bu özelli¼gin ispat¬, [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde Farouki ve Rajan (1988)

taraf¬ndan verilen benzer yol takip edilerek [a; b] aral¬¼g¬na geni̧sletilebilir. Bunun

için Özellik 1.2.9 kullan¬larak, i = 0; 1; :::; n için

d

dx
pi+1;n+1 (x) =

n+ 1

b� a [pi;n(x)� pi+1;n(x)]

d

dx
pi+2;n+1 (x) =

n+ 1

b� a [pi+1;n(x)� pi+2;n(x)]
...
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d

dx
pn;n+1 (x) =

n+ 1

b� a [pn�1;n(x)� pn;n(x)]

d

dx
pn+1;n+1 (x) =

n+ 1

b� a [pn;n(x)� pn+1;n(x)]

türev ba¼g¬nt¬lar¬ yaz¬labilir. Bu ba¼g¬nt¬lar taraf tarafa toplan¬rsa, i > n için

pi;n (x) = 0 oldu¼gundan

n+1X
s=i+1

d

dx
ps;n+1 (x) =

n+ 1

b� a pi;n (x)

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n a�dan x�e göre integrali al¬n¬rsa, Özellik

1.2.2�den dolay¬
n+1X
s=i+1

ps;n+1(a) = 0 oldu¼gundan

n+1X
s=i+1

xZ
a

d

dt
ps;n+1 (t) dt =

n+ 1

b� a

xZ
a

pi;n (t) dt

n+1X
s=i+1

[ps;n+1(x)� ps;n+1(a)] =
n+ 1

b� a

xZ
a

pi;n (t) dt

n+1X
s=i+1

ps;n+1(x) =
n+ 1

b� a

xZ
a

pi;n (t) dt

olur. Di¼ger yandan x = b için yukar¬daki belirli integralin de¼geri; Özellik 1.2.2�den

dolay¬
n+1X
s=i+1

ps;n+1(b) = 1 oldu¼gundan

bZ
a

pi;n(t)dt =
b� a
n+ 1

"
n+1X
s=i+1

ps;n+1(b)�
n+1X
s=i+1

ps;n+1(a)

#
=
b� a
n+ 1

şeklinde bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 1.2.1 Genelleştirilmi̧s iki Bernstein baz polinomunun çarp¬m¬n¬n x 2 [a; b]

de¼gi̧skenine ba¼gl¬belirsiz integrali ve [a; b] aral¬¼g¬üzerinde belirli integrali s¬ras¬yla

aşa¼g¬daki gibidir:

xZ
a

pi;n(t)pj;m(t)dt =
(b� a)

�
n
i

��
m
j

�
(n+m+ 1)

�
n+m
i+j

� n+m+1X
r=i+j+1

pr;n+m+1(x);
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bZ
a

pi;n(t)pj;m(t)dt =
(b� a)

�
n
i

��
m
j

�
(n+m+ 1)

�
n+m
i+j

� :
·Ispat: Özellik 1.2.8 ve Özellik 1.2.11 gözönüne al¬narak, iki integral s¬ras¬yla

xZ
a

pi;n(t)pj;m(t)dt =

�
n
i

��
m
j

��
n+m
i+j

� xZ
a

pi+j;n+m (t) dt

=

�
n
i

��
m
j

�
(b� a)�

n+m
i+j

�
(n+m+ 1)

n+m+1X
r=i+j+1

pr;n+m+1(x);

bZ
a

pi;n(t)pj;m(t)dt =

�
n
i

��
m
j

��
n+m
i+j

� bZ
a

pi+j;n+m (t) dt

=
(b� a)

�
n
i

��
m
j

�
(n+m+ 1)

�
n+m
i+j

�
şeklinde bulunur.

Özellik 1.2.12 Genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬ için aşa¼g¬daki

ba¼g¬nt¬lar gerçeklenir:

nX
i=0

ipi;n (x) =
n (x� a)
b� a ;

nX
i=0

i2pi;n (x) =
n(n� 1)(x� a)2

(b� a)2 +
n(x� a)
b� a :

·Ispat: Natanson (1964) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde ortaya koyulan bu

teorem, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde Özellik 1.2.6 ve Tan¬m 1.2.1 gözönüne al¬narak

aşa¼g¬daki gibi ispatlanabilir:

nX
i=0

ipi;n (x) =
1

(b� a)n
nX
i=0

i

�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i

=
1

(b� a)n
nX
i=1

n!

(i� 1)!(n� i)! (x� a)
i (b� x)n�i

=
n (x� a)
b� a

n�1X
i=0

1

(b� a)n�1
(n� 1)!

i!(n� 1� i)!(x� a)
i(b� x)n�1�i

=
n (x� a)
b� a

n�1X
i=0

pi;n�1 (x)

=
n (x� a)
b� a ;
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nX
i=0

i2pi;n (x) =
1

(b� a)n
nX
i=0

i2
�
n

i

�
(x� a)i (b� x)n�i

=
1

(b� a)n
nX
i=0

i
(n� 1)!

(i� 1)!(n� i)! (x� a)
i (b� x)n�i

=
n

(b� a)n

(
nX
i=1

(i� 1) (n� 1)!
(i� 1)!(n� i)! (x� a)

i (b� x)n�i

+
nX
i=1

(n� 1)!
(i� 1)!(n� i)! (x� a)

i (b� x)n�i
)

=
n

(b� a)n

(
nX
i=2

(n� 1)!
(i� 2)!(n� i)! (x� a)

i (b� x)n�i

+
n�1X
i=0

(n� 1)!
i!(n� 1� i)! (x� a)

i+1 (b� x)n�i�1
)

=
n(n� 1)(x� a)2

(b� a)2

(
n�2X
i=0

1

(b� a)n�2
(n� 2)!

i!(n� 2� i)! (x� a)
i (b� x)n�i�2

)

+
n(x� a)
b� a

(
n�1X
i=0

(n� 1)!
i!(n� 1� i)! (x� a)

i (b� x)n�i�1
)

=
n(n� 1)(x� a)2

(b� a)2
n�2X
i=0

pi;n�2 (x) +
n(x� a)
b� a

n�1X
i=0

pi;n�1(x)

=
n(n� 1)(x� a)2

(b� a)2 +
n(x� a)
b� a .

Özellik 1.2.13 Genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬ aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬ya

sahiptir:
nX
i=0

�
x�

�
a+

(b� a) i
n

��2
pi;n (x) =

(x� a) (b� x)
n

:

·Ispat: [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Natanson (1964) taraf¬ndan de¼ginilen bu özelli¼gin,

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde Özellik 1.2.6 ve Özellik 1.2.12 gözönüne al¬narak

nX
i=0

�
x�

�
a+
(b� a) i
n

��2
pi;n (x) =

1

n2

nX
i=0

(n(x� a)� (b� a) i)2 pi;n (x)

= (x� a)2
nX
i=0

pi;n (x)+
(b� a)2
n2

nX
i=0

i2pi;n (x)

�2(x� a)(b� a)
n

nX
i=0

ipi;n (x)
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=
2

n

�
(n� 1)(x� a)2 + (b� a) (x� a)

�
+(x� a)2 � 2(x� a)2

=
(x� a)(b� x)

n

gerçeklendi¼gi görülür.

1.3 Genelleştirilmi̧s Bernstein Polinomlar¬ve Türevi

Bu k¬s¬mda, genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n bir lineer

bileşimi olan genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ve bu polinomlar¬n türevi

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.3.1 y : [a; b] ! R sürekli bir fonksiyon olsun. [a; b] aral¬¼g¬üzerinde n:

dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬

Bn (y;x) =
nX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n (x)

şeklinde tan¬mlan¬r. pi;n (x), Tan¬m 1.2.1 ile verilen Bernstein baz polinomlar¬d¬r.

Tan¬m 1.3.2 y : [a; b] ! R sürekli bir fonksiyon olsun. [a; b] aral¬¼g¬üzerinde n:

dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬n¬n k: türevi

B(k)n (y;x) =
n (n� 1) : : : (n� k + 1)

(b� a)k
n�kX
i=0

�k
hy

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n�k (x)

ile tan¬mlan¬r. Burada �k
h, y fonksiyonun k: mertebeden fark operatörü olup,

h = b�a
n
için aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

�k
hy

�
a+

(b� a) i
n

�
= y

�
a+

(b� a) i
n

+ kh

�
�
�
k

1

�
y

�
a+

(b� a) i
n

+ (k � 1)h
�

+ : : :+ (�1)k y
�
a+

(b� a) i
n

�
:

[0; 1] aral¬¼g¬üzerinde verilen tan¬m için Lorentz�e (1986) bak¬n¬z.
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Özellik 1.3.1 (n+ k) : dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬n¬n k:

türevi, k � 0 tamsay¬s¬ve n � 0 için y fonksiyonunun k: mertebeden farklar¬

cinsinden aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

B
(k)
n+k (y;x) =

(n+ k)!

n! (b� a)k
nX
i=0

�k
hy

�
a+

(b� a) i
n+ k

�
pi;n (x) :

Burada �k
h, h =(b� a) = (n+ k) ad¬m say¬s¬n¬belirtmektedir.

·Ispat: Bu özelli¼gin ispat¬n¬, [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde Phillips (2003) taraf¬ndan

verilen ispat¬ndan yola ç¬karak [a; b] aral¬¼g¬na geni̧sletelim. Bunun için Tan¬m

1.3.1�den

Bn+k (y;x) =
n+kX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n+ k

�
pi;n+k (x)

olmak üzere bu polinomun k: türevini

B
(k)
n+k (y;x) =

n+kX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n+ k

�
p
(k)
i;n+k (x)

ele alal¬m. Bu eşitlikte Özellik 1.2.10 gözönüne al¬n¬rsa, eşitlik

B
(k)
n+k (y;x) =

n+kX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n+ k

�
(n+ k)!

n! (b� a)k
kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
pi�s;n (x)

haline gelir. Burada 0 � i� s � n için t = i� s al¬narak

B
(k)
n+k (y;x) =

(n+ k)!

n! (b� a)k
nX
t=0

kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
y

�
a+

(b� a) (t+ s)
n+ k

�
pt;n (x)

olur. Ayr¬ca �k
h fark operatörü için

kX
s=0

(�1)k�s
�
k

s

�
y

�
a+

(b� a) (t+ s)
n+ k

�
= �k

hy

�
a+

(b� a) t
n+ k

�

gerçeklendi¼ginden istenen elde edilir.
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2. L·INEER DENKLEMLER ·IÇ·IN BERNSTEIN SIRALAMA

YÖNTEM·I

2.1 Giri̧s

Bu bölümde lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel

denklemlerin nümerik çözümleri için Bölüm 1.3�te bahsedilen genelleştirilmi̧s

Bernstein polinomlar¬ndan yararlan¬larak s¬ralama yöntemi geli̧stirilmi̧stir.

Bernstein s¬ralama yöntemi olarak adland¬r¬lan bu yöntemde ele al¬nan lineer

denklemlerin çözümüne genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ile yaklaş¬l¬r.

Ayr¬ca genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬için üretilen temel matris ba¼g¬nt¬s¬

ve s¬ralama noktalar¬ gözönüne al¬narak denklemler, matris denklemleri haline

getirilir.

Bir fonksiyonun çeşitli de¼gerlere kaŗs¬l¬k elde edilen yaklaş¬k çözümü

ile gerçek çözümü aras¬ndaki farklar¬n bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile çarp¬larak,

toplamlar¬n¬minimize etme i̧slemine a¼g¬rl¬kl¬ kalanlar yöntemi denir. A¼g¬rl¬kl¬

kalanlar yönteminde diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin

y (x) çözüm fonksiyonuna

y (x) �= yn (x) =
nX
i=0

ci'i

deneme fonksiyonlar¬ ile yaklaş¬l¬r. Burada ci key� sabitler, 'i lineer

ba¼g¬ms¬z baz fonksiyonlar¬ ve yn bu baz fonksiyonlar¬n¬n lineer kombinasyonu

olarak yaz¬lm¬̧st¬r. Bu ifade verilen herhangi bir diferansiyel, integral ya da

integrodiferansiyel denklemde yerine yaz¬l¬rsa Rn (x) 6= 0 kalan hata elde edilir.

Bu yönteme göre D bölgesi üzerinden al¬nan Rn (x)�in a¼g¬rl¬kl¬ integrali s¬f¬r

olmal¬d¬r: Z
D

Rn (x)Widx = 0; i = 1; 2; :::; n:

Burada Wi a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ olup, bu fonksiyonlar¬n say¬s¬ yn�deki ci
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bilinmeyen sabitlerin say¬s¬na eşittir. Sonuç olarak denklemler için bilinmeyen

ci sabitlerinin say¬s¬ kadar cebirsel denklem elde edilir. A¼g¬rl¬kl¬ kalanlar

yöntemlerinden biri de s¬ralama yöntemidir. Bu yöntemde a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬D

bölgesindeki Dirac � fonksiyonlar¬n¬n ailesinden al¬n¬r. Yani Wi (x) = � (x� xi)

şeklinde seçilir. Burada Dirac � fonksiyonu

� (x� xi) =

8<: 1; x = xi
0; d:d:

şeklinde tan¬mlan¬r. A¼g¬rl¬k fonksiyonunun eşiti yukar¬daki integralde yerine

yaz¬l¬rsa Z
D

Rn (x) � (x� xi) dx = 0 =) Rn (xi) = 0

olur. Bu ise kalan¬n belirli noktalarda s¬f¬ra eşitlendi¼ginin bir göstergesidir.

Burada D reel bir aral¬kt¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan yöntem, Bernstein polinomlar¬na dayal¬

bir s¬ralama yöntemidir. Amaç; lineer denklemlerin çözüm fonksiyonu için D =

[a; b] sonlu aral¬¼g¬, ci = y
�
a+ (b�a)i

n

�
bilinmeyen sabitler ve 'i = pi;n (x) olmak

üzere

y (x) �= Bn (y;x) =
nX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n (x) (2.1)

yaklaş¬m¬n¬gözönüne almakt¬r.

Yaklaş¬mlar teorisi, ço¼gunlukla belirli tipteki fonksiyonlar¬n ve fonksiyon

s¬n¬�ar¬n¬n yaklaş¬m¬ile ilgilenir. Bir anlamda yaklaş¬m yapan fonksiyonlardan

daha basit fonksiyonlar¬içeren altuzaylar¬n kullan¬m¬ile ilgilenir (Ste¤ens 2006).

Bu altuzaylar genellikle cebirsel veya trigonometrik polinomlar¬n kümesinden

seçilir. Bu do¼grultuda yaklaş¬mlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen

teorem ilk kez Karl Theodor WilhelmWeierstrass (1885) taraf¬ndan ifade ve ispat

edilmi̧stir. Weierstrass yaklaş¬m teoremi de denilen bu teorem ile Weierstrass,

kapal¬aral¬k üzerinde tan¬ml¬herhangi bir sürekli fonksiyonun iste¼ge ba¼gl¬olarak

cebirsel polinomlara en iyi düzgün yaklaş¬m¬yapabilece¼gini aşa¼g¬daki gibi ifade

etmi̧stir:
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Teorem 2.1.1 y : [a; b]! R sürekli bir fonksiyon ise bu durumda herbir x 2 [a; b]

ve her " > 0 için

jPn (x)� y (x)j < "

olacak şekilde bir Pn (x) =
nX
i=0

aix
i polinomu vard¬r (DeVore ve Lorentz 1993).

Sergei Natanovich Bernstein (1912), [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlad¬¼g¬

Bernstein polinomlar¬n¬n aşa¼g¬daki teorem ileWeierstrass teoremini gerçekledi¼gini

göstermi̧stir.

Teorem 2.1.2 y : [0; 1]! R sürekli bir fonksiyon ise bu durumda herbir x 2 [0; 1]

ve her " > 0 için

jBn (y;x)� y (x)j < "

gerçeklenir (Rivlin 1969).

Şimdi ileriki bölümlerde kullan¬lacak olan genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n türevleri için gerekli olan temel matris gösterimini verelim.

Teorem 2.1.3 Genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬ile türevleri aras¬nda

P(k) (x)= P (x)Nk; k = 1; 2; :::;m

matris ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur. Burada i; j = 0; 1; :::; n için

dij =
1

b� a

8>>>>>><>>>>>>:

n� i ; j = i+ 1

2i� n ; j = i

�i ; j = i� 1

0 ; d:d:

olmak üzere N =(dij) matrisi (n+ 1)� (n+ 1) tipli bir matris, P (x) = [pi;n (x)]

ve P(k) (x) =
h
p
(k)
i;n (x)

i
1� (n+ 1) tipli matrislerdir. Ayr¬ca N0 = I birim

matristir.

·Ispat: Özellik 1.2.7 gözönüne al¬narak, genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬

için
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pi;n�1 (x) =
n� i
n
pi;n (x) +

i+ 1

n
pi+1;n (x) ;

pi�1;n�1 (x) =
n� i+ 1

n
pi�1;n (x) +

i

n
pi;n (x)

ba¼g¬nt¬lar¬yaz¬labilir. Bu ba¼g¬nt¬lar, Özellik 1.2.9�da yer alan türev ba¼g¬nt¬s¬n¬n

sa¼g¬ndaki ifadelerde yerine konulursa, n: dereceden genelleştirilmi̧s Bernstein baz

polinomlar¬n¬n birinci türevi için

d

dx
pi;n (x) =

n

b� a

�
n� i+ 1

n
pi�1;n (x)+

�
i

n
�n� i

n

�
pi;n (x)�

i+ 1

n
pi+1;n (x)

�
=

1

b� a [(n� i+ 1)pi�1;n (x) + (2i� n) pi;n (x)� (i+ 1) pi+1;n (x)]

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. Di¼ger yandan bu ba¼g¬nt¬da i < 0 veya i > n için pi;n (x) = 0

olma şart¬kullan¬larak i = 0; 1; :::; n için

p
0
0;n (x) = 1

b�a [�np0;n (x)� p1;n (x)]

p
0
1;n (x) = 1

b�a [np0;n (x) + (2� n) p1;n (x)� 2p2;n (x)]
...

...
...

p
0
n�1;n (x) = 1

b�a [2pn�2;n (x) + (n� 2)pn�1;n (x)� npn;n (x)]

p
0
n;n (x) = 1

b�a [pn�1;n (x) + npn;n (x)]

eşitlikleri yaz¬labilir. P (x) ve P(k) (x) yukar¬da tan¬mland¬¼g¬gibi ve N matrisi

N =
1

b� a

26666666666666664

�n n 0 : : : 0 0 0

�1 2� n n� 1 : : : 0 0 0

0 �2 4� n : : : 0 0 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 : : : n� 4 2 0

0 0 0 : : : 1� n n� 2 1

0 0 0 : : : 0 �n n

37777777777777775
olmak üzere genelleştirilmi̧s Bernstein baz polinomlar¬n¬n birinci türevi için

P
0
(x)= P (x)N

bir matris gösterimi bulunur. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬ k kez türevlenir ve
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iterasyon i̧slemi uygulan¬rsa, P(k) (x) türevleri de

P
00
(x) = P

0
(x)N = P (x)N2

P(3) (x) = P
00
(x)N = P (x)N3

...
...

...
...

...

P(k) (x) = P(k�1) (x)N = P (x)Nk

benzer matris gösterimlerine sahip olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 2.1.4 Genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ve türevleri aşa¼g¬daki gibi

bir matris gösterimine sahiptir:

B(k)n (y;x)= P (x)NkY; k = 0; 1; :::;m: (2.2)

·Ispat: Genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬n¬n k = 0; 1; :::;m için türevi

B(k)n (y;x) =
nX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n

�
p
(k)
i;n (x)

şeklinde yaz¬labilir. Öncelikle bu ifadenin matris gösterimi

B(k)n (y;x) = P(k) (x)Y

olarak bulunur. Burada P(k) (x) matrisi yukar¬daki teoremde tan¬mlanm¬̧s olup,

Y matrisi de aşa¼g¬daki biçimdedir:

Y =
h
y (a) y

�
a+ b�a

n

�
: : : y (b)

iT
:

Teorem 2.1.3 kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

2.2 Diferansiyel Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬

Bu k¬s¬mda, c 2 [a; b] olmak üzere

m�1X
k=0

� jky
(k) (c) = �j; j = 0; 1; :::;m� 1 (2.3)
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başlang¬ç koşullar¬veya

m�1X
k=0

�
�jky

(k) (a) + �jky
(k) (b)

�
= j; j = 0; 1; :::;m� 1 (2.4)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen en genel m: mertebeden lineer homojen olmayan

mX
k=0

ak (x) y
(k) (x) = g (x) ; a � x � b (2.5)

diferansiyel denkleminin çözümüne (2.1) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬ ile yaklaşal¬m. Burada � jk, �jk, �jk, �j ve j bilinen sabitler ve

y
�
a+ (b�a)i

n

�
bilinmeyen katsay¬lard¬r.

Lineer diferansiyel denklemlerin verilen koşullar alt¬ndaki çözümünün

var ve tek olmas¬için ak (x) ve g (x)�in [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar

olmas¬gerekir.

Teorem 2.2.1 (2.5) ile tan¬mlanan m: mertebeden lineer homojen olmayan

diferansiyel denklemin çözümü sürekli olsun. Bu durumda xs 2 [a; b] s¬ralama

noktalar¬üzerinde bu denklem için

mX
k=0

AkPN
kY = G (2.6)

matris gösterimi gerçeklenir. Burada N matrisi Teorem 2.1.3�te tan¬mland¬¼g¬

gibi, P = [pi;n (xs)] ve Ak = diag [ak (xs)] matrisleri (n+ 1)� (n+ 1) tipli,

G = [g (xs)] ve Y =
h
y
�
a+ (b�a)i

n

�i
matrisleri (n+ 1)�1 tiplidir.

·Ispat: (2.5) denkleminin çözümü, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli oldu¼gundan

Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 gere¼gince (2.1) ile verilen genelleştirilmi̧s Bernstein

polinom yaklaş¬m¬na sahiptir. (2.1) ba¼g¬nt¬s¬n¬n her iki taraf¬n¬n k: türevi al¬n¬r

ve (2.2) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa, bilinmeyen fonksiyon ve türevleri için

y(k) (x) �= B(k)n (y;x)= P (x)NkY; k = 0; 1; :::;m

matris ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. Buradaki matris gösterimleri yukar¬daki teoremlerde
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tan¬mland¬¼g¬gibidir. Di¼ger yandan s¬ralama yöntemi gere¼gince, xs2 [a; b] s¬ralama

noktalar¬üzerinde y(k)(xs) =B
(k)
n (y;xs) oldu¼gundan yukar¬daki ba¼g¬nt¬

y(k) (xs)= P (xs)N
kY; k = 0; 1; :::;m (2.7)

olarak ifade edilebilir.

S¬ralama noktalar¬ve (2.7) ba¼g¬nt¬s¬, (2.5) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

mX
k=0

ak (xs)P (xs)N
kY = g (xs)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

P =

26666664
P (x0)

P (x1)
...

P (xn)

37777775 =
26666664
p0;n (x0) p1;n (x0) : : : pn;n (x0)

p0;n (x1) p1;n (x1) : : : pn;n (x1)
...

. . .
...

p0;n (xn) p1;n (xn) pn;n (xn)

37777775

Ak =

26666664
ak (x0) 0 : : : 0

0 ak (x1) : : : 0
...

. . .
...

0 0 : : : ak (xn)

37777775 ; G =

26666664
g (x0)

g (x1)
...

g (xn)

37777775
matris gösterimleri ile istenen matris denklemi haline dönüşür. Bu da ispat¬

tamamlar.

2.3 ·Integral Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬lar

Bu k¬s¬mda, a(x) 6= 0 ve a(x) 6= 1 olmak üzere

a (x) y(x) = g (x) + �1

bZ
a

f (x; t) y(t)dt+ �2

xZ
a

v (x; t) y(t)dt (2.8)

üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemin çözümüne (2.1) ile

verilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ile yaklaşal¬m. Burada çekirdek
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fonksiyonlar¬f (x; t) : [a; b]� [a; b]! R, v (x; t) : [a; b]� [a; b]! R ile a (x) ve g (x)

fonksiyonlar¬bilinen fonksiyonlar, �1 ve �2 bilinen sabitler, y (x) ise bilinmeyen

fonksiyondur. Özel olarak a (x) � 0 ve a (x) � 1 için bu denklem, s¬ras¬yla

birinci çeşit ve ikinci çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemleri olarak

adland¬r¬l¬r.

Lineer integral denklemlerin çözümü için varl¬k-teklik teoremi gere¼gince

f (x; t) ve v (x; t) çekirdek fonksiyonlar¬[a; b]� [a; b] karesi üzerinde, a (x) ve g (x)

ise [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar olmal¬d¬r.

Teorem 2.3.1 (2.8) ile tan¬mlanan üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra integral

denkleminin çözümü sürekli olsun. Bu durumda xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬

olmak üzere bu integral denklem için

[AP��1F��2V]Y = G (2.9)

matris ba¼g¬nt¬s¬ gerçeklenir. Burada P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1�de

tan¬mland¬¼g¬ gibi, A =diag [a (xs)], F = [Fs;i] ve V = [Vs;i] matrisleri ise

(n+ 1)� (n+ 1) tiplidir.

·Ispat: (2.8) denkleminin çözümü, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli oldu¼gundan

Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 gere¼gince (2.1) ile verilen genelleştirilmi̧s Bernstein

polinom yaklaş¬m¬na sahiptir. S¬ralama yöntemi ve (2.2) ba¼g¬nt¬s¬ gere¼gince,

xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬üzerinde bilinmeyen fonksiyon için

y(xs) = Bn (y;xs)= P (xs)Y (2.10)

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir. (2.10) ba¼g¬nt¬s¬(2.8) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

a (xs)P(xs)Y = g (xs) + �1

bZ
a

f (xs; t)P(t)dtY + �2

xsZ
a

v (xs; t)P(t)dtY (2.11)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde �1 ve �2�nin yan¬nda yer

alan integralleri s¬ras¬yla
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F(xs) =
h
Fs;0 Fs;1 : : : Fs;n

i
; V(xs) =

h
Vs;0 Vs;1 : : : Vs;n

i
matrisleri ile gösterelim. Bunlar¬n elemanlar¬ise

Fs;i =

bZ
a

f (xs; t) pi;n (t) dt; Vs;i =

xsZ
a

v (xs; t) pi;n (t) dt

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu durumda (2.11) denklem sistemi

[a (xs)P(xs)� �1F (xs)� �2V (xs)]Y = g (xs)

olarak yaz¬labilir. Burada s = 0; 1; :::; n için

A =

26666664
a (x0) 0 : : : 0

0 a (x1) : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : a(xn)

37777775 ; P =
26666664
P(x0)

P(x1)
...

P(xn)

37777775 ;

F =

26666664
F(x0)

F(x1)
...

F(xn)

37777775 ; V =

26666664
V(x0)

V(x1)
...

V(xn)

37777775 ; G =

26666664
g(x0)

g(x1)
...

g(xn)

37777775
matrisleri gözönüne al¬narak istenen matris gösterimi elde edilmi̧s olur.

Sonuç 2.3.1 Özel olarak (2.8) ile verilen üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra

integral denkleminde a(x) � 0 ve a(x) � 1 al¬n¬rsa, birinci ve ikinci çeşit lineer

Fredholm-Volterra integral denklemleri için (2.9) ile ifade edilen matris ba¼g¬nt¬s¬

s¬ras¬yla

[��1F��2V]Y = G ve [P��1F��2V]Y = G

matris ba¼g¬nt¬lar¬na indirgenir.

Fs;i ve Vs;i integrallerinin hesaplanamad¬¼g¬ya da hesaplanmas¬n¬n zor

oldu¼gu durumlarda lineer Fredholm-Volterra integral denklemlerinin çözümlerini

bulabilmek için alternatif bir ba¼g¬nt¬verelim.
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Teorem 2.3.2 (2.8) ile tan¬mlanan üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra integral

denkleminin çözümü sürekli olsun. E¼ger f (x; t) ve v (x; t) çekirdek fonksiyonlar¬

t de¼gi̧skenine göre [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar ise bu durumda (2.8)

integral denklemi için

[AP��1fM(b)��2vM]Y= G (2.12)

matris gösterimi gerçeklenir. Burada P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1�de, A

matrisi Teorem 2.3.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi, f veM(b) =M (xn); (n+ 1)� (n+ 1)

tipli, v; (n+ 1)� (n+ 1)2 tipli ve M; (n+ 1)2�(n+ 1) tipli matrisler olup,

i; j; s = 0; 1; :::; n için

M(x) =

24 xZ
a

pi;n(t)pj;n(t)dt

35 ; f (x) = [f (x; ts)] ve v (x) = [v (x; ts)]
olmak üzere

f =

26666664
f (x0)

f (x1)
...

f (xn)

37777775 ; v =
26666664
v (x0) 0 : : : 0

0 v (x1) : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : v (xn)

37777775 ; M=
26666664
M (x0)

M (x1)
...

M (xn)

37777775
şeklinde tan¬mlan¬rlar.

·Ispat: (2.8) denkleminin çözümü, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼gundan (2.1)

genelleştirilmi̧s Bernstein polinom yaklaş¬m¬na sahiptir. (2.2) ba¼g¬nt¬s¬gere¼gince,

bilinmeyen fonksiyon için

y (x) �= Bn (y;x)= P (x)Y (2.13)

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r. Ayr¬ca f ve v çekirdek fonksiyonlar¬t de¼gi̧skenine göre [a; b]

aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar oldu¼gundan, aşa¼g¬daki gibi genelleştirilmi̧s

Bernstein polinom yaklaş¬m¬na sahiptir:

f (x; t) �= Bn(f ; t) =
nX
i=0

f

�
x; a+

(b� a)i
n

�
pi;n (t) ;
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v (x; t) �= Bn(v; t) =
nX
i=0

v

�
x; a+

(b� a)i
n

�
pi;n (t) :

Bu durumda f (x; t) ve v (x; t) fonksiyonlar¬için s¬ras¬yla

f (x; t) ' f (x)PT (t) ve v (x; t) ' v (x)PT (t) (2.14)

matris gösterimleri gerçeklenir. Burada ts = a+
(b�a)s
n
; s = 0; 1; :::; n olmak üzere

f(x) =
h
f (x; t0) f (x; t1) : : : f (x; tn)

i
;

v(x) =
h
v(x; t0) v(x; t1) : : : v(x; tn)

i
ve

PT (t) =
h
p0;n (t) p1;n (t) : : : pn;n (t)

iT
şeklindedir. (2.13) ve (2.14) ile verilen ba¼g¬nt¬lar, (2.8) integral denkleminde

yerine yaz¬l¬rsa

a (x)P(x)Y ' g (x) + �1
bZ
a

f (x)PT (t)P(t)Ydt+ �2

xZ
a

v (x)PT (t)P(t)Ydt

elde edilir. S¬ralama yöntemi gere¼gince s = 0; 1; :::; n için xs s¬ralama noktalar¬

üzerinde

y(xs) = Bn (y;xs) ; f(xs; t) = Bn(f(xs; t); t) ve v(xs; t) = Bn(v(xs; t); t)

oldu¼gundan, yukar¬daki denklem

a (xs)P(xs)Y = g (xs)+�1f (xs)

bZ
a

PT (t)P(t)dtY+�2v(xs)

xsZ
a

PT (t)P(t)dtY

haline gelir ya da daha k¬sa olarak

[a(xs)P(xs)� �1f (xs)M (b)� �2v (xs)M (xs)]Y =g (xs) (2.15)

şeklinde yaz¬labilir. Burada
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M(xs) =

26664
m0;0 (xs) : : : m0;n (xs)

...
. . .

...

mn;0 (xs) : : : mn;n (xs)

37775 , M(b) =
26664
m0;0 (b) : : : m0;n (b)
...

. . .
...

mn;0 (b) : : : mn;n (b)

37775
matrislerinin elemanlar¬i; j = 0; 1; :::; n için

mi;j(xs) =

xsZ
a

pi;n(t)pj;n(t)dt =
(b� a)
2n+ 1

�
n
i

��
n
j

��
2n
i+j

� 2n+1X
r=i+j+1

pr;2n+1(xs);

mi;j(b) =

bZ
a

pi;n(t)pj;n(t)dt =
(b� a)
2n+ 1

�
n
i

��
n
j

��
2n
i+j

�
şeklinde bulunur. (2.15) lineer denklem sistemi s = 0; 1; :::; n için yukar¬da

tan¬mlanan A; P; Y; G; f ; v ve M matrisleri gözönüne al¬narak istenen matris

denklemine dönüşür.

Sonuç 2.3.2 Özel olarak birinci ve ikinci çeşit Fredholm-Volterra integral

denklemleri için (2.12) ile verilen matris ba¼g¬nt¬s¬s¬ras¬yla

[��1fM(b)��2vM]Y= G ve [P��1fM(b)��2vM]Y= G

matris ba¼g¬nt¬lar¬na indirgenir.

2.4 ·Integrodiferansiyel Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬

Bu k¬s¬mda

m�1X
k=0

lX
j=0

� kijy
(k) (cj) = �i; i = 0; 1; :::;m� 1; a � cj � b (2.16)

kar¬̧s¬k koşullar ile verilen

mX
k=0

ak (x) y
(k)(x) = g (x) + �1

bZ
a

qX
k=0

fk (x; t) y
(k)(t)dt+ �2

xZ
a

rX
k=0

vk (x; t) y
(k)(t)dt

(2.17)

en genel gösterime sahip lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin

çözümüne, (2.1) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ile
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yaklaşal¬m. Burada ak (x), g (x); [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde fk (x; t) ve vk (x; t);

[a; b] � [a; b] karesi üzerinde tan¬ml¬ bilinen fonksiyonlar, � kij, cj, �i, �1 ve �2
bilinen sabitler, y(x) bilinmeyen bir fonksiyon, m ise m � q; r olacak şekilde bir

do¼gal say¬d¬r.

Lineer integrodiferansiyel denklemlerin verilen koşullar alt¬ndaki

çözümünün var ve tek olmas¬ için ak (x) ve g (x) fonksiyonlar¬n¬n [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde, fk (x; t) ve vk (x; t) fonksiyonlar¬n¬n ise [a; b] � [a; b] karesi üzerinde

sürekli olmas¬gerekir.

Teorem 2.4.1 (2.17) ile tan¬mlanan en genel gösterime sahip lineer

Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin çözümü sürekli olsun. Bu

durumda xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬üzerinde bu denklem, aşa¼g¬daki matris

ba¼g¬nt¬s¬na indirgenebilir:"
mX
k=0

AkPN
k��1

qX
k=0

FkN
k��2

rX
k=0

VkN
k

#
Y = G: (2.18)

Burada N matrisi Teorem 2.1.3�te; Ak, P, Y ve G matrisi Teorem 2.2.1�de

tan¬mland¬¼g¬gibidir. Ayr¬ca Fk= [Fk;s;i] ve Vk= [Vk;s;i] matrisleri, boyutu (n+ 1)

olan kare matrisler olup, elemanlar¬

Fk;s;i =

bZ
a

fk (xs; t) pi;n (t) dt; Vk;s;i =

xsZ
a

vk (xs; t) pi;n (t) dt

şeklinde belirlenir.

·Ispat: (2.17) denkleminin çözümü, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli oldu¼gundan

genelleştirilmi̧s Bernstein polinom yaklaş¬m¬na sahiptir. (2.2) ba¼g¬nt¬s¬gere¼gince,

bilinmeyen fonksiyon ve türevleri için

y(k) (x)= P (x)NkY; k = 0; 1; :::;m

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r. Di¼ger yandan s¬ralama yöntemi gere¼gince, xs 2 [a; b] s¬ralama
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noktalar¬üzerinde y(k)(xs) = B
(k)
n (y;xs) ; s = 0; 1; :::; n oldu¼gundan bu ba¼g¬nt¬

y(k) (xs) = P (xs)N
kY; k = 0; 1; :::;m (2.19)

haline gelir. S¬ralama noktalar¬ ve (2.19) ba¼g¬nt¬s¬, (2.17) denkleminde yerine

yaz¬l¬rsa

mX
k=0

ak (xs)P(xs)N
kY = g (xs)+�1

bZ
a

qX
k=0

fk (xs; t)P(t)N
kYdt

+�2

xsZ
a

rX
k=0

vk (xs; t)P(t)N
kYdt

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin sa¼g taraf¬nda yer alan

integraller s¬ras¬yla

Fk (xs) =

bZ
a

fk (xs; t)P (t) dt ve Vk (xs) =

xsZ
a

vk (xs; t)P (t) dt

olarak tan¬mlan¬rsa, denklem aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:"
mX
k=0

ak (xs)P(xs)N
k��1

qX
k=0

Fk (xs)N
k��2

rX
k=0

Vk (xs)N
k

#
Y = g (xs) :

s = 0; 1; :::; n için bu sistem

Ak =

26666664
ak (x0) 0 : : : 0

0 ak (x1) : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : ak (xn)

37777775 ; G =

26666664
g (x0)

g (x1)
...

g (xn)

37777775 ;

P =

26666664
P (x0)

P (x1)
...

P (xn)

37777775 =
26666664
p0;n (x0) p1;n (x0) : : : pn;n (x0)

p0;n (x1) p1;n (x1) : : : pn;n (x1)
...

...
. . .

...

p0;n (xn) p1;n (xn) : : : pn;n (xn)

37777775 = [pi;n (xs)] ;
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Fk =

26666664
Fk (x0)

Fk (x1)
...

Fk (xn)

37777775 =
26666664
Fk;0;0 Fk;0;1 : : : Fk;0;n

Fk;1;0 Fk;1;1 : : : Fk;1;n
...

...
. . .

...

Fk;n;0 Fk;n;1 : : : Fk;n;n

37777775 = [Fk;s;i] ;

Vk =

26666664
Vk (x0)

Vk (x1)
...

Vk (xn)

37777775 =
26666664
Vk;0;0 Vk;0;1 : : : Vk;0;n

Vk;1;0 Vk;1;1 : : : Vk;1;n
...

...
. . .

...

Vk;n;0 Vk;n;1 : : : Vk;n;n

37777775 = [Vk;s;i]

matris gösterimleri gözönüne al¬narak, istenilen (2.18) matris ba¼g¬nt¬s¬na dönüşür

ve ispat bu şekilde tamamlanm¬̧s olur.

2.5 Çözüm Yöntemi

Bu k¬s¬mda s¬ras¬yla (2.5), (2.8) ve (2.17) ile tan¬mlanan lineer

diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin (2.3), (2.4) ya da (2.16)

ile verilen koşullar alt¬ndaki çözümlerini aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleyerek elde etmeye

çal¬̧sal¬m:

Ad¬m 1. Diferansiyel denklemler için (2.6), integral denklemler için (2.9) ve

(2.12), integrodiferansiyel denklemler için (2.18) olarak bulunan temel matris

ba¼g¬nt¬lar¬ndaW katsay¬lar matrisi s¬ras¬yla

W =

mX
k=0

AkPN
k;

W = AP��1F��2V;

W = AP��1fM(b)��2vM;

W =
mX
k=0

AkPN
k��1

qX
k=0

FkN
k��2

rX
k=0

VkN
k

ile gösterilsin. Bu durumda bu temel matris denklemleri k¬saca aşa¼g¬daki gibi

ifade edilebilir:

WY = G ya da [W;G] :
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Ad¬m 2. y(k) (xs) = P (xs)NkY ba¼g¬nt¬s¬, xs = a; b; c; cj de¼gerleri için (2.3), (2.4)

ve (2.16) ile verilen koşullarda yerine yaz¬l¬rsa

UjY = �j ya da [Uj;�j] (2.20)

VjY = j ya da
�
Vj; j

�
(2.21)

TiY = �i ya da [Ti;�i] (2.22)

matris gösterimleri bulunur. Burada

Uj =
m�1X
k=0

� jkP (c)N
k; Vj =

m�1X
k=0

�
�jkP (a)N

k + �jkP (b)N
k
�
;

Ti =

m�1X
k=0

lX
j=0

� kijP (cj)N
k; i = 0; :::;m� 1

şeklindedir.

Ad¬m 3. Lineer denklemlerin verilen koşullar alt¬ndaki çözümlerini elde etmek

için [W;G] artt¬r¬lm¬̧s matrisini, silmeden ya da silerek ekleme tekni¼gi kullanarak

yeni bir artt¬r¬lm¬̧s matris ile gösterelim. Bu gösterim; s¬ralama noktalar¬n¬n

say¬s¬na, denklemin verilen koşullar¬na ve denklemin mertebesine ba¼gl¬ olarak

farkl¬şekillerde ifade edilebilir.

E¼ger s¬ralama noktalar¬n¬n say¬s¬ S olarak al¬n¬rsa, W�n¬n boyutu S

olur. Koşullar, [W;G]�nin hiçbir sat¬r¬ silinmeden eklenirse elde edilen yeni

artt¬r¬lm¬̧s matris
hfW; eGi ile gösterilsin. Bu durumda fW (S +m)�(n+ 1), eG

ise (S +m)�1 tipli matrisler olur. Koşullar [W;G] matrisinin belirli sat¬rlar¬

silinerek yerleştirildi¼ginde elde edilen yeni artt¬r¬lm¬̧s matris [W�;G�] olsun. O

zamanW� S � (n+ 1) ve G� S�1 tipli matrisler olur.

E¼ger S = n+ 1 ise xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬, eşit aral¬kl¬olan

xs = a+
(b� a)s
n

; s = 0; 1; :::; n

xs = a+
(b� a)s
n+ 1

; xs = a+
(b� a)s
n+ 2

; s = 1; 2; :::; n+ 1
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ve eşit aral¬kl¬olmayan

xs =
(a+ b)� (b� a) cos(�s

n
)

2
; s = 0; 1; :::; n;

xs =
(a+ b)� (b� a) cos

�
�s
n+1

�
2

; s = 1; 2; :::; n+ 1

noktalar¬ndan herhangi biri olarak seçilebilir. Ayr¬ca s = 1 ile başlayan s¬ralama

noktalar¬aral¬¼g¬n sol uç noktas¬n¬içermez, di¼gerleri içerir. Bununla birlikte uç

noktalar¬ içeren ya da içermeyen bunlar¬n d¬̧s¬nda farkl¬ s¬ralama noktalar¬ da

seçilebilir. Aral¬¼g¬n uç noktalar¬ndan herhangi biri ya da her ikisi tekil nokta

ise bu durumda yöntem için aral¬¼g¬n uç noktalar¬n¬içermeyen s¬ralama noktalar¬

gözönüne al¬n¬r. Bu durumda fW katsay¬lar matrisi (n+m+ 1) � (n + 1) tipli

bir dikdörtgensel matris,W� katsay¬lar matrisi ise (n+ 1)� (n+ 1) tipli bir kare

matris olur. eG ve G� sa¼g yan matrisleri s¬ras¬yla (n+m+ 1)�1 ve (n+1)�1

tipli matrislerdir. Matrisin sat¬rlar¬n¬ silmeden sonuna (2.22) kar¬̧s¬k koşullar¬

ekleyerek oluşturulan
hfW; eGi artt¬r¬lm¬̧s matrisi ile matrisin son m sat¬r¬, baştan

m sat¬r¬, ortadan m sat¬r¬ya da baştan ve sondan m sat¬r¬silinip, yerine (2.20),

(2.21) ya da (2.22) koşullar¬n¬n yaz¬lmas¬yla elde edilen [W�;G�] art¬r¬lm¬̧s matrisi

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

hfW; eGi =

26666666666664

w0;0 w0;1 : : : w0;n ; g (x0)

: : : : : : : : : : : : ; : : :

wn;0 wn;1 : : : wn;n ; g (xn)

t0;0 t0;1 : : : t0;n ; �0

: : : : : : : : : : : : ; : : :

tm�1;0 tm�1;1 : : : tm�1;n ; �m�1

37777777777775
;

[W�;G�] =

26666666666664

w0;0 w0;1 : : : w0;n ; g (x0)

: : : : : : : : : : : : ; : : :

wn�m;0 wn�m;1 : : : wn�m;n ; g(xn�m)

u0;0 u0;1 : : : u0;n ; �0

: : : : : : : : : � � � ; : : :

um�1;0 um�1;1 : : : um�1;n ; �m�1

37777777777775
;
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[W�;G�] =

26666666666664

v0;0 v0;1 : : : v0;n ; 0

: : : : : : : : : : : : ; : : :

vm�1;0 vm�1;1 : : : vm�1;n ; m�1

wn�m;0 wn�m;1 : : : wn�m;n ; g(xn�m)

: : : : : : : : : : : : ; : : :

wn;0 wn;1 : : : wn�m;n ; g(xn)

37777777777775
;

[W�;G�] =

26666666666666664

w0;0 w0;1 : : : w0;n ; g(x0)

: : : : : : : : : : : : ; : : :

t0;0 t0;1 : : : t0;n ; �0

: : : : : : : : : : : : ; : : :

tm�1;0 tm�1;1 : : : tm�1;n ; �m�1

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

wn�m;0 wn�m;1 : : : wn�m;0 ; g(xn)

37777777777777775
;

[W�;G�] =

26666666666664

u0;0 u0;1 : : : u0;n ; �0

: : : : : : : : : : : : ; : : :

un�m;0 un�m;1 : : : un�m;n ; �n�m

wn�m+1;0 wn�m+1;1 : : : wn�m+1;n ; g (xn�m+1)

: : : : : : : : : : : : ; : : :

um�1;0 um�1;1 : : : um�1;n ; �m�1

37777777777775

E¼ger S = n�m+ 1 olursa fW katsay¬lar matrisi (n+ 1)�(n+ 1)

tipli bir kare matris, W� katsay¬lar matrisi (n�m+ 1)� (n+ 1)

tipli bir dikdörtgensel matris olur. Buna göre s¬ralama noktalar¬

xs= a+
(b�a)s
n�m ; s = 0; 1; :::; n�m olarak seçilirse yeni (n+ 1)�1 tipli eG matrisi

ve fW katsay¬lar matrisine kaŗs¬l¬k gelen yeni
hfW; eGi artt¬r¬lm¬̧s matris, [W;G]

artt¬r¬lm¬̧s matrisine (2.20), (2.21) ya da (2.22) ile tan¬ml¬ sat¬r matrisleri

eklenerek yaz¬labilir. Bu şekilde elde edilen yeni artt¬r¬lm¬̧s matris bir kare

matristir. Di¼ger yandan yeni (n�m+ 1)� 1 tipli G� matrisi veW� katsay¬lar

matrisine kaŗs¬l¬k gelen yeni [W�;G�] artt¬r¬lm¬̧s matris, [W;G] artt¬r¬lm¬̧s

matrisin son m sat¬r¬, baştan m sat¬r¬, ortadan m sat¬r¬ ya da baştan ve

sondan m sat¬r¬ silinip, yerine (2.20), (2.21) ya da (2.22) ile tan¬ml¬ sat¬r
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matrisleri yaz¬larak elde edilir. Bu şekilde elde edilen yeni artt¬r¬lm¬̧s matris ise

dikdörtgensel bir matristir.

Ad¬m 4. ·Integral denklemler için koşul verilmedi¼ginden W� ve fW matrisleri

yaz¬lamaz. Bu nedenle bu denklemlerin çözümü, rank(W) = rank [W;G] =

n + 1 oldu¼gunda tek türlü olarak belirlenir. Diferansiyel ve integrodiferansiyel

denklemler için rank(fW) =
hfW; eGi = n+1 ya da rank(W�) = rank [W�;G�] =

n+1 oluyorsa sistem, Y =
�fW��1 eG ya da Y =(W�)�1G� olarak yaz¬labilir ve

bu sistemin çözümü tek türlü belirlenir. Bir matris kare matris de¼gilse ya da kare

ve ayn¬zamanda tekil bir matris ise matrisin tersi yoktur. Bu tip sistemler Gauss

eliminasyon, genelleştirilmi̧s ters (Moore-Penrose pseudoinverse), LU ayr¬̧st¬rma

ve QR ayr¬̧st¬rma yöntemleri ile çözülebilir.
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3. L·INEER OLMAYAN DENKLEMLER ·IÇ·IN BERNSTEIN

SIRALAMA YÖNTEM·I

Bu bölümde lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel

denklemlerin çözümünü elde etmek için genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na

dayal¬ bir s¬ralama yöntemi geli̧stirilmi̧stir. Bu yöntemin en önemli özelli¼gi,

s¬ralama noktalar¬ ve kuasilineerleştirme tekni¼gi kullanarak lineer olmayan

denklemleri, tekrarl¬olarak lineer denklemlere indirgemesidir.

3.1 Giri̧s

Kuasilineerleştirme yöntemi, ilk kez Bellman ve Kalaba (1965)

taraf¬ndan Newton-Raphson yönteminin genelleştirilmi̧s hali olarak lineer

olmayan adi ve k¬smi diferansiyel denklemleri çözmek için ortaya konan bir

yöntemdir. Bu yöntemin amac¬; lineer olmayan denklemleri, tekrarl¬ olarak

lineer denklemlerin bir dizisi şeklinde ifade ederek çözmektir. Bu nedenle

yöntem, lineerleştirme yöntemlerinden (Ramos 2003, Ramos 2005) farkl¬olarak

bir iterasyon yöntemidir. Kuasilineerleştirme yöntemi ile birçok sistem tan¬lama

ve optimizasyon problemleri indirgenebilindi¼ginden, bu yöntem modern kontrol

uygulamalar¬nda faydal¬bir hesaplama tekni¼gidir. Ayr¬ca bu yöntem, diferansiyel

denklemler (Charles ve Baird 1969, Agarwal 1984, Mandelzweig ve Tabakin 2001),

fonksiyonel denklemler (Ahmad ve di¼g. 2003, Drici ve di¼g. 2009), integral

denklemler (Pandit 1997, Caliò 2010), integrodiferansiyel denklemler (Ahmad

ve di¼g. 2001, Ahmad 2006, Wang ve di¼g. 2009) gibi birçok çeşitli denklemlere

uygulanm¬̧st¬r.

Kuasilineerleştirme yöntemi (Bellman ve Kalaba 1965, Stanley

1968) asl¬nda Newton-Raphson yönteminin genelleştirmesi oldu¼gundan,

Newton-Raphson yöntemini ve önemli özelliklerini gözden geçirmek faydal¬

olur. Newton-Raphson yöntemi, gra�k ç¬kar¬m¬d¬̧s¬nda Taylor seri aç¬l¬m¬yla da

geli̧stirilebilir. f (x) = 0 cebirsel denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin z
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kökünü elde etmeye çal¬̧sal¬m. f (x) monoton azalan, konveks bir fonksiyon ve

z basit bir kök olsun. Başlang¬çta z köküne yak¬nsayan bir x0 noktas¬seçelim.

Taylor seri aç¬l¬m¬n¬n ikinci ve daha yüksek terimleri ihmal edilerek f (x)�in x0

noktas¬ndaki aç¬l¬m¬

f (x) = f (x0) + (x� x0) f 0(x0)

olarak ifade edilebilir. z köküne ikinci yaklaş¬m, x için aşa¼g¬da verilen lineer

denklemi çözerek elde edilebilir:

f (x0) + (x� x0) f 0 (x0) = 0:

Bu yaklaş¬ma x1 yaklaş¬m¬diyelim. x1 kullan¬larak x2 üçüncü yaklaş¬m¬,

f (x1) + (x2 � x1) f 0 (x1) = 0

denklemi x2 için çözülerek elde edilebilir. Bu şekilde devam edilerek

f (xn) + (xn+1 � xn) f 0 (xn) = 0 (3.1)

genel rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Bu denklem xn+1 için çözülürse, denklem

xn+1 = xn �
f (xn)

f 0 (xn)

haline gelir. Burada xn; her zaman bir önceki denklemin çözümünden bilinen

fonksiyon ve xn+1 bilinmeyen fonksiyondur. E¼ger başlang¬çta x0 < z ise f (xn) >

0 ve f 0 (xn) < 0 eşitsizliklerinden dolay¬yak¬nsaman¬n monoton oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bunun yan¬s¬ra Taylor serisi, yöntemin hatas¬n¬tahmin etmek için de

kullan¬labilir. Taylor seri aç¬l¬m¬gözönüne al¬narak, f (z) = 0 oldu¼gundan

0 = f (xn) + (z � xn) f 0 (xn) + (z � xn)2
f 00 (�)

2!
(3.2)

yaz¬labilir. (3.2) denkleminden (3.1) denklemi ç¬kar¬larak

0 = (z � xn+1) f 0 (xn) + (z � xn)2
f 00 (�)

2!
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bulunur. Yak¬nsaman¬n oldu¼gu varsay¬l¬rsa, hem xn hem de � sonunda z köküne

yaklaşaca¼g¬ndan, f 0 (z) 6= 0 olmak üzere

z � xn+1 = (z � xn)2
f 00 (z)

2f 0 (z)

elde edilir. Bu eşitli¼ge göre (n+ 1) : iterasyondaki hata, n: iterasyondaki

hatan¬n karesi ile orant¬l¬d¬r. Bu tip bir yak¬nsama, kuadratik (ikinci dereceden)

yak¬nsama olarak bilinir. Bu nedenle kuasilineerleştirme yöntemi yak¬nsaman¬n

h¬zl¬olmas¬n¬sa¼glar.

Kuasilineerleştirme yönteminin uygulan¬̧s¬n¬ basit bir örnekle aşa¼g¬da

gösterelim.

y(0) = c1; y (tf ) = c2; 0 � t � tf (3.3)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen

y00 (t) = f (y (t) ; t) (3.4)

lineer olmayan ikinci mertebeden diferansiyel denklemi gözönüne alal¬m. y (t)�nin

uygun bir başlang¬ç yaklaş¬m¬n¬y0 (t) olarak seçelim. Burada Newton-Raphson

yönteminden farkl¬olarak seçilen ilk iterasyon bir de¼ger yerine bir fonksiyondur. f

fonksiyonun y0(t) fonksiyonu civar¬ndaki Taylor seri aç¬l¬m¬, ikinci ve daha yüksek

dereceden terimleri ihmal edilerek aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

f (y (t) ; t) �= f (y0 (t) ; t) + (y (t)� y0 (t))fy (y0 (t) ; t) : (3.5)

Burada fy; f fonksiyonunun y�ye göre k¬smi türevidir. (3.4) ve (3.5) denklemleri

birleştirilerek

y00 (t) �= f (y0 (t) ; t) + (y (t)� y0 (t)) fy (y0 (t) ; t) (3.6)

elde edilir. y0 (t) ; t�nin bilinen fonksiyonlar¬oldu¼gundan, (3.6) denklemi de¼gi̧sken

katsay¬l¬ lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklemin s¬n¬r koşullar¬, (3.3) ile

tan¬mlanan denklemin koşullar¬d¬r. Ayn¬yoldan cebirsel denklemler için rekürans

ba¼g¬nt¬s¬elde edilebilir. (3.6) denklemi y (t) için çözülebilirdir. Bu çözüme y1 (t)

diyelim. Bilinen y1 (t) ile (3.6) denklemi, y1 (t) civar¬nda Taylor serisine aşa¼g¬daki
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gibi aç¬labilir:

y00 (t) �= f (y1 (t) ; t) + (y (t)� y1 (t)) fy (y1 (t) ; t) :

Bu denklem çözülerek y (t) için üçüncü yaklaş¬m elde edilir. Bu yaklaş¬ma y2 (t)

diyelim. Problemin yak¬nsad¬¼g¬n¬gözönüne alal¬m. Bu şekilde devam edilirse,

rekürans ba¼g¬nt¬s¬

y00n+1 (t) = f (yn (t) ; t) + (yn+1 (t)� yn (t)) fy (yn (t) ; t) (3.7)

olarak yaz¬labilir. Burada yn her zaman bilinen ve bir önceki iterasyondan elde

edilen fonksiyon, yn+1 ise bilinmeyen fonksiyondur. (3.7) denklemi her zaman

lineer diferansiyel denklemdir ve s¬n¬r koşullar¬(3.3) ile verilen koşullard¬r.

Şimdi (3.3) s¬n¬r koşullar¬ile verilen

y00(t) = f (y0(t); y(t); t) (3.8)

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi gözönüne alal¬m. y0(t)

birinci türevi di¼ger bir fonksiyon olarak gözönüne al¬nabilir. (3.8) denklemi, y0(t)

civar¬nda aşa¼g¬daki gibi Taylor serisine aç¬labilir:

y00(t) �= f(y00(t); y0(t); t) + (y
0(t)� y00(t)) fy0(y00(t); y0(t); t)

+ (y(t)� y0(t)) fy(y00(t); y0(t); t):

Bu şekilde devam edilerek aşa¼g¬daki rekürans ba¼g¬nt¬s¬elde edilir:

y00n+1(t) = f((y0n(t); yn(t); t) +
�
y0n+1 (t)� y0n(t)

�
fy0 (y

0
n(t); yn(t); t) (3.9)

+(yn+1 (t)� yn(t)) fy (y0n(t); yn(t); t) :

(3.9) denklemi de her zaman (3.3) koşullar¬ ile verilen lineer bir diferansiyel

denklemdir. ·Ikinci mertebeden daha yüksek mertebeli denklemler için rekürans

ba¼g¬nt¬s¬, (3.9) rekürans ba¼g¬nt¬s¬için izlenen yolun ayn¬s¬ile elde edilebilir.
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3.2 Diferansiyel Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬lar

Bu k¬s¬mda, s¬ras¬yla (2.3) ve (2.4) ile tan¬mlanan başlang¬ç veya s¬n¬r

koşullar¬ile verilen

y(m) (x) = g
�
x; y (x) ; y0 (x) ; :::; y(m�1) (x)

�
; a � x � b (3.10)

m: mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini gözönüne alal¬m. Burada

g : [a; b]�Rm ! R fonksiyonu lineer olmayan bir fonksiyon, y ise bilinmeyen bir

fonksiyondur. Bu denklemlere kuasilineerleştirme yöntemi uygulayarak, denklemi

lineer denklemlerin bir dizisi haline getirelim ve bu lineer denklemlerin çözümüne,

r = 0; 1; ::: iterasyon say¬s¬na ba¼gl¬olarak

yr+1 (x) ' Bn (yr+1;x) =
nX
i=0

yr+1

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n (x) (3.11)

genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ile yaklaşal¬m.

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin verilen koşullar alt¬ndaki

çözümünün var ve tek olmas¬için g�nin [a; b]� Rm üzerinde Lipschitz koşulunu1

sa¼glayan sürekli bir fonksiyon olmas¬gerekir.

Teorem 3.2.1 g, y(k) (k = 0; 1; :::;m� 1) fonksiyonuna göre Taylor serisine

aç¬labilir bir fonksiyon ve (3.10) ile tan¬mlanan m: mertebeden lineer olmayan

diferansiyel denklem, genelleştirilmi̧s Bernstein polinom çözümüne sahip olsun.

Bu durumda xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬üzerinde (3.10) denklemi, aşa¼g¬daki

gibi bir matris gösterimine sahiptir:"
PNm �

m�1X
k=0

GrPN
k

#
Yr+1 = Hr; r = 0; 1; ::: (3.12)

Burada N ve P s¬ras¬yla Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.1�de tan¬mlanan matrisler,

Gr = diag [gr (xs)] (n+ 1)� (n+ 1) tipli köşegen bir matris, Hr = [hr (xs)] ve

1f fonksiyonu, tüm
�
x; z0; z1; :::; zm�1

�
;
�
x;w0; w1; :::; wm�1

�
2 [a; b]�Rm için

jf (x; z0; z1; :::; zm�1)� f (x;w0; w1; :::; wm�1)j �
m�1P
k=0

Lk jzk � vkj koşulunu sa¼glar (Stakgold

and Holst 2011).
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Yr+1 =
h
yr+1

�
a+ (b�a)i

n

�i
(n+ 1)�1 tipli matrislerdir; bunlar¬n elemanlar¬da

aşa¼g¬daki gibidir:

gr (x) =
@g

@y(k)
�
x; yr (x) ; y

0
r (x) ; :::; y

(m�1)
r (x)

�
;

hr (x) = g
�
x; yr (x) ; y

0
r (x) ; :::; y

(m�1)
r (x)

�
�

m�1X
k=0

y(k)r (x) gr (x) :

·Ispat: (3.10) denklemine kuasilineerleştirme yöntemi uygulanarak denklem,

r = 0; 1; ::: iterasyon say¬s¬için aşa¼g¬daki gibi m: mertebeden lineer diferansiyel

denklemlerin bir dizisi şeklinde ifade edilebilir:

y
(m)
r+1 (x) = g

�
x; yr (x) ; y

0
r (x) ; :::; y

(m�1)
r (x)

�
(3.13)

+

m�1X
k=0

�
y
(k)
r+1 (x)�y(k)r (x)

� @g

@y(k)
�
x; yr (x) ; y

0
r (x) ; :::; y

(m�1)
r (x)

�
:

Burada y0 (x) ilk yaklaş¬m fonksiyonu, yr (x) bir önceki iterasyonla elde edilen ve

her zaman bilinen bir fonksiyon ve yr+1 (x) bilinmeyen bir fonksiyondur.

(3.13) ile elde edilen lineer diferansiyel denklemlerin bir dizisinin çözümü,

(3.11) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinom yaklaş¬m¬na sahip

oldu¼gundan (2.2) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak bilinmeyen yr+1 fonksiyonu ve türevleri

için

y
(k)
r+1 (x) ' B(k)n (yr+1;x) = P

(k) (x)Yr+1 = P (x)N
kYr+1; r = 0; 1; :::

matris ba¼g¬nt¬s¬ gerçeklenir. S¬ralama yöntemi gere¼gince, xs 2 [a; b] s¬ralama

noktalar¬üzerinde ise bu ba¼g¬nt¬

y
(k)
r+1 (xs) = B

(k)
n (yr+1;xs) = P (xs)N

kYr+1; r = 0; 1; ::: (3.14)

olarak ifade edilebilir. Bu s¬ralama noktalar¬ ve (3.14) ba¼g¬nt¬s¬, (3.13)

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

P (xs)N
mYr+1 �

mX
k=0

gr (xs)P (xs)N
kYr+1 = hr (xs)
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lineer cebirsel denklem sistemine ulaş¬l¬r. Burada yer alan gr (x) ve hr (x)

fonksiyonlar¬ teoremin ifadesinde tan¬mland¬¼g¬ gibidir. s = 0; 1; :::; n için bu

sistem

P =

26666664
P (x0)

P (x1)
...

P (xn)

37777775 ; Gr =

26666664
gr (x0) 0 : : : 0

0 gr (x1) : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : gr (xn)

37777775 ve Hr =

26666664
hr (x0)

hr (x1)
...

hr (xn)

37777775
matris gösterimleri gözönüne al¬narak istenilen matris ba¼g¬nt¬s¬n¬verir. Bu da

ispat¬tamamlar.

Teorem 3.2.2 f , y fonksiyonuna göre Taylor serisine aç¬labilir bir fonksiyon ve

özel olarak

y (a) = �; y0 (a) = � (3.15)

başlang¬ç koşullar¬veya

A1y (a) + A2y
0 (a) = �; B1y (b) +B2y

0 (b) =  (3.16)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen

y00(x) +
�

x
y0 (x) + g (x; y) = 0; a � x � b; a; � > 0 (3.17)

ikinci mertebeden lineer olmayan Lane-Emden tipli denklemi genelleştirilmi̧s

Bernstein polinom çözümüne sahip olsun. Bu durumda xs 6= 0, [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde tan¬ml¬ s¬ralama noktalar¬üzerinde bu denklem için aşa¼g¬daki matris

gösterimi gerçeklenir:

�
PN2 + �QPN+GrP

�
Yr+1 = Hr; r = 0; 1; ::: (3.18)

Burada i; s = 0; 1; :::; n için N ve P matrisleri s¬ras¬yla Teorem 2.1.3 ve Teorem

2.2.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi, Q = diag
h
1
xs

i
, Gr=diag [gy (xs; yr)] (n+ 1)� (n+ 1)

tipli matrisler, Yr+1=
h
yr+1

�
a+ (b�a)i

n

�i
ve Hr= [yr (xs) gy (xs; yr)� g (xs; yr)]

(n+ 1)� 1 tipli matrislerdir.
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·Ispat: (3.17) ile tan¬mlanan lineer olmayan Lane-Emden tipli diferansiyel

denkleme kuasilineerleştirme yöntemi uygulanarak, aşa¼g¬daki gibi lineer

diferansiyel denklemlerin bir dizisi elde edilir:

y00r+1(x) +
�

x
y0r+1(x) + [g (x; yr) + gy (x; yr) (yr+1 (x)� yr (x))] = 0: (3.19)

Burada gy, g fonksiyonunun y fonksiyonuna göre k¬smi türevi, y0 (x) ilk yaklaş¬m

fonksiyonu, yr (x) her zaman bilinen bir fonksiyon ve yr+1 (x) bir önceki

iterasyondan elde edilen fonksiyondur.

hr (x) = yr (x) gy (x; yr)� g (x; yr)

denirse, bu durumda (3.19) denklemi

y00r+1(x) +
�

x
y0r+1(x) + gy (x; yr) yr+1 (x) = hr (x) (3.20)

olarak tekrar düzenlenebilir.

(3.19) denkleminin çözümü, (3.11) genelleştirilmi̧s Bernstein polinom

yaklaş¬m¬na sahip oldu¼gundan s¬ralama yöntemi ve (2.2) ba¼g¬nt¬s¬ gere¼gince,

xs 6= 0 s¬ralama noktalar¬üzerinde bilinmeyen fonksiyon ve türevleri s¬ras¬yla

yr+1 (xs) = Bn (yr+1;xs) = P (xs)Yr+1;

y0r+1 (xs) = B0n (yr+1;xs) = P (xs)NYr+1;

y00r+1 (xs) = B00n (yr+1;xs) = P (xs)N
2Yr+1

matris ba¼g¬nt¬lar¬n¬ gerçekler. Bu s¬ralama noktalar¬ ve yukar¬daki ba¼g¬nt¬lar,

(3.20) ile bulunan denklemde yerine yaz¬l¬rsa s = 0; 1; :::; n için

P(xs)N
2Yr+1 +

�

xs
P(xs)NYr+1+gy (xs; yr)Yr+1 = hr (xs)

lineer cebirsel denklem sistemi elde dilir. Bu sistemde N ve P matrisleri Teorem

2.1.3 ve Teorem 2.2.1�de tan¬mland¬¼g¬ gibi, Q, Hr ve Fr matrisleri aşa¼g¬da

tan¬mland¬¼g¬gibi
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Q =

26666664
1=x0 0 : : : 0

0 1=x1 : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : 1=xn

37777775 ; Hr =

26666664
yr (x0) gy (x0; yr)� g (x0; yr)

yr (x1) gy (x1; yr)� g (x1; yr)
...

yr (xn) gy (xn; yr)� g (xn; yr)

37777775 ;

Gr =

26666664
gy (x0; yr) 0 : : : 0

0 gy (x1; yr) : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : gy (xn; yr)

37777775
gözönüne al¬n¬rsa, istenen matris denklemi elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

3.3 ·Integral Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬

Bu k¬s¬mda

a (x) y (x) = g (x) + �1

bZ
a

f(x; t; y(t))dt+ �2

xZ
a

v (x; t; y(t)) dt (3.21)

tan¬mlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemini gözönüne

alal¬m. Burada a (x) 6= 0 bilinen fonksiyon, f : [a; b]� R! R, v : [a; b]� R! R

lineer olmayan çekirdek fonksiyonlar, �1 ve �2 bilinen sabitler, y(x) bilinmeyen

bir fonksiyondur. Bu denkleme kuasilineerleştirme yöntemini uygulayarak,

denklemi tekrarl¬ olarak lineer denklemlerin bir dizisi haline getirelim ve bu

lineer denklemlerin çözümüne, (3.11) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬ile yaklaşal¬m.

Lineer olmayan integral denklemlerin çözümü için varl¬k-teklik

teoremleri gere¼gince f , v : [a; b]�R üzerinde Lipschitz koşulunu2 sa¼glayan sürekli

fonksiyonlar olmal¬d¬r.

Teorem 3.3.1 xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬ ve f , v fonksiyonlar¬, y�ye göre

Taylor serisine aç¬labilir fonksiyonlar olsun. E¼ger (3.21) ile tan¬mlanan lineer

2x; t 2 [a; b] ve w; z 2 R için jf (x; t; z)� f(x; t; w)j � Lf jz � wj ve jv (x; t; z)� v(x; t; w)j �
Lv jz � wj olacak şekilde Lf ; Lv � 0 vard¬r (Berenguer ve di¼g. 2013).
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olmayan Fredholm-Volterra integral denklemi, genelleştirilmi̧s Bernstein polinom

çözümüne sahip ise bu durumda denklem aşa¼g¬daki matris ba¼g¬nt¬s¬na indirgenir:

[AP��1Fr��2Vr]Yr+1 = Hr; r = 0; 1; ::: (3.22)

Burada P ve A matrisleri s¬ras¬yla Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.3.1�de tan¬mland¬¼g¬

gibi, i; s = 0; 1; :::; n için Yr+1 =
h
yr+1

�
a+ (b�a)i

n

�i
ve Hr = [hr (xs)] matrisleri

(n + 1)�1 tipli, Fr = [Fr;s;i] ve Vr = [Vr;s;i] matrisleri (n + 1) � (n + 1) tipli

matrislerdir. Ayr¬ca bu matrislerin elemanlar¬

hr (x) = g (x) + �1

bZ
a

[f(x; t; yr (t))� fy (x; t; yr(t)) yr (t)] dt

+�2

xZ
a

[v (x; t; yr (t))� vy (x; t; yr(t)) yr (t)] dt;

Fr;s;i =

bZ
a

f (xs; t; yr(t)) pi;n(t)dt; Vr;s;i =

xsZ
a

v (xs; t; yr(t)) pi;n(t)dt

şeklindedir.

·Ispat: f ve v fonksiyonlar¬, y�ye göre Taylor serisine aç¬labilir fonksiyonlar

oldu¼gundan (3.21) ile tan¬mlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra integral

denklemi, kuasilineerleştirme yöntemi ile aşa¼g¬daki gibi lineer integral

denklemlerin bir dizisi şeklinde yaz¬labilir:

a (x) yr+1(x) = g (x)

+�1

bZ
a

�
f (x; t; yr(t))+f y (x; t; yr(t)) (yr+1 (t)�yr (t) )

�
dt

+�2

xZ
a

�
v (x; t; yr(t))+vy (x; t; yr(t)) (yr+1 (t)�yr (t) )

�
dt:

Burada fy ve vy fonksiyonlar¬ f ve v�nin y fonksiyonuna göre k¬smi türevleri,

y0 (x) ilk yaklaş¬m fonksiyonu, yr (x) her zaman bilinen bir fonksiyon ve yr+1 (x)

bir önceki iterasyondan elde edilen fonksiyondur. Teoremin ifadesinde verilen

hr (x) fonksiyonunu gözönüne alarak, yukar¬daki denklem k¬sa olarak
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a (x) yr+1(x)=h(x) + �1

bZ
a

fy (x; t; yr(t)) yr+1 (t) dt+ �2

xZ
a

vy (x; t; yr(t)) yr+1 (t) dt

(3.23)

şeklinde düzenlenebilir.

(3.21) denklemi, (3.11) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinom

çözümüne sahip oldu¼gundan (2.2) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak çözüm fonksiyonu için

yr+1 (x) ' P(x)Yr+1; r = 0; 1; :::

ba¼g¬nt¬s¬ gerçeklenir. S¬ralama yöntemi gere¼gince, bu ba¼g¬nt¬ ve xs 2 [a; b]

s¬ralama noktalar¬(3.23) ile bulunan denklemde yerine yaz¬l¬rsa

a (xs)P(xs)Yr+1��1Fr(xs)Yr+1 � �2Vr (xs)Yr+1 = hr (xs)

lineer denklemi elde edilir. Burada

Fr(xs) =

bZ
a

fy (xs; t; yr)P (t) dt =
h
Fr;s;0 Fr;s;1 : : : Fr;s;n

i
;

Vr (xs) =

bZ
a

vy (xs; t; yr)P (t) dt =
h
Vr;s;0 Vr;s;1 : : : Vr;s;n

i

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Yukar¬daki denklemde s = 0; 1; :::; n al¬n¬rsa meydana

gelen lineer denklem sistemi,

Fr =

26666664
Fr(x0)

Fr(x1)
...

Fr(xn)

37777775 ; Vr=

26666664
Vr(x0)

Vr(x1)
...

Vr(xn)

37777775 ve Hr =

26666664
hr(x0)

hr(x1)
...

hr(xn)

37777775
matris gösterimleri gözönüne al¬narak istenen matris ba¼g¬nt¬s¬n¬ verir. Bu da

ispat¬tamamlar.
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3.4 ·Integrodiferansiyel Denklemler için Temel Ba¼g¬nt¬

Bu k¬s¬mda, (2.3) ve (2.4) ile tan¬mlanan başlang¬ç veya s¬n¬r koşullar¬

ile verilen

g
�
x; y(x); y0(x); :::; y(m)(x)

�
= �1

bZ
a

f(x; t; y(t); y0(t); :::; y(m)(t))dt (3.24)

+�2

xZ
a

v
�
x; t; y(t); y0(t); :::; y(m)(t)

�
dt

en genel gösterime sahip lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel

denklemini ele alal¬m. Burada g : [a; b]�Rm+1 ! R, f : [a; b]� [a; b]�Rm+1 ! R

ve v : [a; b] � [a; b] � Rm+1 ! R lineer olmayan fonksiyonlar, �1 ve �2 bilinen

sabitler ve y (x) bilinmeyen bir fonksiyondur. Bu denklemin yaklaş¬k çözümünü

elde etmek için denkleme kuasilineerleştirme yöntemini uygulayarak, denklemi

tekrarl¬olarak lineer halde yazal¬m. Daha sonra elde edilen bu lineer denklemlerin

çözümüne (3.11) ile ifade edilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ile yaklaş¬m

yapal¬m.

Lineer olmayan integrodiferansiyel denklemlerin verilen koşullar

alt¬ndaki çözümünün var ve tek olmas¬için g�nin [a; b] aral¬¼g¬üzerinde, f ve v�nin

ise [a; b]� [a; b]�Rm+1 üzerinde Lipschitz koşulunu sa¼glayan sürekli fonksiyonlar

olmas¬gerekir.

Bu k¬s¬mda i̧slemlerin daha anlaş¬l¬r olabilmesi için baz¬ k¬saltmalar

kullanaca¼g¬z. Bunlar kaynak ve çekirdek fonksiyonlar¬için

gr (x) = g
�
x; yr (x) ; y

0
r (x) ; :::; y

(m)
r (x)

�
;

fr (x; t) = f
�
x; t; yr(t); y

0
r(t); :::; y

(m)
r (t)

�
;

vr (x; t) = v
�
x; t; yr(t); y

0
r(t); :::; y

(m)
r (t)

�
ve bunlar¬n k¬sm¬türevleri için

g
y
(k)
r
(x) =

@g

@y(k)
�
x; yr(x); y

0
r(x); :::; y

(m)
r (x)

�
;
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f
y
(k)
r
(x; t) =

@f

@y(k)
�
x; t; yr(t); y

0
r(t); :::; y

(m)
r (t)

�
;

v
y
(k)
r
(x; t) =

@v

@y(k)
�
x; t; yr(t); y

0
r(t); :::; y

(m)
r (t)

�
şeklindedir.

Teorem 3.4.1 g, f ve v fonksiyonlar¬k = 0; 1; :::;m için y(k) fonksiyonuna göre

Taylor serisine aç¬labilir fonksiyonlar ve (3.24) ile tan¬ml¬ en genel gösterime

sahip lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemin çözümü,

genelleştirilmi̧s Bernstein polinom yaklaş¬m¬na sahip olsun. Bu durumda xs 2

[a; b] s¬ralama noktalar¬ üzerinde bu denklem için aşa¼g¬daki matris ba¼g¬nt¬s¬

gerçeklenir:"
mX
k=0

(Gr;kP� �1Fr;k � �2Vr;k)N
k

#
Yr+1 = Hr; r = 0; 1; ::: (3.25)

Burada N ve P matrisleri s¬ras¬yla Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.1�de tan¬mland¬¼g¬

gibi, i; s = 0; 1; :::; n için Gr;k=diag
h
g
y
(k)
r
(xs)

i
; Fr;k=

24 bZ
a

f
y
(k)
r
(xs; t) pi;n(t)dt

35 ;
Vr;k=

24 bZ
a

v
y
(k)
r
(xs; t) pi;n(t)dt

35 (n+ 1)� (n+ 1) tipli matrisler, Hr= [hr (xs)] ve

Yr+1=
h
yr+1

�
a+ (b�a)i

n

�i
ise (n+ 1)� 1 tipli matrisler olup,

hr (x) = �1

bZ
a

fr(x; t)dt+ �2

xZ
a

vr(x; t)dt� gr (x) +
mX
k=0

g
y
(k)
r
(x) y(k)r (x)

�
mX
k=0

24�1 bZ
a

f
y
(k)
r
(x; t) y(k)r (t) dt+ �2

xZ
a

v
y
(k)
r
(x; t) y(k)r (t) dt

35
şeklindedir.

·Ispat: g, f ve v fonksiyonlar¬y(k) fonksiyonuna göre Taylor serisine aç¬labilir

oldu¼gundan (3.24) denklemi, kuasilineerleştirme yöntemi ile aşa¼g¬daki gibi lineer

integrodiferansiyel denklemlerin bir dizisi haline getirilebilir:
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gr (x) = �
mX
k=0

�
y
(k)
r+1(x)� y(k)r (x)

�
g
y
(k)
r
(x) (3.26)

+�1

24 bZ
a

fr (x; t) dt+
mX
k=0

bZ
a

�
y
(k)
r+1(t)� y(k)r (t)

�
f
y
(k)
r
(x; t) dt

35
+�2

24 xZ
a

vr (x; t) dt+
mX
k=0

xZ
a

�
y
(k)
r+1(t)� y(k)r (t)

�
v
y
(k)
r
(x; t) dt

35 :
Burada y0 (x) ilk iterasyon fonksiyonu, yr (x) bir önceki iterasyonla elde edilen ve

her zaman bilinen bir fonksiyon ve yr+1 (x) bilinmeyen bir fonksiyondur.

(3.26) denkleminde sadece r-ye ba¼gl¬ifadeler sa¼ga at¬l¬r ve hr (x) olarak

tan¬mlan¬rsa denklem

mX
k=0

24g
y
(k)
r
(x) y

(k)
r+1(x)� �1

bZ
a

f
y
(k)
r
(x; t) y

(k)
r+1(t)dt� �2

xZ
a

v
y
(k)
r
(x; t) y

(k)
r+1(t)dt

35= hr (x)
(3.27)

şeklinde yeniden yaz¬labilir. (3.27) ile bulunan denklem, yr fonksiyonu x�e ba¼gl¬

olarak bilinen fonksiyon oldu¼gundan lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel

denklem belirtir.

Bilinmeyen yr+1 fonksiyonu genelleştirilmi̧s Bernstein polinom çözümüne

sahip oldu¼gundan (2.2) ba¼g¬nt¬s¬gözönüne al¬narak, bu fonksiyon ve türevleri için

y
(k)
r+1(x) ' B(k)n (yr+1;x) = P

(k)(x)Yr+1; r = 0; 1; :::

ba¼g¬nt¬s¬ve s¬ralama yöntemi gere¼gince, xs s¬ralama noktalar¬üzerinde

y
(k)
r+1 (xs) = P (xs)N

kYr+1; k = 0; 1; :::;m (3.28)

ba¼g¬nt¬s¬ gerçeklenir. Bu s¬ralama noktalar¬ ve (3.28) ba¼g¬nt¬s¬, (3.27) ile elde

edilen denklemde yerine yaz¬l¬rsa s = 0; 1; :::; n için

mX
k=0

h
g
y
(k)
r
(xs)P(xs)� �1Fr;k (xs)� �2Vr;k (xs)

i
NkYr+1 = hr (xs) (3.29)

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada
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Fr;k(xs) =

bZ
a

f
y
(k)
r
(xs; t)P(t)dt; Vr;k (xs) =

xsZ
a

v
y
(k)
r
(xs; t)P(t)dt

şeklinde tan¬mlanan matrislerdir.

(3.29) sistemi s = 0; 1:::; n için

Gr;k =

26666664
g
y
(k)
r
(x0) 0 : : : 0

0 g
y
(k)
r
(x1) : : : 0

...
...

. . .
...

0 0 : : : g
y
(k)
r
(xn)

37777775 ; P=
26666664
P(x0)

P(x1)
...

P(xn)

37777775 ,

Fr;k =

26666664
Fr;k(x0)

Fr;k(x1)
...

Fr;k(xn)

37777775 , Vr;k=

26666664
Vr;k(x0)

Vr;k(x1)
...

Vr;k(xn)

37777775 , Hr =

26666664
hr(x0)

hr(x1)
...

hr(xn)

37777775 :

matris gösterimleri gözönüne al¬narak istenen matris ba¼g¬nt¬s¬n¬ verir. Bu da

ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.4.1 �1= �2= 0 için (3.24) ile tan¬mlanan lineer olmayan

Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi aşa¼g¬daki m: mertebeden

lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir:

g
�
x; y(x); y0(x); :::; y(m)(x)

�
= 0

ve bu denklem için

mX
k=0

Gr;kPN
kYr+1 = bHr; r = 0; 1; ::: (3.30)

matris gösterimi gerçeklenir. Burada N, P, Gr;k ve Yr+1 matrisleri s¬ras¬yla

Teorem 2.1.3, Teorem 2.2.1, Teorem 3.4.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi ve bHr =
hbhr (xs)i

matrisinin elemanlar¬aşa¼g¬daki gibidir:

bhr (xs) = mX
k=0

g
y
(k)
r
(xs) y

(k)
r (xs)� gr (xs) :
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Sonuç 3.4.2 m = 0 için (3.24) ile tan¬mlanan lineer olmayan Fredholm-Volterra

integrodiferansiyel denklemi, y(0) (t) = y (t) olmak üzere

g (x; y (x)) = �1

bZ
a

f(x; t; y(t))dt+ �2

xZ
a

v (x; t; y(t)) dt

lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemine indirgenir ve bu denklem

[Gr � �1Fr � �2Vr]Yr+1 = Hr; r = 0; 1; ::: (3.31)

matris gösterimine sahiptir. Burada Yr+1 matrisi Teorem 3.4.1�deki gibi, Gr =

diag [gy (xs; yr (xs))], Fr = [Fr;s;i], Vr = [Vr;s;i], Hr = [hr (xs)] ve bu matrislerin

elemanlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

hr (xs) = gy (xs; yr (xs)) yr (xs)� g (xs; yr(xs))

��1
bZ
a

[f(xs; t; yr (t))� fy (xs; t; yr (t)) yr (t)] dt

��2
xsZ
a

[v(xs; t; yr (t))� vy (xs; t; yr (t)) yr (t)] dt;

Fr;s;i =

bZ
a

fy (xs; t; yr(t)) pi;n(t)dt; Vr;s;i =

xsZ
a

vy (xs; t; yr(t)) pi;n(t)dt:

3.5 Çözüm Yöntemi

Bu k¬s¬mda lineer olmayan (3.10) diferansiyel , (3.21) integral ve (3.24)

integrodiferansiyel denklemlerin (2.3) veya (2.4) koşullar¬ alt¬ndaki çözümünü

bulmak için aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleyelim:

Ad¬m 1. Lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemler dizi için

elde edilen temel matris ba¼g¬nt¬lar¬nda r = 0; 1; ::: iterasyonlu Wr katsay¬lar

matrisi s¬ras¬yla
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Wr = PNm �
m�1X
k=0

HrPN
k;

Wr = AP��1Fr��2Vr;

Wr =

mX
k=0

(Gr;kP� �1Fr;k � �2Vr;k)N
k

şeklinde gösterilirse, denklem basitçe WrYr+1 = Hr ya da [Wr;Hr] ile ifade

edilebilir. Bu denklem, sabit r de¼geri için n bilinmeyenli yr+1 katsay¬lar¬ndan

oluşan lineer cebirsel denklem sistemi belirtir.

Ad¬m 2. Wr ve Hr matrislerini hesaplayabilmek için y0 (x) ilk iterasyon

fonksiyonu seçilmelidir. Bu yaklaş¬k fonksiyon çeşitli yolllarla belirlenebilir.

Örne¼gin, mühendislik problemleri için bu yaklaş¬m �ziksel durumlardan ya da

matematiksel materyallerden elde edilebilir. Ancak ço¼gu problem için kaba bir

ilk yaklaş¬m, yak¬nsama i̧slemi için yeterlidir. En aç¬k şekilde ilk yaklaş¬m,

0 � t � tf için y0(t) = c1 başlang¬ç koşulu olarak seçilebilir. Yani y0(t) sabit

bir fonksiyon olarak seçilebilir (Stanley 1968). Daha iyi bir yaklaş¬m için verilen

başlang¬ç ya da s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan en yüksek dereceli polinom da gözönüne

al¬nabilir. Ancak başlang¬ç fonksiyonu polinom olmak zorunda de¼gildir. ·Integral

denklemlerde ise yan¬nda koşullar verilmedi¼ginden bu fonksiyon, denklemdeki

kaynak fonksiyonu y0 (x) = g (x) olarak belirlenebilir.

Ad¬m 3. y(k)r+1 (xs) = P (xs)N
kYr+1 ba¼g¬nt¬s¬gözönüne al¬narak (2.3) ve (2.4)

ile verilen koşullar, aşa¼g¬daki matris ba¼g¬nt¬lar¬na sahip olur:

UjYr+1 = �j ya da [Uj;�j] ; VjYr+1 = j ya da
�
Vj; j

�
:

Ad¬m 4. [Wr;Hr] artt¬r¬lm¬̧s matrisi herbir r = 0; 1; ::: için lineer denklem

sistemi ifade etti¼ginden, Bölüm 2.5�te lineer bir denklem sisteminin çözüm

tekni¼gi için izlenen benzer yollar burada da geçerlidir. Bu durumda [Wr;Hr]

artt¬r¬lm¬̧s matris, silmeden ekleme tekni¼gi ya da silerek ekleme tekni¼gi kullanarak

yeni artt¬r¬lm¬̧s matrisler ile ifade edilebilir. Örne¼gin; S = n+ 1 olacak şekilde

seçilirse, r = 0; 1; ::: için silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak elde edilen fWr

katsay¬lar matrisi (n+m+ 1)�(n+ 1) tipli bir dikdörtgensel matris ve silerek
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ekleme tekni¼gi kullan¬larak elde edilen W�
r katsay¬lar matrisi (n+1)�(n+ 1)

tipli bir kare matris olur. Bu matrislere kaŗs¬l¬k gelen yeni artt¬r¬lm¬̧s matrisler

ise s¬ras¬yla
hfWr; eHr

i
ve [W�

r ;H
�
r] olur. Burada

hfWr; eHr

i
artt¬r¬lm¬̧s matris,

[Wr;Hr] artt¬r¬lm¬̧s matrisin sat¬rlar¬n¬silmeden, sonuna (3.32) ya da (3.33) sat¬r

matrisi eklenerek elde edilir. Di¼ger yandan [W�
r ;H

�
r] artt¬r¬lm¬̧s matris, [Wr;Hr]

artt¬r¬lm¬̧s matrisin m sat¬r¬ile (3.32) ya da (3.33) artt¬r¬lm¬̧s matrisin sat¬rlar¬

yer de¼gi̧stirilerek yaz¬labilir.

E¼ger S = n�m+ 1 olarak seçilirse, silmeden ekleme tekni¼gi

kullan¬larak elde edilen (n+ 1)�(n+ 1) tipli fWr katsay¬lar matrisine kaŗs¬l¬k

gelen yeni
hfWr; eHr

i
artt¬r¬lm¬̧s matris, [Wr;Hr] artt¬r¬lm¬̧s matrisine (3.32) ya

da (3.33) ile tan¬ml¬sat¬r matrisleri eklenerek yaz¬labilir. Silerek ekleme tekni¼gi

kullan¬larak elde edilen (n�m+ 1)� (n+ 1) tipli W�
r katsay¬lar matrisine

kaŗs¬l¬k gelen yeni [W�
r ;G

�
r] artt¬r¬lm¬̧s matris, [Wr;Gr] artt¬r¬lm¬̧s matrisinin

son m sat¬r¬, baştan m sat¬r¬, ortadan m sat¬r¬ya da baştan ve sondan m sat¬r¬

silinip, yerine (3.32) ya da (3.33) ile tan¬ml¬sat¬r matrisleri yaz¬larak elde edilir.

Ad¬m 5. Burada lineer olmayan denklemler kuasilineerleştirme tekni¼gi

ile lineer denklemlere indirgendi¼ginden, lineer olmayan sistemlerin çözümüne

ihtiyaç yoktur. Lineer denklem sistemlerinde oldu¼gu gibi e¼ger rank
�fWr

�
=

rank
hfWr; eHr

i
ya da rank(W�

r) = rank [W�
r ;H

�
r] = n + 1 ise bilinmeyen yr+1

katsay¬lar¬ herbir r iterasyonu için tek türlü belirlenir. ·Integral denklemler

koşullar ile tan¬mlanmad¬¼g¬ndan rank (Wr) = rank [Wr;Hr] = n + 1 olmas¬

durumunda çözüm tek türlü belirlenebilir. Bu tip sistemler Gauss eliminasyon,

genelleştirilmi̧s ters, LU ayr¬̧st¬rma ve QR ayr¬̧st¬rma yöntemleri ile çözülebilir.
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4. L·INEER DENKLEMLER ·IÇ·IN HATA ANAL·IZ·I

Bu bölümde genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬n¬n düzgün yaklaş¬m

özellikleri gözönüne al¬narak, çeşitli lineer denklemlerin Bernstein yaklaş¬m¬

ile elde edilen çözümleri için kalan hata s¬n¬rlar¬ ve yak¬nsakl¬k kriterleri

incelenmi̧stir.

4.1 Giri̧s

Aşa¼g¬da genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬n¬n [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

Weierstrass teoremini gerçekledi¼gini gösteren teoremi verelim ve bu polinomlar¬n

en iyi düzgün yaklaş¬m özelliklerine de¼ginelim.

Özellik 4.1.1 x 2 [a; b] ve � > 0 olsun.

�n =

�
i;

����a+ (b� a) in
� x

���� � �; i = 0; 1; : : : ; n�

olmak üzere X
i2�n

pi;n (x) �
(b� a)2

4n�2

gerçeklenir.

·Ispat: [0; 1] aral¬¼g¬ üzerinde Natanson (1964) taraf¬ndan ifade ve ispat¬

verilen bu özelli¼gin, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde de gerçeklendi¼gini aşa¼g¬da gösterelim:���a+ (b�a)i
n

� x
��� � � =) (a+ (b�a)i

n
�x)

2

�2
� 1 eşitsizli¼gi ve Özellik 1.2.13 kullan¬larak

X
i2�n

pi;n (x) �
X
i2�n

�
a+ (b�a)i

n
� x

�2
�2

pi;n (x)

=
(x� a) (b� x)

n�2

elde edilir. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifadenin [a; b] aral¬¼g¬üzerinde x�e

göre maksimumu al¬narak
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X
i2�n

pi;n (x) �
1

n�2
max
x2[a;b]

(x� a) (b� x) = (b� a)2

4n�2

şeklinde istenen eşitsizlik bulunur.

Teorem 4.1.3 E¼ger y(k) (x) (k = 0; 1; :::;m) [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli

fonksiyon ise bu durumda [a; b] aral¬¼g¬üzerinde m � 0 tamsay¬s¬için

lim
n!1

B(k)n (y;x) = y(k) (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: Bu teoremin [0; 1] aral¬¼g¬ üzerindeki ifade ve ispat¬ Phillips (2003)

taraf¬ndan verilmi̧stir. ·Ilk olarak k = 0 için bu teoremi verilen ispata benzer

yolla [a; b] aral¬¼g¬na geni̧sletelim.

y fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Yani

8x 2 [a; b] için jy (x)j � M olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬vard¬r. Kapal¬ve

s¬n¬rl¬aral¬k üzerinde sürekli bir fonksiyon bu aral¬k üzerinde düzgün süreklidir.

Bu durumda 8" > 0 için jx1 � x2j < � olmak üzere 8x1; x2 2 [a; b] için

jy (x1)� y (x2)j < "
2
eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger

yandan Özellik 1.2.6 gözönüne al¬narak

Bn (y;x)� y (x) =
nX
i=0

�
y

�
a+

(b� a) i
n

�
� y (x)

�
pi;n (x)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Buradaki toplam, i = 0; 1; : : : ; n indis kümesi için

�n =

�
i;

����a+ (b� a) in
� x

���� < �� ; �n =

�
i;

����a+ (b� a) in
� x

���� � ��

şeklinde iki s¬n¬fa ayr¬ls¬n. Bu durumda

Bn (y;x)� y (x) =
X
i2�n

�
y

�
a+

(b� a) i
n

�
� y (x)

�
pi;n (x)

+
X
i2�n

�
y

�
a+

(b� a) i
n

�
� y (x)

�
pi;n (x)
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şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼ge s¬ras¬yla üçgen eşitsizli¼gi1, genelleştirilmi̧s üçgen

eşitsizli¼gi2 uygulan¬r ve Özellik 1.2.1 gözönüne al¬n¬rsa

jBn (y;x)�y (x)j �
X
i2�n

����y�a+ (b� a) in

�
�y (x)

���� pi;n (x) (4.1)

+
X
i2�n

����y�a+ (b� a) in

�
�y (x)

���� pi;n (x)
eşitsizli¼gi elde edilir.

i 2 �n için y fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan
���y �a+ (b�a)i

n

�
�y (x)

���< 2M
olacak şekilde M > 0 say¬s¬ vard¬r. Di¼ger yandan i 2 �n için y fonksiyonu

sürekli oldu¼gundan
���y �a+ (b�a)i

n

�
� y (x)

���< "
2
gerçeklenir. Bu eşitsizlikler, (4.1)

eşitsizli¼ginin sa¼g¬nda yerine yaz¬l¬r, Özellik 1.2.6 ve Özellik 1.2.14 gözönüne

al¬n¬rsa

jBn (y;x)� y (x)j �
"

2

X
i2�n

pi;n (x) + 2M
X
i2�n

pi;n (x)

� "

2

nX
i=0

pi;n (x) + 2M
X
i2�n

pi;n (x)

� "

2
+
M (b� a)2

2n�2

elde edilir. Yeterince büyük n de¼gerleri için M(b�a)2
2n�2

< "
2
oldu¼gundan, 8" > 0 için

istenen

jBn (y;x)� y (x)j < "

bulunur. Bu da k = 0 için istenen yak¬nsakl¬¼g¬n gerçeklendi¼gini gösterir.

Şimdi yukar¬daki ispata benzer yolla k � 1 için teoremin gerçeklendi¼gini

gösterelim. Bunun için Tan¬m 1.3.2�de a+(b� a) i=n < �i < a+(b� a) (i+k)=n

olmak üzere k: mertebeden fark operatörü için gerçeklenen

1Sürekli fonksiyonlar uzay¬ üzerinde jx+ yj � jxj + jyj eşitsizli¼gi, üçgen eşitsizli¼gi olarak
adland¬r¬l¬r.

2Üçgen eşitsizli¼ginden yararlanarak tümevar¬m yöntemi ile sürekli fonksiyonlar uzay¬

üzerinde

���� nP
i=0

xi

���� � nP
i=0

jxij genelleştirilmi̧s üçgen eşitsizli¼gi yaz¬labilir.
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�k
hy

�
a+

(b� a) i
n

�
=
(b� a)k

nk
y(k) (�i)

ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

B(k)n (y;x) =
n!

(n� k)! (b� a)k
n�kX
i=0

(b� a)k

nk
y(k) (�i) pi;n�k (x)

=
n!

(n� k)!nk
n�kX
i=0

y(k) (�i) pi;n�k (x)

olur. Burada x 2 [a; b] için

y(k) (�i) = y
(k) (�i)� y(k) (x) + y(k) (x)

olarak düşünülürse

nk (n� k)!
n!

B(k)n (y;x) =
n�kX
i=0

�
y(k) (�i)� y(k) (x) + y(k) (x)

�
pi;n�k (x)

=
n�kX
i=0

�
y(k) (�i)� y(k) (x)

�
pi;n�k (x) +

n�kX
i=0

y(k) (x) pi;n�k (x)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Özellik 1.2.6, genelleştirilmi̧s üçgen eşitsizli¼gi ve Özellik 1.2.1

gözönüne al¬narak bu eşitlik

����nk (n� k)!n!
B(k)n (y;x)� y(k) (x)

���� � nX
i=0

��y(k) (�i)� y(k) (x)�� pi;n (x)
eşitsizli¼gine dönüşür.

y fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde düzgün sürekli oldu¼gundan 8" > 0 için

j�i � xj < � olmak üzere 8�i; x 2 [a; b] için
��y(k) (�i)� y(k) (x)�� < " eşitsizli¼gini

sa¼glayan en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r öyle ki����nk (n� k)!n!
B(k)n (y;x)� y(k) (x)

���� < "
gerçeklenir. Ayr¬ca n ! 1 iken nk(n�k)!

n!
! 1 oldu¼gundan B(k)n (y;x) ! y(k) (x)

olur. Bu da k � 1 için ispat¬tamamlar.
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Teorem 4.1.4 y : [a; b] ! R sürekli bir fonksiyon ve ! (�)3, y fonksiyonunun

süreklilik modülü olsun. Bu durumda genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬için

aşa¼g¬daki eşitsizlik ve düzgün yak¬nsakl¬k gerçeklenir:

jy (x)�Bn(y;x)j � !
�
n�1=2

� h
1 +

p
(x� a)(b� x)

i
; lim

n!1
kBny � yk1 = 0:

·Ispat: S¬ras¬yla Tan¬m 1.3.1, Özellik 1.2.1, genelleştirilmi̧s üçgen eşitsizli¼gi,

Özellik 1.2.6 ve süreklilik modülü tan¬m¬gözönüne al¬narak

jBn(y;x)� y (x)j =
�����
nX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n (x)� y(x)

�����
=

�����
nX
i=0

y

�
a+

(b� a) i
n

�
pi;n (x)�

nX
i=0

y(x)pi;n (x)

�����
=

�����
nX
i=0

�
y

�
a+

(b� a) i
n

�
� y(x)

�
pi;n (x)

�����
�

nX
i=0

����y�a+ (b� a) in

�
� y(x)

���� pi;n (x)
�

nX
i=0

!

�����x� �a+ (b� a) in

������ pi;n (x)
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Burada � = n�1=2 ve � = n1=2

���x� �a+ (b�a)i
n

���� olmak üzere
süreklilik modülünün özelli¼gi 4 ve Özellik 1.2.6 kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitsizli¼ge

ulaş¬l¬r:

jBn(y;x)� y (x)j �
nX
i=0

!
�
n�1=2

��
1 + n1=2

����x� �a+ (b� a) in

������ pi;n (x)
� !

�
n�1=2

�(
1 + n1=2

nX
i=0

����x� �a+ (b� a) in

����� pi;n (x)
)
:

Bu eşitsizli¼gin sa¼g¬nda yer alan toplam ifadesine Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi5

3y : [a; b]! R sürekli bir fonksiyon olmak üzere y (x) fonksiyonunun süreklilik modülü ! (�),
� > 0 için ! (�)= sup

x1;x22[a;b]
jx1�x2j��

jy (x1)� y (x2)j ile tan¬mlan¬r (Lorentz 1986).

4E¼ger � > 0 ise ! (��) � (1 + �)! (�) gerçeklenir (Rivlin 1969).
5
nP
i=0

jxiyij �
�
nP
i=0

jxij2
�1=2 � nP

i=0

jyij2
�1=2

eşitsizli¼gi Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi olarak bilinir

(Rivlin 1969).
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uygulan¬r ve Özellik 1.2.13 gözönüne al¬n¬rsa

jy (x)�Bn(y;x)j � !
�
n�1=2

�(
1 + n1=2

nX
i=0

����x� �a+ (b� a) in

�����
(pi;n (x))

1=2(pi;n (x))
1=2
o

� !
�
n�1=2

�8<:1 + n1=2
"

nX
i=0

pi;n (x)

#1=2
"

nX
i=0

�
x�

�
a+

(b� a) i
n

��2
pi;n (x)

#1=29=;
� !

�
n�1=2

� "
1 + n1=2

�
(x� a)(b� x)

n

�1=2#
� !

�
n�1=2

� h
1 +

p
(x� a)(b� x)

i
istenen eşitsizlik elde edilir. Buradan maksimum norm tan¬m¬6 gözönüne al¬narak

ky �Bnyk1 = max
a�x�b

jy(x)�Bn(y;x)j

� !
�
n�1=2

� �
1 + max

a�x�b

�p
(x� a)(b� x)

��
� !

�
n�1=2

� �
1 +

b� a
2

�

bulunur. Bu eşitsizli¼gin [0; 1] aral¬¼g¬üzerindeki ifade ve ispat¬için Rivlin�e (1969)

bak¬n¬z. Ayr¬ca süreklilik modülünün özelli¼ginden 7 n ! 1 iken !
�
n�1=2

�
! 0

olup, ky �Bnyk1! 0 olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.1.5 E¼ger y(k+2) (x), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon ise bu

durumda k � 0 tamsay¬s¬için aşa¼g¬daki eşitsizlik gerçeklenir:

��B(k)n (y;x)� y(k) (x)
�� � 1

2n

�
k (k � 1)

y(k)1 + k jb+ a� 2xjy(k+1)1
+(x� a) (b� x)

y(k+2)1� :
·Ispat: DeVore ve Loretz (1993) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde ifade ve ispat¬

6 [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir f fonksiyonunun maksimum normu kfk1 = max
a�x�b

jf (x)j

ile tan¬mlan¬r (Rivlin 1969).
7y : [a; b]! R sürekli bir fonksiyon, lim

�!0
! (�) = 0 gerçeklenir (Rivlin 1969).
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verilen teoremin [a; b] aral¬¼g¬üzerinde de gerçeklendi¼gini gösterelim. Bunun için

tümevar¬m yöntemi ile önce k = 0 için teoremin do¼grulu¼gunu ispatlayal¬m.

y fonksiyonunun x = (b�a)i
n

civar¬ndaki ilk üç terimine göre Taylor seri

aç¬l¬m¬; n!1 iken Rn (x)! 0 olmak üzere

y

�
a+

(b� a) i
n

�
= y (x) +

�
a+

(b� a) i
n

� x
�
y0 (x)

+

�
a+ (b�a)i

n
� x

�2
2!

y00 (x) +Rn (x)

şeklinde ifade edilebilir. Bu eşitlik Tan¬m 1.3.1�de yerine yaz¬l¬r, s¬ras¬yla Özellik

1.2.6, Özellik 1.2.12 ve Özellik 1.2.13 gözönüne al¬n¬rsa

Bn (y;x) = y (x)
nX
i=0

pi;n (x)+y
0 (x)

nX
i=0

�
a+
(b� a) i
n

�x
�
pi;n (x)

+y00 (x)
nX
i=0

�
a+ (b�a)i

n
� x

�2
2!

pi;n (x)

= y (x)+
b� a
n
y0 (x)

nX
i=0

ipi;n (x)+ (a� x) y0 (x)
nX
i=0

pi;n (x)

+
(x� a) (b� x)

2n
y00 (x)

= y (x)+ (x� a) y0 (x)+ (a� x) y0 (x)+(x� a) (b� x)
2n

y00 (x)

= y (x)+
(x� a) (b� x)

2n
y00 (x)

olarak bulunur. Buradan maksimum norm tan¬m¬kullan¬larak

jBn (y;x)� y (x)j �
(x� a) (b� x)

2n
ky00k1

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. k için aşa¼g¬daki eşitsizli¼gin gerçeklendi¼gini varsayal¬m:

��B(k)n (y;x)� y(k) (x)
�� � 1

2n

�
k (k � 1)

y(k)1 + k jb+ a� 2xjy(k+1)1
+ (x� a) (b� x)

y(k+2)1� :
Bu eşitsizlikte her iki taraf¬n x�göre bir kez türevi al¬n¬rsa
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��B(k+1)n (y;x)� y(k+1) (x)
�� � 1

2n

�
k (k � 1)

y(k+1)1 + 2k y(k+1)1
+ k jb+ a� 2xj

y(k+2)1 + (b� x)y(k+2)1
� (x� a)

y(k+2)1 + (x� a) (b� x)y(k+3)1�
=

1

2n

�
k (k + 1)

y(k+1)1
+ (k + 1) jb+ a� 2xj

y(k+2)1
+ (x� a) (b� x)

y(k+3)1�
istenen eşitsizli¼gin k+1 için de geçerli oldu¼gu kan¬tlan¬r. Bu durumda ispat do¼gru

bir şekilde tamamlan¬r.

Sonuç 4.1.1 E¼ger y(k+2) (x), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon ise bu

durumda k � 0 tamsay¬s¬için

B(k)n (y;x)� y(k) (x)

1 �

(b� a)2

8n
ky00k1

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

4.2 Diferansiyel Denklemler için Hata Analizi

Teorem 4.2.1 E¼ger ak (x) ve y(k+2) (x) (k = 0; 1; :::;m) fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬

üzerinde sürekli fonksiyonlar ise bu durumda

mX
k=0

ak (x) y
(k) (x) = g (x) ; a � x � b

en genel m: mertebeden lineer diferansiyel denklemi için kalan hata, � pozitif bir

sabit olmak üzere

kRnk1 �
�

2n

eşitsizli¼gini ve

lim
n!1

kRnk1 = 0

düzgün yak¬nsakl¬¼g¬gerçekler.

62



·Ispat: y(k+2) (x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak ele al¬nabilir. Bu durumda yukar¬da tan¬mlanan lineer

diferansiyel denklemin Bernstein yaklaş¬k çözümü için kalan hata

Rn (x) =

mX
k=0

ak (x)B
(k)
n (y;x)�

mX
k=0

ak (x) y
(k)(x)

=
mX
k=0

ak (x)
�
B(k)n (y;x)� y(k)(x)

�
jRn (x)j �

mX
k=0

jak (x)j
��B(k)n (y;x)� y(k)(x)��

şeklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.1.5 gözönüne al¬narak, kalan hatan¬n mutlak de¼geri

jRn (x)j �
1

2n

mX
k=0

jak (x)j
�
k (k � 1)

y(k)1 + k jb+ a� 2xjy(k+1)1
+(x� a) (b� x)

y(k+2)1	
şeklinde düzenlenebilir. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n x�e göre maksimumu

al¬n¬rsa, maksimum norm tan¬m¬kullan¬larak kalan hata s¬n¬r¬

kRnk1 � 1

2n

mX
k=0

kakk1
n
k (k � 1)

y(k)1+k (b� a)y(k+1)1
+
(b� a)2

4

y(k+2)1
)

olur. Burada Sk = k (k � 1)
y(k)1 + k (b� a)

y(k+1)1 + (b�a)2
4

y(k+2)1
olmak üzere

�=
mX
k=0

kakk1 Sk

denirse, kalan hata için

kRnk1 �
�

2n

istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r. � sabit oldu¼gundan n!1 iken kRnk1! 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem 4.2.2 y(k) (x) (k = 0; 1; :::;m), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon

ve xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬ olsun. Yukar¬da tan¬mlanan en genel m:

mertebeden lineer diferansiyel denklemi için s¬ralama noktalar¬ üzerinde kalan

hata s¬f¬rd¬r.

·Ispat: y(k) (x), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak gözönüne al¬nabilir. Bu durumda s¬ralama yöntemi

gere¼gince, xs 2 [a; b] ile verilen s¬ralama noktalar¬üzerinde y(k)(xs) = B(k)n (y;xs)

oldu¼gundan bu diferansiyel denklem için kalan hata

Rn (xs) =

mX
k=0

ak (xs)
�
B(k)n (y;xs)� y(k)(xs)

�
= 0

olarak bulunur. Ancak burada xs noktalar¬önemlidir. E¼ger y(k)(xs) = B
(k)
n (y;xs)

eşitli¼gi sa¼glanmazsa hata artar.

4.3 ·Integral Denklemler için Hata Analizi

Teorem 4.3.1 a (x) ve y (x) fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬üzerinde, f(x; t) ve v(x; t)

fonksiyonlar¬[a; b]� [a; b] karesi üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun.

a (x) y(x) = g (x) + �1

bZ
a

f (x; t) y(t)dt+ �2

xZ
a

v (x; t) y(t)dt

üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemi için kalan hata s¬n¬r¬

kRnk1 � (�+ (b� a) j�1j � + (x� a) j�2j ) kenk1

olur. Burada kenk1 = kBny � yk1, � = kak1, � = kfk1 ve  = kvk1 şeklinde

sabitlerdir.

·Ispat: y, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak ele al¬nabilir. Bu durumda yukar¬da tan¬mlanan lineer

integral denklem için mutlak kalan hata
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jRn (x)j =

������a (x)Bn(y;x)� �1
bZ
a

f (x; t)Bn(y; t)dt� �2
xZ
a

v (x; t)Bn(y; t)dt� g (x)

������
=

������a (x)Bn(y;x)� �1
bZ
a

f (x; t)Bn(y; t)dt� �2
xZ
a

v (x; t)Bn(y; t)dt

�

0@a(x)y(x)� �1 bZ
a

f (x; t) y(t)dt� �2
xZ
a

v (x; t) y(t)dt

1A������
� ja (x)j jBn(y;x)� y(x)j+ j�1j

bZ
a

jf(x; t)j jBn(y; t)� y(t)j dt

+ j�2j
xZ
a

jv(x; t)j jBn(y; t)� y(t)j dt

olarak yaz¬labilir. Tek de¼gi̧skenli ve iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için maksimum

norm tan¬m¬kullan¬larak kak1 = max
x2[a;b]

ja (x)j, kfk1 = max
x;t2[a;b]

jf (x; t)j ve kvk1 =

max
x;t2[a;b]

jv (x; t)j olmak üzere

kRnk1 � kak1 kBny � yk1 + (b� a) j�1j kfk1 kBny � yk1

+(x� a) j�2j kvk1 kBny � yk1

� (kak1 + (b� a) j�1j kfk1 + (x� a) j�2j kvk1) kBny � yk1

bulunur. Burada � = kak1, � = kfk1,  = kvk1 ve kenk1 = kBny � yk1
denirse

kRnk1 � (�+ (b� a) j�1j � + (x� a) j�2j ) kenk1

elde edilir.

Sonuç 4.3.1 Özel olarak birinci ve ikinci çeşit lineer Fredholm-Volterra integral

denklemleri için s¬ras¬yla kalan hata s¬n¬r¬

kRnk1 � ((b� a) j�1j � + (x� a) j�2j ) kenk1 ;

kRnk1 � (1 + (b� a) j�1j � + (x� a) j�2j ) kenk1

olur. Teorem 4.3.1�de izlenen ispat yolu ile kolayl¬kla bulunur.
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Teorem 4.3.2 y (x), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon ve xs 2 [a; b]

s¬ralama noktalar¬ olsun. Bu durumda birinci, ikinci ve üçüncü çeşit lineer

Fredholm-Volterra integral denklemler için s¬ralama noktalar¬üzerinde kalan hata

s¬n¬r¬

jRn (xs)j � � (xs) (b� a)
�
1 +

b� a
2

�
!
�
n�1=2

�
olup,

lim
n!1

jRn (xs)j = 0

gerçeklenir. Burada � s¬ralama noktalar¬na ba¼gl¬pozitif bir sabit say¬d¬r.

·Ispat: y (x), [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak gözönüne al¬nabilir. O halde yukar¬da tan¬mlanan üçüncü

çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemler için s¬ralama noktalar¬üzerinde

kalan hatan¬n mutlak de¼geri aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

jRn(xs)j � ja (xs)j jBn(y;xs)� y(xs)j

+ j�1j
bZ
a

jf(xs; t)j jBn(y; t)� y(t)j dt

+ j�2j
xsZ
a

jv(xs; t)j jBn(y; t)� y(t)j dt:

Bernstein polinom yaklaş¬m¬ için xs s¬ralama noktalar¬ üzerinde

Bn(y;xs) = y(xs) oldu¼gundan ve Teorem 4.1.4 gere¼gince, mutlak kalan hata için

jRn (xs)j � !
�
n�1=2

�8<:j�1j
bZ
a

jf(xs; t)j
h
1 +

p
(t� a)(b� t)

i
dt

+ j�2j
xsZ
a

jv(xs; t)j
h
1 +

p
(t� a)(b� t)

i
dt

9=;
eşitsizli¼gi gerçeklenir. Burada "s = " (xs) = j�1j max

t2[a;b]
jf(xs; t)j ; �s = � (xs) =

j�2j max
t2[a;b]

jv(xs; t)j ve max
t2[a;b]

h
1 +

p
(t� a)(b� t)

i
= 1 + b�a

2
denirse, a � xs � b

için
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jRn (xs)j � ((b� a) "s + (xs � a) �s)
�
1 +

b� a
2

�
!
�
n�1=2

�
� ("s + �s) (b� a)

�
1 +

b� a
2

�
!
�
n�1=2

�
bulunur. � (xs), "s ve �s�den büyük bir sabit olmak üzere

jRn (xs)j � � (xs) (b� a)
�
1 +

b� a
2

�
!
�
n�1=2

�
bulunur. Süreklilik modülünün özelli¼gi gere¼gince, n ! 1 iken !

�
n�1=2

�
! 0

oldu¼gundan jRn (xs)j ! 0 olur. Bu da ispat¬tamamlar. Ayr¬ca s¬ralama noktalar¬

üzerinde Bn(y;xs) = y(xs) oldu¼gundan bu teorem, özel olarak birinci ve ikinci

çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemleri için de geçerli olur.

4.4 ·Integrodiferansiyel Denklemler için Hata Analizi

Teorem 4.4.1 ak ve y(k+2) (k = 0; 1; :::;m); [a; b] aral¬¼g¬üzerinde, f ve v; [a; b]�

[a; b] karesi üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

mX
k=0

ak (x) y
(k)(x) = g (x) + �1

bZ
a

qX
k=0

fk (x; t) y
(k)(t)dt+ �2

xZ
a

rX
k=0

vk (x; t) y
(k)(t)dt

en genel lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi için kalan hata,

aşa¼g¬daki eşitsizli¼ge ve düzgün yak¬nsakl¬¼ga sahip olur:

kRnk1 �
1

2n
[� + (b� a) (j�1j�+ j�2j')] ; lim

n!1
kRnk1 = 0:

Burada � ve Sk Teorem 4.2.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi, � ve ' aşa¼g¬daki gibi pozitif

sabitlerdir:

� =

qX
k=0

kfkk1 Sk ve ' =
rX
k=0

kvkk1 Sk.

·Ispat: y(k+2), [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli fonksiyon oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak ele al¬nabilir. Bu durumda yukar¬da verilen denklemin

sa¼g taraf¬na Teorem 4.1.5 uygulanarak, mutlak kalan hata için
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jRn (x)j �
1

2n

�
mP
k=0

jak (x)j
�
k (k � 1)

y(k)1 + k jb+ a� 2xjy(k+1)1
+ (x� a) (b� x)

y(k+2)1	+ j�1j bR
a

qP
k=0

jfk (x; t)j
�
k (k � 1)

y(k)1
+ k jb+ a� 2tj

y(k+1)1 + (t� a) (b� t)y(k+2)1	 dt
+ j�2j

xR
a

rP
k=0

jvk (x; t)j
�
k (k � 1)

y(k)1 + k jb+ a� 2tjy(k+1)1
+ (t� a) (b� t)

y(k+2)1	 dt i
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Burada q; r � m + 2 olacak şekilde tamsay¬lard¬r.

Bu eşitsizlikte her iki taraf¬n x ve t�ye göre maksimumu al¬n¬rsa, kRnk1 =

max
x2[a;b]

jRn (x)j, kakk1 = max
x2[a;b]

jak (x)j, kfkk1 = max
x;t2[a;b]

jfk (x; t)j ve kvkk1 =

max
x;t2[a;b]

jvk (x; t)j olmak üzere kalan hata s¬n¬r¬

kRnk1 � 1

2n

24 mX
k=0

kakk1 Sk + j�1j
bZ
a

qX
k=0

kfkk1 Skdt

+ j�2j
xZ
a

rX
k=0

kvkk1 Skdt

35
� 1

2n

"
mX
k=0

kakk1 Sk + j�1j (b� a)
qX
k=0

kfkk1 Sk

+ j�2j (b� a)
rX
k=0

kvkk1 Sk

#

olarak elde edilir. E¼ger �, Teorem 4.2.1�de, � ve ' yukar¬da tan¬mland¬¼g¬gibi

gözönüne al¬n¬rsa, kalan hata s¬n¬r¬ istenilen şekilde bulunur. �, � ve ' sabit

oldu¼gundan, n!1 iken kRnk1 ! 0 olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.4.2 xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬ olsun. E¼ger ak ve y(k+2)

(k = 0; 1; :::;m); [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde, f ve v; [a; b] � [a; b] karesi üzerinde

sürekli fonksiyonlar ise bu durumda yukar¬da tan¬mlanan en genel lineer

Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemi için kalan hata, aşa¼g¬daki

eşitsizli¼gi gerçekler:
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jRn (xs)j �
1

2n
[j�1j (b� a)� (xs) + j�2j (xs � a) � (xs)]

ve s¬ralama noktalar¬üzerinde lim
n!1

jRn (xs)j = 0 olur. Burada � ve � s¬ralama

noktalar¬na ba¼gl¬sabitlerdir.

·Ispat: y(k+2) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli oldu¼gundan Bernstein

yaklaş¬k çözümü olarak gözönüne al¬nabilir. Bu durumda (2.17) ile tan¬mlanan

lineer integrodiferansiyel denklem için mutlak kalan hata

jRn (x)j �
mX
k=0

jak (x)j
��B(k)n (y;x)� y(k)(x)��

+ j�1j
bZ
a

qX
k=0

jfk (x; t)j
��B(k)n (y; t)� y(k)(t)�� dt

+ j�2j
xZ
a

rX
k=0

jvk(x; t)j
��B(k)n (y; t)� y(k)(t)�� dt

eşitsizli¼gini sa¼glar. S¬ralama yöntemi gere¼gince, xs 2 [a; b] s¬ralama noktalar¬

üzerinde B(k)n (y;xs) = y
(k) (xs) oldu¼gundan kalan hata

jRn (xs)j � j�1j
bZ
a

qX
k=0

jfk (xs; t)j
��B(k)n (y; t)� y(k)(t)�� dt

+ j�2j
xsZ
a

rX
k=0

jvk(xs; t)j
��B(k)n (y; t)� y(k)(t)�� dt

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na Teorem 4.1.5 uygulanarak, q; r �

m+ 2 olacak şekilde tamsay¬lar olmak üzere

jRn (xs)j �
1

2n

24j�1j bZ
a

qX
k=0

jfk (xs; t)j
�
k (k � 1)

y(k)1
+k jb+ a� 2tj

y(k+1)1 + (t� a) (b� t)y(k+2)1	 dt
+ j�2j

xsZ
a

rX
k=0

jvk (xs; t)j
�
k (k � 1)

y(k)1
+k jb+ a� 2tj

y(k+1)1 + (t� a) (b� t)y(k+2)1	 dt i
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eşitsizli¼gi elde edilir. E¼ger bu eşitsizlikte sa¼g taraf¬n t-ye göre maksimumu al¬n¬rsa,

bu durumda kalan hata s¬n¬r¬için Sk Teorem 4.2.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi,

j�1j max
t2[a;b]

jfk (xs; t)j = "k (xs) ; j�2j max
t2[a;b]

jvk (xs; t)j = �k (xs)

olmak üzere

jRn (xs)j �
1

2n

"
(b� a)

qX
k=0

"k (xs)Sk + (xs � a)
rX
k=0

�k (xs)Sk

#

bulunur. Burada

� (xs) =

qX
k=0

"k (xs)Sk ve � (xs) =
rX
k=0

�k (xs)Sk

olarak ifade edilirse, istenilen sonuca ulaş¬l¬r. � ve � sabit oldu¼gundan, n!1

iken jRn (xs)j! 0 olur. Bu da ispat¬tamamlar.
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5. UYGULAMALAR

Bu bölümde, çeşitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin Bölüm 2 ve 3�te

üretilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬s¬ralama yöntemi ile elde

edilen çözümleri verilmi̧stir. Hesaplamalar, Bölüm 2.5 ve 3.5�te çözüm yöntemi

için verilen ad¬mlar gözönüne al¬narak 32 dijitte MATLAB 7.1 program¬nda

haz¬rlanan algoritmalar ile yap¬lm¬̧st¬r.

5.1 Giri̧s

MATLAB, ilk olarak 1970�li y¬llarda Linpack ve Eispack projeleriyle

geli̧stirilmi̧s, daha sonra say¬sal analizci Cleve Moler ve John N. Little taraf¬ndan

kurulan Mathworks Inc. Şirketi�nin en önemli niteli¼gi haline gelmi̧s, temel olarak

nümerik hesaplama, gra�ksel veri gösterimi ve programlamay¬ içeren teknik ve

bilimsel hesaplamalar için yaz¬lm¬̧s yüksek performansa sahip bir yaz¬l¬md¬r.

MATLAB ad¬, Matrix Laboratory (Matris Laboratuvar¬) kelimelerinden gelir.

·Ilk başlarda problemlerin çözümüne, matris temelli teknikleri kullanarak yard¬mc¬

olmaktayken, bugün geli̧stirilen yerleşik kütüphanesi, uygulama ve programlama

özellikleri ile gerek üniversite ortamlar¬nda (başta matematik ve mühendislik

olmak üzere tüm bilim dallar¬nda) gerekse sanayi çevresinde yüksek verimli

araşt¬rma, geli̧stirme ve analiz arac¬olarak yayg¬n bir kullan¬m alan¬bulmuştur

(Heperkan ve Kesgin 2008).

MATLAB komut temelli bir programd¬r. Bu programda WY = G

şeklindeki bir cebirsel sistem, W kare matris ise inv(W) � G komutu ile

çözülebilir. E¼ger W kare matris de¼gil ya da kare ve ayn¬ zamanda tekil

matris ise matrisin tersi yoktur ve bu cebirsel sistemin çözümü için ancak

linsolve (W;G), mldivide(W;G)=WnG ve pinv (W)�G komutlar¬kullan¬labilir.

Bu yaz¬l¬mda sistemleri çözmek için kullan¬lan en önemli ve temel algoritmalar

Gauss eliminasyon, Genelleştirilmi̧s ters, LU ayr¬̧st¬rma ve QR ayr¬̧st¬rma

yöntemleridir. Örne¼gin; mldivide komutu böyle bir matrisi çözerken k¬smi
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pivotlama ile Gauss eliminasyon yöntemini, linsolve komutu matrisin çözümünü

bulurken sütun pivotlama, LU ayr¬̧st¬rma ile QR ayr¬̧st¬rma yöntemlerini kullan¬r.

Di¼ger yandan pinv komutu karesel olmayan matrislerin tersini alabilmek için

kullan¬l¬r ve bu komut, matrisi sözde tersine (Moore-Penrose pseudoinverse)

dönüştürür.

En etkili ve hatas¬z olabilecek nümerik yöntemlerin irdelenmesinde esas

mesele, h¬zl¬yak¬nsayan algoritmalar¬n geli̧stirilmesidir. Bu durumda yap¬lmas¬

gereken farkl¬ hata kaynaklar¬n¬ kontrol etmektir. Aşa¼g¬da, [a; b] sonlu aral¬k

üzerinde sürekli bir fonksiyon ile düzgün yaklaş¬m¬gözönüne alarak elde edilen

nümerik sonuçlar¬n gerçek sonuçlara olan yak¬nl¬k derecesini kontrol etmek için

kullan¬lan baz¬hata tiplerini tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 5.1.1 y(x) ve yn (x) s¬ras¬yla lineer denklemler için gerçek ve Bernstein

yaklaş¬k çözümü olsun. Hata en(x) = y(x) � yn (x) ve y(x) 6= 0 olmak üzere

mutlak, maksimum ve ba¼g¬l hata s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir:

jen(x)j = jy(x)� yn (x)j ; kenk1 = max
a�x�b

jen(x)j ; "n (x) =
����en (x)y (x)

���� :
Di¼ger yandan xs2 [a; b] s¬ralama noktalar¬ üzerinde maksimum, ortalama,

L2-norm hata, ortalama kare ve ortalama kare hatan¬n karekökü s¬ras¬yla

aşa¼g¬daki formüllerle nümerik olarak hesaplanabilir:

emax (n) = max
xs2[a;b]

jen (xs)j ; eort (n) =
1

n+ 1

nX
s=0

jen (xs)j ;

e2 (n) =

vuuut bZ
a

e2 (x) dx; ekare (n)=
1

n+ 1

nX
s=0

(en (xs))
2;

ek�ok (n) =

vuut 1

n+ 1

nX
s=0

(en (xs) )
2:

Matlab program¬nda, xs noktalar¬ üzerinde mutlak hata abs(en (xs)),

ba¼g¬l hata abs(en (xs) =y (xs)), maksimum hata norm(en (xs) ; inf), L2-norm hata

norm(en (xs)), ortalama hata mae(en (xs)), ortalama kare hata mse (en (xs)) ve

ortalama kare hatan¬n karekökü
p
mse (en (xs)) komutlar¬yla bulunur.
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r: iterasyon fonksiyonu için s¬ralama noktalar¬üzerinde hata Er(xs) =

yr+1(xs) � yr (xs) olmak üzere mutlak ve maksimum hata aşa¼g¬daki gibi ifade

edilebilir:

jEr(xs)j = jyr+1(xs)� yr (xs)j ; Emax (r) = max
xs2[a;b]

jEr (xs)j :

WY = G şeklinde tan¬ml¬ lineer denklem sisteminin çözümlerini en

duyarl¬̧sekilde elde etmek için gerekli olan hipotezlerden biriW 2Rn�n matrisinin

tekil olmayan bir matris olmas¬d¬r. Bu matrisin tekilli¼ge ne kadar yak¬n olup

olmad¬¼g¬n¬ belirten uygun bir ölçüt ise W katsay¬lar matrisinin koşul say¬s¬n¬

hesaplamakt¬r.

Tan¬m 5.1.2W 2Rn�n tekil olmayan bir katsay¬lar matrisinin koşul say¬s¬

� (W) = cond (W)= kWk
W�1

şeklinde tan¬mlan¬r. � (W) = � (W�1) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bunun yan¬s¬raWW�1 =

I oldu¼gundan kWk kW�1k �
WW�1 = 1 olup, herW matrisi için � (W) �

1�dir. E¼ger � (W), küçük bir de¼ger ise lineer denklem sistemi iyi-koşullu, büyük

bir de¼ger ise lineer denklem sistemi kötü-koşullu olarak adland¬r¬l¬r. Burada

�küçük�ve �büyük�kavram¬aç¬kca tan¬mlanmamaktad¬r. Denklem sisteminin

iyi-koşullu olmas¬ için � (W)�n¬n büyüklü¼günün girilen W ve G verilerinin

do¼grulu¼guna ve hesaplanan çözümdeki hatan¬n tölerans¬na ba¼gl¬d¬r. Girilen

veriler 10�p ba¼g¬l hataya sahip ve hesaplanan çözümdeki hatan¬n tölerans¬10�q

olmak üzere e¼ger � (W) � 1
2
10p�q ise bu durumda verilen denklem sistemi

iyi-koşullu olur (Sundarapandian 2008). Ayr¬ca Matlab program¬nda koşul say¬s¬

için cond (W) komutundan yararlan¬l¬r.

5.2 Lineer Denklemler için Uygulamalar

Bu k¬s¬mda lineer diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklem

içeren on tane örnek gözönüne al¬narak bu tip denklemlerin nümerik çözümleri,

Bölüm 2�de anlat¬lan genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama
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yöntemi ile ortaya koyulacakt¬r. Bu yöntemle elde edilen nümerik hata sonuçlar¬

tablolar halinde sunulacak ve di¼ger yöntemlerin nümerik hata sonuçlar¬ ile

kaŗs¬laşt¬r¬larak sunulan yöntemlerin ne kadar uygulanabilir, etkili ve verimli

oldu¼gu araşt¬r¬lacakt¬r.

Örnek 5.2.1 y(0) = 1, y0 (0) = �1, y00(0) = 2, y000(0) = �2 başlang¬ç koşullar¬

ile verilen

y(4) + y(3) = x� 1; x 2 [0; 1]

diferansiyel denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin verilen koşullar alt¬ndaki

tam çözümü y(x) = 1� x+ x2 � x3

3
+ x4

24
�dür.

Şimdi n = 4 için bu problemin yaklaş¬k çözümünü amaçlanan yöntem ile

bulmaya çal¬̧sal¬m. S¬ralama noktalar¬xs= s
4
; s = 0; 1; :::; 4 olarak seçilirse

x0 = 0; x1 =
1

4
; x2 =

2

4
; x3 =

3

4
ve x4 = 1

olur. Teorem 2.2.1 gere¼gince, temel matris denklemi

W = PN4 +PN3

şeklindedir; buradaki P ve N matrisleri ile [W;G] artt¬r¬lm¬̧s matris aşa¼g¬daki

gibidir:

P=

26666666664

1 0 0 0 0

0:32 0:42 0:21 0:05 0:00

0:06 0:25 0:37 0:25 0:06

0:00 0:05 0:21 0:42 0:32

0 0 0 0 0

37777777775
; N =

26666666664

�4 4 0 0 0

�1 �2 3 0 0

0 �2 0 2 0

0 0 �3 2 1

0 0 0 �4 4

37777777775
;

[W;G] =

26666666664

0 �24 72 �72 24 ; �1:00

6 �48 108 �96 30 ; �0:75

12 �72 144 �120 36 ; �0:50

18 �96 180 �144 42 ; �0:25

24 �120 216 �168 48 ; 0

37777777775
:
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Ayr¬ca başlang¬ç koşullar¬na kaŗs¬l¬k gelen matrisler

[U1;�1] =
h
1 0 0 0 0 ; 1

i
;

[U2;�2] =
h
�4 4 0 0 0 ; �1

i
;

[U3;�3] =
h
12 �24 12 0 0 ; 2

i
;

[U4;�4] =
h
�24 72 �72 24 0 ; �2

i
şeklinde bulunur. Bu sat¬r matrisleri ile [W;G] artt¬r¬lm¬̧s matrisin son dört sat¬r¬

yer de¼gi̧stirilerek, yeni artt¬r¬lm¬̧s [W�;G�] kare matrisi elde edilir. Bu sistem

MATLAB 7.1�de yaz¬lan algoritma ile çözülürse, bilinmeyen katsay¬lar matrisi

Y =
h
1:00 0:75 0:67 0:67 0:71

iT
olmak üzere çözüm fonksiyonu

y = (1� x)4 + 3x(1� x)3 + 4x2(1� x)2 + (8=3)x3(1� x) + (17=24)x4

olarak hesaplan¬r.

Tablo 5.1-5.5�te çeşitli s¬ralama noktalar¬ üzerinde genelleştirilmi̧s

Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi ile farkl¬ çözüm teknikleri

kullan¬larak hesaplanan maksimum hata sonuçlar¬verilmektedir. Problemin tam

çözümü dördüncü dereceden bir polinom tipli fonksiyon olup, farkl¬ s¬ralama

noktalar¬üzerindeki en iyi hata de¼geri n = 4 için elde edilmekte, n�nin 4�ten büyük

de¼gerleri için ise elde edilen hata de¼gerleri say¬sal olarak büyümektedir. Tablo

5.4�te verilen xs=
�
1� cos

�
�s
n

��
=2; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde elde

edilen maksimum hata sonuçlar¬n¬n, di¼ger s¬ralama noktalar¬üzerinde elde edilen

maksimum hata sonuçlar¬na göre daha iyi oldu¼gu görülmektedir. Genel olarak

bu tablolardan silmeden ekleme tekni¼gi ile elde edilen nümerik sonuçlar¬n, silerek

ekleme tekni¼gi ile elde edilen nümerik sonuçlara göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi

söylenebilir. Silerek ekleme teknikleri içerisinde ise aral¬¼g¬n sol uç noktas¬nda

verilmi̧s başlang¬ç koşullar¬ için genelde son sat¬rlar¬ silerek ekleme tekni¼gi ile

elde edilen sonuçlar¬n daha etkili oldu¼gunu vurgulamakta yarar vard¬r.
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Tablo 5.1: Örnek 5.2.1 için xs= s
n
; s = 0; 1; :::; n noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

4 2:6e� 015 1:1e� 016 2:8e� 015 1:1e� 016 1:1e� 016

5 3:2e� 015 3:6e� 015 3:4e� 015 6:1e� 016 1:9e� 016

7 8:3e� 015 1:5e� 013 5:0e� 015 3:8e� 016 1:6e� 014

9 5:3e� 014 8:0e� 013 2:0e� 014 7:1e� 015 2:5e� 014

10 1:3e� 013 2:0e� 012 4:7e� 013 7:5e� 014 3:6e� 014

12 1:6e� 013 5:0e� 011 2:6e� 012 1:0e� 013 1:6e� 013

15 4:3e� 013 2:8e� 009 1:8e� 011 2:8e� 013 1:2e� 013

18 8:8e� 013 4:5e� 008 1:2e� 010 5:7e� 012 3:8e� 013

20 3:1e� 012 1:6e� 007 1:0e� 009 3:1e� 012 2:4e� 013

25 1:9e� 012 4:8e� 006 5:5e� 009 7:4e� 010 1:0e� 012

30 2:1e� 011 8:9e� 005 3:0e� 006 6:4e� 009 4:9e� 011

Tablo 5.2: Örnek 5.2.1 için xs= s
n+1
; s = 1; 2; :::; n+ 1 noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

4 2:2e� 016 2:2e� 016 1:9e� 015 2:2e� 016 2:2e� 016

5 4:3e� 015 5:3e� 015 1:1e� 016 1:1e� 016 3:4e� 015

7 4:1e� 014 6:6e� 014 1:4e� 014 1:1e� 016 1:8e� 015

9 9:3e� 015 7:9e� 014 4:0e� 014 5:4e� 014 3:2e� 014

10 3:8e� 014 1:8e� 012 9:1e� 013 1:7e� 014 1:8e� 014

12 6:5e� 013 1:5e� 010 1:2e� 011 6:3e� 014 1:2e� 013

15 6:6e� 013 2:5e� 009 3:3e� 011 6:2e� 013 7:2e� 013

18 1:4e� 011 7:9e� 008 4:5e� 009 7:3e� 012 1:8e� 012

20 6:6e� 013 4:2e� 007 9:6e� 009 1:2e� 010 1:7e� 011

25 2:9e� 011 6:6e� 005 1:2e� 006 1:1e� 009 4:0e� 011

30 8:8e� 010 8:8e� 003 7:4e� 005 8:2e� 008 8:6e� 009
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Tablo 5.3: Örnek 5.2.1 için xs= s
n+2
; s = 1; 2; :::; n+ 1 noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

4 1:7e� 016 1:7e� 015 2:1e� 015 1:7e� 016 1:7e� 015

5 2:3e� 016 9:8e� 015 1:0e� 015 2:3e� 016 2:3e� 016

7 4:9e� 015 2:2e� 013 1:7e� 014 2:3e� 015 1:4e� 014

9 4:3e� 014 1:9e� 013 3:7e� 013 1:0e� 014 2:0e� 014

10 9:3e� 014 8:4e� 012 3:5e� 013 1:5e� 013 6:6e� 014

12 6:1e� 014 3:8e� 011 2:6e� 012 2:1e� 013 3:2e� 014

15 1:2e� 012 3:4e� 009 6:3e� 012 6:1e� 013 3:5e� 013

18 4:1e� 012 2:6e� 008 3:6e� 010 4:6e� 012 7:5e� 014

20 1:0e� 011 1:3e� 007 1:1e� 008 4:5e� 011 6:6e� 012

25 1:5e� 010 1:3e� 005 6:8e� 007 2:5e� 010 3:3e� 011

30 8:8e� 010 6:7e� 003 4:9e� 005 5:1e� 008 4:6e� 009

Tablo 5.4: Örnek 5.2.1 için xs=
1�cos(�s

n
)

2
; s = 0; 1; :::; n noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

4 1:7e� 015 1:9e� 016 1:9e� 016 1:9e� 016 1:9e� 016

5 1:7e� 015 8:5e� 017 2:7e� 015 3:4e� 015 8:5e� 017

7 1:1e� 014 1:1e� 012 1:9e� 014 5:1e� 015 8:2e� 015

9 3:7e� 014 2:9e� 011 1:1e� 013 1:5e� 013 1:9e� 013

10 8:0e� 015 8:3e� 012 4:6e� 014 7:5e� 014 3:8e� 013

12 4:9e� 015 3:6e� 011 3:3e� 013 1:4e� 013 4:7e� 013

15 2:5e� 014 1:2e� 009 2:0e� 013 7:4e� 013 3:2e� 012

18 9:9e� 015 1:4e� 008 6:5e� 013 9:7e� 013 4:4e� 012

20 2:1e� 013 9:7e� 009 1:5e� 012 2:4e� 012 7:3e� 011

25 4:5e� 013 1:5e� 007 5:5e� 012 2:5e� 012 1:4e� 010

30 5:6e� 013 2:1e� 006 2:4e� 012 4:4e� 013 6:1e� 010
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Tablo 5.5: xs= s
n�m ; s = 0; :::; n�m noktalar¬üzerinde silmeden ekleyerek

elde edilen maksimum hata sonuçlar¬

n emax (n) n emax (n)

5 1:6e� 014 15 9:9e� 014

7 1:4e� 014 18 4:7e� 012

9 1:1e� 013 20 6:3e� 012

10 5:9e� 014 25 5:7e� 010

12 2:1e� 014 30 1:8e� 009

Tablo 5.6�da Örnek 5.2.1�in çözümü için genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi ile silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak

elde edilen
hfW; eGi artt¬r¬lm¬̧s matrisinin farkl¬ n de¼gerleri için koşul say¬s¬

sunulmaktad¬r. Bu tabloya göre n = 4 için en iyi koşul say¬s¬elde edilmekte,

n�nin 4�ten büyük de¼gerleri için koşul say¬s¬da say¬sal olarak büyümektedir. Di¼ger

yandan MATLAB, n = 45 için xs = s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde

tölerans¬tol = 2:4e�007 ve ba¼g¬l hatay¬"n (xs) = 1:0e�003 olarak hesaplam¬̧st¬r.

Bu durumda Teorem 5.1.2 gere¼gince, p = 3 ve q = 7 için p� q = �4 olmak üzere

� (W) = 1016 > 1
2
10�4 olup, verilen denklem sistemi kötü-koşullu olur.

Tablo 5.6: Örnek 5.2.1 için koşul say¬s¬analizi

n �; s = 0; 1; :::; n �; s = 1; :::; n+ 1 �; s = 0; :::; n�m

xs =
s
n

xs =
1�cos(�s

n
)

2
xs =

s
n+1

xs =
s

n+2
xs =

s
n�m

4 1:3e+ 003 1:3e+ 003 1:3e+ 003 1:2e+ 003 �

5 4:7e+ 003 5:3e+ 003 4:3e+ 003 3:1e+ 003 4:0e+ 003

8 5:6e+ 004 6:8e+ 004 5:7e+ 004 2:6e+ 004 5:3e+ 004

16 1:8e+ 006 2:4e+ 006 1:9e+ 006 5:5e+ 005 1:8e+ 006

Örnek 5.2.2 y(0) = 1; y0(0) = 0; y(2) (0) = y(3)(0) = �2; y(4)(0) = �3

y(5) (0) = �4; y(6) (0) = �5; y(7)(0) = �6 başlang¬ç koşullar¬ile verilen sekizinci

mertebeden lineer diferansiyel denklemini gözönüne alal¬m:

y(8) � y = �8ex; 0 < x < 1:
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Problemin tam çözümü y (x) = (1� x) ex�dir.

Tablo 5.7-5.11�de artan n de¼gerleri için farkl¬s¬ralama noktalar¬üzerinde

genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬s¬ralama yöntemi ile çeşitli çözüm

teknikleri kullan¬larak hesaplanan maksimum hata sonuçlar¬sunulmaktad¬r.

Tablo 5.7: Örnek 5.2.2 için xs= s
n
; s = 0; 1; :::; n noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

9 1:9e� 001 1:7e� 004 2:6e� 005 1:3e� 006 1:6e� 005

10 5:7e� 004 4:5e� 005 4:1e� 006 8:1e� 008 4:8e� 006

11 7:0e� 007 8:4e� 006 4:8e� 007 3:4e� 009 9:1e� 008

12 5:5e� 009 1:1e� 006 4:4e� 008 1:7e� 010 1:3e� 008

13 1:5e� 010 1:4e� 007 3:0e� 009 1:1e� 011 2:9e� 010

14 9:6e� 012 9:9e� 008 4:2e� 010 2:9e� 011 5:2e� 010

15 9:0e� 012 2:2e� 007 3:6e� 009 1:7e� 011 1:4e� 010

20 2:4e� 010 9:8e� 005 2:0e� 007 7:3e� 010 1:2e� 008

25 2:2e� 009 3:0e� 001 6:2e� 005 2:5e� 008 1:0e� 008

30 8:4e� 009 4:4e� 001 2:5e� 002 2:0e� 007 2:4e� 008

Tablo 5.8: Örnek 5.2.2 için xs= s
n+1
; s = 1; 2; :::; n+ 1 noktalar¬

üzerindeki maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

9 1:3e� 001 1:7e� 004 1:2e� 004 1:2e� 006 4:5e� 007

10 3:4e� 004 4:7e� 005 3:1e� 005 1:9e� 008 1:5e� 007

11 5:5e� 007 9:0e� 006 5:3e� 006 4:5e� 009 8:7e� 008

12 9:0e� 009 1:3e� 006 7:0e� 007 1:4e� 010 1:3e� 008

13 5:5e� 010 1:6e� 007 7:1e� 008 2:2e� 011 2:1e� 010

14 9:8e� 011 3:1e� 007 1:9e� 008 6:7e� 012 2:2e� 010

15 1:3e� 011 1:6e� 006 1:0e� 007 5:4e� 011 1:9e� 010

20 1:5e� 010 3:2e� 004 7:4e� 004 7:3e� 009 3:2e� 009

25 3:1e� 008 1:3 2:6 4:1e� 007 9:0e� 008

30 1:2e� 007 5:0e� 001 2:4e� 001 2:6e� 005 1:2e� 006
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Tablo 5.9: Örnek 5.2.2 için xs= s
n+2
; s = 1; 2; :::; n+ 1 noktalar¬

üzerindeki maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

9 6:8e� 002 1:3e� 004 4:4e� 005 4:5e� 007 1:7e� 007

10 1:4e� 004 3:3e� 005 1:1e� 005 7:4e� 009 5:7e� 008

11 2:9e� 007 6:0e� 006 1:9e� 006 3:9e� 009 3:2e� 008

12 5:8e� 009 8:0e� 007 2:5e� 007 1:8e� 011 4:7e� 009

13 3:5e� 010 8:1e� 008 2:5e� 008 3:4e� 011 2:2e� 011

14 1:6e� 011 1:2e� 007 3:7e� 009 2:5e� 011 9:3e� 011

15 3:1e� 011 4:5e� 007 6:4e� 008 9:0e� 011 1:2e� 009

20 1:3e� 009 2:0e� 003 1:2e� 004 7:1e� 010 1:5e� 009

25 5:6e� 009 5:0e� 001 5:3e� 002 2:0e� 007 9:1e� 009

30 2:4e� 007 3:5e� 001 3:7e� 001 2:0e� 006 2:1e� 007

Tablo 5.10: Örnek 5.2.2 için xs=
1�cos(�s

n
)

2
; s = 0; 1; :::; n noktalar¬üzerindeki

maksimum hata sonuçlar¬

n Silmeden
·Ilk Sat¬rlar¬
Silerek

Baştan ve
Sondan Silerek

Son Sat¬rlar¬
Silerek

Ortadan
Silerek

9 2:0e� 001 1:9e� 004 1:6e� 004 2:4e� 006 1:6e� 005

10 5:3e� 004 6:0e� 005 4:4e� 005 1:7e� 007 5:4e� 006

11 5:9e� 007 1:3e� 005 8:1e� 006 1:0e� 008 2:0e� 007

12 4:2e� 009 1:9e� 006 1:1e� 006 5:8e� 010 3:3e� 008

13 6:1e� 011 5:8e� 007 7:5e� 008 1:5e� 010 4:5e� 010

14 1:0e� 011 2:5e� 006 9:4e� 009 2:3e� 010 7:1e� 010

15 2:6e� 010 6:3e� 006 7:4e� 007 3:1e� 010 2:8e� 010

20 1:1e� 009 3:5e� 002 2:2e� 004 1:5e� 009 1:6e� 007

25 2:2e� 006 1:2 1:4e� 002 1:4e� 008 1:4e� 006

30 6:5e� 006 6:5e� 002 1:1 1:0e� 007 3:0e� 005

80



Tablo 5.11: xs= s
n�m ; s = 0; :::; n�m noktalar¬üzerinde silmeden

ekleyerek elde edilen maksimum hata sonuçlar¬

n emax (n) n emax (n) n emax (n) n emax (n)

9 1:6e� 005 11 1:4e� 007 13 5:2e� 010 15 5:2e� 010

10 1:9e� 006 12 8:0e� 009 14 1:1e� 011 20 3:2e� 009

Bu tablolardan, xs=
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde

hesaplanan maksimum hata sonuçlar¬n¬n, di¼ger s¬ralama noktalar¬nda elde edilen

maksimum hata sonuçlar¬na göre daha iyi oldu¼gu söylenebilir. Ayr¬ca n�nin küçük

de¼gerleri için silerek ekleme tekni¼gi, n�nin de¼gerleri büyüdükçe ise silmeden ekleme

tekni¼gi daha iyi maksimum hata sonuçlar¬vermektedir. Bunun yan¬s¬ra problemin

koşullar¬aral¬¼g¬n sol uç noktas¬nda verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen son sat¬rlar¬silerek

ekleme tekni¼gi ile elde edilen maksimum hata sonuçlar¬, ilk sat¬rlar¬silerek ekleme

tekni¼gi ile elde edilen maksimum hata sonuçlar¬na göre daha etkilidir.

Tablo 5.12�de genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yöntemi ile xs= s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde silmeden ekleme ve

son sat¬rlar¬silerek ekleme tekni¼gi kullan¬larak hesaplanan mutlak hata sonuçlar¬

ile de¼gi̧stirilmi̧s Adomian ayr¬̧st¬rma yönteminin (M¼estrovíc 2007) mutlak hata

sonuçlar¬kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tabloya göre amaçlanan yöntem ile n = 10

için son sat¬rlar¬silerek ekleme tekni¼gi kullan¬larak elde edilen sonuçlar, n = 14

için ise silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak edilen sonuçlar daha iyidir. Bunun

yan¬s¬ra farkl¬n de¼gerleri için amaçlanan yöntemin nümerik sonuçlar¬n¬n di¼ger

yöntemin nümerik sonuçlar¬na göre daha etkili oldu¼gunu söylemek mümkündür.

Tablo 5.12: Örnek 5.2.2 için jen (x)j mutlak hatalar¬n¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Sunulan Yöntem De¼giştirilmiş Adomian
ayr¬̧st¬rma yöntemi

x n = 10 n = 14 n = 14

Silmeden Son Sat¬rlar¬
Silerek Silmeden Son Sat¬rlar¬

Silerek

0:25 1:0e� 005 1:2e� 013 2:5e� 014 1:8e� 012 1:0e� 007

0:50 6:9e� 005 3:5e� 011 2:5e� 015 6:1e� 013 3:1e� 006

0:75 2:4e� 004 2:3e� 009 1:0e� 012 6:8e� 012 5:5e� 005

1:00 5:7e� 004 8:1e� 008 9:6e� 012 2:9e� 011 4:2e� 004
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Örnek 5.2.3 y(�1) = 4 cos(1); y(1) = �2 cos(1); y0(�1) = cos(1) + 4 sin(1);

y
0
(1) = cos(1) + 2 sin(1); y

00
(�1) = �16 cos(1) + 2 sin(1); y00 (1) = 14 cos(1) �

2 sin(1) s¬n¬r koşullar¬ile verilen

y(6) + (5x+ 1) y = (185x� 25x2 + 10x4) cos(x) + (270� 36x2) sin (x)

denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin verilen koşullar alt¬ndaki tam çözümü

y (x)=
�
2x3�5x+ 1

�
cos (x)�dir.

Şekil 5.1�de sunulan yöntem ile xs= �1+2s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama

noktalar¬üzerinde silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak n = 8 ve n = 10 için

elde edilen yaklaş¬k çözüm ve gerçek çözüm gra�k olarak verilmi̧stir. Bu gra�¼ge

göre nümerik çözümün tam çözüme tutarl¬olarak yaklaşt¬¼g¬söylenebilir.

Şekil 5.1: Örnek 5.2.3 için tam çözümün sunulan yöntem ile elde edilen

yaklaş¬k çözüm ile kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Tablo 5.13�te genelleştirilmi̧s Bernstein s¬ralama yönteminin

xs= �1+ 2s
n�m ; s = 0; 1; :::; n�m s¬ralama noktalar¬nda silmeden ekleme tekni¼gi

ile elde edilen maksimum hata sonuçlar¬, Septic spline yönteminin (Siddiqi ve

Akram 2008) hata sonuçlar¬ ile k¬yaslanmaktad¬r. Bu tablodan n�nin farkl¬

de¼gerleri için sunulan yöntemin di¼ger yöntemden daha iyi sonuçlar verdi¼gi

görülmektedir.

Tablo 5.13: Örnek 5.2.3 için emax (n) maksimum hata kaŗs¬laşt¬rma

n 8 16 32 64 128

Sunulan
Yöntem 4:4e� 006 3:8e� 013 3:6e� 013 1:7e� 009 2:9e� 007

Septic Spline
Yöntemi 1:5e� 003 1:2e� 004 1:6e� 005 3:8e� 006 9:5e� 007
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Örnek 5.2.4 y (0) = y0 (0) = y00 (0) = y (1) = y0 (1) = y00 (1) = 0 s¬n¬r koşullar¬

ile verilen

y(6) + e�xy =
�
x� x2

�3
e�x � 720; 0 � x � 1

diferansiyel denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin verilen koşullar alt¬ndaki

tam çözümü y (x)= x3 (1� x)3�dür.

Şekil 5.2�de sunulan yöntem ile xs= s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬

üzerinde silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak hesaplanan yaklaş¬k çözüm ile tam

çözüm kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Şekil 5.2: Örnek 5.2.4 için tam çözümün sunulan yöntem ile elde edilen

yaklaş¬k çözüm ile kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Tablo 5.14�te genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin xs=
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde silmeden ekleme

tekni¼gi kullan¬larak hesaplanan ba¼g¬l hata sonuçlar¬, Sinc-Galerkin yönteminin
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(El-Gamel ve di¼g. 2003) ba¼g¬l hata sonuçlar¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tablo,

n�nin daha küçük de¼gerleri için sunulan yöntemin di¼ger yönteme göre daha etkili

sonuç verdi¼gini ortaya koymaktad¬r.

Tablo 5.14: Örnek 5.2.4 için "n (x) ba¼g¬l hata kaŗs¬laşt¬rma

x= es�=4
p
6

1+es�=4
p
6
;

s=0;�1;�2;�3;+4;�5;7

Sunulan Yöntem
Sinc-Galerkin

Yöntemi

n = 15 n = 65 n = 65

0:1675 6:1e� 016 5:5e� 012 4:5e� 004

0:2764 5:0e� 016 3:5e� 012 3:2e� 004

0:3449 4:4e� 016 1:3e� 012 2:8e� 004

0:4205 9:9e� 017 4:8e� 012 2:6e� 004

0:5 6:3e� 020 4:1e� 012 2:5e� 004

0:6550 1:5e� 016 7:2e� 013 2:8e� 004

0:7828 1:8e� 016 6:7e� 012 3:7e� 004

0:8324 3:4e� 016 1:4e� 011 4:5e� 004

0:9041 7:5e� 016 7:4e� 011 7:3e� 004

Örnek 5.2.5

y(x) = 1 +

1Z
�1

(xt+ x2t2) y(t)dt; �1 � x � 1

ikinci çeşit lineer Fredholm integral denklemini gözönüne alal¬m. Denklemin tam

çözümü y(x) = 1 + 10
9
x2�dir.

Tablo 5.15�te genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin xs= �1+2s
n
ve xs= � cos

�
�s
n

�
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬

üzerinde farkl¬ n de¼gerleri için ortalama hata sonuçlar¬ verilmektedir. Bu

tablodan, farkl¬n de¼gerleri için sunulan yöntem ile elde edilen nümerik sonuçlar¬n

h¬zl¬bir yak¬nsakl¬¼ga sahip oldu¼gu söylenebilir. Yine bu tabloya göre n = 2 için

sunulan yöntem ile elde edilen ortalama hata de¼geri 10�17 civar¬nda iken, integral

denklemlerin çözümü için Bernstein baz polinomlar¬na dayal¬ nümerik yöntem

(Mandal ve Bhattacharya 2007) ile n = 4 için elde edilen ortalama hata de¼geri

10�13 civar¬ndad¬r.
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Tablo 5.15: Örnek 5.2.5 için ortalama hata analizi

eort (n) ; s = 0; 1; :::; n eort (n) ; s = 0; 1; :::; n

n xs= �1+2s
n

xs= � cos
�
�s
n

�
n xs= �1+2s

n
xs= � cos

�
�s
n

�
2 0 3:7e� 017 16 1:5e� 015 3:5e� 016

3 4:9e� 017 1:1e� 016 17 2:1e� 014 2:7e� 016

4 2:5e� 017 1:8e� 016 18 2:5e� 014 2:2e� 016

5 3:6e� 016 5:4e� 017 19 8:8e� 014 3:2e� 016

6 5:4e� 016 9:8e� 017 20 1:5e� 013 4:0e� 016

7 4:2e� 016 9:8e� 017 21 2:5e� 013 4:5e� 016

8 2:8e� 016 2:4e� 016 22 1:7e� 013 2:9e� 016

9 1:2e� 016 2:0e� 016 23 5:4e� 013 3:7e� 016

10 2:4e� 016 2:0e� 016 24 1:8e� 012 3:9e� 016

11 2:7e� 015 3:3e� 016 25 7:3e� 012 4:0e� 016

12 1:4e� 015 3:6e� 016 30 4:9e� 011 2:0e� 016

13 4:4e� 015 2:5e� 016 35 9:9e� 009 3:9e� 016

14 2:6e� 015 1:7e� 016 40 3:1e� 008 4:5e� 016

15 2:0e� 015 5:2e� 016 50 6:6e� 008 2:1e� 016

Tablo 5.16�da çeşitli n de¼gerleri için xs = �1+ 2s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama

noktalar¬üzerinde genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬alternatif olarak

sunulan yöntem ile elde edilen ortalama hata sonuçlar¬ sunulmaktad¬r. Bu

tablodan, artan n de¼gerleri için yak¬nsaman¬n çok yavaş oldu¼gunu ve dolay¬s¬yla

amaçlanan yöntemin yeterince verimli olmad¬¼g¬n¬söylemek mümkündür.

Tablo 5.16: Örnek 5.2.5 için alternatif yöntem ile ortalama hata analizi

n eort (n) n eort (n) n eort (n) n eort (n)

2 1:2 8 1:5e� 001 14 7:6e� 002 24 4:2e� 002

3 5:9e� 001 9 1:3e� 001 15 7:0e� 002 25 4:0e� 002

4 3:8e� 001 10 1:1e� 001 16 6:5e� 002 30 3:0e� 002

5 2:8e� 001 11 1:0e� 001 18 5:7e� 002 35 2:8e� 002

6 2:2e� 001 12 9:1e� 002 20 5:1e� 002 40 2:4e� 002

7 1:8e� 001 13 8:3e� 002 22 4:6e� 002 50 1:9e� 002
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Örnek 5.2.6

y(x) = cos(x)� ex sin(x) +
xZ
0

exy(t)dt; 0 � x � 1

ikinci çeşit lineer Volterra integral denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin

analitik çözümü y(x) = cosx�dir.

Tablo 5.17�de genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin xs= s
n
ve xs =

�
1� cos(�s

n
)
�
=2; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬

üzerinde silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak, çeşitli n de¼gerleri için elde edilen

ortalama hata sonuçlar¬verilmektedir.

Tablo 5.17: Örnek 5.2.6 için ortalama hata analizi

eort (n) ; s = 0; 1; :::; n eort (n) ; s = 0; 1; :::; n

n xs=
s
n

xs=
1� cos(�sn )

2
n xs=

s
n

xs=
1� cos(�sn )

2

2 3:5e� 003 3:5e� 003 16 1:9e� 015 1:8e� 016

4 7:3e� 006 3:6e� 006 20 3:8e� 013 7:7e� 016

6 7:6e� 007 1:6e� 009 21 1:9e� 013 1:2e� 015

8 1:3e� 011 1:0e� 012 22 1:5e� 013 6:5e� 016

10 9:9e� 015 5:5e� 016 24 3:1e� 012 9:1e� 016

Bu tabloya göre n�nin artan de¼gerleri için en iyi ortalama hata

sonuçlar¬n¬n xs =
�
1� cos(�s

n
)
�
=2; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde elde

edildi¼gi görülmektedir.

Tablo 5.18�de genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin n � 2 için xs=
(1�cos(�s

n
))

2
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde

hesaplanan ortalama kare hatan¬n karekök sonuçlar¬, integral denklemler için

bilinmeyen fonksiyona Bernstein polinomlar¬ ile yaklaş¬larak ortaya koyulan

s¬ralama yöntemi (Maleknejad ve di¼g. 2011) ile elde edilen ortalama kare hatan¬n

karekök sonuçlar¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tabloya göre artan n de¼gerleri için

sunulan yöntemin hata sonuçlar¬n¬n, di¼ger nümerik yöntem ile elde edilen hata

sonuçlar¬ndan daha iyi oldu¼gu söylenebilir.
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Tablo 5.18: Örnek 5.2.6 için ek�ok (n) kaŗs¬laşt¬rma

n Sunulan Yöntem Bernstein Yaklaş¬m¬na
Dayal¬Yöntem

2 4:7e� 003 2:0e� 003

3 3:1e� 004 2:3e� 004

4 4:7e� 006 6:2e� 006

5 1:8e� 007 5:4e� 007

6 2:1e� 009 1:1e� 008

7 1:0e� 010 1:1e� 009

8 1:3e� 012 3:4e� 010

9 5:2e� 014 3:3e� 010

10 6:6e� 016 3:4e� 010

Örnek 5.2.7

3y(x) = 3x2 � sin x(x2 sin x+ 2x cosx� 2 sin x� sin 1 + 2 cos 1)

+

1Z
0

sin x cos ty(t)dt+

xZ
0

sin x cos ty(t)dt

üçüncü çeşit lineer Fredholm-Volterra integral denklemini gözönüne alal¬m. Bu

denklemin tam çözümü y(x) = x2�dir.

Tablo 5.19�da genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yöntemi için n+ 1 adet xs=
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinden

hesaplanan maksimum hata sonuçlar¬, Taylor aç¬l¬m yöntemi (Chen ve Jiang

2012), Lineer spline yaklaş¬m¬na dayal¬s¬ralama yöntemi ve Sabit nokta yöntemi

(Caliò ve di¼g. 2010) kullan¬larak n adet için elde edilen maksimum hata sonuçlar¬

ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r.

Tablo 5.19: Örnek 5.2.7 için emax (n) maksimum hata kaŗs¬laşt¬rma

n Sunulan
Yöntem n Taylor

Yöntemi
Lineer Spline Yaklaş¬m¬na
Dayal¬S¬ralama Yöntemi

Sabit Nokta
Yöntemi

14 3:9e� 016 15 2:0e� 015 � �

16 2:1e� 016 17 � 7:8e� 005 4:7e� 005

32 2:5e� 012 33 � 3:8e� 004 9:5e� 005

87



Bu tabloya göre artan n de¼gerleri için sunulan yöntem ile elde edilen

nümerik sonuçlar¬n, di¼ger yöntemlerin nümerik sonuçlar¬na göre daha etkili ve iyi

sonuçlar oldu¼gu söylenebilir. Ayr¬ca bu problemin gerçek çözümü ikinci dereceden

polinom tipli bir fonksiyon oldu¼gundan, n = 2 için sunulan yöntem ile en iyi

nümerik de¼ger elde edilir.

Tablo 5.20�de çeşitli n de¼gerleri için genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yönteminin en etkili s¬ralama noktalar¬üzerinde

hesaplanan ortalama hata sonuçlar¬verilmektedir. Bu tabloda n = 2 için elde

edilen hata sonuçlar¬n¬n yeterince iyi olmas¬, tam çözümün ikinci dereceden

polinom tipli bir fonksiyon olmas¬ndan kaynaklan¬r.

Tablo 5.20: Örnek 5.2.7 için ortalama hata analizi

eort (n) ; s = 0; 1; :::; n eort (n) ; s = 0; 1; :::; n

n xs =
s
n

xs=
1� cos(�sn )

2
n xs =

s
n

xs=
1� cos(�sn )

2

2 9:8e� 018 9:3e� 018 20 5:0e� 015 9:3e� 017

4 0 7:4e� 018 22 2:4e� 014 1:4e� 016

6 8:2e� 017 1:9e� 017 24 8:6e� 014 3:9e� 016

8 2:6e� 017 6:2e� 017 26 2:0e� 013 5:2e� 017

10 3:5e� 017 8:1e� 017 28 1:2e� 012 7:0e� 017

16 4:7e� 016 1:1e� 016 30 2:0e� 012 7:5e� 017

Tablo 5.21�de xs= s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde integral

denklemler için genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬alternatif olarak

sunulan yöntemin çeşitli n de¼gerleri için ortalama hata sonuçlar¬verilmektedir.

Tablo 5.21: Örnek 5.2.7 için alternatif yöntem ile ortalama hata analizi

n eort (n) n eort (n) n eort (n) n eort (n)

1 8:00e� 003 6 1:03e� 001 11 8:48e� 002 16 7:06e� 002

3 9:82e� 002 8 9:62e� 002 13 7:85e� 002 18 6:63e� 002

4 1:04e� 001 9 9:19e� 002 14 7:56e� 002 19 6:44e� 002

5 1:07e� 001 10 8:84e� 002 15 7:30e� 002 20 6:26e� 002

88



Bu tabloya göre artan n de¼gerleri için yak¬nsaman¬n çok yavaş oldu¼gunu

ve dolay¬s¬yla sunulan yöntem ile elde edilen nümerik sonuçlar¬n yeterince etkili

ve verimli olmad¬¼g¬n¬söylemek mümkündür.

Örnek 5.2.8 y (0) = 1; y0 (0) = 0; y00 (0) = �1; y000(0) = �2; y(4) (0) = �3;

y(5) (0) = �4; y(6) (0) = �5; y(7) (0) = �6 başlang¬ç koşullar¬ile verilen

y(8) (x) = �8ex + x2 + y (x) +
1Z
0

x2y0 (t) dt

lineer Fredholm integrodiferansiyel denklemini gözönüne alal¬m. Bu problemin

tam çözümü y (x) = (1� x) ex�dir.

Tablo 5.22�de genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin xs=
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde silmeden ekleme

tekni¼gi kullan¬larak elde edilen mutlak hata sonuçlar¬, k iterasyon say¬s¬ ile

verilen varyasyonel iterasyon yönteminin (Noor ve Mohyud-Din 2007) sonuçlar¬

ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tablo, amaçlanan yöntemin iterasyon kullanmadan

di¼ger yönteme göre daha etkili sonuçlar verdi¼gini gösterir.

Tablo 5.22: Örnek 5.2.8 için jen (x)j mutlak hata kaŗs¬laşt¬rma

Sunulan yöntem
Varyasyonel iterasyon

Yöntemi
x n = 15; k = 1 k = 10 k = 15

0:2 1:6e� 012 2:9e� 014 1:1e� 016

0:4 1:7e� 012 3:1e� 011 1:2e� 014

0:6 1:4e� 012 1:9e� 009 6:6e� 013

0:8 6:3e� 013 3:4e� 008 1:2e� 011

1:0 8:0e� 012 3:3e� 007 1:1e� 010

Örnek 5.2.9 y (0) = y0 (0) = 0 başlang¬ç koşullar¬ ile verilen birinci tipteki

Volterra integrodiferansiyel denklemini gözönüne alal¬m:

xR
0

cos (x� t) y00 (t) dt = 2 sin (x).
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Bu problemin tam çözümü y (x) = x2�dir.

Tablo 5.23�te genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama

yönteminin xs = s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde silmeden ekleme

tekni¼gi ile elde edilen ortalama kare hatas¬n¬n karekökü, Chebyshev s¬ralama

yöntemi (Akyüz-Daşc¬o¼glu 2006), Chebyshev polinomlar¬na dayal¬ spektral

yöntem (El-Hawary ve El-Sheshtawy 2010) ve Lagrange interpolasyonuna dayal¬

s¬ralama yöntemi (Rashed 2004) ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r.

Tablo 5.23: Örnek 5.2.9 için ek�ok (n) kaŗs¬laşt¬rma

n Sunulan
yöntem

Chebyshev S¬ralama
Yöntemi

Spektral
Yöntemi

Lagrange
·Interp olasyona Dayal¬
S¬ralama Yöntem

2 0 2:6e� 004 1:2e� 004 8:4e� 005

3 5:9e� 017 1:8e� 005 2:3e� 005 1:7e� 005

4 1:8e� 016 2:6e� 007 1:3e� 007 2:4e� 008

5 1:2e� 016 4:7e� 008 1:7e� 008 2:6e� 009

6 1:2e� 016 1:8e� 010 7:6e� 011 2:9e� 012

7 2:2e� 016 1:8e� 011 1:0e� 011 6:7e� 013

8 2:4e� 016 5:6e� 014 3:9e� 014 7:8e� 016

9 2:4e� 016 6:7e� 015 4:3e� 015 4:4e� 016

Bu tablo, sunulan yöntem ile elde edilen nümerik sonuçlar¬n di¼ger

yöntemler ile elde edilen nümerik sonuçlardan daha iyi oldu¼gunu gösterir.

Örnek 5.2.10 y (�1)+2y (0) = 0; y0 (1=2) = 1; y (1) = 2=3 kar¬̧s¬k tipteki koşullar

ile verilen lineer Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemini gözönüne

alal¬m:

exy
00
(x) + x3y0 (x) + y (x) = � 2

�
sin (�x) + 2ex + x2 � 2x� 1

3

+

1Z
�1

��
x4 � t

�
y(t) + t2y0(t)

�
dt

+

xZ
�1

[cos (�t) y00(t) + 3txy(t)] dt.

Bu problemin tam çözümü y(x) = x2 � 1=3�tür.
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Şekil 5.3�te sunulan yöntem ile xs = cos
�
s�
n

�
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama

noktalar¬üzerinde baştan ve sondan silerek ekleme tekni¼gi kullan¬larak farkl¬n

de¼gerleri için elde edilen mutlak hata sonuçlar¬verilmektedir.
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Şekil 5.3: Örnek 5.2.10 için sunulan yöntem ile elde edilen mutlak hata

sonuçlar¬

Tablo 5.24�te artan n de¼gerleri için genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬na dayal¬s¬ralama yönteminin xs = cos
�
s�
n

�
; s = 0; 1; :::; n Chebyshev

s¬ralama noktalar¬ üzerinde hesaplanan ortalama hata sonuçlar¬, Chebyshev

polinomlar¬na dayal¬s¬ralama yönteminin (Akyüz-Daşc¬o¼glu 2006) hata sonuçlar¬

ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r.
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Table 5.24: Örnek 5.2.10 için eort (n) ortalama hata kaŗs¬laşt¬rma

Sunulan yöntem Chebyshev

n Ekleyerek Silerek Yöntemi

3 8:8e� 017 8:8e� 017 2:0e� 002

6 2:1e� 016 1:5e� 016 1:2e� 004

9 1:8e� 016 1:2e� 016 1:8e� 006

12 2:0e� 016 2:1e� 016 9:1e� 011

15 2:4e� 016 3:0e� 015 4:2e� 012

Bu tablo, yöntemin hem ekleyerek hem de ilk ve son sat¬r matrislerini

silerek elde edilen nümerik sonuçlar¬n¬n di¼ger yöntemin nümerik sonuçlar¬na göre

daha etkili oldu¼gunu gösterir.

5.3 Lineer Olmayan Denklemler için Uygulamalar

Bu k¬s¬mda lineer olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel

denklemleri içeren alt¬ tane problem gözönüne al¬nacak, bu tip denklemlerin

nümerik çözümleri ise Bölüm 3�te sunulan genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na

dayal¬ s¬ralama yöntemi ve kuasilineerleştirme tekni¼gi kullan¬larak elde

edilecektir. Ayr¬ca bulunan çeşitli nümerik sonuçlar, tablolar halinde sunulacak

ve di¼ger yöntemlerle kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r. Böylece sunulan yöntemin ne kadar

uygulanabilir, etkili ve verimli oldu¼gu test edilmi̧s olur.

Örnek 5.3.1 y (0) = y0 (0) = 0 başlang¬ç koşullar¬ile verilen

y00(x) +
2

x
y0 (x) + 4

�
2ey + ey=2

�
= 0; 0 < x � 1

lineer olmayan Lane-Emden tipli diferansiyel denklemi gözönüne alal¬m. Bu

denklemin verilen koşullar alt¬ndaki tam çözümü y (x)= �2 ln
�
1 + x2

�
�dir.

Tablo 5.25�te ilk iterasyon fonksiyonu y0 (x)= 0 olmak üzere r = 3

iterasyonu için yöntemin xs =
�
1� cos

�
�s
n+1

��
=2; s = 1; 2; :::; n+ 1 s¬ralama

noktalar¬nda hesaplanan mutlak hata sonuçlar¬ listelenmektedir. Bu nümerik

sonuçlar, temel artt¬r¬lm¬̧s matrisin son iki sat¬r¬ ile başlang¬ç koşullar¬n¬ ifade
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eden artt¬r¬lm¬̧s sat¬r matrisleri yer de¼gi̧stirilerek hesaplanm¬̧st¬r. Bu tablodan

artan n de¼gerleri için sunulan yöntemin yaklaş¬k çözümlerinin tam çözüme tutarl¬

olarak yak¬nsad¬¼g¬görülmektedir.

Tablo 5.25: Örnek 5.3.1�in üçüncü iterasyon için mutlak hata analizi

x n = 5 n = 10 n = 15 n = 30

0:1 2:0e� 006 1:5e� 008 5:4e� 012 2:8e� 015

0:2 1:6e� 005 2:0e� 008 5:0e� 012 2:6e� 015

0:3 4:2e� 005 2:1e� 008 3:4e� 013 2:9e� 015

0:4 4:3e� 006 1:0e� 008 1:9e� 012 2:3e� 015

0:5 1:1e� 004 4:5e� 008 3:9e� 012 1:8e� 015

0:6 1:6e� 004 5:0e� 008 5:0e� 012 2:9e� 015

0:7 1:7e� 005 9:9e� 009 1:1e� 011 8:4e� 014

0:8 3:1e� 004 3:6e� 008 2:2e� 011 2:1e� 012

0:9 1:5e� 004 4:2e� 008 5:4e� 011 3:3e� 011

1:0 3:6e� 003 2:1e� 006 5:2e� 010 3:5e� 010

Tablo 5.26�da, Tablo 5.25�ten yararlan¬larak farkl¬ n de¼gerleri için

sunulan yöntemin mutlak hata sonuçlar¬, Legendre wavelet yaklaş¬m¬(Aminikhah

ve Moradian 2013), Hermite fonksiyonlar¬na dayal¬ s¬ralama (HFS) yöntemi

(Parand ve di¼g. 2010), shifted Jacobi-Gauss s¬ralama (SJGS) spektral yönteminin

(Bhrawy ve Alo� 2012) mutlak hata sonuçlar¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r.

Table 5.26: Örnek 5.3.1 için mutlak hatalar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Sunulan Yöntem

x n = 5 n = 15 n = 30

0:1 2:0e� 006 5:4e� 012 2:8e� 015

0:5 1:1e� 004 3:9e� 012 1:8e� 015

1:0 3:6e� 003 5:2e� 010 3:5e� 010

x
Legendre Wavelet

Yaklaş¬m¬

HFS

Yöntemi

SJGS

Yöntemi

0:1 1:6e� 004 2:9e� 006 2:1e� 007

0:5 2:0e� 004 3:0e� 006 4:3e� 007

1:0 2:7e� 002 9:3e� 007 5:6e� 008
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Bu tabloya göre seçilen n ve x de¼gerleri için sunulan yöntemin nümerik

sonuçlar¬n¬n, di¼ger yöntemlerin nümerik sonuçlar¬na göre daha iyi ve etkili oldu¼gu

söylenebilir.

Örnek 5.3.2 y0 (0) = 0; y (1) = 0 s¬n¬r koşullar¬ile verilen

y00(x) +
1

x
y0 (x) + ey = 0; 0 < x � 1

izotermik gaz alan¬denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin yukar¬da verilen

koşullar alt¬ndaki tam çözümü c = 3� 2
p
2 olmak üzere y (x) = 2 ln

�
c+1
cx2+1

�
�dir.

Bu problemin çözümü için ilk iterasyon fonksiyonu y0 (x)= 0 olarak

seçilsin. Tablo 5.27 ve Tablo 28�de farkl¬n ve r de¼gerleri için sunulan yöntemin

xs=
�
1� cos

�
�s
n+1

��
=2; s = 1; 2; :::; n+ 1 s¬ralama noktalar¬ üzerinde s¬ras¬yla

hesaplanan emax (n) ve Emax (r) maksimum hata sonuçlar¬listelenmektedir. Bu

nümerik sonuçlar silmeden ekleme çözüm tekni¼gi ile hesaplanm¬̧st¬r. Tablo 5.27�ye

bak¬ld¬¼g¬nda, sunulan yöntem ile elde edilen nümerik sonuçlar¬n yeterince büyük

n ve r iterasyon noktalar¬için etkili oldu¼gu gözükmektedir. Tablo 28 ise n�nin

küçük de¼gerleri ve artan r noktalar¬için etkili nümerik sonuçlar¬n elde edildi¼gini

göstermektedir.

Table 5.27: Örnek 5.3.2 için emax (n) maksimum hata analizi

n r = 1 r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6

6 8:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006

9 1:0e� 005 1:1e� 009 1:1e� 009 1:1e� 009 1:1e� 009 1:1e� 009

12 1:0e� 005 1:2e� 011 1:2e� 012 1:2e� 012 1:2e� 012 1:2e� 012

15 1:0e� 005 1:1e� 011 2:8e� 015 2:7e� 015 2:7e� 015 2:7e� 015

17 1:0e� 005 1:1e� 011 1:2e� 015 1:3e� 015 1:4e� 015 1:4e� 015

20 1:0e� 005 1:1e� 011 6:1e� 016 6:7e� 016 5:6e� 016 5:6e� 016

24 1:0e� 005 1:1e� 011 5:2e� 016 5:2e� 016 4:7e� 016 4:6e� 016

30 1:0e� 005 1:1e� 011 6:9e� 016 9:4e� 016 9:1e� 016 9:9e� 016

33 1:0e� 005 1:1e� 011 1:0e� 015 8:3e� 016 1:1e� 015 1:0e� 015

65 1:0e� 005 1:1e� 011 4:7e� 015 4:4e� 015 4:4e� 015 4:4e� 015
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Table 5.28: Örnek 5.3.2 için Emax (r) maksimum hata analizi

n r = 1 r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6

6 9:8e� 003 8:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006 2:3e� 006

9 9:8e� 003 1:0e� 005 1:1e� 009 1:1e� 009 1:1e� 009 1:1e� 009

12 9:8e� 003 1:0e� 005 1:2e� 011 1:2e� 012 1:2e� 012 1:2e� 012

15 9:8e� 003 1:0e� 005 1:1e� 011 2:9e� 015 2:8e� 015 2:8e� 015

17 9:8e� 003 1:0e� 005 1:1e� 011 1:1e� 015 1:3e� 015 1:4e� 015

20 9:8e� 003 1:0e� 005 1:1e� 011 5:6e� 016 5:5e� 016 5:0e� 016

24 9:8e� 003 1:0e� 005 1:1e� 011 5:1e� 016 5:5e� 016 5:6e� 016

Tablo 5.29�da farkl¬n ve r = 6 iterasyon de¼geri için sunulan yöntemin

emax (n) maksimum hata sonuçlar¬, C1-lineerleştirme (Ramos 2004) ve sonlu-fark

yönteminin (Kumar 2002) hata sonuçlar¬ ile kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tabloya

göre artan n de¼gerleri için sunulan yöntemin nümerik sonuçlar¬di¼ger yöntemlerin

nümerik sonuçlar¬na göre daha yüksek do¼grulu¼ga sahiptir.

Table 5.29: Örnek 5.3.2 için maksimum hatalar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

n Sunulan Yöntem
C1-lineerleştirme

Yöntemi

Sonlu-fark

Yöntemi
9 1:1e� 009 3:1e� 003 2:0e� 004

17 1:4e� 015 5:3e� 004 5:0e� 005

33 1:0e� 015 1:5e� 004 1:2e� 005

65 4:4e� 015 6:8e� 005 3:1e� 006

Bunun yan¬s¬ra n = 16 ve r = 5 için sunulan yöntemin mutlak hata sonuçlar¬

je(0:4)j = 3:5e� 016; je(0:8)j = 1:1e� 016

iken, n = 20 için SJGS spektral yönteminin (Bhrawy ve Alo� 2012) mutlak hata

sonuçlar¬

je(0:4)j = 3:9e� 016; je(0:8)j = 2:2e� 016

ve kübik B-spline s¬ralama tekni¼gi ile de¼gi̧stirilmi̧s ayr¬̧st¬rma yönteminin (Wazwaz
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2001) mutlak hata sonuçlar¬

je(0:4)j = 1:8e� 006; je(0:8)j = 9:2e� 007

olarak bulunmuştur. Bu durumda daha küçük n de¼gerleri için amaçlanan

yöntemin nümerik sonuçlar¬n¬n di¼ger yöntemlerin sonuçlar¬na göre daha yüksek

do¼grulu¼ga ve daha h¬zl¬ yak¬nsamaya sahip oldu¼gu söylenebilir. Ayr¬ca tüm

bu bulgular do¼grultusunda iterasyon de¼gerinin artt¬r¬lmas¬n¬n yak¬nsamay¬

h¬zland¬rd¬¼g¬, yöntemi daha etkili hale getirdi¼gi sonucuna var¬labilir.

Örnek 5.3.3

y(x) = 2� ex +
xZ
0

ex�ty2(t)dt; 0 � t � 1

lineer olmayan Volterra integral denklemini gözönüne alal¬m. Bu denklemin tam

çözümü y(x) = 1�dir.

y0 (x)= 2� ex ilk iterasyon fonksiyonu olmak üzere Tablo 5.30�da artan

n ve r de¼gerleri için sunulan yöntemin ortalama hata sonuçlar¬ verilmektedir.

Bu tabloya göre nümerik sonuçlar¬n artan r de¼gerlerine göre yak¬sakl¬¼g¬n¬n h¬zla

artt¬¼g¬söylenebilir.

Tablo 5.30: Örnek 5.3.3 için eort (n) ortalama hata analizi

n r = 1 r = 2 r = 3 r = 4 r = 5

2 2:3e� 002 6:8e� 004 1:6e� 007 3:6e� 014 0

4 2:5e� 002 1:9e� 004 9:6e� 009 0 0

8 2:0e� 002 1:3e� 004 4:1e� 009 2:0e� 016 5:3e� 016

16 1:7e� 002 9:2e� 005 2:3e� 009 1:1e� 014 1:3e� 015

Tablo 5.31�de ilk iterasyon fonksiyonu y0(x) = 2� ex olmak üzere farkl¬r

iterasyon de¼gerleri için xs = s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬gözönüne al¬narak

sunulan yöntemin belirli x noktalar¬üzerinde hesaplanan mutlak hata sonuçlar¬,

ilk iterasyon fonksiyonu y0(x) = 1� ex olan kuasilineerleştime tekni¼gine ve

Lagrange baz fonksiyonlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi (Maleknejad ve Naja�

2011) ile hesaplanan mutlak hata sonuçlar¬ ile k¬yaslanmaktad¬r. Bu tabloda,
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sunulan yöntemin r = 2 ve r = 5 için çözüme di¼ger yönteme göre daha h¬zl¬

yak¬nsad¬¼g¬görülmektedir.

Table 5.31: Örnek 5.3.3 için jen (x)j mutlak hata kaŗs¬laşt¬rma

Sunulan Yöntem Lagrange Baz Fonksiyonlar¬na
Dayal¬S¬ralama Yöntemi

x n = 3 n = 4 n = 4

r = 2 r = 5 r = 2 r = 5 r = 2 r = 5

0:1 2:3e� 004 1:5e� 016 5:8e� 005 1:7e� 016 2:5e� 003 1:8e� 015

0:2 2:8e� 004 2:7e� 016 3:9e� 005 2:8e� 016 7:9e� 004 6:6e� 016

0:3 2:2e� 004 1:4e� 017 8:7e� 006 3:6e� 017 1:4e� 003 1:5e� 015

0:4 1:3e� 004 6:9e� 017 3:9e� 006 3:5e� 017 1:8e� 003 2:1e� 015

0:5 1:1e� 004 0 3:5e� 005 0 9:0e� 004 1:2e� 015

0:6 2:2e� 004 1:1e� 016 8:4e� 005 5:6e� 017 3:6e� 003 1:1e� 015

0:7 5:5e� 004 0 1:1e� 004 5:6e� 017 1:8e� 002 2:4e� 015

0:8 1:2e� 003 1:1e� 016 3:5e� 005 5:6e� 017 5:5e� 002 1:3e� 015

0:9 2:2e� 003 1:1e� 016 2:3e� 004 1:1e� 016 1:3e� 001 1:5e� 014

Şekil 5.4�te sunulan yöntemin xs = s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬

üzerinde n = 3 ve r = 0; 1; 2 için hesaplanan yaklaş¬k çözüm sonuçlar¬

verilmektedir.

Şekil 5.4: Örnek 5.3.3�ün sunulan yöntem ile farkl¬r de¼gerleri için elde edilen

yaklaş¬k çözüm sonuçlar¬
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Örnek 5.3.4

y(x) =
2x+ 7� 7x4

3
+

xZ
�1

(x+ t)y2(t)dt+

1Z
�1

(x� t)y(t)dt; �1 � x � 1

lineer olmayan Fredholm-Volterra integral denklemini gözönüne alal¬m. Bu

denklemin tam çözümü y(x) = 2x�dir.

Bu problemin sunulan yöntem ile çözümü için ilk iterasyon fonksiyonu

y0(x) = 0 olarak belirlensin. Tablo 5.32�de artan n de¼gerleri için sunulan yöntemin

xs= �1+2s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde hesaplanan ortalama hata

sonuçlar¬verilmektedir. Buradan sunulan yöntemin nümerik sonuçlar¬n¬n artan

r noktalar¬na göre h¬zl¬yak¬nsad¬¼g¬söylenebilir.

Tablo 5.32: Örnek 5.3.4 için eort (n) ortalama hata analizi

n r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6

2 1:6e� 001 3:7e� 002 3:1e� 003 2:6e� 005 7:1e� 008

4 8:2e� 002 6:4e� 003 4:2e� 005 1:7e� 007 6:5e� 008

8 5:0e� 002 1:6e� 003 1:5e� 006 2:6e� 007 1:1e� 007

16 4:1e� 002 1:1e� 003 4:2e� 007 3:5e� 006 9:5e� 007

Örnek 5.3.5 y(0) = 0 başlang¬ç koşulu ile verilen

y0(x) = 2x� 1
2
sin(x4) +

xZ
0

x2t cos(x2y(t))dt; 0 < x; t < 1

lineer olmayan Volterra integrodiferansiyel denklemini gözönüne alal¬m. Bu

denklemin yukar¬da verilen koşullar alt¬ndaki tam çözümü y(x) = x2�dir.

Tablo 5.33�te sunulan yöntemin L2-normu üzerinde y0 (x)= 0 ve

y0 (x)= x olmak üzere iki farkl¬ ilk iterasyon fonksiyonu seçilerek elde edilen

hata sonuçlar¬ ile Block-Pulse fonksiyonlar¬n¬ içeren Hybrid fonksiyonlar¬na

ve Lagrange interpolasyon polinomlar¬na dayal¬ Hybrid yöntemi (Marzban ve

Hoseini 2012) ile elde edilen hata sonuçlar¬n¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ verilmektedir.
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Burada sunulan yöntemin nümerik sonuçlar¬silmeden ekleme tekni¼gi kullan¬larak,

xs =
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬üzerinde hesaplanm¬̧st¬r.

Tablo 5.33: Örnek 5.3.5 için e2 (n) hatas¬n¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Sunulan Yöntem Hybrid

n y0 (x) = 0 y0 (x) = x Yöntemi

r = 2 r = 3 r = 2 r = 3 n = 9 8:8e� 012

2 2:9e� 012 2:9e� 017 6:1e� 017 2:5e� 016 n = 17 3:4e� 012

3 5:2e� 017 2:3e� 016 6:7e� 017 1:3e� 016 n = 19 2:1e� 013

4 2:8e� 016 1:3e� 016 2:9e� 017 2:4e� 017 n = 39 9:7e� 017

Bu tabloya göre daha küçük n ve r de¼gerleri için sunulan yöntemin

nümerik sonuçlar¬, di¼ger yöntemin nümerik sonuçlar¬ndan daha iyi ve daha

etkilidir. Ayr¬ca ilk iterasyon fonksiyonu olarak daha yüksek dereceli polinom

seçimi ve r iterasyon de¼gerinin artt¬r¬lmas¬daha iyi sonuçlar¬n elde edilmesine

öncülük etmektedir.

Örnek 5.3.6 y (0) = 0 başlang¬ç koşulu ile verilen x; t 2 [0; 1] olmak üzere

y0 (x) = �y(x) + 2x+ x2 + x5

10
� 1

32
+ 1

4

1R
0

ty3 (t) dt� 1
2

xR
0

y2 (t) dt

lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denklemini gözönüne alal¬m.

Bu denklemin yukar¬da verilen koşul alt¬ndaki tam çözümü y (x) = x2�dir. Burada

g
�
x; y (x) ; y

0
(x)
�
= y0(x) + y(x) � 2x � x2 � x5

10
+ 1

32
, f (x; t; y (t)) = ty3 (t),

v (x; t; y (t)) = y2 (t), �1 = 1
4
ve �2 = �1

2
şeklinde ifade edilebilir.

Başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayacak şekilde iki farkl¬y0 (x) = 0 ve y0 (x) = x

ilk iterasyon fonksiyonu seçilebilir. Daha yüksek dereceli bir polinom oldu¼gundan

bu denklemin nümerik çözümü için ilk iterasyon fonksiyonunu y0 (x) = x olarak

gözönüne alal¬m. Teorem 3.4.1 gere¼gince, yukar¬daki problemin matris ba¼g¬nt¬s¬

(Gr;0P+Gr;1PN�1
4
Fr;0 +

1
2
Vr;0)Yr+1 = Hr; r = 0; 1; :::

olur. Burada xs2 [a; b] s¬ralama noktalar¬olmak üzere P = [pi;n (xs)], gyr=gy0r=1

oldu¼gundan Gr;0 = Gr;1 = In+1,

100



Fr;0 =

24 1Z
0

3ty2r (t) pi;n (t) dt

35 ; Vr;0 =

24 xsZ
0

2yr (t) pi;n (t) dt

35 ;
Hr =

242xs + x2s + x5s10 � 1

32
+
1

4

1Z
0

�
�2ty3r (t)

�
dt� 1

2

xsZ
0

�
�y2r (t)

�
dt

35
şeklinde tan¬ml¬matrislerdir.

Tablo 5.34�te amaçlanan yöntemin n = 2 ve farkl¬ r de¼gerleri

için xs=
s
n
; s = 0; 1; :::; n s¬ralama noktalar¬ üzerinde silmeden ekleme tekni¼gi

kullan¬larak hesaplanan mutlak hata sonuçlar¬ile üçgensel fonksiyonlar¬kullanan

direk yönteminin (Babolian 2009) ve Sabit nokta yönteminin (Berenguer 2013)

hata sonuçlar¬ kaŗs¬laşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tablo, sunulan yöntem ile elde edilen

nümerik sonuçlar¬n küçük n de¼geri için di¼ger yöntemler ile elde edilen nümerik

sonuçlardan daha etkili oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca bu tablodan amaçlanan

yöntemin artan r iterasyon de¼geri için daha h¬zl¬yak¬nsakl¬¼ga ve daha yüksek

do¼grulu¼ga sahip oldu¼gu söylenebilir.

Tablo 5.34: Örnek 5.3.6 için mutlak hata analizi

n = 2 için Sunulan Yöntem Üçgensel Fonksiyon
Yöntemi

Sabit Nokta
Yöntemi

x r = 0 r = 1 r = 2 r = 3 n = 15 n = 4

0:1 5:7e� 004 1:8e� 008 2:5e� 017 6:1e� 018 9:8e� 004 2:9e� 005

0:2 8:7e� 003 2:9e� 008 3:5e� 017 9:0e� 018 7:0e� 004 1:2e� 005

0:3 1:0e� 003 3:6e� 008 4:2e� 017 1:1e� 017 7:4e� 004 9:0e� 005

0:4 1:1e� 003 4:0e� 008 4:6e� 017 1:2e� 017 1:1e� 003 3:1e� 004

0:5 9:3e� 004 4:1e� 008 4:7e� 017 1:2e� 017 1:6e� 004 1:1e� 004

0:6 6:7e� 004 3:8e� 008 4:4e� 017 1:2e� 017 1:1e� 003 1:0e� 003

0:7 2:5e� 004 3:2e� 008 3:8e� 017 1:0e� 017 8:2e� 004 2:0e� 003

0:8 3:0e� 004 2:2e� 008 2:9e� 017 7:6e� 018 8:2e� 004 2:9e� 003

0:9 1:0e� 003 8:4e� 009 1:6e� 017 4:2e� 018 1:1e� 003 1:1e� 003

1:0 1:8e� 003 8:4e� 009 0 0 1:5e� 004 1:8e� 003
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6. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tez çal¬̧smas¬nda esas amaç; çeşitli lineer ve lineer olmayan

diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri

için genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemleri

geli̧stirmektir. Bernstein polinomlar¬na dayal¬ nümerik yöntemler üretilirken

çözüm fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Bölüm 2.2�de lineer diferansiyel denklemlerin nümerik çözümü için

genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬s¬ralama yöntemi geli̧stirilmi̧stir.

Bu yöntemin kalan hatas¬ için Bölüm 4.1�de Bernstein polinomlar¬n¬n düzgün

yaklaş¬m¬ndan faydalan¬larak hata s¬n¬r¬bulunmuş ve hatan¬n s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬

ispatlanm¬̧st¬r. Bölüm 5�te yöntemin uygulabilir oldu¼gunu göstermek için çeşitli

başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemleri gözönüne al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu yöntem ile

elde edilen nümerik sonuçlar, di¼ger çal¬̧smalarda yer alan yöntemlerle elde edilen

nümerik sonuçlarla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Bölüm 2.3�te lineer Fredholm-Volterra integral denklemlerin nümerik

çözümü için genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ iki tip s¬ralama

yöntemi geli̧stirilmi̧stir. Birinci tip s¬ralama yönteminde sadece çözüm

fonksiyonuna Bernstein polinomlar¬ile yaklaş¬m yap¬l¬rken, alternatif yöntemde

çözüm fonksiyonunun yan¬s¬ra çekirdek fonksiyonlar¬n¬n da tek de¼gi̧skene göre

Bernstein polinomlar¬ ile yaklaş¬m¬ gözönüne al¬nm¬̧st¬r. Burada çekirdek

fonksiyonlar¬n¬n da [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli fonksiyonlar olmas¬na dikkat

edilmelidir. Birinci yöntemin bir dezavantaj¬, birçok say¬da integral hesaplamalar¬

oldu¼gu için program¬n hesaplama süresi uzamaktad¬r. Alternatif yöntemde ise

integraller yerine Bernstein polinomlar¬n¬n temel özelliklerine dayal¬ formüller

kullan¬larak, hesaplamalarda h¬z, zaman ve i̧slem pratikli¼gi aç¬s¬ndan verimlili¼gin

sa¼gland¬¼g¬görülmüştür. Alternatif yöntem için bulunan sonuçlar, yak¬nsaman¬n

çok yavaş oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu nedenle yöntemin elveri̧ssiz ve kullan¬ma

uygun olmad¬¼g¬sonucuna var¬labilir. Bölüm 4.2�de birinci yöntemin kalan hatas¬
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için Bernstein polinomlar¬n¬n düzgün yaklaş¬m özelliklerinden faydalan¬larak bir

hata s¬n¬r¬bulunmuş ve hatan¬n s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Bölüm 5�te iki

yöntemin de uygulanabilir oldu¼gunu göstermek için çeşitli örnekler ele al¬nm¬̧st¬r.

Bölüm 2.4�te en genel gösterime sahip lineer Fredholm-Volterra

integrodiferansiyel denklemlerin nümerik çözümü için genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬na dayal¬bir s¬ralama yöntemi geli̧stirilmi̧stir. Bölüm 4.3�te Bernstein

polinomlar¬n¬n düzgün yaklaş¬m özellikleri gözönüne al¬narak, üretilen yöntemin

hata s¬n¬rlar¬ ve yak¬nsakl¬¼g¬ incelenmi̧stir. Bölüm 5�te sunulan yöntemin

uygulanabilirli¼gini ve kesinli¼gini gösteren birkaç örnek ele al¬nm¬̧st¬r.

Bölüm 3�te kuasilineerleştirme tekni¼gi kullan¬larak, lineer olmayan

diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemler tekrarl¬ olarak lineer

denklemlerin bir dizisi şeklinde ifade edilmi̧stir. Daha sonra bu lineer denklemleri

çözmek için genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi

üretilmi̧stir. Bölüm 5�te üretilen yöntemin uygulanabilirli¼gi ve do¼grulu¼gu çeşitli

örnekler ele al¬narak test edilmi̧stir.

Başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemleri için önerilen yöntem ile eşit aral¬kl¬

xs= a+
(b�a)s
n

ve eşit aral¬kl¬ olmayan xs=
(a+b)�(b�a) cos (�s

n
)

2
s¬ralama noktalar¬

kullan¬larak elde edilen sonuçlar, di¼ger s¬ralama noktalar¬kullan¬larak elde edilen

sonuçlara göre daha etkilidir. Ayr¬ca aral¬¼g¬n her iki uç noktas¬n¬içeren s¬ralama

noktalar¬üzerinde hesaplanan nümerik sonuçlar¬n, aral¬¼g¬n her iki uç noktas¬n¬

içermeyen s¬ralama noktalar¬üzerinde hesaplanan nümerik sonuçlardan daha iyi

oldu¼gu yarg¬s¬na var¬labilir.

m: mertebeden bir denklemin verilen koşullar alt¬ndaki tam çözümü n:

dereceden polinom tipli bir fonksiyon ise n = m için en iyi hata sonuçlar¬elde

edilmi̧s, ancak n > m için hata sonuçlar¬n¬n say¬sal olarak büyüdü¼gü gözlenmi̧stir.

Ancak tam çözüm polinom tipli bir fonksiyon de¼gilse n de¼geri artt¬kça daha iyi

hata sonuçlar¬n¬n elde edildi¼gi görülmüştür.

Bölüm 2.5 ve 3.5�te de¼ginilen çözüm yöntemleri içerisinde n�nin küçük

de¼gerleri için silmeden ekleme tekni¼gi, n�nin de¼geri büyüdükçe ise silerek ekleme
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tekni¼gi daha iyi sonuçlar vermi̧stir.

Başlang¬ç de¼ger problemleri için e¼ger koşullar aral¬¼g¬n sol uç noktas¬nda

tan¬ml¬ ise son sat¬rlar¬ silerek ekleme tekni¼gi, e¼ger koşullar aral¬¼g¬n sa¼g uç

noktas¬nda tan¬ml¬ ise ilk sat¬rlar¬ silerek ekleme tekni¼gi daha etkili sonuçlar

vermi̧stir.

S¬n¬r de¼ger problemleri için e¼ger koşullar aral¬¼g¬n iki uç noktas¬nda

verilmi̧sse, eşit aral¬kl¬noktalar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda genel olarak n�nin küçük

de¼gerleri için baştan ve sondan silerek ekleme tekni¼gi daha etkili iken, n�nin artan

de¼gerleri için ortadan silerek ekleme tekni¼ginin daha etkili oldu¼gu görülmüştür.

Di¼ger yandan eşit aral¬kl¬olmayan noktalarda baştan ve sondan silerek ekleme

tekni¼gi ile hesaplanan nümerik sonuçlar daha etkilidir.

Lineer ve lineer olmayan denklemler için üretilen Bernstein s¬ralama

yöntemi ile elde edilen nümerik sonuçlar, di¼ger çal¬̧smalarda yer alan nümerik

sonuçlarla kaŗs¬laşt¬r¬larak, genel olarak amaçlanan yöntemin verimli ve etkili

oldu¼gu ortaya koyulmuştur.

Üretilen yöntem; problemlere kolay uygulanabilir, bilgisayar ortam¬nda

kolay hesaplanabilir ve zamandan tasarruf sa¼glar.

Lineer denklemler için üretilen s¬ralama yönteminin nümerik sonuçlar¬,

di¼ger yöntemlerin nümerik sonuçlar¬na göre yeterince büyük n de¼gerleri için daha

h¬zl¬ yak¬nsama ve yüksek do¼grulu¼ga sahiptir. Bunun yan¬s¬ra lineer olmayan

denklemler için üretilen s¬ralama yönteminde ilk iterasyon fonksiyonunun polinom

tipli bir fonksiyon olmas¬gerekmez. Ancak ilk iterasyon fonksiyonunun yüksek

dereceden bir polinom olarak seçilmesi, nümerik sonuçlar¬n artan r iterasyonlar¬

için çok h¬zl¬bir şekilde yak¬nsad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Bu tezde yap¬lan çal¬̧smalar, çeşitli konferanslarda sunulmuş, ulusal ve

uluslararas¬dergilerde yay¬nlanm¬̧st¬r.

Sonuç olarak tüm bu olumlu ç¬kar¬mlar do¼grultusunda, lineer ve lineer

olmayan diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklemlerin çözümleri için
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üretilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi, fark

denklemleri, kesirli denklemler, k¬smi türevli denklemler gibi di¼ger tür lineer ve

lineer olmayan denklemleri içeren problemlere uygulanabilir. Bunun yan¬s¬ra

lineer denklemler için araşt¬r¬lan Bernstein polinomlar¬n¬n düzgün yaklaş¬m¬na

dayal¬hata analizleri, lineer olmayan denklemler için de araşt¬r¬labilir. Lineer ve

lineer olmayan denklemlerin nümerik çözümü için çözüm fonksiyonunun tan¬ml¬

oldu¼gu aral¬k sonsuz aral¬¼ga geni̧sletilerek Bernstein polinomlar¬na dayal¬ yeni

yaklaş¬mlar üzerine çal¬̧smalar yap¬labilir.
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9. EKLER

EK A

Örnek 5.2.1. ile verilen

y(4) + y(3) = x� 1; x 2 [0; 1]

y(0) = 1; y
0
(0) = �1; y00(0) = 2; y000(0) = �2

başlang¬ç de¼ger probleminin, Bölüm 2�de de¼ginilen genelleştirilmi̧s Bernstein

polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi ile çözümü için Matlab program¬nda

geli̧stirilen örnek algoritma aşa¼g¬daki biçimdedir:

clear all

clc

syms x

n=input(�n degeri giriniz:�);

% Denklemin mertebesi

m=4;

% Denklemin tan¬ml¬oldu¼gu aral¬¼g¬n uç noktalar¬

a=0;

b=1;

% S¬ralama noktalar¬seçimi

i=0:n;

col=a+(b-a)*i/n;

% Matrislerin boyutlar¬

P=zeros(n+1,n+1); G=zeros(n+1,1); N=zeros(n+1,n+1);

% S¬ralama noktalar¬ üzerinde genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬ ve baz

formlar¬n¬n tan¬m¬

for j=1:n+1;

p(j)=1/(b-a)^n*factorial(n)/(factorial(j-1)*factorial(n-j+1))
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*(x-a)^(j-1)*(b-x)^(n-(j-1));

P(i+1,j)=subs(p(j),col(i+1));

end

P;

% Denklemde yer alan kaynak fonksiyonunun s¬ralama noktalar¬ üzerinde G

matrisi ile gösterimi

for i=1:n+1

G(i)=col(i)-1;

end

G;

% Teorem 2.1.3 ile verilen N matrisinin s¬ralama noktalar¬üzerinde gösterimi

for i=1:n+1

for j=1:n+1

if i==j-1

N(i,j)=(n-i+1)/(b-a);

elseif i==j;

N(i,j)=(2*(i-1)-n)/(b-a);

elseif i==j+1

N(i,j)=-(i-1)/(b-a);

end

end

end

N;

% Teorem 2.2.1 gere¼gince elde edilen W katsay¬lar matrisinin gösterimi

W=P*N^4+P*N^3;

L0=1;

L1=-1;

L2=2;

L3=-2;

U0=P(1,:);

U1=U0*N;

U2=U1*N;
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U3=U2*N;

% Silmeden Ekleme tekni¼gi

WW=[W;U0;U1;U2;U3];

GG=[G;L0;L1;L2;L3];

% Artt¬r¬lm¬̧s matrisin çözümü

Y=linsolve(WW,GG);

% ·Ilk sat¬rlar¬silerek ekleme tekni¼gi

i=0:n-m;

w=W(i+m+1,:);

g=G(i+m+1,:);

WW=[U0;U1;U2;U3;w];

GG=[L0;L1;L2;L3;g];

Y=linsolve(WW,GG);

% Baştan ve sondan silerek ekleme tekni¼gi

i=0:n-m;

w=W(i+m-1,:);

g=G(i+m-1,:);

WW=[U0;U1;w;U2;U3];

GG=[L0;L1;g;L2;L3];

Y=linsolve(WW,GG);

% Son sat¬rlar¬silerek ekleme tekni¼gi

i=0:n-m;

w=W(i+1,:);

g=G(i+1,:);

WW=[w;U0;U1;U2;U3];

GG=[g;L0;L1;L2;L3];

Y=linsolve(WW,GG);

% Ortadan silerek ekleme tekni¼gi

j=1:n+1;

for i=1:n

if n==2*i

W(n/2-1,j)=U0;
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W(n/2,j)=U1;

W(n/2+1,j)=U2;

W(n/2+2,j)=U3;

G(n/2-1)=L0;

G(n/2)=L1;

G(n/2+1)=L2;

G(n/2+2)=L3;

elseif n==2*i+1

W((n+1)/2-1,j)=U0;

W((n+1)/2,j)=U1;

W((n+1)/2+1,j)=U2;

W((n+1)/2+2,j)=U3;

G((n+1)/2-1)=L0;

G((n+1)/2)=L1;

G((n+1)/2+1)=L2;

G((n+1)/2+2)=L3;

end

end

W;

Y=linsolve(W,G);

% Problemin üretilen yöntem ile elde edilen yaklaş¬k çözümü

y_n=p*Y;

%Problemin gerçek çözümü

y=1-x+x^2-x^3/3+x^4/24;

% S¬ralama noktalar¬üzerinde mutlak hata

e_n=abs(subs(y-y_n,col));

fprintf(�e_n=%1.2gnn�,e_n);

% S¬ralama noktalar¬üzerinde maksimum hata

e_max=norm(e_n,inf);

fprintf(�e_max=%1.2gnn�,e_max);

% S¬ralama noktalar¬üzerinde ba¼g¬l hata

e_bagil=e_n/abs(subs(y,col));

117



fprintf(�e_bagil=%1.2gnn�,e_bagil);

% S¬ralama noktalar¬üzerinde ortalama hata

e_ort=mae(e_n);

fprintf(�e_ort=%1.2gnn�,e_ort);

% S¬ralama noktalar¬üzerinde ortalama kare hata

e_kare=mse(e_n);

fprintf(�e_kare=%1.2gnn�,e_kare);

S¬ralama noktalar¬üzerinde ortalama kare hatan¬n karekökü

e_kok=sqrt(e_kare);

fprintf(�e_kok=%1.2gnn�,e_kok);

Katsay¬lar matrisinin koşul say¬s¬

K=cond(WW);

fprintf(�K=%1.2gnn�,K);
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EK B

Örnek 5.3.6�da y (0) = 0 başlang¬ç koşulu ile verilen x; t 2 [0; 1] olmak

üzere

y0 (x) = �y(x) + 2x+ x2 + x5

10
� 1

32
+ 1

4

1R
0

ty3 (t) dt� 1
2

xR
0

y2 (t) dt

lineer olmayan Fredholm-Volterra integrodiferansiyel denkleminin, Bölüm 3�te

bahsedilen genelleştirilmi̧s Bernstein polinomlar¬na dayal¬ s¬ralama yöntemi

ile çözümü için Matlab program¬nda geli̧stirilen örnek algoritma aşa¼g¬daki

biçimdedir:

clear all

clc

syms t

n=input(�n degeri giriniz:�);

a=0;

b=1;

i=0:n;

col=a+(b-a)*i/n;

P=zeros(n+1,n+1);F=zeros(n+1,n+1);V=zeros(n+1,n+1);

N=zeros(n+1,n+1);G=eye(n+1,n+1);H=zeros(n+1,1);

for j=1:n+1;

p(j)=1/(b-a)^n*factorial(n)/(factorial(j-1)*factorial(n-j+1))

*(t-a)^(j-1)*(b-t)^(n-j+1);

P(i+1,j)=subs(p(j),col(i+1));

end

P;

for i=1:n+1

for j=1:n+1

if i==j-1

N(i,j)=(n-i+1)/(b-a);

elseif i==j;
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N(i,j)=(2*(i-1)-n)/(b-a);

elseif i==j+1

N(i,j)=-(i-1)/(b-a);

end

end

end

N;

% Problemin gerçek çözümü

y=t^2;

% ·Ilk iterasyon fonksiyonunun seçimi

% y0=0;

% y0=t;

s=1:10;

t_s=s/10;

% ·Iterasyon ile denklemin yaklaş¬k çözümünü bulma i̧slemleri

r=0;

total=4;

while r < total

for i=1:n+1

for j=1:n+1

H(i)=double(int(y0^2,t,0,col(i)))/2-double(int(t*y0^3,t,0,1))/2

+2*col(i)+col(i)^2+(col(i)^5/10)-(1/32);

F(i,j)=3*double(int(t*y0^2*p(j),t,0,1));

V(i,j)=2*double(int(y0*p(j),t,0,col(i)));

end

end

W=G*P+G*P*N-1/4*F+1/2*V;

U0=P(1,:);

L0=0;

WW=[W;U0];

HH=[H;L0];

Y=linsolve(WW,HH);
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% Problemin, üretilen yöntem ile elde edilen yaklaş¬k çözümü

y_n=p*Y;

% t_s noktalar¬üzerinde hesaplanan mutlak hata

e_n=abs(subs(y-y_n,t_s));

% r. iterasyon fonksiyonu için s¬ralama noktalar¬üzerinde mutlak hata

E_r=abs(subs(y_n-y0,col));

y0=y_n;

r=r+1;

fprintf(�r=%1.0fnn�,r);

fprintf(�e_n=%1.2gnn�,e_n);

fprintf(�E_r=%1.2gnn�,E_r);

end
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