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Bu yiiksek lisans tezi ti¢ bolimden olusmaktadir.
Birinci boliimde Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin tarihsel gelisme

siirecinden bahsedilmis, tiirleri iizerinde durulmus ve solitonlar hakkinda bilgi
verilmistir. Daha sonra da KdV denkleminin varlik ve tekligi incelenmistir.

ikinci boliimde cesitli KdV denklemleri iizerinde sirastyla backlund
déniisiim, ters doniisiim, siniis-kosiniis, tanh, tstel fonksiyon, (G'/G)-agilim ve
Jacobi eliptik fonksiyon agilim metotlart kullanilarak analitik ¢Oziimlere yer
verilmistir.

Ugiincii bolimde ise farkli KdV denklemleri tizerine sirasiyla Adomian
ayrisim, varyasyonel iterasyon, diferansiyel doniisiim, indirgenmis diferansiyel
déniisiim, homotopi pertiirbasyon ve homotopi analiz yéntemleri uygulanmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Korteweg-de Vries denklemi, Solitonlar, Analitik
ve yaklasik ¢oziimler
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ABSTRACT

SOME ANALYTICAL AND APPROXIMATE SOLITIONS OF
KORTEWED-DE VRIES EQUATION
MSC THESIS
SEVIL CULHA
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, DECEMBER 2014
1

This thesis is consisted of three chapters.

In the first chapter, historical development process of Korteweg-de vries
equation is mentioned, types of equation are emphasized and information about
solitons is given. Then, existence and uniqueness of Korteweg-de Vries (KdV)
equation is explained.

In the second chapter, analytical solutions are adverted by using a
bicklund transform, inverse scattering transform, sine-cosine, tanh, exponential
function, (G'/G)-expansion, Jacobi elliptic function expansion methods on various
KdV equations in respectively.

In the third chapter, approximate solutions are obtained by using Adomian
decomposition, variational iteration, differential transform, reduced differential
transform, homotopy perturbation and homotopy analysis methods on different
kinds of the KdV equations.

1KEYWORDS: Korteweg-de Vries equation, Solitons, analytical and approximate
“solitions
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1. GIRIS

Korteweg-de” Vries (KdV) denklemi sig su dalgalari, yogun tabakali
okyanuslardaki biiyiik i¢ dalgalari, plazmadaki iyon ses dalgalari, kristal kafesteki'
ses dalgalar1 gibi 6nemli fiziksel sistemlerde ortaya ¢ikmig bir lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemdir.

1.1 KdV Denkleminin Tarihsel Gelisim Siireci

KdV denkleminin ortaya ¢ikisi ilk olarak 1834’te Edinburgh-Glasgow
kanalinda Russell”’in gozlemiyle baslar. Russell bu gozlemini 1844’te Ingiliz

derneginin 14. toplantisinda “Report on Waves” bildirisinde soyle ifade etmistir:

“Onunla ilk karsilagtigim durumu anlatarak olaya en iyi girisi yapabilecegime
inantyorum. Dar bir kanalda iki beygir giiciiyle ge¢cmekte olan botun hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durdugunda kanaldaki su kiitlesi durmadi. Bu su
kiitlesi siddetli ¢alkanti ile botun bag kisminda birikti ve sonra da aniden arka
tarafa yayilmaya baslad:. Biiyiik bir hizla éne dogru tek basina bir su dalgasinin
geldigini, bu yuvarlanmug, belirgin ve iyi tammli su kiitlesinin hizi azalmadan ve
sekli degismeden kanal boyunca ilerleyigine devam ettigini fark ettim. Onu at
sutinda takip ettim ve ona yetistigimde saatte yaklasik 8-9 mil hizla ilerleyisine
devam ettigini gordiim. Otuz metre uzunlugunda ve yarim metre yiiksekligindeki
orijinal seklini korudu. Dalgamn boyu giderek azaldi ve bir veya iki mil takip

ettikten sonra kanalin donemecinde kaybettim.” (Drazin ve Johnson 1989).

Russell gozlemledigi bu dalgayr “biiyiik translasyon dalgasi (great wave of
translatiéln)” olarak isimlendirmistir. Ayrica Russell 1845°de yayinladig: bildirisinde
biiytik, ggnlikli dalgalarin kii¢iik olanlara gore daha hizli oldugunu gostermistir

(Russell 1845).

& Bir katinin atom veya iyonlar1 kendini ii¢ boyutta yineleyen bir 6riintii icinde dizilmisse, bu yapiya
* kristal kafes denir.
2 John Scott Russell (1808-1882), Iskogyali, gemi insaat miihendisi.

1
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Sekil 1.1: 1995’de Union Kanal’mda Russell’n kesfettigi dalganin canlandirilmasi

Bilim adamlar1 Russell’dan onlarca yil sonra dalgalarin farkli 6zelliklerini
kesfedebilmis, yayilis ve birbirinden gegis 6zelliklerini fark edebilmiglerdir. Nitekim
Russell’dan sonra 1847°de Stokes® ve 1872°de Boussinesq® gibi birgok matematikgi
bu dalgalardan bahsetmistir (Ozdemir 2009).

Russell’in kesfinden 60 yil sonra, su an Korteweg-de Vries denklemi olarak
bildigimiz denklem ilk kez Korteweg™in 6grencisi olan Vries®in Amsterdam
Universitesi'nde 1 Aralik 1894’te savunulan doktora tezinde goriilmiistir (Kox

1995).

1995 yilinda Union Kanal’inda Russell’in kesfettigi dalga tekrar
canlanghﬁlmlstlr (Porter ve dig. 2009). Bu Sekil 1.1°de gosterilmigtir.

I
F )
W

? George Gabriel Stokes (1819-1903), Irlandali, matematikgi ve fizikgi.

* Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929), Fransiz, matematikgi ve fizikgi.

* Diederik Johannes Korteweg (1848-1941), Hollandali matematikgi iilkesinde “adeta efsanelesen bir
figiir, Armsterdam Dogal Bilimler Fakiiltesi’nin hayatta kalan son kahramani” olarak
nitelendirilmistir. Fizik¢i Van der Walls rehberliginde doktora tezini yazmis ve sonraki yillarda

¢ birlikte calismiglardir. Yalniz matematikle degil bunun yaninda mekanik ve astronomi konulariyla

¢ ' da ilgilenmistir. En tinlii 6grencisi, yetenegiyle taninmis olan soyut matematik¢i L.E.J. Brouwer’dir.
® Gustav de Vries (1866-1934), Hollandali, matematikgi, D.J. Korteweg’in doktora 6grencisi.

2
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Giiniimiizde KdV denklemi olarak bilinen denklemin en basit formu

u+auu +u,, =0, (>0, —0<x<© (1.1)

seklinde {iciincii mertebeden lineer olmayan bir denklemdir. KdV denkleminde alt
simgeler kismi tiirevleri belirtir. @ bir parametredir ve yaygin olarak a=+1 veya

a=16 degerleri ile kullanilir. u, bir boyutlu yayilan dalganin zaman degisimini

niteler, lineer olmayan terim wu,_ dalganin yiikselisini, u_  lineer terimi dalganin

XXX

yayilma veya dagilmasini ifade eder (Wazwaz 2009).

Korteweg ve Vries’in denklem iizerindeki ¢alismasindan sonra, Zabusky ve
Kruskal’in (1965) KdV denkleminin soliter dalga ¢oziimlerinin ¢nemli 6zelliklerini
kesfetmesi, KdV’ye gore Cauchy problemlerinin ¢oziimleri i¢in Ters Sagilma
doniisimiiniin Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafindan bulunmasi, modern
lineer olmayan matematik biliminin gelismesinde en ¢ok ¢i8ir agan iki gelisme
olarak durmaktadir. Integrallenebilen sistemlerin tamami 1967’ ye kadar kesfedildi.
KdV kesinlikle en ¢ok anlasilan, makroskopik olay ve siireglerin uygulamalari i¢in

muhtemelen en 6nemlisidir (Crighton 1995).

1.2 KdV Denkleminin Tiirleri

Standart KdV denklemi ti¢iincii mertebeden lineer olmayan bir denklemdir.
Bununla birlikte KdV denklemleri 3, 5, 7 veya daha fazla mertebede goriilebilir. Bu
bolimde en ¢ok karsimiza cikan tigiincii mertebeden KdV denklemleri lizerinde
duracagiz. uu ’in lineer olmama durumunda degisimler iceren diger degistirilmis
tiirlerini de inceleyecegiz. Daha ayrntih bilgi i¢in Wazwaz (2009) kaynagina

bakllabi}ir. Her bir ¢esidinin tam analizini simdi irdeleyelim.

.x*uzay ve ¢ de zaman degiskeni olmak lizere u(x,7) fonksiyonunun iigiinci
&

mgrteﬁeden Korteweg-de Vries denklem ailesi

I

u + fu, +u,, =0 (1.2)

seklindedir. f(u)u, ve u,, ’in katsayilari olarak sabit sayilar kullanilabilir. Ama bu

sabit sayilar bazen gelmeyebilir. (1.2) denklemi asagidaki formlarda goriilebilir.

3




a) Tam integrallenebilir (complete integrability) olmasi i¢in uygun olan =6 c¢arpam

ile yani f(u) =+6u icin

u, *6uu, +u, =0 (1.3)

standart KdV denklemlerinden birini elde ederiz. Ayrica f(1) =+u da kullanilabilir.

Tam integrallenebilmesi KdV denkleminin N-soliton ¢6ziimlerine sahip olmasi

anlamina gelir.

b) f(u)=a ve u_ ’in katsayist B olmak lizere (1.3) denkleminin genellestirilmis

hali

u, +ouu, + pu,, =0 (1.4)

prag

seklindedir.

¢) f(u)=6u" i¢in degistirilmis (modified) KdV (mKdV) denklemi diye

adlandirdigimiz denklem

u +6u'u, +u, =0 (1.5)

seklinde verilir. mKdV denklemi, KdV denklemiyle her ikisinin de tam
integrallenebilir ve her biri sonsuz sayida korunumlu biiytikliikler olmasi bakimindan
ozdestir. mKdV denklemi elektrik devrelerinde ve ¢ok bilisenli plazmalarda goriiliir.
mKdV denklemi rasyonel fonksiyon formundaki cebirsel soliton ¢oztimlerini verir.
mKdV denkleminin cebirsel solitonlarin kararlilik ve kararsizlik durumlar
derinlemesine Ablowitz ve Clarkson (1991), Ablowitz ve Segur (1981) tarafindan

arastirilmagtir.

d [ (;t):au”, n>3 i¢in genellestirilmis (generalized) KdV (gKdV) diye
adland11r?d1g1m1z denklem

i

u+ou'u +u, =0, nx3 (1.6)

1
seklinde “verilir. KdV ve mKdV denklemlerinin aksine genellestirilmis KdV

denklemi 7 >3 i¢in integrallenemez ve dolayisiyla ¢oklu soliton ¢ézlimleri vermez.

se) f(u) = au, igin potansiyel KdV denklemi diye adlandirdigimiz denklem




u +o(u,) +u,, =0 (1.7

seklinde verilir. Potansiyel KdV denklemi standart KdV denklemindeki u=v,

diizenlenmesi ve olusan denklemi x’e gore integrallenmesinden elde edilebilir

(Drazin ve J ohnson 1989).

) f(w)=2au-3pu*, o, >0 i¢in Gardner denklemi veya KdV ve mKdV

denklemlerinin birlesimi diye adlandirdigimiz denklem

u, +Qou—=3pu ) +u_ =0 (1.8)

seklinde verilir. Gardner denklemi plazma fizigi, akiskan fizigi, kuantum alan teorisi
gibi fizigin g¢esitli alanlarinda olduk¢a kullanilmaktadir. Denklem okyanus
dalgalarinda 6nemli bir rol oynar. Gardner denklemi, i¢ dalgalar1 a¢iklamakta ve tanh
tipli ¢oziimleri oldukga ilging kabul etmektedir. Gardner denklemi literatiirde biitiin
yonleriyle  arastirilmaktadir.  Ciinkii  denklem nonlineer olay tiirlerinin

modellenmesinde kullanilmaktadir.

g) f(u)=ow"—pu”" igin iki lineer olmayan ter ile diger genellestirilmis KdV

denklemi olan
u, + (o’ = puYu, +u_ =0 (1.9)

elde ederiz. Bu son denklem nonlineer uzun tipli ses dalgalarinin yayilimini
modeller. (1.9) denklemi karakteristik yon boyunca nonlineer dalgalarin yayiliminda
giigsiiz dagitici etkilerin tanimi i¢in yaklasitk model verir. KdV ve mKdV
denkleminin birlesimi olarak da isimlendirilen iyi bilinen Gardner denklemi, (1.9)
denkleminde n =1 alinarak da elde edilebilir. Ayrica (1.9) denklemi birgok bilimsel

uygulamalarda goriiliir ve solitonlarin ¢esitliligine neden olur.

A 1.3 Solitonlar

John Scott Russell 1834’te gozlemledigi Sekil 1.2°deki tek (soliter) dalga’y1
ve gozlemlerini “Report on Waves” adli makalesinde anlatmigtir. Yaptif1 birgok

deneysel ¢alismadan sonra, birinci mertebeden dalganin hizi igin



c=~/g(h+k) (1.10)

formunda bir bagint: bulmustur. g yer ¢ekimi ivmesini, # durgun stvinin derinligini,

k maksimum dalga yiiksekligini (durgun yiizeyin iizerindeki doruk) ve ¢ de soliter
dalgamn iletim hizinr temsil etmektedir. Dolayisiyla soliter dalganin hizi, genligi ile

orantili oldugu sdylenir.

u(x,f) 4 A

e o

h
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Sekil 1.2: Soliter dalga

Daha sonra Korteweg ve de Vries tarafindan soliter dalga ¢oziimii olarak

u(x,t)= f(x—ct) (1.11)

formu one siriildii. Burada c¢ sabiti dalga yayilim hizim ve f herhangi bir

fonksiyon belirtmektedir. Ayrica ¢>0 igin dalga pozitif x ydniinde hareket

ederken, ¢ <0 i¢in dalga negatif x yénﬁnde hareket eder (Wazwaz 2009).

Korteweg ve de Vries’in buldugu soliter dalga ¢oziimii, lineer olmama ve
dagilim arasindaki hassas bir denge sonucu olusmustu. Hollandali matematikgiler
ayrica denklemin periyodik ¢éziimlerini bulmuslar ama genel ¢oziimlerini iretmede
basarisiz olmuslardi. Béylece onlarin galigmalar1 ve Russell’m gozlemlerinin hepsi
anlasllm%zhga diismiisti. Bundan dolayr da matematikgiler, fizikgiler ve
mﬁhenhiglerin su dalgalanyla ilgili ¢aligmalar1 dikkate almmamisti. Nihayet
1960’1arda Zabusky ve Kruskal KdV denkleminin soliter dalga ¢6ziimlerinin onemli
ozelliklerini kesfetmislerdi. KdV denkleminin analitik ¢dziimii zor oldugundan
baslangi¢ kosullan ile ardigik yaklasim gozlenmesi igin niimerik simiilasyonlar

‘fkullanmlslardl. Zabusky ve Kruskal KdV denkleminin ¢oziimlerini belirtmede,




soliter dalga terimleri icin yaygin sekilde kullamlan soliton kelimesini kullandilar

(Porter ve dig. 2009).

Sekil 1.3°de gosterildigi gibi lineer olmayan dalgalar giigli bir sekilde
etkilesimde bulunab;lir ve daha sonra higbir etkilesimde olmamis gibi yollarina
devam ederler. Iste “ bu kimlikleri korunan ve degismeden devam eden dalgalara
solitonlar denilmektedir. Solitonlarin kesfinden sonraki yillarda uzun stire ¢alisildi.
Boylece soyut ve uygulamali matematigin farkli dallarinda ortaya gikan bir siirii yeni

goriigiin agiklanmasim sagladi.

Aulet;)
) K
0 X
1 u(x,t,)
0 x

Sekil 1.3: Iki solitonun etkilesimi (¢, >¢,, I, > 1))

Aslinda solitonun gegerli ve tam tanimiu vermek kolay degildir. Bununla
birlikte soliton nonlineer denklem veya sistemlerin herhangi bir ¢oziimii olarak ifade

edilebilir. Solitonlar asagidaki ortak 6zelliklere sahiptir:

(i) kalic1 formlu dalgay: temsil eder.
(ii) azalacak ya da sonsuzda sabite yaklasacak bigimde simirlandirilmistir.
@ii) diger solitonlarla giiglii bir sekilde etkilesime girebilir ve ¢arpismadan

:etlkilenmeden ¢ikar.

KAV denklemi ve diger benzer denklemlerin igeriginin soliter dalga olarak
tek soliton ¢oziimden bahsetmesi miimkiindiir. Ama ¢6ziimde birden fazlasi
goziiktigii zamanlarda solitonlar diye adlandirlir. Bunu agiklamanin diger bir yolu

.herhangi bir solitonun diger solitondan aynldigi zaman solitonun soliter dalga

olmastdir. Ayrica KdV disindaki denklemler igin soliter dalga ¢6zimi sech’
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fonksiyonu olmayabileceginden bahsetmeliyiz. Omegin; sech fonksiyonu ve
arctan(e”™) fonksiyonu ile de karsilasabiliriz. Dahas1 KdV denklemi gibi denklemler

solitonlar olan soliter dalgalara sahipken, bazi nonlineer sistemler soliter dalgalara

sahip ama solitonlara sahip degildir.

Daha genis bilgi i¢in Drazin ve Johnson (1989) kaynagina bakilabilir.

1.4 KdV Denklemi I¢in Varhk ve Teklik

Miura, Gardner ve Kruskal (1968), KdV denkleminin dikkat edilmesi gereken
ozelliklerden bir tanesi olan enerji integrallerinin sonsuz sayida var oldugunu
gosterdiler. Daha sonra Kametaka (1969), Bona ve Smith (1975), KdV denklemi i¢in
baslangi¢ deger probleminin bir tek global ¢oziimiiniin varhigini ispatladilar. Temam

(1969), denklemin bir tek periyodik ¢6ziimii var oldugunu gosterdi.
Korteweg-de Vries denkleminin baglangi¢ deger problemini

u, +uu, +u, =0, >0
(1.12)
U(X,O):g(X), —O <X <®©

seklinde ele alalim (Drazin 1983). Baslangig deger probleminin bir tek diizgiin

¢6ziimiiniin var oldugunu ispatlamak i¢in

2

d'g
dxn

n=01234 i¢n | <o (1.13)

kosulu (Bona ve Smith 1975), belirli bir 6zdeger problem ¢oziimiine sahip olmasi
icin de

o

j(1+|x|)[g(x)|dx<oo (1.14)

—00

kosulu (ﬁaddeev 1958) kullanilir.

Baslangi¢ ve smir deger problemi ise bir ucunda dalga yapiciyla suyu igeren
bir diizgiin a¢ik kanalin matematiksel modeli olarak diistiniilebilir. Bu baglangi¢ ve

simir deger problemini



R*x(0,T) iizerinde, u, +u,, +uu, =0;
xeR"igin, u(x,0)=u,, (1.15)
u(0,/))=0 ve x—>o igin u(x,1)—>0
seklinde ele alalim. Eger u,, > (R+)7 icinde ise (1.15)’in bir zayif global ¢oziimii
var oldugu gosterilir. u,, W;~ (R*) icindeyken ||u0|| ., kigtikse 0 zaman, T =7 ile

R*x(0,7;) tizerinde (1.15)’in bir tek klasik ¢6ziimii vardir (Ton 1977).

PR

u,.’in isareti degistiginde baglangi¢ sinir deger problemini

R*x(0,T) tizerinde, wu, —u,, +uu,=0;

(1.16)
u(x,())zuo, u(O,t):ux(O,t):O, X — o u(x,t)——)O

seklinde ele alalm. Eger |u,|,, kigik ve T=7 iken u,, W’ (R*) iginde ise
R*x(O,ﬂ) tizerinde (1.16)’min bir tek zayif ¢oziimiin var oldugu gosterilir. u,,
w2 (]R*) icindeyken ¢oziim klasiktir (Ton 1977).

Ayrica KdV denkleminin

u,—uu, —u, = f(x,1) (x,1)eR'x(0,0)

1.17)
u(x,0) = g(x) xeR!

seklindeki Cauchy problemi igin varlik ve tekligine Kametaka (1969) kaynagina
bakilabilir.

7 D=0/dx olmak tzere, W**(R*)={u:0<j<k igin D'u, I*(R") igindedir} bir Sobolev
uzay ve [ul, , = {Zi‘—o |D7 u||2}1/2 normu ile bir Hilbert uzayidir. Wy (R*), |. |, , normuna gére
< ; - ;

Cy (R*)’mn (R* iginde kompakt dayanakla biitiin sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlar ailesi)
tamlamasidir.




2. KdV DENKLEMI iCIN TAM COZUM YONTEMLERI

Bu béliimde é€le alinacak olan KdV denklemi genel olarak
u,+6u"u +u, =0

formundadir. Burada u =u(x,t) dalga fonksiyonudur. ¢, dalga ytiziiniin h1z1 olmak

iizere baz1 n degerleri i¢in spesifik tam ¢oziimler Tablo 2.1°deki bicimde belirlenir

(Helal ve Mehanna 2007):

Tablo 2.1: Genel KAV denkleminin n degerleri i¢in spesifik tam ¢oziimleri

n u(x,t)

1 %sechz(%(x—ct)j

2 \/Zsech(«/z(x—ct))

3 i/%seché (%\/Z(x—ct))

4 (&)i sech% (2\/2(76 —Cf))

2

5 (k)é seché (é \/;(x— ct))

2 2

6 (Mﬁ)% seché (3\/;(x —ct))

3

%

. " Simdi bu bélimde cesitli KAV denklemleri iizerinde sirasiyla bicklund
déniisiim, ters sagilma doniisiim, siniis-kosiniis, tanh, iistel fonsiyon, (G'/G)-agilim
ve jacobi eliptik fonksiyon agilim metotlar1 kullamilarak analitik ¢oziimler elde

edilecektir.
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2.1 Bédcklund Déoniisiim Yontemi

Bicklund doniisiimleri, diferansiyel geometri ve diferansiyel denklemlerin
teorilerinde kullamlmak i¢in L. Bianchi' ve A.V Bicklund® tarafindan 1880°li
yillarda gelistirilmigtir. Bé#cklund dontistimlerinin ¢ikig noktasi, Sekil 2.1°de

gosterilen aykir1 kiiresel yiizeylerin doniistimleridir. Bécklund doniistimlerine en
basit 6rnek Cauchy Riemann baglntllarldlr3 . Ayrica Bécklund doniistimleri, ters

sac¢ilma metodunun uygulanabilmesiyle de iligkilidir (Drazin 1983).

Sekil 2.1: Aykiri kiiresel ylizey

KdV denkleminin Bicklund doniisiimiiyle ¢6zimiinii ve nonlineer
sliperpozisyon prensibi ile de yeni ¢6ziimlerin elde edilmesini Drazin ve Johnson

kaynagi (1989) ele alinarak verilecektir.
Miura doniistim{,
u=v'+v, 2.1)
seklinde ifade edilir. Eger v,

v,—=6vv +v, =0 (2.2)

deistirilmi@ KdV denkleminin bir ¢6ziimii ise o zaman u,
;W

' Luigi Bianchi (1856-1928) italyan, matematikgi.
; Albert Victor Bicklund (1845-1922) Isvegli, matematikgi ve fizikgi.
* Bir gergel degerli fonksiyon ¢ifti #(x,y) ve v(x,y) i¢in yazilan Cauchy Riemann bagintilari

Ou/dx=0v/dy ve Ou/dy=—0v/dx seklindedir.

11
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u,—6uu, +u,, =0 23)

KdV denkleminin bir ¢dziimiidiir. (2.1) doniistimiint kullanarak (2.2) denkleminde
yiiksek mertebeli tiirevleri yok edebildigimizden, (2.1) ve (2.2) denklemini KdV
denklemi i¢in Bicklund doniisiimii olarak ele alinabilir. Bununla birlikte en uygun

doéniisiim Wahquist ve Estabrook (1973) tarafindan gelistirilmisgtir.

Ik olarak KdV denkleminin Galilean degismezi* oldugunu hatirlayalim. Bu

yiizden u yerine u— A ile ¢aligabiliriz. Boylece A ’nin bir reel parametre oldugu
u=A+v: +v, (2.4)
denklemi yazilabilir. Sonra da KdV denklemi
v, —6(v' + A, +v,, =0 2:9)

haline gelir; 6yle ki (2.5) ve (2.4) denklemleri # igin (2.3)’deki orijinal KdV
denklemini ifade eder. Dahasi eger v, (2.5) denkleminin bir ¢6zlimii ise o zaman —v

de bir ¢6ziimiidiir. Bu da bizi, verilen v ve A igin
U =A+v +v,; u, =A+v —v,
seklinde tanimlanan #, ve u, ad1 verilen iki fonksiyona gotiiriir. Burada
u—u, =2v, ve u+u,=2(A+v?) (2.6)

denklemleri ¢ikar. Bu asamada

ow,
u =—-= 2.7
T 2.7)
ek dénﬁéiiimﬁnﬁ ileri siirmek uygun olur. Boylece (2.6) denklemleri sirasiyla
P w—w, =2v (2.8)
ve
W +w,), =24+3 (W, -w,)’ 2.9)

* Galilean degismezi, tiim eylemsizlik gergeveleri igindeki hareket kurallarinin ayni oldugunu agiklar.
Omegin; geminin hareket halinde mi yoksa sabit mi oldugunun segilememesi.
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haline gelir ((2.8) denklemi, (2.6)’daki ilk denklemin x’e gore bir kez

integrallenmesiyle elde edilir. Ama sonugtaki keyfi fonksiyon u,’yi diizeltmeksizin
w, ’nin taniminin igine alinabilir). (2.9) denklemi, (2.7) denklemi aracilifiyla KdV
denkleminin ¢6ztimlerini tretmek i¢in w; ve w, sirastyla Backlund dontisimiiniin

bir pargasini olustu}ur. Son olarak (2.6) ve (2.8) denklemlerini kullanarak (2.5)

denklemi,

(W —wy), =3(wi, =W, )+ (W —w,),, =0 (2.10)

XXX

olarak yazilabilir. (2.9) ve (2.10) ((2.7) ile birlikte) denklemleri KdV denklemi i¢in
auto-Bicklund déniisiimiinii olusturur. (2.9) denklemi dontigimiin x kismuni ve

(2.10) denklemi de doniisiimiin ¢ kismini ifade eder.

Oncelikle sifir ¢6ziimiinden baslayabiliriz. Biitiin x ve #’ler i¢in w,(x,£)=0

olsun. O zaman (2.9) denklemi
w, =22+1iw! (2.11)

haline gelir. Dogrudan integralini aldigimzda A=-x°(<0) ve f bir keyfi

fonksiyon olmak tizere

w,(x,t) = —2xtanh{xx+ f(¢)} (2.12)
elde ederiz. ¢ ’ye bagimli olan (2.10)’da w,(x,7) =0 alinarak
Wlt - 3Wl2x + wlxrx = O

haline gelir. Simdi (2.11) denkleminden

% 0
: _ 2 2
. Wi =— (W, ) =W, +Wiw,,

’ £ Ox
elde ederiz. Eger (2.11) denklemi tekrar kullanilirsa

wy, = 2w, (W, —3w) =0
(2.13)
: w, +4x’w, =0

13



olarak yazilabilir. g keyfi fonksiyonu i¢in (2.13) denkleminin genel ¢6ziimii
w,(x,1) = g(x—4K71)

oldugundan, o zamaI} (2.12) denklemiyle tutarlilig1 i¢in x, keyfi sabit olmak tizere

[

f@= —4K’t— KX,
elde ederiz. Boylece Biacklund dontisiimleri olan
w,(x,1) = —2xtanh{x(x — x, —4x°t)} (2.14)
¢oziimii ve (2.7) denkleminden
u, (x,t) = =2 sech’ {xc(x — x, —4x71)}

KdV denkleminin tek dalga ¢oziimiinii elde ederiz. (Dikkat edelim ki eger |w,| <2«

ise (2.12) ¢6ziimii gegerlidir. Ama |w,| > 2k ise 0 zaman
w,(x,1) = —2xcoth{x(x—x, — 4x’t)}

bir tekil ¢oziimdiir.)

KdV denkleminin tekil dalga c¢oziimiinii elde etmek i¢in Bécklund
doéniisiimiiniin nasil kullanilabildigini gosterdik. Bu yontem, (2.14) denkleminde

¢6ziimiin w, seg¢ilmesiyle devam ettirilebili. Bu yolla KdV denkleminin

¢oziimlerinden kompleks olanlart devamli olarak bulunabilir. Bununla birlikte biitiin
bunlarda rahatsiz edici taraf, her yeni ¢oziim x’e ve ¢’ye gore integrallerini almay1
gerektifir. Simdi daha fazla integrallemeye basvurmadan KdV denkleminin

gﬁzﬁmléiini elde etmek i¢in giizel bir yontem ifade edecegiz.

'(').iﬂlcelikle ¢oziimleri w, olarak yeniden isimlendirelim. Verilen w, aym
¢oziimiinii kullanarak ama A’nmin iki farkli degeriyle (A4, ve 4,), Bécklund
doniigiimiinden w, ve w, iki ¢oziimii irettigimizi varsayalim. Boylece (2.9)

denklemini
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W, +wy), =24 +5(w, —w,) 2.15)
(w, +wy), = 24, +%(W2 _Wo)2

seklinde iki formda yazabiliriz. Simdi w; ve A, ’den diger ¢6ziim olan w;, ve benzer

sekilde w, ve 4, ’den bir w,, ¢dziimiinii olustururuz. Béylece,

(W, +w), =24, +3(w, _W1)2

(Wy +w,), =24, +5(wy, _Wz)2

(2.16)

elde edilir.

Sekil 2.2: Bianchi’nin degistirilebilirlik teoreminin diyagram ile temsil edilisi.

Devam etmeden o6nce Bécklund doniisiimlerinin teorisinden Onemli bir
sonuca ihtiyacimiz vardir. Bianchi’nin degistirilebilirlik teoremi (Eisenhart 1909),

ifade eder ki eger w,, ve w,, yukaridaki gibi belirtilirse, 0 zaman
Wi =Wy (2.17)

dir (Teérem Sekil 2.2’deki diyagram ile temsil edilmistir). Bu teorem genis capta
uygulanébilir ve Ozellikle simdi gérecegimiz gibi olusum (evolution) denkleminin

¢oklu soliton ¢oziimlerinin iiretiminde kullanilir.

(2.16) denklemlerinin farkindan (2.15) denklemlerinin farkini ¢ikaririz.

0402 = 2+ {0na =) =y =) =00 =)+ 0, =)’}
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denkleminin sol tarafin1 sifir yapmak igin (2.17) denklemini kullamniz. (2.17)

denklemini tekrar kullanarak w,(=w,,) i¢in ¢6zmek, basit cebirsel terim olarak

ifade edilen w,, yi asagidaki gibi elde etmemizi saglar:

AT, (2.18)

W =W,

Wi =W,

Islem tam olarak calismasa da, agik bigimdeki KdV denkleminin ¢dziimlerini
olusturmak miimkiindiir. (2.18) denklemi, KdV denkleminin ¢dziimlerini iiretmek

icin bir nonlineer siiperpozisyon prensibini olusturur.

A =—-x*(<0) olarak alindifin1 géz 6niinde bulundurarak, (2.18) denkleminin
kullanilmasina &rek olarak w, =0, w, =—2tanh(x—4¢) ve w, =—4coth(2x—32r)

alalm. Boylece A4, ve A, sirastyla —1 ve —4’tiir. Dolayisiyla
w,, (x,1) =—6/{2coth(2x —32t) — tanh(x —4¢)}

elde ederiz. KdV denklemine karsilik gelen ¢oziim u,, = ow,, / &x olacak sekilde elde

edilir ki bu iki-soliton ¢oziimiidiir.

=6 4cosech? (2x —32¢) +sech’ (x — 4¢)
2 {2coth(2x —32¢) — tanh(x — 4¢)}?
6 4cosh®(x —4t) +sinh’® (2x —32¢)
{2cosh(2x —32¢)cosh (x — 4¢) —sinh (x — 4¢)sinh(2x — 32¢)}?
_ 12 3 +4cosh(2x —8¢) + cosh(4x —64¢)
{3cosh(x —28¢) + cosh(3x —361)}’

bigiminde elde edilir. KdV denkleminin bu tekil olmayan ¢o6ziimi, (2.18)
denklefninde bir tekil olan bir de tekil olmayan ¢6ziimiin kombinasyonuna ihtiyag

duyar.

2.2 Ters Sacilma Déniisiim Yontemi

Ters sacilma doniisiim metodu bazi nonlineer kismi diferansiyel denklemlerin

3
w

¢oziimiinde kullanilir. Metot {izerine matematiksel fizikteki gelismeler son 40 yilda
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karsimiza ¢ikar. Bu metot Fourier déniisiimiiniin nonlineer bir benzeridir ve Gardner,

Greene, Kruskal ve Miura (1967, 1974) tarafindan ileri stirilmiistir.
Ik olarak
u,—6uu +u, =0 -0 <X <0 (2.19)

formundaki KdV denklemini ele alalim. Daha sonra Sturm-Liouville problemi ile bir
bagintisinin var oldugunu gosterelim. Bunu gdstermenin basit yollarindan bir tanesi

v(x,t) fonksiyonunu
u=v'+v, (2.20)

olacak sekilde ifade etmektir. Bu donlisimiin Miura donisiimii adi verildigini

hatirlayalim. (2.20), (2.19) denkleminde yerine yazildiginda
2w, +v, —6(v’ +v ) 2w, +v ) +6v v, +2w  +v_ . =0

elde edilir. Denklem diizenlendiginde

0
2v+— |[v,—6v*v_ +v__)=0 221
( ax)( f X xx.\') ( )

seklini alir. Dolayisiyla v,
v, —6v'v +v, =0 (2.22)

denkleminin (degistirilmis KdV denkleminin) bir ¢6ziimii ise o zaman (2.20)
denklemi, (2.19) KdV denkleminin bir ¢oziimiinii ifade eder. ((2.19) denkleminin bir
¢oziimil (2.22) denkleminin bir ¢6ziimini ifade etmedigine dikkat edelim. Ciinkii

(2.21) denklemi ek operatdr igermektedir.)

(2*20) denklemi Riccati tipi diferansiyel denklemdir.” Diferansiyellenebilir
fonksiyon olan w(x;f) =0 i¢in

v=y ly (2.23)

3
¢

* v+ P(x)v+Q(x)v* = R(x) denklemine Riccati denklemi denir.
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déniistimiiyle (2.20) denklemini lineerlestirebiliriz. (2.20)’deki ¢ (zaman), sadece

parametrik olarak ¢iktigindan i notasyonumuzda noktal virgiil kullanilimi yer alir.

(2.20) denklemi (2.23) doniisiimiyle y i¢in

W —uy =0

zamandan bagimsiz Sturm-Liouville denklemi haline gelir. Bagintt KdV denkleminin

Galile tipi invaryant olarak alinmasiyla tamamlanmis olur. Yani

u(x,t) > A+u(x+641,1), —0<A <0

ifadesi keyfi (reel) bir A i¢in (2.19) denklemini degismez kilar. Ciinkii x -bagimlilig
bu doniisiim altinda degismezdir (ve ¢ parametre olarak rol oynar). u yerine u—A

olarak alabiliriz. ¥ i¢in denklem
v, +(A-uy =0 —0 <X <® (2.24)

olur. Bu ise u potansiyelli ve A 06zdegerli Sturm-Liouville denklemidir. Bu

denklemi y igin ¢ozebilirsek (2.23) ve (2.20) denklemlerinden u’yu yeniden
bulabiliriz. Bununla birlikte yontem agikliktan uzaktir. Cilinkii (2.24) denklemi,

belirlemeye c¢alistigimiz #  fonksiyonunu zaten igermektedir. Bu ikilemden

kaginmamuzin bir yolu # potansiyeli ile sagilma agisindan problemi yorumlamaktir.

Simdi ters sagilma doniistimiiniin, KdV denklemi i¢in baslangic deger
probleminin ¢oziimiinin bulunmasinda nasil kullanilacagim tarif edecegiz.

u(x,0) = f(x) kosulu ile
u,—6uu +u, =0 -0 <X <00

KdVv déi}klemini ¢6zmek istiyoruz. Oncelikle #=0’da verilen u(x,0) degeri igin
sagllmé‘ léroblemini ¢Ozebiliriz. (2.24)’deki Sturm-Liouville denkleminin spektrumu,
i> 0 | icin A=£k>, (n=1, 2,..:, N) ve <0 igin A=-x’ seklinde sonlu sayida
6édegerden olusmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonsiyonlar hesaplanabilir

ve bunlarin asimptotik davraniglar1 asagida goriildiigti gibidir:

]
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0<A=k"ile
x> iken, w(x,t)~e™ +b(k,1)e™
x = —o iken, w(x,t)~a(k,H)e”’™

ve 0>A=—x] ile

x—>+oo iken, y,(x,f)~c, exp(—x,x).

Boylece ¢ =0 anindaki sacilma verisi
S(z,O):{(Kn, ¢, ()", b(k,0), a(k,O)}

olarak elde edilir. Burada —x~ ayrik spektrumu, ¢,(0) normallestirme sabitlerini,
b(k,0) ve a(k,0) ise yansima ve iletim katsayilarini temsil eder. Bulunan bu sa¢ilma

verisinin zamana bagl gelisimi (time evolution) belirlenebilirse, o zaman herhangi
ileriki bir zamandaki sa¢ilma verisini bilebiliriz. Dolayisiyla ¢ >0 anindaki sagilma

verisini asagidaki gibi belirleyebiliriz:

K, = sabit,

¢, (t) =c,(0)exp(4x1),
a(k,t) =a(k,0),

b(k,t) = b(k,0) exp(8ik’t).

Boylece ¢ >0 anindaki sagilma verisi
N
S(/l,t):{(/cn, ¢, )", blk,1), a(k,t)}

olarak bulunur. S(¢) sa¢ilma verisinden u(x,?) potansiyelinin bulunmasi, Sturm-
Liouville denklemi icin ters sagilma problemi olarak adlandirilir. Bunun igin

6ncelikf§ sa¢ilma verisi kullanilarak

B

b N . ©
F(X;0) =Y 2 (0)exp8x,t —k,X) + 2L J‘ b(k:0)exp(8ik’t +ikX)dk
74 —0

n=1

denklemi elde edilir. Bu denklemde Marchenko denklemini gerekli kilar. K(x,z;t)
#¢in Marchenko denklemi

19

e ——————————




K(x,z;t)+ F(x +z;t) +'[K(x,y;t)F(y +z;t)dy =0
seklindedir. Son olarak da
A a - .
u(x,t)= —Z-G—K(x,t) ve K(x,t)=K(x,x,t)
X

esitlikler yardimiyla u(x,#) potansiyeli bulunur. Anlatilan ters sa¢ilma doniistimii

Sekil 2.3’te sematik olarak gosterilmistir.

sacilma
u(x,0) > S(,0)
zaman
Kdv i geligimi
v
u(x,t) < S(4,0)

ters sagilma

Sekil 2.3: KdV denklemi igin ters sagilma doniigiimiiniin gosterilimi.

Simdi de Sekil 2.3’te gosterilen dontstimin, lineer kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii i¢in kullanilan Fourier doniigimityle paralellik gosterdigini

ifade edelim. Bunun i¢in de KdV denkleminin bir lineerlestirilmesi olan
u+u, +u, =0

ornegini diisinelim. Eger u(x,0) = f(x) ise o zaman

“a f) = [ Ak)ye=dk
Vé;ya

A(k) =51; [ fee™ax

o
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seklinde yazilabilir. A4(k) sagilma verisi olan S(0)’a benzerdir. Dahas1 w=w(k)

olmak iizere

u(x,1) = [ AGe)e" ™ dk

ise 0 zaman

w(k)=k-k°

tiir. w’nin i¢indeki terim sag¢ilma verisinin zamana bagli gelisimini ifade eder. Bu

durum Sekil 2.4’te gosterilmistir.

F.T.
u(x,0) > A
zaman
kdd i geligimi
v
u(xt) A(ky™®"
ters F.T.

Sekil 2.4: Bir lineer kismi diferansiyel denklem i¢in Fourier doéntistim kullaniliminin gosterilimi.

Sonug¢ olarak diyebiliriz ki gostermis oldugumuz ters sagilma metodu bir
nonlineer kismi diferansiyel denklem ¢oztiimiini iki lineer problem (ikinci

mertebeden adi diferansiyel denklem ve adi integral denklem) ¢oziimiine indirger.

Ayrica u(x,0) =—2sech’x baslangi¢ kosullu KdV denkleminin tek dalga ¢6ziimii
u(x,t) =—2sech’ (x—4r)

§eklindeielde edilirken, u(x,0)=—6sech’x baslangi¢ kosullu KdV denkleminin iki-
soliton ggzﬁmﬁ de :

3+ 4 cosh(2x—8¢)+ cosh (4x —64¢)

u(x,1)=-12 >
(3cosh (x—28¢) +cosh (3x—36¢))

iseklinde elde edilir. Daha fazla bilgi i¢in Drazin ve Johnson (1989) kaynagmna
bakilabilir.
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2.3 Siniis-Kosiniis Yontemi

KdV denklemini
u,+auu, +u,, =0 (2.25)

seklinde ele alalim. ¢ dalga hizi olmak tlizere &=x—ct dalga degiskenini ileri

stirelim. Boylece
u(x,t) =u(%) (2.26)
yazilabilir. (2.26)’y1 (2.25) denkleminde yerine yazdigimizda

du du d’u
—c—+au

_— =
¢ dé dg

adi diferansiyel denklemi olusur. Bu denklemin integrali alinarak, integral sabiti sifir

kabul edildiginde

—cu +§u2 +u"=0 2.27)

elde edilir.

Simdi anlatacagimiz siniis-kosiniis metodu (Wazwaz 2009),

u(x.0)=Acos” (ué),  |gl<=—, (2.28)
2u
ve

uCx,t)=Asin®(ue),  |g<Z, (2.29)
M

fonnlanfida ¢oziimlerin kullanilmasin1 kabul eder. Burada A, ve u belirlenecek

olan pahﬁnetrelerdir. (2.28) ve (2.29)’un n. kuvvetleri alinip tiirevlenmesiyle

diau") = —nful’cos" (ug)sin(u),

2

2 (") = —n’ i’ B> A" cos" (&) + nu” A" B(nfp ~Deos™ ™ (uf),
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ve

i ny _ n . nf-1
iz (") = nfpd” sin™" (ug) cos(4s),

dZ
dic*

(") = =142 2" sin (u&) + mis’ 2" f(nf ~T)sin™ > (),

elde edilir.

Simdi (2.28)’deki kosiniislii ifadeyi ele alalim. (2.28)’in (2.27) denkleminde

yazilmastyla
—cAcos” (ué) + g A% cos™ (uE) = Apt’ B cos” (u&) + Apt* B(B 1) cos” ™ (ud) = 0

bulunur. Bulunan bu denklem igin

L-1%£0
(2.30)
2=p0-2
kabul edilerek kosiniislii terimlerin katsayilari sifira esitlenir. Boylece
B A=—cA,
a (2.31)
SR =M P
denklem sistemi bulunur. (2.30) ve (2.31) denklemlerinden
B=-2, u= ‘;c, /1=3—C, (2.32)
a

elde edilir. Ayrica (2.29)’daki siniislii ifade kullanilarak da (2.32)’deki sonuglar
kolayhk_la elde edilebilir. Bu durumda

2

S u(x,t)——-?’—csec2 ;c(x—ct) 5. &)
a 2 |
ve
u(x,t)=3—ccsc2 —_c—(x—ct) s @<l
H a L 2 ]
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coziimleri elde edilir. Bulunan bu ¢oziimler ¢ <0 oldugunda gegerlidir. ¢>0

oldugunda ise

ulet)= z’—c—sechZ [£ (x—ct)} , ¢>0
B a 2
ve

u(x,1) :—3—ccsch2 [%(x—ct)] , ¢>0
a

¢oziimleri bulunur.

2.4 Tanh Yontemi

Tanh metodu Malfliet (1992) tarafindan gelistirilmistir. Tanh metodunda

oncelikle £ =x—ct dalga degiskeni yardimiyla herhangi bir kismi diferansiyel

denklem adi diferansiyel denkleme dontistiiriiliir. Daha sonra

Y=tanh(ué&) , E=x—ct

seklinde bir degisken ileri siiriiliir. Burada g dalga sayisim belirtir. Bu degiskenin

tirevi alindiginda asagidakiler elde edilir:

d d

ag~ " ar

ddézz :_2”2Y(1_Y2)d_6;‘+”2 (1‘Y2)2j_;2’ (233)
a’ d d> e

ac “3(1‘Y2)(3YZ—1)5—6u3Y(1—Y2)2 de+At3(1—Y2)3W.

_T;smh-coth metodu (Wazwaz 2006), M c¢ogu durumda belirlenebilen bir

pozitif tafnsay1 olmak {izere

i
s

u@@:&n=i%ﬂ+§@rk (2.34)
24



sonlu a¢ilim kullaniimini temsil eder. M ’nin tamsayr olmamasi durumunda bu

zorlugu gidermek igin bir doniistim formiilii kullanilir. (2.34)’deki agilimda 5, =0

ve 0<k<M alinmasiyla tanh metoduna indirgenir. Bu a¢ilim adi diferansiyel

denklemde yerine yazilmasiyla Y ’nin kuvvetlerinden olusan bir cebirsel denklem

elde edilir.

Denge yontemini gergeklestirmek i¢in (2.33) ve (2.34)’den u fonksiyonunun

en yiiksek kuvvetleri ve tiirevleri i¢in asagidakiler alinir:

u—>M,

u" —>nM,
u' —>M+1,
u"—>M+2,

u” > M +r.

M parametresini belirlemek igin, adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden
lineer terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim yukarida verilenler
kullanilarak dengelenir. Daha sonra Y ’nin kuvvetlerinden olusan denklemde Y ’nin

ayn1 kuvvetlerinin katsayilar1 toplanir ve her bir katsayr sifira esitlenir. Bu da

a,,b,, 1 ve c parametrelerini igeren cebirsel denklemlerin bir sistemini verir. Bu
parametreler belirlenerek kapali formdaki wu(x,f) analitik ¢ozimii elde edilir.

Coziimler sech’ terimli solitonlar veya tanh terimli kinkler® seklinde bulunabilir.

Bununla birlikte bu metot periyodik ¢oztimler de verir.

Simdi tanh metodunu
u, +(au” —bu"Yu, +u,, =0 (2.35)

seklindeki iki lineer olmayan terimli genellestirilmis KdV denklemine uygulayalim.

= —d dalga degiskenini kullanarak ve bir defa integrali alinarak (2.35) denklemi

&

n+l

—cut—2—u 0 Wy =0 (2.36)

r n+l 2n+1

® Kink ¢oziim, yiirilyen dalga ¢oziim cesitlerinden biridir. Kink dalgalar bir asimtotik durumdan
digerine yiikselen veya algalan yiirityen dalgalardir. Kink ¢dziim sonsuzda bir sabite yaklasir.

25

I




"

adi diferansiyel denklemine déniisiir. (2.36) denkleminde u”"*' ve u

dengelenmesiyle

M+2=02n+1)M
elde edilir. Boylece
M=1/n
bulunur. Kapali analitik ¢6ziimii elde etmek i¢in, M tam say1 olmalidir. Dolayisiyla
u=v" (2.37)
doniisiimii uygulanir. (2.36)’da (2.37) doniligiimii uygulanmasiyla

—en* 2n+D)(n+ 1V’ +an’ 2n+ 1) —bn* (n+1)v*

(2.38)
+nQ2n+ )+ D" +(1-r)2n+D()’ =0

elde edilir. " ile v* dengelenmesiyle
M+M+2=4M
bulunur. Buradan da M =1 elde edilir. Tanh metodu
(&) =a,+aY (2.39)
sonlu agilimin kullanilmasini kabul eder. v 'nin tiirevleri

dv d*v
- = al’ >
dy dY

=0

olarak hulunur. (2.33)’e gore de

2

V= p(1-Y*)a
% H( )a, 2 (2.40)
V' ==2°Y(1-Y?)q,

elde edilir. (2.39) ve (2.40)’da bulunanlar (2.38)’de yerine yazilir. Elde edilen

denklemde Y ’nin kuvvetlerinin katsayilar sifira esitlendiginde asagidakiler bulunur:

26

el ————————




Y —en’@n+D)(n+1)a; +an’2n+1)a, —bn’(n+1)a;
+(1-nHRn+)p’al =0,

Y': =2cn’2n+1)(n+1)aya, +3an’(2n+1)a’ —4bn’(n+1)aja, =0,

i (——'cn2 Qn+1)(n+1)-2(0-n")2n+)p*)al —6bn*(n+1)aja;
(Ban’(2n+1)=2nQ2n+D(n+1)u)aa’ =0,

Y. an’(2n+1)a’ —4bn’ (n+1)a,a =0,

Y —bn’(n+)a' —2nQ2n+1)(n+)plaa’ +(1-n>)2n+1)plal =0.

Buradan da asagidaki ¢oziimler elde edilir:

_a(@n+1) _+a(2n+1) _,_an 2n+1

a, = , a=% , u==% ;
2b(n+2) 2b(n+2) 2(n+2) \|b(n+1)

Sonug olarak

v(xt)~a(2n+1) 1+ tanh| —% 2n+1 o a*(2n+1) ;
BT pm+2)| 2n+2)\b(n+D) " b(n+D)(n+2)*

seklinde kink ¢6ziim ve

v(xt)_a(2n+1) 1+ coth| —" 2n+1 v a*(2n+1) g
2 —2b(n+2) B 2(n+2)\b(n+1) b(n+1)(n+2)

seklinde yiiriiyen dalga ¢oziimii elde edilir. u=v"" oldugunu hatirlayalim. Buna

dayanarak (2.35)’deki genellestirilmig KdV denklemi i¢in

a1 )= a(2n+1) 1+ tanh| —%" 2n+1 e a*(2n+1) y "
1;’ T 2bm+2)| 2m+2)\b(n+D)\ " bn+1)(n+2)

seklindehél:(ink ¢Oziim ve

S
4

u2<x,t>:{fw(licoth[ an_ [2n+1 ( @ 2n+1) tm} "
2b(n+2) 2n+2) b+ b +1)(n+2)

seklinde yiirtiyen dalga ¢6ziimii elde edilir. n=1 i¢in u,(x,f) ve u,(x,t) ¢dziimleri

¢

? Gardner denklemi i¢in ¢6zlimler olur.
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Ayrica tanh metodunun kompleks degistirilmis KdV denklemi ve
genellestirilmis KdV denklemi tizerinde uygulanisi, Wazwaz’in (2005) makalesinde

incelenmistir. Daha genis bilgi i¢in Wazwaz’1n (2009) kitabina bakilabilir.

2.5 Ustel Fonksiyon Yoéntemi

Ustel fonksiyon metodu ¢ok kolay ve anlagilir bir metottur. Ustel fonksiyon
ifadesi sinh ve tanh fonksiyonundan ¢ok daha geneldir. Béylece metot ile daha genel

coziimler bulabiliriz. Bu metodu gostermek i¢in
u +u'u +u, =0 (2.41)

degistirilmis KdV denklemini ele alalim. Bu denkleme k£ ve w keyfi sabitler olmak

lizere

n=hkx+wt

déniigiimiinii  uygulayalim. Burada & dalga sayisini, w ise dalganin hizim

gostermektedir. Ifadenin 7’ye gore tiirevi alinir ve asagidaki gibi doniigimler

yapilir:

_au_%@: 6u_wu,

U =—-= w—=
ot 0On ot on
_6_“_5_”@_k5“ _

u, = — =ku'
ox 0On ox on

3
— k3 5_1’2 = k3um.
n

uX.XX

Bulunan bu ifadeler (2.41) denkleminde yerine yazildiginda

2

wi' +ku*u' +kEu” =0 (2.42)

Ty
elde edilir.

Ustel fonksiyon metodu ¢ok acik ve kolay bir metottur. Bu metot ile ¢, d, p ve
g pozitif tam sayilar, a, ve b, bilinmeyen sabitler olmak tizere hareketli dalga

‘coziimleri
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Y. a, exp(nn)
n=—d

u(n) =+
z b, exp(mn)

m=-q

formunda ifade edilebilir.

(2.42) denkleminin ¢oziimiiniin

_ aexp(en) +...+a_exp(=dn) (2.43)
b,exp(pn)+...+a_exp(—qmn)

olarak ifade edildigini varsayalim. ¢ ve p degerlerini belirlemek igin (2.42)

denkleminde en yiiksek mertebeden terim ile en yliksek mertebeden nonlineer terimi

dengeleyelim. O zaman

S clexp[(7p +c)77] +...
C,EXp [8p77] s

(2.44)

veE

o c3exp[(p + 30)77] +..
cexpl4pn]+...

buluruz. Burada c,’ler katsayilar1 hesaplamalarda karsilagilan sabitleri temsil eder.

u’u' terimini " ile dengelemek i¢in paydalari esitlemeliyiz. Boylece u’u’ ifadesini

4 .
e'?" ile garparsak

e ciexp| (5p+3¢)n |+...

(2.45)
c,exp[8pn]+...

clde edilir. (2.44) ve (2.45) denklemlerinde tistel fonksiyonun en yiiksek mertebeleri

dengelerf‘giiginde
o

Tp+c=5p+3c

elde ederiz. Boylece
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sonucu ortaya ¢ikar. Benzer sekilde d ve ¢ degerlerini belirlemek igin (2.42)
denkleminde en diisiik mertebeden lineer terim ile en diisiik mertebeden nonlineer

terimi dengeleyelim. d,’ler katsayilar1 belirtmek iizere

e + dlexp[—(7q + d)n]
..+ d,exp[-8¢r]

(2.46)

Ve

P ...+d3exp[—(q +3d)77] - +d3exp[—(5q +3d)77:|
..+ d,exp[-4qn] ..+d,exp[-84n]

(2.47)

buluruz. (2.46) ve (2.47) denklemlerinde tistel fonksiyonun en disiik mertebeleri
dengelendiginde

—(7g+d)=—(59+3d)
elde ederiz. Boylece
q=d
sonucu ortaya ¢ikar. Islemleri basitlestirmek igin p=c=1 ve g=d =1 almir. Bu

esitlikleri (2.43) denkleminde yerine yazarsak ¢oziim

- aexp(n) + a, + a_exp(-n) (2.48)
exp(7) + b, +b_exp(-77)

bulunur. (2.48) denklemi (2.42) denkleminde yerine yazilir ve exp(nn) (n=-3,...,3)

seklinde diizenlenir. Olusan yeni ifadelerdeki iistel fonksiyonlarin katsayilari sifira

esitlenerek elde edilen sistemin ¢oziimiinden

2 2 2 2
“ 84 (2.49)
g : 2 2 2 )
p HOE2E) .
# 8a,

bulunur. Burada a, ve b, bagimsiz parametrelerdir. Dolayisiyla
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L 3Kb, | BGK +2a))

alexp[loc—(kafk3)t}+alb0 exp(—kx+(ka12 +k3)t)

1 8a,
ulnt) = B2 (3K’ +24%)
exp| kox—(ka +&°)¢ |+, +—°—Tg1—exp(—kx+(kaf +h)e)
al
3k%b,
a
HEE, @
exp[kx—(kaf +k3)t]+bo +°(—2a‘)exp(—kx+(kal2 +k3)t)
al

¢6ztiml bulunur. Genellikle a,,b, ve k reel sayilardir ve (2.50)’de elde edilen

¢0ziim genellestirilmis bir solitonumsu (solitonary) ¢6ziimdiir. & ’nin bir sanal say1
olmasi durumunda elde edilen solitonumsu ¢6ziim, periyodik ¢6ziim veya compact-

like ¢oziimiine doniistiiriilebilir.
k=iK
déniisiimiinil ele alalim. Bu doniistimii kullanarak
exp[kx-—(kaf +k3)l] = exp[in—i(Kaf —Ks)t]
= cos[Kx—(Ka]2 —K3)tJ+isin[Kx—(Kaf —K3)t]
ve
exp[—kx+(ka12 +k3)t} = exp[—in+i(Ka12 —K3)t]
=cos[Kx—(Ka]2 —Kﬂt}—isin[l(x—([(af —K3)t]

elde edilir. Béylece p=h; (—3K 2424’ ) / 8a} olmak iizere (2.50) denklemi

-3K°b, /a,
(1+p)cos[1<x—(1<qf —K3)z]+b0 +i(1—p)sin[Kx—(Kaf —K3)z]

u(x,l)%al + (2.51)

haline gel‘w‘\ir.

Eger bir periyodik ¢oziim veya compact-like ¢6ziimii i¢in (2.51) denklemini

incelersek paydadaki sanal kisim sifir olmasi gerekir. Oyle ki

3
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b (-3K* +2a’)
8a’

1-p=1- =0 (2.52)

gerek duyulur. (2.52) denkleminde b, ¢oziilerek

=z /—28-7 (2.53)
(3K +247)

elde edilir. (2.53) denkleminin (2.51) denkleminde yerine yazilmasiyla bir compact-

like ¢6ziim olan

+3K?
(- 3K2 +2a’)

2cos| Kx—(Ka K3)’}i\/( 3K +24]) "

\’( 3K2 +2a’) (2.54)
3
cos[Kx Ka' -K )t]i ’( 3K2+2a1

bulunur. Burada g, ve K bagimsiz parametrelerdir ve 247 >3K* olmasina gerek

u(x,t)=a,+

:al

duyulur.

(2.54) denkleminde bulunan sonug literatiirde agik olarak verilen Zhu ve

dig.’nin (2005, 2006)

42k sin® (kx — 4k°1)

)= :
U0 =3 i (e —akT)
\%~ i
’ 2 (fox — 4k
) (x’t):4«/5kcos (hoc —4k%1)

3-2cos’ (kx—4k’)
gézﬁmleriyle karsilastirilir. Bu denklemleri yeniden diizenledigimizde sirasiyla

62k

3 ) =22k +
u(x, 0 =-22 2+ cos(2kx — 8k°%)

32

..




Ve

62k

) =-242k+
(. =-2V2 2~ cos(Zhr —8K)

elde edilir. Eger Vfa] =22k secersek (2.54) ile verilen ¢6ziim, yukaridaki

denklemlerde ifade edildigi gibi Zhu ve dig.’nin ¢6ziimlerini meydana getirir.

Boylece onerilen iistel fonksiyon metoduyla lineer olmayan dalga ¢6ziimleri

i¢in kolayca genellestirilmis solitomsu ¢6ziim ve compact-like ¢6ziim elde edilebilir.

Ayrica KdV-mKdV kombinasyonlu denkleme iistel fonksiyon metodunun
uygulanmasini Wu ve He (2007) makalesinden bakilabilir. Daha fazla bilgi i¢in He

ve Wu (2006) makalesi incelenebilir.

2.6 (G'/ G)- Aqihm Yéntemi

(G'/G)-agihim metodu yiiriiyen dalga ¢6ziimlerinin = olusturulmasinda

basaril1 bir sekilde kullanilir. Bir¢ok iyi bilinen lineer olmayan dalga denklemleri bu

metotla ele alinir. (G’/ G) -acilim metodu giivenilir, etkili ve fazla ¢oziimler verir

(Bekir 2008).

(G’/G) -metodu i¢in ylizey su dalgalari veya plazma igindeki iyon ses

dalgalar1 gibi birgok fiziksel problemde karsimiza ¢ikan
u, +uu, +oéu, =0 (2.55)
formlu .KdV denklemini ele alalim. (2.55) denklemi

2

< u(x,0)=u(g), &=x-Vt
yiiriiyen dalga degiskeni yardimiyla u =u(<) igin

VU +ur +ou" =0

‘adi diferansiyel denklemine déniisiir. Bu denklem & ’ye gore integrali alindiginda
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C—Vu+iu*+5u"=0 (2.56)

seklinde elde edilir. Burada C' daha sonra belirlenecek olan bir integrasyon sabitidir.

(2.56) denkleminin ¢6zimii

G
= — | +... 2.57
u(¢)=a, ( G j @37)
olarak ifade edilir. G =G(¢),
G'+AG +uG=0 (2.58)

formundaki ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemi saglar. (2.57) ve

(2.58) kullanilarak kolayca

N\2m
u2=0{i(%) +... (2.59)
G, m+l1
u'=-mo, (—j +
G
PN\M+2
u"=m(m+1)a, (5) +... (2.60)

elde edilir. (2.56) denkleminde u”> ve u” arasinda (2.59) ve (2.60)’a dayanarak bir

homojen denge kurulur. Oyle ki

2m=m+2
=2,
Bu yiizden (2.57) agilimi
9= Z] va(GJreor o o

olarak yazilir. Dolayisiyla

G'Y GY G'Y G
il (=it (Ej +2a,, (——é) +(a12+2a2a0)(—G—) +2a42, (—(—;—)+a§ (2.62)
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bulunur. (2.61) ve (2.58) kullanilarak

!

u"(&)=6a, (—((];—) +(2e, +10a,1) (—C—G;—

!

3 G 2
) + (8o, u+3a A+ 40{2&2)(Ej

+(60, Ap +2a1y+a]/12)(%)+2a2 W+ oy (2.63)

elde edilir.

(2.61), (2.62) ve (2.63) denklemleri (2.56) denkleminde yerine yazilir ve
(G'/G)’nin aym kuvvetli biitin terimleri toplamr. Daha sonra (G'/G)’nin
kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenir. o,,,a,,V,A, it ve C igin cebirsel

denklemler kuruldugunda elde edilen sonuglar asagidaki gibidir.

0: C-Vg, +%a§ +0Qau’ + o Au) =0,

1 —Va, +a0,+ 66, Au+2au+0,A°) =0,

—Va, +%(0512 +2a2a0)+§(8a2,u+3alﬂ,+4a2/’tz)= 0,
a0, +0(20, +10a,1) =0,

A~ W

%0@2 +65a, = 0.

Yukaridaki cebirsel denklemler ¢oziildiigiinde A,u ve o, keyfi sabitler
olmak {izere

a,=-126, o =-1264, V=0,+85u+51>,

2.64
o +(88u+ 047 ) oty +246° 17 +125° 2% (2.64)

c=1
2

elde edilir.

: 22.64) kullanilarak & = x—(a, + 85+ SA%)t olmak iizere (2.61) acilim1

u(&) =—125(%) —125/1(%’)+a0 (2.65)

seklinde yazilabilir. (2.56) denkleminde C integrasyon sabiti (2.64)’deki gibi

alinmasi sartiyla, (2.65) denklemi (2.56) denkleminin bir ¢6ziimiiniin formiltidiir.
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(2.58) denkleminin genel ¢6ziimleri (2.65) denkleminde yerine yazilmasiyla

asagidaki gibi KAV denkleminin yiiriiyen dalga ¢6ziimlerinin {i¢ tipi bulunur:

A’ —4u>0 iken,

70‘ 2
inh1./A% - LA =
w(£) = =38(A7 4 ) C,sinh 1A —4ué +C, cosh 1 «M 4ué 350 +a

€, cosh%«/ﬂf —4ué+C, sinh%«/iz —4ué
elde edilir. Burada & = x—(«, +88u+64%)t *dir ve C,,C, keyfi sabitlerdir.

C, ve C, ozel degerler olarak alinirsa, literatiirde bilinen ¢esitli sonuglar

yeniden kesfedilebilir. Omegin C, >0, C7 > C> ise 0 zaman u, =u,(¢),

u,(£) =38(A? —4pi)sech? (g«/f —4,u§+§0)+125/1+050

olarak yazilabilir. Bu da (2.55) KdV denkleminin iyi bilinen soliter dalga
¢6ziimiidiir. Burada & =tanh™ (C,/ Cl) , E=x—(a, +88u+ A% dir.

A’ —4u <0 iken,

2
—C sini / — 2 1 /4 —A?
1, (&) = =38 (4p—a2)| ZQSRIVI A e *C 08N A e | a5

C costy[du—AE+Cysind\J4u—A"¢

elde edilir. Burada & = x—(a, +88u+0A°)t dir ve C,,C, keyfi sabitlerdir.

A —4u=0 iken,

2

.,‘ 113 (/:) = —125—(—6’1_‘_—(;25

& =x—(a, +36A°)

+304% +

elde edilir. C, ve C, keyfi sabitlerdir.

Zhang ve dig.’nin (2008) makalesinde degisken katsayili degistirilmis KdV

‘denklemi iizerinde genellestirilmis (G'/ G) -a¢ilim metodu ve Zhu (2010)




makalesinde degistirilmis KdV denklemi iizerinde genisletilmis (G'/G)-agilim

metodu kullanilmasina bakilabilir. Ayrica daha genis bilgi i¢in Wang ve dig.’nin

(2008) makalesi incelenebilir.

2.7 Jacobi Eliptik Fonksiyon A¢ilim Yontemi

KdV denklemini
u,+uu +pu,. =0 (2.66)
olarak ele alalim. k£ ve ¢ sirasiyla dalga sayis1 ve dalga hizi olmak {izere
u=u($), ¢=k(x—cr)
dalga doniigiimiiniin (2.66) denkleminde uygulanmasiyla
—cu' +uu' + fk’u" =0 (2.67)

elde edilir. (2.66) denkleminin ¢6ziimiinii, sné Jacobi eliptik fonksiyonun sonlu bir

serisi olarak
u(&) =Y asn’é (2.68)
j=0

formunda kabul edelim. (2.68)’in en yiiksek derecesi

O(u(¢))=n

seklindédir. Burada n, (2.68)’in (‘;\esitli mertebeden tiirevlerini (2.67)’de yerine
ya21lma§§yla olusan lineer olmayan denklemde en yiiksek mertebeden tiirevli terim
ile en yﬁ;(sek dereceden lineer olmayan terim arasindaki denge kurularak bulunur.
(2.68) denkleminin tiirevi

_@— B n

a7 ]Z:(; jasn’Eengdné
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seklindedir. Burada sné, cné ve dné standart Jacobi eliptik fonksiyonlaridir. Daha

yiiksek tlirevler igin 0 <m <1 olmak tizere

cn’é=1-sn’8, dn’E=1-m’sn’&

ve
d d d
—sné=cnédné, —cné=-snédné, —dné=—m’snéen
dcffffdéf ffdfe? geng
o pera . d’u , . . )
ozellikleri kullanilir. e nin en yliksek derecesi
d’u
O(dng=n+p, p=12.3 (2.69)
ve
d’u
(0] ung”’ =(g+Dn+p, ¢=012,.., p=1273,.. (2.70)

olarak alinir. Béylece (2.69) ve (2.70)’den
d3
O(uu,) =2n+1, O(d—j =n+3
bulunur. Buna gére n=2 elde edilir. (2.68)’de yerine yazilmasiyla (2.66) ile verilen
KdV denkleminin ¢oziimii
u(&) = a, +asné +asn’é (2.71)
formunda bulunur. (2.71) i¢in gerekli olan tiirevler asagidaki gibi elde edilir:

u?, =(a, +2a,sné)enédn
i = [aoa1 +(al +2a,a,)sné+3a,a,sn’E + 2a22sn3§]cn§dn§ ,
u"=2a, —(1+m*)asné —4(1+m*)a,sn’é + 2m’asn’é + 6m’a,sné

u" = [—(1 +m*)a, —8(1+m*)a,sné+6m’asn’E + 24m2azsn3§] cenédné.

Gerekli mertebeden tiirevler (2.67)’de yerine yazilmasiyla

38




—-[c —a, +(1+m*) Bk } acenédné + {alz — 2[0 —a, +4(0+m’ )ﬂkz]az} snéenédné
+3a,(a, +2m* Bk )sn’EenédnE+2a, (a, +12m’ Bk )sn’ EenédnE=0

elde edilir. Boylece katsay1 degerleri

a =0, a,=-12m’k*, a,=c+4(1+m’)pk’ (2.72)
olarak bulunur. (2.72), (2.71)’de yerine yazildiginda
u=c+4(l+m’)pk> =12m’ fk’sn’E = c+4(1-2m”) k> +12m° fk’en’E (2.73)

seklinde bir ¢6ziim elde edilir. Bu da (2.66)’da belirtilen KdV denklemi i¢in tam
periyodik ¢oziimdiir. Genellikle KdV denkleminin knoidal” (cnoidal) dalga ¢oziimii

olarak adlandirlir.

m =1 alinarak (2.73) ¢6zimi
u=c—4pk* +12Bk’*sech’& (2.74)

¢oziimiine indirgenir. Bu da KdV denkleminin soliter dalga ¢dziimiidiir. Ozel olarak

c=4pk* alindiginda (2.74) ¢oziimii

u = 3csech’ (\/%(x - cl))

haline gelir.

Ayrica Fu ve dig.’nin (2001) makalesinden standart Jacobi eliptik fonksiyon
agilimlarina bakilabilir. Daha genis bilgi i¢in de Li ve dig.’nin (2001) makalesi
incelenebilir.

®

7 Cnoidal ¢6ziim jacobi eliptik fonksiyon olan c¢#’den dolay1 cnoidal dalgalar diye adlandirilmistir.
Dalga derinligi ile karsilagtirildigindan olduk¢a uzun dalga boylarmin yergekim dalgalarimin
ylizeyini tarif etmede kullanilir.
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3. KdV DENKLEMI ICIN YAKLASIK YONTEMLER

Bu boliimde KdV denklemi tizerinde sirasiyla Adomian ayrigim, varyasyonel
iterasyon, diferansiyel doniisiim, indirgenmis diferansiyel doniisiim, homotopi
pertiirbasyon ve homotopi analiz metotlar1 kullanilarak yaklagik ¢oziimler elde

edilecektir.

3.1 Adomian Ayrisim Ydntemi

Adomian ayrisim metodu ilk olarak G. Adomian' tarafindan ele almmstir.

Metot i¢in

u,+6u"u +u,_ =0 (3.1)

formundaki genellestirilmis KdV denklemini ele alalim. L diferansiyel operatorii

ve L' ters operatorii de
t
()= ()ar (3.2)
0

integral operat6riinii vermek tizere (3.1) denkleminin operatdr formu

o m —
Ly=-6u"u —u_,

3.3
u(x,0) = 1 (x) e

$ek1indecl1ir. Adomian ayrisim metodunda (Adomian 1994, Adomian 1998, Wazwaz
2000), u(x,t) bilinmeyen fonksiyonu i¢in

u(x,t) = i u,(x,1) (3.4

n=0

3
A3

! George Adomian (1922-1996), Amerikan matematik¢i ve ugak miihendisi.
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seklinde seri ¢oziimii varsayilir ve F'(u) =u"u_ lineer olmayan terimi

F(u)= iA,, (3.5)

n=0

bigiminde polinomlarin sonsuz serisine ayrigtirilabilir. Burada u, (x,t) terimleri

yinelemeli olarak belirlenecektir. u,,,,u,,...,u, in Adomian polinomlar1 4, ;

A,,:l i > Ay,
ndA" Py o

seklinde tanimlanir ve bu polinomlar Adomian (1994, 1998) tarafindan verilen

algoritmalara gore, her c¢esit lineer olmama durumu igin hesaplanabilir. Son

zamanlarda da Wazwaz (2000) tarafindan alternatif bir yaklagim gelistirilmistir.

(3.3)un her iki tarafinda L' integral operatorii isleme konularak ve

baslangi¢ kosulunu kullanarak
u(x,0)= f()+ L (~6u"u, ) (3.6)

bulunur. (3.4) ve (3.5), (3.6) fonksiyonel denkleminde yerine yazilmasiyla

iun (x,0)=f(x)+L" {—6(2.0:14"]—(214”) )

n=0
elde edilir.

Adomian ayrisim metodu, sifirinci terim #,(x,?) 'nin baslangi¢ kosullarindan
ve kaynak terimlerinden ortaya ¢ikan tim terimler ile belirlenecegini kabul eder.

Sonug olarak u, (x,7), n=1 i¢in terimleri

1

4 n(5,0) = £(3)
Uy (6,0 =L"(-64,-(u,),. ), k20

m

kullanilarak belirlenebilir. Burada A4,, (#"u,) lineer olmayan terimi temsil eden

‘Adomian polinomlaridir ve
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. m
4y =ugu,
m—1

. m
A =mug "y, +ugu,

m-2, 2 m—1

_ m~1 1 _ m
A, =muy wu +5m(m—1Du, ug“uy +muy uyu, +ugu,

m=2 m=2 m-1

—1 2 _ m-1
Ay =gm(m=Duy " uy +m(m—Du, uy “w, +mug wu, +muy u, u,,

L m(m- 1)(m— 2)u0xu(')”—3 u + muoxug’"l% + Uy Uy

ile verilir. Diger polinomlar da bu sekilde iretilebilir. Ik birkag u, (x,7) terimi

asagidaki gibidir:

Uy (x,2) = f(x),

u(x,t)= i (—6/10 - (uo)m),

u,(x,0)=L" (—6A1 - (ul)xxx)’ (3.7
u,(x,t) = ! (—6A2 - (uz)m),

u,(x,t) = ! (—6A3 - (u3)m).

Sonug olarak Zun(x,t) serisinin biitiin terimleri bu sekilde belirlenebilir.
n=0

(3.7)’nin (3.4)’de yerine yazilmasiyla

u(x,t) = Zun (e, 8) =uy (x, ) +uy (x,8) +uy (X, ) +uy (X, 1) +u, (x, 1) +...
n=0
seklinde Adomian ayrisim metoduyla genellestirilmis KdV denkleminin bir seri
¢oziimii elde edilmis olur. Dikkat edelim ki seri ¢oziimii sadece baslangi¢ kosulu
kullanilarak elde edildi. Daha fazla bilgi i¢in Helal ve Mehanna (2007) makalesine
bakilabilir.

Simdi bahsettigimiz Adomian ayrisim metodunu Wazwaz (2001) kaynag ele

alarak, *

%

u—6uu, +u =0, xeR

u(x,0) = £(x) = -2(k%*) /(1+¢") (5:8)

baslangi¢ deger problemi iizerinde uygulayalim. Burada u =u(x,t), yeterli miktarda
diferansiyellenebilir fonksiyon ve f(x) sinirlidir. Daha 6nce gosterildigi gibi x — oo

’a giderken tiirevleriyle birlikte u(x,r) ¢ozimiiniin sifira gittigini kabul edecegiz.
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(3.2)’deki ters operator L' ’yi (3.8)’in her iki tarafinda uygulanmasiyla ve de

(3.4) ve (3.5) serilerinin kullanilmasiyla

iun(x,t) = —21‘7—26:——2—+L_1 [6(214:1)"(2”11) j

=0 (1+e )

elde edilir. Daha 6nce gosterildigi gibi Adomian ayrigim metodu,

k2e™
(1 +e~ )2 ,

e, (5,0 =L (64, ~u,_), k>0

Uy(x, 1) =2

seklinde yineleme bagintis1 verir. Burada 4, ’lar Adomian polinomlaridir ve wu,

lineer olmayan terimi temsil eder. m =1 igin su sekilde hesaplanir:

4, = Uy Uy,

A4 = Uy Uy + Uy Uy,

Ay =uy uy +uy uy +u, Uy,

Ay =uy uy 1y Uy U, Uy Uy U,

Ay =y Uy 1y Uy Uy Uy Uy Uy U U

Diger polinomlar da aym sekilde iiretilebilir. Sonug olarak asagidaki terimler elde

edilir:
2 kx
MO(X,t) = _2£—2—>
(1+e"x)

5 kx ke
ui(X,t) =L—1(6A0 —UOM)I—ZM

(1+ek")3 ’
? 8 o 2kx _ g4 kx
uzix’t)zL_l(6A1‘ulm):_ke ((el"'e":;f +1)t2, (3.9)
- ] ke (e —11e* +11e™ -1
() = L (64, ;) =~3 ( (1) ),
14 k[ dhx e 2 -
wa(e)= I (64, )=t 2° (¢ -260 4 g6 266" 41) |
B (1+e)
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(3.9)’a gore,

k2™ k*e™ (e’“x—l)

e T e
ke (ezkx —4¢" +l) 5 k'e™ (631“ —-11* +11e* —1) :
(l+ek")4 3 (l+ek’“)5
1 k'e® (e‘”“ 26" + 66 —26e™ +1) A
12 (1+e"")6

seklinde seri formlu ¢6ziim ve Taylor serisi kullanilarak kolayca
2 K{(x-k%)

u(x,t)=-2 L——z

(1 n ek(x—kzt) )

seklinde tam ¢6ziim elde edilir. Bu ¢6ziim k=2 ve =0 i¢in

__8e2x

u(x,t)=
1+e%)

(3.10)

haline gelir. (3.10) tek soliton ¢6ziimii Sekil 3.1°de —u olarak gésterilmistir.

(8 exp(2 X))/(exp(2 x) + 1)
T T

Sekil 3.1: £=2, t=0 ve -4 <x<4 i¢in KdV denkleminin tek soliton ¢oziimii
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Sekil 3.2: #=0.008, —2 <x <5 i¢in KdV denkleminin iki-soliton ¢dziimii

Eger (3.8)  baslangic deger probleminde baglangic  kosulunu

u(x,0) = —6sech’x olarak alir ve ayn1 metot ile ¢ozersek,

0 ( e8t—2x+2664t—4x+e72t—6x )

u(x,t)=12— — - -
ax 1+3e8t 2x+3e64t 4x+e72t 6x

seklinde bir ¢6ziim elde edilir. Bu iki-soliton ¢6ziimii de —u« alinarak, Sekil 3.2°de

gosterilmigtir.

Ayrica (3.1) denkleminin farkli m degerleri igin olusturulan baslangig¢ deger

problemlerinin ¢6ziimii i¢in, Helal ve Mehanna (2007) makalesine bakilabilir.

3.2 Varyasyonel iterasyon Yontemi

Varyasyonel iterasyon metodu J. H. He tarafindan gelistirilmistir. Adomian
ayrlslm’/ﬂmetodunda lineer olmayan terimle ilgili heseplama algoritmasi kullanilirken,
bunun éksine varyasyonel iterasyon metodunda boyle bir kisitlama olmadan
dogrudan; kullamlir. Diger bir avantaji da yiiksek dogrulukta niimerik ¢6ziimleri

saglarken hesaplama boyutunu biiyiik 6l¢lide azaltmay1 saglamasidir.

Lu+Nu=g(t) (3.11)
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diferansiyel denklemini diisiinelim. L ve N sirasiyla lineer ve lineer olmayan

operatérlerdir ve g(#) homojen olmayan kaynak terimidir. He tarafindan ortaya

atilan varyasyonel iterasyon metoduna gore (3.11) denklemi igin diizeltme

fonksiyoneli
U, (O =u,()+ IZ(LM,, (£)+Nii, (£)-g(£))s

olarak yazilabilir. Burada A, genel Lagrange carpani olup varyasyon teorisinden

hareketle uygun olarak belirlenebilir. #, sinirlanmis varyasyon olup Ju, =0’dir. Bu

metotla ilk olarak uygun sekilde tespit edilecek olan A Lagrange carpaninin

belirlenmesi gerekir. # ¢oziimiiniin u,_,, n>0 ardisik yaklasimlari, herhangi bir

n+l>

secici u, fonksiyonu ve belirlenmis Lagrange ¢arpami kullanilarak kolayca elde

edilir. Sonug olarak ¢6ziim

u=limu, (3.12)

n—»00

ile verilir.
Simdi varyasyonel iterasyon metodunu
u,—6uu, +u, =0

standart KdV denklemi tizerinde uygulayalim. Denklemde lineer olmayan kismi

(=3(»?),) olarak diistinebiliriz. O halde KdV denklemini
u,—3G?) +u, =0, u(x,0)=6x (3.13)

olarak e:‘le alalim. (3.13) i¢in diizeltme fonksiyoneli

»

o (r.0) = 0, (x.0) + P@(

ou,(x.§) _ 0@, )’ (x,£) 53(” )(x 9] £ (3.14)
o Oox

seklindedir. Bu

A'=0, 1+4=0

duragan kosullar (stationary conditions) saglar. Dolayisiyla buradan

46

B S U SR .




A=-1

bulunur. Lagrange ¢arpaninin degeri (3.14) fonksiyonelinde yerine yazilmasiyla

U, (%,0) =1, (x,1) —j’(a”" (68 30 (x4) 63(‘7")(3"’ 2) ]dg , n20 (3.15)
0 X

FE ox 8

iterasyon formiilii bulunur. u,(x,?) i¢in u(x,0) = 6x baslangi¢ degerinin secilmesi

ve (3.15)’in kullamlmastyla asagidaki ardisik yaklasimlari elde ederiz:

uy(x,t) = 6x,

u, (x,t) = 6x(1+36¢%),

u, (x,1) = 6x(1+36¢ +1296¢> +15552¢),

Uy (x,1) = 6x(1+36¢ +12961> +15552¢> +1119744¢* +20155392¢° ) + kiigiik terimler,

Uy (x,1) = 6x(1+36¢ +1296¢° +466561° +1679616¢* +60466176¢° +2176782331%) + kiigitk terimler,

u, (x,1) = 6x(1+361 +12961> + 466561 +1679616¢" + 604661761° + 217678233
+78364164096¢" +...).

Son olarak (3.12) islemine gore

6x
1-361°

u(x,t) = 367] <1
¢ozlimii bulunur. Daha genis bilgi i¢in Wazwaz (2007) kaynag1 incelenebilir.

Yine ayn1 metot yardimiyla

12k*m?

u(x,0) = cn’[kx, m]

baslangi¢ kosulu altindaki

u,+omu, +u, =0
ve

2 _
u +6uu +u =0

.-

KdV denklemlerinin ¢6ziimleri igin Inc (2007) kaynagina bakilabilir.

¢

47




3.3 Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Diferansiyel doniisiim metodu, ilk olarak Cin’li bir bilim adami olan J. K.
Zhou tarafindan elektrik devre analizinde ortaya ¢ikan problemleri ¢dzmede

kullanilmigtir (Keskin 2010).

Iki boyutlu diferansiyel déniisiimiin temel tanim ve islemleri asagidaki gibi

verilmigtir:

Eger u(x,t) ilgilendigimiz bolgede analitik ve y’ye gore stirekli

integrallenebilir ise, o halde

1 | 0""u(x,1)
U(k’h)_k!h!{ oxkor' Jex (3-16)

t=t,

olur. Burada U(k,h) spektrumu déniistiiriilmiis (transformed) fonksiyondur ve
kisaca T-fonksiyonu olarak adlandirlir. Biiyilk harfle belirtilen U(k,h)

doniistiiriilmiis fonksiyonu (T-fonksiyonu) temsil ederken, kiiglik harfle belirtilen

u(x,t) orijinal fonksiyonu temsil eder.

U(k,h) 1n diferansiyel ters donlisimii agsagidaki gibidir:

u(x,1) =iiU(k,h)(x—xo)k(t—to)h. (3.17)

k=0 h=0

(3.16) ve (3.17)’nin birlestirilmesiyle

u(x,t) = ii 1 l:a;;clé;:t):'x:% (x"'xo)k([_lo)h (3.18)

elde edilébilir. (x,,2,), (0,0) olarak alindiginda (3.18) denklemi

0 o k+h
ux, =3y . {a ”(x”)L Xt (3.19)
t=t,

k=0 h=0 ! h ' axkath

solarak ifade edilir ve (3.19) denklem1
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u(x,1) = iiU(k, hyx‘t" (3.20)

k=0 h=0

olarak gosterilir. (3.20) ¢oziimii uygulamalarda sonlu seri haline gelir ve

seklinde yazilabilir. Bu (3.20)’in kalan kismi Zk 1+1Z

u(x,t) = iiU(k, h)x*t"

k=0 h=0

U(k, h)x*t", ihmal

h=m+1

edilebilecek kadar kii¢iik olmasimi gerektirir. Genellikle » ve m degerleri, seri

katsayilariin yakinsakligindan belirlenir.

Diferansiyel doniigiim metodunun temel iglemleri Tablo 3.1'de verilmistir.

Tablo 3.1: Diferansiyel Dontistim Tablosu

Orijinal fonksiyon
u(x,t)tv(x,t)
Au(x,t)
Oou(x,t)

ox
ou(x,t)

ot
0" "u(x,t)

ox"ot’

wlx,t)=x"t"

u(x,t)v(x,t)

u(ac Hv(x,t)————= ge (x 9

ou(x,£) Ov(x,1)
ox ox

2%, 7) o’ (x 1)

u(x,t)v(x,t)q(x,t)

Doniistiirtilmiis fonksiyon
U(k,h) £V (k,h)
AU (k,h), A Dbir sabittir.

(k + DU (k +1,h)

(h+ DUk, h+1)

k+D(k+2)...»(k+7)

(h+D)(h+2)... h+s)U(k+r,h+5s)
Ulk,h)=6(k—m,h—n)=06(k—-m)o(h—n)
1, k=m ve h=n

o(k—m,h—n)= .
0, aksi halde
k h
YU h-s)V(k—r,5)
=0

}E Z (k—r—t+2)(k—r—t+1)
U@, h—s—p)V(t,s)Clk—r—t+2,p)

D r+D)k=r+DU(r+1,h=s)V (k—r+1,5)




Simdi

2 kx
u(x,0) = —2—“—2 (3.21)
(1+¢>)
baslangi¢ kosulu ile birlikte
u—6uu +u =0, xeR (3.22)

KdV  denklemini ele alalim. Burada wu=wu(x,tr), yeterli miktarda
diferansiyellenebilen bir fonksiyondur. x — oo giderken tiirevleriyle birlikte wu(x,?)

¢Oziimiiniin sifira gittigini kabul edecegiz.

Tablo 3.1'de belirttigimiz dontisiimleri kullanarak (3.22) denkleminin iki

boyutlu doniigiimii alindiginda

(h+ DUk, h+1) = 6ii(k +1=1U @, h=)Ulk +1-r,5) = (k +1)(k +2)(k +3)U(k +3,h) (3.23)

r=0 s=0

elde edilir. (3.21) kosulunun (3.20) ¢oziimiine esitlenmesiyle U(k,0), (k=0,1,...)

baslangi¢ doniisiim katsayilar1 asagidaki gibi elde edilir:

k=1,3,5,. ise U(k,0)=0,

U©0,0)=-1k, UQ,0)=gk', U@4,0)=-1k"

(3.24)

(3.24) denklemlerini (3.23) denkleminde uygulayarak U(k,/)’in bazi

degerlerini asagidaki gibi elde ederiz:

k=0,2,4,... 1se U(k,1)=0,
k=1,8,5,= lise Uik;:2)=0;
k=13,5,.. ise U(k,3)=0.

o

Boylece S/inelemeli metot ile U(k,h)’ n diger degerlerini hesaplayabiliriz ve bazi

sonuglar ésaglda verilmistir:

L8 =1y 1) = -7 g = 31 4w
U(,1) 4k U@G,1) 12k U@, 960k U, 10080k
691 14 5461 16 148 110
. UVOD=—1150%  VALD =55e53600% V(0D =gk v@2=-3
_17 ;0 __ 31 _ 691 ;16 __ 5461 s
U42) = 354* U6,2) =~ 5550 % UBD=5560% V10D =~1551500"
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Sonug olarak biitiin U(k,4) (3.20) ¢oziimiinde yerine yazilir ve birkag islem

uygulandiktan sonra (3.21) baslangic kosullu (3.22) KdV denkleminin seri
formundaki ¢6ziimiinii

u(x,t) = {—-lk2 +lk4x2;'_ik6x4 +ik8x6 —ikwx8 }
2 48 5760 80640
+{ —k®xt +—k8 - —klo 5t e k2x7t - 691 K x°t + 240l KSxt +}
12 960 10080 1451520 79833600
+{_ kStZ _lkloxzt’l +—k12x4t2 _ 31 k]4.x6t2 + 691 k16x8t2 _ 5461 k18x10t2 }
8 8 384 2880 322560 14515200

+{§k“t3+( 932k12ek+29k12(ek) +79k13) 3 ( 106k14 . 183

+2k e E)f
APt (") ———k'5+135k“(ek) )x4t3}+...
3 24

olarak elde ederiz. Yukaridaki kiime parantezi igindeki sonsuz ifadelerin kapali
formlar

u, (x,8) = 2 k%" [ (1+ &= ),
5( kx)? 5 Jx
ul(x,t):|:—4k (e )3+ 2l 2},
(1+e*)  (1+e")
) (ek")2 2k® (ek")3 kie™ 4k* (ek")2 5
u,(x,1) = ol ol 7T 3
L (Q+e") Q+e) (+e™)  (1+eo)
e 4k11(eloc)3_Zkll(ekx)z—zkll(eloc)z Ek“(ekx)a
T (1+ek")4 (1+e)*
kll(ekx) 1 K™ }3
st > |!
3 (1+e%) 3(1+e)

.\ 8k11(eloc)
(+e#) 3 (1+¢7) 3(1+e~)

seklindedir ve bu sekilde devam eder. Dolayisiyla yukaridaki denklemlerin

toplanmasryla (3.21) baslangi¢ kosuluyla (3.22) KdV denkleminin kapali formlu
¢Ozimii .
2 2 2
u(x’ t) - _2k2ek(x—k f)/(l +ek(x—k f))
olarak elde edilebilir.

(3.22) KdV denkleminin u(x,0)=—6sech’x baslangic kosulu altindaki

¢0zimii ve metotla 1lgili daha ayrintili bilgi i¢in Kangalgil ve Ayaz (2009) kaynagi
incelenebilir.

51




3.4 Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yéntemi

Indirgenmis diferansiyel déniisiim metodunu uygulamak igin
u, +(p+1)(p+2)u”ujr +u,_ . =g(x,t) (3.25)

seklinde genellestirilmis KdV denklemini ele alalim. Burada g(x,#), verilen bir
fonksiyon ve |x—o iken wu,u,—0 ile p=12,..dir. Eger
p=0, p=1 ve p=2 ise (3.25) denklemi sirasiyla lineerlestirilmis KdV, lineer
olmayan KdV ve degistirilmis KdV denklemi olur.

Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun temel tanimlari asagidaki gibi

sunulmustur:

Eger u(x,t) fonksiyonu ilgilendigimiz bolgede x uzayi ve ¢ zamanina gore

stirekli diferansiyellenebilir ise, o zaman

U, (x) = [5 r)]_o (3.26)

olur. Burada 7- boyutlu spektrum fonksiyonu U, (x), doniistiiriilmiis fonksiyondur.
Biiyiik harfle belirtilen U, (x) doniistirilmis fonksiyonu temsil ederken, kiigiik

harfle belirtilen u(x,?) orijinal fonksiyonu temsil eder.

U, (x) ’nin diferansiyel ters doniistimii agagidaki gibidir:

u(x,t) = iUk (). (3.27)

(3.26) Vé&g(3.27) denklemlerinin birlestirilmesiyle

u(x,t)=ik[a —u(x, t):l £

0 t=0

Yukaridaki tanimlara gore indirgenmis diferansiyel doniistim metot kavrami, kuvvet

seri agiliminin tiiretilmesinden bulunabilir.

52




Metodu 6rneklemek i¢in

u(x,0) = f(x) (3.28)
baslangi¢ kosulu ile

L'(u(x, t))) +R(u (x,t)) +N(u (x,t)) =g(x,1t)

standart operatér formundaki genellestirilmis KdV denklemini yazabiliriz. Burada

L=0/ot ve  R=0/ox’ kismi  tirevli  lineer  operatdrlerdir.
N (u (x,t)) =(p+1)(p+2)u’u, lineer olmayan terim ve g(x,t) homojen olmayan

terimdir.

Indirgenmis diferansiyel metodunun temel iglemleri Tablo 3.2°de verilmistir.

Tablo 3.2: Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Tablosu

Fonksiyonel form  Doniistiiriilmiis form

1| o
u(x,t) U,(x)= Fl:ﬁ u(x, t)i]to
u(x,t) £v(x,t) U,(x) 2V, (x)
ou(x,t) aU,(x) (a bir sabittir.)
o ms( ) 1, k=0
sl = X"t U,(x)=x"6lk—n), 5(k)={0’ -

u(x,t)=x"t"u(x,t) U, (x)=x"W,_,(x)

u(x,t)v(x,t) in(x)Uk_r (x)= Zk:U, x)V,_, (%)

s; u(x,t) (k+D..(k+1)U,, (%) =("—Z!’”£Uk+,(x)
0 0
au(x,t) —a;Uk(X)

1ndirgemﬁi§ diferansiyel doniisiim metodu ve yukaridaki doniisiimlere gore

(k+DU,,(x)=G,(x)=R(U,(x))-N (U, (x)) (3.29)

iterasyon  formiiliinii olusturabiliriz.R(Uk (x)),N (Uk(x)) ve G,(x) sirasiyla

R(u(x,1)), N(u(x.1)) ve g(x,t) fonksiyonlarinin doniisiimleridir.
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Lineer olmayan ilk birkag terimi agagidaki gibi verebiliriz:
N
N, = (p +1)(p + 2)U0 (x)gx—Uo(x),
p-1 a P 8
N, =(p+1)(p+ 2) pU; (x)Ul(x)aUO(x) +U{ (x) 5x-U1 (%) |,

-1
N, =(p+1)(p+2)(pU:“(x>U2(x>§;Uo(x)+p—(‘;—)U§‘2(x)Uf(x)a—iU1(x)

PUL (U ()= U, () + U () U, (x)).

(3.28) baslangi¢ kosulundan
Uy (x) = f(x) - (3.30)

yazariz. (3.30)’u (3.29)’da yerine yazarak ve yinelemeli hesaplar yaparak, U, (x)

degerlerini elde ederiz. Bu durumda {U p (x)}Z:O degerler kiimesinin ters dontigiimii,

i, (x,t)= Z U, (x)t*

seklinde yaklasik ¢oziimii verir. Burada » yaklasik ¢oziimiin mertebesidir.

Dolayisiyla problemin tam ¢oziimii
u(x,t)=lima, (x,z)
seklindedir.

Simdi metodu bir 6rnek tizerinde uygulayalim.

1 57
x,0 =—sech2(—j 3.31
(x,0) = Tsech? 2 631
baslangig. kosuluyla

u, +6uu +u, =0, xelR (3.32)

formlu KdV denklemini ele alalim. Burada u#=u(x,z), x ve ¢ degiskenli bir

éfonksiyondur.




Indirgenmis diferansiyel déniisiim metodunun temel dzelliklerini kullanarak,

(3.32) denkleminin déniistiiriilmiis formunu £ =1,2,... i¢in

(k + DU, (x)= —62 Uk_,.(x)gU,,(x) —563:7 () (3.33)

seklinde bulabiliriz. Burada ¢-boyutlu spektrum fonksiyonu U, (x), donistiiriilmiis

fonksiyondur.

(3.31) baslangi¢ kosulundan
1 o x
U,(x)= > sech (Ej (3.34)

yazariz. (3.34)’i (3.33)’de yerine yazarsak U,(x) degerlerini ardistk olarak

asagidaki gibi elde ederiz:

Ul(x)—l sinh(%)3 ,
cosh(g)
U, () l(ZCosh(g) -—3)’
8  cosh(%)

12 cosh (%)

1 (2 cosh (%)4 +15-15cosh (%)2)
U4 (x) = 3 5

96 cosh(%)

U,(x)= %[gt—k(%sechz (-x—g—’))} R

O halde T{U " (x)}:=0 degerler kiimesinin ters doniisiimii, » terimli yaklasik ¢6ziimiinii

‘%

1 1 1 sinh

2
2 cosh(2)” 2 cosh(2)’

TG0 R PG Ky I
t=0

t

i, (x,t) e ZUk (x)t* =
k=0

3 96 cosh (%)6 n!




seklinde verir. Dolayisiyla problemin tam ¢dzimi
u(x,t)=limu, (x,t)

seklinde verilir.

Farkli baslan’élg kosullar altindaki farkli KdV denklemlerinin ¢dziimleri ve
metodla ilgili daha ayrintili bilgi i¢in Keskin ve Oturang¢ (2010) kaynagina
bakilabilir. Ayrica Keskin (2010) kaynagindan da metodun o6rnekler iizerindeki

uygulanisi incelenebilir.

3.5 Homotopi Pertiirbasyon Yéntemi

Homotopi pertiirbasyon metodu ilk olarak He tarafindan tasarlanmigtir. He

(1999) kaynagina gére bu metodu inceleyelim.
Homotopi pertiirbasyon metodunu,

Bw,0u/on)=0, rel

siir sartiyla

Alu)—g(r)=0, reQl (3.395)

seklindeki lineer olmayan diferansiyel denklemde uygulayalim. Burada A4 bir genel

diferansiyel operatdrii, B bir sinir operatdrii, g(r) analitik fonksiyonu ve I"’da Q

alaninin siridir.

(3.35) deklemindeki A operatorii genel olarak, L bir lineer operatér ve N

bir lineer olmayan operatér olmak tizere iki bolime ayrilabilir. Dolayisiyla
Lw)+N@u)—g(r)=0
olarak yazilabilir. Homotopi teknigiyle,

H(, p)=(1-p)[Le) - L,)]+ p[AV)-g(N]=0, pe[01], reQ (3.36)

veya

H(v, p) = L(v)— L(y) ++pL(t,) + p[N(v) ~ g(r)] = 0
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saglayan bir v(r, p): Qx[0,1]—R homotopi kurariz. Burada p €[0,1] bir gémme
parametresidir. u,, siir sartlarini saglayan (3.35) denkleminin bir baglangig

yaklagimidir. Yukaridaki denklemlerden agik olarak

H»v,0)=L(v)—L(1,)=0
Hv,)=AWv)-g(r)=0

elde edilir. p’nin 0’dan 1’e degisim siireci, v(r,p)’de sadece u,(r)’den u(r)
’yedir. Topolojide buna deformasyon denir ve L(v)—L(u,), A(v)—g(r)’ler

homotopik olarak adlandirilir.

Metoda gore ilk kullanilan p gdomme parametresi bir “kii¢iik parametre”dir

ve (3.36) denkleminin ¢6ziimii, p *nin bir kuvvet serisi olarak
V=V, 4+ py + PV, .. (3.37)

seklinde varsayilir. p =1 i¢in (3.35) denkleminin yaklasik ¢6ziimii
u=limv=v,+v,+v, +... (3.38)

p—l

seklindedir.

Geleneksel pertiirbasyon metotlarinin  sinirlamalarini - ortadan  kaldiran
homotopi pertiitbasyon metodu, pertiirbasyon metodu ve homotopi metodunun
birlesiminden olusur. Buna karsilik Onerilen yontem, geleneksel pertiirbasyon

tekniklerinin biitiin avantajlarini sunabilir.

(3.38) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir. Bununla birlikte yakinsaklik orani

A(v) lineer olmayan operatoriine baglidir.

S;imdi Wang (2007) kaynagi dikkate alarak bahsettigimiz metodu bir 6rnek

tizerinde gosterelim.
u(x,0) = f(x) = 2k* sech® (kx)

baslangic kosullu
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U +6uu, +u =0 (3.39)

KdV denklemini ele alalim. Bu KdV denkleminin operatdr formu

Du+6uD y +Dju =0
seklindedir. Homotopi pertiirbasyon metoduna gore basit bir homotopiyi asagidaki

gibi kurariz:

(d-p)Du+ p(D,u +6uD u +Dju) =0
veya

Du+ p(6uDu+Diu)=0. (3.40)

Burada pe[0,1] bir gémme parametresidir. Du, Du+6uDu+Du’ler

homotopiklerdir. (3.37) ve (3.38)’de gosterildigi gibi p homotopi parametresi,
u=u0+pul+p2uz+p3u3+... (3.41)
¢6ztimiinii genigletmek i¢in kullanilir. Yaklasik ¢6ziimler de p =1 alinarak
U=ty +uy +uy +iy +..
seklinde elde edilir. (3.41)’in ilk dort terimi (3.40)’da yerine yazildiginda,

Ou, Ou, 2 Ou, 3 Ou, 5
—0 4 p1L 2 —+ pl|6lu, + pu, + pu, + p°
a Lo PR P p[(‘)plpzp%)

(%+p%+p2%+p3%)+asuo+ %4_ 2%_’_ 383”3 :0
ox Ox ox ox

o P TP e tP 5

elde edilir. Bu denkleme gore p ’nin aymi kuvvetli terimlerinin esitliginden elde

edilen denklemlerin operatdr formlu halleri asagidaki gibi yazilir:

Du, =0,
Dy, +6uy,D u, + Dlu, =0,
Dyu, + 6uyD u, +6u,Duy +Dlu, =0,

D,uy +6u,D,u, +6u,D,u, +6u,D u +Du, =0,

(3.42)
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Metot D, ’nin ters operatérii olan J operatoriinin uygulanmasina dayanir.

(3.42)’nin tiim denklemlerinin her iki tarafinda ters operator uygulanmasiyla

Uy = fo(x),
" =f1(x>—fa(x)§,

2 3.43
= )~ B )L+ B (3-43)

3

t ¢ r
U, = f3(x)_h4(x)i'!'+ hs(x)'é_!_hs(x)a
elde edilir. Burada

FO =000, > A= 10)

b =6£,D.fo+D.fy (3.44)
hy =6(£,D S+ AD.fy)+ D f,,
hy=6(f,D,ly +hD, f,)+D}h,

alinir. (3.44)’e gore
FoX)+ () + [0+ f,(x) = f(x)
oldugunu biliyoruz. Genelligi bozmadan KdV denklemini ¢6zmek igin
fi(®) = F(x) =2k sech® (k). fi(x) = £,(x) = £i(x) =0
oldugunu farz edelim. Boylece (3.43) indirgenerek asagidaki formlar bulunur:

u, = f,(x) =2k sech’ (kx)

. 3 . .
s sinh’ (k) 4o s sinh(ko) o5 sinh(ko) )t,

b, = () =| 48k
, 1! cosh® (kx) cosh’ (kx) cosh’ (kx)

a

e &
Uy =h3(x)5—'9 U, :—hs(x)a-

Burada

h=6/,Dfo+D.fo> h=6(fD+hD,f)+Dh,
!

h, = 6(]’0th2 +h,D_f,+hD.h %) +D’h,
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alimr. Boylece (3.39) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

4855 sinh® (kx) 304 sinh(/kx)

u(x,t) =u, +u, +u, +u, = 2k* sech’ (kx) +
Cot) S+l S ech” (k) ( cosh’ (kx) cosh® (kx)

. 2 3
rages SO 3, e
cosh’ (kx) 2! 3!

seklinde sonlu seri formundadir.

3.6 Homotopi Analiz Yéntemi

Homotopi analiz metodu (HAM) ilk olarak Liao tarafindan sunulmustur.

Bu metodu verecek olursak; N bir lineer olmayan operatér ve wu(r,t) bir

bilinmeyen fonksiyon olmak iizere
Nlu(r,n]=0 (3.45)

formunda lineer olmayan bir denklem diisiinelim. p [0,1] bir gsmme parametresi

olmak iizere
@ —p)Ll:CD(r,t; p) —%; (r,t):l = phH (r,t)N[CD (r,t;p)] (3.46)

seklinde sifirinci mertebeden deformasyon denklemi diye adlandirilan denklem
olusur. Burada u,(r,t), u(r,t) tam ¢oziimiiniin bir baslangi¢ tahminini, ##0 bir
yardime1 parametreyi, H(r,t)#0 bir yardimc1 fonksiyonu ve L’de bir yardimei

lineer operatorii belirtir. Homotopi analiz metodunda yardimei nesnelerin serbest

sekilde segilmesi biiytik 6nem tagir. Agik¢a, p=0,1 segildiginde sirasiyla
D(r,1;0) =uy(r,1), O(r, ;1) =u(r,t)

oliisur. Bunun iizerine p, 0’dan 1’e arttikga, ®(r,t; p) ¢oziimii u,(r,f) baslangic
tahmininden u(r,f) tam ¢oziimiine degisir. Topolojide buna deformasyon denir

(Hassan ve Tawil 2007).

60

.




Liao (2003) Taylor teoremi yardimiyla ®(r,f;p)’yi p’nin bir kuvvet

serisine agagidaki gibi agmustir:

O(r,1; p) = D(r,1;0)+ D u, (r,1) p". (3.47)
m=1
Burada
u, (1) =~ L 26D (3.48)
m!  Jp” =
seklindedir.

(3.47) serisinin yakinsakligi yardimei parametre A ’ye, yardimei fonksiyon
H(r,t)’ye, baslangi¢ tahmini u,(r,f) ye ve yardime1 lineer operator L ’ye baglidir.

Eger bunlar uygun bir sekilde segilirse (3.47) serisi p =1’de yakinsar ve

u(r,t)=u,(r,t)+ ium (r,0) (3.49)

m=1

haline gelir.
u”(r,t):{MO(F,Z),I/ll(l",l‘),...,un(}",[)}

vektorii tammlansin. Sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemi olan (3.46)nmn p
‘ye gore m kez diferansiyellenip ve m! ile bélindiikten sonra son olarak p=0

alindiginda, m. mertebeden deformasyon denklemi olarak adlandirilan
Llu, (r.0)= g, (r.0)| = RH(r, )R, (#,,5751)

denklemi elde edilir. Burada

3 0, m<l1,
An =0y, m>1,
1 om! 2
R, (v, ,rt)= —N um(r,t)pm:l
( 1 ) (m_l)!{ap 1 [mz::‘) -

seklinde alinir.
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Teorem 3.1: (3.49) serisi yakinsadik¢a, (3.45)’in tam ¢oziimiine yakinsar

(Liao 2003).
Simdi de homotopi analiz metodunu
u,—6buu, +u, =0, xelR (3.50)

KdV denklemi iizerinde uygulayalim. (3.50) KdV denkleminin HAM yardimiyla
¢coziimi i¢in

uy(x,1) =—2€x/(1+ex)2

seklinde baslangi¢ tahminini ve ¢ bir sabit olmak tizere L[c]=0 esitligini saglayan

L [u (x, t; p):] = ____au();,tt; p)

seklinde yardimei lineer operatér segelim. Yardimei fonksiyonu
H(r,t)=1

olarak diisiinelim. O zaman sifirinct mertebeden deformasyon problemi

(l—p)LI:u(x,t;p)—uo (x,t)] = th[u (x,t;p)],

X

_€
(1+e’c)2 ’

ou(x,t; p ou(x,t;p *u Xitip
N[u(x,t;p)}(—atl—@(x,t;p) (ax ), (8x3 )

Uy (x,t) =-2

olarak elde edilir. m. mertebeden deformasyon problemi de

ou 1 ou .. Bu
8 1) — D =ph| 2L -6) y i 7 el | 3.51
[, (5.0~ 2,1, ()] = [ et 63 S e } 651
um(‘x’o):O’ (le) (352)

seklinde olur. (3.52) kosullu (3.51) denkleminin ¢6ziimii i¢in Mathematica programi

kullanilabilir. Boylece seri formundaki ¢6ziim
3
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X

U(X, f) = '—2(18—)2
+ X
‘ i 2 L (3.53)
N 2¢* (=14 ¢*) hilog [e](12e’“ +Logle]l” —10eLoglel +e*Loglel ) .
(1+ ex)s

olarak elde edilir.

(3.53)’de verilen analitik ¢6ziim 4 yardimci parametresini igerir, ki bu
parametre HAM ¢6ziimii igin yaklagim oranini ve yakinsama bélgesinin etkiler. Sekil

3.3’de h egrileri 8.mertebeden yaklasimda x=¢=0.01 iken, u(x,t), i(x,t), #(x,t)

i¢in ¢izilmisgtir.

Sekil 3.3: Kesik nokta #(0.01,0.01), diiz dogru i(0.01,0.01) ve kesik dogru i (0.01,0.01) olmak

tizere 8. mertebeden yaklagimin / egfisi.

i;gao (2003) tarafindan isaret edildigi gibi A ’nin gegerli bolgesi bir yatay
dogru pargasidir. Bu durum igin gegerli bdlgenin —1.15 <h<-0.6 oldugu agiktir.
Teorem 3.6.1°e gore yakinsadikga (3.53) ¢dziimii tam ¢6ziim olmahdir. Bu durumda

~l1<t<l ve h=-1 i¢in tam ¢6ziim ve HAM ¢6ziimii, Sekil 3.4°de gosterildigi gibi

ayn1 olurlar. Niimerik sonuglar Tablo 3.3’de 6zetlenmistir.

?




Tablo 3.3: h=-1 i¢in HAM ¢o6ziimle tam ¢dziimiin karsilastiriimasi

t x Tam Co6ziim HAM Co6ziim Mutlak Hata
-6 -0.004693564364865844  -0.0046935643648653635 4.80518402845575 x 10°'6
0.05 -3 -0.08634570715015544  -0.08634570715015137  4.06619182768963 x 10°"3
) -0.218(5;963830331248 -0.21807963830330718  5.30131494258512 x 10°7°
5 -0.01396823161345761  -0.013968231613456493  1.11716191852906 x 10™'°
-6 -0.003846044713671389  -0.0038460447137292153 5.782613970994888 x10™*
0.25 -3 -0.07186718166243183  -0.07186718165065627  1.17755666328989 x 10™"!
2 -0.2522584503864486  -0.25225845037331035  1.31382682511116x 10"
5 -0.017007824315900595 -0.017007824315379085 5.21509918582907 x 10
-6 -0.0029978573890808136 -0.002997857417138099  2.805728522778383 x 10!
0.5 -3 -0.056906053378639285 -0.05690604775947111  5.619168172432687 x 107
2 -0.29829291297695726  -0.2982929041406657  8.836291531810758 x 107
5 -0.02173245972250237  -0.02173245944445047  2.78051900948206 x 10°'°
-6 -0.002336284005515009 -0.0023362850215908897 1.016075880551359 x 10
0.75 -3 -0.044899022133116494 -0.04489882076408693  2.013690295621373 x 107
2 -0.3462100376919465  -0.3462095739849941 4.637069524471293 x 107
5 -0.027731694033315973  -0.02773168287526794  1.115804803414333 x 107
-6 -0.0018204295917628886 -0.001820442360243653  1.276848076445583 x 10°®
1 -3 -0.03532791434845481  -0.03532541242658223  2.50192187 x 107
2 -0.3932319186044759  -0.3932238664829637  8.052121512225341 x 107
5 -0.03532556752567461  -0.03532541242658223  1.550990923818163 x 1077

Sekil 3.5°de (3.50)’nin tam ¢oziimii ile 7=-0.5, h=-0.75 ve h=

1 i¢in

HAM yardimyla elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi gosterilmistir. Burada en iyi

h degerinin s =-1 degeri oldugu gériiliir. Daha fazla bilgi i¢in Nazari ve dig.’nin

(2012) makalesi incelenebilir.

»
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1 a x
- 5 ulx,t) = - Esuch'(:: - %)
a0 )
|
{
{
|

)

Sekil 3.4: h=-1 oldugunda (a) tam ¢6ziim ve (b) HAM ¢o6ziim olmak tizere, u(x,f) 'nin
HAM ¢6ziimii ile tam ¢6éziimiiniin karsilagtiriimast.

u(x,0.75)

u(x, 1)

-0.35

-0.45

(©) (d)

Sekil 3.5: A =[—O.5; —-0.75; —1] icin 8. mertebeden yaklagimla elde edilen sonuglardir. Burada tam

3 ¢6ziim diiz dogruyu, 42 =-0.5 i¢in biiyiik kesikli dogruyu, #=-0.75 i¢in kiigiik kesikli
dogruyu ve 4 =-1 ig¢in kiigiiciik kesikli dogruyu ifade eder.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerden KdV
denklemi iizerinde durulmustur. Ilk olarak denklemin tarihsel gelisim siirecinden
bahsedilip fiziksel yorumu yapilmigtir. Denklemin tiirleri verilerek bu tiirler tizerinde

bazi analitik ve yaklasik ¢6ziim yontemleri uygulanmistir.

Tezde kullanilan analitik yontemlere bakildiginda, Backlund doniisiimiinde
KdV denkleminin sonlu ¢oziimlerini bulabilmek i¢in nonlineer siiperpozisyon
prensibini kullanmak daha avantajlidir. Boylece ¢6ziim bulmada fazla tiirev ve
integral almaya gerek kalmaz. Ters sa¢ilma dontigiimii ile lineer kismi diferansiyel
denklem ¢oziimiinde kullanilan Fourier doniistimleri birbiriyle paralellik gosterir.
Bécklund ve ters sa¢ilma doniisiim yontemleri birbiriyle iligkilidir. Her ikisinde de
miura doniligsiimiinden yararlanilir. Siniis-kosiniis ve tanh yoéntemlerinin her ikisi de
giivenilir ve birbirinin tamamlayicisidir. Tanh yontemi, tanh-coth y6nteminin
indirgenmis halidir. Ustel fonksiyon yontemi ile genellestirilmis solitonumsu ve
periyodik ¢oziimlerin her ikisi de elde edilirken, jakobi eliptik fonksiyon yontemi ile

periyodik ¢ozlimler elde edilir.

Tezdeki yaklasik ¢6ziim yontemleri incelendiginde, varyasyonel iterasyon ve
Adomian ayrisim yonteminin her ikisi de yiiksek dogrulukta yaklagimlar verir.
Varyasyonel iterasyon yontemi / lagrange ¢arpanini gerektirirken, Adomian ayrisim
yontemi ise Adomian polinomlarini gerektirir. Ayrica varyasyonel iterasyon yontemi
Adomian ayrisim yontemine gore daha hizli sonug verir. Indirgenmis diferansiyel
yontemi fonksiyonlarin tiirevini kullanarak sonuca ulasirken, Adomian ayrisim ve
varyasyonel iterasyon yontemleri fonksiyonlarin integralini kullamir. Bu nedenle
integrali alinamayan fonksiyonlarda sorun yasanabilir. Bununla birlikte ¢ok zor
integralle}lebilen ifadelerle karsilasildiginda diferansiyel doniisiim y6ntemini
kullanmak daha avantajlidir. Son olarak da homotopi pertiirbasyon ydnteminin

aslinda homotopi analiz yonteminin 6zel bir hali oldugu séylenebilir.

; Sonu¢ olarak sdyleyebiliriz ki burada sunulan yontemler farkli kismi

diferansiyel denklemlere de uygulanabilir.
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