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OZET

DIFERANSIYEL DONUSUM METODUNUN KULLANILARAK
ISI iLETIMI MODELLEMESI

Salman, Serpil
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ABD
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Murat SARI

Agustos 2008, 57 sayfa

Bu caligmada fiziksel, biyolojik, sosyal ve yer bilimlerinde pek cok problemi temsil
eden ve 1simmin dinamik hareketini analiz etmede kuvvetli bir ara¢c olan 1s1 iletimi
denklemi, cesitli yapilar i¢in, DD yontemi kullanilarak modellendi. Bu modellemede,
rakiplerine gore yeni ve kismen etkin olan diferansiyel doniisiim metodu kullanildi. Bu
yontem kullanilarak linear ve non-linear matematiksel modeller, bir-, iki- ve ii¢ boyutlu
1s1 iletimi denklemi ¢oziildii.

Sonuglarin davramislan MATLAB, MATHEMATICA ve SURFER programlarinda
cizilen grafiklerde gozlenmistir.

DD sonuglarmin analitik sonuclarla kalitatif uyumu genelde c¢ok iyi olsa da kantitatif
uyumu kimi problemlerde ilerleyen zamanlar i¢in kaybolmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Doniisiim Metodu, Is1 [letimi Denklemi, Kismi
Diferansiyel Denklem, Modelleme.
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ABSTRACT

HEAT CONDUCTION MODELLING USING THE DIFFERENTIAL
TRANSFORMATION METHOD

Salman, Serpil
M. Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Murat SARI

August, 2008, 57 Pages

In this work; the heat equation being a powerful tool in analyzing the dynamic motion
of heat as well as for representing many problems in physical sciences, biological
sciences, social sciences and earth sciences, was modelled in various structures. In this
modelling, the differential transform method which is new and partially effective
comparison to its rivals was used. With the use of this method, linear and non-linear
mathematical models, one-, two- and three- dimensional heat conduction equation were
solved.

Behaviours of the results were observed in graphs drawn in MATLAB,
MATHEMATICA and SURFER.

Although the qualitative agreement between the DD results and analytical solution, in
general, is very good, the quantitative agreement for some problems disappears for
further times.

Keywords: Differential Transformation Method, Heat Conduction Equation, Partial
Differential Equation, Modelling.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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kontrol hacmi i¢inde depolanan enerjide birim zamandaki degisme, W
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enerji ¢ikist

1s1 yayilma Katsayis1, m>/s

Diferansiyel Doniisiim Metodu



BOLUM 1 1SI VE ISI iLETiMi

1.1 Giris

Diferansiyel denklemler, fonksiyon veya fonksiyonlarin, bir veya birden cok
degiskene gore tiirevlerini iligkilendiren denklemlerdir. Uygulamali bilim dallarinda
matematiksel modeller genellikle diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilirler.

Is1 miktariyla sicaklik dogru orantilidir. Bir cismin iizerindeki 1s1 arttikga o cismin
sicakligl da artar. Diilnyamizda gecen hemen hemen her olayda 1s1 6nemli bir yer tutar.
Insanlarm yeryiiziinde ilk olarak karsilastiklari tabiat olaylarindan biri de 1s1 olmustur.
Insanlar, tabiat olaylarinin sebeplerini, kanunlarini arastirmaya bagladiktan sonra, 1sinin
ne oldugunu da merak ettiler. Isiy1 6nceleri insanlar cisim sansalar da cesitli deneysel
calismalarla cisim olmadigr sonucuna varmislardir. O halde 1s1 nedir? Bugiin artik
herkesin kabul ettigi kurama gore 1s1, bir tiir enerjidir. Bilindigi gibi biitiin cisimler
molekiillerden, onlar da atomlardan meydana gelirler. Bu molekiiller de degismez
degillerdir; siirekli olarak hareket halindedirler, kaynasirlar. Bu kaynasmalari
molekiillerde kinetik enerji bulundugunu gosterir. Bazi molekiillerde potansiyel enerji
de vardir. Bir cisme disardan 1s1 enerjisi verilirse, cismin toplam kinetik ve potansiyel
enerjisinde bir degisme olmaz. Bu enerji molekiillere gecer, onlarin hareketini
giiclestirir. Bu yiizden, birbirine siirtiilen iki cisim 1smir. Siirtiinmeyle verilen enerji,
molekiillerin hareketini arttirir, bunun sonunda da cisimler 1siir. Cekigle doviilen
demirin 1sinmasi da bundandir. Vurma sirasinda cisimlere verilen enerji onlarin
molekiillerini artirmis, dolayisiyla cisimleri 1sitmistir. Demek ki 1s1 bir enerjidir. Kat1 ve
sivi cisimlere verilirse onlarin molekiillerinin hem kinetik, hem de potansiyel
enerjilerini arttirir. Gaz halindeki cisimlere verilirse molekiillerin yalmiz kinetik enerjisi
artar.

Isimin Cisimler Uzerindeki Etkileri:

Kat1 bir cisme 1s1 verilirse o cismin sicaklik derecesi yiikselir. Bunun i¢in cisimlerin
sicaklik derecesi belirtilmistir. Saf suyun dondugu sicaklik derecesi 0, kaynadigi

sicaklik derecesi de 100 kabul edilmistir. Genel olarak, cisimlere 1s1 verilince boyutlar



uzar. Sivilar da genel olarak 1s1 aldiklar1 zaman hacimce genlesirler. Yalniz, sivilarin
belli bir hacimleri olmadigi icin bir kap icinde bulundurulurlar. Isiyla hacim
degismesini incelerken kabin genlesmesini de gbz oniinde bulundurmak gereklidir. Kati
bir cismin birim kiitlesini, sicakligin1 degistirmeden ergitmek icin verilmesi gereken 1s1
miktarina o cismin ergime 1sis1 denir. Bir sivinin donma noktasi siv1 iizerine yapilan
basingla degisir. Donma sirasinda biiziilen sivilarda basing arttikca donma noktasi daha
bilyiik degerlere kayar. Donma sirasinda genisleyen sivilarda ise durum terslesir. Onun
icin, 1s1 problemlerinde basincin da goz Oniinde tutulmasi gereklidir. Kolaylik igin
normal sartlar tarif edilmistir.
Bir cismin gaz haline gegcmesine buharlasma olay1 denir. Ug béliimii vardir;

1) Buharlagsma: Sivinin sadece yiizeyindeki kisimlarinin buhar haline gegmesidir.

2) Kaynama: Sivinin yalmiz yiizeyinde kalmayip biitiiniine yayilan buharlagmadir.
Kaynama sonunda biitiin sivi buhar haline gecer. Bir siviyr kaynatmak i¢in ona 1s1
verilmesi gerekir. Bir sivinin birim kiitlesinin sicakligi degismeksizin, buhar haline
gecirmek i¢in verilmesi gereken 1siya buharlagma 1s1s1 denir.

3) Siiblimlesme: Belli sicaklik ve basing altinda bir cismin, kat1 halinden, dogrudan
dogruya gaz haline ge¢gmesidir.
Bir gazin durumu ii¢ degiskenle belli olur. Sicakligi, uyguladigi basmci, kapladigi
hacim. Bu ii¢ deger arasinda biitiin gazlar i¢in dogru olan bagintilar vardir. Gazlan ya
sabit basing altinda, ya da sabit hacim altinda 1sitabiliriz.
Ist Iletimi:
Is1y1 insanliga yararh sekilde kullanmak icin elde ettikten sonra kullanma yerine iletmek
gereklidir. Bunun bir¢ok yolu vardir. Yalniz 1s1 iletimi yontemlerinde kayiplarin az
olmasina calisilir.
Cisimler, 1s1y1 bir yerden bir yere iletme bakimindan cesitlilik gosterirler. Madenler 1s1y1
iyi iletirler. Buna karsilik hava kotii iletkendir. Dolayisiyla, i¢inde hava bulunan
maddeler de kotii iletkendir. Boylece, cisimler; iletken, kotii iletken ve yalitkan olmak
tizere cesitli bolimlere ayrilirlar. Bazen 1smin iletilmesi, bazen de disariya verilmeyip
korunmasi istenir. Duruma gore ya iletken, ya yalitkan cisimler kullanilir. Evlerin, is
yerlerinin, fabrikalarin 1sitilmasinda, sogutulmasinda 1s1 iletiminin 6nemli bir pay1
vardir. Bu bakimdan 1sinin iletim kanunlar1 aragtirilmistir. Isinin cisimlerin i¢inden, ya
da bir cisimden baska bir cisme gecisi ii¢ yolla olur:

1) Iletim (kondiiksiyon); 2) Cevirim (konveksiyon); 3) Isinim (radyasyon).



Cevirim ve 1stmmm bizim ilgimiz digindadir. Iletim yoluyla 1s1 gecisinde, cismin 1s1
geciren bir cisim olmasi gereklidir. Ya cismin bir pargasi 1s1 kaynagina deger, ya da
cisim sicak bagka bir cisme deger. Bu durumda 1s1 cismin soguk yerlerine de yayilir. Bu
cesit 1s1 iletimini soba i¢ine sokulan bir demir ¢ubugun Obiir ucunun ismnmasiyla
goriiriiz. Olayin agiklanmasinda molekiillerden yararlanilir. Sobaya sokulan ugtaki
molekiillerin hareketi siddetlenir. Bu molekiiller yanlarindaki molekiillere carparak
onlarin titregsmesini de arttirirlar. Boylece ¢ubugun oteki ucu 1sinir. Isitilan cismin
yaydigi 1s1 dalgalar uzayda dagilir. Cisimlerin 1s1mim yoluyla enerji salmalar1 Kuantum
Teorisi ile agiklanmisgtir.

O halde 1s1, sicak maddenin yiiksek enerjili molekiillerinden soguk maddenin diisiik
enerjili molekiillerine aktarimidir. Eger bir cismin bir boliimii 6biir boliimlerinden daha
sicaksa, bu enerji aktarimi iletim yoluyla olur. Bu siirecte, yiiksek enerjili molekiillerin
hareketi komsu molekiillerin hizlanmasina yol acar ve bu etki biitiin cisme yayilir. Bir
maddenin iyi bir 1s1 iletkeni olmas1 demek, o maddede iletim yoluyla 1s1 aktariminin
kolayca gerceklesmesi demektir. Akiskanlarda, yani sivilarda ve gazlarda 1s1 aktarimi
daha cok konveksiyon ya da tasmmim yoluyla olur. Bu siirecte, akiskanin isman
boliimleri genlesir; genlestigi icin de yogunlugu azalir. Boylece hafifleyen molekiiller
yiikselirken akiskanin daha soguk molekiilleri alcalarak bunlarin yerini alir ve bu
hareketten dogan konveksiyon akimlari 1s1 enerjisini akiskanin her yamma tasir. Iki
cismin arasinda, 1s1ma yoluyla sicak cisimden soguk cisme 1s1 aktarilabilir. Bir cismin
molekiilleri elektromagnetik 1s1mim yayar; bu 1sinim dalga boyu cismin sicakligina
baghdir. Cisim ne kadar sicaksa yaydig1 1sinim dalga boyu da o kadar kisa olur.
Birbiriyle temas halinde bulunan sicakliklar1 farkli iki madde arasinda 1s1 aligverisi olur.
Sicak madde 1s1 vererek sogurken, soguk madde de bu 1siy1 alarak sicakligi artar. Bu
olay sicakliklar esitleninceye kadar devam eder.

Buradan ise 1sinin, bir maddenin biitiin molekiillerinin sahip oldugu ¢ekim potansiyel
enerjileri ile kinetik enerjilerinin toplami oldugu sdylenebilir. Bir enerji tiirii olan 1s1,
diger enerjilere doniisebilir. Sicaklik, bir maddenin molekiillerinin ortalama kinetik

enerjilerinin bir ol¢iisii olup enerji degildir. Is1 kalorimetre kabi, sicaklik termometre ile

oOlciiliir. Sicaklik birimi giinliik hayatta °C, teknikte Kelvin (K).

Is1, malzemeyi teskil eden en kiiciik parcaciklarin (atom ve molekiiller) titresimiyle
meydana gelir. Eger bir malzeme 1sitilirsa bu kiiciik parcaciklarin titresimi hizlanir,
tersine sogutulursa titresim azalir. Bu konuya iliskin genis bilgi i¢cin Incropera ve Dewitt

(2001)’e basvurulabilir.



1.2. Is1 iletimi Denkleminin Tarihcesi

Katilardaki 1s1 iletimini tanimlayan bu denklem, iki yiizyil1 askin bir zamandir, fiziksel,
biyolojik, sosyal ve yer bilimlerinde genis bir yelpazedeki problemlerin
modellenmesine ek olarak 1sinin dinamik hareketini analiz etmek icin kuvvetli bir arag
oldugu goriilmektedir. Bir kismi diferansiyel denklemle tanimlanan zamana bagli 1s1
iletimi siireci, ilk kez Fourier tarafindan 1807 yilinda, “Isinin Analitik Teorisi” adli
eserinde formiilize edildi (Narasimhan, 1999).

Bernoulli, Euler, Lagrange ve D’Alembert, denklemin ¢oziimiine iliskin daha ©nce
calismalar yapmis olsalar da belki de en dikkat cekici ve en kabul edilebilir olam
Fourier’in ¢6ziim metodudur. Is1 iletimi denkleminin tarihgesi, etkileri ve baglantili
oldugu bilimlere iliskin genis ve derinlemesine bilgi i¢cin Narasimhan’in (1999) giizel
calismasina basvurulabilir.

Is1 iletimi denklemi yukarida isaret edildigi gibi pek ¢cok uygulama alanina sahiptir. S6z
konusu bu problemleri temsil eden 1s1 iletimi denklemi ¢ok farkli niimerik ya da analitik
yontemlerle direkt olarak ¢oziilmiistiir (6rnegin Chen, 1992; Ellison, 1995; Chen, 1999;
Korneyev, 2002; Liao, 2002; Shen ve Han, 2002; Shuja, 2002; Yilbas ve Kalyon, 2002;
Gu ve ark., 2002; Pepper, 2002; Wang ve Chen, 2002; Lam ve Yeung, 2002; Murthy ve
Mathur, 2003; Tsourkas ve Rubinsky, 2003; Sladek ve ark., 2003; Beck ve ark., 2006;
Sadat, 2006; Chen ve ark., 2006; Tadeu ve Simoes, 2006; Su ve ark., 2007; Kuddusi ve
Denton, 2007; Beck ve Cole, 2007; Ge ve ark., 2008; Yigit, 2008; Zhou ve ark., 2008;
Valtchev ve Roberty, 2008; Wu ve Tao, 2008; Shijun ve Zhangiang, 2008; Beck ve ark.,
2008).

Is1 iletimi denkleminin invers ¢oziimleri (6rnegin Kim ve Lee, 2002; Ghojel, 2002;
Moultanovsky ve Rekada, 2002; Chen ve Tuan, 2002; Kim ve Daniel, 2003; Ling ve
ark., 2003; Vynnycky ve ark., 2003; Woodfield ve ark., 2007) de mevcut olmakla
birlikte bunlar bizim ¢alisma alanmimizin disindadir.

Yukarida belirtildigi gibi pek ¢ok etkili ¢dziim metotlari 1s1 iletimi denkleminin ¢oziimii
icin s6z konusu olsa da bu ¢aligmada oldukga yeni ve dikkat ¢cekecek kadar da etkili
olan Diferansiyel Doniisiim yontemini kullanacagiz. Bu yontemin 1s1 iletimi
problemlerinin (Jang ve ark., 2001; Kurnaz ve ark., 2005; Bildik ve ark., 2006; Bert,
2002) yam sira cesitli problemlere iligkin uygulamalar1 (Jang ve ark., 2001; Jang ve



ark., 2003; Kurnaz ve ark., 2005; Bildik ve ark., 2006; Ertiirk, 2006) literatiirde
irdelenmistir. Bu konuda ayrmtili bilgi i¢in, ornegin, Goldstein ve ark. (2005) ve
Goldstein ve ark. (2006) calismalarina bagvurulabilir.

Bir¢ok uygulamada fiziksel sistemi tamimlayan lineer veya non-lineer kismi tiirevli
denklemlerle karsilagilir. Diferansiyel denklemlerin c¢oziimlerini bulmak igin cesitli
metotlar (tam ve/veya niimerik yontemler) uygulanabilir. Cogu kez bu denklemleri
analitik olarak c¢cozmek cok karmagik olabilir. Laplace ve Fourier doniisiimleri gibi
integral doniisiimler, bu gibi denklemleri ¢c6zmek i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.
Bu integral doniigiimlerin kullanighihig diferansiyel denklemleri basit ve sistematik
¢Oziim islemlerine imkan veren cebirsel denklemlere doniistiirmekte yatar. Halbuki non-
lineer problemlerde integral doniisiimii kullanmak karmagikliligini arttirir. Alternatif
olarak niimerik metotlar, problemlerin analitik ¢6ziimlerinden ziyade yaklasik ¢coziimler
saglar. Bu metotlarin farkli durumlar1 bircok arastirmada analiz edilmistir, 6rnegin
Adomian ayrigtirma metodu (Evans ve ark., 2003; Inc ve Evans, 2004) gibi. Kurnaz ve
ark. (2005)’'min da isaret ettigi gibi diferansiyel doniisiim metodu; diferansiyel
denklemler veya diferansiyel denklem sistemlerini ¢ézmede etkili olarak kullanilan
niimerik bir metottur.

Diferansiyel doniisim metodu ilk kez Zhou (1986) tarafindan kullanildi. Asil
uygulamasi, elektrik devre analizindeki lineer ve non-lineer baslangic deger
problemlerini ¢ozmeye aittir. Kimi arastirmacilar (Chen ve Ho, 1999; Jang ve ark.,
2001; Hassan, 2002; Ayaz, 2003, 2004; Kurnaz ve ark., 2005) kismi tiirevli denklemler
icin bu metodu gelistirdiler. Linear ve non-linear baslangi¢-deger problemleri igin
kapali form seri ¢oziimleri elde ettiler. Bu metot polinom formunda bir analitik ¢6ziim
olusturur. Veri fonksiyonlariin gerekli tiirevlerinin sembolik hesaplamasini gerektiren
yilksek mertebeden Taylor seri metodundan farklidir. Taylor seri metodu yiiksek
mertebeler i¢in hesaplama yoniinden maliyetlidir. Diferansiyel doniisiim; diferansiyel
denklemlerin analitik Taylor seri ¢oziimlerini elde etmede bir iteratif prosediirdiir (Jang
ve ark., 2001; Hassan, 2008).

Bu calisgmanin amaci farkli boyutlardaki fiziksel ortamlarda 1s1 iletiminin, DD
yonteminin kullanilarak, modellenmesi ve bu cercevede elde edilen 1s1 yayilimi

sonuclarinin analitik ¢6ziimle karsilagtirllmasidir.



1.3. Tez Plam

Birinci boliimde, 1s1, 1s1 iletiminin fizigi hakkinda bilgiler verilmekte olup 1s1
denkleminin tarihcesi verilmistir. Bir, iki ve ii¢ boyutlu 1s1 iletimi denklemlerinin
cikarilis1 fiziksel olarak gosterilmistir. Is1 iletim denkleminin ¢6ziimiine iliskin literatiir

calismasina bu boliimde yer verilmistir.

Ikinci boliimde, bir boyutlu diferansiyel doniisiimiin tanim ve islemleri verilir ve bunlar
yardimiyla adi diferansiyel denklemler c¢oziilir. Ayrica iki boyutlu diferansiyel
doniisiim metodunun formiilasyonlarina yer verilir. Bir boyutlu 1s1 iletimi denklemi iki

boyutlu DDM ile ¢oziilmiistiir.

Uc boyutlu diferansiyel doniisiim metoduna iiciincii boliimde yer verilir. Uygulama
olarak iki boyutlu 1s1 iletimi denklemi ii¢ boyutlu DDM ile ¢oziilmiistiir ve analitik

¢oziimle karsilastirilmistir.

Dordiincii boliimde, dort boyutlu diferansiyel doniisiim metodunun formiilasyonlarina

dayal1 olarak ii¢ boyutlu 1s1 iletimi denklemi ¢oziilmiistiir.

Besinci boliimde; farkli boyuttaki geometriler icin 1s1 iletimi denklemlerinin DDM

sonuclart matematiksel ve fiziksel olarak ele alinmis ve tartisilmistir.

1.4 Is1 iletimi Denkleminin Cikarihsi

Is1 iletim ¢oziimlemesinde asil amag, verilen sinir kosullart icin bir ortamda sicaklik
dagilimim belirlemektir. Baska bir ifadeyle, ortamda sicakligin yerel olarak nasil

degistigi bulunmak istenir. Bu dagilim bilindiginde, ortam iginde veya yiizeyinde

herhangi bir noktadaki iletimle 1s1 akis1 Fourier yasasindan hesaplanabilir.



Sekil 1 w(x,y,z,t) sicaklik dagiliminin Kartezyen koordinatlardaki gosterimi

1ginde kiitlesel hareket olmayan ve bir ¢ aninda w(x, y,z,t) sicaklik dagiliminin
Kartezyen koordinatlarda gosterilen homojen bir ortam ele alinsin (bkz. Sekil 1). Enerji
korunumu uygulanarak, sonsuz kiiciik bir kontrol hacmi dx-dy-dz olarak tanimlanir.

Ikinci adim bu kontrol hacmi ile ilgili enerji etkilesimlerini ele almaktir. Sicaklik
gradyanlar1 varsa kontrol yiizeylerinin her biri iizerinde iletimle 151 gecisi olacaktir.

x, y ve z eksenleri lizerindeki kontrol yiizeylerinin her birine dik 1s1 iletimi sirasiyla
g, 9, ve q. terimleri ile gosterilir. Karsi yiizeylerdeki 1s1 iletimi ise yiiksek

mertebeden terimlerin atildig bir Taylor seri acilimi ile ifade edilir.

9,
qx+dx = qx + dx
ox

aq,
qy-%—dy = qy + ay} dy (1)

0
G, =94, + EE dz
0z

dq,
X

Burada ¢ ., , x+dx’ deki1s1iletimini ve

dx, dx uzunlugundaki degisimi

verir.
Ortam icinde 1s1l enerji iiretimi ile ilgili olarak bir enerji kaynag: terimi de bulunabilir.

Bu terim,

E, =qgdxdydz.



Ayrica, kontrol hacminde malzeme tarafindan depolanan 1s1l i¢ enerjide degismeler
olabilir. Malzemede bir faz degisimi olmuyorsa gizli 1s1 etkileri yoktur ve enerji

depolama terimi
E, = pc, E;—W dxdydz
t

olarak yazilir. Burada w sicaklik, ¢ zaman, c, sabit basingta 6zgiil 1s1, Est kontrol

hacmi i¢inde depolanan enerjide birim zamandaki degisme (dj" j . pc, %—W ortamin
t t

11l enerjisinin birim hacimde, birim zamanda degisimidir.

Materyaldeki 151l enerji diger bazi enerji tiirlerinin tiikketimi sonucunda iiretiliyorsa terim

(E . ) artidir (kaynak); 1s1l enerji tiiketiliyorsa bu terim eksidir (kuyu).
E+E,—E,=E,
E,. enerji girisi, £ . enerji (1s1) tretimi, EO enerji ¢ikisidir. Enerji korunumunun an

denklemi olan bu son ifadede E, ve E, esitliklerinden yararlanilirsa,

a_w dxdydz

qx + qy + qz + qudde - qx+d.r - qy+dy - q“dz = ,OCp at

elde edilir. ¢ birim hacimdeki 1s1 iiretimidir. Buradan (1) esitlikleri kullanilirsa

——2dx——=dy——=dz+ gdxdydz = pc — dxdyd. 2
3e BTy g, ek dendyde = pe, - dxdyde (2)

bulunur.

Is1 iletimi Fourier Yasast ile yazilabilir:

” ow ow ow
AL S S AL S il
% ox 1 dy 1 0z

Bu ifadelerin her biri, bir yiizeydeki 1s1 akisinin yiizeye dik yondeki sicaklik gradyani
ile iliskisini gostermektedir. Burada k 1s1 iletim Katsayisi, ¢” 1s1 akisidir.

Gecen 1s1y1 elde etmek i¢in her bir 1s1 akisi bileseni uygun kontrol yiizey alani ile

carpilir.



q, =—kdydz a_w
ox
q, = —kdxdz a_w
dy
q, =—kdxdy a_w
0z

esitlikleri(2) de yerine yazilirsa,

d (ow 0 [ ow 0 [ dw ow
kydz2-( 2\ dx+ kandz 2| 2 |y + kaxdy 2| 2 | dz + gaxdydz = pe. 2 dxdyd
yzax(axjx ”ay[ayjy xyaz(azj Ch gz = pe, T,

olur. Her iki taraf dxdydz ile boliindiigiinde

8( aw) o, ow a( aw) ) ow
— | k— |+—|k— |+=—| k— |+g=pc,—
ox\' dx ) dy\ dy ) 9dz\ 9z P or

elde edilir. Is1 yayiim denkleminin Kartezyen koordinatlardaki genel big¢imidir (is1

denklemidir). Is1 iletimi ¢oziimlemesinin temel aracidir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
w(x, y,z) sicaklik dagilimi zamanin bir fonksiyonu olarak elde edilebilir. Bu ifade

karmagik gibi goriinse de Onemli bir fiziksel olguyu, enerjinin korunumunu ortaya

koymaktadir. Denklemde;

ai(k a—wj terimi x yoniinde kontrol hacmine net iletim akisini belirtmektedir. dx ile
X X
carpildiginda
d(, dw o »
—|k— |dx=q, —
ax( ax) O™ s

olup y ve zyoniindeki akilar i¢in benzer ifadeler yazilabilir.

Ist denklemi, ortamin herhangi bir noktasinda birim hacme iletimle gegen enerji ile
birim hacimde iiretilen 1s1l enerjinin toplaminin hacim icersinde depolanan 1s1l enerjinin
degisimine esit olmasi gerektigini ifade etmektedir.

Is1 denkleminde 1s1 iletim katsayis1 sabitse, 1s1 denklemi

I’w  d’w 82w+ g _pc,ow

+—t —
ox> 9y’ 97 k kot

B

Kk
pe,

haline gelir. Burada & 1s1 yayilma katsayisidir.
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Is1 denklemi bir boyutlu ise yani sadece x yoniinde ise, 1s1 iiretiminin olmadig1 ve 1s1

iletim katsayisinin sabit alindig1 durum i¢in denklem;

w1 ow k
ox” « ot pe,
biciminde bir boyutlu geometri i¢in 1s1 denklemi elde edilir.
Is1 denklemi iki boyutlu ise yani sadece x, y yoniinde ise, 1s1 liretiminin olmadig ve

151 iletim katsayisinin sabit alindig1 durum i¢in denklem;

*w azw_ 1 ow k

—t—=——
ox~ dy" «a ot pc,
formunda iki boyutlu geometri ic¢in 1s1 denklemi elde edilir.

Is1 denklemi ii¢ boyutlu ise 1s1 tiretiminin olmadigi ve 1s1 iletim katsayisinin sabit

alindig1 durum i¢in denklem;

’w 9*w 9w 1w k
_ p”

YR
ox” dy” dz° «a ot pc,
seklinde iic boyutlu geometri icin 1s1 iletimi denklemi elde edilir (Incropera ve Dewitt,

2001).

1.5. Ozet

Bu boliimde 1s1 iletimi denkleminin cikarilisi ile 1s1 iletimi denkleminin temsil ettigi
fiziksel problemler ve denklemin ¢6ziimiine iligkin kisa tarihsel gelisimi ele alindi.

Gelecek boliimde ise 1s1 iletimi denkleminin diferansiyel doniisiim metodu ¢dziimiine
gecmeden Once kismen daha kolay olan adi tiirevli denklemlerin diferansiyel doniisiim

¢Oziimleri ele alinacaktir.
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BOLUM 2 BiR BOYUTLU ISI iLETIMININ DIFERANSIYEL DONUSUM
METODU iLE COZUMU

Bu boliimde bir boyutlu 1s1 denkleminin formiilasyon ve ¢oziimiine gegmeden 6nce adi
diferansiyel denklemlere iliskin bazi 6rnekler alinarak kismen daha kolay problemler ve
formiilasyonlar ile baslayacagiz.

Bir boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel tamimlar ve islemleri literatiirde (Jang ve
ark., 2000; Jang ve ark., 2001; Chen ve Liu, 1998; Chen ve Ho, 1999; Jang ve Chen,
1997; Zhou, 1986; Hassan, 2004; Malik ve Dang, 1998; Bildik ve ark., 2006; Chen ve
Ho, 1996; Kurnaz ve ark., 2005; Chu ve Chen, 2007) cesitli ¢calismalarda ele alinmistir.
Adi diferansiyel denklemler i¢in formiilasyon asagidaki gibidir:

Tamm 1: y(t), L zaman bolgesinde analitik ise

k
q)(t,k):%,VteL. 3)

~—

t=tigin, @(t.k)=0(t,.k),t,=a+ih, i=0,1,...,N ve p=b=a

burada k, K bolgesi ile gosterilen negatif olmayan tamsayilar kiimesine aittir. Bundan

dolay1 (3) denklemi

d"y(1)
di*

x<k>=¢(a,k)=[

} ,Vke K (4)

olarak yazilabilir. Burada Y (k), K bolgesinde =1, noktasinda y(¢)’ nin spektrumu

olarak adlandirilir.

Tanum 2: y(t) analitik ise

=31y e o)

k!

olarak temsil edilebilir. (5) denklemi Y (k) nin ters doniisiimiidiir.
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olarak tanimlanirsa

)=t ST (1) 20 ve a0 20 7)

Q(I) k=0
(

olur. Burada M (k) agirhk carpani ve g(), y(¢)’ ye benzer bir ¢ekirdek olarak kabul

edili. M (k)=1 ve q(t)=1 ise (4) ve (6) esittir. (5) denklemi, (7) denkleminin

k
ozel bir durumudur. Burada M (k) == q(t)=1 doniisiimii uygulamir. Burada H

ilgilenilen zaman bolgesidir. Sonra (6) denklemi

k dk
Y(k)—H—[ y(’)} k=0,1,2,...

k| art

sekline gelir.
Diferansiyel doniisiim kullanilarak, ilgilenilen bolgedeki bir diferansiyel denklem K

bolgesindeki bir cebirsel denkleme doniistiiriilebilir ve y(7), kalan terimle birlikte sonlu

terimli Taylor serilerince

r=— 3Lk -5 v+, 0

q(t)iz k! M(k) par
olarak elde edilir.
Yakinsama oraninmi ve hesaplamanin gecerliligini hizlandirmak icin ¢’nin tiim bolgesi
alt bolgelere ayrilmay1 gerektirir (Jang ve Chen, 1997; Jang ve ark., 2001).
Yukaridaki tanimlardan, diferansiyel doniistimiiniin igeriginin Taylor seri ac¢ilimindan
tiiretildigi kolayca goriilmektedir (Kurnaz ve ark., 2005).
Bir boyutlu diferansiyel doniisiimiin tanimindan temel matematiksel islemler elde edilir
ve asagidaki teoremlerle (Kurnaz ve Oturang, 2005; Hassan, 2007; Hassan, 2008;
Arikoglu ve Ozkol, 2005) verilir:

Teorem 1: w(t)=y(t)£v(t) ise W(k)=Y (k)£V (k).
Teorem 2: w(t)=a-y(t) ise W (k)=a Y (k), bir sabit.

d"y(t)

tln

Teorem 3: w(t)= ise W(k)=(k+1)(k+2)...(k+m)Y (k+m).
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Lk=n

Teorem 4: w(t)=t" ise W (k)=06(k—n), 5(k—n):{0 L
Jk#n .

Teorem 5: w(tr)=y(t)-v(¢) ise W(k)=Y (k)®V (k)=D>_V(r)-Y(k-r).

Sabit Grid Geniglikli DD Metodu:

baslangi¢-deger problemi ele alinsin.

(8) denkleminin {#,,7,,1,,...,7,} esit ayrilmig ayrik noktalardaki ¢6ziimii bulunacaktir.

Burada t, =a+ih, i=0,1,...,N ve h:b_a .

Igilenilen bolge [a,b] kapali araligi, N alt bolgeye boliiniir ve her bir alt bolgedeki
yaklagim fonksiyonlar1 y,(¢) (i=0,1,2,...,N —1) ler Sekil 2’ de gosterilmistir (Jang ve
ark., 2000).

/—\ v(z)

Sekil 2 Her bir alt bolgedeki yaklagim fonksiyonlar

(8)” in diferansiyel doniisiimii alinirsa doniisiim denklemi y(z) spektrumu arasindaki
iliski
(k+1)Y (k+1)=F (Y (k)) (9)
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olarak tanimlanir. Burada F(.), f(#,v(t))’ nin déniisiim fonksiyonunu gosterir.
Baslangic kosulundan,

Y (0)=a (10)
elde edilir.
[k alt bolgede, y(t) y,(¢) ile tammlamr. (9) ve (10)’ den y,(¢), a noktasi
etrafindaki n. mertebeden Taylor polinomu yardimiyla ifade edilebilir.

¥ (1) =Y, (0)+Y, (1) (1 =a) +¥, (2)(t=a)" +...4+Y, (n) (1~ a)'
Buradaki O alt indisi, Taylor polinomunun ¢, = a etrafinda acilacagini gosterir. Bir kere

Taylor polinomu elde edildiginde, y(z,)

y(tl)z Yo (tl)

YO(O)+YO(1)(1‘1—a)+Y0(2)(tl—a)2+...+Y0(n)(t1—a)n

Y, (0)+Y, (1) h+Y,(2)h* +...4+ Y, (n) "

=2 % () (11)

j=0
olarak hesaplanir.

[lk alt bolgenin son degeri y,(t,), ikinci alt bolgenin baslangic degeridir. Yani

y,(1,)=Y,(0)=y,(7,). Benzer sekilde y(z,)

}’(tz)z )ﬁ(tz)

:Y1(0)+Y1(1)(12_tl)"'Yl(z)(tz_tl)z+"-+Y1(n)(tz_t1)n

Y, (0)+Y, () h+Y,(2)R° +...+ Y, (n) "

=2 Y (j)n (12)

j=0

olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla (7,,,)” deki grid noktalardaki ¢6ziim;

y(ti+l) =Y (ti+1)
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=y (j)w (13)

j=0
olarak elde edilir.

Linear ve non-linear olmak iizere iki baslangi¢ deger problemini yukaridaki tanimlardan

ve teoremlerden yararlanarak ¢ézelim:

Problem 1 ( Jang ve ark., 2000)

y(t)=y(t)-1*+1, 0<:<2 y(0)=0.5 linear baslangic-deger problemi ele alinsin.

N =10 ve h=0.2 olsun. t, ve t,, arasindaki bir sistemin diferansiyel denklemi
V(e )=y() -1 —20 1 +(1-12), £ =11, (14)

olarak yazilabilir. (14)’ tin diferansiyel doniigiimii alinirsa;

dy(t
Teorem 3’te m=1 igin w(t):%*)) oldugundan W (k)=(k+1)Y,(k+1).
t

Teorem 2’de o =1 igin w(t):y(t*) oldugundan W (k)=Y, (k).

Teorem 4’te n=2 i¢in w(t)= (t*)z oldugundan

Lk=2

W (k)= 8(k-2), 5(k—2):{0’ o

Teorem 4’te n=1 igin w(t)=¢" oldugundan

1, k=1
0, k#1.

W(k)=38(k-1), é‘(k—l):{
Teorem 4’te n=0 igin w(z) :(t*)o oldugundan

k=0
0, k #0.

W (k)= 8(k), 5(k)={

Y, (k+1)=[Y, (k)-8 (k=2) =21, 6 (k=1)+(1=17)- 8 (k) | [(k +1)
ve ¥,(0)=0.5 (15)

elde edilir. Grid noktalardaki y(r) yaklasimu (13) ve (15) ten elde edilir.



16

Problemin tam ¢oziimii kolayhikla y(z) = (r+1)’ —%et olarak elde edilir.

Tablo 1 Linear baslangi¢- deger probleminin ¢6ziimii (Problem 1)

DD4 Analitik ¢o6ziim

Y, (0) = 0.500000 v(0) = 0.500000
¥, (0.2) = 0.829300 ¥(0.2)=0.829299
y,(0.4)=1.214091 v(0.4) =1.214088
v,(0.6) =1.648947 v(0.6) =1.648941
v;(0.8)=2.127240 v(0.8) =2.127230
v, (1) =2.640874 y(1) = 2.640859
v5(1.2) =3.179964 y(1.2)=3.179942
v, (1.4) =3.732432 y(1.4) =3.732400
v, (1.6) = 4.283529 y(1.6)=4.283484
v, (1.8) = 4.815238 v(1.8) =4.815176
v, (2) =5.305555 y(2) =5.305472

Tablo 1°den goriildiigii gibi linear olan bu problemin analitik ve 7€ [0,2], N =10 ve

h=0.2 icin elde edilen DD coziimleri arasindaki uyum oldukc¢a giizeldir. Bu uyum

Sekil 3’te de kalitatif olarak goriilmektedir.
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analitik ve niimerik ¢6zUmun karsilastiriimasi

Thoie A - R R REREEEE -+ - analitik gozim |
//?/ } } } } ~——e— nlmerik ¢6zim
0 5 / L L 1 L L I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t

Sekil 3 Linear baslangic-deger probleminin grafigi (Problem 1)

Problem 2 ( Jang ve ark., 2000)

y==(y+1)(y+3),0<t<3 y(0)=-2 non-linear baslangig-deger problemini
alalim.

N =10 ve h=0.3 olsun. Non-linear problemler, linear problemlere gore fiziksel
problemleri daha iyi temsil ettikleri i¢in non-linear olan bu problem bu ydntem icin

onemli bir test olacaktir. Verilen denklemin diferansiyel doniisiimii alinirsa,

d
Teorem 3’te m=1 igin w(t)= };l(tt) oldugundan W (k)=(k+1)Y,(k+1).

1,k=0

Teorem 4’te n=0 igin w(t):to oldugundan W(k)=5(k), 5("):{0 k#0

Teorem 5°ten w(t)=(y+1)(y+3) oldugundan
k

W (k)= (¥, (k) + 8 (k) ® (¥, (k) +38 (k) = 2 (¥ (r)+ 8 (r))- (¥, (k =) +38 (k= r))..

i
r=0
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Grid noktalardaki y(z) yaklasimi (13) ve (16) dan elde edilir. Problemin tam ¢6ziimii

v(t)=-3+2(1+¢™) .

Tablo 2 Non-linear baglangi¢- deger probleminin ¢oziimii (Problem 2)

DD4 Analitik ¢o6ziim
¥, (0) = —2.000000 ¥(0) =—2.000000
v, (0.3) =—1.747264 ¥(0.3) =—1.708687
y,(0.6) =—1.507598 v(0.6) =—1.462950
v,(0.9) = —1.306902 (0.9) =—1.283702
v, (1.2)=-1.163332 y(1.2) =—1.166345
v, (1.5) = —1.077404 y(1.5) = —1.094852
v, (1.8) =—1.033757 y(1.8) =—1.053194
v, (2.1)=-1.014043 (2.1)=—1.029548
v, (2.4)=-1.005711 y(2.4)=-1.016325
¥, (2.7) ==1.002300 y(2.7) =—1.008993

¥, (3) =—1.000923 ¥(3) =—1.004945

Problem 2 icin iiretilen DD c¢oziimleri ile analitik ¢oziim arasindaki uyum kendisini
Sekil 4’te goriildiigii gibi kalitatif olarak da gostermektedir. Burada ele alinan problem
non-linear oldugu igin iiretilen ¢oziimler, linear probleme gore (Problem 1) daha az

hassastir. Yine burada da N artirilarak ve 4 kiiciiltiilerek hassasiyet artirilabilir.
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analitik ve nimerik ¢ézimin karsilastiriimasi

| | e e R
| | \/:///* | |
Adfanmnomee e L .
| | P | | |
| | - | | |
PP B P I A .
| % : | |
qal o jéJ 777777777 e o o B
3 AR : ! :
| . | | | |
a4l Y/ N S [ [ i
| 7 | | | |
72 | | |
S A R RRRERE R -
: : : |
A8 s B Rkt SEEEECECEERPREE |
///\ | | | |
, | | | | |
AT . e -
1/ | | | | |
/ | | | | |
/ | | | | |
ABp o R R HE . g
, | | | | |
R T oo - memm - - -emm o - analitik géziim
/ | | | —— — nimerik ¢6zim
-2 | | | I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekil 4 Non-linear baslangi¢-deger probleminin grafigi (Problem 2)

Bu linear ve non-linear sekillerinden anlasilacag: gibi, Taylor seri mertebesi arttigindan
hesaplama hatas1 azalir. Spesifik bir tolerans altinda baslangic-deger problemlerini
¢ozmek icin DDM’ nin uygulanmasinda ne kadar yiiksek mertebeden Taylor serileri
kullanilirsa o kadar uzun grid genisligi alinabilir (Jang ve ark., 2000). Bundan dolay1

Taylor serilerinin mertebe se¢imi ve grid genisligi arasinda bir iliski vardir.

2.1. Bir Boyutlu Problemler icin Diferansiyel Doniisiim Formiilasyonu

Iki boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel tanim ve teoremleri Chen ve Ho (1999);

Jang ve ark. (2001); Ayaz (2003, 2004) ¢calismalarinda asagidaki gibi ele alinmistir.

Tamm 3: w(x,y) fonksiyonunun iki boyutlu diferansiyel doniisiimii

W (k)= F“’lw()"yq 1)
(00)

Tkl axkay”
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olarak tammlamir. Burada w(x,y) orijinal fonksiyon ve W/(k,h) doniigiim

fonksiyonudur. Kiiciik harfler orijinal fonksiyonlari, biiyiik harfler doniisiim
fonksiyonlarini temsil etmede kullanilmaktadir. W (k, k)’ 1n diferansiyel ters doniisiimii

w(x,y)=§§W(k,h)xkyh (18)

G

olarak tanimlanir. (17) ve (18)° den

) 1 ak+hw(x’ y) k)
. . 19
( y) ;; k'h ‘|: axkayh (0,0) ’ ( )

elde edilir. (19) denklemi iki boyutlu diferansiyel doniisiimiin iceriginin iki boyutlu
Taylor seri agilimindan tiiretildigini gosterir.

Iki boyutlu doniisiimiin temel teoremleri (17) ve (18) tanimlarindan yararlanarak
ispatlanabilir.

Teorem 6: w(x,y)=u(x,y)xv(x,y) ise W(k,h)=U (k,h)£V (k,h).

Ispat: Tanim 3’ ten

U (k.h) 1{ak+h”(x’y)} , (20)
(0.0)

T k| ooy

T k| oy

V(k.h) 1[8"”’1}(}(,)})} : (21)
(0.0)

W(k,h) ! {ﬂ[u(x,y)+v(x,y)ﬂ (22)

"k ih! ox*ay" 00)
(20)-(22)" den
W (k,h)=U (k,h) £V (k,h) (23)
elde edilir.
Teorem 7: w(x,y)=A-u(x,y) ise W (k,h)=A-U (k,h), Akeyfi bir sabit.

Ispat: Tanim 3’ ten

st T ”
(0.0)

T kinl| ooy’



1 ak+h

(0,0)
(24) ve (25)° den
W (k,h)=A-U (k,h)

elde edilir.

du(x,y)
ox

Teorem 8: w(x,y) = ise W(k,h) = (k+1)U(k+l,h) .

Ispat: Tanim 3’ ten

1 ak+h au X, y k +1 ak+1+h
W(k’h): K.k ( ) = ( ) K+ T
k!h!| ox"dy ox 00) (k+1)!h!] ox"*'9y

O halde
W (k.h)=(k+1)U (k+1,h)
elde edilir.

du(x,y)
dy

Teorem 9: w(x,y) = ise W(k,h) :(h+l)U(k,h+l).

Ispat: Tanim 3’ ten

Wik )=o) SO )
" Kk | 9xtay” dy 00)

(k1) {aa“hﬂ u(x,y)} |

kN(R+1)1 axfay™ 00

W (k.h) = (h+1)U (k,h+1).

ar+S ,
Teorem 10: w(x,y)zu—(xy) ise

ox"dy’

u(x,y)}

(0.0)

W (k,h)=(k+1)(k+2)...(k+r)(h+1)(h+2)...(h+s)U (k+r,h+s).

Ispat: Tamim 3’ ten

W (k) = — 9" | 9™ u(x, y)
T kint| oxtoy" | ox'oy’ o0

21



_ (k+1)(k+2)...(k+r)(h+1)(h+2)...(h+s)[8"*h ++++ u(x,y)}
' (0.0)

(k+r)(h+s)! ox oyt
W (k,h)=(k+1)(k+2)...(k+r)(h+1)(h+2)...(h+s)U (k+r,h+s).
Teorem 11: w(x,y)=u(x,y)v(x,y) ise W (k,h) ZZU roh=s)V(k=r,s).

Ispat: Tanim 3’ ten

0 0) :[u(x,y)v(x,y)](oo) (0 O) (O 0)

0
W(I’O):T()!a u(x’y)v(x’y)](o,o)
ou ( x, av(x,
:[%v(x,y)-Fu(X,)’)%}
X X o)
=U(1,0)V (0,0)+U (0,0)V (1,0)
1 o
W(Z,O):ﬁy u(x,y)V(X,y)](O,O)

=U(2,0)V(0,0)+U (1,0)V (1,0)+U (0,0)V (2,0)
W (0,1) =U (0,1)V (0,0)+U (0,0)V (0.1)
W (1,1)=U(1,1)V (0,0)+U (1,0)V (0,1)+U (0,1)V (1,0)+U (0,0)V (1,1)
W(1,2)=U(1,2)V(0,0)+U (1,1)V (0,1)+U (1,0)V (0,2)+U (0,2)V (1,0)
+U (0,1)V (1,1)+U (0,0)V (1,2)
W (0,2)=U (0,2)V (0,0)+U (0,1)V (0,1)+U (0,0)V (0,2)
W (2.1)=U (2,1)V (0,0)+U (2,0)V (0,1)+U (L1)V (1,0)
+U (1,0)V(1,1)+U (0,1)V(2,0)+U (0,0)V (2,1)
W(2,2)=U(2,2)V(0,0)+U (2,1)V(0,1)+U (2,0)V(0,2)+U (1,2)V (1,0)
+U (L1)V(1L,1)+U (1,0)V(1,2)+U (0,2)V (2,0)+U (0,1)V(2,1)
+U (0,0)V(2,2).

Genellestirme yapilirsa,

22
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k. h

W(k,h):ZZU(r,h—s)V(k—r,s).

r=0 s=0

, k=mveh=n

Teorem 12: W(X,y)=xmyn ise W(k,h):&(k—m,h—n)={0 aksid d
, aksidurumda .

Ispat:
0""w(x,y) _[k!h!, k=mveh=n
ox*ay” (00)_ 0 , k+mveyah#n
esitliginden,
ak+h ,
W (k,h)= ’1‘[ Vz(xhy)}
k'h!| ox"dy 00)
:5(k—m,h—n)

= 5(k—m)5(h—n)
elde edilir. Burada

5(k—m):{

1, k=m
0, k#m

1, h=n
0, h#n.

, §(h—n):{

2.2. Is1 fletimi Problemi (Sun ve Zhang, 2003)

Zamana bagli 1s1 letimi bircok uygulama alaninda 6nem kazanir ve degisik yontemlerle

coziilebilir (Incropera ve Dewitt, 2001).

ow(x,1) 3 azw(x,t)
o  ox

bir boyutlu 1s1 denkleminin

O0<x<l1,t>0

w(x,0)=sin(zx),0<x<1, w(0,1)=w(1,z)=0,20
baslangic ve smir kosullar1 altindaki ¢oziimii DD metodu ile bulunur. Problemin

geometrisi Sekil 5’te verilmistir.
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w(x,0)=sin(7x)
w(0,1)=0 /\/ w(Lt)=0
L !
0 1

Sekil 5 Bir boyutlu 1s1 denkleminin geometrik ifadesi

2.3. Is1 iletimi Probleminin DD Metodu ile Coziimii ve Karsilastirilmasi

Bir boyutlu 1s1 denkleminin diferansiyel doniisiimii ahnir. iki boyutlu diferansiyel

doniisiimdeki teoremlerden yararlanilirsa (Teorem 10°da r =2, s =0 alinirsa ve Teorem

9’dan);

(k+1W(i,k+1)=(G+1)Gi +2W (i +2,k) (26)

elde edilir. Baslangi¢c kosulu w(x,0)=sinzx den

oo

w(x,0)= ZW(i,O)xi

i=0

)i+1 3 5

) . - (—1 2i-l x> x
sin(7zc); sinx ; (i _1)!x X 7 5
— i (_ 1)l+1 2121
i=1 (2i - 1)’
olur.
- . < (_ l)i+1 2i-1 _2i-1
W ,O i T i i
LW =) oy
ya da

W (0,0)+W(L,0)x +W(2,0)x* +W(3,0)x* +--- = mx — + _ .
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=W (0,0)=0, W(1,0)=7, W(2,0)=0, W(3,0)=-"—,

0 , 1 cift ise

', itekise .

(26)’da k =0 igin W(i,1)= (i +1)(i + 2)W (i +2,0).

(27)’de i — i+2 yazilirsa

. . . -1 2

W(l’l):(l+l)(l+2)((i-22)' '

0 , I cift ise
WD=1ys

7', itek ise.

(26)°da k =1 igin 2w (i,2)= (i +1)i +2)W (i +2,1)

W(i,1)’de i —i+2 yazilirsa

(i+3)

W(l,z):l(_l) 2 7z_i+4
2 i!
0 , 1 ciftise
W(z,2)— _ (i+3)
l( 2 7™, i tek ise
2 i!

(26)°da k =2 igin 3W(i,3)= (i +1)(i +2)W (i +2,2)



W(i,2)’de i —i+2 yazilirsa

0 , I cift ise

', i tek ise

(26)’da k =3 igin 4W(i,4)= (i +1)i +2)W (i +2,3)

W(i,3)’de i —i+2 yazilirsa

0 , 1 cift ise
W (i,4)= (7
B} _1 2 )
lllLﬂ'”g, i tek ise
234 !
0 , 1 cift ise

i tek ise

¢oziimii elde edilir. Analitik ¢oziim ise w(x,z)= sin(zx).e”

26
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Serideki terim sayisina bagli olarak analitik ¢éziimle sayisal ¢oziim arasindaki fark

6 icin 7r=0.1 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 6’da

incelenmigtir. Terim sayis1 n

gosterilmistir.

—+—— sayisal

—k— analitik
|
|
|
|
[
|
|
|
\K
|
|
|
|
|
|
|

0.9

0.8

0.5
x-ekseni

6 i¢in)

Sekil 6 Is1 denkleminin  =0.1 anindaki ¢oziim (n
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8 icin # =0.1 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 7°de verilmistir.

Terim sayis1 n

-0.02

x-ekseni

8 i¢in)

Sekil 7 Is1 denkleminin ¢ =0.1 anindaki ¢oziimii (n

Terim sayist arttik¢a analitik ¢oziimle sayisal ¢oziim arasindaki fark azalmaktadir.
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20 i¢in # =0.5 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 8’de gosterilmistir.

Terim sayis1 n

x 10°

—+— sayisal

—f— analitik

0.9

0.8

25/ -
2,,,,,
150~
1,,,,,
-0.5

x-ekseni

20 icin)

Sekil 8 Is1 denkleminin 7 =0.5 anindaki ¢oziimii (n
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22 i¢in t =0.5 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 9°da gosterilmistir.

Terim sayis1 n

x 10°

—+— sayisal

—— analitik
H
|
|
|
|
|
|
|

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x-ekseni

0.3

0.2

0.1

22 icin)

Sekil 9 Is1 denkleminin ¢ =0.5 anindaki ¢oziimii (n
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saniyedeki sicaklik dagilimi asagidaki sekilde

icin t=09

=33

Terim sayist n

goriilmektedir.

x 10°

[
—+—— sayisal
—+—— analitik

|

_ L __

R

[
[

[
41 - -

x-ekseni

33 igin)

Sekil 10 Is1 denkleminin # =0.9 anindaki ¢oziimii (n
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35 i¢in r =0.9 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 11°de verilmektedir.

Terim sayis1 n

x 10°

I
—+— sayisal

x-ekseni

35 igin)

Sekil 11 Is1 denkleminin # = 0.9 anindaki ¢oziimii (n

Yukandaki sekillerden de goriildiigii gibi zaman ilerledik¢e kullanilmasi gereken terim

sayisi da artar.
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45 i¢in t =0.9 saniyedeki sicaklik dagilimi Sekil 12°de goriilmektedir.

Terim sayis1 n

x 10°

[
—+—— sayisal
—+— analitik

e

|

|

|

|

|
e

|

|

|

|

|
e

|

|

|

|

|
e

|

|

|

|

|
e

|

|

|

|

|

|

S

BL----
4L-----

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x-ekseni

0.2

0.1

45 igin)

Sekil 12 Is1 denkleminin ¢ = 0.9 anindaki ¢6ziimii (n
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| | | | ‘ | | 4 1,0=1.0
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Y e 1708
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g S T R S Bl "
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| < | | | | e 1y=0a
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;‘;;774’77;';77 S—— K- 9677;';77* - j{\f*
R e e et
0.05 N N O S S S S S
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x-ekseni

Sekil 13 Is1 denkleminin farkli ¢ anlarindaki ¢6ziimii

Tablo 3 Bir boyutlu 1s1 iletimi probleminin DDM ve analitik ¢dziimlerinin

karsilagtirilmasi
X t DDM Analitik Hata
0.10 0.40 596.28855x107° |  596.28855x107° 0x107™"°
0.20 0.60 157.55415%107° 157.55415%107° 0x107"°
0.20 0.70 58.72167x10™ 58.72167x10™ 0x107"°
0.20 0.90 8.15709%107° 8.15709%107° 0x107"°
0.30 0.80 30.12353x107° 30.12353%107° 0x107"°
0.40 0.70 95.01365x107 95.01365%x107 0x10™"
0.50 0.60 268.04713x107° | 268.04713x107° 0x107™"°
0.60 0.20 13211.23384x107° | 13211.23384x107° 0x107"°
0.70 0.70 80.82344x107° 80.82344x107 0x107™"°
0.70 1.00 4.18449%10™ 4.18449%107° 0x107"°
0.80 0.30 3043.15635x107° | 3043.15635x10™° 0x10™"
0.80 0.90 8.15709%107° 8.15709%107° 0x107™"°
0.90 0.20 4292.59008x107° | 4292.59008x107° 0x107"°
0.90 0.50 222.24142x107° | 222.24142x107° 0x107"°
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2.4. Sonucg

Bir boyutlu diferansiyel doniisiimiin tanim ve temel islemlerinden yararlanilarak linear
ve non-linear baglangi¢-deger problemlerinin DDM ¢oéziimleri elde edildi ve analitik
sonuclarla karsilastirildi.

Iki boyutlu diferansiyel doniisiimiin tanim ve teoremlerinden yararlanilarak bir boyutlu
1s1 iletimi problemi ¢oziilmiistir. MATLAB 7.1 kullanilarak elde edilen degerler
analitik ¢oziimle karsilastirilmastir.

Takip eden boliimde ise 151 denklemi fiziksel olarak bir boyuta gére daha gercekci olan

iki boyutta ele alinip ¢oziilmiistiir.
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BOLUM 3 o
IKi BOYUTLU ISI DENKLEMININ DIFERANSIYEL DONUSUM
METODU ILE COZUMU

Bu boliimde 1s1 iletimi denkleminin DD ¢6ziimleri bir boyutlu geometriye gore daha
gercekci olan iki boyutlu geometride irdelenecektir. Bunlara iliskin formiilasyonlar

Ayaz (2004) tarafindan ele alinmistir.

3.1 iki Boyutlu Problemler i¢in Diferansiyel Doniisiim Formiilasyonu

Iki boyutlu diferansiyel doniisiimde oldugu gibi ayni teori kullanilarak ii¢ boyutlu

duruma ulasilabilir. Ug boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel tanimlar1 asagida verilir.

Tamm 4: w(x,y,t) fonksiyonunun ii¢ boyutlu diferansiyel doniisiimii;

ak+h+m
W(k,h,m): 1 |: W(Xayal‘)} (28)
(0,0,0)

k'\h!m!| ox“oy"or”

olarak tanimlanir. Burada w(x, y,) orijinal fonksiyon ve W (k,h,m) déniisiim

fonksiyonudur.

Tamum 5: W (k,h,m) nin diferansiyel ters doniigiimii

o oo

(x,y,t) kiZZW (k,h,m)x*y"t" (29)
(29

) h=0 m=0

olarak tanimlanir. (28) ve

w(x,y,z)=kii

elde edilir. U¢ boyutlu durum i¢im fundamental teoremler asagida verilmistir.

oo 1 ak+h+mw X, ,t
Z - (] y ) xkyhl,m
k'h!m!|  ox"dy"ot™
(0,0,0)

) m=0

Teorem 13: w(x,y,t)=u(x,y,t)xv(x,y,t) ise W (k,h,m)=U (k,h,m) £V (k,h,m).
Ispat: Tamm 4’ten

ak+h+m A
U (k) =) { u(xyt)} ’
(0,0,0)

k'\h!m!|  ox*ay"or™
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ak+h+m
Vkhm)=—] [ V(x,y,t)} ,
(0,0,0)

Ck'him!|  ox*ay'or”
1 ak+h+m
W (k,h,m) = SAIARAC ML
(k. m) k!h!m!{ax"ay”at’"[u(” Jroley )Jlo,om

Buradan
W(k,h,m) :U(k,h,m)iV(k,h,m)
elde edilir.
Teorem 14: w(x,y,t)=c-u(x,y,t) ise W(k,h,m)=c-U (k,h,m), ckeyfi bir sabit.
Ispat: Tanim 4’ten

U (k h ) 1 ak+h+mu (x’ y’ I)
b b m = b
k'h\m!| ox*oy"or™ (000)

1 ak+h+m
B k!h!m![ax"ay”azm [e-ulx y’t)ﬂ

W(k,h,m):c-U(k,h,m)

W(k,h,m)

(0,0,0)

elde edilir.

du(x,y,r)

Teorem 15: w(x,y,t) = ise W(k,h,m) :(k+1)U(k+1,h,m).

Ispat: Tanim 4’ten

1 91 ou(x, y,t)
U (k,h,m)=
(k-A.m) k !h!m!{axkayhat’" [ ox 000)

(k+1) ak+1+h+m
k+1. A mu(x’y’t)
(k+1)'h!m!| ox“*'9y"or

W(k,h,m):

(0,0,0)

W (k,hym) = (k+1)U (k+1,h,m)
elde edilir.

a 9 9 .
Teorem 16: w(x,y,t):w ise W(k,h,m) =(h+1)U(k,h+1,m)
y
ve
a b b
w(yt) = 2 L o) = (1)U (Kb +1).
t
ar+s+pu(x’y’t) )
T 17: , V) =——————=
eorem 17: w(x,y,1) NN ise

W (k,h,m)=(k+1)(k+2)...(k+r)(h+1)(h+2)...(h+5)(m+1)
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X(m+2)...(m+p)U (k+r,h+s,m+p).

Ispat: Tanim 4’ten

k+h+m ar+5'+P
W (k. hm) = — {a { “(XMH
(0,0,0)

k'h!m!| ox*oy"ot™ | ox'dy’ot”
(k+1)...(k+r)(h+1)...(h+s)(m+1)...(m+ p)
(k+7r)!(h+s)!(m+p)!

ak+r+h+s+m+p
X|:axk+rayh+satm+p u (X, y’t):|

(0,0,0)

=(k+1)(k+2)...(k+r)(h+1)(h+2)...(h+s)

X(m+1)(m+2)...(m+ p)U (k+r,h+s,m+ p).

3.2. Isi iletimi Problemi (Akman, 2003)

ow(x,y,1) B azw(x, yst) N azw(x, y,t)
ot o dy’

, 0<x<1, 0<y<1 iki boyutlu 151 denkleminin

w(x, y,0)=sin(7zx)sin(27y) baslangi¢ kosulu ve

w(O, y,t) =0, w(l,y,t) =0

Dirichlet smir kosullarnt altindaki ¢oziimii DDM ile
w(x,0,¢)=0, w(x,1,/)=0

bulunur. Problemin geometrisi Sekil 14’te verilmistir.

w(x,l,t)zO

W(O,y,t)=0 w(l,y,t)=0

w(x,y,0)=sin(zx)sin(27y) > x
0 w(x,O,t)zO 1

Sekil 14 ki boyutlu 151 denkleminin geometrik ifadesi
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3.3. Is1 iletimi Probleminin Diferansiyel Doniisiim Metodu ile Coziimii

Iki boyutlu diferansiyel denklemin diferansiyel doniisiimii alinir. Bunun igin Teorem

17°de r=2 ve s =2yazilir ve Teorem 16’dan yararlanilir. Asagidaki esitlik elde edilir:

(m+1)W (k,l,m+1)=(k+1)(k+2)W (k+2,,m)+(I+1)(I+2)W (k,l+2,m)  (30)

Baslangic kosulu,

w(x,,0 ZZ W (k,1,0)x

Il
<
=

—_
3
~
2.
=
—_
[\®]
3
<
~

0 , k veya [ cift ise
W (k.,1,0) = (_1)‘“—;‘2) (31)
Tﬂ'k 27,k vel tek ise .

(30)°da m=0 igin

W (k,1,1)=(k+1)(k+2)W (k+2,1,0)+ (I +1)(1+2)W (k,l[+2,0)
W (k,1,0)’da k - k+2 ve [ —1+2yazilirsa

ket ket

-1 -1
W) = (k1) (k+2)-T 7 gz e ) ED 2 gy g
(k+2)!1! k1(1+2)!
ket kst
1 -1
(k l 1) ( ) 7Z'k+[+2'2[+( ) 7z.k+l+221 4
k!l k!

_1 2
W(k,l,l):5-(—)7z"+”2 2
k!l



40

(30)°da m=1 igin

2-W (k,1,2) = (k+1)(k+2)W (k+2,1,1)+ (I +1) (1 +2)W (k.1 +2,1)

W(k+2,0,1)’de k —>k+2 ve W (k,[+2,1)’de | —[+2yazilirsa

(k+1+2) (k+1+2)

_1 _1

2.W(k,l,2)=(k+1)(k+2)5.Lﬂk+[+421 +(1+1)(1+2)5.()_7[k+,+42,+2

(k+2)1! k(1+2)!
(k+1+2)

-1

W(k,l,z) :Z—S-Lﬂk+l+421
2 kI

(30)°da m=2 igin

3-W(k,1,3)=(k+1)(k+2)W (k+2,1,2)+(I+1)({+2)W (k,1+2,2)

(k+l+4)
_1 2
W(k,l,3)=g( ) 7z.k+[+621
6 k!
m=3 icin
m=4 icin
genellestirilir. O halde
0 , k veya [ cift ise
_ (k+1+2m-2)
W(k,l’m) RS (_1) 3 k++2m r1 .
—'Tﬂ: 2, k ve [l tek ise .

w(x,y,1) ziiiW(k,l,m)xkyltm



¢Oziimii elde edilir. Analitik ¢oziim ise w(x, y,t)=sin(7zx)sin(27y)e

- k!l!m!

k=0 1=0 m

k+1+2m-2

(=1)

k+1+2m 21

xk yltm

Tablo 4 iki boyutlu 1s1 iletimi probleminin DDM ve analitik ¢6ziimlerinin
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karsilagtirilmasi
X y t DDM Analitik Hata
0.2 0.2 0.1 0.00402039 0.00402039 0x10™*
0.2 0.6 0.1 -0.00248473 -0.00248473 0x10°®
0.6 0.4 0.1 0.00402039 0.00402039 0x10™*
0.4 0.2 0.1 0.00650512 0.00650512 0x10™*
0.8 0.6 0.1 -0.00248473 -0.00248473 0x10°®
0.4 0.8 0.1 -0.00650512 -0.00650512 0x10°®
0.2 0.2 05| 1.41388x10°° 1.07557x10™" | 1.4139x10°°
0.4 0.2 0.5] 3.48159x10° 1.74031x10™"" | 3.4816x10°
0.4 0.8 0.5| 0.0000371815 | _1.74031x10™" | 3.7182x107°
0.8 0.4 0.5] 0.0000378119 6.64738x107"2 | 3.7812x10°°
0.2 0.2 1.0 -4.64461x10° 2.06943x107% | 4.6446x10°
0.8 0.6 1.0 2.87236x10° -1.27898x1072 | 2.8724x10°
0.2 0.4 1.0 -2.8705x10° 1.27898x107% | 2.8705x10°
0.2 0.8 1.0 4.64579x10° -2.06943x107 | 4.6458x10°
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Sekil 15 Iki boyutlu 1si1i denkleminin analitik c¢&ziimiiniin
xe[O,l], ye[O,l] ve t=0.1 i¢in grafigi

Sekil 16 Iki boyutlu 1s1 denkleminin  =0.1 ig¢in DD ¢6ziimiiniin grafigi
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3.4. Sonug

Iki boyutlu 1s1 iletimi problemi ii¢ boyutlu diferansiyel doniisiimiin tamm ve
teoremlerinden yararlanilarak ¢oziilmiistir. MATHEMATICA 6.0 kullanilarak elde
edilen DD c¢oziimleri analitik ¢oziimle karsilastinlmistir.  Grafikler de
MATHEMATICA 6.0 ve SURFER ortamlarinda ¢izdirilmistir. Burada k =1 =m =103
kullanilmistir. Kii¢iik zamanlar i¢in iyi sonuclar elde edilse de zaman ilerledikce bu

sonuglar tamligin1 kaybetmektedir.
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BOLUM 4 UC BOYUTLU ISI ILETIMININ DIFERANSIYEL DONUSUM
METODU iLE COZUMU

Bu boliimde deginecegimiz problemin ve ¢ikaracagimiz formiilasyonun boyutunu gecen

boliime gore birer artirarak ¢alisacagiz.

4.1 Uc Boyutlu Problemler icin Diferansiyel Doniisiim Formiilasyonu

Dort boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel tanimlar1 asagidaki gibi verilir (Kurnaz ve

ark., 2005).

Tamm 6: w(x,y,z,t) fonksiyonunun dort boyutlu diferansiyel doniisiimii;

l ak+l+m+nw(x’ y, Z,t)
Wk lom.n) = k!l!m!n![ dx*dy'dz"or" (32)
(0,0,0,0)

olarak tamimlanir. Burada w(x,y,z,¢) orijinal fonksiyon ve W (k,/,m,n) doniisim

fonksiyonudur.

Tamm 7: W (k,l,m,n) nin diferansiyel ters doniigiimii

(x,y,2.t) iiii W (k,l,m,n)x"y'7"t" (33)

k=0 1=0 m=0 n

olarak tanimlanir. (32) ve (33)ten

Lo ak+l+m+nw(x’y,z,l’) k1
| t _ n'ltﬂ
(x, .z, ZZZ; ylvmvnv[ ox*ay'9z"ot" (oooo)x a

k=0 =0 m=0

elde edilir.Dort boyutlu durum i¢cim fundamental teoremler asagida verilmistir.

Teorem 18: w(x,y,z,t)=u(x,y,z,t)xv(x,y,z,t) ise

W(k,l,m,n):U(k,l,m,n)iV(k,l,m,n).



Ispat: Tanim 6’dan

Ul bmn) =

ox*ay'9z"ot"

1 ak+[+m+nv(x, y,z,t)
V{k-lm.n)= k!l!m!n!{ dx*dy'0z"or"
(0,0,0,0)

l |:ak+l+m+nu(x, y,Z,t):|
(0,0,0,0)

[u(x, y,z,t)+v(x,y,z,t)]}
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(0,0,0,0)

1 ak+l+m+n
W(k,l,m,n): T
k!I'm!n!| ox"dy'dz"ot"
Buradan
W (k,l,m,n)=U (k,l,m,n) £V (k,l,m,n)
elde edilir.
Teorem 19: w(x,y,z,t)=c-u(x,y,z,t) ise W(k,l,m,n)=c-U (k,l,m,n), ckeyfibir
sabit.
Ispat: Tanim 6’dan
ak+l+m+n L, ,t
U(k,l,m,n): 1 : ul(x y,Z ) ’
k!I'm'n!|  ox"dy dz"dt"
(0,0,0,0)

ak+[+m+n

1

W (kodom,n) = k!l!m!n!{axkaylaz"’at” Le-ulx y’z’t)ﬂ

W(k,l,m,n) = c‘U(k,l,m,n)
elde edilir.

ar+s+p+q . , ,t .
Teorem 20: w(x,y,z,t)= uv(x Y 2:1) ise
ox"dy’dz’ar!

W (k,l,m,n)=(k+1)(k+2)...(k+r)(l+1)(1+2)...(I+5)(m+1)

X(m+2)...(m+p)(n+1)(n+2)...(n+q)U (k+r,l+s,m+p,n+q).

Ispat: Tanim 6’dan

k+l+m+n ar+s+p+q
W (k,l,m,n)= 1 { 0 { u(x,y,z,t)

k'\I'm!n!| 0x*0y'9z"0t" |  0x'dy'dz’ ot

(k+1)...(k+r)(I+1)...(I+s)(m+1)...(m+ p)(n+1)...(k+q)

(k+7r)1(1+s)!(m+ p)(k+q)!
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k+r+l+s+m+p+n+q

0

X k+r l+s_m+p ) n+q
ox Ay az" ot

—

(0,0,0,0)
=(k+1)(k+2)...(k+r)(I+1)(I+2)...(I+s)(m+1)

X(m+2)...(m+p)(n+1)(n+2)...(n+q)U(k+r,l+s,m+p,n+q).

4.2. Is1 iletimi Problemi (Kurnaz ve ark.,2005)

ow(x,y,z,t) *w(x,y,z,t) w(x,y,z,t) w(x,y,z1)
=a + +
ot ox’ dy’ 07’

w(x,y,2,0)=sinxsin ysinz; 0 x<a,0<y<b,0<z<¢

baslangi¢ kosulu ve
W(O, y,z,t) = w(a, y,z,t) = W(x,O,z,t) =0
w(x,b,z,t) =w(x, y,0,t) =w(x, y,c,t)=0

sinir kosullart altinda linear ti¢ boyutlu 1s1 denkleminin ¢dziimii DD metodu ile bulunur.

Problemin geometrisi asagida gosterilmistir.

X

Sekil 17 Ug boyutlu 1s1 denkleminin geometrik ifadesi
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4.3. Is1 iletimi Probleminin Diferansiyel Doniisiim Metodu ile Coziimii ve

Karsilastirilmasi

Teorem 20’de r=s=p=0 ve g =1,

aaw (n+1)W (k.L,m,n+1)
t
Teorem 20’de r=2 ve s=p=¢g=0,
’w
0 =(k+1)(k+2)W (k+2,l,m,n)
Teorem 20’de s=2 ve r=p=¢g=0,
*w
a—yzz(l+1)(l+2)W(k,l+2,m,n)

Teorem 20’de p=2 ve r=s=¢g =0yazlirsa
o’w
oz

ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler ii¢ boyutlu 1s1 denkleminde yerlerine yazilir.

=(m+1)(m+2)W (k,l,m+2,n)

(n+1)W (k,l,m,n+1)=of(k+1)(k+2)W (k+2,0,m,n)+(I+1)(1+2)W (k,l+2,m,n)

+(m+1)(m+2)W(k,l,m+2,n)] (34)

elde edilir. Baslangi¢ kosulu,

o oo oo

(x,y,2,0) :ZZZW(k,l,m,O)xkylz"’

k=0 1=0 m=0
=sinxsin ysin z

(1) (1)~ ()%
o _ 2 L — 2 o —_ 2
xk yl Zm
D PR T P
0 , kveya lveyam cift ise
W (k.Lm,0) =1 (_py 5 (35)

W’ kve lve m tek ise

(34)’te n=0igin
W (k,l,m,1)=al(k+1)(k+2)W (k+2,[,m,0)+ (I +1)(1+2)W (k,l+2,m,0)



+(m+1)(m+2)W (k,l,m+2,0)]

(35)°te k >k+2,1—1+2 ve m—m+2 yazlr.

k+l+m—1 k+l+m—1
(=1 (=) =
Wik, I, ml)=al(k+1)(k+2)————+([+])({+2)—"——
(kol.m.1) =a(k+1)( )(k+2)!l!m! (+1)( )k!(l+2)!m!
( )k+1+m—1
_1 2
+(m+1)(m+2)—F——
(m ) m+2) e 2t
k+l+m—1 k+l+m—1 k+l+m—1
I G R N I
k!m! k!l'm! k!'m!
k+l+m=3
BSIC EEC)
k!tm!

(34)’te n=1igin

2W (kolm,2) = ed(k+1)(k+2)W (k+2,L,m1)+(I+1)(1+2)W (k.1 +2,m.,1)

+(m+1)(m+2)W (k,l,m+2,1)]

k+l+m—1 k+l+m-1

- a[(k+1)(k+2)3“w+(1+1)0+2)3a%
1) )
+(m+1)(m+ 2)3am]
=>W (k,l,m,z) =32 (_l)f (_1)2

2k m!

NN
S
W N

icin genellestirilir.
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k+1+m-3
-1) =2 (-1

W(k,l,m,n):3"0{"( ) - ( )

k!'l'm!n!

0 , kveyalveyam cift ise
W(k l.m I’l) (_1)k+lzm 3 (_1)"
3" , kvelvem tek ise
k!l'm!n!

olur.

8

(x,5,2,1) 22222 W (k,l,m,n)x"y'z"t"
k=0 =0 m=0 n=0
( )k+[+m—3( )n
VSN S m oy -1 ’ -1 myn
=222 2 ey

k=0 1=0 m=0 n=0

¢oziimii elde edilir. Analitik ¢oziim ise w(x, y,z,t)= e sin xsin ysin z.

Tablo 5 Uc boyutlu 1s1 iletimi probleminin DDM ve analitik c¢oziimlerinin

karsilastirilmasi
a x y z t DDM Analitik
1 1 1 1 1 2.96643x107 | 2.96643%107*
1 1 2 3 -1 2.16879 2.16879
z 2 5 -1 -3.18627x107" 0
e/3| 7x/2 /2| 72 -1 1.51543x10"' | 1.51543x10'
1 0.1 0.1 0.1 0.1 7.37122x107* | 7.37122x10™*
1 0.1 0.1 0.1 0.4 2.99691x107™* | 2.99691x10™*
1 0.1 0.1 0.1 1.0 4.95387x107° | 4.95387x107
-1 5 10 3 1114786.72867x10~* | 1.478672867
2 5 10 3 2 3.65723x107 | 4.52329x107’
4.4. Sonuc

Uc boyutlu 1s1 iletimi problemi dort boyutlu diferansiyel doniisiim metodundan

yararlanilarak ¢oziilmiistir. MATHEMATICA 6.0 kullanilarak elde edilen degerler
analitik ¢oziimle karsilastirilmistir. Iki boyutlu problemlerde oldugu gibi iic boyutlu
problemde de sonuglarin biiyiikk zaman degerlerine karsi olan hassasiyeti siirmektedir.

Burada k =1=m=n=41 kullamlmstir.
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BOLUM 5 SONUC VE ONERILER

Bu calismanin ¢arpici ve faydact amaci rakiplerine nazaran yeni ve kismen de etkin olan
DD yo6ntemini kullanarak 1s1 iletimini ¢esitli homojen fiziksel yapilarda modellemekti.
S6z konusu yontem kullanilarak;

linear ve non-linear matematiksel modeller,

bir-boyutlu 1s1 iletimi denklemi,

iki-boyutlu 1s1 iletimi denklemi,

tic-boyutlu 1s1 iletimi denklemi,

genellikle etkili bir sekilde ¢oziilebildigi goriildii.

Bu sonuclarin etkinligi kimi 1s1 iletimi problemlerinde ilerleyen zamanlarda
kaybolmaktadir. Ileriki ¢alismalarda aymi problemler, nonlinear olan modeller de

cogaltilarak, DD ile diger etkin niimerik metotlarin hibritlestirilmesi ile ¢oziilebilir.
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