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OZET

IKI BOYUTTA DILATON KUTLECEKIM TARAFINDAN OLUSTURULAN
NONMETRISITI ve BURULMA

Dirac spinorii, dilaton ve Riemannsal olmayan kiitlegekimi arasinda c¢iftlenimler
olan bir teori geligtiriyoruz. Teori, Levi-Civita baglant1 terimleriyle yeniden for-
miillendiginde, baglant1 vasitasiyla ortaya c¢ikan dilatonun kiitlegekimiyle ve Dirac
spindriiyle olan ciftlenimlerinin dogasim kesgfediyoruz. Spindrsiiz bazi tam ¢oziim-
leri sunduktan sonra modele minimal spinér ¢iftlenimlerini aragtiriyoruz. Sonugta,

spindre herhangi bir yeni dilaton ¢iftlenimi bulamiyoruz.

Anahtar Kelimeler :Baglanti, Kiitlegekimine dilaton ¢iftlenimleri
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SUMMARY

NONMETRICITY and TORSION INDUCED by DILATON GRAVITY in TWO
DIMENSION

We develop a theory in which there are couplings amongst Dirac spinor, dilaton
and non-Riemannian gravity and explore the nature of connection induced dilaton
couplings to gravity and Dirac spinor, when the theory is reformulated in terms of
the Levi-Civita connection. After presenting some exact solutions without spinors,
we investigate the minimal spinor couplings to the model and in conclusion we

cannot find any nontrivial dilaton couplings to spinor.

Key Words: Connection, Induced dilaton couplings to gravity
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Bolum 1

GIRIS

Dilaton kiitlegekimi teorileri, etkin sicim modellerinde karadeliklerle baglantih
oldugu ve dilaton ile madde etkilesimlerinin bazi 6zel se¢imlerinde daha yiiksek
boyutlu kiitlecekim teorileriyle iligkili olabilecegi i¢in ¢ahigilmaya deger. Riemannsal
uzay-zamanlarda yeni dilaton kiitlecekimi modelleri yazmak igin iki yol izlenebilir.
Birinci yontemde D > 2 boyutta Levi-Civita baglantil basit bir lagranj D-formu,
L, tahmin edilir ve Kaluza-Klein boyut al¢altma islemiyle yeni bir lagranj (D — 1)-
formu, £, elde edilir. Boyut al¢altma igleminde Levi-Civita baglantisi (D—1)-boyutlu
metrik, g, ayar potansiyelleri, A, (vektor alaninin bilegenleri) ve dilatonlaf, ¢, (skaler
alanlar) iceren Gzel bir D-boyutlu metrikten, G, tek olarak hesaplanir. [Dereli ve

ark.,1982|, [Adak ve ark.,2004]

(D) (-1, N
G = 9 +f(NARA+ [ (¢)(dy® A+ A® dy)
) (D) (D-1)
+f(P)dy®@dy — L= L Ady
burada y sadece D-boyutlu manifoltta yasayan bir koordinat fonksiyonudur. Daha
diisiik boyutlar i¢in bu iglem ard arda ii¢ bes defa uygulanabilir. Ikinci yaklagimda

tim baglantinin, A%, Levi-Civita, w®, burulma, 7%, ve nonmetrisiti, @%,, katkilari

icerdigi Riemannsal olmayan geometri kullanilir. Burada nonmetrisiti ve burulma



iizerinde kisitlamalar olan varyasyon hesabi gereklidir. Riemannsal olmayan bir lan-
granj D-formu yazildiktan sonra ilk olarak kisitlama denklemleri araciligiyla tiim
baglant1, Levi-Civita art1 dilaton terimleri, A ~ w + ¢, olarak hesaplamr ve ardin-
dan coziilen baglant: diger varyasyonel denklemlere yerlestirilerek standart Levi-
Civita baglantili denklemler elde edilir. §imdi iglemler ters sirada tekrarlanir, yani ilk
olarak c¢dziilen baglant: yardimiyla Riemannsal olmayan lagranj ayrigtirilir, ve ardin-
dan yeni lagranjdan alan denklemleri tiiretilir [Dereli ve ark.,1994]. Bu yaklagimda
teorinin Levi-Civita terimleriyle yeniden yazilabildigi goriiliir. Boylece burulma ve
nonmetrisiti tensorleri Riemannsal kiitlegekimi i¢in maddenin ortaya ¢ikardig ¢iftlen-
imler olarak yorumlanir. Siiperkiitlegekim modelleri Levi-Civita baglantisina gore
genellikle karmagik madde ciftlenimleri igerdikleri igin bu ¢alismadaki taktik siiperkiit-
legekimine uygulanabilir. Sonugta, o karmasik modeller burulmali ve nonmetrisitili
tim baglant1 terimleriyle yeniden yazildiginda ¢ok daha derli toplu bir bigime sahip
olabilirler. Bu makalede, sifirdan farkhi bir burulma ekleyerek [Dereli ve ark.,1994]
makalesini genelliyoruz. O makalede, vazarlar dilaton kiitlecekimi teorilerinin sifir
burulmali nonmetrisitili baglant: terimleriyle nasil insa edilebileceklerini gostermisler-
dir ve teori Levi-Civita baglant1 terimleriyle yeniden formiillendiginde baglantinin
ortaya gikardigi ¢iftlenimlerin sebep oldugu renormalizasyon bulmuslardir. Ardindan
baz1 ¢oziimleri tartigiyoruz ve son olarak Dirac lagranjim ele alarak spinére yeni dila-
ton ¢iftlenimlerinin olup olmadigini aragtiriyoruz. Bu ¢alismada kullandigimiz gos-
terim ve gelenekler goyledir. 2-boyutlu metrigin izinin (—, +) oldugu kabul ediliyor.
Latin indisleri, a,b,--- = 0,1, ortonormal ¢ergeve bilegenlerini etiketlerken, Yu-
nan indisleri, o, 3, -+ = 0,1, koordinat cerceve bilesenlerini gdsterir. Ortonormal
kogergeve 1-formlar1 e® ve dig garpim A ile birlikte e A e® = e® kisaltma gésterimini
kullanacagiz. Ayrica, *1 = €' hacim 2-formu olmak iizere uzay-zaman yénelimini

Hodge yildiziyla tamimhiyoruz.



Bolim 2

UZAY-ZAMAN GEOMETRISI

2.1 Temel Kavramlar

Bu galiymada uzay-zaman {M, g, V} ile gosterilmektedir. Burada M 4-boyutlu
diferansiyellenebilir ve yonlenebilir bir manifold, g bunun {izerinde verilmig (0,2)-
tipi metrik tensorii, V tensorlerin ve spinorlerin paralel tasinmasinda kullanilan
baglantidir. Uzay-zamanin herhangi bir p € M noktasinda kurulan koordinat sis-
temini {z*(p)}, p = 0,1, koordinat fonksiyonlar ile verelim. Bu koordinat sistemi
{32:(p)} seklinde veya kisaca 9, ile gdsterilen bir koordinat refarans ergevesi olustu-
rur. Bu referans cergevesi, T,,( M) teget uzay igin p noktasinda bir baz vektor kiime-
sidir. Benzer olarak, {z*(p)} koordinat fonksiyonlarinin diferansiyeli olan {dz*(p)},
T, (M) koteget uzaymin bir p noktasinda koordinat referans kocercevesini olus-
turur. M manifoldu tizerindeki fonksiyonlar (0,0)-tipi tensérler, vektorler (1,0)-tipi
(kontravaryant) tensorler, kovektorler ise (0,1)-tipi (kovaryant) tensorlerdir. Teget

uzayimin baz vektorleri ile koteget uzayimin baz kovektorlerinin  i¢ ¢arpimi ” Kro-

necker sembolil ile belirlenir

dz (3?2”) =15 dz" = 6", . (2.1)

az¥



T,(M) teget uzayinda herhangi bir lineer bagimsiz vektorler kiimesi ortonormal
vapilabilir. Boyle bir kiimeyi {X,}, a = 0,1, ile gosterelim ve “ ortonormal referans
gercevesi ” olarak adlandiralim. Bu durumda M manifoldu {izerinde verilen metrik
9(Xa, Xp) = nap bagmtisin saglar ki burada n,, Minkowski metrigi olarak bilinir ve
kogegen elemanlar —1, 1, ve diger terimleri sifir 2 x 2’lik bir matristir. Ortonormal
referans cergevesinin dualinin olugturdugu baz e® ile gosterilir. X, ile bunun dual
gergevesi e

e*(Xp) = 1y, (e") = 6 (2.2)
esitligini saglar ki bu (2.1) esitliginin bir diger gosterimidir. Bu tez de agagidaki
notasyonu kullaniyoruz: Yunan alfabesi ile gosterilen indisler kordinat (holonomik)
indisleri ve Latin alfabesi ile gosterilen indisler cerceve (anholonomik) indisleridir.
Ortonormal gerceve, X,(p), koordinat cergevesi 9,(p) cinsiden iki ayak h®,(p) vasi-
tasiyla acilabilir;

Xa(p) = h%(p)Ba(p)- (2.3)
Burada X, nin anholonomik bir baz olabilmesi igin hA%,(p)'nin dejenere olmamasi

gerekir: det(h®,(p)) # 0. Benzer olarak,

e*(p) = h*a(p)dz*(p) (2.4)

vazilabilir, dahasi iki ayaklar asagidaki esitligi saglarlar

26" = h%(p)h%(p) = 8%, . (2:5)
2.1.1 Dag Cebir Uzay1

Anti-simetrik tensoér ¢arpimina “ dig carpim ” adi verilir ve A simgesiyle gosterilir.
M tizerinde tammlanmig p mertebesinden tiimiiyle anti-simetrik kovaryant tensér-
lerin uzay1 AP(M) ile gosterilir. AP(M) uzayinin elemanlarina “ p-form ” adi verilir.
AY(M) uzayr T*(M) koteget demetine 6zdestir. Bu nedenle, kovektdrlere 1-formlar
da denilmektedir. #* koordinat haritasinda bir w p-formu

1
W= }]Wlmm...m]d&“m Adzf? AL A dxtr (2.6)

4



seklinde agilir. Bunu ortonormal 1-formlar cinsinden de yazabiliriz;

wzlw-- €T AE AL AED (2.7)
p' [E132...Adp]

Buna gore, dig carpimda sira 6nemlidir
wAY=(-1DP"YAw . (2.8)

Burada w € A?(M)ve ¢ € AY(M). A?(M) uzay1 dig ¢arpim altinda kapal olmadig

igin bir cebir olugturmaz. Ancak
AM)=AM)e A" (M)D...® AMM)

bigiminde tammlanan A(M) = @)_, A?(M) direkt toplam bir cebir olugturur .
Bu cebir * dig cebir 7 olarak adlandirihir. Dig cebir uzayinda tammh wy € AP(M),

wy € AY (M), ws € A"(M) ve « reel bir sabit olmak iizere su bagintilar saglanir.
1. (awr) Aws = wy A (aws) = a(w; A wy)
2. (W +wa) Awg =wy Aws + wy Aws
3. wi A (wa Aws) = (wy Aws) Aws

4. W) AN wy = (—1)p'q&/’2 A wy

2.1.2 Dis Tiirev Operatorii
p-formlart (p + 1)-formlarnna gotiiren
d: AP(M) — APTH(M) (2.9)
lineer génderimine dig tiirev adi verilir ve z* koordinat haritasinda
dw = ;}—!%ﬁdﬁ“ Adz* A ... A dz*e

ifadesiyle tanimlanir. Dig tiirev iglemi tiirevin dig cebir iizerine tek genellemesidir ve

f€A(M), w € AP(M), wy € A(M) olmak iizere agagidaki 6zellikleri saglar.

1. df = (8,f)dz"



2. d(w1 + wz) = dwl + dUJQ
3. d(wl A Ld'g) — dwl A Wy + (—1)%)] A dw2

4. d*w=0

Dért numarali 6zellige “ Poincaré Lemas: ” denir. Eger dw = 0 ise w formuna
kapahdir denir. Eger w; = dw, olarak yazilabilivorsa w; tamdir denir. Her tam form

kapalidir. Bu lemanin tersi ancak yerel olarak dogrudur.

2.1.3 I¢ Carpim Operatorii
Y bir vektor alanim gostermek iizere bir p-formu (p — 1)-forma goénderen
w2 AP(M) — APY(M) (2.10)

lineer gonderimi Y vektériine gére i¢ carpim iglemi ile tamimlamr. Eger w bir p-

formsa, X; ortonormal bazda
i ‘ . :
lyw = WY“wim___@-pe” A...Aew

oldugu goriiliir. Burada Y = Y X, yazilir ve f € A°(M), w, € A*(M) ve w, € AY(M)

olmak tlizere agagidaki ozellikler kullanilir.
1w f=0
2. 1x,et = &(X;) = &%
3. 1yw; = foyw
4. €' Aix,w; = pun
5. 1x,0X,W1 = —ix;ix W
6. 1x, (w1 Aws) = (ax;w1) Awg + (—1)Pwi A (tx,0,)
7. *w Ae;) =1x, W

1x, verine kisaca ¢; semboli kullanilir.



Levi-Civita Tensorii

M, tizerinde tanimli A(M) dig cebir uzay iginde bir tane n-form vardir ve bu da

koordinat haritasindan bagimsiz olarak ortonormal 1-formlar cinsinden

1 , .
e A net = — i N o il B (2.11)
iz

ifadesiyle verilebilir. Buna hacim formu denilmektedir ve *1 ile gisterilmektedir.
Burada €., = +1 olarak normalize edilen ve tiimiiyle anti-simetrik olan €, ;.

niceligine Levi-Civita tensorii denir.

0 herhangi iki indis egit
€irigin = § +1 (4182...4,) diziligi (1,2...n) diziliginin cift permiitasyonu

—1 (d192...14,) dizilisi (1,2...n) diziliginin tek permiitasyonu

2.1.4 Hodge Star Operatorii

Levi-Civita Tensorii yardimiyla AP(M) uzayi ile A" (M) uzay: arasinda kanonik

bir izomorfizim kurulur.

L AP(M) — A"P(M) (2.12)

ile gosterilen bu izomorfizme Hodge dualite génderimi adi verilir. w bir p-form olmak

tizere Hodge gonderimi, w p-formuna

* _ 1
Y= )

1.0 i 2
€l P i1 oinWir..ip] € PES As 2 8D

ifadesiyle belirlenen (n — p)-formunu kargi getirir. Yukandaki ifade incelediginde
goriilecektir ki Hodge gonderiminin tanimlarabilmesi ancak M,, izerinde bir g metrik
tensoriiniin belirlenmis olmas: halinde miimkiindiir. w, v € AP(M) olarak agagidaki

ii¢ temel ozellige sahiptir.
L. A=A w
2. 'wAY =Y Aw

3. Yw=2w



2.1.5 Cerceve Doniisiimui

M manifoldu tizerinde her gozlemci kendi referans gergevesine gore gozlem yapar.
Bu durumda, bir p € M noktasinda O gozlemcisi {X,} referans cercevesini ve O’
gozlemcisi de yine ayni noktada {X/} referans gergevesini kurmug olsunlar. L7
yerel Lorentz doniigiim matrisi olmak tlizere, bu iki gozlemcinin ortonormal referans

vektorleri

Xo(p) = Xo(p) L (p) (2.13)

seklinde biribirine doniistiiriilebilir. Lorentz doniigiimii koordinatlardan bagimsiz ise
bu doniigiim genel (veya sabit) bir doéniigiimdiir. Ortonormal referans kogercevesinin

doniigiimii ise

¢ (p) = L”(p)e (p) (2.14)

ile verilir. Ayrica,

Xye¥ = X L0 (L% ge?) = X, 0%¢e® = X e = X,e® (2.15)

i¢ carpimu icin Lorentz invaryantligin saglandigy goriiliir.

2.1.6 Baglant:
Kovaryant bir e®* bazinin dig tiirevinin Lorentz doniigiimiine bakildiginda,
de? = d(e’L%;) = dLY} A €® + L% yde®

Burada dL®; A €® terimi nedeniyle de® 'mn doniigiirii icin invaryantlik saglanmaz.
Bu fazla terimden kurtulmak igin baglant: 1-formlar tanimlanir. Baglantimin yerel

Lorentz doniigimi de

A =T NG E Y b L7 A1 (2.16)

ifadesi ile verilir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci terim baglant: 1-formlarinin en

genelde tensor nicelikler olmadigimi gésterir.

3



2.1.7 Kovaryant Dig Tiirev Operatori

A, bir vektor veya daha genel olarak bir tenstr olmak iizere, baglant1 1-formlari

cinsinden kovaryant dig tiirev operatorii asagidaki gibi tanimlanir.

DA:=(dFAA (2.17)

Daha &énce de® # L%,de® oldugu gosterilmistir. Fakat simdi kovaryant baz e*mn

kovaryant dig tiirevinin

De® = de® + A% A e (2.18)
doéniisiimiini yazalim.
De® = d(L¥ye") + (LY ALY, 4 L9 dL %) A LY ek
De = dL¥, Aeb+ L¥deb + L¥ ALY LY | Ak + LY dL 1LY A e
= dL¥y NeP + L¥de? + LY A% A b — dL; A €F
= L%, (de® + A% A €F)
= L¥,Dé (2.19)

(2.18) ile sadece (0, 1)-tipi bir tensoriin dig kovaryant tiirevi tanimlanmistir. Genel

olarak bir (p, g)-tipi tensérii kovaryant dig tiirevi agagidaki gibi tammlanir:

DRalwapbl...bq = dRalwapbl.ubq + A" A Rmzma‘bbl..-bq + o+ A% A Ralmcbl...bq
—Acbl A Ralm%cbl...b? e Acbq A Ralm%bl.“c (220)

Bu genel tanimdan sonra 7, metriginin, e® ortonormal baz 1-formlarnin ve A%
baglant1 1-formlarinin kovaryant dig tiirevi incelenir. Bu ifadeler Cartan Yap: den-

klemleridir.

2.2 Nonmetrisiti Tensori

Metrigin kovaryant dig tiirevi nonmetrisiti 1-formu @, olarak tanimlanir,

9



il 1
Qap = _EDgab = E(Aba + Aas). (2.21)

Bu tamim ayni zamanda Birinct Cartan Yap: Denklemi olarak da ifade edilir. Tanim
geregi simetrik olan Q)qp = Qp, nonmetrisiti 1-formu (1,2)-tipi tensorii temsil eder,
Q% = Q., %€ (2.21) denkleminin sag tarafinda g, = 0,1 oldugu icin dge = 0
olmas: kullanilir. Ayrica @, = 0 ise baglantiya metrik uyumiu baglant: denir. Ge-
ometrik olarak nonmetrisiti tensorii, paralel tagima siiresince uzunluk ve a¢i stan-

dartlarindaki deformasyonu &lger.
2.3 Burulma Tensoru

Baz 1-formlarinin kovaryant dig tiirevi burulma 2-form T olarak tanmimlamr

T® = De*=de® + A% Ae® . (2.22)

Bu fkinci Cartan Yapr Denklemi olarak da ifade edilir. Burulma 2-formu (1,2)-tipi
burulma tensoriinii temsil eder, 7% = 7;.,* ¢® A e“. En genel de herhangi bir 2-form

antismetrik bir 1-formdan tiretilir

Kyned =T | (2.23)
Burada K, = — K koburulma 1-formudur. Bu ifadenin tersi
2Kap = 1%Th — 5T — (1a0Tc)e (2.24)

olarak yazilir. Metrik uyumlu baglantida burulmay: da sifir kabul yaparsak baglant:

artik Levi-Civita bagiantis: olur.

2.4 Egrilik Tensorii

Metrigin ve baz 1-formlarin kovaryant dig tiirevlerini birer tensér olarak tanim-
ladig1 gibi tiim baglant1 1-formlarinin kovaryant dig tiirevini de egrilik 2-formu R%,

olarak tanimlayalim
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R%(A) 1= DA%, := dA%, + A% A AS, (2.25)

7

Baglant1 tanim olarak tensér olmadigl igin “ baglantimin kovaryant dig tiirevi
de tamamen bicimsel bir ifadedir. (2.25) denklemi Uciineii Cartan Yapr Denklemni
olarak ifade edilir. Egrilik 2-formu (1,3)-tipi egrilik tensoriinii temsil eder R%, =

TR e A el
2.5 Bianchi Ozdeslikleri

Bu bilgiler ve tanimlardan sonra agagidaki ézdeslikler hesaplarda kullanilir.
1. D¢y = —Q N eq+ ey AT

2. D¥esp = —Q N emp+" €ape AT

3. D*egpe = —Q A* Egpe +* gpoa A T

4. Dregped = —Q N €qbed

Burada @ := Q®, Weyl 1-formu olarak bilinir. Ayrica, nonmetrisiti 1-formunun, bu-
rulma 2-formunun ve egrilik 2-formunun kovaryant dig tiirevleri ile Bianchi Ozdes-

likleri elde edilir:
e Birinci Bianchi Ozdegligini bulmak icin burulmanin dig tiirevi alinir.
dT® = d(de®) + d(A% A €b)
Burada (2.22) ve (2.25) denklemleri kullanilirsa;
dT® + A% A TP = R A eb

DT = B% Aé” (2.26)
sonucu elde edilir ki bu Birinci Bianchi Ozdesligidir.

e Tkinci Bianchi Ozdegligini bulmak igin egriligin dig tiirevi almip, (2.25) den-

klemi kullanilirsa;
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o ey

r

dR% = R*. A A% — A%, A RS
DR% =0 (2.27)
Ikinei Bianchi Ozdesligi elde edilir.
e Ugiincii Bianchi Ozdesligini bulmak i¢in (2.21) denkleminin dig tiirevini alalim.

Qanb = (dAca)T}cb + (dACb)nac
Burada (2.25) denklemi kullanilirsa;
Rab o Rba = QDQab (228)

Uciincti Bianchi Ozdesligi elde edilir.

2.6 Baglantinin Ayrigsmasi

Riemannsal olmayan geometrilerde baglanti en genelde Riemannsal ve Riemannsal

olmayan parcalar bi¢giminde ayristirilir:

Aab = Wap =+ Kab + Gap + Qa.b (229)
~ ~—~— —_—
Riemann Burulma Nonmetrisiti
Burada simetrik kisim (2.21) denkleminden gelirken

A(ab) = Qab (230)

kalan parca antisimetriktir
A[ab] = Wur + Kop + Gap - (2.31)

(2.31) denklemindeki antisimetrik tensoér baglant: 1-formu qg ile simetrik tensér Q%

arasinda goyle bir iligki vardir;

Qab = _(Zach) Aef+ (%Qac) Aoef (2'32)

Eger Q% = 0 ise baglant1 metrik uyumludur. flaveten 7% = 0 olursa tam baglant:

Levi-Civita baglant:1 1-formuna déniigiir ve w?, ile gosterilir,
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Aab — w“a (233)

(2.29) ayrisimimnin kendi i¢in tutarh oldugu agagidaki gibi gosterilebilr. Bunun icin

once (2.29) denklemi sagdan e’ ile carpilir
A% AP =w A+ K% At + g% A+ Q% A€ (2.34)
Burada (2.22) ve (2.23) denklemlerini kullanirsa
—de® =wB A’ + g A’ + Q% A€ (2.35)

—(de® +wr Ae’) = (—1°Q%e" + Q%) Aeb + Q% A e

= —Q" . Ne“+ Q%A e

de® + wep A e’ =0 (2.36)
olur. (2.36)'dan w,, ¢oziilebilir,
1 1 1 .
Wap = —iza(deb) + §zb(dea) + §zazb(dec)e . (2.37)

Bu bagintiy1 ispatlamak igin 6nce (2.36) denklemi v, ile garpihr,

wde, = —pWece” + Wactpe® — Wdeg + e’ = Wap (2.38)

Burada a «— b déniigimii yapilip diizenlenirse,
—tadep — taWpee’ = Wap (2.39)
elde edilir. Bu iki denklemin toplami
2way = —1.dep + npde, + (2Wep — WWeq )€° (2.40)
sonucunu verir. (2.38) denklemi s ile ¢arpilir,

wipde, = —WWak + %lab
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ve diizenlenir

toles = 1aWeh — WWeg - (2.41)
Bu (2.40)’e yerlestirilirse ,

2wap = —(2.dep) + (1pdeg) + (1a1de.) el (2.42)

sonucu bulunur. Burada w,, 1-formuna benzer olarak K¢, ko-burulma 1-formu soyle
bir bagintiyi saglar:
2-Krab = EaTb - ?bea - (@aszc)ec (243)

Ayrica A%, baglantis1 boyutsuzdur . Buna gére 7% = [L]' boyutunda olmaldir.
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Bolum 3

RIEMANNSAL OLMAYAN GEOMETRIDE DiLATON
KUTLECEKIMI

3.1 Riemannsal Olmayan Geometride Dilaton
Kiitlegekimi

Iki boyutlu bir uzay-zaman, Lorentzsel bir metrikle ¢ ve vektorlerin (daha genel
olarak spinérlerin) paralel taginmasini tanimlayan lineer bir baglantryla V donatilmis

tiirevlenebilir bir manifolttan M olusur. Ortonormal bir baz X, verildiginde metrik
9=’ @’ =—-e"Re’ +e! @e! (3.1)

olarak yazlabilir. Tki boyutta en genel Rimennsal olmayan kiitlecekim tizerine lit-
eratiir [Obukhov 2004] makalesinde bulunabilir. Ilgili makalede nonmetrisisti ve bu-
rulma mevcut olup yazar modelinde dilaton ciftlenimlerini tartismamistir. Ilaveten,
iki boyutta en basit dilaton kiitlegekimi modeli, bir dilaton skalerinin ¢ egrilik ska-

lerine iftlenimi olarak yazilabilecekken, biz

Q°, = 6% (kdgp + 1*do) (3.2)

ile belirlenen nonmetrisiti ([Dereli ve ark.,1994] ile ayn1 ) ve
T = ¢e* A (pdep + ¢*do) (3.3)
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ile belirlenen burulma iceren baglantili bir teori geligtirecegiz. Burada k,l,p ve ¢
temel ¢iftlenim sabitleridir. [Katanaev 2002 makalesi kisim 6’da yazar, genel bir iki-
boyutlu dilaton kiitle¢ekiminin birinei mertebe Hamilton formalizmiyle burulmal
iki-boyutlu kiitlegekimine egdeger oldugunu ispatlamigtir. Burulma icin yaptigimiz
temeli olmayan kabiiliin o analizin hareket denklemleri tarafindan 6ngoriildiigiinii

fark ediyoruz. Teorimiz

6 2% 1% a * b 4 a *
2€75 1+ZQ5/\ Qa+§TATa

+0% A QP — k8Puddy — 16%7dd) + Ao (T — pe® Adp — qe® A*dgp)  (3.4)

1
L= ¢ R% A %6+ %dqﬁ A *de +

lagranj 2-formuna dayanir. Burada «, 0, u, v ¢iftlenim sabitleri, p%, nonmetrisitiyi
(3.2) denklemine kisitlayan simetrik lagranj ¢arpan 1-formlan ve A, burulmayi (3.3)
denklemine kisitlayan lagranj carpan O-formlarnidir. Bundan sonra p = p% ve X\ =
Aee®. A%, & ve e* varyasyonlar agagidaki alan denklemlerini verirler.

1 2 5
§d¢2 A*e” + ?(QQ“’C A*ese — QA *eab)g*Qba — PP+ e+ e T, =0 (3.5)

s g D e, T g e
it e T oy

OR™ A el — ad*dd + B¢*1 — kdp + 1d*p — pdhg + gd*A =0 (3.6)
~Srald]+ 5% eu — BrQ] + Uadd)'p+ (1a'dbp)] + vD'T, — LT Ty
+DAg — pAedd — qAa"dp + q[(2add)" A + (2a"dp)A] = 0 (3.7)

Burada gerilme formlari;
Tal@] = (1adep)"de + (1. dp)d¢p (3.8)

ve
7a[Q] = (1Q°)* Q% + (1" Q%) Q.. (3.9)
ile verilmektedir. Ilk olarak (3.2) ve (3.3) denklemlerini (3.5) denklemine yerlestirerek
garpanlari ¢ozebiliriz.
Lo, u b M -
§d¢ Ateq + inab(k‘ deé + ldg) —
vey A [p(2a"dd + q(2,d9))] + Aaet — pap = 0 (3.10)
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Simdi (3.10) denklemini +* ile ve 2° ile carptiktan sonra indisleri uygun bicimde

yeniden adlandirip bu denklemleri taraf tarafa gikararak
Ao = 14(2¢"dop + vp*de + vqdo) (3.11)

ve

A =2¢%dep + vp*dp + vqdo. (3.12)

sonuclarini elde ediyoruz'. Ardindan (3.11) denklemini (3.10) denklemine yerlestir-

erek

p = pldé + pk*ds + 20*do. (3.13)

denklemine ulagiyoruz. Bu sonuglar: (3.6) denklemine ve (3.7) denklemine koymak

(3.4)’deki lagranjdan tiiretilen dilaton ve metrik alan denklemlerine sebep olur.
3.2 Levi-Civita Baglantili Bir Teorlye Inme

(3 2) ve (3 3) denklemler (2.29) @enklemlne yerle§tmlerek tiim baglant1 1-formlar

Lew Civita 1-formlan ve dilaton katlalan cmsmden yazilabilir
A% = w + e%[(k + p)*do + (I + q)do] + 8% (kdp + I*dp) . (3.14)
Ayni bi¢imde egrilik 2-formu agagidaki gibi ayrigtinlabilir;
R%(A) = R%(w) + [(k + p)e®y + 16%)d*do. (3.15)
O halde Einstein-Hilbert terimi
R% A*e,” = ROG(w) A*eg” — 2(k + p)d*dg (3.16)
bic¢imini alir ve benzer olarak
7a[Q] = 2(k° + 1) 7u[¢] + 4k 7, [¢)] (3.17)

(1T Ty = (P — ¢°) (2add)*dep — (p* — ¢*) (10" d)dob (3.18)

HDereli ve ark.,1994] makalesinin (44) denklemindeki son iki terim yanhs yazilmistir. Sanstan,

bu yanhs yazim sonuglar: degigtirmiyor.
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D*T, = D(w)'T,+ (pk+ gl)7a[¢] + (kg + pq + pl)*7.[¢]
+7° (2ad9)* ™ + ¢* (12" d)d¢p (3.19)

DXe = D(w)ha — (2k¢ + vpk + vql)7al¢] — (216 + vpq + vak) 7a[g]
= (2p¢ + vp*) (10dg) d — vq* (10" d)dd — 299 (14d0)de (3.20)

olur. Burada D(w) Levi-Civita’ya gore kovaryant dis tiirev gosterir. Bu ifadeleri
(3.6) ve (3.7) denklemlerinde kullanarak, dilaton ile metrik icin alan denklemlerinin

valmzca Levi-Civita baglantist cinsinden yeniden yazlabilecegini goriiyoruz.

PR (W) es” — 4(k + p)pd*de — 2(k + p)de A *do

—[o 4 p(K? = 1) + v(p? — *)]d*d + Bl = 0 (3.21)
D(w)(2,*d¢*) + gqﬁg*ea — 2(k + p)pTa[¢]

—%[a + (K = 1)+ v(p? = ¢)]afg] = 0 (3.22)

Simdi yukaridaki sonuglan kullanarak agagidakileri ayristiriyoruz.

P R% A *e” = P2R%(w) A e’ + 4(k + p)ode A *dé (3.23)
Q% A*Q%, = 2(K* — I*)dg A*d¢ (3.24)
T AT, = (p* — ¢)d A *dg (3.25)

Bu sonuglar: (3.4) denklemine yerlestirmek Levi-Civita baglantili yeni lagranja sebep

olur.
b= %¢2Rab(w) /\*eab+ §¢2*1 g )\aTa+pabAQba
2k + P+ gl + K — )+ v — ]}6 A do (3.26)

Biz aym zamanda yeni lagranjin (3.21) ve (3.22)’daki alan denklemlerini verdigini de
dogruladik. Nonmetrisiti ile burulma tensorlerinin nasil skaler alanin kinetik terim-

lerine sebep oldugu ve sonra skaler alanin gerilme formlarimi yeniden olgekledigi ve
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son olarak k+p # 0 i¢in yeni bir tiir skaler etkilesmesi iirettigi gozlemine igaret ediy-
oruz. Ayrica, agagidaki potansiyel tanimlar: altinda bizim modelimizin [Grumiller ve
ark.,2002] makalesinde sadece Riemannsal geometri terimleriyle formiillenen modelin

bir altdurumu olduguna dikkat ediyoruz.

U(x) = _kg_a—#g(kz—lj;(—k v(p® — ¢*) (3.27)

V(X) = gx (3.28)

Burada bizim dilaton onlarmkisiyle ¢? = X vasitasiyla iliskilidir. llaveten k, 1, p, ¢, @,
B, p, v parametrlerinin sabit olmasindan ziyade dilaton alaninin keyfi fonksiyon-
lar1 olmalarina izin vererek bizim modelimiz genigletilebilecek gibi goziikmektedir.
Sonra, (3.26) lagranji esasinda [Grumiller ve ark., 2002] makalesindeki (1.1) lagranjina
esdeger olacaktir. Dilaton kiitlegekim teorileri ve onlarin karadelik fizigi ile sicim
modellerine uygulamalariyla ilgili daha fazlas: igin [Witten 1991]-[de Alfaro ve ark.,|

calismalarina basvurulabilir.

3.3 Coziimler Uzerine Tartisma

Model sekiz reel parametreye (o, 8, y, v, k,1,p,q) baghdir ve [Dereli ve ark.,1994]

makalesinden daha geneldir. Ilk olarak statik ¢oziimler aragtiriyoruz.

&) = Flz)dt, &= F“‘E‘;), ¢ = ¢(x)

Bu durumda, (3.21) denklemi ile (3.22) denkleminin sifirinci ve birinci bilesenleri,

sirasiyla;

(F?)" +{2(k + p)(¢*) + [a + p(k* — 1%)

+u(p* = PN HE?) + {2k + p)(¢')? + 4k + p)og”

Flat pk? = )+ (o ~ A"V = B (3.29)
S8 (F) + [2(6)? + 266"1F — {20k + p) +
Sl ulk? = B) + o — AN F = (3.30)
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%(¢2)’(F2)' +{2(k+p)o + é[a’ +p(k? =)+ v(p® — )M ) F? = §¢2 (3.31)

denklemlerini verir. Burada iissii 2’e gore tiirevi gosterir. Ik olarak (3.30) denklemi

ile (3.31) denklemi toplanir.

(¢1)2F2 = §¢2 _ ¢¢ffF2 _ ;(¢2)f(F2)I (332)

Ardindan bu sonug (3.29) denklemine yerlestirilerek

O(F)" +{(k+p)(¢*) + [+ u(k* = ®) + v(p* — ¢*)]¢'}H(F2)
+{2(k +p)og” + [a+ uk® = %) + v(p* — ¢*)|¢"}F* = Bo (3.33)

elde edilir. Bu bizim en genel denklemimizdir ve genel olarak ¢ozmek imkansiz goziik-

mektedir. Bu nedenle baz1 ézel durumlara bakiyoruz.
Ozel Duruml © k+p=0 wve a+pk®— 1) +u(p*— ) =4

Burada ilk olarak ¢ de lineer olmayan biitiin terimleri diigiirliyoruz ve ¢dziim buluy-

oruz.

¢($) = o® FQ(QJ) _ At+dcfead™2(x)

z
deg

Burada ¢1, ¢, sabitlerdir. Bu dilaton karadelik olarak bilinir | Witten 1991]. Parame-
treler {izerindeki kisitlamalarimiz |Dereli ve ark.,1994| makalesinde tartigilan ilgili

durumlar ve daha fazlasini igerir.
Ozel Durum 2: k+p=0 ve F?=1

Bu durumu yorumlarken dikkat edilmelidir. Tlk bakista Minkowski nzay-zamaninda
calisiyoruz gibi goziikiiyor. Eger teoriyi (3.26) lagranjindaki gibi nonmetrisiti ile bu-
rulmay: diigiinmeksizin sadece Levi-Civita terimleriyle yazarsak bu dogrudur. Fakat
nonmetrisiti ile burulmayr hesaba alirsak durum oldukga farkli olur. Bu durumda,
Riemannsal egrilik sifir olmasina ragmen, Riemannsal olmayan egrilik (3.15) den-
kleminden dolay1 genel olarak [ # 0 oldugu miiddetge sifir degildir ve béylece biz
hala egrilikli, burulmali ve nonmetrisitili bir uzay-zamanindayizdir. Teknik olarak

konugmak gerekirse; k=l=p=q=0, ¢iftlenim limitinde deneme parcaciklarinin diinya
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cizgileri jeodeziklerle ortiigiirken, sifirdan farkli k,/,p,q sabitleri durumlarinda tiim
baglantinin otoparalelleri jeodeziklerden saparlar ve sonrasinda bizde bu sapmalar

nonmetrisiti ve burulma olarak yorumlariz. Simdi ¢oziimii yaziyoruz
_B =B
dz) = e’V B f e VB Fz)=1, | (3.34)

Burada ¢; ve ¢ keyfi sabitler ve c3 = o+ u(k? — 12) + v(12 — ¢?). Eger 3 ve c3 aym
isaretliyse ¢oziimiin periyodik oldugunu, z1t isaretli olduklarinda ¢éziimiin hiperbolik

oldugunun goézlemek ilgingtir.
Ozel Durum 3: a+u(k®—1P2)+v(pP*—¢®) =0 ve F2=1

Bu durumda su ¢6ziimi elde ederiz

P(z) = —ﬁ +aeV-EtoeVE, Po)=1 . (3.35)

Burada ¢y, ce keyfi sabitlerdir. Céziimiin £ + p’ve hassas bi¢imde bagh olduguna
ve periyodikligin #'nin igaretiyle belirlendigine igaret ediyoruz. Burada Riemannsal
manada yine Minkowski uzay-zamanindayken Riemannsal olmayan manada non-
metrisitili ve burulmali egri bir uzay-zamandayizidir. Son olarak kozmolojik tiirde

coziimler deniyoruz:
el =dt, e'=F(z)dz, ¢=t)

Bu kez (3.21) denklemi, (3.22) denkleminin sifirinici ve birinci bilesenleri asagidaki

denklemleri verirler

20F + {4(k + p)do + [ + pu(k* — 1) + v(p* — P)PIE + {4(k + p)pd
o+ w(k? =)+ v(p® — ¢D]é + 2(k + p)(¢)? + BO}F =0 (3.36)

2008 + 20k + )6+ Sl -+l ) + o — AN + 6P =0 (3.37)

206+ 2$)? ~ {20k + )6 + gla+ (k) + v(e? — AP+ D2 =0 (338)
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Burada nokta t’ye gore tiirev tanimlar. (3.38) denklemi F ile carpildiktan sonra

(3.37) ve (3.38)’daki denklemlerinin toplanmas:

888 =~ 196+ B + S 4IF (3.39)

ifadesini iiretir ve sonrasinda bunun (3.36) denklemine yerlestirilmesi

26F + o+ p(k* — 1) + v(p* — P)GF + {[a + p(k?* — 1?)

+v(p* — )] — 2(k + p)()* — 2(k + p)B* + BY}F = 0 (3.40)

sonucunu verir. Eger a + pu(k? — 1?) + v(p? — ¢%) = 6 alirsak, sonrasinda

g 2 il

4(k+p)t , F(t) = c——

5 (3.41)

¢(t) =

elde ederiz. Burada ¢ intergal sabitidir. Son olarak, £ + p = 0 i¢in enflasyon tiirii

cozlime sahip oluruz
¢(t) = e =", F(t) = et

Burada;

_ 43
f = :t'\/cu+p(k2—£2)+u(k27q2)78

3.4 Modele Spinér Ciftlenimleri Uzerinde Tartisma

Bu boliimde dilaton alanina yeni spinér ¢iftlenimlerinin olup olmadigim arastir-

yoruz. Clifford cebirinin C1; ; treticileri olarak agagidaki Dirac matristlerini kullani-

o 1] o1
=il 0T e 3.2

yOTuz.

Bunlar antikomiitasyon baginitisini

{r)(cnﬁ/b} = Qnab (343)

ve komiitasyon bagintisin

[Yas W] = 400t (3.44)
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saglar. Burada o, Lorentz grubundan treticileridir. Cl;; cebirinin 2 x 2 matris
temsilini kullandigimiz igin Dirac spinorii ¢’yi 2-bilesenli kompleks degerli siitun

matrisi olarak temsil ediyoruz. ¢¥/’nin kovaryant dig tiirevi acikca
if 1
Dy = dip + A ou + - Qp (3.45)

bigiminde yazilir [Adak ve ark.,2003]. Burada @ = @*, Weyl 1-formudur. Son olarak;
spindr demetinin egriligi
1

D(DY) = SRy — Q% A QPoup + 7dQu (3.46)

ile verilir. Weyl geometrisinde, yani Q,» = n,dy burada v herhangi bir skaler alan,
son iki terimi yok olur. Dirac lagranj 2-formu Cl;; degerli 1-formlar v = ~%, ve

Compton dalga boyunun tersi M = ¢ terimleriyle soyle yazilir
By = %(E*y A Dy + D A ) +iMPpl (3.47)

Burada; bir spinériin Dirac eslenigi sdyle tammlaniyor; ¢ = ¢y, 75 = Yoy tanimiyla
beraber ¥57v, + Y275 = 0 oldugu i¢in A%’ye goére varyasyon (3.5) denklemine higbir

katki vermezken e varyasyonundan sonra (3.7) denklemine asagidaki katki elde

edilir.
i E * als * : N
T[] = S[¥(w ) A DY — DY A (1™ 7)¢] + iM e, (3.48)
Son olarak, 3 varyasyonu Dirac denklemini verir
1.5 3 1
v A Dy + Myp*l — 5 YATY - Z*y A Qi — §%Qab Ateyp=0 .  (3.49)

Burada T' = 1,7 (3.14) sonucunu (3.45) denklemine yerlestirdigimizde spinériin

ayrismig kovaryant tiirevini elde ederiz
Dy = Db — 5[(h+p)'do+ (1 +addhs + (k6 + Udo)s . (350
Bunun (3.47) denklemine yerlestirilmesi
Lo = (@ A D) + DE)P A ) + ML (351)
denklemine sebep olur. Bu da agagidaki varyasyonel alan denklemine neden olur
YADWw)Y + My*'l=0 . (3.52)
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(3.50) denklemi (3.49) denklemine kondugunda bu denklemin elde edildigini de
dogruladik. Boylece, bu modelde nonmetrisiti ile burulmanin madde-dialton ¢iftlen-

imi yorumlarinin herhangi bir yeni spinér-dilaton ¢iftlenimi tiretmedigini gosterdik.
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Bolim 4

SONUCLAR

4.1 Sonuclar

Dereli ve arkadaginin 1994 tarihli makalesinde yazarlar 2-boyutlu dilaton kiitlege-
kimi teorisi geligtirilmistir. Teorilerinde sifir burulma fakat iki parametreli non-
metrisiti tarafindan belirlenen metrik uyumlu olmayan baglant: vardir. Biz ilave
iki parametre tarafindan belirlenen sifir olmayan burulma ekleyerek o calismay
genelledik. Lagrangj carpanlarini alan denklemlerinden cebirsel olarak c¢ozdiikten
sonra bazi statik ve kozmolojik tiirde tam ¢Gziimler hakkinda tartisma yaptik. Bu tiir
modellerin ilave klasik ¢ozlimleri i¢in kogsegen ayardan farkli bir ayarin kullamldig
|Grumiller ve ark.,2002] makalesine bakilabilir. Temel olarak, modele bu tiir burulma
katkis1 basit bir sekilde ciftlenim sabitlerini kaydirir. Ayrica, Riemannsal olmayan
formiilasyon tarafindan ortaya cikarilan dilaton ¢iftlenimlerinin bi¢imini gormek igin
teoriyi Levi-Civita baglantis1 cinsinden yeniden yazdik. Béylece deneme pargacik-
larimin diinya ¢izgilerinin Levi-Civita baglantisinin jeodeziklerinden sapmalarim non-

metrisiti ve burulma iligkili etkiler olarak yorumladik. Son olarak modele muhtemel
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spindr ciftlenimlerini irdeledik ve iki boyutta Dirac spindrlerine yeni dilaton ¢iftlen-
imlerinin olmadigini bulduk. Iki boyutta spinérlere yeni dilaton ciftlenimleriyle ilgile-
nen kigiler Kaluza-Klein boyut indirme yénteminin kullamldigi [Adak ve ark.,2004]

makalesine miracat etsinler.
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