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OZET

MINKOWSKI 4-UZAYINDA MEKANIK SISTEMLER

Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir.

Ik bolimde, konunun kisa bir tarihgesi sunulmustur. Bu kisimda oOncelikle
Minkowski’nin hayati, ¢alismalar1 ve bu caligmalarin genel 6zellikleri anlatilmistir.
Daha sonra Minkowski uzay-zaman konusunun geometrik ve fiziksel 6zellikleri
sunulmustur. Ayrica, calismamizin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan jet demet
yapilarmin elde edilisi ve geometrik 6zellikleri de incelenmistir.

Ikinci boliimde ise Minkowski 4-uzayi iizerinde jet demet yapisit kurulmustur. Bu
yapinin anlagilabilmesi i¢in gerekli olan tiim geometrik o6zellikler ayr1 ayri
incelenmistir.

Uciincii bdliimde, ikinci béliimde elde edilen Minkowski jet demet yapisi iizerinde
Lagrange mekanik sistemleri kurulmustur. Bu sistemden elde edilen diferansiyel
denklemler ¢oziimlenerek Lagrange enerji denklemi tiretilmistir. Daha sonra fiziksel
yorumun yapilabilmesi i¢in bu bolimde yapilan ¢alismaya Ornekler verilmistir. Bu
mekanik Orneklerin ¢oziimiinde, enerji denklemlerinin ¢éziimii yapilmis, gerekli
grafikler ¢izilmis ve ¢oziim fonksiyonunun fiziksel yorumlarina deginilmistir.

Dordiincii boliimde ise, ikinci boliimde elde edilen Minkowski jet demet yapisi igin
Hamilton mekanik sistemleri kurulmustur. Burada elde edilen diferansiyel
denklemler ¢6ziimlenerek Hamilton enerji denklemlerine ulasilmistir. Boylece, bu
ornekler yardimiyla Hamilton enerji yapilar1 hakkinda geometrik ve fiziksel yorum
yapilabilmistir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay-zaman, jet demet yapisi, Euler-Lagrange
enerji sistemleri, Hamilton enerji sistemleri.
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SUMMARY

MECHANICAL SYSTEMS ON MINKOWSKI 4 -SPACE

This study consist of four sections.

In the first section, the short history of this subject is presented. In this section firstly,
Minkowski’s life time, studies and the general properties of this studies have been
mentioned. Then, the physical and geometric properties of Minkowski space time
have been given. In addition to, definitions and geometrical properties of jet bundle
structures which will be used on following sections are examined.

In the second section, the jet bundle structure is set up on Minkowski 4-space. For
understanding this mathematical structure, all required geometrical properties are
investigated separately.

In the third section, Lagrangian mechanical systems is obtained for Minkowski jet
bundle which is denoted in the second section. The Lagrangian energy function is
produced with solving differantial equations which is obtained from this system.
Then, some examples are given for physical comment. In solving of these mechanic
examples, the solution of energy equations have been obtained, geometrical tables
are drawn and the physical comments of this solving function are mentioned.

In the fourth section, Hamiltonian mechanical systems is obtained for Minkowski jet

bundle which is denoted in the second section. The Hamiltonian energy function is
produced with solving calculated differantial equations which is obtained in this
section. So, the geometric and physical comments can be explained about the
Hamiltonian structure with this examples.

Keywords: Minkowski space-time, jet bundle structure, Euler-Lagrange energy
systems, Hamilton energy systems.
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1 GIRIS

1.1 HERMANN MINKOWSKI

Litvanya’ll bir matematikci olan Hermann Minkowski (1864 - 1909), 1864
yilinda Aleksotas’da dogdu. 1896 ile 1902 yillar1 arasinda Ziirih Federal Politeknik
Okulunda ve 6liinceye kadar da Gottingen Universitesinde profesorliik yapti. 1882
yilinda, tam katsayili ikinci dereceden sekiller kuraminin temelleri iistiine in-
celeme yazisiyla Fen Akademisinin biiyiik matematik odiiliinii aldi. Euclides ol-
mayan geometriyle karigtirilmamasi gereken bir sayilar geometrisi kurarak sayilar
kuramina bazi geometrik kavramlar getirdi. Sonunda 6zel bir metrikle donatilmig
dort boyutlu 6zel bir uzaya bagvurarak, Einstein’in kisith baglihik kuraminin,
bugiin klasik sayilan geometrik bir yorumunu verdi. Buna Minkowski uzay za-
mani denir. ’Sayilar geometrisi’ isimli kitabi, 1896 yilinda basildi. 1907 yilinda
"Diophantus Yaklagimlari” adli eseri yayinladi. ’Calismalar’ adli yapitinin da 1911
yilinda ¢iktigr bilinmektedir. Kendisi, 1909 yilinda Gottingen’de 6ldii.

1.2 TARIHCE

Tarih boyunca, bilimin temel problemi, miimkiin oldugu kadar dogay1 iyi
bir gekilde anlayabilmek ve aciklayabilmektir. Bunu basarabilmesi icinde elinde
yeteri kadar matematiksel donanim mevcut olmasi gerekmektedir. Boyut ve
ekstra boyut kavrami temel olarak, zorunluluk veya keyfi uygulamalar sonucu
ortaya cikan fiziksel niceliklerdir. Minkowski uzay-zaman geometrisinin dogum
yili 1905 olarak bilinir. 1909 yilinda, Minkowski, Maxwell’in Elektrodinamigi
ile Einstein’in Ozel Rolativite teorilerinden ilham alarak, doganin, bildigimiz iic
boyutuna ek olarak dordiincii bir boyut yardimiyla tasvir edilebilecegini belirt-
migtir. Nitekim Einstein 1915 yilinda yayinladigi Genel Rolativite Teorisiyle,
Minkowski’nin bu iddiasini genellestirerek uzay-zaman kavrami ile dogay1 4- boyut-
lu ( 3-uzay + 1-zaman ) tasvir etmisgtir. Boylece Minkowski ve Einstein tarafindan

baglatilan boyut sayisiyla oynama ile evrenimizi anlama fikri giiniimiize kadar



artan bir ivme ile fizikciler tarafindan farkli teorilerde farkli boyut sayisi ile
kargimiza ¢gikmaktadir. Bu ise fiziksel olaylar: belirli baz ilkelerin gergevesi i¢inde
kesin bir geometrik terminoloji yardimiyla incelemeye uygun ve toplayici, bir-
lestirici matematik bir modelden bagka bir sey degildir. Bu geometrik modele
gore, goz oniine alinan dort boyutlu uzay (yani bu uzay - zaman) fiziksel olaylara
yataklik eden bir katman olarak diisiiniilebilir.

Einstein’in 1905 yilinda yaymladigi 6zel gorelik kuramina gore:

1. Fizik yasalar1 her tiirlii referans noktasindan bagimsizdir.

2. Isik hiz1 uzayda sabittir ve gozlemi yapanlarin hizindan bagimsizdir.

IIkine gore evrenin her yerinde fizik yasalari aymdir. Ikincisine gore hiziniz
ne olursa olsun 1s1k hizim1 hep ayni ¢lgersiniz. Bu durumda diyebiliriz ki 1g1g1m
hizinin bizim hizimizdan etkilenmemesi insan sagduyusu ile bagdagmamaktadir.
Bu bir yanilsamadir.

Minkowski uzay: 6zel bir metrik sayesinde gelistirilmis olan bir uzay bi¢imidir.
Minkowski uzay-zamani olarak anilmasindaki en biiyiik etken ise klasik 3 boyut-
tan olusan ve her tiirlii vektoriin boyunu bu ii¢ boyutta tamimlayan klasik uzay
kavramina bir de zamani eklemesiyle iligkilidir. Daha anlagilir olacak olursa bu
uzayda bir vektoriin boyu yalnizca x,y,z'nin kendisi ile belirlenmez, buna bir de
c.t denilen ve 1181 aldig1 yol da eklenir.[6]

Minkowski uzaymin pek cok yarari olmustur. Ozel gorelilige gore 1s1k, bir
koni biciminde yol alacaktir. O nedenle bilgi dedigimiz ve en hizli igikla beraber
aktarilan her tiirlii sey bu koninin icinde yer alacaktir. Ancak genel gorelilikte
bu koni dogal formunu kaybederek bir hiperbolii andiracak bir bicimde bir koni
olugturacaktir.

Asagidaki sekilde altta ve iistte, gorebileceginiz iki koni var. Bu iki koniden
iistteki, a olaymin geleceginde olmasi miimkiin olaylari, alttaki koni ise, a olayinin
gecmisginde olmasi miimkiin olmus olaylar1 gosteriyor. Tam kesigim noktalar: ise

a olayini temsil ediyor.

Figure 1. Minkowski’s light cone

Future
light cone
-
World Line

future
B Past light
cone

past

Traditional 2D
representation




Yukaridaki koninin kenarlari 1s1k hizini temsil ediyor, herhangi bir sey 11k
hizin1 gecemeyecegi icin, gelecegindeki ihtimaller o koninin digina ¢ikamiyor. Yani
o koninin diginda olan hi¢ bir seyin bizim gelecegimizde yeri yok denilebilir.

Bilmekteyiz ki objeler uzay icinde ilerlerler, ama ayni zamanda zaman iginde
de ilerlerler. Hic bir sekilde hareket etmeseniz bile, icinde bulundugunuz ortamda
mevcut objelerle birlikte, zaman i¢inde hareket halindesiniz. Uzay icinde hareket
etmeyebilirsiniz ama, her zaman, zaman iginde hareket etmek zorundasimiz. O
halde zaman kullanmilan bir degerdir. Her tepkilesmeye, her siirece zaman da
katilir. Onsuz hicbir sey gergeklemez. Zaman ayrica uzay dokusunun dgelerinden
biridir. Zamani 151tk hizina indeksledigimiz zaman ortaya ilging gozlemler cik-
maktadir. Zaman gorelilik kazanmakta ve uzay genislemekte ve daralmaktadir.
Hareket ne kadar 1s1k hizina yakinsa, uzay o kadar genislemektedir.

Ayrica; 1872’de F.Klein, ’Erlanger Programi’ olarak bilinen ¢aligmasinda geo-
metrilerin grup etkisi altinda incelenebilecegini ifade etmistir. Bu baglamda Ok-
lid geometrisi, Oklid grubu, Afin geometrisi, Afin grubu altinda, nokta, egri ve
yiizeylerin ortogonal ve afin doniisiimler altinda korunan 6zeliklerinin, invaryant-
larinin aragtirilabilecegini ve 6nemini belirtmigtir. Bu durum F.Klein’in ifade
ettigi anlamda, Minkowski uzay-zaman geometrisini ortaya cikaran grup etkisi
altinda nokta, egri ve yiizeylerin invaryantlarini bulma problemini ortaya ¢ikar-
migtir. Diger taraftan bu geometri icin matematiksel ve fiziksel yapilara ait ¢alig-
malar da yapilmigtir. O(3,1) olarak incelenen ortogonal grup, Minkowski uzay-
zaman geometrisini etkileyen grup anlaminda alimir. Bu grup G.L. Naber’ in
"The Geometry of Minkowski Space-time’ kitabinda Genel Lorentz Grubu olarak
adlandirilmistir. Invaryantlar teorisi ile ilgili calismalara ise 1850-1870 yillar:
arasinda baglanmigtir. 1890 yilinda Hilbert, invaryantlar teorisi ile ilgili temel
calismalar yapmistir. Invaryantlara ait bazi farkli calismalar J.A.Dieudonne’n
'Invariant Theory’, D.Hilbert’in "Theory Of Algebraic Invariants’, D.Khadjiev’in
’An Application Of Invariant Theory To Differantial Geometry’, T.A.Springer’in
'Invariant Theory’, H.-Weyl'imm 'The Classical Groups, Their Invariants And Rep-
resentations’ eserlerinde yer almaktadir. 1988 yilinda D.Khadjiev kitabinda ve
R.Aripov makalelerinde Oklid grubu icin noktalarin iiretecleri yardimiyla denklik
problemi ve yoriinge problemini incelemigtir. [7, 13, 15]

Kuantum mekaniginin temelleri ise 20. yiizyilin ilk yarisinda Max Planck,
Albert Einstein, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Erwin Schrédinger, Max Born,
John von Neumann, Paul Dirac, Wolfgang Pauli gibi bilim adamlarinca atilmigtir.
Belirsizlik ilkesi, anti madde, Planck sabiti, kara cisim 1s1nimi, dalga kurami, alan

teorileri gibi kavram ve kuramlar bu alanda gelistirilmis ve klasik fizigin degistiril-



mesine sebep olmugtur. Yam sira, Lagrange formalizmi 1788 yilinda Fransiz
fizik¢i Joseph Loise Lagrange tarafindan olugturulmustur. Hamilton formalizmi
ise 1833 yilinda Irlandal bir fizikci olan William Rowan Hamilton tarafindan
olugturulmustur. Hamilton formalizmini anlamak Lagrange’a goére daha basittir.
Ciinkiit H=T+V yani toplam mekanik enerji kinetik enerji ile potansiyel enerjinin
toplamidir. [5] Toplam enerji de dogada daima korunur ve sabittir. Lagrangian
ise enerji gibi korunumlu bir nicelik yerine varyasyon prensibi (en kiigiik etki
prensibi) ile tamimlamr. Hamilton denklemleri 1. mertebeden diferansiyel denk-
lemlerdir ve bu nedenle 2. dereceden Lagrange denklemlerini ¢ozmekten daha
kolaydir. Bir diger avantaji ise sistem bir simetriye sahipse Hamiltonian de mo-
mentum korunumludur. Lagrangian’ da ise momentum korunumlu olsada tiim
genellesmis hizlar Lagrangian’da mevcuttur. Yani n boyutlu bir sistemin Lag-
rangianini ¢ozmek zorunda kaliriz. Lagrange ve Hamilton formalizmi 19. yy.
sonlarindan itibaren Klasik mekanigin ve Kuantum mekanigi teorilerinin kul-
laniminda ve daha detayli anlagilmasinda temel bir yere sahiptir. 20. yy. da 6zel-
likle 1980 den sonra, simplektik manifold, simplektik topoloji ve kotanjant demet
kavramlarinin, 6zellikle bundle ve jet bundle yapilarin matematikgciler tarafindan
kullanilmasinin artmasi ile klasik mekanikte yapilan caligmalar artmigtir.

Ozellikle 1900’lu yillarda yiiksek mertebeden tiirevlenebilme ile ilgili cahs-
malarin baglamasi ile jet manifold yapilari olusturulmaya baglanmistir. 1940’da
F.Bopp, M.Ostrogransky ve B. Podolksy bu caligmalar1 fizige uyarlamiglardir.
Geometrik denkliklerin fizige uygulamalari, tanjant ve kotanjant demetlerin meka-
nikte calismalar: ve alan teoride 6zel lif demetlerinde konneksiyonlarin kullanimi
ile devam etmigtir. Bu calismalar Lagrangian ve Hamiltonian yapilarin temelinde
onemli yer tutar. 1950’de Ch. Ehresman ilk jet ¢caligmalarini baglatmigtir. 1980°li
yillarda D. J. Saunders, B.A.Kupperschmidt bu konu ile ilgili ¢caligmalara devam
etmiglerdir. Bunun yanisira 1970’lerde K. Yano, S. Ishihara ise tanjant ve kotan-
jant demetlerle ilgili onemli ¢aligmalarda bulunmuglardir. Son zamanlarda G.
Sardanashvily, bizim de bu caligmamizda kullandigimiz matematigin teorik fizige
uygulamalari iizerine ¢aligmalar yapmugtir. [8,9,10,11,12]

Bu bilgiler 1s1ginda, C. Aycan jet demet yapilar1 iizerinde Lagrangian ve
Hamiltonian sistemlerini doktora tezi olarak incelemigtir.[4] Bu ¢aligma ile yukari-
da belirttigimiz kitap ve makalelerin incelenmesi sonucunda, oéncelikle Minkowski
3-uzaymmin jet yapilari olusturulmus, daha sonra benzer gekilde bu caligmada
Minkowski 4-uzayinin jet demet yapilar1 da elde edilerek tizerindeki mekanik sis-
temler incelenmistir. S. Civelek ise demet yapilarini tanitarak, bu enerji denklem-

lerinin birinci mertebeden yiikseltmelerini elde etmigtir. [21]



1.3 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan demet yapisi, mekanik sis-
temler, Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri ile Minkowski uzayimin temel
yapilar1 tanimlanmistir.

1.3.1 DEMET YAPILARI

Bu boliimde, diferansiyel geometride énemli bir yere sahip olan manifold

yapisl {izerinde demet yapisinin nasil olusturulacag: ele alinmigtir.

Tanim 1.1: E ve M, C'"*°-manifoldlar, 7 : £ — M bir C"*°-déniigiim olsun.
Eger 7 bir 6rten submersion ise, (E, 7, M) iigliisiine bir lifli manifold denir. Bir
(E, m, M) lifli manifoldunda, £’ ye total uzay, M’ ye taban uzay, 7’ ye projeksiyon
ve her bir p € M noktasi i¢in E’ nin 7~ 1(p) altciimlesine de p iizerindeki lif
denir.[4, 21]

Tanim 1.2: Bir lifli manifold (E, 7, M), boyM = m, boyE = m+nveU C E

acik alt ciimlesi iizerinde bir koordinat sistemi,

y:U — R™™

olsun.
pry : R™T™ — R™

olmak {izere, a,b € U ve
m(a) =7 (b) =p=pri(y(a)) =pri(y (b))
onermesi dogru ise, y ye bir uyarlanmug koordinat sistemi denir.[4]

Tanim 1.3: Bir lifli manifold (E,x, M) ve bir C*°-manifold F’ olmak iizere,
eger t : /' — M x I dontistimii

priot=m

olacak gekilde bir diffeomorfizm ise (F,t) ikilisine 7’ nin model lifi ve en azin-
dan bir trivializasyona sahip (F,m, M) lifli manifolduna da trivial lifli manifold
denir. [4]

Tanim 1.4: Bir lifli manifold (£, 7, M) ve p € M olsun. F, bir C*-manifold,

p’ nin bir komgulugu W, ve
t, 7w Y(W,) = W, x F,

5



dontigtimii pry o t, = 7[,-1(w,) sartim saglayan bir diffeomorfizm ise o zaman
(W, tp, F},) tigliisiine p” nin komgulugunda 7’ nin bir lokal trivializasyonu ve taban
uzayi her bir noktasi civarinda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E, 7, M)

lifli manifolduna da lokal trivial lifli manifold veya demet denir.[4]

Tanim 1.5: M ve N, C*°-manifoldlar, ¢ : M — N bir C*°-doéniistim, p € M

ve bir V,, € T, M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri
a:ICR—M

olsun. Bu durumda,
Pulp(Vp) = Wew) € Tom)N

tanjant vektorii, p o v : I C R — N egrisine ¢ (p) noktasinda teget olan bir

tanjant vektor olmak {izere
Pulp : TyM — Ty N

ile tanmimlanan doniigiime ¢’ nin p € M noktasindaki tirev donisgimi denir.[4]

Bu durumda, 7, : TE — T'M, 7’ nin tiirev doniigiimii olmak {izere,
= (TE,m.,TM)
tigliisii bir demet olup; " ye 7’ nin tanjant demeti denir.

Tanim 1.6: (F, 7, M) bir lifli manifold ve ¢ : M — E bir doéniigiim olsun.
Eger o ¢ = idy; kosulu gergekleniyorsa, ¢’ ye 7’ nin bir kesiti denir ve 7’ nin

tiim kesitlerinin ciimlesi I'() ile gosterilir.[4]

Tamim 1.7: (E, 7, M) bir demet ve p € M olsun. ¢, ¢ € I')(7) kesitleri, p
noktasinda ¢ (p) = ¢ (p) ve ¢ (p) civarinda (z;, u®) uyarlanmig koordinat siste-

minde

a¢a| —%|
8IZ‘ P 81‘1 P

ise birinci mertebeden denklem olarak tanimlanir. ¢’ y1 igeren denklik siniflarina

1<i<m,1<a<n

@’ nin p noktasindaki birinci jeti denir ve Jggb ile gosterilir.
Buna gore,
(16 pe M.peT,(n)} (1)
ciimlesine 7 demetinin birinci jet manifoldu denir ve J'7 ile gosterilir.[4, 19]
Tamim 1.8: (E, 7, M) bir demet ve (U,u), u = (z;,u®) olmak iizere E ii-
zerinde uyarlanmig koordinat sistemi olsun. Bu durumda J' iizerinde (U!, u!)

indirgenmis koordinat sistemi,
Ulz{ngﬁ:(b(p)EU} ut = (25, u®, ud)

6



ile taniml olup burada
2 (Jy0) = i(p),  u (J,0) =u” (¢(p))

ve yeni mn-adet u¢ : U' — R fonksiyonlar ise,

O |
8LEZ' P

ui (J,0) = (1.2)

seklinde belirlidir.Bu sekilde ifade edilen yeni u{* koordinatlar: tiirevsel koordi-

natlar olarak adlandirilir.[4]

1.3.2 EULER-LAGRANGE VE HAMILTON DENKLEMLERI

Bu boliimde Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili temel kavram-

lar verilecektir.

Tanim 1.9: 2m boyutlu bir manifold M ve M’ nin tanjant demeti T'M
olsun. T'M {izerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rank.J = m ile verilen (1,1)
tipinden J tensor alanina yaklagik tanjant yapr denir. M manifoldu tizerinde lokal
koordinatlar (z;), 1 < i < m ve T'M iizerinde lokal koordinatlar (z;,x;) olmak

tizere T'M tizerinde J yaklagik tanjant yapisi,

0 0 0

Tanim 1.10: m boyutlu bir manifold M ve M’ nin tanjant demeti 7'M olsun.

olarak tanimlanir.[4]

T M iizerindeki bir vektor alanina M iizerinde semispray denir. Bu durumda e
semisprayi lokal olarak;
€= xli + gii (1.4)
o0x; ox;
ile verilir. Burada ¢; fonksiyonlari ¢; = ¢;(x;, z;) olarak tanimhdir.
Bu durumda, M manifoldu tizerinde verilen bir o egrisi eger €’ nin bir integral

egrisi oluyorsa, bu egriye €’ nin bir ¢oziimii denir.[4]

Tanim 1.11: J, m boyutlu bir M manifoldunun tanjant demeti iizerinde bir
yaklagik tanjant yapi olsun. Bu durumda T'M {izerinde lokal koordinatlar (x;, z;),

1< <mve
0

vektor alan1 M tizerinde semispray olmak tizere

.0
V = = T, —
=Je==zx i

(1.5)



ile verilen V' vektor alanina Liouville vektor alani denir.[4]
Buna gore, T'M {izerinde tanimlh ¢ vektor alaninin bir semispray olmasi igin

gerek ve yeter sart Je =V olmasidir. [6]

Tanim 1.12: M manifoldunun tanjant demeti T'M iizerindeki p-formlarin

climlesi AP(T'M) ve T'M iizerindeki vektor alanlarinin ciimlesi x(7'M) olsun.

ZJfZO

iJf(Xl,...,Xp> —

feC®(TM)

M-

w(Xy,y oy JX;, . Xp); we AP(TM), Xy,..,X, € x(TM)

=1

(1.6)

olarak tanimh ¢; fonksiyonuna diisey tiirev denir. [4]
Burada,

olur.
Ayrica w € AP(T'M) p-formu,

.....

11<...<ip

seklinde tanimhidir ve diferansiyeli ise

dw=Y " dw,, . ;Adx;A. Adz;,

olarak ifade edilen p 4 1-formdur.[4]

p + 1-formlarin ciimlesini de AP™(T'M) olarak gosterirsek
d; : AP(TM) — AP (T M)

olacak gekilde

ile tanimh d; fonksiyonuna disey diferansiyel denir.
VX € x(M) vektor alam ile w p-formunun ixw i¢ carpimi agagidaki sartlar:

saglayan bir p — 1-formdur.

1)ixw =0, egerp=0 ise;
2) ixw =w(X), egerp=1Iise;
3) ixw(Y,....,Y,1) =w(X,Y1,....,Y, 1), eger Y, ... Y, 1 € x(M) ise;



bu durumda ixw € AP~ (M) olur.[18]

Tanim 1.13: M, m boyutlu bir manifold ve M’ nin TM tanjant demeti
iizerinde ¢ bir 2-form olsun. Eger ¢ maksimal rankli bir kapah 2-form ise, (M, ¢)
ikilisine simplektik manifold denir.

TM tizerinde ¢; = —dd L 2-formu simplektik ise, bu durumda 7'M {izerinde

tammlh L : TM — R fonksiyonu regiiler yada non-dejeneredir denir.[4, 5]

Tanim 1.14: M, m boyutlu bir manifold ve T'M tanjant demeti olsun.

L :TM — R bir C*°-fonksiyon olmak tizere, T'M tizerindeki ¢; = —dd L ile
tanimh kapali 2-formu i¢in £, = V L — L esitligine L ile birlesen enerji fonksiyonu
ve I’ ye de T'M tanjant demeti iizerindeki Lagrange fonksiyonu denir. T'M ise

M konfigiirasyon manifoldunun hiz uzay: olarak adlandirilir.[4]

Tanmim 1.15: (M, ¢) simplektik manifold olmak iizere, L regiiler Lagrange
fonksiyonuna karsilik gelen ve Ep, = V' L — L esitligi ile belirli olan enerji fonksiyo-
nuna Hamilton enerji fonksiyonu denir ve H : M — R ile gosterilir.

M simplektik manifoldunun koordinatlari ise (x;, ;) olmak iizere, M iizerinde

_OH 9 9H 0

Xy = _

(1.8)
olarak tamimh vektor alanina Hamilton vektor alans denir.[4]

Tanim 1.16: (M, ¢) simplektik manifoldu tizerinde H Hamilton enerji fonksiyo-

nu, Xy Hamilton vektor alani olmak iizere;
ixy¢=dH (1.9)

denklemine Hamilton sistemlerinin simplektik (esas) formu yada Hamilton sis-
temleri dinamik denklemi denir. Bu denklemde ¢; = —dd;L 2-form ve e bir
semispray kullanilarak elde edilen i.¢; = dE; denklemine Lagrange sistemleri

icin dinamik denklemi adi verilir.[4]
Teorem 1.1: i.¢; = dE;, denklemini saglayan bir tek ¢ semisprayi vardir.[18]

Tanim 1.17: i.¢; = dE;, denklemini saglayan bir tek ¢ semisprayi varsa £,
ye L : TM — R fonksiyonu i¢in Fuler-Lagrange vektér alani denir. Bu kosulu
saglayan L fonksiyonuna da Lagrange enerji fonksiyonu denir. Burada,

o, 0
Ep =x,— — 1.10
L o 8@ + & 81’1 ( )

ile tamiml vektor alamidir ve g; fonksiyonlar e; = g;(x;, ;) ile belirlidir.
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1-¢0; = dE, esitligin ¢oziimiiyle elde edilen

d (0L OL
Ei(a@>'_axi_o (1.11)

denklemine de Fuler-Lagrange enerji denklemi denir.[4,5,16,17]

Zamana bagh Lagrange sistemlerini olusturmak i¢in jet manifoldlardan yararla-
nilir. R bir boyutlu ¢klid uzay1 olmak tizere J'(R, M) = T M izomorfizmi bilin-
mektedir.

T M’ nin koordinatlar (z;, #;), R’ nin koordinat ise (¢) olmak iizere J'(R, M)
iizerindeki uyarlanmis koordinat sistemi (¢, z;, ;) olur. Zamana bagh durumda
yukarida verilen Lagrange fonksiyonu L : J*(R, M) — R tamimh C*°- déniigtimii-
diir. Ayrica, bu jet manifold {izerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m
ile verilen (1,1) tipinden tensor alan1 zamana bagh yaklagik tanjant yapi olarak
tanimlanir.

V' bir Liouville vektor alan1 olmak tizere, yaklagik tanjant yapi;

0 0 0 0
(D)= v (D)=L a(2) e

kosullarim saglamalidir.[18]

Zamana bagli durumda ¢ semisprayi lokal olarak

g 0 0 ‘ .
- o R L= e T <1< .
€= 5 + xl@xi + & o (ei=¢; (t,xyyx;), 1<i<m) (1.13)

seklinde ifade edilir.

Tamim 1.18: L : J'(R,M) — R zamana bagh Lagrange fonksiyonu olsun.
JY(R, M) iizerinde,

1-formuna Poincare-Cartan 1-formu ve

Qp=dd;L+dLAdt (1.15)

2-formuna, Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna gore J'(R, M) manifoldu iizerinde
0L =0, idt=1 (1.16)

denklemlerini saglayan bir tek Ej, vektor alani vardir, buna zamana bagh Euler-
Lagrange vektor alani denir. (JY(R, M), Qr, Er) iicliisiine de zamana bagh Lag-

range sistem denir.[18]. 1.16 denklemlerinin ¢6ziimii ile elde edilen

d (0L oL
i (50) - 5m =0 (1.17)
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denklemine zamana bagli Euler-Lagrange enerji denklemi denir.[4, 20]

Burada dikkat edilirse; zamana bagli olan durumda elde edilen 1.17 Euler-
Lagrange denklemi ile zamana bagli olmayan durumda elde edilen Euler-Lagrange
denklemi 1.11 ayni ¢ikar. O halde, jet demet yapisinda ¢alismak Lagrange ener-
ji denklemlerinin genel yapisini degistirmez, fakat zaman parametresi ¢alismaya

dahil edilecegi i¢in fiziksel ve mekanik uygulamalar1 agisindan elverigli olur.

Tanmim 1.19: T*M kotanjant demetinin uyarlanmis koordinatlar (x;, z;) ol-
mak {izere,
A = zidx; (1-18)

olarak tanmiml 1-formuna Liouwville form denir.

Buna bagh olarak 7" M {izerinde,
simplektik formu kanonik simplektik form olarak adlandirilir.[4, 8, 9]

Tanim 1.20: (M, ¢) simplektik manifold ve H : M — R, M iizerinde taniml
Hamilton fonksiyonu olsun. ix,¢ = dH denklemini saglayan bir tek Xy vektor
alanina, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birlesen Hamilton vektor alans denir.

Boylece,
ixy¢=dH (1.20)

simplektik formu kullanarak,

ot ox;° Ot  Ox (1.21)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere Hamilton denklemleri denir.[4]

Zamana bagli Hamilton sistemler agagidaki sekilde ifade edilecektir.

Tanim 1.21: (M, ¢) simplektik manifold ve H : M — R, M {izerinde tanimh
Hamilton fonksiyonu olsun. iy, ¢ = dH; denklemini saglayan bir tek Xy, vektor

alanina, zamana bagly Hamilton vektor alant denir.
Boylece; Xy, lokal olarak

9 OH, @ oH, 0
Xee =gV on aw 0w, on (1.22)

seklinde ifade edilir.[5]
o:1=(—€¢ — RxM,e>0igin Xg, vektor alaninin bir integral egrisi
olsun. Boylece,
o(t) = (t,z; (t),z; (1)) (1.23)
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ve ayrica o, Xy’ nin bir integral egrisi oldugundan

5 (1) = X (7 (1) = o+ X, (22 1) 1)

olur. Bu durumda
iXHt¢ — dHt
simplektik formu kullanilarak

ot ox;. ot Oy (1.24)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana bagle Hamilton denklemleri denir. [4]

1.3.3 LORENTZ-MINKOWSKIi UZAYI

Bu boliimde calismamizin temel konumunu olusturan Minkowski 4-uzay ile

ilgili temel geometrik ve cebirsel ozellikler verilmigtir.

Tanmim 1.22: V sonlu boyutlu reel vektor uzay: olsun.

(,):VxV =R (1.25)

bi-lineer fonksiyonu Vv, w € V igin (v, w) = (w,v) ozelligini saglayan ( , )’

ye V tizerinde bir simetrik bi-lineer form denir.

V', vektor uzayi tizerinde bir simetrik bi-lineer form ( , ) olmak iizere;

Wv €V, v # 0icin (v, v) > 0ise ( , ) bilineer formu pozitif
tanamls,

)Wo' €V, v # 0igin (v,7) < 0ise ( , ) bi-lineer formu negatif
tanmamls,

iii) Vo' € V, ¥ # 0igin (v, ¥') > 0ise ( , ) bi-lineer formu yari-pozitif
tanamls,

VY €V, W #0igin (v, v) <0ise ( , ) bi-lineer formu yari-negatif
tanmamls,

vIVU € V, (v, v) = 0icin ¥ = 0 oluyorsa { , ) bi-lineer formuna

non-dejenere,aksi halde dejenere denir.[15]

Tanim 1.23: ( , ), V iizerinde simetrik bi-lineer form ve W da V"’ nin bir

altuzayi olsun. ( , )’ nin W tizerinde kisitlamg1 ( , ), olmak tizere

12



(, )w:WxW-—=R

negatif tanimh olacak gekilde en biiyiik boyutlu W altuzayimin boyutuna ( , )

simetrik bi-lineer formun indeksi denir. Eger ( , )’ nin indeksi v ise
0 <v<boyV

dir.[14]

Tamim 1.24: M, tiirevlenebilir (C'*°-sinifindan) manifold ve

(5 ) x (M) xx (M) — C® (M, R)
(@, 7) = (2. 7)

seklinde tanimlanan simetrik, bi-lineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M
iizerinde bir metrik tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksi M manifoldunun
indeksi olarak ifade edilir.

M bir C*-simifindan manifold olmak iizere, y (M)’ de tamimh ( , ) i¢ carpim

fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzayina bir i¢ carpim indirger, dyleki;
)_(>, Y ¢ X (M) ve p € M igin, )_(21,, 7p € Ty (p) dir. Boylece

(, ):Tu(p) = Tu(p) — R

simetrik bi-lineer, non-dejenere déniistim tanimlayan ( , ), fonksiyonuna T (p)

tizerinde bir metrik tensor denir.[14]

Tanim 1.25: M bir C*°-sinifindan manifold ve ( , ) de M tiizerinde sabit in-
deksli bir metrik tensor olmak tizere (M, ( , )) ikilisine bir yari-Riemann mani-
foldu denir.

M’ nin indeksi v olmak tizere 0 < v < n = boyM icin, v = 0 ise M’ nin
bir Riemann manifoldu, v = 1 ve n> 2 durumunda ise M’ ye Lorentz manifoldu
denir.[14]

Tamim 1.26: R*, 4-boyutlu standart reel vektor uzay: tizerinde Vp € R* ve

V,, W, € T, (R*) olmak iizere

<V;,, Wp> = —V1UW1 + Va2Wo -+ V3W3 + V4Wy (126)

esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensorle elde edilen uzaya yari- Oklidyen uzay
denir ve R}, ile gosterilir. Burada sirasiyla v;ve w; ler V,ve W, tanjant vektor-

lerinin bilegenleridir. [2]
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Ozel olarak v = 1 ve n > 2 durumunda ise E?, 4-boyutlu Minkowski uzays

adini alir. Metrik tensor ise Lorentz metrigi olarak adlandirilir.[14]
H
Tanim 1.27: X = (21, 29, 73, 74) € Ef olsun. Eger,
— — —
i) <X, X> < 0ise X timelike vektor,
- = — —
ii) <X , X > > 0 veya X =0 ise X spacelike vektor,

iii)

S

- = — —
X,X>:0VeX7éOise X null vektor

olarak ifade edilir.[14]

Tanmim 1.28: E Minkowski 4-uzaymin biitiin timelike vektorlerin kiimesi 7

olsun. Boylece Yu € 7 icin

CW)={Zer:(W,7)<0}={7 €El:g(x—u,z—u) <0} (1.27)

bi¢iminde tanimlanan C (%) kiimesine u’ yu iceren Ej iin time-konisi denir.[14]

............. ) (— Clisik&onisi

LightRike

sekil 2

Teorem 1.2: E} Minkowski 4-uzaymnda 7’ ve 3 timelike vektorleri aym

timekonisinin elemani ise

(@, %) == 171V coshd (1.28)

olacak gekilde bir tek 6 > 0 reel sayis1 vardir.
Yukaridaki verilen @ reel sayisia = ve 7 timelike vektorleri arasindaki Lorentz

timelike agr denir.[3, 14]
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2 MINKOWSKI 4-UZAYINDA
EULER-LAGRANGE MEKANIK SISTEM-
LER

Teorik fizikte Minkowski 4-uzay1, 3-boyutlu Oklid uzayna 1-zaman paramet-
resi eklenerek tammlanan uzaydir. Bu sebeple cogunlukla Oklid uzayi ile izomorf
olarak da kabul edilir. Bir Oklidyen uzaym simetri grubu Oklidyen grup olarak
adlandirilir ve Minkowski uzay1 icin bir Poincare grubudur. Minkowski uzay1
Poincare grubun homojen uzay1 olarak bir afin uzaydir. Dolayisiyla n > 2 icin
n boyutlu Minkowski uzayi, n reel boyutlu bir vektor uzayidir. n boyutlu reel
uzayin geometrik olarak C'*°- manifold yapisina da sahip oldugu agikardir.

Bu boliimde o6ncelikle calismamizin temel alanini olusturan Euler-Lagrange

mekanik sistemlerini inceleyecegiz.

2.1 EULER-LAGRANGE SiISTEMLER

1.3.1 ’de tamimlanan (£, 7, M) demetini ele alahm. Burada E total mani-
fold, M baz manifold olarak kabul edilmisti. Ayrica, F ve M birer C'"*°- mani-
foldlardir. Minkowski geometrisinde caligirken keyfi bir A manifoldu i¢in demet
yapist olusturmak fiziksel uygulamalar acisindan elverigli degildir. Ciinkii, bu
kullanimda jet demet yapisi tanimlanirken olusturulan tiirevsel koordinatlarin
genel bir durumu s6z konusu olur. Bu ise fiziksel yorumlar: giiclestirir. Ayrica,
fiziksel yorumlamlarda genel olarak 3-boyutlu uzay yapisi ile zaman parametresi
kullanimi daha yaygindir. Bu sebeple olusturacagimiz demet yapisinin baz mani-
foldunu bir boyutlu reel uzay R olarak kabul edecegiz. Bu kabuliin bagka bir avan-
taj1 ise bu uzayda tamimlayacagimiz koordinati zaman parametresi olarak kabul
edebilmemizdir. Zaten mekanik sistemler {iizerine yapilan calismalarin uygu-
lamalarinda baz uzay olarak reel uzayin alinmasi siklikla tercih edilmektedir.
O halde Minkowski demet yapisini kurmak icin total manifoldu da c¢aligmamiz
gereken uzay yapisi olarak secmeliyiz. Yani, Minkowski uzayinin yukarida verdigi-
miz aciklamaya dayali olarak kabul edilen manifold yapisim1 kullanmaliyiz.

O halde, (Ef, 7, R)’in bir demet oldugunu gérelim. Demet yapisi igin 6énce-
likle trivial yapiy1 olusturmak gerekir. Bunun igin gerekli olan ve boliim 1.3.1°de

tanimlanan komiitatif diyagram asagidaki sekilde ifade edilirse;

EY ¢ E*
ﬁ

7| | 7R (2.1)
ﬁ

R Ip R
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burada ¢ bir izomorfizm, 7z 6rten submersiyon ve I 6zdeglik doniigiimii olmak
uzere

W:]ROT('Elogzﬁ_l

olur. Diger bir ifadeyle

Ipom=mRro¢

oldugundan 2.1 diyagrami komiitatiftir. Sonug¢ olarak 7 diferansiyellenebilir bir
doniisiimdiir. Boylece, (E}, m, R) bir demet yapisi olugturur.

Simdi (B}, 7, R) demetini alahm. Bu demet iizerindeki jet demet yapisim
JYEY olarak tammlayalim. Bu durumda jet demetin koordinatlar asagidaki sekil-
de ifade edilecektir.

E}’in koordinatlar (xq, x5, 23, 14) ve R'nin koordinati (¢) olmak tizere, J' E}’in
koordinatlar:

(taxl;x27l‘37$4al:17r27l:371:4> (22)

seklinde tanimlanir. Burada, jet demet yapisindan gelen (z;) tiirevsel koordinat-

lar1 asagidaki sekilde ifade edilir.

. _dIl . _dlEQ . _dl’g . _dZL’4
T T BT a MT 4 (23)
¢ € T' () kesiti ise,
¢:R— E}
t—¢(t)

olarak belirlidir ve 7 o ¢ = idg saglanir. (U, u) indirgenmig koordinat sistemini
de,

U = {J,0:9(p)eU}

olarak tamimlariz. Buna bagh olarak, bu koordinatlar igin
E(0) =ty 2 (J,0) =2 (6 ()

esitlikleri gegerli olup, yeni tanimlanan 4-adet x; : U — R fonksiyonlari gbz 6niine

alindiginda,

09; :
Sl 1<i<d (2.4)

. 1 o
esitligi vardir. Boylece, Minkowski uzayi icin jet demet yapisi olusturulmus olur.

Simdi, olugturdugumuz bu demet yapisi iizerinde boliim 1.3.2° de verilen

mekanik sistemleri olugsturalim. Bunun igin 6ncelikle en temel geometrik yapi
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olan ve 1.12’de verilen yaklagik tanjant yapinin varligin1 ve matematiksel ifadesini
gormemiz gerekir.

Buna gore, Ef iizerindeki jet demet igin yaklagik tanjant yapi,
J:T (J'EY) — T (J'EY)

seklinde ifade edilen bir déniigiim olup, J? = 0 kogulunu saglayan (1,1) tipinden
tensor alam olmalidir.O halde, J'E} demeti tizerindeki tanimlanan koordinat

sistemini kullanarak asagidaki sekilde yaklagik tanjant yapiy1 olusturabiliriz.

0 9 0 0
(o) =3 7 (om) %

0 (9N _
_81'3’ al’4 _8I4

Dikkat edilirse J? = 0 kosulu saglanir. Yukarida acik ifadesi verilen .J tensor

alani

: 0 . 0
J = (—da:l — l’ldt) X 8_171 + (dl’g + I’th) X 8_372

elde edilir. Bundan sonra elde edilecek geometrik yapilari, koordinat fonksiyon-
lariin ¢oklugu acisindan uygun bir diizenleme ile formiilize edebilmek i¢in notas-
yonlar kullanacagiz. Minkowski metriginden gelen negatif terimin bu diizenleme
igerisinde korunabilmesi icin, negatif ve pozitif terimleri betimleyen notasyonlar

belirleyecegiz. Buna gore J yaklagik tanjant yap1 kisaca,

-1, i=1
51': ’ !
1, =234

olmak tizere

(2.5)
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seklinde ifade edilebilir. Bu ise yine (1,1) tipinden tensor alanini gosterir. Bu
durumda, boliim 1.3.2’de tanimlanan ve acik ifadesi 1.13 ile gosterilen semispray

bu boliimde kullanilan jet demet yapisi iizerinde asagidaki sekilde ifade edilir;

0
+ra5— —& + &2 tE3— &4

9
NRE oz T o on, T %05, %05, “on,

8.1'2

0
€:——£L‘1

+ g
ot or, 3

Kisaca,

+Z<5 (x +el£;i)
(2.6)

seklindedir. Bu semisprayin yaklagik tanjant yapi tizerindeki degeri alinarak elde
edilen Liouville vektor alan ise;
0 0 0

+ 2.7,'3 + 2554

V = —2.%'1i + 21’2 8 8;1;‘
4

81‘1 6
.0
i=1 t
(2.7)

seklinde belirlenir.

Mekanik sistemler i¢in enerji denklemlerinin elde edilmesinde kullanilan ve
boliim 1.3.2°de 1.14 ile verilen Poincare-Cartan 1-formu, 1.15 ile verilen Poincare-
Cartan 2-formu tanimlayabilmemiz i¢in ¢ncelikle diferansiyel operatorii Minkowski

jet demet yapisinin koordinatlari ile ifade etmemiz gerekir. O halde d diferansiyel

operatori
0 0 0 0 0
d=—dt — —d —d —d —d
ot 0xy Tt 0T T2t Ox3 st 014 $4
0 0 0 0
——d —d —d —d
92, I1+82 $2+83 $3+a4 Ty
Kisaca,

(2.8)
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olarak tamimlanir. Buna gore, Minkowski jet demet yapisinin koordinatlar: ile

Poincare-Cartan 1-formu boliim 1.3.2’deki iglemlere benzer olarak agagidaki bigim-

de elde edilir.

aj, :dJL+Ldt

oL oL oL oL
= —ZBla—xldt—FlL'Qa 2dt+3338 3dt +£B4a—x4dt

oL oL oL oL
——d —d —dxs3+ —d Ldt
a$1 T+ oz 7 Lo+ —— 81‘ T3 + 81‘4 T4+

Bu egitlik kisaca,

8L

5. (4 OL ) + Lat
Z ("” ot 5 ) *
(2.9)

seklinde ifade edilebilir. Bu 1-formun tekrar diferansiyellenmesi ile Poincare-

Cartan 2-form elde edilir.

Qp=dd;L+dLANdt

_ (dmAd) #L o, L L
- \en 10z, | 007, 20w,01

L PL 0L
P0r1005 01,01,  Oxm
2L L 2L
dos A dt) (22 _ g '
+(dez A )< A T T P
+x O°L +$—82L +8—L
381’28$3 481’261;4 8372
L L 2L
deg Adt) (22 _ g '
+ (das A >< Dtors " 0ns0m 2 Ows0is
feg 2L g 0L 0L
P0xs0xs | 01307, | Oxs

19



2L . 2L L 2L
Ot0r,  ‘0x,07, | 20x40s

+ (dxy A dt) (—

Tim—— F T + T3 + + 2
8x18m4 xga:@am x38x38x4 m48x'42 014

+ L +x —82[/ + 6_L

B a0ty 1 Onsdns T Oms

9L 9L 0L oL
+(day A dt) (2 ' i i
*(dr A )< oul 0505, 04,04, “axlam)
0L 9L oL YY)
2

+(dy Adt) ( T P R R R A T axz)
O o A B

s T 0500s | P 0dy00s | ogst | '04s0%s O

0L . 0*L . O0*L . O*’L GL)

— 7 + PL +(dzy AN dxg) | — L + PL
01,079 01907, ! 3 01,073 01307,

— FL PL +(dxg A dxs) | — FL + L
01,074 8:1048:151 2 3 019073 = 01307,

0*L 0*L 0*L 0*L

019014  0x40%5 0x30x,  0x4073

O*L : O*L
_ax'12) + (dzy A dxy) (%laxg)

(
(
(
(
s () e o (2
(
(
(

8$10$4

9L 921
ax'lax2> (dr2 1 do) <_(91522>

27 27,
+ (dl’g N d173) — a > (d$2 A d$4) (_ 0 )

019014

2L 0L
ax'laxg) (divg 1 i) <_8f28f3>
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. 0*L : 2L

s 05014
0*L 0*L
d dx ' —
+ ( Ty A\ [L’l) (8;518;54) + (dl’4 A d.l’g) < 83528354)
0*L 0*L
dxy N\ dx — dxy N\ dx —
T (deg A dza) ( amam) + {dma A di) ( ax'ﬁ)

bulunur. Kisaca,

o0, =y
SN SR

notasyonlar1 kullanilarak

4
PL 4 2L
Q; = , dx: N\ dt P
: Zizl 5’{[( i )<8t89&i+z 53%8@8:@)]

Jj=1

. 4 9L oL oL

+

2 2

i,j=1 ]8a:i(3xj K axzax]

esitligi ile ifade edilen 2-forma Poincare Cartan 2-formu denir.

Boliim 1.3.2'de 1.16’da verilen .2 = Q(¢) = 0 denkleminin ¢oziimlerinin

Euler-Lagrange enerji denklemini verdigini biliyoruz. Buna gore, yukarida tanim-

ladigimiz geometrik yapilari kullanarak bu denklemi ¢ozdiigiimiiz taktirde, elde
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edilen ¢oziim, Minkowski jet demeti tizerinde Euler-Lagrange denklemini verir.

Dolayisiyla bu ¢oziim igin gerekli olan islemleri yaparsak,

i.Q2 =Q(e)
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0*L 0*L . 0’L
—51551 D) —+ 613?2* + €123

0xy 81‘18332 0.1718333
ted 0*L . 0’L b oo 0*L
e1x . — — &9 ; : Eolog——5
! 481’181}4 2 18[)318[E2 2 281;22
red 0*L g 0*L 0*L
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ez 0*L b eng 0?L +eng 0*L
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3 28[L‘28$3 3 383;:32 s 481’38[E4
. 0*L + et O*L + e 0L
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4 18$18$4 4 28$28.T4 4 383738334
. 0’L oL oL OL
2 2 2 dt
+€4QZ481;42 + 826 7 + 838 + 848334)

esitligi elde edilir. Kisaca,

i.Q = Q(e)

oL & (a4 L 4 L
{_i;xi@tax'i 2 0 (;”’J da0m; 25, 8m]>

oL oL oL
+Z ( Fe + 20, 818351) +2£18:v1}dt

4 0?L 0L 4 0?L 0?L
5, :
* {Z (8tax@ 83&') +1jzl ( I 501, 0 L O &I;J)

0?L 4 . 0?L . 0%L .
+ Z (5135 .7,’]6 a }dﬂ?l {21(523 (@WﬂLmJW)}d@
1,]= 2 J ? J

i,7=1

seklinde ifade edilebilir. Bulunan denklem homojen bir diferansiyel denklemdir.
Dolayisiyla elde edilen bu denklemde her diferansiyel terimin katsayis1 sifira esit

olmalidir. Bu egitligin kurulmasi ile agagidaki denklem sistemi elde edilir.
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denklem sistemi elde edilir. Kisaca,

R Y) oL o (4 0L
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Jj=1 J

4 L L L

i=1 ox; ox; 8_331

LD & (& LA 9L
) {_ L i gras, T 0 (E " g, am;g)

(2.11)

seklinde yazilabilir. Euler-Lagrange enerji denkleminin elde edilebilmesi icin
2.11°deki kismi tiirevli denklem sistemi ¢oziimlenmelidir. 2.11 non-lineer bir denk-
lem sistemidir. Dolayisiyla, bir 6zel kabul altinda ¢6ziimii miimkiindiir. Bu nedenle

aradigimiz ¢oziim igin 6zel olarak,

€1 = —X1, €2 =17=T2, €3 =1T3, €4 = T4
(2.12)

kabuliinii yapalim. Bu kabulii yaparken dikkat ettigimiz husus, Minkowski metri-
ginde ilk terimin negatif alinmasi sebebiyle ve calismamizda bu metrik kullanildig:
i¢in burada da ilk terimin negatif olmasidir. Bunun diginda, katsay1 fonksiyonlar:
olan ¢;’ler hem ¢ hem de x; koordinat fonksiyonlarini icermelidir. Tiirevsel koordi-
natlarin ¢ ve x; koordinatlarina bagh oldugunu bildigimize gore, katsay1 fonksiyon-
larinin yerine 6zel olarak tiirevsel koordinatlari kullanmamiz uygun olur. Bu
kabul altinda yukaridaki denklem sisteminin ortak ¢oziimii incelenecektir. Yine
metrigin negatif tanimlilik 6zelligini dikkate alarak ¢oziim yapilmalidir. Bulunan
¢oziim ise 1.17 ile verilen herhangi bir m demeti iizerinde elde edilmisg olan Fuler-
Lagrange denkleminin genel yapisi ile ortiigsmelidir. Yapilan gerekli incelemeler
ve iglemler sonucunda asagida verilen ortak ¢oziimiin en elverigli ¢oziim oldugu

goriilmiigtiir. Buna gore,

21(1) — 29(2) — 23(3) — x4(4) + 21(5) — 22(6) — 23(7) — 24(8) +(9) =0

ortak ¢oziimiinii yapariz. Gerekli hesaplamalar tamamlandiginda asagida verilen

homojen diferansiyel denklem elde edilir.
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2

_x'l
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(2.13)

Sonucta, bulunan bu denklem, elde edilmesi istenilen Euler-Lagrange denk-

leminin acik halidir. Boylece ¢oziim tamamlanmig olur. Kisaca,

5 {1 =l
1, i=2,3,4

olmak tizere Minkowski jet demet yapisi iizerinde Euler-Lagrange enerji denklemi

agagidaki sekilde ifade edilir.
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(5 %) (E ) (%) (Z )

(2.14)

1.17°de verilen denklem ile bu denklemin birinci ve sonuncu terimleri benzerdir.
Sadece 6zel kabuliimiizden kaynaklanan katsay: fonksiyonlarimiz eklenmistir. Bu
fonksiyonlar1 daha da ozellestirip, ¢rnegin bir sabit degerini alsaydik bu kat-
sayilar olugsmazdi. Aradaki terimler kullanilan metrigin negatif tanimli olmasin-
dan dolay1 olugur. 1.17’de metrik pozitif oldugundan bu terimler sadelesmeyle
ortadan kalkar. Sonug olarak 2.14 esitligi Minkowski uzayinda Euler-Lagrange

enerji denklemini ifade eder.

2.2 UYGULAMALAR

Bu kisimda 2.14 ile verilen Euler-Lagrange enerji denkleminin baz ytizeyler
iizerinde incelenmesine dair 6rnekler verilmigtir. Burada amag, enerji fonksiyo-
nunu ¢ zaman ve x konum degerine gore elde ederek, enerji degerini hesaplamaktir.
Bu sayede olusan hareket ve hareket esnasinda ortaya ¢ikan enerji i¢in matema-
tiksel hesaplamanin yanisira fiziksel yorum da yapilabilir. Boylece caligmamiz
teorik fizikte kullanilan matematiksel kavramlar1 daha somut hale getirir. Ayrica
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii, enerji fonksiyonunun bulunmasimin yanisira bu
fonksiyon ile hareketin her asamasinda ortaya ¢ikan enerji degerini hesaplamay1

avantajli kilar.

2.2.1 Ornek: (HELIS ORNEGI)
Minkowski zaman-koni iizerinde

a (0) = (t,rsinhuf, r cosh uf sin 0, r cosh uf cos )

(2.15)
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helisini alalm. [1] Bu helis egrisini agagidaki grafikle gosterebiliriz.

sekil 3

Sekil-3’de uzayda alinan hareketli bir m pargaciginin Minkowski zaman koni
iizerine diigtiikten sonra, koni i¢inde kalan helis egrisi iizerindeki hareketini gormek-
teyiz. Zaman koni disinda kalan egriler space-like egri olarak tanimlanir. Dolayisiy-
la parcacigin koni tizerine diigene kadar yaptigi hareket space-like bir egri tizerinde
olmahdir. Koni kabuguna degdigi anda, hareketli cisim null bir vektor {izerine
diismiig olur. Zaman koninin i¢inde kalan egriler time-like egridir. m parcacig
koni i¢inde hareketine devam ederse, bu hareketin dogrultu ve biiyiikliigiinii olus-
turan vektorler birer time-like vektor olmalidir. Bizim esas ¢aligma alanimiz koni
icinde olugan hareket oldugundan, sadece time-like vektorler ile calismamiz gerek-
tigi agiktir. Dolayisiyla, helis egrisine herhangi bir noktadaki teget vektoriin
time-like olmasi incelendiginde egrinin parametrizasyon degerleri i¢in bazi sartlar
olugur. Elde edilen bu kosgullar caligmamizdaki temel kavramlarin dogrulugu ile
uyusmaktadir. Ayrica ¢oziim degerlerimiz iizerinde de hareketin olusumu agisin-
dan bazi siirlamalar getirir. Bu sinirlamanin olmasi da hareketin time koni
ile sinirli olmas1 ve koninin gelecek kismindan ge¢mise dogru olusmasi acisindan
dogaldir. Diger yandan uzaydaki hareketin, yani space-like egri iizerinde olusan
hareketin zaman araligi ile time koni i¢inde olugan hareketin zaman aralhigi farkh
alinabilir. Bunun sebebi fiziksel anlamda yer ¢ekiminden kaynaklanan uzay ve
diinyadaki hareketlerde olusan zamandaki farkliliktir. Bu iki kavram her ne kadar
birbirine bagl olabilse de matematiksel olarak iki ayr1 parametre ile tanimlana-
bilirler. O halde, bu calismada uzay zamani s ve time koni i¢inde gegen zamani

t parametresi ile ifade edelim.

mak icin oncelikle koordinat sistemini olusturmaliyiz. Birinci jetlerin egrinin
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teget vektorleri ile ¢akisik oldugunu biliyoruz. Bu nedenle helis egrisinin birinci
tiirevini alarak bize gerekli olan jet koordinat sistemini elde ederiz. O halde, bu

koordinatlar agagidaki sekilde belirlenir;

s,t,rsinh uf, r cosh uf sin @, r cosh uf cos 6, (2.16)
¢, 7 sinh uf, 7 cosh uf sin @, 7 cosh uf cos 6 '
Burada tiirevsel koordinatlarda kullamlan ¢ ve 7 parametreleri
. dt . dr
t=— = — 2.17
ds’ " ds ( )

ile belirlidir. Helis i¢in 6 acis1 sabit kalacagindan bu parametre igin tiirev stz
konusu degildir. Diger yandan helis egrisinin time-like bir egri olmas1 gerektigini
ifade etmistik. O halde, <o/,o/> < 0 olmalidir, ayrica 6 iki time-like vektor

arasindaki ag1 oldugunda 1.28 esitligi saglanir.

’

a (#) = (0, ru cosh uf, rusinh uf sin 6 + r cosh uf cos 0, ru sinh uf cos @ — r cosh uf sin 0)

olduguna gore yukaridaki 1.28 esitligi dikkate alinirsa
<o/, o/> = r? (cosh2 uf — u2)

elde edilir. Burada 1.26 ile verilen metrigi kullanirken o' () hiz vektoriindeki
birinci terimi ihmal ederiz. Bunun sebebi, ¢caligmamizda birinci koordinat zamana
karsilik geldigi icin, burada da bu koordinat sifir oldugundan fiziksel olarak bir
anlamsizlikla karsilagiriz. Bu nedenle hiz vektoriinii tanimlarken vektorii zaman-
dan ayr1 tutup, konum degerlerine bagh kalacagini gozoniine aliriz. Bu nedenle

1.26’deki metrigi dikkate aldigimizda ve <a,, o/> < 0 olacagi igin
—u < coshuf < u

kogulu altinda ¢oziim vardir.
2.16 ile ifade edilen jet koordinatlar: 2.14 Lagrange enerji denkleminde yeri-
ne yazilirsa helis egrisi izerinde tanimladigimiz hareketin Euler-Lagrange enerji

denklemini elde ederiz. Boylece,

L r sinh w6 L r cosh uf sin 0 L
—rsmnu ————————7T u 1mn
dsot 0s0r sinh uf 0s0r cosh uf sin 0
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oL 2L i sinh ug— 2k
- rsinh u ———
0s0r cosh uf cos otot OtOr sinh uf

—7 cosh uf cos 6

- 2L . 2
4tr cosh uf sin 0 4 t7r cosh uf cos 0 0

oL + (#sinh uf)? oL
Or sinh uot Or sinh ©fOr sinh uf

—t7 sinh uf

0L
Or sinh uf0r cosh uf sin 0

47 sinh w67 cosh uf sin 0

0L
Or sinh uf0r cosh ué cos 0

+7r sinh ufr cosh ué cos 6

2
+r sinh uH,a—L — t7 cosh uf sin 0 oL -
Or sinh uf Or cosh uf sin 00t

0*L
Or cosh uf sin 60r sinh uf

47 sinh ufr cosh uf sin 0

O?L

- cosh uf sin 02
+ (1 coshuf/ sin ) Or cosh uf sin 07 cosh uf sin 0

O*L

Or cosh w6 sin 007 cosh u0 cos

47 cosh 16 sin Or cosh 18 cos 6

L - L
47 cosh uf sin 0 g — tr cosh uf cos 0 0

Or cosh uf sin 0 Or cosh u cos 00t

0L
Or cosh u6 cos 07 sinh u0

+7r sinh ufr cosh uf cos 6

0*L
Or cosh uf sin 00r cosh uf sin 0

~+7r cosh w6 sin Or cosh ub cos 6

0*L
Or cosh uf cos 001 cosh uf cos

+ (7 cosh uf) cos §)°

oL
Or cosh uf cos 0

47 cosh uf cos 6
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20%L ... 0?L
+t —— + trsinhuwf———
otot OtOr sinh u

O?L

.o h 9 2
+(rsinh ) o 50T sinh a0

0L
Or sinh uf0r cosh uf sin 0

47 sinh ufr cosh uf sin 0

0L
Or sinh uf0r cosh ub cos 0

+7r sinh ufr cosh uf cos 6

0L
A7 cosh uf sin Ot

+t7 cosh uf sin 6

0?L

- sinh ufr cosh uf sin 6
TSRO OSSN O w0 sin 0 sinh uf

O*L

- cosh uf sin 0)
+ (r cosh uf sin 0) Or cosh uf sin 801 cosh uf sin 6

O*L

 cosh uf sin O cosh uf cos 0
OSSO COSh UG o8 U S uf sin 007 cosh ub cos

2
+t7 cosh uf cos f— oL
Otor cosh uf cos 6

0?L
Or sinh uf0r cosh ub cos 0

47 sinh ufr cosh uf cos 0

0L
Or cosh w6 sin 00r cosh uf cos 6

47 cosh u6 sin 67 cosh u6 cos 6

O*L

- cosh uf cos 0)°
+ (i cosh uf) cos 0) Or cosh u cos 0Or cosh ub cos 0

- 27 - 2L
—tr sinh uf 8— — tr cosh uf sin 6 — 4
OtOr sinh uf OtOr cosh uf sin 0

. 9L . oL
—tr cosh uf cos 0 — + 27 cosh uf cos 0 —
OtOr cosh uf cos 6 Or cosh uf cos 0

oL oL
27 sinh u ————— + 27 cosh uf sin 6 =
Farsmhu Or sinh uf e coshutsin Or cosh uf sin 6 0
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Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. Gerekli sadelestirmeleri yaparak denk-

lemi diizenledigimizde,

950t 0s0r otor | otor ot O arar | oror

0L .20°L .. 0*L 2 O°L .. 0*L 0L
+3r— +1 -+ 3 r—— 4+ 9" - = 3tr—— +6r— =20
or — Otot orot oror orot or
(2.18)
denklemi elde edilir.
Burada s ve t zaman degerleri birbirlerine bagh kabul edilmistir. Yani,
dt
— = k(sbt 2.19
o = (sh) (219)

olur. Boylece , t = ks esitligi elde edilir.
2.18 denklemi non-lineer bir denklem oldugundan ancak ©6zel kosul altinda
goziilebilir. Burada t = t(s), L = L(t,s) olduguna gore 6zel kogulu alirken

oncelikle tiirevsel koordinatlar1 kullanmay1 tercih ederiz. Buna gore

dL

—=A=L=XN 2.20
= A r (2.20)
dL ~

p (2.21)

kogullarinin varligin1 kabul edelim. Bu kosgullar1 2.18” de yerine yazarsak

dt OL dr OL dr 8_L B

ot o Ssar 0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin diizenlenmesi ile

oL oL .OL

esitligi bulunur. Yukaridaki kogullarin tekrar kullanimi ve sadelegtirme ile
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oL

IrAN+2— =0
= orA + s
dr 0L Or
)\ 22— — =
3 Or Os 0

esitligi elde gdilir.
Burada d_r # 0 oldugundan
s

oL
2— = -3\
or
olmalidir. Boylece,
L= —;)\r (2.22)

enerji fonksiyonu elde edilir.

Diger taraftan, 2.20 ve 2.22 egitliklerini esitlersek,

: 3

AT = —=Ar

2
olacagindan,

dr 3

ds 2
_3y

=r=ce 2

= =c 1k (2.23)

elde edilir. Buldugumuz 2.23 yarigap fonksiyonunu 2.22 enerji fonksiyonunda

yerine yazarsak,
£ (sht) (2.24)



bulunur. 2.24 egitligi helis egrisi i¢in Euler-Lagrange enerji fonksiyonudur. Kabu-
liimiize uygun olarak temel parametrenin zaman oldugunu goriiriiz. Demek ki
hareket ve hareketin olusturdugu enerji zamana bagh olarak deger alir.
Burada % = k esitligi ile belirli olan £’y1 bulmak i¢in asagidaki yol izlenir.
Diinya zamani ile Minkowski uzay zamani arasindaki oran %k olduguna gore,
hareketli cismin diinyadaki hizinin Minkowski uzayindaki hizina orami da k ol-

malidir. Buna gore,
a(t) = (t,rsinh ub, r cosh uf sin @, r cosh uf cos )

helis egrisini gozoniine aldigimizda Oklid uzaymda bu egri boyunca hareket eden

cisimin hizi

da dr . dr ) dr
T (1, % sinh 16, ! cosh uf sin 0, T cosh u6 cos 6’)

| /da da dr\?>

elde edilir. Benzer sekilde Minkowski uzayindaki hiz ise

esitliginden

do
dt

da ( dt dr

) dr . dr
2 =\ T sinh uf, 7 cosh uf sin 6, 7 cosh uf cos 6)

olur ve

2
(o) (2 comonn
S S S

hiz degeri bulunur. O halde bu esitlikleri oranladigimizda, k& oraninin korunacagini

bildigimize gore asagidaki esitligi yazabiliriz.

2
‘ Ocll_? \/1 + (%) cosh 2u0
ol = — =k (2.25)
ds <d_) cosh 2uf — k2
S
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Burada 2.23 ile belirli olan yaricap fonksiyonunda ¢ ve s’ ye gore tiirevleri gozoniine

alir ve yerine yazarsak,

9 =&
\/1+me & cosh 2u0 .

\/2635 cosh 2uf — k2

bulunur. Gerekli diizenlemeleri yaparak k oram ile ¢t zamani arasinda varolan

bagintiy1 asagidaki sekilde elde ederiz.

k 4k* (1 + k%)
t=—-1 2.2
379 (k* — 1) cosh 2uf (2.26)
2.2.2 Ornek: (CEMBER ORNEGI)
Minkowski zaman-koni {izerinde
a(0) = (t,rcosf,rsinb, u) (2.27)

¢emberini alalim.

null

s

spacefike

future e et

past

timedike

| . / timeflike

sekil 4

Sekil-4’de uzayda alinan hareketli bir m pargaciginin Minkowski zaman koni

iizerine diistiikten sonra, koni icinde kalan cember egrileri iizerindeki hareketini
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gormekteyiz. Bu ornekte de helis 6rnegindekine benzer bir hareket diigtinmek-
teyiz. Bu nedenle helis 6rneginde aldigimiz egri tipleri burada da gecerlidir. Yal-
niz m cismi burada helisten farkl olarak gember egrilerine belli bir noktada dege-
cek gekilde diisme yapar. Bu diisme esnasinda cemberlerin yarigaplarinin zamana
bagl olarak degisecegi aciktir. Bu degisim helis 6érneginde oldugu gibi enerjinin
zamana bagh olmasim gerektirir. Bunun yanisira,bu caliygmada uzay zamani s
ve time koni i¢inde gecen zamani ¢ parametresi olmak iizere, bu zaman degerleri

arasinda yine belirli bir oran olmalidir.

teget vektorleri ile gakisik oldugunu bildigimize gore, cember egrisinin birinci
tiirevini alarak bize gerekli olan jet koordinat sistemini elde ederiz. O halde, jet

koordinatlar agagidaki sekilde belirlenir;
(s,t,rcos@,rsin@,u,i,fcos@,fsin@,@) (2.28)

Burada tiirevsel koordinatlarda kullamlan ¢ ve - parametreleri 2.17°de verildigi
sekilde belirlidir. m cisminin diigme hareketinin belli bir noktada oldugunu kabul
ettigimiz i¢in, bu noktanin ve izdiigtimlerinin, cemberlerin asal eksenleri ile yaptig
f acisinin sabit kalacagini kabul edebiliriz. Dolayisiyla 6§ parametresi i¢in zamana
gore tiirev soz konusu degildir. Diger yandan ¢cember egrisi bir time-like bir egri

oldugundan <o/, o/> < 0 olmahdir.
a () = (0, —rsinf, rcosd,0)
oldugundan

sin26 < 0

yani

180° < 20 < 360°
90° < 6 < 180° (2.29)

kogulu saglanmahdir. Bu ise sekil-4’de goriillmektedir.

2.28 jet koordinatlarini 2.14 enerji denkleminde yerine yazarsak,

0% 2L ) 2
0 —rcos@a——rsine 0

_t 0s0t 0s0r cos 0 0sOr sin 0
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20°L .. 0L S 0L .OL
—t - +trcos—— +trsin———— +t—

otor OtOr cos O Otorcosf Ot
i cos 0% + (Feost) or cosa;(;” cos 0 rcosfrsing or cosa;é;' sin ¢
trcosd Orcos tisin 9% rcosfrsing or Cosa;gf‘ sin 0
+ (rsin 9)2 or sinagal;“ sin 0 rsing 37”aSiLH 0 " 4 2:;5 -t cos? or f(jSLHai
+ (7 cos 0)2 or 0088928[;“ cos 6 7 cosfrsinf or COSO;;" sin 0 +# sin 0%
+r cos frsin 6 or 0059261;7’" sin + (7sin 0)2 or sinagﬁl;“ sinf ti cos 0%

.. °L . L . L
—trsin 9.8— + 2rcosf .(9 4 2rsin 6 .a, =
OtOr sin 0 Or cos Orsin 0

Euler-Lagrange enerji denklemini elde ederiz. Bu denklemi diizenledigimizde,

—t—— —2r — T — — 2ir T
95Ot 0sor IOt otor ot orot oror
L 202 . 0%L 2L . O0*L L
4ol 2O o L 2 0L g O 9

or otot Orot oror Orot or
(2.30)

elde edilir.

Burada s ve t birbirine bagl oldugundan, 2.19 esitligini gozoniine aldigimizda
t = ks olur.

Elde edilen bu denklem yine non-lineer bir denklem oldugundan ¢zel kogul
altinda ¢oziime gideriz. Bu 6rnekte de 2.20 ve 2.21 kosullarini aynen kabul edelim.

Bu kogullar ile denklemi yeniden diizenlersek,

dtdL  ,droL  droL _

ot o a0
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oL oL .OL

:>47'~)\+38—L:0
Js

L
sty

4 =
= ds or 0s

dr oL

d
esitligi elde edilir. Burada d_'r’ # 0 olacagindan
s

oL
3— = —4\
or
bulunur. Bu esitligin ¢oziimii ile
4
L=—=-\
ad
(2.31)
Euler-Lagrange fonksiyonu elde edilir.
Diger taraftan, 2.20 ve 2.31’den
: 4
AT = —g)\r
olacagl icin,
dr 4
—_— = — =T
ds 3
=r=e 3°
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e

(2.32)

yarigap fonksiyonu elde edilir. O halde gember egrisi i¢in Euler-Lagrange fonksiyo-
nu,

4 4t
L= —g)\e’ﬂ A(sbt) (2.33)

olarak belirlenir. Kabuliimiize uygun olarak yine temel parametrenin zaman
oldugunu goriirtiz. Demek ki ¢ember iizerinde de hareket ve hareketin olustur-
dugu enerji zamana bagh olarak deger alir.

Burada da d—z = k esitligi ile belirli olan £’y1 bulmak ic¢in yukaridaki 6rnege
benzer yol izlenir.

a(t) = (t,rcosf,rsinf, u)

cember egrisini gozoniine aldigimizda Oklid uzayinda bu egri boyunca hareket

eden cisimin hiz1

ar - \Uat dt

degeri ile elde edilir. Benzer sekilde Minkowski uzayindaki hiz ise,

da (1 ﬁ(:056’, ﬁsin@,())

tiirevi hesaplanarak

da
dt

da_ dt dr QdT’HO
ds ds’dscos ’dssm’

Minkowski zamana gore tiirevi alinarak,

da da\ _ [(dr Q_kz
ds’ ds ds

bulunur. O halde bu esitlikleri oranladigimizda,
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dr\?
@) "
(GE

esitligi elde edilir. Burada 2.32 ile belirli olan yaricap fonksiyonunun ¢ ve s’ ye

gore tirevlerini gozoniine alir ve yerine yazarsak,

I -
—|— 3k
=k
/16, -
9
esitligi bulunur. Burada gerekli diizenlemeleri yaptigimizda,
3k 9k% (1 + k%)
M |2t
8 16 (k* —1)

k oram ile t zaman1 arasindaki baginti elde edilir.

(2.35)
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3 MINKOWSKI 4-UZAYINDA
HAMILTON MEKANIK SISTEMLER

Bu bolumde analitik mekanigin énemli konularindan bir digeri olan Hamil-
ton mekanik sistemlerini inceleyecegiz. Oncelikle boliim-2 de verilen Minkowski
jet demet yapisi iizerinde, Hamilton enerji denklemini elde etmek icin gerekli
geometrik yapilar1 tamimlayacagiz. Daha sonra bulunan enerji denkleminin bazi

ornekler tizerinde uygulamalarini gosterecegiz.

3.1 HAMILTON SIiSTEMLER

Boliim 2.1’de tammladigimiz Minkowski jet demeti J'E{’ii ele alahm. Bu
demet yapisi iizerindeki indirgenmis koordinat sistemi 2.2 ile belirlenmigtir. Hatta
jet demet yapisindan gelen tiirevsel koordinatlar burada da 2.3 ile ayni bicimde
ifade edilir. Buna gore, verilen koordinat sistemi kullanilarak boliim 1.3.2’de her-
hangi bir demet itizerinde tanimh olan Hamilton mekanik sistemlerini Minkowski
jet demet yapisi iizerinde olusturabiliriz. Asagida sirasiyla bu geometrik yapilar
tanimlanmigtir.

Boliim 2.1’de Minkowski-4 uzaymim Oklid uzayina es deger oldugunu, dolayisiy-
la bir manifold yapisina sahip oldugunu belirtmistik. Buna gore Minkowski-4
uzay1 iizerinde bir kotanjant manifold yapisinin da var oldugu aciktir. Bu kotan-
jant yap1 ile burada da 1.18 ile verilen Liouville form tanimlanabilir. O halde,

Minkowski jet demet yapisi iizerinde Liouville form

A= —ZL:ldl’l + .'L;Qd.TQ + izgd[Eg + l:4d£(74

4
i=1
(3.1)

esitligi ile ifade edilir. 2.8 ile tanimlanan diferansiyel operator kullanilarak elde

edilen ¢ = —d\ kanonik simplektik formu asagidaki bicimdedir.

¢ = —d&?l A\ dl’l + dﬂ?g VAN dl’g + dﬂ?g VAN dﬂ?g + d$4 VAN d$4
4
=1

(3.2)
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Diger yandan, iy, ¢ = dH simplektik formunu saglayan Xy vektor alanina

Hamilton vektor alani dendigini biliyoruz. Minkowski jet demet yapisi {izerinde

Hamilton vektor alanini,

X—g—l—ea%—ea—l—ea%—g
B=0t " ox, " P0xy | 0xs | ‘Om,

) ) 9 9
g Thegs THegE T g

seklinde kabul edelim. Boylece, 1.20 esitligi kullanilarak

iXH¢ = —€1d.f1 + €2d,f2 + €3d1;3 + €4dZL;4 + ,uldltl — ,uzdl’g — /Jgdl’g — /L4d$4

bulunur. Hamilton enerji fonksiyonunun diferansiyeli ise

OH OH OH OH OH
dH = —dt — —d —d —d —d
ot 0r; Tt 0o T2t 0xs Tt O0xy =

8Hd, +8Hd. +8Hd. +8Hd.
81’1 ! 8@ 2 6.1'3 3 833‘4 4
seklindedir. Bu 1-formlarin esitlenmensiyle ix, ¢ = dH simplektik formu gercek-

lenir. Bu esitligin saglanmasiyla c¢oziime gidilirse,

ot "
_OH _ oH _ _~ oH oH _
axl /’L17 a ILL27 ax ILL37 ax4 /’1’4
_OH _ o oH OH _
R L L T A
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egitlikleri elde edilir. Sonug olarak, 3.4’de elde edilen egitliklerin 3.3 Hamilton

vektor alaninda yerine yazilmasiyla,

0 [(OH O OH 0
Xy =< _
LT +; <ax; oz, o, axi)
(3.5)

Hamilton vektor alani bulunur. Diger taraftan, 1.23 ile tanimlanan integral egrisi

Minkowski jet demet yapisi iizerinde,
a:ICR—J (Ef)

t - Q (t) - <t7x17x27x3;x47gj17r2;‘7‘:37r4)
(3.6)

esitligi ile ifade edilir. Bu integral egrisinin X (a (t)) = o' (t) denklemini saglaya-

cagini biliyoruz. Buna gore, herhangi bir ¢ aninda « egrisinin

!

o (=0 dn 0 drs O dvg O dey O
Cdtot  dt Oxy  dt Oxy  dt drs  dt Oxy

dx; 0 dxy 0O dxs 0O dxy O

U 0x, T dt 07, | dl 91, dt 014

(3.7)
hiz vektorii kullanilarak X (o (1)) = o () denklemi ¢oziildiigiinde,
- = - ~1,2,3,4
i "o U@ om0
(3.8)

esitlikleri elde edilir. 3.8 esitliklerine Minkowski-4 uzayinin Hamilton enerji denk-

lemleri denir.
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3.2 UYGULAMALAR

Bu kisimda 3.8 ile verilen Hamilton enerji denkleminin bazi yiizeyler iizerinde
incelenmesine dair érnekler verilmistir. Burada amacg, enerji fonksiyonunu ¢ za-
man ve x konum degerine gore elde ederek, Hamilton enerji degerini hesaplamak-
tir. Bu sayede olusan hareket ve hareket esnasinda ortaya ¢ikan Hamilton enerjisi
icin matematiksel hesaplamanin yanisira fiziksel yorum da yapilabilir. Bu ¢aligma
ile teorik fizikte kullanilan baz1 matematiksel kavramlar: daha somut hale getire-
biliriz. Ayrica bulunan diferansiyel denklemlerin ¢tziimlenebilir oldugunu goriip,
okuyucuya ¢oziim methodlar: hakkinda bilgi vermektedir. Coziim fonksiyonunun

bulunmasi ise ortaya cikan enerji degerini hesaplamay1 avantajh kilar.

3.2.1 Ornek: (HELIS ORNEGI)

Minkowski zaman-koni iizerinde

a(0) = (t,rsinhuf, r cosh uf sin 0, r cosh uf cos )

helisini alalim.[1]

Sekil-3’de uzayda alinan hareketli bir m pargaciginin Minkowski zaman koni
tizerine diistiikten sonra, koni icinde kalan helis egrisi iizerindeki hareketi gos-
terilmigti. Bu ornekte, m parcaciginin helis egrisi {izerindeki hareketi esnasinda
ortaya ¢ikan Hamilton enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Burada da hareket,
time-like bir egri tizerinde gelisecegi icin baz1 6n kosullar olusacaktir. Oncelikle
bu kogullar1 bularak, Hamilton enerji fonksiyonunun hesaplanabilmesi i¢in gerekli
matematiksel yapilari elde edecegiz. Onceki béliimde oldugu gibi, bu kisimda da,
uzay zamani s ve time koni i¢inde gecen zamani ¢ parametresi ile ifade edilsin.

Helis egrisi iizerinde jet koordinat sistemi 2.16 ile verilmistir. Bu koordinatlar,
(s, t,rsinh uf, r cosh uf sin 0, r cosh uf cos 6, t, - sinh ud, 7 cosh uf sin 6, i cosh uf cos 9)

seklindedir. Burada tiirevsel koordinatlar 2.17 ile belirlidir. Diger yandan, helis
i¢in 0 agis1 sabit kalacagindan bu parametre igin tiirev s6z konusu degildir. Helis

egrisinin time-like bir egri olmasi gerektigini ifade etmigtik. O halde,

<al,o/> <0

olmalidir, ayrica 6 iki time-like vektor arasindaki aci oldugunda 1.28 esitligi

saglanir. Buna gore,
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a (0) = (0, 7ru cosh uf, rusinh uf sin @ + r cosh uf cos 0, ru sinh u6 cos @ — r cosh uf sin 6)

olarak hesaplanir ve 1.28’deki metrik dikkate alinirsa
<o/, o/> = 12 (cosh2 uf — u2)
elde edilir. <o/, a'> < 0 olacag igin
—u < coshuf < u (3.9)

kosulu altinda ¢oziim vardir. Dikkat edilirse, helis egrisi i¢cin Lagrange veya Hamil-

ton enerji fonksiyonunun hesaplamasinda 6n kosul degismez.

enerji denkleminde yerine yazarsak,

& _ ot
ds ot
%) dr sinh u6 B oH
ds ~ Orsinh uf
3) dr cosh uf sin 0 B OH
ds ~ Orcoshufsin @
4) dr cosh uf cos 6 B OH
ds 97 coshuf cos
i on
ds Ot
6) dr sinh uf L OH
ds ~ Orsinhu#
7) dr cosh u0 sin 6 L oH
ds ~ Orcoshufsinb
) dr cosh uf cos 8 . oH
ds ~ Orcoshuf cosf

(3.10)
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denklemleri elde edilir. 3.10 denklemlerinin ortak ¢oziimii yapilarak Hamilton
enerji fonksiyonu hesaplanabilir. Bu hesaplama icin oncelikle dikkat etmemiz
gereken husus

t =1t(s), r=r(t), ve H=H(rt)

olacak sekilde Hamilton enerji fonksiyonunun zaman ve yaricapa bagh ¢ikmasidir.
Buna dayanarak, ¢oziim icin agagida verilen toplamsal ifadeleri gozoniine almak

en uygun yontem olacaktir.

1] =@+ @)+ @ =30 =
OH dr
(1} = (6) + (7) +(8) = =3~ =

esitliklerinin yamsira 3.10’da verilen ilk iki denklem

dt . O0OH
1 _— = = —
>ds t ot
i on

ds Ot

olacak gekilde birlikte ele alinirsa ¢oziime ulagilabilir. Bunun i¢in, [] ve [/]]denk-

lemlerinin ortak bir diizenlemesiyle

dr 0*H OH
l—1 = -3 3.11
ds dsor or ( )
ayrica 1) ve 2) denklemlerinin uygun bir sekilde egitlenmesiyle
dat  0*H OH
— = - = —— (3.12)
ds 95Ot ot
esitlikleri elde edilir.
3.11°de t parametresine gore tekrar tiirev alirsak;
0*H PH
(3.13)

T otor  Otosor
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bulunur. Diger yandan 3.12’de r parametresine gore tiirev alinarak,

0*H OH
_ _ , 3.14
oor  orosot ( )

esitligi bulunur.3.13 ve 3.14’iin esitlenmesiyle,

d (PH\ _d (@H\ _ d (dH\ _ d (dH
ds \dtdr ) — ds \ grdi dt \ dr dr \ gi

L ld (dr\_d (dt
3dt \ds) dr \ds
(3.15)

elde edilir. Hamilton enerji fonksiyonunun ¢oziimii i¢in, Lagrange fonksiyonunun

hesaplanmasinda oldugu gibi 6zel kosul gerekmektedir. Fakat her iki durumun
ozel kosullar1 farkl alinir. Burada kabul edelim ki,

dr
— =\ (sbt 1
T () (3.16)
olsun. Buna gore; 3.15 denklemini
d*r B d*t
dtds — drds
seklinde diizenlersek
dr dt
dt  dr

elde edilir. Bu denklem 3.16 kosulu ile birlikte degerlendirildiginde,

ng;»A:q:ﬁ

bulunur. Sonug olarak,
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d
d_: = FV3=r=FV3t
= r = TV3ks (3.17)

yaricap degeri s zaman parametresi cinsinden elde edilir. Burada yine k, t ve
s zamanlar1 arasindaki orami gosterir. Diger taraftan, buldugumuz bu yaricap

degerini [I| denklemi ile gosterilen esitlikte yerine yazarsak,

OH . .
30— = H =
or " 6
i2
H==
= 2
(k)
H =7
= 9

(3.18)

elde edilir. 3.18 helis egrisi tizerinde hareket eden m parcaciginin ortaya gikardig:
Hamilton enerji fonksiyonudur.

Burada £’ y1 bulmak i¢in boliim 2.2’ de kullanilana benzer bir yol izlenir. 2.25
esitligi ile belirli olan hizlar1 oranlamak igin 3.17 yaricap fonksiyonunda gerekli

tiirevler alinarak bu esitlikte yerine yazilirsa

v/ 1 4+ 3 cosh 2uf
V3kZcosh2uf — k2

esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeleri yaptigimizda ise,

4 1+ 3cosh2uf

~ 3cosh2uf — 1 (3.19)

elde edilir. O halde 3.9 esitligini saglayan belirli u sayis1 ve 6 agisi igin sabit k

degerleri bulunabilir.
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3.2.2 Ornek: (CEMBER ORNEGI)

Minkowski zaman-koni iizerinde
a(0) = (t,rcosf,rsinb, u)

¢emberini alalim.

Sekil-4’de uzayda alinan hareketli bir m parcaciginin Minkowski zaman koni
tizerine diistiikten sonra, koni icinde kalan cember egrileri {izerindeki hareketi
gosterilmigti. Bu Ornekte, m parcaciginin cember egrileri {izerindeki hareketi
esnasinda ortaya ¢ikan Hamilton enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Burada da
hareket, time-like bir egri iizerinde gelisecegi icin bazi 6n kosullar olusacaktir.
Oncelikle bu kosullar1 bularak, Hamilton enerji fonksiyonunun hesaplanabilmesi
icin gerekli matematiksel yapilar: elde edecegiz. Onceki boliimde oldugu gibi, bu
kisimda da uzay zamani s ve time koni i¢inde gecen zamani ¢ parametresi ile ifade
edilsin. ¢ ve s zaman parametreleri arasindaki orani yine £ ile gosterelim.

Cember egrisi tizerinde jet koordinat sistemi 2.28 ile verilmistir. Bu ise,

(s, t,rcosf,rsinb, u,t,7cosf,rsinb, O)

seklindedir. Buradaki tiirevsel koordinatlar yine 2.17 ile belirlidir. Daha onceki
orneklerde ifade ettigimiz gibi burada da ¢ember egrisini time-like bir egri al-
mak durumundayiz. Bu ise bize 2.boliimiin ¢ember 6rnegindeki time-like olma
kogulunu hatirlatir. O halde 2.29 ¢oziim kogulu bu ¢érnek i¢in de gegerlidir.
Simdi 2.28 koordinatlarini 3.8 denkleminde yerine yazarak Hamilton enerji

fonksiyonunu bulmaya calisalim;

dt O0H
1)— = =
)ds ot
2)dr cosf B OH
ds  Orcosf

3>drsin8_ oOH
ds  Orsinf

i o
ds Ot
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5 dr cos 6 B oH

) ds  Orcosf
6) drsin 0 . oH
ds  Orsin6

(3.20)

3.20 denklemlerinin ortak ¢oziimii yapilarak Hamilton enerji fonksiyonu hesaplana-

bilir. Burada da dikkat etmemiz gereken husus
t=1(s), r=r(t), ve H=H(rt)

olacak sekilde Hamilton enerji fonksiyonunun zaman ve yaricapa bagh ¢ikmasidir.
Buna dayanarak, ¢oziim i¢in asagida verilen toplamsal ifadeleri gbzoniine almak

en uygun yontem olacaktir.

[1]:(2)+(3):2%—f:+
11): () +(6) = 290 = &

esitliklerinin yanisira 3.20’da verilen ilk iki denklem asagidaki sekilde beraber ele

alinirsa,
1)§ =t = a—H
ds ot
i om
ds Ot

¢oziime ulagilabilir. Bunun igin, [I] ve [I]denklemlerinin ortak bir diizenlemesiyle

dr 0*H OH
R ) pu— 21
ds Jsor or (3:21)
ayrica 1) ve 2) denklemlerinin diizenlenmesiyle de
dt  9*°H H
_on_ 9 (3.22)

ds — gsot Ot
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esitlikleri elde edilir.

3.21°de t parametresine gore tekrar tiirev alirsak;

0*H O*H

T otor  0tosor (3.23)

3.22’de r parametresine gore tekrar tiirev alirsak;

_0*H  PH
otor  rosot

(3.24)

esitlikleri elde edilir. 3.23 ve 3.24’in egitlenmesiyle,

o (FHY_0 (1Y 0 (om\ o (on
s \0tor )] 0s \ oroi ot\or) or\ o

L 10 (dry_0 (dt
20t \ds) 0Or \ds

elde edilir. Burada da helis érneginde oldugu gibi

(3.25)

dr

2=\
dt
olsun. Buna gore; 3.25 denklemini
d?r B d*t
dtds "~ drds
seklinde diizenlersek
dr 2dt
dt  “dr

elde edilir. Bu denklem 3.16 kosulu ile birlikte degerlendirildiginde,

2
X:)\:>)\:th/§
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degeri bulunur. Sonug olarak,

% = :F\/§ =>r= :F\/it
= r = FV2ks (3.26)

elde edilir. Dolayisiyla, yaricap degeri s zaman parametresi cinsinden belirlen-
mis olur. Burada yine k, t ve s zamanlar1 arasindaki orani gosterir. Diger
taraftan, buldugumuz bu yarigap degerini [I] denklemi ile gosterilen egitlikte yeri-

ne yazarsak,

oOH 2
oY _ g="
o 7 1
2"/'2
~H= o
2
(k)?
H="
= 2

(3.27)

elde edilir. 3.27 gember egrileri iizerinde hareket eden m pargaciginin ortaya
¢ikardigi Hamilton enerji fonksiyonudur.

Burada da £’ y1 bulmak icin helis 6rneginde kullanilan yolu izleriz. 2.34 esitligi
ile belirli olan hizlarin orani ele alinir, 3.26 yarigap fonksiyonunda gerekli tiirevler

hesaplanir ve bu egitlikte yerine yazilirsa

vitz
Vo

bulunur. Burada gerekli diizenlemeleri yaptigimizda ise
kKt =3 (3.28)

elde edilir. O halde zaman parametreleri arasindaki oran her zaman sabit kalir.
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4 SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu caligma, analitik mekanik alaninda matematigin teorik fizigin kullanimi
acisindan 6neme sahip olan Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri iizerine
yapilmigtir.

Oklid uzaymda zamana bagh olan ve zamana bagl olmayan durumlarda gecerli
olan Lagrange ve Hamilton denklemleri ¢nceki yillarda De Leon ve Rodriguez
[18], [19]'in ¢ahismalarinda elde edilmistir. Son yillarda bu enerji denklemler-
ine ait ¢aligmalar G.Sardanashvily [8,10] ve M. Crampin [16, 17]’in yaymlarinda
da goriilmektedir. Lagrange ve Hamilton denklemlerinin jet demet yapilar ile
yeniden olugturulmasi C.Aycan [4] caligmasinda goriilmektedir. Minkowski uza-
yinn iilkemizde yapilan ilk ¢aligmalarindan biri olarak A. Turgut [2] gosterilebilir.
Bu calisma temel bilgiler acisindan énemli bir kaynaktir. Minkowski uzay yapisi
iizerine son zamanlarda farkli calismalar yapildigi goriilmektedir. Minkowski
uzay1 fiziksel realitenin zaman kavrami ile beraber kullanimi agisindan 6nem
kazanmigtir. Yine son yillarda Minkowski uzay1 iizerine yapilan bazi caligmalar
olarak Rowe [6], Catoni [7] gosterilebilir.

Biz burada bu matematiksel yapilar ele alarak, Minkowski uzayinda jet demet
yapisini olugturduk ve geometrik tzelliklerini inceledik. Ayrica, Minkowski demet
yapisini kullanarak zamana bagli olan durumda Lagrange ve Hamilton enerji
denklemlerini elde ettik. Boylece, calismamizin temel 6gesi olan Minkowski uza-
yinda mekanik sistemleri detayl olarak incelemis olduk. Daha sonra buldugu-
muz enerji denklemlerinin uygulamasi agisindan bazi dérnekler verdik. Bu 6rnek-
lerde, herhangi bir parcacigin hareketi esnasinda ortaya c¢ikan enerji degerlerini
hesaplarken, hareketin kolayca goriilebilmesi ve sonuclarin karsilagtirilabilmesi
agisindan ¢cember ve helis gibi bilinen egrileri tercih ettik. Bu sayede hareke-
timize ait cizimleri sekiller tizerinde gosterdik.

Lagrange enerji denkleminin herhangi bir manifold tizerindeki hesaplanmasi
sonucu elde edilen degeri 1.17 ile belirlidir. Minkowski uzayinda gerekli geometrik
yapilarin tanimlanmasi ve ispatlanmasi sonucu, bu uzaya ait Lagrange enerji
fonksiyonu 2.14 olarak elde edilmistir. Bizim buldugumuz denklem ilk denklem-
den daha genel bir denklemdir. Ciinkii 2.14 denkleminde Minkowski uzayininin
metrik yapisindan gelen negatif terimi ihmal edersek, Aycan [4]’de hesaplanan
zamana bagli durumda Lagrange enerji fonksiyonunu elde ederiz. Diger yandan
bizim buldugumuz denklem demet yapisindan gelen tiirevsel koordinatlar icer-
mektedir. Bu tiirevsel koordinatlar ihmal edilerek denklem dikkate alindiginda,

1.17 ile ifade edilen Lagrange enerji fonksiyonuna buldugumuz enerji fonksiyonunu
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indirgemis oluruz. Sonug olarak ¢calismamizin 6klid uzayina da indirgenebilecegini
soyleyebiliriz. Bulunan enerji denkleminin farkl yiizeyler iizerinde hesaplanabilir
oldugunu gostermek adina boliim 2.2’de verilen 6rnekleri inceledik. Birinci 6rnegi-
Cember egrisi icin Lagrange enerji fonksiyonu ise 2.33 ile bulunmustur. Bu
boliimde yapilan calismalar incelendiginde, denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in
baz1 kogullar yapildigi goriilmektedir. Bunun nedeni 2.14 ile elde edilen genel
denklemimizin farkh egriler iizerinde ¢oziimiine gegildiginde elde edilen tiim denk-
lemlerin birer non-lineer denklem olmasindan kaynaklanmaktadir. Non-lineer
denklemlerin ¢oziimiinii yapabilmek adina 6zel kogullar alinmas1 uygundur. Fakat,
¢alismamiz yaparken bu kosullar: rastgele almadigimizi énemle belirtmek isteriz.
Aldigimiz 6n kosullar, 6ncelikle Minkowski metriginden gelen negatif terimi ihmal
etmeden belirlenmistir, ¢iinkii bu terim bulunan denklemlerimizi etkilemektedir.
Diger yandan daha once belirttigimiz gibi Minkowski uzay: ile fiziksel gergeklik
agisindan 6nemli bir iligki vardir, o halde elde edilecek sonuclarin fiziksel gercek-
likle ortiismesi gerekir. Bu husus dikkate alinarak yaptigimiz hesaplamalarda
en uygun sonu¢ degerlerini veren kosullar1 ¢alismamiza koyduk. Bu caligmalar
ig1¢inda elde edilen Lagrange enerji fonksiyonlarimin benzer iistel fonksiyonlar
oldugunu gordiik. Hareket, belirli bir zaman i¢inde gerceklesen bir olgu oldugun-
dan, enerjinin zamana baglh ¢ikmasi gerekir. Bizim elde ettigimiz tiim Lagrange
enerji fonksiyonlarinda da bu durum gecerlidir. Burada dikkat edilmesi gereken
en onemli nokta, Minkowski uzayinda hareketlerin belirli bir zaman koni ile
sinirli olmasidir. Bu demektir ki hareketli cisimin incelenebilmesi ancak time-like
egriler iizerinde miimkiindiir. Calisilan egrilerin time-like egri olmalar1 da baz
on kogullar gerektirir. Bu kosgullar: da her 6rnekte ayr1 ayri inceledik ve ¢oziim-
leri bu kosullar altinda yaptik. Demet yapisi ile calismamizin diger bir avantaji
ise, hareketin gercgeklestigi bolgenin sadece diinya iizerinde lokal bir bolge olmasi
disinda evrensel olarak da ele alinabilmesini saglamasidir. Yani hareketin olus-
tugu t zamaninin yanisira diger bir zaman parametresini kullanabilmemizi saglar.
Bu iki zaman arasinda bir oran oldugunu varsayabilecegimiz icin, bu orami bir k
degeri ile ifade ettik. O halde bu ele alinan k degeri ile ¢ asil zaman1 arasinda da
bir bagint1 gerceklegsmesi gerekir. Bu bagintinin varligini da helis egrisi 6rneginde
2.26, cember orneginde ise 2.35 ile hesapladik. Bu esitlikler ilk bakigta farkh
sayisal degerlere dikkat ceker. Fakat ister limit konumunda, ister farkli sayisal
degerler vererek k’nin sifira dogru kiigiildiigiinii fakat sifir olmadigini goriiriiz.

Demekki zaman parametreleri belirli bir agsama sonucu esitlenir.

Hamilton enerji denklemlerinin herhangi bir manifold iizerindeki hesaplan-
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mas1 sonucu elde edilen degeri ise 1.24 ile belirlidir. Minkowski uzayinda gerekli
geometrik yapilarin tanimlanmasi ve ispatlanmasi sonucu, bu uzaya ait Hamilton
enerji fonksiyonu 3.8 olarak elde edilmistir. Burada dikkat edilirse bu iki denklem
benzerdir. O halde Minkowski uzayininin metrik yapisindan gelen negatif terimin
Hamilton enerji fonksiyonlarinin hesaplanmasinda énemi yoktur. Bu Minkowski
uzayinda Lagrange ve Hamilton enerji fonksiyonlar1 i¢in yapilan bu c¢aligmanin
en dikkat cekici sonuclarindan biridir. Diger yandan yine demet yapisindan gelen
tiirevsel koordinatlarin da Hamilton enerji denklemi i¢in énemli bir etkisi yok-
tur. Bulunan enerji denkleminin farkli yiizeyler tizerinde hesaplanabilir oldugunu
gostermek adina boliim 3.2°de verilen ornekler incelenmigtir. Birinci 6rnegimiz
olan helis egrisi i¢in Hamilton enerji fonksiyonu 3.18 olarak elde edilmigtir. Cem-
ber egrisi icin Hamilton enerji fonksiyonu ise 3.27 ile bulunmustur. Bu boliimde
de kabul edilen kogullar 6nceki boliim ile aynidir. Bunun nedeni ayni egriler tize-
rinde hem Lagrange hem de Hamilton enerjilerinin elde edilmesini istememizden
kaynaklanir. Bu 6rneklerde goriilen en dikkat ¢ekici sonug, Lagrange enerjisinden
farkli olarak Hamilton enerjisinin sabit ¢ikmasidir. Fakat bu sabit deger yukarida
bahsettigimiz £ oram ile iligkilidir. Bu oranin sabit kalmasi neticesinde sabit bir
enerji degeri elde edilir. Giiniimiizde fizik¢ilerin ¢caligmalarinda da Hamilton ener-
jisinin sabit olmasi1 hareketin kararhihigini gosterir. Dolayisiyla yapilan bu ¢alis-
mada k’nin helis i¢in 3.19, cember igin 3.28 hesaplamalariyla Hamilton enerjisinin
her t aninda sabit kaldiginm1 goriiriiz. Buradan hareket esnasinda olusan ener-
jinin sabit kalmasinin sonucu olarak cismin yaptigi hareketin kararli bir hareket
oldugunu soyleriz. Hamilton enerjisi i¢cin bahsedilen kararlilik durumu Lagrange
enerjisinde degisir. Lagrange enerjisi fizik¢ilerin ¢alismalarinda da zamana gore
degisiklik gosterir. Fakat zamanin ¢ok fazla genislemesi veya hareketin ¢ok hiz-
lanmasi durumunda, cismin gozlemlenen hareketi dogrusal olur. Yani hareket
stabil duruma gecer. 2.24 ve 2.33 Lagrange enerji denklemlerinde ¢ — oo konu-
munda enerjinin sabit bir deger aldig1 goriiliir. Bu da calismamizin Lagrange

enerji fonksiyonu icin olan kisminin da fiziksel gerceklikle ortiigtiigiinii ispatlar.
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