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ÖZET 

 

MİNKOWSKİ 4-UZAYINDA MEKANİK SİSTEMLER 

 

Bu çalıĢma dört bölümden oluĢmaktadır. 

Ġlk bölümde, konunun kısa bir tarihçesi sunulmuĢtur. Bu kısımda öncelikle 

Minkowski’nin hayatı, çalıĢmaları ve bu çalıĢmaların genel özellikleri anlatılmıĢtır. 

Daha sonra Minkowski uzay-zaman konusunun geometrik ve fiziksel özellikleri 

sunulmuĢtur. Ayrıca, çalıĢmamızın sonraki bölümlerinde kullanılacak olan jet demet 

yapılarının elde ediliĢi ve geometrik özellikleri de incelenmiĢtir. 

Ġkinci bölümde ise Minkowski 4-uzayı üzerinde jet demet yapısı kurulmuĢtur. Bu 

yapının anlaĢılabilmesi için gerekli olan tüm geometrik özellikler ayrı ayrı 

incelenmiĢtir.  

Üçüncü bölümde, ikinci bölümde elde edilen Minkowski jet demet yapısı üzerinde 

Lagrange mekanik sistemleri kurulmuĢtur. Bu sistemden elde edilen diferansiyel 

denklemler çözümlenerek Lagrange enerji denklemi üretilmiĢtir. Daha sonra fiziksel 

yorumun yapılabilmesi için bu bölümde yapılan çalıĢmaya örnekler verilmiĢtir. Bu 

mekanik örneklerin çözümünde, enerji denklemlerinin çözümü yapılmıĢ, gerekli 

grafikler çizilmiĢ ve çözüm fonksiyonunun fiziksel yorumlarına değinilmiĢtir.  

Dördüncü bölümde ise, ikinci bölümde elde edilen Minkowski jet demet yapısı için 

Hamilton mekanik sistemleri kurulmuĢtur. Burada elde edilen diferansiyel 

denklemler çözümlenerek Hamilton enerji denklemlerine ulaĢılmıĢtır. Böylece, bu 

örnekler yardımıyla Hamilton enerji yapıları hakkında geometrik ve fiziksel yorum 

yapılabilmiĢtir.  

 

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay-zaman, jet demet yapısı, Euler-Lagrange 

enerji sistemleri, Hamilton enerji sistemleri. 
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SUMMARY 

 

MECHANICAL SYSTEMS ON MINKOWSKI 4 -SPACE 

 

This study consist of four sections. 

In the first section, the short history of this subject is presented. In this section firstly, 

Minkowski’s life time, studies and the general properties of this studies have been 

mentioned. Then, the physical and geometric properties of Minkowski space time 

have been given. In addition to, definitions and geometrical properties of  jet bundle 

structures which will be used on following sections are examined. 

In the second section, the jet bundle structure is set up on Minkowski 4-space. For 

understanding this mathematical structure, all required geometrical properties are 

investigated separately.  

In the third section, Lagrangian mechanical systems is obtained for Minkowski jet 

bundle which is denoted in the second section. The Lagrangian energy function is 

produced with solving differantial equations which is obtained from this system. 

Then, some examples are given for physical comment. In solving of these mechanic 

examples, the solution of energy equations have been obtained, geometrical tables 

are drawn and the physical comments of this solving function are mentioned. 

 In the fourth section, Hamiltonian mechanical systems is obtained for Minkowski jet 

bundle which is denoted in the second section. The Hamiltonian energy function is 

produced with solving  calculated differantial equations which is obtained in this 

section. So, the geometric and physical comments can be explained about the 

Hamiltonian structure with this examples. 

 

Keywords: Minkowski space-time, jet bundle structure, Euler-Lagrange energy 

systems, Hamilton energy systems. 

 

 

 

 

 

 

 



1 G·IR·IŞ

1.1 HERMANN MINKOWSKI

Litvanya�l¬bir matematikçi olan Hermann Minkowski (1864 - 1909), 1864

y¬l¬nda Aleksotas�da do¼gdu. 1896 ile 1902 y¬llar¬aras¬nda Zürih Federal Politeknik

Okulunda ve ölünceye kadar da Göttingen Üniversitesinde profesörlük yapt¬. 1882

y¬l¬nda, tam katsay¬l¬ ikinci dereceden şekiller kuram¬n¬n temelleri üstüne in-

celeme yaz¬s¬yla Fen Akademisinin büyük matematik ödülünü ald¬. Euclides ol-

mayan geometriyle kar¬̧st¬r¬lmamas¬gereken bir say¬lar geometrisi kurarak say¬lar

kuram¬na baz¬geometrik kavramlar getirdi. Sonunda özel bir metrikle donat¬lm¬̧s

dört boyutlu özel bir uzaya başvurarak, Einstein�in k¬s¬tl¬ ba¼gl¬l¬k kuram¬n¬n,

bugün klasik say¬lan geometrik bir yorumunu verdi. Buna Minkowski uzay za-

man¬denir. �Say¬lar geometrisi�isimli kitab¬, 1896 y¬l¬nda bas¬ld¬. 1907 y¬l¬nda

�Diophantus Yaklaş¬mlar¬�adl¬eseri yay¬nlad¬. �Çal¬̧smalar�adl¬yap¬t¬n¬n da 1911

y¬l¬nda ç¬kt¬¼g¬bilinmektedir. Kendisi, 1909 y¬l¬nda Göttingen�de öldü.

1.2 TAR·IHÇE

Tarih boyunca, bilimin temel problemi, mümkün oldu¼gu kadar do¼gay¬ iyi

bir şekilde anlayabilmek ve aç¬klayabilmektir. Bunu başarabilmesi içinde elinde

yeteri kadar matematiksel donan¬m mevcut olmas¬ gerekmektedir. Boyut ve

ekstra boyut kavram¬ temel olarak, zorunluluk veya key� uygulamalar sonucu

ortaya ç¬kan �ziksel niceliklerdir. Minkowski uzay-zaman geometrisinin do¼gum

y¬l¬ 1905 olarak bilinir. 1909 y¬l¬nda, Minkowski, Maxwell�in Elektrodinami¼gi

ile Einstein�in Özel Rölativite teorilerinden ilham alarak, do¼gan¬n, bildi¼gimiz üç

boyutuna ek olarak dördüncü bir boyut yard¬m¬yla tasvir edilebilece¼gini belirt-

mi̧stir. Nitekim Einstein 1915 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬Genel Rölativite Teorisiyle,

Minkowski�nin bu iddias¬n¬genelleştirerek uzay-zaman kavram¬ile do¼gay¬4- boyut-

lu ( 3-uzay + 1-zaman ) tasvir etmi̧stir. Böylece Minkowski ve Einstein taraf¬ndan

başlat¬lan boyut say¬s¬yla oynama ile evrenimizi anlama �kri günümüze kadar
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artan bir ivme ile �zikçiler taraf¬ndan farkl¬ teorilerde farkl¬ boyut say¬s¬ ile

kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Bu ise �ziksel olaylar¬belirli baz¬ilkelerin çerçevesi içinde

kesin bir geometrik terminoloji yard¬m¬yla incelemeye uygun ve toplay¬c¬, bir-

leştirici matematik bir modelden başka bir şey de¼gildir. Bu geometrik modele

göre, göz önüne al¬nan dört boyutlu uzay (yani bu uzay - zaman) �ziksel olaylara

yatakl¬k eden bir katman olarak düşünülebilir.

Einstein�¬n 1905 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬özel görelik kuram¬na göre:

1. Fizik yasalar¬her türlü referans noktas¬ndan ba¼g¬ms¬zd¬r.

2. I̧s¬k h¬z¬uzayda sabittir ve gözlemi yapanlar¬n h¬z¬ndan ba¼g¬ms¬zd¬r.
·Ilkine göre evrenin her yerinde �zik yasalar¬ayn¬d¬r. ·Ikincisine göre h¬z¬n¬z

ne olursa olsun ¬̧s¬k h¬z¬n¬hep ayn¬ölçersiniz. Bu durumda diyebiliriz ki ¬̧s¬¼g¬n

h¬z¬n¬n bizim h¬z¬m¬zdan etkilenmemesi insan sa¼gduyusu ile ba¼gdaşmamaktad¬r.

Bu bir yan¬lsamad¬r.

Minkowski uzay¬özel bir metrik sayesinde geli̧stirilmi̧s olan bir uzay biçimidir.

Minkowski uzay-zaman¬olarak an¬lmas¬ndaki en büyük etken ise klasik 3 boyut-

tan oluşan ve her türlü vektörün boyunu bu üç boyutta tan¬mlayan klasik uzay

kavram¬na bir de zaman¬eklemesiyle ili̧skilidir. Daha anlaş¬l¬r olacak olursa bu

uzayda bir vektörün boyu yaln¬zca x,y,z�nin kendisi ile belirlenmez, buna bir de

c.t denilen ve ¬̧s¬¼g¬n ald¬¼g¬yol da eklenir.[6]

Minkowski uzay¬n¬n pek çok yarar¬ olmuştur. Özel görelili¼ge göre ¬̧s¬k, bir

koni biçiminde yol alacakt¬r. O nedenle bilgi dedi¼gimiz ve en h¬zl¬¬̧s¬kla beraber

aktar¬lan her türlü şey bu koninin içinde yer alacakt¬r. Ancak genel görelilikte

bu koni do¼gal formunu kaybederek bir hiperbolü and¬racak bir biçimde bir koni

oluşturacakt¬r.

Aşa¼g¬daki şekilde altta ve üstte, görebilece¼giniz iki koni var. Bu iki koniden

üstteki, a olay¬n¬n gelece¼ginde olmas¬mümkün olaylar¬, alttaki koni ise, a olay¬n¬n

geçmi̧sinde olmas¬mümkün olmuş olaylar¬gösteriyor. Tam kesi̧sim noktalar¬ise

a olay¬n¬temsil ediyor.

şekil 1
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Yukar¬daki koninin kenarlar¬ ¬̧s¬k h¬z¬n¬ temsil ediyor, herhangi bir şey ¬̧s¬k

h¬z¬n¬geçemeyece¼gi için, gelece¼gindeki ihtimaller o koninin d¬̧s¬na ç¬kam¬yor. Yani

o koninin d¬̧s¬nda olan hiç bir şeyin bizim gelece¼gimizde yeri yok denilebilir.

Bilmekteyiz ki objeler uzay içinde ilerlerler, ama ayn¬zamanda zaman içinde

de ilerlerler. Hiç bir şekilde hareket etmeseniz bile, içinde bulundu¼gunuz ortamda

mevcut objelerle birlikte, zaman içinde hareket halindesiniz. Uzay içinde hareket

etmeyebilirsiniz ama, her zaman, zaman içinde hareket etmek zorundas¬n¬z. O

halde zaman kullan¬lan bir de¼gerdir. Her tepkileşmeye, her sürece zaman da

kat¬l¬r. Onsuz hiçbir şey gerçeklemez. Zaman ayr¬ca uzay dokusunun ö¼gelerinden

biridir. Zaman¬ ¬̧s¬k h¬z¬na indeksledi¼gimiz zaman ortaya ilginç gözlemler ç¬k-

maktad¬r. Zaman görelilik kazanmakta ve uzay geni̧slemekte ve daralmaktad¬r.

Hareket ne kadar ¬̧s¬k h¬z¬na yak¬nsa, uzay o kadar geni̧slemektedir.

Ayr¬ca; 1872�de F.Klein, �Erlanger Program¬�olarak bilinen çal¬̧smas¬nda geo-

metrilerin grup etkisi alt¬nda incelenebilece¼gini ifade etmi̧stir. Bu ba¼glamda Ök-

lid geometrisi, Öklid grubu, A�n geometrisi, A�n grubu alt¬nda, nokta, e¼gri ve

yüzeylerin ortogonal ve a�n dönüşümler alt¬nda korunan özeliklerinin, invaryant-

lar¬n¬n araşt¬r¬labilece¼gini ve önemini belirtmi̧stir. Bu durum F.Klein�in ifade

etti¼gi anlamda, Minkowski uzay-zaman geometrisini ortaya ç¬karan grup etkisi

alt¬nda nokta, e¼gri ve yüzeylerin invaryantlar¬n¬bulma problemini ortaya ç¬kar-

m¬̧st¬r. Di¼ger taraftan bu geometri için matematiksel ve �ziksel yap¬lara ait çal¬̧s-

malar da yap¬lm¬̧st¬r. O(3,1) olarak incelenen ortogonal grup, Minkowski uzay-

zaman geometrisini etkileyen grup anlam¬nda al¬n¬r. Bu grup G.L. Naber� in

�The Geometry of Minkowski Space-time�kitab¬nda Genel Lorentz Grubu olarak

adland¬r¬lm¬̧st¬r. ·Invaryantlar teorisi ile ilgili çal¬̧smalara ise 1850-1870 y¬llar¬

aras¬nda başlanm¬̧st¬r. 1890 y¬l¬nda Hilbert, invaryantlar teorisi ile ilgili temel

çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. ·Invaryantlara ait baz¬ farkl¬ çal¬̧smalar J.A.Dieudonne�¬n

�Invariant Theory�, D.Hilbert�¬n �Theory Of Algebraic Invariants�, D.Khadjiev�¬n

�An Application Of Invariant Theory To Di¤erantial Geometry�, T.A.Springer�¬n

�Invariant Theory�, H.Weyl�¬n �The Classical Groups, Their Invariants And Rep-

resentations�eserlerinde yer almaktad¬r. 1988 y¬l¬nda D.Khadjiev kitab¬nda ve

R.Aripov makalelerinde Öklid grubu için noktalar¬n üreteçleri yard¬m¬yla denklik

problemi ve yörünge problemini incelemi̧stir. [7; 13; 15]

Kuantum mekani¼ginin temelleri ise 20. yüzy¬l¬n ilk yar¬s¬nda Max Planck,

Albert Einstein, Niels Bohr, Werner Heisenberg, Erwin Schrödinger, Max Born,

John von Neumann, Paul Dirac, Wolfgang Pauli gibi bilim adamlar¬nca at¬lm¬̧st¬r.

Belirsizlik ilkesi, anti madde, Planck sabiti, kara cisim ¬̧s¬n¬m¬, dalga kuram¬, alan

teorileri gibi kavram ve kuramlar bu alanda geli̧stirilmi̧s ve klasik �zi¼gin de¼gi̧stiril-
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mesine sebep olmuştur. Yan¬ s¬ra, Lagrange formalizmi 1788 y¬l¬nda Frans¬z

�zikçi Joseph Loise Lagrange taraf¬ndan oluşturulmuştur. Hamilton formalizmi

ise 1833 y¬l¬nda ·Irlandal¬ bir �zikçi olan William Rowan Hamilton taraf¬ndan

oluşturulmuştur. Hamilton formalizmini anlamak Lagrange�a göre daha basittir.

Çünkü H=T+V yani toplam mekanik enerji kinetik enerji ile potansiyel enerjinin

toplam¬d¬r. [5] Toplam enerji de do¼gada daima korunur ve sabittir. Lagrangian

ise enerji gibi korunumlu bir nicelik yerine varyasyon prensibi (en küçük etki

prensibi) ile tan¬mlan¬r. Hamilton denklemleri 1. mertebeden diferansiyel denk-

lemlerdir ve bu nedenle 2. dereceden Lagrange denklemlerini çözmekten daha

kolayd¬r. Bir di¼ger avantaj¬ise sistem bir simetriye sahipse Hamiltonian de mo-

mentum korunumludur. Lagrangian�da ise momentum korunumlu olsada tüm

genelleşmi̧s h¬zlar Lagrangian�da mevcuttur. Yani n boyutlu bir sistemin Lag-

rangian¬n¬ çözmek zorunda kal¬r¬z. Lagrange ve Hamilton formalizmi 19. yy.

sonlar¬ndan itibaren Klasik mekani¼gin ve Kuantum mekani¼gi teorilerinin kul-

lan¬m¬nda ve daha detayl¬anlaş¬lmas¬nda temel bir yere sahiptir. 20. yy. da özel-

likle 1980 den sonra, simplektik manifold, simplektik topoloji ve kotanjant demet

kavramlar¬n¬n, özellikle bundle ve jet bundle yap¬lar¬n matematikçiler taraf¬ndan

kullan¬lmas¬n¬n artmas¬ile klasik mekanikte yap¬lan çal¬̧smalar artm¬̧st¬r.

Özellikle 1900�lu y¬llarda yüksek mertebeden türevlenebilme ile ilgili çal¬̧s-

malar¬n başlamas¬ile jet manifold yap¬lar¬oluşturulmaya başlanm¬̧st¬r. 1940�da

F.Bopp, M.Ostrogransky ve B. Podolksy bu çal¬̧smalar¬�zi¼ge uyarlam¬̧slard¬r.

Geometrik denkliklerin �zi¼ge uygulamalar¬, tanjant ve kotanjant demetlerin meka-

nikte çal¬̧smalar¬ve alan teoride özel lif demetlerinde konneksiyonlar¬n kullan¬m¬

ile devam etmi̧stir. Bu çal¬̧smalar Lagrangian ve Hamiltonian yap¬lar¬n temelinde

önemli yer tutar. 1950�de Ch. Ehresman ilk jet çal¬̧smalar¬n¬başlatm¬̧st¬r. 1980�li

y¬llarda D. J. Saunders, B.A.Kupperschmidt bu konu ile ilgili çal¬̧smalara devam

etmi̧slerdir. Bunun yan¬s¬ra 1970�lerde K. Yano, S. Ishihara ise tanjant ve kotan-

jant demetlerle ilgili önemli çal¬̧smalarda bulunmuşlard¬r. Son zamanlarda G.

Sardanashvily, bizim de bu çal¬̧smam¬zda kulland¬¼g¬m¬z matemati¼gin teorik �zi¼ge

uygulamalar¬üzerine çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. [8; 9; 10; 11; 12]

Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda, C. Aycan jet demet yap¬lar¬ üzerinde Lagrangian ve

Hamiltonian sistemlerini doktora tezi olarak incelemi̧stir.[4] Bu çal¬̧sma ile yukar¬-

da belirtti¼gimiz kitap ve makalelerin incelenmesi sonucunda, öncelikle Minkowski

3-uzay¬n¬n jet yap¬lar¬ oluşturulmuş, daha sonra benzer şekilde bu çal¬̧smada

Minkowski 4-uzay¬n¬n jet demet yap¬lar¬da elde edilerek üzerindeki mekanik sis-

temler incelenmi̧stir. Ş. Civelek ise demet yap¬lar¬n¬tan¬tarak, bu enerji denklem-

lerinin birinci mertebeden yükseltmelerini elde etmi̧stir. [21]
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1.3 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullan¬lacak olan demet yap¬s¬, mekanik sis-

temler, Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri ile Minkowski uzay¬n¬n temel

yap¬lar¬tan¬mlanm¬̧st¬r.

1.3.1 DEMET YAPILARI

Bu bölümde, diferansiyel geometride önemli bir yere sahip olan manifold

yap¬s¬üzerinde demet yap¬s¬n¬n nas¬l oluşturulaca¼g¬ele al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.1: E ve M , C1-manifoldlar, � : E ! M bir C1-dönüşüm olsun.

E¼ger � bir örten submersion ise, (E; �;M) üçlüsüne bir li�i manifold denir. Bir

(E; �;M) li�i manifoldunda, E�ye total uzay,M�ye taban uzay, ��ye projeksiyon

ve her bir p 2 M noktas¬ için E� nin ��1(p) altcümlesine de p üzerindeki lif

denir.[4; 21]

Tan¬m 1.2: Bir li�i manifold (E; �;M), boyM = m; boyE = m+n ve U � E
aç¬k alt cümlesi üzerinde bir koordinat sistemi,

y : U ! Rm+n

olsun.

pr1 : R
m+n ! Rm

olmak üzere, a; b 2 U ve

� (a) = � (b) = p) pr1 (y (a)) = pr1 (y (b))

önermesi do¼gru ise, y ye bir uyarlanm¬̧s koordinat sistemi denir.[4]

Tan¬m 1.3: Bir li�i manifold (E; �;M) ve bir C1-manifold F olmak üzere,

e¼ger t : E !M � F dönüşümü

pr1 � t = �

olacak şekilde bir di¤eomor�zm ise (F; t) ikilisine ��nin model li� ve en az¬n-

dan bir trivializasyona sahip (E; �;M) li�i manifolduna da trivial li�i manifold

denir.[4]

Tan¬m 1.4: Bir li�i manifold (E; �;M) ve p 2M olsun. Fp bir C1-manifold,

p�nin bir komşulu¼gu Wp ve

tp : �
�1(Wp)! Wp � Fp
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dönüşümü pr1 � tp = �j��1(Wp) şart¬n¬ sa¼glayan bir di¤eomor�zm ise o zaman

(Wp; tp; Fp) üçlüsüne p�nin komşulu¼gunda ��nin bir lokal trivializasyonu ve taban

uzay¬n her bir noktas¬civar¬nda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E; �;M)

li�i manifolduna da lokal trivial li�i manifold veya demet denir.[4]

Tan¬m 1.5: M ve N , C1-manifoldlar, ' :M ! N bir C1-dönüşüm, p 2M
ve bir Vp 2 TpM tanjant vektörüne p noktas¬nda te¼get olan bir e¼gri

� : I � R!M

olsun. Bu durumda,

'�jp(Vp) =W'(p) 2 T'(p)N

tanjant vektörü, ' � � : I � R ! N e¼grisine ' (p) noktas¬nda te¼get olan bir

tanjant vektör olmak üzere

'�jp : TpM ! T'(p)N

ile tan¬mlanan dönüşüme '�nin p 2M noktas¬ndaki türev dönüşümü denir.[4]

Bu durumda, �� : TE ! TM , ��nin türev dönüşümü olmak üzere,

�� = (TE; ��; TM)

üçlüsü bir demet olup; ���ye ��nin tanjant demeti denir.

Tan¬m 1.6: (E; �;M) bir li�i manifold ve ' : M ! E bir dönüşüm olsun.

E¼ger � � ' = idM koşulu gerçekleniyorsa, '�ye ��nin bir kesiti denir ve ��nin

tüm kesitlerinin cümlesi �(�) ile gösterilir.[4]

Tan¬m 1.7: (E; �;M) bir demet ve p 2 M olsun. �, ' 2 �p(�) kesitleri, p
noktas¬nda � (p) = ' (p) ve � (p) civar¬nda (xi; u�) uyarlanm¬̧s koordinat siste-

minde
@��

@xi
jp =

@'�

@xi
jp 1 � i � m; 1 � � � n

ise birinci mertebeden denklem olarak tan¬mlan¬r. ��y¬içeren denklik s¬n¬�ar¬na

��n¬n p noktas¬ndaki birinci jeti denir ve J1p� ile gösterilir.

Buna göre, �
J1p� : p 2M;� 2 �p(�)

	
(1.1)

cümlesine � demetinin birinci jet manifoldu denir ve J1� ile gösterilir.[4; 19]

Tan¬m 1.8: (E; �;M) bir demet ve (U; u), u = (xi; u
�) olmak üzere E ü-

zerinde uyarlanm¬̧s koordinat sistemi olsun. Bu durumda J1� üzerinde (U1; u1)

indirgenmi̧s koordinat sistemi,

U1 =
�
J1p� : � (p) 2 U

	
u1 = (xi; u

�; u�i )
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ile tan¬ml¬olup burada

xi
�
J1p�

�
= xi(p); u�

�
J1p�

�
= u� (� (p))

ve yeni mn-adet u�i : U
1 ! R fonksiyonlar¬ise,

u�i (J
1
p�) =

@'�

@xi
jp (1.2)

şeklinde belirlidir.Bu şekilde ifade edilen yeni u�i koordinatlar¬türevsel koordi-

natlar olarak adland¬r¬l¬r.[4]

1.3.2 EULER-LAGRANGE VE HAM·ILTON DENKLEMLER·I

Bu bölümde Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili temel kavram-

lar verilecektir.

Tan¬m 1.9: 2m boyutlu bir manifold M ve M� nin tanjant demeti TM

olsun. TM üzerinde J2 = 0 eşitli¼gini sa¼glayan ve rankJ = m ile verilen (1; 1)

tipinden J tensör alan¬na yaklaş¬k tanjant yap¬denir. M manifoldu üzerinde lokal

koordinatlar (xi), 1 � i � m ve TM üzerinde lokal koordinatlar (xi;
:
xi) olmak

üzere TM üzerinde J yaklaş¬k tanjant yap¬s¬,

J

�
@

@xi

�
=

@

@
:
xi
, J

�
@

@
:
xi

�
= 0 (1.3)

olarak tan¬mlan¬r.[4]

Tan¬m 1.10: m boyutlu bir manifoldM veM�nin tanjant demeti TM olsun.

TM üzerindeki bir vektör alan¬na M üzerinde semispray denir. Bu durumda "

semisprayi lokal olarak;

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

(1.4)

ile verilir. Burada "i fonksiyonlar¬"i = "i(xi;
:
xi) olarak tan¬ml¬d¬r.

Bu durumda,M manifoldu üzerinde verilen bir � e¼grisi e¼ger "�nin bir integral

e¼grisi oluyorsa, bu e¼griye "�nin bir çözümü denir.[4]

Tan¬m 1.11: J , m boyutlu bir M manifoldunun tanjant demeti üzerinde bir

yaklaş¬k tanjant yap¬olsun. Bu durumda TM üzerinde lokal koordinatlar (xi;
:
xi),

1 � i � m ve

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

vektör alan¬M üzerinde semispray olmak üzere

V = J" =
:
xi
@

@
:
xi

(1.5)
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ile verilen V vektör alan¬na Liouville vektör alan¬denir.[4]

Buna göre, TM üzerinde tan¬ml¬" vektör alan¬n¬n bir semispray olmas¬için

gerek ve yeter şart J" = V olmas¬d¬r. [6]

Tan¬m 1.12: M manifoldunun tanjant demeti TM üzerindeki p-formlar¬n

cümlesi �p(TM) ve TM üzerindeki vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(TM) olsun.

iJf = 0; f 2 C1(TM)

iJf(X1; :::; Xp) =

pX
i=1

w(X1; :::; JXi; :::Xp); w 2 �p(TM); X1; :::; Xp 2 �(TM)

(1.6)

olarak tan¬ml¬iJ fonksiyonuna düşey türev denir. [4]

Burada,

iJ(dxi) = 0; iJ(d
:
xi) = dxi

olur.

Ayr¬ca w 2 �p(TM) p-formu,

w =
X

i1<:::<ip

wi1;:::;ipdxi1�:::�dxip

şeklinde tan¬ml¬d¬r ve diferansiyeli ise

dw =
X

i1<:::<ip

dwi1;:::;ip�dxi1�:::�dxip

olarak ifade edilen p+ 1-formdur.[4]

p+ 1-formlar¬n cümlesini de �p+1(TM) olarak gösterirsek

dj : �
p(TM)! �p+1(TM)

olacak şekilde

dj = [ijd; d] = ijd� dij (1.7)

ile tan¬ml¬dj fonksiyonuna düşey diferansiyel denir.

8X 2 �(M) vektör alan¬ile w p-formunun iXw iç çarp¬m¬aşa¼g¬daki şartlar¬
sa¼glayan bir p� 1-formdur.

1) iXw = 0; e¼ger p = 0 ise;

2) iXw = w(X); e¼ger p = 1 ise;

3) iXw(Y1; :::; Yp�1) = w (X; Y1; :::; Yp�1) ; e¼ger Y1; :::; Yp�1 2 �(M) ise;
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bu durumda iXw 2 �p�1(M) olur.[18]

Tan¬m 1.13: M , m boyutlu bir manifold ve M�nin TM tanjant demeti

üzerinde � bir 2-form olsun. E¼ger � maksimal rankl¬bir kapal¬2-form ise, (M;�)

ikilisine simplektik manifold denir.

TM üzerinde �L = �ddJL 2-formu simplektik ise, bu durumda TM üzerinde

tan¬ml¬L : TM ! R fonksiyonu regüler yada non-dejeneredir denir.[4; 5]

Tan¬m 1.14: M , m boyutlu bir manifold ve TM tanjant demeti olsun.

L : TM ! R bir C1-fonksiyon olmak üzere, TM üzerindeki �L = �ddJL ile
tan¬ml¬kapal¬2-formu için EL = V L�L eşitli¼gine L ile birleşen enerji fonksiyonu
ve L�ye de TM tanjant demeti üzerindeki Lagrange fonksiyonu denir. TM ise

M kon�gürasyon manifoldunun h¬z uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.[4]

Tan¬m 1.15: (M;�) simplektik manifold olmak üzere, L regüler Lagrange

fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen ve EL = V L�L eşitli¼gi ile belirli olan enerji fonksiyo-
nuna Hamilton enerji fonksiyonu denir ve H :M ! R ile gösterilir.

M simplektik manifoldunun koordinatlar¬ise (xi;
:
xi) olmak üzere,M üzerinde

XH =
@H

@
:
xi

@

@xi
� @H
@xi

@

@
:
xi

(1.8)

olarak tan¬ml¬vektör alan¬na Hamilton vektör alan¬denir.[4]

Tan¬m 1.16: (M;�) simplektik manifoldu üzerindeH Hamilton enerji fonksiyo-

nu, XH Hamilton vektör alan¬olmak üzere;

iXH� = dH (1.9)

denklemine Hamilton sistemlerinin simplektik (esas) formu yada Hamilton sis-

temleri dinamik denklemi denir. Bu denklemde �L = �ddJL 2-form ve " bir

semispray kullan¬larak elde edilen i"�L = dEL denklemine Lagrange sistemleri

için dinamik denklemi ad¬verilir.[4]

Teorem 1.1: i"�L = dEL denklemini sa¼glayan bir tek " semisprayi vard¬r.[18]

Tan¬m 1.17: i"�L = dEL denklemini sa¼glayan bir tek " semisprayi varsa EL
ye L : TM ! R fonksiyonu için Euler-Lagrange vektör alan¬ denir. Bu koşulu

sa¼glayan L fonksiyonuna da Lagrange enerji fonksiyonu denir. Burada,

EL =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

(1.10)

ile tan¬ml¬vektör alan¬d¬r ve "i fonksiyonlar¬"i = "i(xi;
:
xi) ile belirlidir.
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i"�L = dEL eşitli¼gin çözümüyle elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
= 0 (1.11)

denklemine de Euler-Lagrange enerji denklemi denir.[4; 5; 16; 17]

Zamana ba¼gl¬Lagrange sistemlerini oluşturmak için jet manifoldlardan yararla-

n¬l¬r. R bir boyutlu öklid uzay¬olmak üzere J1(R;M) �= TM izomor�zmi bilin-

mektedir.

TM�nin koordinatlar¬(xi;
:
xi), R�nin koordinat¬ise (t) olmak üzere J1(R;M)

üzerindeki uyarlanm¬̧s koordinat sistemi (t; xi;
:
xi) olur. Zamana ba¼gl¬durumda

yukar¬da verilen Lagrange fonksiyonu L : J1(R;M)! R tan¬ml¬C1- dönüşümü-

dür. Ayr¬ca, bu jet manifold üzerinde J2 = 0 eşitli¼gini sa¼glayan ve rankJ = m

ile verilen (1; 1) tipinden tensör alan¬zamana ba¼gl¬yaklaş¬k tanjant yap¬olarak

tan¬mlan¬r.

V bir Liouville vektör alan¬olmak üzere, yaklaş¬k tanjant yap¬;

J

�
@

@t

�
= �V; J

�
@

@xi

�
=

@

@
:
xi
; J

�
@

@
:
xi

�
= 0 (1.12)

koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.[18]

Zamana ba¼gl¬durumda " semisprayi lokal olarak

" =
@

@t
+

:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

("i = "i (t; xi;
:
xi) , 1 � i � m) (1.13)

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 1.18: L : J1(R;M) ! R zamana ba¼gl¬Lagrange fonksiyonu olsun.

J1(R;M) üzerinde,

�L = dJL+ Ldt (1.14)

1-formuna Poincare-Cartan 1-formu ve


L = ddJL+ dL ^ dt (1.15)

2-formuna Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna göre J1(R;M) manifoldu üzerinde

i"
L = 0; i"dt = 1 (1.16)

denklemlerini sa¼glayan bir tek EL vektör alan¬vard¬r, buna zamana ba¼gl¬Euler-

Lagrange vektör alan¬denir. (J1(R;M);
L; EL) üçlüsüne de zamana ba¼gl¬Lag-

range sistem denir.[18]. 1.16 denklemlerinin çözümü ile elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
= 0 (1.17)
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denklemine zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemi denir.[4; 20]

Burada dikkat edilirse; zamana ba¼gl¬olan durumda elde edilen 1.17 Euler-

Lagrange denklemi ile zamana ba¼gl¬olmayan durumda elde edilen Euler-Lagrange

denklemi 1.11 ayn¬ç¬kar. O halde, jet demet yap¬s¬nda çal¬̧smak Lagrange ener-

ji denklemlerinin genel yap¬s¬n¬de¼gi̧stirmez, fakat zaman parametresi çal¬̧smaya

dahil edilece¼gi için �ziksel ve mekanik uygulamalar¬aç¬s¬ndan elveri̧sli olur.

Tan¬m 1.19: T �M kotanjant demetinin uyarlanm¬̧s koordinatlar¬(xi;
:
xi) ol-

mak üzere,

�M =
:
xidxi (1.18)

olarak tan¬ml¬1-formuna Liouville form denir.

Buna ba¼gl¬olarak T �M üzerinde,

�M = �d�M = dxi ^ d
:
xi (1.19)

simplektik formu kanonik simplektik form olarak adland¬r¬l¬r.[4; 8; 9]

Tan¬m 1.20: (M;�) simplektik manifold ve H :M ! R,M üzerinde tan¬ml¬

Hamilton fonksiyonu olsun. iXH� = dH denklemini sa¼glayan bir tek XH vektör

alan¬na, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birleşen Hamilton vektör alan¬denir.

Böylece,

iXH� = dH (1.20)

simplektik formu kullanarak,

@xi
@t

=
@H

@
:
xi
,
@
:
xi
@t

= �@H
@xi

(1.21)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere Hamilton denklemleri denir.[4]

Zamana ba¼gl¬Hamilton sistemler aşa¼g¬daki şekilde ifade edilecektir.

Tan¬m 1.21: (M;�) simplektik manifold ve H :M ! R,M üzerinde tan¬ml¬

Hamilton fonksiyonu olsun. iXHt� = dHt denklemini sa¼glayan bir tek XHt vektör

alan¬na, zamana ba¼gl¬Hamilton vektör alan¬denir.

Böylece; XHt lokal olarak

XHt =
@

@t
+
@Ht
@
:
xi

@

@xi
� @Ht
@xi

@

@
:
xi

(1.22)

şeklinde ifade edilir.[5]

� : I = (��; �) ! R �M , � > 0 için XHt vektör alan¬n¬n bir integral e¼grisi

olsun. Böylece,

� (t) = (t; xi (t) ;
:
xi (t)) (1.23)
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ve ayr¬ca �, XHt�nin bir integral e¼grisi oldu¼gundan

:
� (t) = XHt (� (t)) =

@

@t
+Xt (xi (t) ;

:
xi (t))

olur. Bu durumda

iXHt� = dHt

simplektik formu kullan¬larak

@xi
@t

=
@H

@
:
xi
,
@
:
xi
@t

= �@H
@xi

(1.24)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana ba¼gl¬Hamilton denklemleri denir.[4]

1.3.3 LORENTZ-M·INKOWSK·I UZAYI

Bu bölümde çal¬̧smam¬z¬n temel konumunu oluşturan Minkowski 4-uzay¬ile

ilgili temel geometrik ve cebirsel özellikler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.22: V sonlu boyutlu reel vektör uzay¬olsun.

h ; i : V � V ! R (1.25)

bi-lineer fonksiyonu 8v; w 2 V için hv; wi = hw; vi özelli¼gini sa¼glayan h ; i�
ye V üzerinde bir simetrik bi-lineer form denir.

V , vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bi-lineer form h ; i olmak üzere;

i)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i > 0 ise h ; i bi-lineer formu pozitif
tan¬ml¬,

ii)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i < 0 ise h ; i bi-lineer formu negatif
tan¬ml¬,

iii) 8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h ; i bi-lineer formu yar¬-pozitif
tan¬ml¬,

iv)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h ; i bi-lineer formu yar¬-negatif
tan¬ml¬,

v)8�!v 2 V , h�!v ;�!v i = 0 için �!v = 0 oluyorsa h ; i bi-lineer formuna
non-dejenere,aksi halde dejenere denir.[15]

Tan¬m 1.23: h ; i, V üzerinde simetrik bi-lineer form ve W da V �nin bir

altuzay¬olsun. h ; i�nin W üzerinde k¬s¬tlan¬̧s¬h ; iW olmak üzere
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h ; iW : W �W ! R

negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna h ; i
simetrik bi-lineer formun indeksi denir. E¼ger h ; i�nin indeksi v ise

0 � v � boyV

dir.[14]

Tan¬m 1.24: M , türevlenebilir (C1-s¬n¬f¬ndan) manifold ve

h ; i : � (M)� � (M)! C1 (M;R)

(�!x ;�!y )! h�!x ;�!y i

şeklinde tan¬mlanan simetrik, bi-lineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M

üzerinde bir metrik tensör denir. Bu metrik tensörün indeksi M manifoldunun

indeksi olarak ifade edilir.

M bir C1-s¬n¬f¬ndan manifold olmak üzere, � (M)�de tan¬ml¬h ; i iç çarp¬m
fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzay¬na bir iç çarp¬m indirger, öyleki;
�!
X;
�!
Y 2 � (M) ve p 2M için,

�!
X p;

�!
Y p 2 TM (p) dir. Böylece

h ; i : TM (p)! TM (p)! R

simetrik bi-lineer, non-dejenere dönüşüm tan¬mlayan h ; ip fonksiyonuna TM (p)
üzerinde bir metrik tensör denir.[14]

Tan¬m 1.25: M bir C1-s¬n¬f¬ndan manifold ve h ; i de M üzerinde sabit in-

deksli bir metrik tensör olmak üzere (M; h ; i) ikilisine bir yar¬-Riemann mani-
foldu denir.

M�nin indeksi v olmak üzere 0 � v � n = boyM için, v = 0 ise M�nin

bir Riemann manifoldu, v = 1 ve n� 2 durumunda ise M�ye Lorentz manifoldu
denir.[14]

Tan¬m 1.26: R4, 4-boyutlu standart reel vektör uzay¬üzerinde 8p 2 R4 ve
Vp;Wp 2 Tp (R4) olmak üzere

hVp;Wpi = �v1w1 + v2w2 + v3w3 + v4w4 (1.26)

eşitli¼giyle verilen v-indeksli metrik tensörle elde edilen uzaya yar¬-Öklidyen uzay

denir ve R4V ile gösterilir. Burada s¬ras¬yla vive wi ler Vpve Wp tanjant vektör-

lerinin bileşenleridir. [2]
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Özel olarak v = 1 ve n � 2 durumunda ise E41 , 4-boyutlu Minkowski uzay¬

ad¬n¬al¬r. Metrik tensör ise Lorentz metri¼gi olarak adland¬r¬l¬r.[14]

Tan¬m 1.27:
�!
X = (x1; x2; x3; x4) 2 E41 olsun. E¼ger,

i)
D�!
X;
�!
X
E
< 0 ise

�!
X timelike vektör,

ii)
D�!
X;
�!
X
E
> 0 veya

�!
X = 0 ise

�!
X spacelike vektör,

iii)
D�!
X;
�!
X
E
= 0 ve

�!
X 6= 0 ise �!Xnull vektör

olarak ifade edilir.[14]

Tan¬m 1.28: E41 Minkowski 4-uzay¬n¬n bütün timelike vektörlerin kümesi �

olsun. Böylece 8u 2 � için

C (�!u ) = f�!x 2 � : h�!u ;�!x i < 0g =
��!x 2 E41 : g (x� u; x� u) < 0	 (1.27)

biçiminde tan¬mlanan C (�!u ) kümesine u�yu içeren E41 ün time-konisi denir.[14]

τ

x

y

Timelike

z

Spacelike

Lightlike

C ışık konisi

şekil 2

Teorem 1.2: E41 Minkowski 4-uzay¬nda
�!x ve �!y timelike vektörleri ayn¬

timekonisinin eleman¬ise

h�!x ;�!y i = �k�!x k k�!y k cosh � (1.28)

olacak şekilde bir tek � � 0 reel say¬s¬vard¬r.
Yukar¬daki verilen � reel say¬s¬na�!x ve�!y timelike vektörleri aras¬ndaki Lorentz

timelike aç¬denir.[3; 14]
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2 MINKOWSKI 4-UZAYINDA

EULER-LAGRANGE MEKAN·IK S·ISTEM-

LER

Teorik �zikte Minkowski 4-uzay¬, 3-boyutlu Öklid uzay¬na 1-zaman paramet-

resi eklenerek tan¬mlanan uzayd¬r. Bu sebeple ço¼gunlukla Öklid uzay¬ile izomorf

olarak da kabul edilir. Bir Öklidyen uzay¬n simetri grubu Öklidyen grup olarak

adland¬r¬l¬r ve Minkowski uzay¬ için bir Poincare grubudur. Minkowski uzay¬

Poincare grubun homojen uzay¬olarak bir a�n uzayd¬r. Dolay¬s¬yla n � 2 için

n boyutlu Minkowski uzay¬, n reel boyutlu bir vektör uzay¬d¬r. n boyutlu reel

uzay¬n geometrik olarak C1- manifold yap¬s¬na da sahip oldu¼gu aşikard¬r.

Bu bölümde öncelikle çal¬̧smam¬z¬n temel alan¬n¬oluşturan Euler-Lagrange

mekanik sistemlerini inceleyece¼giz.

2.1 EULER-LAGRANGE S·ISTEMLER

1.3.1 �de tan¬mlanan (E; �;M) demetini ele alal¬m. Burada E total mani-

fold, M baz manifold olarak kabul edilmi̧sti. Ayr¬ca, E ve M birer C1- mani-

foldlard¬r. Minkowski geometrisinde çal¬̧s¬rken key� bir M manifoldu için demet

yap¬s¬ oluşturmak �ziksel uygulamalar aç¬s¬ndan elveri̧sli de¼gildir. Çünkü, bu

kullan¬mda jet demet yap¬s¬ tan¬mlan¬rken oluşturulan türevsel koordinatlar¬n

genel bir durumu söz konusu olur. Bu ise �ziksel yorumlar¬güçleştirir. Ayr¬ca,

�ziksel yorumlamlarda genel olarak 3-boyutlu uzay yap¬s¬ile zaman parametresi

kullan¬m¬daha yayg¬nd¬r. Bu sebeple oluşturaca¼g¬m¬z demet yap¬s¬n¬n baz mani-

foldunu bir boyutlu reel uzay R olarak kabul edece¼giz. Bu kabulün başka bir avan-

taj¬ise bu uzayda tan¬mlayaca¼g¬m¬z koordinat¬zaman parametresi olarak kabul

edebilmemizdir. Zaten mekanik sistemler üzerine yap¬lan çal¬̧smalar¬n uygu-

lamalar¬nda baz uzay olarak reel uzay¬n al¬nmas¬ s¬kl¬kla tercih edilmektedir.

O halde Minkowski demet yap¬s¬n¬kurmak için total manifoldu da çal¬̧smam¬z

gereken uzay yap¬s¬olarak seçmeliyiz. Yani, Minkowski uzay¬n¬n yukar¬da verdi¼gi-

miz aç¬klamaya dayal¬olarak kabul edilen manifold yap¬s¬n¬kullanmal¬y¬z.

O halde, (E41 ; �; R)�in bir demet oldu¼gunu görelim. Demet yap¬s¬için önce-

likle trivial yap¬y¬oluşturmak gerekir. Bunun için gerekli olan ve bölüm 1.3.1�de

tan¬mlanan komütatif diyagram aşa¼g¬daki şekilde ifade edilirse;

E41 ��! E4

� # # �R
R

�!
IR R

(2.1)
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burada � bir izomor�zm, �R örten submersiyon ve IR özdeşlik dönüşümü olmak

üzere

� = IR � ��1R � ��1

olur. Di¼ger bir ifadeyle

IR � � = �R � �

oldu¼gundan 2.1 diyagram¬komütatiftir. Sonuç olarak � diferansiyellenebilir bir

dönüşümdür. Böylece, (E41 ; �; R) bir demet yap¬s¬oluşturur.

Şimdi (E41 ; �; R) demetini alal¬m. Bu demet üzerindeki jet demet yap¬s¬n¬

J1E41 olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda jet demetin koordinatlar¬aşa¼g¬daki şekil-

de ifade edilecektir.

E41�in koordinatlar¬(x1; x2; x3; x4) veR�nin koordinat¬(t) olmak üzere, J
1E41�in

koordinatlar¬

(t; x1; x2; x3; x4;
:
x1;

:
x2;

:
x3;

:
x4) (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, jet demet yap¬s¬ndan gelen (
:
xi) türevsel koordinat-

lar¬aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir.

:
x1 =

dx1
dt
;

:
x2 =

dx2
dt
;

:
x3 =

dx3
dt
;

:
x4 =

dx4
dt

(2.3)

� 2 � (�) kesiti ise,
� : R! E41

t! � (t)

olarak belirlidir ve � � � = idR sa¼glan¬r. (U; u) indirgenmi̧s koordinat sistemini
de,

U =
�
J1p� : � (p) 2 U

	
u = (t; xi;

:
xi) 1 � i � 4

olarak tan¬mlar¬z. Buna ba¼gl¬olarak, bu koordinatlar için

t
�
J1p�

�
= tjp; xi

�
J1p�

�
= xi (� (p))

eşitlikleri geçerli olup, yeni tan¬mlanan 4-adet
:
xi : U ! R fonksiyonlar¬göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda,
:
xi(J

1
p�) =

@�i
@t
jp; 1 � i � 4 (2.4)

eşitli¼gi vard¬r. Böylece, Minkowski uzay¬için jet demet yap¬s¬oluşturulmuş olur.

Şimdi, oluşturdu¼gumuz bu demet yap¬s¬ üzerinde bölüm 1.3.2� de verilen

mekanik sistemleri oluştural¬m. Bunun için öncelikle en temel geometrik yap¬
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olan ve 1.12�de verilen yaklaş¬k tanjant yap¬n¬n varl¬¼g¬n¬ve matematiksel ifadesini

görmemiz gerekir.

Buna göre, E41 üzerindeki jet demet için yaklaş¬k tanjant yap¬,

J : T
�
J1E41

�
! T

�
J1E41

�
şeklinde ifade edilen bir dönüşüm olup, J2 = 0 koşulunu sa¼glayan (1; 1) tipinden

tensör alan¬ olmal¬d¬r.O halde, J1E41 demeti üzerindeki tan¬mlanan koordinat

sistemini kullanarak aşa¼g¬daki şekilde yaklaş¬k tanjant yap¬y¬oluşturabiliriz.

J

�
@

@x1

�
= � @

@
:
x1
; J

�
@

@x2

�
=

@

@
:
x2

J

�
@

@x3

�
=

@

@
:
x3
; J

�
@

@x4

�
=

@

@
:
x4

J

�
@

@
:
x1

�
= J

�
@

@
:
x2

�
= J

�
@

@
:
x3

�
= J

�
@

@
:
x4

�
= 0

J

�
@

@t

�
= � :

x1
@

@
:
x1
+

:
x2

@

@
:
x2
+

:
x3

@

@
:
x3

:
+x4

@

@
:
x4

Dikkat edilirse J2 = 0 koşulu sa¼glan¬r. Yukar¬da aç¬k ifadesi verilen J tensör

alan¬

J = (�dx1 �
:
x1dt)�

@

@
:
x1
+ (dx2 +

:
x2dt)�

@

@
:
x2

+(dx3 +
:
x3dt)�

@

@
:
x3
+ (dx4 +

:
x4dt)�

@

@
:
x4

elde edilir. Bundan sonra elde edilecek geometrik yap¬lar¬, koordinat fonksiyon-

lar¬n¬n çoklu¼gu aç¬s¬ndan uygun bir düzenleme ile formülize edebilmek için notas-

yonlar kullanaca¼g¬z. Minkowski metri¼ginden gelen negatif terimin bu düzenleme

içerisinde korunabilmesi için, negatif ve pozitif terimleri betimleyen notasyonlar

belirleyece¼giz. Buna göre J yaklaş¬k tanjant yap¬k¬saca,

�i =

(
�1; i = 1

1; i = 2; 3; 4

olmak üzere

J =

4X
i=1

�i (dxi �
:
xidt)�

@

@
:
xi

(2.5)
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şeklinde ifade edilebilir. Bu ise yine (1; 1) tipinden tensör alan¬n¬gösterir. Bu

durumda, bölüm 1.3.2�de tan¬mlanan ve aç¬k ifadesi 1.13 ile gösterilen semispray

bu bölümde kullan¬lan jet demet yap¬s¬üzerinde aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir;

" =
@

@t
� :
x1

@

@x1
+

:
x2

@

@x2
+

:
x3

@

@x3
+

:
x4

@

@x4
� "1

@

@
:
x1
+ "2

@

@
:
x2
+ "3

@

@
:
x3
+ "4

@

@
:
x4

K¬saca,

" =
@

@t
+

4X
i=1

�i

�
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

�
(2.6)

şeklindedir. Bu semisprayin yaklaş¬k tanjant yap¬üzerindeki de¼geri al¬narak elde

edilen Liouville vektör alan¬ise;

V = �2 :
x1

@

@
:
x1
+ 2

:
x2

@

@
:
x2
+ 2

:
x3

@

@
:
x3
+ 2

:
x4

@

@
:
x4

= 2
4X
i=1

�i
:
xi
@

@
:
xi

(2.7)

şeklinde belirlenir.

Mekanik sistemler için enerji denklemlerinin elde edilmesinde kullan¬lan ve

bölüm 1.3.2�de 1.14 ile verilen Poincare-Cartan 1-formu, 1.15 ile verilen Poincare-

Cartan 2-formu tan¬mlayabilmemiz için öncelikle diferansiyel operatörüMinkowski

jet demet yap¬s¬n¬n koordinatlar¬ile ifade etmemiz gerekir. O halde d diferansiyel

operatörü

d =
@

@t
dt� @

@x1
dx1 +

@

@x2
dx2 +

@

@x3
dx3 +

@

@x4
dx4

� @

@
:
x1
d
:
x1 +

@

@
:
x2
d
:
x2 +

@

@
:
x3
d
:
x3 +

@

@
:
x4
d
:
x4

K¬saca,

d =
@

@t
dt+

4X
i=1

�i

�
@

@xi
dxi +

@

@
:
xi
d
:
xi

�
(2.8)
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olarak tan¬mlan¬r. Buna göre, Minkowski jet demet yap¬s¬n¬n koordinatlar¬ ile

Poincare-Cartan 1-formu bölüm 1.3.2�deki i̧slemlere benzer olarak aşa¼g¬daki biçim-

de elde edilir.

�L = dJL+ Ldt

= � :
x1
@L

@
:
x1
dt+

:
x2
@L

@
:
x2
dt+

:
x3
@L

@
:
x3
dt+

:
x4
@L

@
:
x4
dt

� @L
@
:
x1
dx1 +

@L

@
:
x2
dx2 +

@L

@
:
x3
dx3 +

@L

@
:
x4
dx4 + Ldt

Bu eşitlik k¬saca,

�L =
4X
i=1

�i

�
:
xi
@L

@
:
xi
dt+

@L

@
:
xi
dxi

�
+ Ldt

(2.9)

şeklinde ifade edilebilir. Bu 1-formun tekrar diferansiyellenmesi ile Poincare-

Cartan 2-form elde edilir.


L = ddJL+ dL ^ dt

= (dx1 ^ dt)
�
@2L

@t@
:
x1
+

:
x1

@2L

@x1@
:
x1
� :
x2

@2L

@x1@
:
x2

� :
x3

@2L

@x1@
:
x3
� :
x4

@2L

@x1@
:
x4
� @L

@x1

�

+(dx2 ^ dt)
�
� @2L

@t@
:
x2
� :
x1

@2L

@x2@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x2@
:
x2

+
:
x3

@2L

@x2@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x2@
:
x4
+
@L

@x2

�

+(dx3 ^ dt)
�
� @2L

@t@
:
x3
� :
x1

@2L

@x3@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x3@
:
x2

+
:
x3

@2L

@x3@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x3@
:
x4
+
@L

@x3

�
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+(dx4 ^ dt)
�
� @2L

@t@
:
x4
� :
x1

@2L

@x4@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x4@
:
x2

+
:
x3

@2L

@x4@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x4@
:
x4
+
@L

@x4

�

+(d
:
x1 ^ dt)

�
:
x1
@2L

@
:
x1
2 �

:
x2

@2L

@
:
x1@

:
x2
� :
x3

@2L

@
:
x1@

:
x3
� :
x4

@2L

@
:
x1@

:
x4

�

+(d
:
x2 ^ dt)

�
� :
x1

@2L

@
:
x1@

:
x2
+

:
x2
@2L

@
:
x2
2 +

:
x3

@2L

@
:
x2@

:
x3
+

:
x4

@2L

@
:
x2@

:
x4
+ 2

@L

@
:
x2

�

+(d
:
x3 ^ dt)

�
� :
x1

@2L

@
:
x1@

:
x3
+

:
x2

@2L

@
:
x2@

:
x3
+

:
x3
@2L

@
:
x3
2 +

:
x4

@2L

@
:
x3@

:
x4
+ 2

@L

@
:
x3

�

+(d
:
x4 ^ dt)

�
� :
x1

@2L

@
:
x1@

:
x4
+

:
x2

@2L

@
:
x2@

:
x4
+

:
x3

@2L

@
:
x3@

:
x4
+

:
x4
@2L

@
:
x4
2 + 2

@L

@
:
x4

�

+(dx1 ^ dx2)
�
� @2L

@x1@
:
x2
+

@2L

@x2@
:
x1

�
+(dx1 ^ dx3)

�
� @2L

@x1@
:
x3
+

@2L

@x3@
:
x1

�

+(dx1 ^ dx4)
�
� @2L

@x1@
:
x4
+

@2L

@x4@
:
x1

�
+(dx2 ^ dx3)

�
� @2L

@x2@
:
x3
+

@2L

@x3@
:
x2

�

+(dx2 ^ dx4)
�
� @2L

@x2@
:
x4
+

@2L

@x4@
:
x2

�
+(dx3 ^ dx4)

�
� @2L

@x3@
:
x4
+

@2L

@x4@
:
x3

�

+(dx1 ^ d
:
x1)

�
� @

2L

@
:
x1
2

�
+ (dx1 ^ d

:
x2)

�
@2L

@
:
x1@

:
x2

�

+(dx1 ^ d
:
x3)

�
@2L

@
:
x1@

:
x3

�
+ (dx1 ^ d

:
x4)

�
@2L

@
:
x1@

:
x4

�

+(dx2 ^ d
:
x1)

�
@2L

@
:
x1@

:
x2

�
+ (dx2 ^ d

:
x2)

�
� @

2L

@
:
x2
2

�

+(dx2 ^ d
:
x3)

�
� @2L

@
:
x2@

:
x3

�
+ (dx2 ^ d

:
x4)

�
� @2L

@
:
x2@

:
x4

�

+(dx3 ^ d
:
x1)

�
@2L

@
:
x1@

:
x3

�
+ (dx3 ^ d

:
x2)

�
� @2L

@
:
x2@

:
x3

�
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+(dx3 ^ d
:
x3)

�
� @

2L

@
:
x3
2

�
+ (dx3 ^ d

:
x4)

�
� @2L

@
:
x3@

:
x4

�

+(dx4 ^ d
:
x1)

�
@2L

@
:
x1@

:
x4

�
+ (dx4 ^ d

:
x2)

�
� @2L

@
:
x2@

:
x4

�

+(dx4 ^ d
:
x3)

�
� @2L

@
:
x3@

:
x4

�
+ (dx4 ^ d

:
x4)

�
� @

2L

@
:
x4
2

�

bulunur. K¬saca,

�i = �j =

(
�1; i = 1

1; i = 2; 3; 4

�ij =

8>><>>:
�1; i = j = 1

1; i � 2 ve i = j

�1; i � 2 ve i 6= j

�ij =

(
0; i = j

�1; i 6= j

notasyonlar¬kullan¬larak


L =
4X
i=1

�i

("
(dxi ^ dt)

 
@2L

@t@
:
xi
+

4P
j=1

�j
:
xj

@2L

@xi@
:
xj

!#

+

"
(d

:
xi ^ dt)

 
4P
j=1

�j
:
xj

@2L

@
:
xi@

:
xj

!#
+

�
@L

@xi
+ 2

@L

@
:
xi

�)

+
4P

i;j=1

�
(d

:
xi ^ d

:
xj) �ij

@2L

@
:
xi@xj

+ (dxi ^ dxj)�ij
@2L

@xi@
:
xj

�
+ 2

@L

@
:
x1

(2.10)

eşitli¼gi ile ifade edilen 2-forma Poincare Cartan 2-formu denir.

Bölüm 1.3.2�de 1.16�da verilen i"
 = 
 (") = 0 denkleminin çözümlerinin

Euler-Lagrange enerji denklemini verdi¼gini biliyoruz. Buna göre, yukar¬da tan¬m-

lad¬¼g¬m¬z geometrik yap¬lar¬kullanarak bu denklemi çözdü¼gümüz taktirde, elde
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edilen çözüm, Minkowski jet demeti üzerinde Euler-Lagrange denklemini verir.

Dolay¬s¬yla bu çözüm için gerekli olan i̧slemleri yaparsak,

i"
 = 
 (")

= �( @
2L

@t@
:
x1
+

:
x1

@2L

@x1@
:
x1
� :
x2

@2L

@x1@
:
x2
� :
x3

@2L

@x1@
:
x3
� :
x4

@2L

@x1@
:
x4
� @L

@x1

� :
x2

@2L

@x1@
:
x2
+

:
x2

@2L

@x2@
:
x1
� :
x3

@2L

@x1@
:
x3
+

:
x3

@2L

@x3@
:
x1
� :
x4

@2L

@x1@
:
x4
+

:
x4

@2L

@x4@
:
x1

+"1
@2L

@
:
x1
2 + "2

@2L

@
:
x1@

:
x2
+ "3

@2L

@
:
x1@

:
x3
+ "4

@2L

@
:
x1@

:
x4
)dx1

�(� @2L

@t@
:
x2
� :
x1

@2L

@x2@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x2@
:
x2
+

:
x3

@2L

@x2@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x2@
:
x4
+
@L

@x2

� :
x1

@2L

@x1@
:
x2
+

:
x1

@2L

@x2@
:
x1
� :
x3

@2L

@x3@
:
x2
+

:
x3

@2L

@x2@
:
x3
� :
x4

@2L

@x4@
:
x2
+

:
x4

@2L

@x2@
:
x4

�"1
@2L

@
:
x1@

:
x2
� "2

@2L

@
:
x2
2 � "3

@2L

@
:
x2@

:
x3
� "4

@2L

@
:
x2@

:
x4
)dx2

�(� @2L

@t@
:
x3
� :
x1

@2L

@x3@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x3@
:
x2
+

:
x3

@2L

@x3@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x3@
:
x4
+
@L

@x3

� :
x1

@2L

@x1@
:
x3
+

:
x1

@2L

@x3@
:
x1
� :
x2

@2L

@x2@
:
x3
+

:
x2

@2L

@x3@
:
x2
� :
x4

@2L

@x4@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x3@
:
x4

�"1
@2L

@
:
x1@

:
x3
� "2

@2L

@
:
x2@

:
x3
� "3

@2L

@
:
x3
2 � "4

@2L

@
:
x3@

:
x4
)dx3

�(� @2L

@t@
:
x4
� :
x1

@2L

@x4@
:
x1
+

:
x2

@2L

@x4@
:
x2
+

:
x3

@2L

@x4@
:
x3
+

:
x4

@2L

@x4@
:
x4
+
@L

@x4

� :
x1

@2L

@x1@
:
x4
+

:
x1

@2L

@x4@
:
x1
� :
x2

@2L

@x2@
:
x4
+

:
x2

@2L

@x4@
:
x2
� :
x3

@2L

@x3@
:
x4
+

:
x3

@2L

@x4@
:
x3

�"1
@2L

@
:
x1@

:
x4
� "2

@2L

@
:
x2@

:
x4
� "3

@2L

@
:
x3@

:
x4
� "4

@2L

@
:
x4
2 )dx4
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�( :x1
@2L

@
:
x1
2 �

:
x2

@2L

@
:
x1@

:
x2
� :
x3

@2L

@
:
x1@

:
x3
� :
x4

@2L

@
:
x1@

:
x4

:
�x1

@2L

@
:
x1
2 �

:
x2

@2L

@
:
x1@

:
x2
� :
x3

@2L

@
:
x1@

:
x3
� :
x4

@2L

@
:
x1@

:
x4
)d

:
x1

�(
:

�x1
@2L

@
:
x1@

:
x2
+

:
x2
@2L

@
:
x2
2 +

:
x3

@2L

@
:
x2@

:
x3
+

:
x4

@2L

@
:
x2@

:
x4
+ 2

@L

@
:
x2

:
+x1

@2L

@
:
x1@

:
x2
+

:
x2
@2L

@
:
x2
2 +

:
x3

@2L

@
:
x2@

:
x3
+

:
x4

@2L

@
:
x2@

:
x4
)d

:
x2

�(
:

�x1
@2L

@
:
x1@

:
x3
+

:
x2
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eşitli¼gi elde edilir. K¬saca,

i"
 = 
 (")

=

(
�

4P
i=1

:
xi
@2L

@t@
:
xi
+

4P
i=1

�i
:
xi

 
4P
j=1

:
xj

@2L

@
:
xi@xj

+
4P
j=1

"j
@2L

@
:
xi@

:
xj

!

+
4P
i=1

�
:
xi
@L

@
:
xi
+ 2�i"i

@L

@
:
xi

�
+ 2"1

@L

@
:
x1

�
dt

+

(
4P
i=1

�i

�
@2L

@t@
:
xi
� @L

@
:
xi

�
+

4P
i;j=1

�
�i"j

@2L

@
:
xi@

:
xj
+ �ij

:
xi

@2L

@xi@
:
xj

�

+
4P

i;j=1

�ij�i
:
xj

@2L

@
:
xj@xi

)
dxi �

(
4P

i;j=1

�ij

�
:
xj

@2L

@
:
xi@

:
xj
+

:
xj

@2L

@
:
xi@

:
xj

�)
d
:
xi

şeklinde ifade edilebilir. Bulunan denklem homojen bir diferansiyel denklemdir.

Dolay¬s¬yla elde edilen bu denklemde her diferansiyel terimin katsay¬s¬s¬f¬ra eşit

olmal¬d¬r. Bu eşitli¼gin kurulmas¬ile aşa¼g¬daki denklem sistemi elde edilir.
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(2.11)

şeklinde yaz¬labilir. Euler-Lagrange enerji denkleminin elde edilebilmesi için

2.11�deki k¬smi türevli denklem sistemi çözümlenmelidir. 2.11 non-lineer bir denk-

lem sistemidir. Dolay¬s¬yla, bir özel kabul alt¬nda çözümümümkündür.Bu nedenle

arad¬¼g¬m¬z çözüm için özel olarak,

"1 = �
:
x1; "2

:
= x2; "3 =

:
x3; "4 =

:
x4

(2.12)

kabulünü yapal¬m. Bu kabulü yaparken dikkat etti¼gimiz husus, Minkowski metri-

¼ginde ilk terimin negatif al¬nmas¬sebebiyle ve çal¬̧smam¬zda bu metrik kullan¬ld¬¼g¬

için burada da ilk terimin negatif olmas¬d¬r. Bunun d¬̧s¬nda, katsay¬fonksiyonlar¬

olan "i�ler hem t hem de xi koordinat fonksiyonlar¬n¬içermelidir. Türevsel koordi-

natlar¬n t ve xi koordinatlar¬na ba¼gl¬oldu¼gunu bildi¼gimize göre, katsay¬fonksiyon-

lar¬n¬n yerine özel olarak türevsel koordinatlar¬ kullanmam¬z uygun olur. Bu

kabul alt¬nda yukar¬daki denklem sisteminin ortak çözümü incelenecektir. Yine

metri¼gin negatif tan¬ml¬l¬k özelli¼gini dikkate alarak çözüm yap¬lmal¬d¬r. Bulunan

çözüm ise 1.17 ile verilen herhangi bir � demeti üzerinde elde edilmi̧s olan Euler-

Lagrange denkleminin genel yap¬s¬ile örtüşmelidir. Yap¬lan gerekli incelemeler

ve i̧slemler sonucunda aşa¼g¬da verilen ortak çözümün en elveri̧sli çözüm oldu¼gu

görülmüştür. Buna göre,
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ortak çözümünü yapar¬z. Gerekli hesaplamalar tamamland¬¼g¬nda aşa¼g¬da verilen

homojen diferansiyel denklem elde edilir.
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(2.13)

Sonuçta, bulunan bu denklem, elde edilmesi istenilen Euler-Lagrange denk-

leminin aç¬k halidir. Böylece çözüm tamamlanm¬̧s olur. K¬saca,

�i =

�
�1; i = 1

1; i = 2; 3; 4

olmak üzere Minkowski jet demet yap¬s¬üzerinde Euler-Lagrange enerji denklemi

aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir.
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1.17�de verilen denklem ile bu denklemin birinci ve sonuncu terimleri benzerdir.

Sadece özel kabulümüzden kaynaklanan katsay¬fonksiyonlar¬m¬z eklenmi̧stir. Bu

fonksiyonlar¬ daha da özelleştirip, örne¼gin bir sabit de¼gerini alsayd¬k bu kat-

say¬lar oluşmazd¬. Aradaki terimler kullan¬lan metri¼gin negatif tan¬ml¬olmas¬n-

dan dolay¬oluşur. 1.17�de metrik pozitif oldu¼gundan bu terimler sadeleşmeyle

ortadan kalkar. Sonuç olarak 2.14 eşitli¼gi Minkowski uzay¬nda Euler-Lagrange

enerji denklemini ifade eder.

2.2 UYGULAMALAR

Bu k¬s¬mda 2.14 ile verilen Euler-Lagrange enerji denkleminin baz¬yüzeyler

üzerinde incelenmesine dair örnekler verilmi̧stir. Burada amaç, enerji fonksiyo-

nunu t zaman ve x konum de¼gerine göre elde ederek, enerji de¼gerini hesaplamakt¬r.

Bu sayede oluşan hareket ve hareket esnas¬nda ortaya ç¬kan enerji için matema-

tiksel hesaplaman¬n yan¬s¬ra �ziksel yorum da yap¬labilir. Böylece çal¬̧smam¬z

teorik �zikte kullan¬lan matematiksel kavramlar¬daha somut hale getirir. Ayr¬ca

diferansiyel denklemlerin çözümü, enerji fonksiyonunun bulunmas¬n¬n yan¬s¬ra bu

fonksiyon ile hareketin her aşamas¬nda ortaya ç¬kan enerji de¼gerini hesaplamay¬

avantajl¬k¬lar.

2.2.1 Örnek: (HEL·IS ÖRNE¼G·I)

Minkowski zaman-koni üzerinde

� (�) = (t; r sinhu�; r coshu� sin �; r coshu� cos �)

(2.15)
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helisini alal¬m. [1] Bu helis e¼grisini aşa¼g¬daki gra�kle gösterebiliriz.

m

past

future

timelike

spacelike

null

helix

şekil 3

Şekil-3�de uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n Minkowski zaman koni

üzerine düştükten sonra, koni içinde kalan helis e¼grisi üzerindeki hareketini görmek-

teyiz. Zaman koni d¬̧s¬nda kalan e¼griler space-like e¼gri olarak tan¬mlan¬r. Dolay¬s¬y-

la parçac¬¼g¬n koni üzerine düşene kadar yapt¬¼g¬hareket space-like bir e¼gri üzerinde

olmal¬d¬r. Koni kabu¼guna de¼gdi¼gi anda, hareketli cisim null bir vektör üzerine

düşmüş olur. Zaman koninin içinde kalan e¼griler time-like e¼gridir. m parçac¬¼g¬

koni içinde hareketine devam ederse, bu hareketin do¼grultu ve büyüklü¼günü oluş-

turan vektörler birer time-like vektör olmal¬d¬r. Bizim esas çal¬̧sma alan¬m¬z koni

içinde oluşan hareket oldu¼gundan, sadece time-like vektörler ile çal¬̧smam¬z gerek-

ti¼gi aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla, helis e¼grisine herhangi bir noktadaki te¼get vektörün

time-like olmas¬incelendi¼ginde e¼grinin parametrizasyon de¼gerleri için baz¬şartlar

oluşur. Elde edilen bu koşullar çal¬̧smam¬zdaki temel kavramlar¬n do¼grulu¼gu ile

uyuşmaktad¬r. Ayr¬ca çözüm de¼gerlerimiz üzerinde de hareketin oluşumu aç¬s¬n-

dan baz¬ s¬n¬rlamalar getirir. Bu s¬n¬rlaman¬n olmas¬ da hareketin time koni

ile s¬n¬rl¬olmas¬ve koninin gelecek k¬sm¬ndan geçmi̧se do¼gru oluşmas¬aç¬s¬ndan

do¼gald¬r. Di¼ger yandan uzaydaki hareketin, yani space-like e¼gri üzerinde oluşan

hareketin zaman aral¬¼g¬ile time koni içinde oluşan hareketin zaman aral¬¼g¬farkl¬

al¬nabilir. Bunun sebebi �ziksel anlamda yer çekiminden kaynaklanan uzay ve

dünyadaki hareketlerde oluşan zamandaki farkl¬l¬kt¬r. Bu iki kavram her ne kadar

birbirine ba¼gl¬olabilse de matematiksel olarak iki ayr¬parametre ile tan¬mlana-

bilirler. O halde, bu çal¬̧smada uzay zaman¬s ve time koni içinde geçen zaman¬

t parametresi ile ifade edelim.

Şimdi, al¬nan helis e¼grisi için jetleri tan¬mlayal¬m. Jet manifold yap¬s¬n¬kur-

mak için öncelikle koordinat sistemini oluşturmal¬y¬z. Birinci jetlerin e¼grinin
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te¼get vektörleri ile çak¬̧s¬k oldu¼gunu biliyoruz. Bu nedenle helis e¼grisinin birinci

türevini alarak bize gerekli olan jet koordinat sistemini elde ederiz. O halde, bu

koordinatlar aşa¼g¬daki şekilde belirlenir;

 
s; t; r sinhu�; r coshu� sin �; r coshu� cos �;
:
t;
:
r sinhu�;

:
r coshu� sin �;

:
r coshu� cos �

!
(2.16)

Burada türevsel koordinatlarda kullan¬lan
:
t ve

:
r parametreleri

:
t =

dt

ds
;

:
r =

dr

ds
(2.17)

ile belirlidir. Helis için � aç¬s¬ sabit kalaca¼g¬ndan bu parametre için türev söz

konusu de¼gildir. Di¼ger yandan helis e¼grisinin time-like bir e¼gri olmas¬gerekti¼gini

ifade etmi̧stik. O halde,


�
0
; �

0�
< 0 olmal¬d¬r, ayr¬ca � iki time-like vektör

aras¬ndaki aç¬oldu¼gunda 1.28 eşitli¼gi sa¼glan¬r.

�
0
(�) = (0; ru coshu�; ru sinhu� sin � + r coshu� cos �; ru sinhu� cos � � r coshu� sin �)

oldu¼guna göre yukar¬daki 1.28 eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsaD
�
0
; �

0
E
= r2

�
cosh2 u� � u2

�
elde edilir. Burada 1.26 ile verilen metri¼gi kullan¬rken �

0
(�) h¬z vektöründeki

birinci terimi ihmal ederiz. Bunun sebebi, çal¬̧smam¬zda birinci koordinat zamana

kaŗs¬l¬k geldi¼gi için, burada da bu koordinat s¬f¬r oldu¼gundan �ziksel olarak bir

anlams¬zl¬kla kaŗs¬laş¬r¬z. Bu nedenle h¬z vektörünü tan¬mlarken vektörü zaman-

dan ayr¬tutup, konum de¼gerlerine ba¼gl¬kalaca¼g¬n¬gözönüne al¬r¬z. Bu nedenle

1.26�deki metri¼gi dikkate ald¬¼g¬m¬zda ve


�
0
; �

0�
< 0 olaca¼g¬için

�u < coshu� < u

koşulu alt¬nda çözüm vard¬r.

2.16 ile ifade edilen jet koordinatlar¬2.14 Lagrange enerji denkleminde yeri-

ne yaz¬l¬rsa helis e¼grisi üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z hareketin Euler-Lagrange enerji

denklemini elde ederiz. Böylece,

�
:
t
@2L

@s@
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t
� :
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Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. Gerekli sadeleştirmeleri yaparak denk-

lemi düzenledi¼gimizde,
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@
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(2.18)

denklemi elde edilir.

Burada s ve t zaman de¼gerleri birbirlerine ba¼gl¬kabul edilmi̧stir. Yani,

dt

ds
= k(sbt) (2.19)

olur. Böylece , t = ks eşitli¼gi elde edilir.

2.18 denklemi non-lineer bir denklem oldu¼gundan ancak özel koşul alt¬nda

çözülebilir. Burada t = t(s); L = L(t; s) oldu¼guna göre özel koşulu al¬rken

öncelikle türevsel koordinatlar¬kullanmay¬tercih ederiz. Buna göre

dL

d
:
r
= �) L = �

:
r (2.20)

dL

d
:
t
= �) L = �

:
t (2.21)

koşullar¬n¬n varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu koşullar¬2.18�de yerine yazarsak

dt

ds

@L

@t
+ 3

dr

ds

@L

@r
+ 6

dr

ds

@L

@
:
r
= 0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin düzenlenmesi ile

@L

@s
+ 3

@L

@s
+ 6

:
r
@L

@
:
r
= 0

eşitli¼gi bulunur. Yukar¬daki koşullar¬n tekrar kullan¬m¬ve sadeleştirme ile

35



) 3
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@L
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= 0

) 3
dr
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�+ 2

@L
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@r

@s
= 0

) dr
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�
3�+ 2

@L

@r

�
= 0

eşitli¼gi elde edilir.

Burada
dr

ds
6= 0 oldu¼gundan

2
@L

@r
= �3�

olmal¬d¬r. Böylece,

L = �3
2
�r (2.22)

enerji fonksiyonu elde edilir.

Di¼ger taraftan, 2.20 ve 2.22 eşitliklerini eşitlersek,

�
:
r = �3

2
�r

olaca¼g¬ndan,

dr

ds
= �3

2
r

) r = e�
3
2
s

) r = e�
3
2
t
k (2.23)

elde edilir. Buldu¼gumuz 2.23 yar¬çap fonksiyonunu 2.22 enerji fonksiyonunda

yerine yazarsak,

L = �3
2
�e�

3
2
t
k � (sbt) (2.24)
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bulunur. 2.24 eşitli¼gi helis e¼grisi için Euler-Lagrange enerji fonksiyonudur. Kabu-

lümüze uygun olarak temel parametrenin zaman oldu¼gunu görürüz. Demek ki

hareket ve hareketin oluşturdu¼gu enerji zamana ba¼gl¬olarak de¼ger al¬r.

Burada
dt

ds
= k eşitli¼gi ile belirli olan k�y¬bulmak için aşa¼g¬daki yol izlenir.

Dünya zaman¬ile Minkowski uzay zaman¬aras¬ndaki oran k oldu¼guna göre,

hareketli cismin dünyadaki h¬z¬n¬n Minkowski uzay¬ndaki h¬z¬na oran¬da k ol-

mal¬d¬r. Buna göre,

� (t) = (t; r sinhu�; r coshu� sin �; r coshu� cos �)

helis e¼grisini gözönüne ald¬¼g¬m¬zda Öklid uzay¬nda bu e¼gri boyunca hareket eden

cisimin h¬z¬

d�

dt
=

�
1;
dr

dt
sinhu�;

dr

dt
coshu� sin �;

dr

dt
coshu� cos �

�

eşitli¼ginden d�dt
 =

s�
d�

dt
;
d�

dt

�
=

s
1 +

�
dr

dt

�2
cosh 2u�

elde edilir. Benzer şekilde Minkowski uzay¬ndaki h¬z¬ise

d�

ds
=

�
dt

ds
;
dr

ds
sinhu�;

dr

ds
coshu� sin �;

dr

ds
coshu� cos �

�

olur ve d�ds
 =

s�
d�

ds
;
d�

ds

�
=

s�
dr

ds

�2
cosh 2u� � k2

h¬z de¼geri bulunur. O halde bu eşitlikleri oranlad¬¼g¬m¬zda, k oran¬n¬n korunaca¼g¬n¬

bildi¼gimize göre aşa¼g¬daki eşitli¼gi yazabiliriz.

d�dt
d�ds
 =

s
1 +

�
dr

dt

�2
cosh 2u�s�

dr

ds

�2
cosh 2u� � k2

= k (2.25)
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Burada 2.23 ile belirli olan yar¬çap fonksiyonunda t ve s�ye göre türevleri gözönüne

al¬r ve yerine yazarsak,

r
1 +

9

4k2
e�

3t
k cosh 2u�r

9

4
e�3s cosh 2u� � k2

= k

bulunur. Gerekli düzenlemeleri yaparak k oran¬ ile t zaman¬aras¬nda varolan

ba¼g¬nt¬y¬aşa¼g¬daki şekilde elde ederiz.

t = �k
3
ln

�
4k2 (1 + k4)

9 (k4 � 1) cosh 2u�

�
(2.26)

2.2.2 Örnek: (ÇEMBER ÖRNE¼G·I)

Minkowski zaman-koni üzerinde

� (�) = (t; r cos �; r sin �; u) (2.27)

çemberini alal¬m.

m

past

future

timelike

spacelike

null

circle
e

m

r
timelike

şekil 4

Şekil-4�de uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n Minkowski zaman koni

üzerine düştükten sonra, koni içinde kalan çember e¼grileri üzerindeki hareketini
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görmekteyiz. Bu örnekte de helis örne¼gindekine benzer bir hareket düşünmek-

teyiz. Bu nedenle helis örne¼ginde ald¬¼g¬m¬z e¼gri tipleri burada da geçerlidir. Yal-

n¬z m cismi burada helisten farkl¬olarak çember e¼grilerine belli bir noktada de¼ge-

cek şekilde düşme yapar. Bu düşme esnas¬nda çemberlerin yar¬çaplar¬n¬n zamana

ba¼gl¬olarak de¼gi̧sece¼gi aç¬kt¬r. Bu de¼gi̧sim helis örne¼ginde oldu¼gu gibi enerjinin

zamana ba¼gl¬olmas¬n¬gerektirir. Bunun yan¬s¬ra,bu çal¬̧smada uzay zaman¬ s

ve time koni içinde geçen zaman¬t parametresi olmak üzere, bu zaman de¼gerleri

aras¬nda yine belirli bir oran olmal¬d¬r.

Şimdi al¬nan çember e¼grisi için jetleri tan¬mlayal¬m. Birinci jetlerin e¼grinin

te¼get vektörleri ile çak¬̧s¬k oldu¼gunu bildi¼gimize göre, çember e¼grisinin birinci

türevini alarak bize gerekli olan jet koordinat sistemini elde ederiz. O halde, jet

koordinatlar aşa¼g¬daki şekilde belirlenir;

�
s; t; r cos �; r sin �; u;

:
t;
:
r cos �;

:
r sin �; 0

�
(2.28)

Burada türevsel koordinatlarda kullan¬lan
:
t ve

:
r parametreleri 2.17�de verildi¼gi

şekilde belirlidir. m cisminin düşme hareketinin belli bir noktada oldu¼gunu kabul

etti¼gimiz için, bu noktan¬n ve izdüşümlerinin, çemberlerin asal eksenleri ile yapt¬¼g¬

� aç¬s¬n¬n sabit kalaca¼g¬n¬kabul edebiliriz. Dolay¬s¬yla � parametresi için zamana

göre türev söz konusu de¼gildir. Di¼ger yandan çember e¼grisi bir time-like bir e¼gri

oldu¼gundan


�
0
; �

0�
< 0 olmal¬d¬r.

�
0
(�) = (0;�r sin �; r cos �; 0)

oldu¼gundan

sin 2� < 0

yani

180� < 2� < 360�

90� < � < 180� (2.29)

koşulu sa¼glanmal¬d¬r. Bu ise şekil-4�de görülmektedir.

2.28 jet koordinatlar¬n¬2.14 enerji denkleminde yerine yazarsak,

�
:
t
@2L

@s@t
� :
r cos �

@2L

@s@
:
r cos �

� :
r sin �

@2L

@s@
:
r sin �
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�
:
t
2 @2L

@t@
:
t
+

:
t
:
r cos �

@2L

@t@
:
r cos �

+
:
t
:
r sin �

@2L

@t@
:
r cos �

+
:
t
@L

@t

�
:
t
:
r cos �

@2L

@r cos �@
:
t
+ (

:
r cos �)

2 @2L

@r cos �@
:
r cos �

+
:
r cos �

:
r sin �

@2L

@r cos �@
:
r sin �

+
:
r cos �

@L

@r cos �
�

:
t
:
r sin �

@2L

@r sin �@
:
t
+

:
r cos �

:
r sin �

@2L

@r cos �@
:
r sin �

+(
:
r sin �)

2 @2L

@r sin �@
:
r sin �

+
:
r sin �

@L

@r sin �
+

:
t
2 @2L

@
:
t@

:
t
�

:
+t

:
r cos �

@2L

@
:
r cos �@

:
t

+(
:
r cos �)

2 @2L

@
:
r cos �@

:
r cos �

+
:
r cos �

:
r sin �

@2L

@
:
r cos �@

:
r sin �

+
:
t
:
r sin �

@2L

@
:
r sin �@

:
t

+
:
r cos �

:
r sin �

@2L

@
:
r cos �@

:
r sin �

+ (
:
r sin �)

2 @2L

@
:
r sin �@

:
r sin �

�
:
t
:
r cos �

@2L

@
:
t@

:
r cos �

�
:
t
:
r sin �

@2L

@
:
t@

:
r sin �

+ 2
:
r cos �

@L

@
:
r cos �

+ 2
:
r sin �

@L

@
:
r sin �

= 0

Euler-Lagrange enerji denklemini elde ederiz. Bu denklemi düzenledi¼gimizde,

�
:
t
@2L

@s@
:
t
� 2 :r @

2L

@s@
:
r
�

:
t
2 @2L

@t@
:
t
+ 2

:
t
:
r
@2L

@t@
:
r
+

:
t
@L

@t
� 2

:
t
:
r
@2L

@r@
:
t
+ 4

:
r
2 @2L

@r@
:
r

+2
:
r
@L

@r
+

:
t
2 @2L

@
:
t@

:
t
+ 2

:
t
:
r
@2L

@
:
r@

:
t
+ 4

:
r
2 @2L

@
:
r@

:
r
� 2

:
t
:
r
@2L

@
:
r@

:
t
+ 4

:
r
@L

@
:
r
= 0

(2.30)

elde edilir.

Burada s ve t birbirine ba¼gl¬oldu¼gundan, 2.19 eşitli¼gini gözönüne ald¬¼g¬m¬zda

t = ks olur.

Elde edilen bu denklem yine non-lineer bir denklem oldu¼gundan özel koşul

alt¬nda çözüme gideriz. Bu örnekte de 2.20 ve 2.21 koşullar¬n¬aynen kabul edelim.

Bu koşullar ile denklemi yeniden düzenlersek,

dt

ds

@L

@t
+ 2

dr

ds

@L

@r
+ 4

dr

ds

@L

@
:
r
= 0

40



) @L

@s
+ 2

@L

@s
+ 4

:
r
@L

@
:
r
= 0

) 4
:
r�+ 3

@L

@s
= 0

) 4
dr

ds
�+ 3

@L

@r

@r

@s
= 0

) dr

ds

�
4�+ 3

@L

@r

�
= 0

eşitli¼gi elde edilir. Burada
dr

ds
6= 0 olaca¼g¬ndan

3
@L

@r
= �4�

bulunur. Bu eşitli¼gin çözümü ile

L = �4
3
�r

(2.31)

Euler-Lagrange fonksiyonu elde edilir.

Di¼ger taraftan, 2.20 ve 2.31�den

�
:
r = �4

3
�r

olaca¼g¬için,

dr

ds
= �4

3
r

) r = e�
4
3
s
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) r = e�
4
3
t
k

(2.32)

yar¬çap fonksiyonu elde edilir. O halde çember e¼grisi için Euler-Lagrange fonksiyo-

nu,

L = �4
3
�e�

4
3
t
k �(sbt) (2.33)

olarak belirlenir. Kabulümüze uygun olarak yine temel parametrenin zaman

oldu¼gunu görürüz. Demek ki çember üzerinde de hareket ve hareketin oluştur-

du¼gu enerji zamana ba¼gl¬olarak de¼ger al¬r.

Burada da
dt

ds
= k eşitli¼gi ile belirli olan k�y¬bulmak için yukar¬daki örne¼ge

benzer yol izlenir.

� (t) = (t; r cos �; r sin �; u)

çember e¼grisini gözönüne ald¬¼g¬m¬zda Öklid uzay¬nda bu e¼gri boyunca hareket

eden cisimin h¬z¬

d�

dt
=

�
1;
dr

dt
cos �;

dr

dt
sin �; 0

�
türevi hesaplanarak d�dt

 =
s�

d�

dt
;
d�

dt

�
=

s
1 +

�
dr

dt

�2

de¼geri ile elde edilir. Benzer şekilde Minkowski uzay¬ndaki h¬z¬ise,

d�

ds
=

�
dt

ds
;
dr

ds
cos �;

dr

ds
sin �; 0

�
Minkowski zamana göre türevi al¬narak,

d�ds
 =

s�
d�

ds
;
d�

ds

�
=

s�
dr

ds

�2
� k2

bulunur. O halde bu eşitlikleri oranlad¬¼g¬m¬zda,
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d�dt
d�ds
 =

s
1 +

�
dr

dt

�2
s�

dr

ds

�2
� k2

= k (2.34)

eşitli¼gi elde edilir. Burada 2.32 ile belirli olan yar¬çap fonksiyonunun t ve s�ye

göre türevlerini gözönüne al¬r ve yerine yazarsak,

r
1 +

16

9k2
e�

8t
3kr

16

9
e�

8
3
s � k2

= k

eşitli¼gi bulunur. Burada gerekli düzenlemeleri yapt¬¼g¬m¬zda,

t = �3k
8
ln

�
9k2 (1 + k4)

16 (k4 � 1)

�
(2.35)

k oran¬ile t zaman¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬elde edilir.
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3 MINKOWSKI 4-UZAYINDA

HAMILTON MEKAN·IK S·ISTEMLER

Bu bölümde analitik mekani¼gin önemli konular¬ndan bir di¼geri olan Hamil-

ton mekanik sistemlerini inceleyece¼giz. Öncelikle bölüm-2 de verilen Minkowski

jet demet yap¬s¬ üzerinde, Hamilton enerji denklemini elde etmek için gerekli

geometrik yap¬lar¬tan¬mlayaca¼g¬z. Daha sonra bulunan enerji denkleminin baz¬

örnekler üzerinde uygulamalar¬n¬gösterece¼giz.

3.1 HAMILTON S·ISTEMLER

Bölüm 2.1�de tan¬mlad¬¼g¬m¬z Minkowski jet demeti J1E41�ü ele alal¬m. Bu

demet yap¬s¬üzerindeki indirgenmi̧s koordinat sistemi 2.2 ile belirlenmi̧stir. Hatta

jet demet yap¬s¬ndan gelen türevsel koordinatlar burada da 2.3 ile ayn¬biçimde

ifade edilir. Buna göre, verilen koordinat sistemi kullan¬larak bölüm 1.3.2�de her-

hangi bir demet üzerinde tan¬ml¬olan Hamilton mekanik sistemlerini Minkowski

jet demet yap¬s¬üzerinde oluşturabiliriz. Aşa¼g¬da s¬ras¬yla bu geometrik yap¬lar

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bölüm 2.1�deMinkowski-4 uzay¬n¬n Öklid uzay¬na eş de¼ger oldu¼gunu, dolay¬s¬y-

la bir manifold yap¬s¬na sahip oldu¼gunu belirtmi̧stik. Buna göre Minkowski-4

uzay¬üzerinde bir kotanjant manifold yap¬s¬n¬n da var oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu kotan-

jant yap¬ile burada da 1.18 ile verilen Liouville form tan¬mlanabilir. O halde,

Minkowski jet demet yap¬s¬üzerinde Liouville form

� = � :
x1dx1 +

:
x2dx2 +

:
x3dx3 +

:
x4dx4

=

4X
i=1

�i
:
xidxi

(3.1)

eşitli¼gi ile ifade edilir. 2.8 ile tan¬mlanan diferansiyel operatör kullan¬larak elde

edilen � = �d� kanonik simplektik formu aşa¼g¬daki biçimdedir.

� = �dx1 ^ d
:
x1 + dx2 ^ d

:
x2 + dx3 ^ d

:
x3 + dx4 ^ d

:
x4

=
4X
i=1

�idxi ^ d
:
xi

(3.2)

44



Di¼ger yandan, iXH� = dH simplektik formunu sa¼glayan XH vektör alan¬na

Hamilton vektör alan¬dendi¼gini biliyoruz. Minkowski jet demet yap¬s¬üzerinde

Hamilton vektör alan¬n¬,

XH =
@

@t
+ "1

@

@x1
+ "2

@

@x2
+ "3

@

@x3
+ "4

@

@x4

+ �1
@

@
:
x1
+ �2

@

@
:
x2
+ �3

@

@
:
x3
+ �4

@

@
:
x4

(3.3)

şeklinde kabul edelim. Böylece, 1.20 eşitli¼gi kullan¬larak

iXH� = �"1d
:
x1 + "2d

:
x2 + "3d

:
x3 + "4d

:
x4 + �1dx1 � �2dx2 � �3dx3 � �4dx4

bulunur. Hamilton enerji fonksiyonunun diferansiyeli ise

dH =
@H

@t
dt� @H

@x1
dx1 +

@H

@x2
dx2 +

@H

@x3
dx3 +

@H

@x4
dx4

�@H
@
:
x1
d
:
x1 +

@H

@
:
x2
d
:
x2 +

@H

@
:
x3
d
:
x3 +

@H

@
:
x4
d
:
x4

şeklindedir. Bu 1-formlar¬n eşitlenmensiyle iXH� = dH simplektik formu gerçek-

lenir. Bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬yla çözüme gidilirse,

@H

@t
= 0

�@H
@x1

= �1;
@H

@x2
= ��2;

@H

@x3
= ��3;

@H

@x4
= ��4

�@H
@
:
x1
= �"1;

@H

@
:
x2
= "2;

@H

@
:
x3
= "3;

@H

@
:
x4
= "4

(3.4)
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eşitlikleri elde edilir. Sonuç olarak, 3.4�de elde edilen eşitliklerin 3.3 Hamilton

vektör alan¬nda yerine yaz¬lmas¬yla,

XH =
@

@t
+

4X
i=1

�
@H

@
:
xi

@

@xi
� @H
@xi

@

@
:
xi

�
(3.5)

Hamilton vektör alan¬bulunur. Di¼ger taraftan, 1.23 ile tan¬mlanan integral e¼grisi

Minkowski jet demet yap¬s¬üzerinde,

� : I � R! J
�
E41
�

t ! � (t) = (t; x1; x2; x3; x4;
:
x1;

:
x2;

:
x3;

:
x4)

(3.6)

eşitli¼gi ile ifade edilir. Bu integral e¼grisininXH (� (t)) = �
0
(t) denklemini sa¼glaya-

ca¼g¬n¬biliyoruz. Buna göre, herhangi bir t an¬nda � e¼grisinin

�
0
(t) =

dt

dt

@

@t
+
dx1
dt

@

@x1
+
dx2
dt

@

@x2
+
dx3
dt

@

@x3
+
dx4
dt

@

@x4

+
d
:
x1
dt

@

@
:
x1
+
d
:
x2
dt

@

@
:
x2
+
d
:
x3
dt

@

@
:
x3
+
d
:
x4
dt

@

@
:
x4

(3.7)

h¬z vektörü kullan¬larak XH (� (t)) = �
0
(t) denklemi çözüldü¼günde,

dxi
dt
=
@H

@
:
xi

ve
d
:
xi
dt
= �@H

@xi
i = 1; 2; 3; 4

(3.8)

eşitlikleri elde edilir. 3.8 eşitliklerine Minkowski-4 uzay¬n¬n Hamilton enerji denk-

lemleri denir.
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3.2 UYGULAMALAR

Bu k¬s¬mda 3.8 ile verilen Hamilton enerji denkleminin baz¬yüzeyler üzerinde

incelenmesine dair örnekler verilmi̧stir. Burada amaç, enerji fonksiyonunu t za-

man ve x konum de¼gerine göre elde ederek, Hamilton enerji de¼gerini hesaplamak-

t¬r. Bu sayede oluşan hareket ve hareket esnas¬nda ortaya ç¬kan Hamilton enerjisi

için matematiksel hesaplaman¬n yan¬s¬ra �ziksel yorum da yap¬labilir. Bu çal¬̧sma

ile teorik �zikte kullan¬lan baz¬matematiksel kavramlar¬daha somut hale getire-

biliriz. Ayr¬ca bulunan diferansiyel denklemlerin çözümlenebilir oldu¼gunu görüp,

okuyucuya çözüm methodlar¬hakk¬nda bilgi vermektedir. Çözüm fonksiyonunun

bulunmas¬ise ortaya ç¬kan enerji de¼gerini hesaplamay¬avantajl¬k¬lar.

3.2.1 Örnek: (HEL·IS ÖRNE¼G·I)

Minkowski zaman-koni üzerinde

� (�) = (t; r sinhu�; r coshu� sin �; r coshu� cos �)

helisini alal¬m.[1]

Şekil-3�de uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n Minkowski zaman koni

üzerine düştükten sonra, koni içinde kalan helis e¼grisi üzerindeki hareketi gös-

terilmi̧sti. Bu örnekte, m parçac¬¼g¬n¬n helis e¼grisi üzerindeki hareketi esnas¬nda

ortaya ç¬kan Hamilton enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Burada da hareket,

time-like bir e¼gri üzerinde geli̧sece¼gi için baz¬ön koşullar oluşacakt¬r. Öncelikle

bu koşullar¬bularak, Hamilton enerji fonksiyonunun hesaplanabilmesi için gerekli

matematiksel yap¬lar¬elde edece¼giz. Önceki bölümde oldu¼gu gibi, bu k¬s¬mda da

uzay zaman¬s ve time koni içinde geçen zaman¬t parametresi ile ifade edilsin.

Helis e¼grisi üzerinde jet koordinat sistemi 2.16 ile verilmi̧stir. Bu koordinatlar,�
s; t; r sinhu�; r coshu� sin �; r coshu� cos �;

:
t;
:
r sinhu�;

:
r coshu� sin �;

:
r coshu� cos �

�
şeklindedir. Burada türevsel koordinatlar 2.17 ile belirlidir. Di¼ger yandan, helis

için � aç¬s¬sabit kalaca¼g¬ndan bu parametre için türev söz konusu de¼gildir. Helis

e¼grisinin time-like bir e¼gri olmas¬gerekti¼gini ifade etmi̧stik. O halde,D
�
0
; �

0
E
< 0

olmal¬d¬r, ayr¬ca � iki time-like vektör aras¬ndaki aç¬ oldu¼gunda 1.28 eşitli¼gi

sa¼glan¬r. Buna göre,
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�
0
(�) = (0; ru coshu�; ru sinhu� sin � + r coshu� cos �; ru sinhu� cos � � r coshu� sin �)

olarak hesaplan¬r ve 1.28�deki metrik dikkate al¬n¬rsaD
�
0
; �

0
E
= r2

�
cosh2 u� � u2

�
elde edilir.



�
0
; �

0�
< 0 olaca¼g¬için

�u < coshu� < u (3.9)

koşulu alt¬nda çözüm vard¬r. Dikkat edilirse, helis e¼grisi için Lagrange veya Hamil-

ton enerji fonksiyonunun hesaplamas¬nda ön koşul de¼gi̧smez.

Helis e¼grisi için 2.16 ile verilen jet koordinatlar¬3.8 ile tan¬mlanan Hamilton

enerji denkleminde yerine yazarsak,

1)
dt

ds
=
@H

@
:
t

2)
dr sinhu�

ds
=

@H

@
:
r sinhu�

3)
dr coshu� sin �

ds
=

@H

@
:
r coshu� sin �

4)
dr coshu� cos �

ds
=

@H

@
:
r coshu� cos �

5)
d
:
t

ds
= �@H

@t

6)
d
:
r sinhu�

ds
= � @H

@r sinhu�

7)
d
:
r coshu� sin �

ds
= � @H

@r coshu� sin �

8)
d
:
r coshu� cos �

ds
= � @H

@r coshu� cos �

(3.10)
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denklemleri elde edilir. 3.10 denklemlerinin ortak çözümü yap¬larak Hamilton

enerji fonksiyonu hesaplanabilir. Bu hesaplama için öncelikle dikkat etmemiz

gereken husus

t = t(s); r = r(t); ve H = H(r; t)

olacak şekilde Hamilton enerji fonksiyonunun zaman ve yar¬çapa ba¼gl¬ç¬kmas¬d¬r.

Buna dayanarak, çözüm için aşa¼g¬da verilen toplamsal ifadeleri gözönüne almak

en uygun yöntem olacakt¬r.

[I] : � (2) + (3) + (4) = 3@H
@
:
r
=

:
r

ve

[II] : � (6) + (7) + (8) = �3@H
@r

=
d
:
r

ds

eşitliklerinin yan¬s¬ra 3.10�da verilen ilk iki denklem

1)
dt

ds
=

:
t =

@H

@
:
t

2)
d
:
t

ds
= �@H

@t

olacak şekilde birlikte ele al¬n¬rsa çözüme ulaş¬labilir. Bunun için, [I] ve [II]denk-

lemlerinin ortak bir düzenlemesiyle

d
:
r

ds
= 3

@2H

@s@r
= �3@H

@r
(3.11)

ayr¬ca 1) ve 2) denklemlerinin uygun bir şekilde eşitlenmesiyle

d
:
t

ds
=
@2H

@s@
:
t
= �@H

@t
(3.12)

eşitlikleri elde edilir.

3.11�de t parametresine göre tekrar türev al¬rsak;

�@
2H

@t@r
=

@3H

@t@s@
:
r

(3.13)
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bulunur. Di¼ger yandan 3.12�de r parametresine göre türev al¬narak,

�@
2H

@t@r
=

@3H

@r@s@
:
t

(3.14)

eşitli¼gi bulunur.3.13 ve 3.14�ün eşitlenmesiyle,

d

ds

�
d2H

dtd
:
r

�
=
d

ds

�
d2H

drd
:
t

�
) d

dt

�
dH

d
:
r

�
=
d

dr

�
dH

d
:
t

�

) d

dt

� :
r

3

�
=
d

dr

� :
t
�

) 1

3

d

dt

�
dr

ds

�
=
d

dr

�
dt

ds

�
(3.15)

elde edilir. Hamilton enerji fonksiyonunun çözümü için, Lagrange fonksiyonunun

hesaplanmas¬nda oldu¼gu gibi özel koşul gerekmektedir. Fakat her iki durumun

özel koşullar¬farkl¬al¬n¬r. Burada kabul edelim ki,

dr

dt
= � (sbt) (3.16)

olsun. Buna göre; 3.15 denklemini

d2r

dtds
= 3

d2t

drds

şeklinde düzenlersek
dr

dt
= 3

dt

dr

elde edilir. Bu denklem 3.16 koşulu ile birlikte de¼gerlendirildi¼ginde,

3

�
= �) � = �

p
3

bulunur. Sonuç olarak,
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dr

dt
= �

p
3) r = �

p
3t

) r = �
p
3ks (3.17)

yar¬çap de¼geri s zaman parametresi cinsinden elde edilir. Burada yine k, t ve

s zamanlar¬aras¬ndaki oran¬gösterir. Di¼ger taraftan, buldu¼gumuz bu yar¬çap

de¼gerini [I] denklemi ile gösterilen eşitlikte yerine yazarsak,

3
@H

@
:
r
=

:
r ) H =

:
r
2

6

) H =

:
t
2

2

) H =
(k)2

2

(3.18)

elde edilir. 3.18 helis e¼grisi üzerinde hareket eden m parçac¬¼g¬n¬n ortaya ç¬kard¬¼g¬

Hamilton enerji fonksiyonudur.

Burada k�y¬bulmak için bölüm 2.2�de kullan¬lana benzer bir yol izlenir. 2.25

eşitli¼gi ile belirli olan h¬zlar¬oranlamak için 3.17 yar¬çap fonksiyonunda gerekli

türevler al¬narak bu eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

p
1 + 3 cosh 2u�p
3k2 cosh 2u� � k2

= k

eşitli¼gi bulunur. Gerekli düzenlemeleri yapt¬¼g¬m¬zda ise,

k4 =
1 + 3 cosh 2u�

3 cosh 2u� � 1 (3.19)

elde edilir. O halde 3.9 eşitli¼gini sa¼glayan belirli u say¬s¬ve � aç¬s¬için sabit k

de¼gerleri bulunabilir.
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3.2.2 Örnek: (ÇEMBER ÖRNE¼G·I)

Minkowski zaman-koni üzerinde

� (�) = (t; r cos �; r sin �; u)

çemberini alal¬m.

Şekil-4�de uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n Minkowski zaman koni

üzerine düştükten sonra, koni içinde kalan çember e¼grileri üzerindeki hareketi

gösterilmi̧sti. Bu örnekte, m parçac¬¼g¬n¬n çember e¼grileri üzerindeki hareketi

esnas¬nda ortaya ç¬kan Hamilton enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Burada da

hareket, time-like bir e¼gri üzerinde geli̧sece¼gi için baz¬ ön koşullar oluşacakt¬r.

Öncelikle bu koşullar¬bularak, Hamilton enerji fonksiyonunun hesaplanabilmesi

için gerekli matematiksel yap¬lar¬elde edece¼giz. Önceki bölümde oldu¼gu gibi, bu

k¬s¬mda da uzay zaman¬s ve time koni içinde geçen zaman¬t parametresi ile ifade

edilsin. t ve s zaman parametreleri aras¬ndaki oran¬yine k ile gösterelim.

Çember e¼grisi üzerinde jet koordinat sistemi 2.28 ile verilmi̧stir. Bu ise,

�
s; t; r cos �; r sin �; u;

:
t;
:
r cos �;

:
r sin �; 0

�

şeklindedir. Buradaki türevsel koordinatlar yine 2.17 ile belirlidir. Daha önceki

örneklerde ifade etti¼gimiz gibi burada da çember e¼grisini time-like bir e¼gri al-

mak durumunday¬z. Bu ise bize 2.bölümün çember örne¼gindeki time-like olma

koşulunu hat¬rlat¬r. O halde 2.29 çözüm koşulu bu örnek için de geçerlidir.

Şimdi 2.28 koordinatlar¬n¬ 3.8 denkleminde yerine yazarak Hamilton enerji

fonksiyonunu bulmaya çal¬̧sal¬m;

1)
dt

ds
=
@H

@
:
t

2)
dr cos �

ds
=

@H

@
:
r cos �

3)
dr sin �

ds
=

@H

@
:
r sin �

4)
d
:
t

ds
= �@H

@t
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5)
d
:
r cos �

ds
= � @H

@r cos �

6)
d
:
r sin �

ds
= � @H

@r sin �

(3.20)

3.20 denklemlerinin ortak çözümü yap¬larak Hamilton enerji fonksiyonu hesaplana-

bilir. Burada da dikkat etmemiz gereken husus

t = t(s); r = r(t); ve H = H(r; t)

olacak şekilde Hamilton enerji fonksiyonunun zaman ve yar¬çapa ba¼gl¬ç¬kmas¬d¬r.

Buna dayanarak, çözüm için aşa¼g¬da verilen toplamsal ifadeleri gözönüne almak

en uygun yöntem olacakt¬r.

[I] : (2) + (3) = 2
@H

@
:
r
=

:
r

ve

[II] : (5) + (6) = �2@H
@r

=
d
:
r

ds

eşitliklerinin yan¬s¬ra 3.20�da verilen ilk iki denklem aşa¼g¬daki şekilde beraber ele

al¬n¬rsa,

1)
dt

ds
=

:
t =

@H

@
:
t

2)
d
:
t

ds
= �@H

@t

çözüme ulaş¬labilir. Bunun için, [I] ve [II]denklemlerinin ortak bir düzenlemesiyle

d
:
r

ds
= 2

@2H

@s@r
= �2@H

@r
(3.21)

ayr¬ca 1) ve 2) denklemlerinin düzenlenmesiyle de

d
:
t

ds
=
@2H

@s@
:
t
= �@H

@t
(3.22)
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eşitlikleri elde edilir.

3.21�de t parametresine göre tekrar türev al¬rsak;

�@
2H

@t@r
=

@3H

@t@s@
:
r

(3.23)

3.22�de r parametresine göre tekrar türev al¬rsak;

�@
2H

@t@r
=

@3H

@r@s@
:
t

(3.24)

eşitlikleri elde edilir. 3.23 ve 3.24�in eşitlenmesiyle,

@

@s

�
@2H

@t@
:
r

�
=
@

@s

�
@2H

@r@
:
t

�
) @

@t

�
@H

@
:
r

�
=
@

@r

�
@H

@
:
t

�

) @

@t

� :
r

2

�
=
@

@r

� :
t
�

) 1

2

@

@t

�
dr

ds

�
=
@

@r

�
dt

ds

�
(3.25)

elde edilir. Burada da helis örne¼ginde oldu¼gu gibi

dr

dt
= �

olsun. Buna göre; 3.25 denklemini

d2r

dtds
= 2

d2t

drds

şeklinde düzenlersek
dr

dt
= 2

dt

dr

elde edilir. Bu denklem 3.16 koşulu ile birlikte de¼gerlendirildi¼ginde,

2

�
= �) � = �

p
2
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de¼geri bulunur. Sonuç olarak,

dr

dt
= �

p
2) r = �

p
2t

) r = �
p
2ks (3.26)

elde edilir. Dolay¬s¬yla, yar¬çap de¼geri s zaman parametresi cinsinden belirlen-

mi̧s olur. Burada yine k, t ve s zamanlar¬ aras¬ndaki oran¬ gösterir. Di¼ger

taraftan, buldu¼gumuz bu yar¬çap de¼gerini [I] denklemi ile gösterilen eşitlikte yeri-

ne yazarsak,

2
@H

@
:
r
=

:
r ) H =

:
r
2

4

) H =

:
t
2

2

) H =
(k)2

2

(3.27)

elde edilir. 3.27 çember e¼grileri üzerinde hareket eden m parçac¬¼g¬n¬n ortaya

ç¬kard¬¼g¬Hamilton enerji fonksiyonudur.

Burada da k�y¬bulmak için helis örne¼ginde kullan¬lan yolu izleriz. 2.34 eşitli¼gi

ile belirli olan h¬zlar¬n oran¬ele al¬n¬r, 3.26 yar¬çap fonksiyonunda gerekli türevler

hesaplan¬r ve bu eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

p
1 + 2p
2k2 � k2

= k

bulunur. Burada gerekli düzenlemeleri yapt¬¼g¬m¬zda ise

k4 = 3 (3.28)

elde edilir. O halde zaman parametreleri aras¬ndaki oran her zaman sabit kal¬r.
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4 SONUÇ VE DE¼GERLEND·IRME

Bu çal¬̧sma, analitik mekanik alan¬nda matemati¼gin teorik �zi¼gin kullan¬m¬

aç¬s¬ndan öneme sahip olan Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri üzerine

yap¬lm¬̧st¬r.

Öklid uzay¬nda zamana ba¼gl¬olan ve zamana ba¼gl¬olmayan durumlarda geçerli

olan Lagrange ve Hamilton denklemleri önceki y¬llarda De Leon ve Rodriguez

[18], [19]�in çal¬̧smalar¬nda elde edilmi̧stir. Son y¬llarda bu enerji denklemler-

ine ait çal¬̧smalar G.Sardanashvily [8; 10] ve M. Crampin [16; 17]�in yay¬nlar¬nda

da görülmektedir. Lagrange ve Hamilton denklemlerinin jet demet yap¬lar¬ ile

yeniden oluşturulmas¬C.Aycan [4] çal¬̧smas¬nda görülmektedir. Minkowski uza-

y¬n¬n ülkemizde yap¬lan ilk çal¬̧smalar¬ndan biri olarak A. Turgut [2] gösterilebilir.

Bu çal¬̧sma temel bilgiler aç¬s¬ndan önemli bir kaynakt¬r. Minkowski uzay yap¬s¬

üzerine son zamanlarda farkl¬ çal¬̧smalar yap¬ld¬¼g¬ görülmektedir. Minkowski

uzay¬ �ziksel realitenin zaman kavram¬ ile beraber kullan¬m¬ aç¬s¬ndan önem

kazanm¬̧st¬r. Yine son y¬llarda Minkowski uzay¬üzerine yap¬lan baz¬çal¬̧smalar

olarak Rowe [6], Catoni [7] gösterilebilir.

Biz burada bu matematiksel yap¬lar¬ele alarak, Minkowski uzay¬nda jet demet

yap¬s¬n¬oluşturduk ve geometrik özelliklerini inceledik. Ayr¬ca, Minkowski demet

yap¬s¬n¬ kullanarak zamana ba¼gl¬ olan durumda Lagrange ve Hamilton enerji

denklemlerini elde ettik. Böylece, çal¬̧smam¬z¬n temel ö¼gesi olan Minkowski uza-

y¬nda mekanik sistemleri detayl¬olarak incelemi̧s olduk. Daha sonra buldu¼gu-

muz enerji denklemlerinin uygulamas¬aç¬s¬ndan baz¬örnekler verdik. Bu örnek-

lerde, herhangi bir parçac¬¼g¬n hareketi esnas¬nda ortaya ç¬kan enerji de¼gerlerini

hesaplarken, hareketin kolayca görülebilmesi ve sonuçlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬labilmesi

aç¬s¬ndan çember ve helis gibi bilinen e¼grileri tercih ettik. Bu sayede hareke-

timize ait çizimleri şekiller üzerinde gösterdik.

Lagrange enerji denkleminin herhangi bir manifold üzerindeki hesaplanmas¬

sonucu elde edilen de¼geri 1.17 ile belirlidir. Minkowski uzay¬nda gerekli geometrik

yap¬lar¬n tan¬mlanmas¬ ve ispatlanmas¬ sonucu, bu uzaya ait Lagrange enerji

fonksiyonu 2.14 olarak elde edilmi̧stir. Bizim buldu¼gumuz denklem ilk denklem-

den daha genel bir denklemdir. Çünkü 2.14 denkleminde Minkowski uzay¬n¬n¬n

metrik yap¬s¬ndan gelen negatif terimi ihmal edersek, Aycan [4]�de hesaplanan

zamana ba¼gl¬durumda Lagrange enerji fonksiyonunu elde ederiz. Di¼ger yandan

bizim buldu¼gumuz denklem demet yap¬s¬ndan gelen türevsel koordinatlar içer-

mektedir. Bu türevsel koordinatlar ihmal edilerek denklem dikkate al¬nd¬¼g¬nda,

1.17 ile ifade edilen Lagrange enerji fonksiyonuna buldu¼gumuz enerji fonksiyonunu
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indirgemi̧s oluruz. Sonuç olarak çal¬̧smam¬z¬n öklid uzay¬na da indirgenebilece¼gini

söyleyebiliriz. Bulunan enerji denkleminin farkl¬yüzeyler üzerinde hesaplanabilir

oldu¼gunu göstermek ad¬na bölüm 2.2�de verilen örnekleri inceledik. Birinci örne¼gi-

miz olan helis e¼grisi için Lagrange enerji fonksiyonu 2.24 olarak elde edilmi̧stir.

Çember e¼grisi için Lagrange enerji fonksiyonu ise 2.33 ile bulunmuştur. Bu

bölümde yap¬lan çal¬̧smalar incelendi¼ginde, denklem sistemlerinin çözümü için

baz¬ koşullar yap¬ld¬¼g¬ görülmektedir. Bunun nedeni 2.14 ile elde edilen genel

denklemimizin farkl¬e¼griler üzerinde çözümüne geçildi¼ginde elde edilen tüm denk-

lemlerin birer non-lineer denklem olmas¬ndan kaynaklanmaktad¬r. Non-lineer

denklemlerin çözümünü yapabilmek ad¬na özel koşullar al¬nmas¬uygundur. Fakat,

çal¬̧smam¬z¬yaparken bu koşullar¬rastgele almad¬¼g¬m¬z¬önemle belirtmek isteriz.

Ald¬¼g¬m¬z ön koşullar, öncelikle Minkowski metri¼ginden gelen negatif terimi ihmal

etmeden belirlenmi̧stir, çünkü bu terim bulunan denklemlerimizi etkilemektedir.

Di¼ger yandan daha önce belirtti¼gimiz gibi Minkowski uzay¬ile �ziksel gerçeklik

aç¬s¬ndan önemli bir ili̧ski vard¬r, o halde elde edilecek sonuçlar¬n �ziksel gerçek-

likle örtüşmesi gerekir. Bu husus dikkate al¬narak yapt¬¼g¬m¬z hesaplamalarda

en uygun sonuç de¼gerlerini veren koşullar¬çal¬̧smam¬za koyduk. Bu çal¬̧smalar

¬̧s¬¼g¬nda elde edilen Lagrange enerji fonksiyonlar¬n¬n benzer üstel fonksiyonlar

oldu¼gunu gördük. Hareket, belirli bir zaman içinde gerçekleşen bir olgu oldu¼gun-

dan, enerjinin zamana ba¼gl¬ç¬kmas¬gerekir. Bizim elde etti¼gimiz tüm Lagrange

enerji fonksiyonlar¬nda da bu durum geçerlidir. Burada dikkat edilmesi gereken

en önemli nokta, Minkowski uzay¬nda hareketlerin belirli bir zaman koni ile

s¬n¬rl¬olmas¬d¬r. Bu demektir ki hareketli cisimin incelenebilmesi ancak time-like

e¼griler üzerinde mümkündür. Çal¬̧s¬lan e¼grilerin time-like e¼gri olmalar¬da baz¬

ön koşullar gerektirir. Bu koşullar¬da her örnekte ayr¬ayr¬inceledik ve çözüm-

leri bu koşullar alt¬nda yapt¬k. Demet yap¬s¬ile çal¬̧smam¬z¬n di¼ger bir avantaj¬

ise, hareketin gerçekleşti¼gi bölgenin sadece dünya üzerinde lokal bir bölge olmas¬

d¬̧s¬nda evrensel olarak da ele al¬nabilmesini sa¼glamas¬d¬r. Yani hareketin oluş-

tu¼gu t zaman¬n¬n yan¬s¬ra di¼ger bir zaman parametresini kullanabilmemizi sa¼glar.

Bu iki zaman aras¬nda bir oran oldu¼gunu varsayabilece¼gimiz için, bu oran¬bir k

de¼geri ile ifade ettik. O halde bu ele al¬nan k de¼geri ile t as¬l zaman¬aras¬nda da

bir ba¼g¬nt¬gerçekleşmesi gerekir. Bu ba¼g¬nt¬n¬n varl¬¼g¬n¬da helis e¼grisi örne¼ginde

2.26, çember örne¼ginde ise 2.35 ile hesaplad¬k. Bu eşitlikler ilk bak¬̧sta farkl¬

say¬sal de¼gerlere dikkat çeker. Fakat ister limit konumunda, ister farkl¬say¬sal

de¼gerler vererek k�n¬n s¬f¬ra do¼gru küçüldü¼günü fakat s¬f¬r olmad¬¼g¬n¬ görürüz.

Demekki zaman parametreleri belirli bir aşama sonucu eşitlenir.

Hamilton enerji denklemlerinin herhangi bir manifold üzerindeki hesaplan-
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mas¬sonucu elde edilen de¼geri ise 1.24 ile belirlidir. Minkowski uzay¬nda gerekli

geometrik yap¬lar¬n tan¬mlanmas¬ve ispatlanmas¬sonucu, bu uzaya ait Hamilton

enerji fonksiyonu 3.8 olarak elde edilmi̧stir. Burada dikkat edilirse bu iki denklem

benzerdir. O halde Minkowski uzay¬n¬n¬n metrik yap¬s¬ndan gelen negatif terimin

Hamilton enerji fonksiyonlar¬n¬n hesaplanmas¬nda önemi yoktur. Bu Minkowski

uzay¬nda Lagrange ve Hamilton enerji fonksiyonlar¬ için yap¬lan bu çal¬̧sman¬n

en dikkat çekici sonuçlar¬ndan biridir. Di¼ger yandan yine demet yap¬s¬ndan gelen

türevsel koordinatlar¬n da Hamilton enerji denklemi için önemli bir etkisi yok-

tur. Bulunan enerji denkleminin farkl¬yüzeyler üzerinde hesaplanabilir oldu¼gunu

göstermek ad¬na bölüm 3.2�de verilen örnekler incelenmi̧stir. Birinci örne¼gimiz

olan helis e¼grisi için Hamilton enerji fonksiyonu 3.18 olarak elde edilmi̧stir. Çem-

ber e¼grisi için Hamilton enerji fonksiyonu ise 3.27 ile bulunmuştur. Bu bölümde

de kabul edilen koşullar önceki bölüm ile ayn¬d¬r. Bunun nedeni ayn¬e¼griler üze-

rinde hem Lagrange hem de Hamilton enerjilerinin elde edilmesini istememizden

kaynaklan¬r. Bu örneklerde görülen en dikkat çekici sonuç, Lagrange enerjisinden

farkl¬olarak Hamilton enerjisinin sabit ç¬kmas¬d¬r. Fakat bu sabit de¼ger yukar¬da

bahsetti¼gimiz k oran¬ile ili̧skilidir. Bu oran¬n sabit kalmas¬neticesinde sabit bir

enerji de¼geri elde edilir. Günümüzde �zikçilerin çal¬̧smalar¬nda da Hamilton ener-

jisinin sabit olmas¬hareketin kararl¬l¬¼g¬n¬gösterir. Dolay¬s¬yla yap¬lan bu çal¬̧s-

mada k�n¬n helis için 3.19, çember için 3.28 hesaplamalar¬yla Hamilton enerjisinin

her t an¬nda sabit kald¬¼g¬n¬ görürüz. Buradan hareket esnas¬nda oluşan ener-

jinin sabit kalmas¬n¬n sonucu olarak cismin yapt¬¼g¬hareketin kararl¬bir hareket

oldu¼gunu söyleriz. Hamilton enerjisi için bahsedilen kararl¬l¬k durumu Lagrange

enerjisinde de¼gi̧sir. Lagrange enerjisi �zikçilerin çal¬̧smalar¬nda da zamana göre

de¼gi̧siklik gösterir. Fakat zaman¬n çok fazla geni̧slemesi veya hareketin çok h¬z-

lanmas¬ durumunda, cismin gözlemlenen hareketi do¼grusal olur. Yani hareket

stabil duruma geçer. 2.24 ve 2.33 Lagrange enerji denklemlerinde t ! 1 konu-

munda enerjinin sabit bir de¼ger ald¬¼g¬ görülür. Bu da çal¬̧smam¬z¬n Lagrange

enerji fonksiyonu için olan k¬sm¬n¬n da �ziksel gerçeklikle örtüştü¼günü ispatlar.
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