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OZET

LATISLERDE TUREVLER
YUKSEK LISANS TEZI
UMEYSA TEMUR
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: YARD. DOC. DR. SAHIN CERAN)
DENIZLIi, HAZIRAN - 2015

Bu tez c¢alismasi on bir bolimden olusmaktadir. Birinci kisimda giris
yapilmistir. Ardindan temel tanim ve problemler verilmigtir. Daha sonra ikinci
kisimda latislerde tiirev konusu ele alinmistir. Sonra {icilincii kisimda latislerde f-
tirev ele alinmigtir. Dordiincli kisimda latislerde simetrik bi-tlirev konusu
islenmistir. Besinci kisimda latislerde f-bi tiirev konusu ele alinmistir. Altinct
kisimda latislerde permuting tri-tiirev islenmistir. Yedinci kisimda permuting tri-f
tiirev konusu ele alinmistir. Sekizinci kisimda permuting tri-(f,g) tiirev islenmistir.
Dokuzuncu kisimda sonu¢ ve Oneriler bulunmaktadir. Onuncu kisimda ise
kaynaklar yer almistir. Son olarak on birinci boliimde 6z ge¢mis kismi verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Latis, Tiirev, Modiiler, Dagilmal, Izoton



ABSTRACT

DERIVATIONS OF LATTICES
MSC THESIS
UMEYSA TEMUR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSIST. PROF. DR. SAHIN CERAN)
DENIZLi, JANUARY 2015

This thesis consists of eleven chapters. The first chapter is prolog.
Following chapters include basic theorem and problems. In the second chapter,
subject of the derivative in lattices are discussed. In the third chapter, the
Fderivative in lattice is discussed. Theme of symmetric biderivative in lattice is
mentioned 1 the fourth chapter. In the fifth chapter, theme of f-bi derivative in
lattice is discussed. Permuting tri-derivative in lattice is discussed. Permuting tri-
derivative in lasttice is discussed in the sixth chapter. In the seventh chapter,
theme of permuting tri-f derivative is mentioned. Permuting tri (f,g) derivative is
discussed in the eigth chaptyer. There are results and suggestions in the ninth
chapter. In the last part of the thesis, references are included. Finally, resume
section is given in chapter eleven

KEYWORDS: Lattice, Derivation, Modular, Distributive, Isotone
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1. GIRIS

Latis cebiri teorisi; bilgi ekonomisi, bilgi edinimi, bilgi erisimi kontrolii ve
kriptanaliz gibi ¢esitli dallarda 6nemli bir rol oynar. Szazs latis tlirevi kavramini
tanitt1 ve ilgili sonuglar verdi Ayrica latis tlirevinde ¢alikti. X in ve arkadaslari bir
latis icin turevi gelistirdiler ve ilgili sonuglar1 tartistilar. Bir tlrevin moduler ve

dagilmali latisler igin izoton oldugu altinda denk kosullar verdiler.
Ceven (2009) latisler tizerinde simetrik bi- tlrevi, Ceven ve Oztiirk (2008)

f - tiirevi tanitt. Bu tiirevle modiiler ve dagilmali latisleri karakterize etti.

Ozbal ve Firat (2010) latislerin simetrik bi- f - tiirev kavramini tanittilar. Bu tiirev ile

modiiler ve dagilmal latisleri karakterize ettiler.

Yazarli ve Oztiirk (2001) latislerde permuting tri-tiirevi tanittilar. Bu tlirevi

permuting tri-f- tiireve gelistirdi.

Asci vd. (2011) latislerde permuting tri-(f, g)- tiirevi, tanitti. Bu tiirevler ile

modiiler ve dagilmali latisi karakterize etti.
1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boéliimde ikinci ve tigiincti boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler

verilmektedir.

Tammm 1.1.1: Bostan farkli bir X kiimesinde yansima, ters simetri ve

gecisme Ozellikleri olan bir bagintiya kismi siralama bagintisi veya siralama bagintisi
denir. Siralama bagmntist "<" ile gosterilir. (X,<) ikilisi, X kiimesinin <

bagintisiyla siralandigini gosterir. Bu durumda X kiimesine kismi siralanmig kiime

veya poset denir. Buna gore 8 x,y,z 2X igin
(1) xe X =>x<X

(2) X<y, y<x=x=Yy



(3) x<y,y<z=>x<z2

Ornek 1.1.1: R de adi siralama bagintis1 <= {(X,y):xéy,XeR,yeR}
seklinde tanimlansin. Vx,y,zeR icin (1), (2) ve (3) oOzellikleri saglandigindan

kismi siralama bagmtis1 ve (R, <) bir posettir.
Ornek 1.1.2: A herhangi bir kiime ve P(A) da alt kiime bagintisi

=={(X,Y):X Y, X eP(A),Y eP(A)}

olarak tanimlansm. VX,Y,Z e P(A) icin (1), (2) ve (3) 6zellikleri saglandigindan

kismi siralama bagintisi ve ( P(A) .(;) bir posettir.

Ornek 1.1.3: N N de bélinebilme bagmtist |={(xy):x|y,xe N,y N}
seklinde tanimlansin. Vx,y,zeN icin (1), (2) ve (3) ozellikleri saglandigindan

kismi siralama bagintisi ve (N ,|) bir posettir.

Tammm 1.1.2: L,A ve v islemleri ile belirlenmis bostan farkli bir kiime

olsun. Eger Vx,y,z e L i¢in asagidaki ozellikler saglanirsa bu durumda L ye latis

denir. (L,A,v) ile gésterilir,
(1) XAX=XXVX=X
(2) XAY=YAX,XVY=YVX
(B) (xay)az=xa(yaz),(xvy)vz=xv(yvz)
(@) (xAy)vx=Xx(Xvy)ax=Xx

Ornek 1.1.4: C,"n" ve "U" islemleri ile tanimli kiimelerin bir kolleksiyonu

olsun. Bu takdirde ¥X,Y,Z,eC igin (C,n,U) bir latistir.
L) XAX=X,XUX =X

2 XNnY=YnX,XuY=YUX



B) XN(YNZ)=(XNY)nZ,Xu(YuZ)=(XUY)uZ
(@) X A (X UY)(X), X U(X AY)=X

Ornek 1.15: (N,A,v),Va,beN icin asnb=(ab) ve avb=[ab]

islemleri altinda latistir.
(1) ana=(a,a),ava=[a,a]
(2) anb=(a,b)=(b,a)=baa,avb=[ab]=[b,a]=bva
(3) (i) (anb)ac=((ab),c)=(a,(b,c))=an(bnc)
(i) (avb)vec=[[ab].c]=[a[b,c]]=av(bvc)
Tamm 1.1.3: (5) ve (6) 6zellikleri saglanirsa L latisi dagilmalidir.
(5) xA(yvz)=(xAy)v(xnaz)
(6) xv(yaz)=(xvy)a(xvz)
Tanmim 1.1.4: Asagidaki 6zellik saglanirsa L latisi modulerdir.
Eger x<z ise xv(yAz)=(XVvy)Az

Tamm 1.1.5: L latisinin bostan farkli bir alt kiimesi | , asagidaki 6zelliklerle
bir idealdir.

() x<y,yel =>xel
(i) x,yel=>xvyel

Tamm 1.1.6: (L,A,v) bir latis olsun. x<y ile tammh < ikili bagntidir

ancak ve ancak vx,yeL igin xAy=xve xvy=y dir.

Lemma 1.1.1: (L,A,v) bir latis olsun. x<y ikili baginti tanimlansin. Bu
durumda (L,<) bir posettir ve vx,yeL igin xAy,{x,y} nin ebob’u ve xvy,

{x,y} nin ekok’udur.



Tamm 1.1.7: L bir latis olsun. vx,yeL icin D(X,y)=D(y,x) saglanirsa

D:LxL — L doénustimine simetrik dontstim denir.

Tamm 1.1.8: L bir latis olsun. n>3 icin 7(1),7(2),...z(n) birer

permutasyonlar olmak lzere VX, X,,...,X, € L i¢in

saglanirsa D : LXLX...XL — L donisimune permuting doniisim denir.

Tamm 1.1.9: D permuting donisim oldugunda d(x)=D(x,X,...X) ile

taniml1 d : L — L dontsiimine D D nin izi denir.

Tanim 1.1.10: (L, A,v) ve (M, A,v) iki latis olsun. Vx,y e L igin
f(xay)=f(x)Af(y)

f(xvy)=f(x)vf(y)

saglanirsa f : L — M fonksiyonu latis homomorfizmidir.
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2. LATISLERDE TUREV

Tammm 2.1: Xin ve Lu (2008) L=#¢. "A™ ve "v" Operatorleri verilsin,

Vx,y,zeL icin (L, A, V) yapisi asagidaki sartlari sagliyorsa L ‘ye latis denir.
(A) XAX=X, XvX=X
(B) xAy=yAX,xvy=yvX
C) (xAay)rz=xA(yAz),(Xvy)vz=xv(yVv)
(D) (xAy)vXx=X(Xvy)ax=Xx

Tamim 2.2: L bir latis olsun. L latisi asagidaki sartlardan herhangi birini

saglarsa L ’ye dagilmali latis denir.
(E) xa(yvz)=(xAy)v(xaz)
(F) xv(yaz)=(xvy)a(xvz)

Tamum 2.3: L bir latis olsun. L latisi asagidaki sart1 saglarsa L ’ye moduler

latis denir.
(M) x<z=>xv(yaz)=(xvy)az
Tanim 2.4:
@ (B;v,/\) bir dagilmali latis
(2) YaeB icin Ova=a,anl=a
(3) vaeB ava'=1 anaa'=0 olacak sekilde a' € B vardir.

Yukaridaki sartlar1 saglayan (B, Vv, A, 0,1) yapisina Boolean Cebiri denir.

Tamm 2.5: (L,A,Vv) bir latis olsun. X<y < xAy=x ve xvy=y dir.

11



Onerme 2.6: (L, A,v) bir latis. (L,<) kismi siral kiimedir ve Vx,y e L icin

{X, y} ‘nin en biiytik alt stnirt x Ay dir ve {X, y} ’nin en kiigiik tst sinirt x v y dir.

Tammm 2.7: L ve M birer latis olmak tzere 6:L — M olacak sekilde &

fonksiyonu verilsin. ¥x,y e L i¢in
D O(xry)=0(x)r0(y)

(2)0(xvy)=0(x)v(y) sartlar saglamyorsa €’ya bir latis homomorfizmi

denir.

(3) Orten homoformizme epimorfizm, birebir homomorfizme monomorfizm,

birebir rten homomorfizme izomorfizm denir.

Tanim 2.8: | #¢ ve | — L olmak iizere asagidaki sartlar saglaniyorsa | ’ya

L ’nin bir ideali denir.
(1) xelL, yeL ve x<y=xel
(2 x,yeL=xvyel
I, ve I, L’ninidealiise 1,1, de L ’nin idealilidir.

Tamm 2.9: L bir latis olsun. d:L — L bir fonksiyon olsun. Asagidaki sart

saglaniyorsa d ’de L Uzerinde bir tlirev denir.

d(xAy)=(dxAy)v(xady)

Ornek 2.10: L sekil 1°deki gibi bir latis olsun. d’de L (zerinde bir
fonksiyon olsun.

yadal

o
>
Il

x X X
I

o 9 O
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Sekil 2. 1: Latis 1

d L iizerinde bir tiirev degildir.

Ornek 2.11: L Sekil 2’deki gibi bir latis olsun. d’de L uzerinde bir

fonksiyon olsun.

yadal

o
<
Il
o T o
< X X
Il
o o o

Sekil 2.2: Latis: 2

d L tizerinde bir tiirev degildir.

Ornek 2.12: L bir latis 0 en kiciik eleman olsun ve OeL olsun. VxeL

icin dx =0 olacak sekilde d fonksiyonu verilsin. d L (zerinde bir tirevdir. d ’ye

sifir tiirev denir.

Ornek 2.13: d L iizerinde tanimh &zdeslik fonksiyonu olsun. d L

Uzerinde bir turevdir ve d ’ye birim tiirev denir.
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Ornek 2.14: L bir latis ve d L iizerinde bir tiirev olsun. Asagidaki sart

saglanir.
(1) dx < x olur.
Ispat: Vx e L igin
dx=d(xAx)=(dxAX)vXxAdx=dxAX

ve boylece dx < X olur.
Tamim 2.15: L bir latisve d L Uzerinde bir turev olsun.
(1) x<y iken dx<dy ise d ’ye izoton turev denir.
(2) d birebir ise d "ye monomorfik tlirev denir.
(3) d ortenise d ’ye epik tlirev denir.

Ornek 2.16: L bir latis ve aelL olsun. VxelL icgin dx=xaa olacak
sekilde L 0Uzerinde d fonksiyonu tamimlansin. d L (zerinde izotondur ve d ’ye

esas tirev denir.

Onerme 2.17: L bir latis. 1 en bilyiik eleman olmak iizere 1< L olsun. d L

lizerinde bir tirev olsun. Vx e L igin dx=(xAd1)vdx olur.

Ispat:
dx =d (X/\l) =(dX/\1)v(X/\dl)
= dXv(X/\ dl)

Sonug 2.18: L bir latis olsun. 1 en buyik eleman olmak (izere 1< L olsun.
Asagidaki sartlar saglanir.

(1) x>dl=dx>d1
(2) x<d, = dx=x

Onerme 2.19: L bir latisve d L (izerinde bir tiirev olsun.

14



y<x ve dx=x=dy=y

olur.
Ispat: y<x ise y=xny olur. Boylece
dy=d(xAy)=(dxAy)v(xady)
=(xAy)vdy
=y
Ornek 2.20: L Sekil 3’de verilen latis olsun. d L iizerinde bir doniisiim
olsun.

, X=0, x=a, Xx=c
dx=<a, x=b
, x=1
b
a

Sekil 2. 3: Latis 3

d0=0, da=0,db=a, dc=c, dl=c

dikkat edilirse dc=c ve b<c fakat do=b olup dnerme 1.19°dan bu bir ¢eliskidir.
Boylece d L iizerinde bir tiirev degildir.

Onerme 2.21: L bir latis ve d L Uzerinde bir tirev olsun. vx,y e L igin
dx=dxv(xAad(xvy))

olur.

15



Ispat: dx=d((xvy)Ax)
—(d(xv y)Ax)v ((xv y) A )
=((xvy)adx)v(xad(X vy))
=dxv(xad(xvy))

Sonug 2.22: L bir latis. 1 en biyuk eleman olmak tizere 1< L olsun.

dl=1<d birim tirev.

Ispat: Gerek sarti ispatlayalim.

= d1=1 olsun. Onerme 1.19’dan Vx e L icin x <1 oldugundan dx = x olup

d birim tirevdir.

Onerme 2.23: d, =d, < Fix, (L)=Fix, (L) L bir latis ve d L Czerinde
bir tiirev olsun. Ayrica sabit noktalar kiimesi Fix,(L)={xeL:dx=x} olacak
sekilde tanimlayalim. VXxeL igin dZX:d(dX) seklinde tanimlayalim. O halde

d*=d olup dx e Fix, (L) olur.
Ispat: d*x=d (dx)=d(xAdx)
z(dX/\dX)v(X/\dZX)
=dxvd®x
=dx
Onerme 2.24: L bir latis. d, ved, L Uzerinde izoton tlrevler olmak tizere

d, =d, < Fix, (L) =Fix, (L)

Ispat: d, =d, iken Fix, (L)=Fix, (L) oldugu agiktir. Tersine Vx € L icin

Fix, (L)=Fix, (L) olsun. Onerme 1.23’den

16



d,x € Fix, (L) = Fix, (L) ve boylece d,d,x=d,x benzer olarak d,d,x = d,x
bulunur. d, ve d, izoton oldugundan d,d,x<d,x=dd,x. Ve bdylece
d,d,x<d,x=d,d,x. Benzer olarak d,d,x=d,d,x olup d,d,x=d,d,;x olur. Boylece

d,x=d,d,x=d,d,x=d,x olup d, =d, dir.

Teorem 2.25: L bir latis ve d L {izerinde bir tiirev olsun. Asagidaki sartlar
denktir.

(1) d birim turevdir.

(2) d(xvy)=(xvdy)a(dxvy)
(3) d monoformik tirev

(4) d epik tirev

ispat:
(2) = (1) (2)’de y = x alalim.
d(xvx)=(xvdx)A(dxvx)
=XAX
=X

(3) = (1) d monomorfik tiirev olsun. da #a olacak sekilde a € L alalim.

a, =da alalim. da <a oldugundan a <a olur, bdylece
da, =d(a na)=(da ra)v(a Ada)
=da, va,
=4
=da

a, # & oldugundan ve d monomorfik oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde

d birim tirevdir.

17



Teorem 2.26: L bir latis olsun. 1 en biyik eleman ve 1eL olsun. d L

tizerinde bir tiirev olsun. Asagidaki sartlar denktir.
(1) d izoton tlrev

(2) dx=xnAd,
(3) dxvdy<d(xvy)

(4) dxvdy<d(xvy)

Ispat:

(1) = (2) d izoton oldugundan dx <d, olur.

dx < x oldugundan dx<(xAd,)

Onerme 1.17’den

dx=dxv(xad;)=xAd,
(2) = (3) (2)’den dx =xAd, oldugunu biliyoruz.
dxady =(xad,)A(ynad,)
=XAYAd
=d(xAYy)
(3) = (1)’den d(xAy)=dxAdy oldugunu biliyoruz.
x<y olsun. O halde x=xAay boylece dx=d(xAy)=dxady olup

dx=dx Ady olur.
Boylece dx <dy olur.

O halde d izoton tirev olur.
(1) = (4) (1)’den d ’nin izoton tiirev oldugunu biliyoruz.

dx<d(xvy) ve dy<d(xvy) olur.

Bdylece dxvdy <d(xvy)

18



(4) = (1) x<y olsun dxvdy<d(xvy)=dy
Sonra dx v dy =dy olup dx <dy olur.

Teorem 2.27: L bir moduiler latis ve d L Uzerinde bir tirev olsun.
Asagidaki sartlar denktir.
(1) d izotondur.

(2) d(xAy)=dxady

(3) dx=x=d(xvy)=dxvdy

Ispat:
(1) =(2)d izoton olsun. O halde d(x A y)<dx ve d(xAay)<dy.

Boylece d (X A y) <dxAdy. Diger taraftan L modiler oldugundan ve

dx Ay <X oldugundan

d(xAy)=(dxay)v(xnady)

((dxAy)vdy)ax

(dy v (dxAy)Ax

=((dyvdx)Ay)ax
>dXAdy AYAX
=dx A dy

Boylece d(xAy)=dxady

(2)= (1) x<y olsun. x=xAy olup boylece dx=d(xAy)=dxAdy olup
dx <dy olup d izoton turevdir.

(1) = (3) dx=x olsun. Onerme 1.19’dan

dy =dyv ( yAd(xA y)) L modiiler oldugundan

dy=(dyvy)ad(xvy)=yad(xvy)

Boylece
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dxvdy =dxv(yd(xvy))
=(dxvy)A'd(xvy)
=(dxvy)ad(xvy)
=(xvy)ad(xvy)
=d(xvy)

olup dxvdy=d(xvy).
(3) = (1) x<y olsun. Onerme 1.23’den d (dx)=dx hipotezden

d(dxvy)=d(dxvdy)=dxvdy diger taraftan
x<y=d(dxvy)=dy oldugundan ve bdylece
dy =dxv dy olup dx <dy dir.

Ornek 2.27: L Sekil 4 ’deki gibi bir latis olsun.

[ — T R
o—o—o—0

Sekil 2. 4: Latis 4

L bir dagilmali latistir. Tiirevleri tanimlayalim

a, x=1
d,x= o
X, diger durumlarda
a, x=1
dx=<7%" "
X, diger durumlarda

d, ve d, L Gzerinde tlrevlerdir.

Teorem 2.29: B bir Bolen Cebiri olsun ve d izoton tiirev olsun. dB bir
bolen cebiri ve dB B ’nin alt latisidir.

Ispat: B bolen cebiri oldugundan, dagilmali latistir ve boylece

d(xAy)=dxadyedB

d(xvy)=dxvdyedB
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béylece d B B ’nin alt latisidir.

Dahast V xedB i¢in x=dy olacak sekilde ye B vardir. B Bolen cebiri
oldugundan yvz=1ve yAz=0 olacak sekilde z € B vardir. Teorem 1.27°den
xvdz=dyvdz=d(yvz)=d, ve

xAdz=dyadz=d(yaz)=d0=0
bdylece d, Bolen cebiridir.

Onerme 2.30: L bir latis olsun. L (zerinde tanimli her d izoton tiirevi

d (X Y y) =dxvdy sartin1 sagliyorsa L ’ye dagilmali latis denir.

Ispat: d L Gzerinde bir izoton tiirevse d (xv y)=dxvdy Va,b,cel igin
(avb)ac=(anc)v(bac) oldugunu ispatlamak i¢in VxeL icin dx=xAcC
olacak sekilde bir d fonksiyonu tanimlayalim. Ornek 1.16 dan d bir izoton tirevdir.
Hipotezden d (xv y)=dx v ay

Bdylece
(avb)/\c=d(avb)=davdbz(a/\c)v(b/\c)
(avb)/\c=(a/\c)v(b/\c)

olup L dagilmali latistir.

Onerme 2.31: L uzerinde tanimli her izoton tirev

dx=x=d(xvy)=dxvdy sartim sagliyorsa L ye modiiler latis denir.

Ispat: x,y,zeL ve x<z olsun. VweL igin dw=wAz olacak sekilde d

tiirevini tammlayalim. Ornek 1.16 dan d izotondur.

x <z oldugundan dXx =X A z =X hipotezden
d(xvy)=dxvdy dikkat edilirse
d(xvy)=(xvy)az ve
dxvdy=(xAz)v(yaz)=xv(yaz)
Boylece

xv(yaz)=(xvy)az

L moduler latistir.
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Teorem2.32: L bir latis olsun. Asagidaki sartlar denktir.
(1) L moduler
(2) L ’deki her izoton tiirev igin

dx=x=d(xvy)=dxvdy
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3. LATISLERDE F-TUREV

Tamim_3.1: Ceven ve Oztlrk (2008) L bir latis olsun. d:L— L bir
fonksiyon olsun. Eger V x,y e L i¢in f :L — L fonksiyonu

A(ery)=(8 (0~ T (N)v(F (x) A d(y)) )
sartin1 sagliyorsa d fonksiyonuna L ’de bir f turev denir.

Ornek 3.2: L Sekil 5’deki gibi bir latis olsun. d fonksiyonu

do=0
da=a
d=<db=a
dc=c
dl=c

seklinde taniml1 olsun.

Sekil 3. 1: Latis 5

a=d(bal)=(dbal)v(bad,)=(anl)v(bac)=avb=b f

fonksiyonunu

fo=0
fa=a
f=<fb=a
fc=1

fl1=1
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seklinde tanimlayalim. V x,y e L igin d,(2.1) esitligini saglar ve boylece d L
uzerinde bir f tlrevdir.
Ornek 3.3: L bir latis ve aeL olsun. v x,yeL icin f(xay)=fxv fy

olacak sekilde f:L — L fonksiyonu verilsin. d:L— L d fonksiyonunu Vxe L
icin dx = fx A a seklinde tanimlayalim. d bir f tiirevdir. Ayrica f artan fonksiyon

ise d izoton turevdir.
Onerme 3.4: L bir latis olsun ve d L (zerinde bir f tirev olsun.

V X, Y,z € L i¢in agagidaki sartlar saglanir.
a) dx< fx
b) dxady<d(xay)<dxvdy
c) d(xay)<fxvfy
d) 0 enkicik eleman olmak lizere 0L ise f0=0 iken d0=0"dur.

Ispat:
a) dx=d(xAx)=dxA fx olup dx < fx

b) (2.1) esitliginden dxa fy<d(xay) ve fxady<d(xay) dx< fx
oldugundan dxady< fxady boylece dxady<d(xay) dxafy<dx ve

fx Ady <dy oldugunu biliyoruz. Boylece
d(xAy)=(dxa fy)v(fxady)<dxvdy
C) dxa fy < fy ve fxady < fx
d(xay)< fxv fy

d) ¥xel igin, dx<fx f0=0 ve 0 en kiciuk eleman olmak (zere

0 e L dir.
0<d0< f0=0 bu tanik olsun.

Onerme 3.5: L bir latis olsun ve d ’ye bir f tirev olsun ve 1 en bilyiik eleman

olmak Gzere 1€ L olsun. f1=1 olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
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a) fx<d, =dx=1fx
b) fx>d =dx>d,

Ispat:
a) dx=d(xAl)=(dxaf)v(fxad)=dxv fx oldugundan  fx <dx

Onerme 2.4 a)’dan dx = fx olur.

b) dx=(dxA f,)v(fxad,)=dxvd, olup dx>d,

NOT: 1 en blyik eleman olmak lzere 1€ L olmak tzere d1=1 ise d, < f,
oldugundan f, =1 olur. Onerme 2.5 a’dan d = f olur.

L bir latisolsun d L (zerinde bir f tirev olsun. F ={xe L:dx= fx}

Onerme 3.6. L bir latis ve d ’de bir f tiirev olsun. Eger f artan fonksiyon,
y<x ve xeF ise yeF ’dir.

Ispat: XeF oldugundan  ve dy <fy<fx=dx  oldugundan

dy=d(xAy)=(dxA fy)v(fxady)
=(fxn fy)vdy
= fyvdy
= fy
Onerme 3.7: L bir latis olsun. Ve d L uzerinde f tirev olsun. V x,yeL
icin dx =dxv (fxad(xvy))
Ispat: d izoton f tiirev oldugundan
Vx,yelLigindx<d(xvy)<f(xvy)
boylece
dx=d((xvy)Ax)
=(d(xvy)a fx)v(f(xvy)adx)
=dxv(fxad(xvy))
Onerme 3.8: L bir latis ve d bir izoton f tiirev olsun. Eger x,ye f ve f
azalan fonksiyonise xvyeF
Ispat: x<xvy ve y<xvy boylece f(xvy)<fxve f(xvy)<fy

d izoton f tiirev oldugundan
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f(xvy)< fxv fy=dxvdy<d(xvy)

d(xvy)<f(xvy)

Boylece xvyeF

Teorem 3.9: 1 en biyuk eleman olmak lzere 1€ L olsun. d L Uzerinde bir
f tlrev olsun. d L Uzerinde bir f tirev olsun. Vx,yelL igin fl=1 ve
f (xAy)= fxA fy olsun. Asagidaki sartlar denktir.

(1) d birizoton f turevdir.

(2) dxvdy<d(xvy)

(3) dx= fxAad,

(4) d(xAy)=dxady

Ispat:
(1) =(2)d birizoton f tirev olsun.

X<XVY Ve Y<XVvY
d izoton oldugundan

dx<d(xvy) ve dy<d(xvy) olup
dxvdy<d(xvy)

(2) = (1) kabul edelim ki
dxvdy<d(xvy)ve x<y

dx<dxvdy<d(xvy)=dy
(1) =(3)d izoton f tiirev oldugunu kabul edelim. dx <d, olur.
Onerme 2.4 a)’dan dx < fx’dir. dx < fx Ad, olur. Onerme 2.7°den y =1 igin

dx=dxv(fxad,)=fxad,
(3) =(4)

dx = fx A d, olsun.
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d(x/\y): f(X/\ y)/\dl= XA fyad;

=(fxad,)A(fyad,)
=dx A dy

(4) = (1) d(xAy)=dxady ve x<y
dx=d(xAy)=dxady

Oldugundan dx <dy dir.

Teorem 3.10: L bir moddler latis ve d L uzerinde bir f turev olsun.

a) d L Uzerinde izoton f tirev < d(xAy)=dxady

b) f(xvy)=fxv fy olacak sekilde d L Uzerinde izoton bir f = dx = fx
iken d(xvy)=dxvdy

Ispat: (a) d birizoton f tirev olsun.

XAY<X Ve XAY<y oldugundan d(xAy)<dx d(xay)<dy.

Bdylece d(xAy)<dxady

Onerme (2.4) (a)’dan dx A fy <dx < fx

dx Ady = (dxAdy)A( fxA fy)
<(dxvdy)a (fX/\fy)
(dyvdx /\fy)
(dyv dX/\fy)
((dx A fy)vdy) A fx
(dx A fy)v(fxady)
<d(xAvy)

Diger taraftan

d(xAy)=dxady ve x<y olsun.
dx=d(xAy)=dxady oldugundan dx <dy dir.

(b) Farzedelim ki d bir izoton f tiirev ve dx = fx olsun. Onerme 2.7’den ve

L modiiler latis oldugundan
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dy=dyv(fy/\d(X/\y))
=(dyv fy)ad(xvy)
= fy/\d(Xv y)

Hipotezi kullanarak

dxvdy =dxv(fyad(xvy))

Teorem 3.11 L bir dagilmal latis ve d, f (xvy)=fxv fy L (zerinde bir
f tiirev olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
(1) d izoton f tirevse d(xAy)=dxAdy
(2) d izoton f tirev < d(xvy)=dxvdy
Ispat (1) d izoton f tiirev oldugundan d (X/\ y) <dxady

Onerme 2.4 a)’dan

dx A dy

(dX )/\(dy/\ fy)
(dX/\ fy)/\(fX/\dy)
( XA fy
d

IA

)v(fX/\dy)
(xAYy)

Boylece d(xAy)=dxAdy

Ispat (2): d izoton f tirev olsun. (1)’den d(xAy)=dxAdy
Onerme (2.4) (a)’dan
dy=dyv(fyad(xvy))
:(dyv fy)/\(dyvd(Xv y))
= fy/\d(X/\ y)
benzer olarak
dx = fxAd(xAYy)
dxvdy =(fxad(xvy))v(fyad(xvy))
=(fxv fy)ad(xvy)
y)ad(xvy

= f(xv xvy)



dx = fxad(xAy)
dxvdy =(fxad(xvy))v(fyad(xvy))
=(fxv fy)ad(xvy)
=f(xvy)ad(xvy)
=d(xvy)
Diger taraftan
d(xvy)=dxvdy x<y olsun.
dy=d(xvy)=dxvdy
olup dx <dy dir.
Teorem 3.12: L bir latis olsun. vx,yeL icin d(xvy)=dxvdy olacak
sekilde L Uzerinde d f tlrev varsave f bir epimorfizm ise L dagilmali latistir.
Ispat: Ornek 2.3 de oldugu gibi d, L (zerinde cel igin dx= fxac
seklinde tamimli f turev olsun. f ’nin Orten oldugunu ve V x,yel igin
d(xvy)=dxvdy Vabel igin fu=a ve fv=b olacak sekilde u,ve L vardr.
Bdylece
(avb)ac=(fuv fv)ac
=f(uvv)ac
:d(U\/V)
=duvdv
=(fuac)v(fvac)
=(anc)v(bnc)
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4. LATISLERDE SIMETRIK Bi TUREV

Tamim__4.1:Ceven (2009) L bir latis olsun. VX, yel icin
D(x,y)=D(y,x) oluyorsa D(.,.): LXL — L bir simetrik déniisiimdiir.

Tamm 4.2: L bir latis olsun.  D(.,.):LxL > L simetrik dSniisiimii olsun
d:L— L déniisiimii verilsin d (x)=D(x,x) ifadesine D(.,.)nin izi denir.

Tanim 4.3: L bir latis olsun ve D:LxL — L simetrik doniisiim olsun.

¥V X,Y,z e L i¢in asagidaki sart saglaniyorsa

D(xAy,z)=(D(x,z)Ay)v(xAD(y,2))
D’ye L Uzerinde simetrik bi tlirev denir.

Ayrica V X,y,ze L icgin

(D(x,y)rz)v(yAaD(x2))

Ornek 4.4: L bir latisve V x,yeL i¢in D(X,y)=XAYy doniisiimii verilsin.
D L Uzerinde simetrik bi turevdir.

Ornek 4.5: L bir latis ae L olsun. Vx,y,zeL icin D(x,y)=(xAy)ra

donisimii tammmlansin. D L (zerinde simetrik bi tirevdir.
Onerme 4.6: L bir latis ve d’de D simetrik bi tiirevi olsun. Asagidaki

sartlar saglanir. V x,y € L igin
i.  D(xy)<xveD(x,y)<y
i. D(xy)<xnay

i, d(x)<x

i, D(xy)=D(xAXy)=(D(X,y)AX)v(XxAD(X,Y))=xAD(XY)
olup D(x,y)<x olur. Benzer sekilde D(x,y)<y oldugu gosterilir.

ii.  i)den ispat acik

iii. d(x)=D(x,x)=D(xAX,X)

=(D(X,X) AX) V(XA D(x,x))
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olup d(x)<x olur.
iv. iii)'den d?(x)=d(d(x))<d(x)<x
i)’den D(x,d(x))<d(x)

Boylece

Sonuc¢ 4.7: L bir latis ve D’de L Uzerinde simetrik bi tiirev olsun. 0 en
kicuk eleman olmak tizere ve 1 en biyuk eleman olmak tzere 1e L, 0L olsun.
Boylece

vV xeL icin D(0,x)=0 ve D(1,x)<x olur.

Tanmum 4.8: L bir latis olsun ve D:LXxL - L simetrik doniisiim olsun.

Asagidaki sart saglaniyorsa D ’ye jonitive doniisiim denir. V X,y,z e L igin
D(xvy,z)=D(x,z)vD(y,z)

Onerme 4.9: L bir latis olsun d ’de jonitive simetrik bi tiirev D ’nin izi

olsun. ¥V x,y e L igin

d(xvy)=d(x)vd(y)vD(xy)
ve
d(x)vd(y)<d(xvy)
Ispat: d(xvy)=D(xvyxvy)=d(x)vd(y)vD(xy) olup
d(x)vd(y)<d(xvy)
Teorem 4.10: L bir latis olsun D’de L Uzerinde simetrik bi turev olsun

d ’de D simetrik bi tirevinin izi olsun. ¥ x,y e L icin

d(xAy)=D(x,y)v(xad(y))v(yrd(x))

Ispat: Onerme 3.6 i) ve iii) kullanalim.

31



D(XAY,XAY)

d(xAy)=D(
D(xAY,X)AY)v(D(XAY,y)AX)
(
d

XAY,X)vD(XAY,y)

()Ay)v(xAD(xy))v(D(xy)Ay)v(xnd(y))
d(x)Ay)vD(xy)v(D(xy)v)(xrd(y))
(x.y)v(xA(dy))
(x.y)v(xad(y

X ))v(yad(x)

X

(
(

Sonug 4.11: L bir latis D’de L uUzerinde simetrik bi tlrev ve d’de D
simetrik bir tiirevin izi olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
i.  D(x,y)<d(xAvy)
i.  xad(y)<d(xay)
iii.  d(x)ad(y)<d(xay)

Sonuc 4.12: L bir latis olsun. 0 en kiglk eleman ve 1 en buyik eleman

olsun. 0e L ve 1eL olmak lizere D L Uzerinde simetrik bi tlirev olsun. d ’de D

simetrik bi tlrevinin izi olsun.
i x>d(1)ise d(x)>d(1)
ii.  x<d(1)ise d(x)=x
iii. x<yised(y)=y, d(x=x) olur.
Ispat:
i x2d(1)=d(1)=xadl<d(xal)=d(x)=d(1)<d(x)

ii.x<d(l)=x=xAd(1)<d(xAl)=d(x) bdylece d(x)=x olur.

IA

iii.xAy=x d(y)=yD(x,y)<x ved(x)<x<y

d(x)=d(xAy)=D(xy)v(xad(y))v(ysd(x))=
Teorem 4.13: L bir latis olsun. Eger L ’de her simetrik bi tlrev jointive ise

L dagilmali latistir.
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Ispat: Ornek 3.4’ten D(X,z)=XAz’nin simetrik bi tirev oldugunu
biliyoruz. x yerine xv y alirsak
D(xvy,z)=(xvy)az olur. D jonitive oldugundan
D(xvy,z)=D(x,z)vD(y,z)
=(xAz)v(yaz)
Bdylece

(xvy)rz=(xrz)v(yaz)
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5. LATISLERDE F-Bi TUREV

Tamum_5.1:0zbal ve Firat (2010) L bir latis ve D:LxL — L simetrik
déniisiim olsun. V' x,y,ze L igin D(xAy,z)=(D(x,z)A f(y))v(f(x)AD(y,z))
olacak sekilde f:L — L fonksiyonu varsa D’ye L uzerinde simetrik f bi tlrev

denir.

Ayrica V X,y,ze L icgin

D(x,y/\z):(D(x,y)/\ f (z))v(f(y)/\ D(x,2)) saglanir.

Ornek 5.2: L bir latis ve Vx,yeL icin f(xay)="f(x)af(y) olmak
uzere D(x,y)=(f(x)A f(y))ra olacak sekilde L de D doniisiimii tanimlansmn.
D L uzerinde simetrik f bi turevdir.

Ornek 5.3: L bir latis ve Vx,yeL icin f(xay)=f(x)af(y) olmak
uzere D(x,y)=(f(x)A f(y))ra olacak sekilde L de D doniisiimii tanimlansmn.

D L uzerinde simetrik f bi turevdir.
Onerme 5.4: L bir latis ve d de L iizerinde tanrmhi D f bi tiirevin izi
olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
i.  D(xy)<f(x)veD(xy)<f(y)
i. D(xy)<f(x)af(y)
i, d(x)<f(x)

ispat:
i.  D(x,y)=D(xAx, y):(D(x, y)/\f(x))v(f(x)/\ D(x, y))
=f(x)AD(x,y)
olup D(x,y)< f(x) benzer olarak D(x,y)< f(y)
ii.  i)den aciktir.
i, d(x)=D(xx)=((D(x.x)A f(x))v(f(x)AD(xx))
= f (x)Ad(x)

boylece d(x)< f (x)
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Sonug 5.5: L bir latis ve D L Uzerinde simetrik f bi tlrev olsun. 0 en
kiiglik eleman ve 1 en biyik eleman olsun. 0eL ve 1eL ve f(0)=0 ise ¥xel
icin D(0,x)=0 ve D(L,x)< f(x) olur.

Tammm 5.6: L bir latis ve D:LxL - L simetrik doniisiim olsun. Eger
V X,¥,zelL igin

D(xvy,z)=D(xz)vD(y,z)
saglaniyor ise D ’ye joinitive doniisiim denir.
Onerme 5.7: L bir latis ve d ’de joinitive simetrik f bi tlirev D ’nin izi

olsun. Vv x,y e L igin
d(xvy)=d(x)vd(y)vD(xy) ve
d(x)vd(y)<d(xvy)

Ispat: d(xvy)=D(xvy,xvy)

(X, xvy)vD(y,xvy)
(x,x)vD(xy)vD(y,x)vD(y,y)

(
(x)vd(y)vD(xy)

D(x
D(x
d

Ve V x,yelL igin
d(x)vd(y)<d(xy)
Teorem 5.8: L bir latis. Vv x,ysL icin f(xay)=f(x)af(y) olacak

sekilde D’de L Uzerinde simetrik f bi tirev olsun. d’de simetrik f bi tirev

D 'niniziolsun. ¥ x,y e L igin

d(xAy)=D(x,y)v(f(x)ad(y))v(f(y)ad(x))

Ispat: Onerme 4.7 i) ve ii)’yi kullanarak
d(xAy)=D(XAY,XAY)
=(D(xAy,x)A f(y))v(f(x)AD(xAY,Y)
=D(xAy,x)vD(xAy,y)

=[(D(xX)A F(Y)v(f()AD(y.x)]

V[P YA TNV (F(9AD(y.Y))]
=(d(3) F()V(F ()~ D(y.x)
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v(f(y)AD(y.x))v(d(y)A f(x))
=(d(x)~ f(y))v(d(y) f(x))vD(xy)

Sonug 5.9: L bir latis olsun. v x,y e L igin f(xAy)=f(x)a f(y) olacak
sekilde D L Uzerinde simetrik f bi tirev olsun d ’de L tizerinde tanimli simetrik

f bi tiirev D ’nin izi olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
i.  D(xy)<d(xay)
i.  f(x)ad(y)<d(xay)
ii.  d(x)ad(y)<d(xay)
Sonuc 5.10: L bir latis olsun. Vx,yelL icin f(xay)=f(x)Af(y)

olacak sekilde D L Uzerinde simetrik f bi tirev olsun. O en kiguk eleman ve 1
en biylk eleman olmak tizere 0L ve 1eL olsun. d de L iizerinde tanimli D
simetrik bi tiirevin izi olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
i f(x)2d(1)=>d(x)>d(1)
i.  f(x)<d(1)=d(x)="f(x)
iii. x<y ve f artan fonksiyonve d(y)=f(y)=d(x)=f(x)

Ispat:

d(1)A f(x)<d(xal)=d(x)

i f(x)>d,=d(1)
=d(x)>d(1)
i, f(x)<d(1)= f(x)=f(x)ad(1)<d(xAl)=d(x)
boylece d(x)= f (x) olur.
iii. x<y ve f artan fonksiyon ve d(y)=f(y) olsun.
f(x)A f(y)=f(x) oldugundan

d(y)="f(y) ve D(x,y)< f(x)ved(x)<f(x)<f(y)
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Teorem 5.11 L bir latis ve f epimorfizm olmak iizere eger L (izerinde

joinitive simetrik f bi tlrev varsa L ’ye dagilmali latis denir.

ispat: f homomorfizm olmak (zere D 0ornek 4.2’den V x,z igin
D(x,z)=f (x)A f(z) olacak sekilde D simetrik bi f tiirev olsun. Kabul edelim ki
f Orten doniisim ve D joinitive donlisim olsun. Va,b,cel igin

f(x)=a, f(y)=b, f(z)=c olacak sekilde X,y,z e L vardir. Boylece

(a\/b

c=(T(x)v f(y))af(2)
D(va, )

D(x z)v D(y z)

(f( vi(y)af(2)
(

a/\b) (b/\C)

Onerme 5.12: L bir latis ve d ’de L Uzerindeki simetrik f bi tiirev D ’nin

izi olsun. Eger f L’den L’ye azalan Orten bir fonksiyon ise V¥xel igin
D(d(x), f (x)) >d ( f (x)) ozel olarak 0 en kiigiik eleman olmak tzere ve O e L ve

vxeL igin D(d(x), f(x))=0 ise d =0

Ispat: L bir latis ve D L ({zerinde simetrik f bi tiirev ve f:L—>L

azalan fonksiyon olsun. Onerme 4.4 i) ve ii)’den

D(d(x), f(x))=D(d(x)
(d(x), f x))/\f(
v(f(d( (
(d(x). f () v (
=D(d(x), f(x))vd

Boylece  D(d(x), f (x))

v
o
—_
—h
—_~
>
~—
~

Eger 0 en kuguk eleman olmak U(zere OelL ise Vxel igin

D(d(x), f(x))=0ise 0<d(f(x))<D(d(x),f(x))=0

Boylece Vx e L igin d(f(x))=0 yani d =0
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6. LATISLERDE PERMUTING TRi-TUREV

Tanmim 6.1:0zturk ve digerleri (2009) L bir latis. Vx,y,ze L igin
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D(x,y,2)=D(xz,y)=D(y,x,z)=D(y,z,x)=D(z,x,y)=D(z,y,X)

sartlar1 saglaniyorsa D :LXLXLXx — L D ’ye permuting doniisiim denir.

d:L—L donisim olsun. d(x)=D(x,xx) ifadesine D permuting
doniisiimiiniin izi denir.

Tamm 6.2: L bir latis olsun. V x,y,z,we L igin

D(xAw, y,z):(D(x, y,z)/\w)v D(w,y,z) ise D’ye permuting tri tiirev
denir.

D permuting tri tlirevse V x,y,z,we L igin

D(x,yAw,z)=(D(X Y,z)AW)v(yAD(x,w,z))

D(x,y,zawW)=(D(xY,z)Aw)v(zAD(x, y,w))

Ornek 6.3: L bir latis: D:LxLxL —> L D(x,y,z)=(xAy)Az seklinde

taniml1 bir doniisiim olsun. D ’ye permuting tri tirev denir.

Ornek 6.4: L Sekil 6°daki gibi bir latis. D’de D(x,y,z)=(xvy)vz

olacak bir doniigiim olsun. D L iizerinde permuting tri tiirev degildir.

Sekil 6. 1: Latis 6

Ornek 6.5: L  Sekil 7°deki gibi bir latis olsun. D’yi

D(x,y,z)= [(X AY)V z] Ab seklinde tanimlayalim. D L iizerinde permuting tri

tiirev degildir.
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Sekil 6. 2: Latis 7

Seklinde tanimlayalim.

Ornek 6.6: D ornek 53’deki gibi L iizerinde tanimh

D(X, y,z):[(X/\ y)/\z]/\b seklinde bir doniigim olsun. D L (zerinde

permuting tri tirevdir.

Onerme 6.7: L bir latis ve D’de L tizerinde permuting tri tiirev olsun. d

de D’niniziolsun. ¥xeL igin d(x)<x

Ispat: VX e L icin XA X=X
d(x)=D(xxXx)=D(XAX,XX)
= D(x,x,x)/\x)v(x/\D(x,x,x))

D(X, X X)AX
d(x)Ax

Bdylece Vx e L igin d(x)<x olur.

Onerme 6.8: L bir latis olsun ve D L Uzerinde permuting tri tiirev olsun

VX,Y,zeL igin

D(xy,2)<xD(xy,2)<y ve D(xy,2)<z

Ispat: VxeL icin XAX=X
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D(x,¥,2)=D(xAXY,2)=(D(X,y,2) AX)v(XxAD(x,Y,2))
=D(X,y,2)AX

Boylece V x,y,ze L igin

D(x,y,z)<x
D(x,v,z)<y
D(x,y,z)<z

IN

IA

olur.

NOT 5.9: L bir latis ve D L uzerinde permuting tri tlrev olsun.

Vxy,zeLl icin D(XYy,z)<xAYy,D(XVY,2)<XAZ D(Xy,2)<ynz ve

D(X,¥,z)<yAz oldugundan D(X,y,z)<(xAYy)Az olur.

Sonu¢ 6.10: L bir latis D’de L Uzerinde permuting tri tirev olsun. 0 en
kiglk eleman 1 en blyuk eleman olsun. 0 e L,1e L olsun. V x,y e L igin

D(0,x,y)=0D(Lx,y)<xD(1xy)<y olur.

Tammm 6.11: L bir latis ve D L Uzerinde permuting tri tlrev olsun.

VX,Y,z,welL icin
D(xvw,y,z)=D(x,Yy,z)vD(w,y,z)
saglarsa D ’ye joinitive doniigiim denir.

Teorem 6.12: L bir latis D joinitive dontisim d de D ’nin izi olsun.

VX,y e L igin
d(xvy)=d(x)vd(y)vD(xxy)vD(xy,y) ve
d(x)vd(y)<d(xvy)

Ispat:d L’de D’nin izi olsun.
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d(xvy)=D(XVvyXxvy,xvy)
=d(X)vD(x,xy)vD(xy,x)vD(xVY,Y)
vD(y,x,x)vD(y,xy)vD(y,y,x)vd(y)
=d(x)vd(y)vD(xxy)vD(xy,y)

Ve Vx,y el igin

d(x)vd(y)<d(xvy)

Teorem 6.13: L bir latis olsun. Ve D’de L Uzerinde permuting tri tirev

olsun. d ’de D ’niniziolsun. Vx,y e L igin
d(xay)=(d(x)ay)v(xad(y))vD(xxYy)vD(xy.y)
Ispat: d(xAy)=D(XAY,XAY,XAY)

=(D(XAY.XAY,X)AY)V(XAD(XAY,XAY,Y))
{[(D(X/\y,x,x)/\y)v(X/\D(X/\y,y,x))}/\y}
v{x [( (XA Y, X Y)AY)V (X/\D(X/\y,y,y))}}
[d(x) y)vD(x,xy)vD xyy]
v[D(x,x,y)v D(x,y,y)v(xad( y))]
(d(X)Ay)v(xad(y))v D(x X, Y)vD(XY,Y)

Sonug 6.14: L bir latis olsun. D L (zerinde permuting tri tirev olsun. d de

D ’ninizi olsun .

i D(xxy)<d(xay),D(x,y,y)<d(xAy)

i. xad(y)<d(xay)
ii.  d(x)ay<d(xay)
iv. d(x)ad(y)<d(xay)

Ispat: iv) d(x)<x ve d(y)<y oldugundan
d(x)ad(y)<xnay

42



(i) ve (ii)’den
(xAy)A(d(x)ad(y))<d(xAY)
d(x)ad(y)<d(xay)
SONUC 6.15: ¥xeL icin D(x,x,1)<d(xAl)=d(x) ve
xad(1)<d(xal)=d(x)
SONUC 6.16: L bir latis D L Uzerinde permuting tri tirev olsun. d de D
’nin izi olsun. 0 en kii¢ik eleman ve 1 en buylk eleman olsun. 0e L 1€ L olsun.
i x=d(1)=d(x)>d(1)
i.  x<d(l)=x=d(x)
ii. x<yved(y)=y=x=d(x)
iv. d*(x)=d(x)

Ispat:
i.  Vxel igin x<d(1) olur.

d(1)=xAd(1)<d(x) oldugundan
Vx el igin
d(1)<d(x)
ii. Vxel igin x<d(l) x=xad(l)<d(x) ve d(x)<x oldugundan
x=d(x) olur.
iii. Vvx,yelicin x<y ved(y)=y olsun.

X<Y,XAY=X

oldugundan bdylece Vx,y e L igin

d(x)=d(xAy)
=(d(x)Ay)v(xad(y))vD(x.xy)vD(xY,y)

olur.

iv.  Vxel igin d*(x)=d(d(x))<d(x)<x boylece
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olup d(x)<d?(x) olur. Boylece Vx e L igin

d*(x)=d(x) olur.

Onerme 6.17:L bir latis ve D’de L uzerinde permuting tri tiirev olsun.

d *de D ’nin izi olsun. Eger Vx,yeL icin y<x ve d(x)=x ise d(y)=y dir.
Ispat: vx,yeL i¢in y<x ve d(x)=x olsun. y <x oldugundan
d(y)=d(xny)
=(d(x)Ay)v(xad(y))vD(x,xy)vD(xYy,y)

=yvd(y)vD(xxy)vD(xy,y)
=y

Vyel icin d(y)=y dir.
Sonug 6.18: L bir latis olsun D ’de permuting tri tiirev olsun d ’de D ’nin izi
olsun. 1 en biiyik eleman olsun. 1eL olsun. d(1)=1<>d L’de birim

dontisiimdiir.

Ispat: d(1)=1 olsun. x<1 ve d(1)=1 oldugundan Snerme 5.17’den
Vxe L icin d(x)=x olur. d"ye L iizerinde birim d6niisiim denir.

Onerme 6.19: L bir latis ve D, ve D, L Uzerinde permuting tri tirev ve d,
D,’in d,’de D,’nin izi olsun. Eger d, ve d, izoton ise
d, =d, < fixy, (L) = fix,, (L) olur.

Ispat: (=)d, =d, ise Fix, (L)=Fix,, (L)

(<) x e Fixy, (L) olsun.

d, (x) e Fixy, (L) = Fixy, (L) oldugundan
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d, (d,(x))=d,(x) olur. Benzer olarak

d (d; (x))=d, ()

d, ve d, izoton oldugundan

d,(d,(x))<d(x)=d,(d,(x)) ve bdylece
6,6, (x) <
40, (6, () =, (¢, () =, (x) olup
d, = d, dir.

,(d,(x)) boylece

Tamim 6.19: L bir latis ve D L lzerinde permuting tri tirev olsun. d D ’nin

izi olsun.
i.  x<yised(x)<d(y),d izoton doniigiimdiir.

ii.  d birebirise d ’ye monomorfik doniigiim denir.
iii. d ortenise d’ye d ’ye epik doniisiim denir.

Ispat: (i) = (i) d izoton oldugundan d(x)<d (1) dir.
d(x)<x oldugundan
d(x)<xad(1) olur.

(i) = (iii) WxeL icin d(x)=xAd (1)

(iiiy= (i) x<y olsun,
d(x)=d(xAy)=d(x)ad(y)
boylece
d(x)<d(y) olup d izotondur.

(i) = (iv) L izoton olsun.
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X<XVYyVve y<xvy

d(x)<d(xvy)d(y)<d(xvy) olur.
béylece

d(x)vd(y)<d(xvy)

(iv) = (i) x<y olsun.

d(x)vd(y)<d(xvy)=d(y) oldugundan

d(x)vd(y) olup
d izotondur.

Teorem 6.20: L modiler latis ve D permuting tri tirev olsun. d ’de D ’nin

izi olsun. Asagidaki sartlar denktir.

i. d izotondur.

i. d(xay)=d(x)ad(y)

()= (ii) d izotonolsun xAy<x ve XA Yy<Yy oldugundan
d(xay)<d(x) ved(xay)<d(y)

d(xay)<d(x)ad(y)

L modiiler oldugundan

d(X/\y):((d(x ) (X/\d(y) D(X,%Y)vD(xYy,Y)
:[(d( )v D (X% Y))A J [d(y) vayy/\x]
>(d(x)Ay)a(xad(y))=d(x)ad

Boylece

d(xAy)=d(x)ad(y) olup
d(xay)=d(x)Ad(y)
(i)= (i) x<y ve d(xay)=d(x)ad(y)

XA 'Y =X oldugundan

46



d(x)=d(xAy)=d(x)ad(y)<d(y)

Bdylece d izotondur.
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7. LATISLERDE PERMUTING TRi-F TUREV

Tamm 7.1:Yazarli ve Oztirk (2001) L bir latis olsun. D:LXLXL — L bir

donitisim ve f :L — L bir doniisiim olsun. VX, y,z,we L igin
D(xAw,y,2)=(D(x,y,2)A f(x))v(f(X)AD(W,y,z) sarti saglaniyorsa
D’ye L Uzerinde permuting tri f tirev denir.

Ornek 7.2: L Sekil 8’deki gibi bir latis olsun.

0->1->2
Sekil 7. 1: Latis 8

L Gzerindeki f ve D doniisiimlerini asagidaki gibi tanimlayalim.

2,(x,y,2)=(0,0,0)

2,(x,y,z)=(0,01) yada (0,1,0) yada (1,0,0)

2,(x,y,2)=(0,02) yada (0,2,0) yada (2,0,0)

L(xy,z)=(111)

0,(x,y,2)=(2,2,2)

1, (0,11) yada (1,0,1) yada (1,1,0)

0,(x,y,2)=(0,2,2) yada(2,0,2) yada(2,2,0)

2,(x,y,2)=(0,1,2) yada (1,0,2) yada (1,2,0)
yada (2,1,0) yada (2,0,1)

2,(x,y,2)=(11,2) yada(1,2,1) yada(2,1,1)

0,(x,y,2)=(1,2,2) yada(2,1,2) yada (2,2,1)

X,¥,2)

D(x,y,2)=

ve

2,x=0
f(x)=1Lx=1
0,x=2
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D L Uzerinde permuting tri f tirev. Fakat D permuting tri tlrev
degildir. Clinkii
D(0A10,2)=D(0,0,2)=2

Ve de
D(0A1,0,2)=(D(0,02)A1)v(0AD(1,0,2))
=(2/\1)v(0/\2)
=1v0
=1

Onerme 7.3: L bir latis ve D’de L (zerinde permuting tri f tlrev olsun.

VX,Y,z,we L ic¢in asagidaki sartlar saglanir.
i.  D(xv,z)<f(x),D(xy.z)<f(y) ve D(x,y,2)< f(2)
ii. D(x,y.z)AD(W,y,z)<D(xAw,Y,z)<D(xy,z)vD(w,vY,z)
iii.  D(xawy,z)<f(x)vf(w)
iv. 0 enkiglk eleman olmak tzere O e L ve f(O):O ise

Vx,y,zeL i¢in D(0,y,z)=0"dur.
Ispat: (i) VxeL icin X A X oldugundan

D(x,¥,2)=D(xAX,Y,z)
~(D(xy.2)A T () ( ()2 D(x.1.2)
=D(x,y,z)A f(X)

Boylece Vvx,y,zeL igin

D(x,y,z)< f(x)
Benzer olarak Vvx,y,zeL igin

D(x,y,z)< f(y) ve D(xy,2)< f(z)
(ii)D(x,y,z)< f(x) ve D(w,y,z)< f(w) (i) den

D(x,¥,2)AD(w,y,z)< f(x)AD(w,y,z)
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Ve Vx,y,zelL igin
D(x,y,z)AD(w,y,z)< f(w)AD(x,y,2)
boylece

D(x,Y,2)AD(w,y,2)< f(X)AD(w,y,z)v(f(wW)AD(x,y,z))

<f
<D(xAwW,Y,2)
Dahast f(x)AD(w,y,z)<D(w,y,z) ve
f(W)AD(xy,z)<D(xy,2)
boylece

(f(x)AD(w,y,2))v(f(W)AD(x,y,2))<D(xY,z)vD(w,y,2)
D(xAW,Y,z){D(X,y,z)vD(wy,2)
D(xAw,y,z)< f(x)v f(w)

(iv) 0 en kiguk eleman olmak tizere O e L olsun. V y,ze L igin

D(0,y,z)=D(0A0,y,2)

=(D(0,y,z)A f(0))v(f(0)AD(0,y,2))
=0vO0
=0

Sonuc 7.4: Dikkat edilirse V x e L igin

d(x)=D(xxXx)=D(XAX,X,X)
(D(x,%,%)A f(x)

V xeL igin d(x)< f(x) dir.
Tanmum 7.5: L bir latisve D L Uzerindetri f tlirev olsun.

i. x<w iken D(x,y,z)<D(w,y,z) ise D’ye izoton permuting tri- f

tlrev denir.

ii. D birebir ise D ’ye monomorfik permuting tri f tlrev denir.
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ii. D orten ise D ’ye epik permuting tri f turev denir.
Onerme 7.6: L bir latis olsun. D L {zerinde permuting tri f tirev olsun. 1
en buylk eleman olsun ve 1€ L olsun. Asagidaki sartlar saglanir.
i. f(x)<D(Ly,z)ise D(xy,z)="f(x)
ii. f(x)>D(Ly,z)ve f(1)=1ise
D(x,v,z2)>D(1y,2)
Ispat:
i.  D(xy,z)=D(xaly,z)
=(D(xy.2)A f(1))v(f(X)AD(Ly,2)
=D(x,y,2)v f(x)

oldugundan

f(x)<D(x,y,z)
Onerme 6.3 (i)’den
D(x,y,z)= f(x)
ii. D(x,y,2)=D(xALy,z)
:(D(x, y, z)A f (1))v( f(x)AD(Y, y,z))
=D(x,y,2)vD(ly,2)
oldugundan V x,y,ze L igin
D(Ly,z)<D(xY,2)
Onerme 6.7: L bir latis olsun ve D L (izerinde permuting tri f — tlrev
olsun. f artan fonksiyon, w<x ve D(x,y,z)= f(x) ise D(w,y,z)=f(w)
Ispat: w< x ise xAw=w olur. Boylece

D(w,y,z)=D(xAw, y, )

=(D(x,y,z)A f(w))v(f(x)AD(w,y,2))
=(f(x)A f(w))v(f(x)AD(w,y,2))

= f (W)v (W, y,2)

= f(w)
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Onerme 7.8: L bir latis ve D L (izerinde permuting tri f tirev olsun.
Y X,V,Z,We L i¢in asagidaki sartlar saglanir.

i. D izotonise
D(x,Y,2)=D(xY,2)v(D(xvw,y,z)A f(x))

i f(xvw)=f(x)vf(w)ise
D(x,¥,2)=D(x,¥,2)v(D(xvw,y,z)a f(X)

iii. f artan fonksiyon ise
D(x,y,z)= D(x,y,z)v(D(XVw,y,z)/\f(x))

Ispat:
i. D permuting izotontri f tiirev oldugundan

D(x,y,2)=D((xvw)AxY,z)
=(D(xvw,y,z)A f(x))v(f(xvw)AD(x,y,2))
:(D(X\/W, y,Z/\f(X))v D(x,Y,2)
i. D(xy,z)<f(x)<f(x)vf(w) oldugundan
(X,y,2)=D((xvW)AX,y,z)
:(D(XVW, y, z)A f (x))v( f(xvw)AD(x, y,z))
=(D(xvw,y,z)A f(X))vD(x,y,z
jii. f artan fonksiyon olduundan ve X<xvy oldugundan
f(x)< f(xvy) olur. Boylece
D(x,y,z):D((XVW)/\x, y,z)
=(D(xvw,y,z)A f(x))v(f(xvw)AD(x,y,z)
=(D(xvw,y,z)A f(x))vD(x,y,z)

Onerme 7.9: L bir latis olsun. D izoton permuting tri- f ttrev olsun. f
azalan fonksiyon olsun. Eger D(x,y,z)=f(x) ve D(wy,z)="f(w) ise
D(xvw,y,z)=f(x)v f(w)

Ispat: Xx<xvw,w<xvw ve D izoton oldugundan

D(x,y,z)<D(xvw,y,z) ve D(w,y,z)<D(xvw,y,z) boylece

f(x)v f(w)<D(xvw,y,z)
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ve de

D(xvw,y,z)< f (xvw)< f(x)v (W)
Béylece

D(xvw,y,z)=f (x)v f (w)

Teorem 7.10: L bir latis 1 en biiyuk eleman olmak lizere 1e L ve D’de L
tizerinde permuting tri f tirev ve f(xAy)=f(x)A f(y) olsun. Asagidaki sartlar

denktir.

i. D izoton permuting tri f tlrev
i. D(x,y.z)vD(wy,z)<D(xvw,y,z)
iii. D(xy,z)=f(x)AD(Ly,2)
iv.  D(xAw,y,z)=D(xYy,zAD(w,y,2)
Ispat: (i) = (ii) D izoton permuting tri f tiirev olsun.
X<XvWw ve w<xvw oldugundan

D(x,y,2)<D(xvw,y,z) ve D(w,y,z)<D(xvw,y,z)
boylece

D(x,y,z)vD(w,y,z)<D(xvYy,Y,2)
(ii)= (i) D(x,y,z)vD(w,y,z)<D(x,w,Y,z) ve x<w oldugundan

D(x,y,2)<D(x,y,z)vD(w,y,z)
<D(xvw,y,z)
=D(w,Y,2)
olup D izotondur.
()= (iii) D permuting tri f tiirev olsun. D(x,y,z)<D(1,y,z) oldugundan
6nerme 6.3 (i)’den
D(x,v,z)< f(x)AD(Ly,2)
Onerme 6.8 (i)’de w=1
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D(xy,2)=(D(Ly,z)A f(x))vD(xY,2)
=D(Ly,z)A f(x)
(i) = (iv) (iii)’den
D(xAw,y,z)=f(xAW)AD(1y,z)
f(X)A f(w)AD(Ly,z)
(f(x)AD(Ly,2))A(f(W)AD(1y,2))
=D(x,y,2)AD(w,y,2)

(iv)= (i) D(xAw,y,z)=D(x,y,z)AD(w,y,z)ve x<w olsun.

D(x,y,2)=D(xAw,y,2)
=D(x,y,2)AD(w,y,z)

Boylece

D(x,y,2)<D(w,y,2)

Teorem 7.11: L modiler latis ve D L Uzerinde permuting tri tlirev olsun.

i. D izotondur. < D(xAW,Y,z)=D(x,y,z)AD(w,y,2)
ii. D izoton ve f(xvw)="f(x)vf(w) ise D(xy,z)="f(x) iken
D(xvw,y,z)=D(x,Yy,z)vD(w,Y,z)

Ispat: (i) D izoton x AwW<x ve x Aw<w oldugundan

D(xAW,y,2)<D(%Y,2)AD(w,y,2)
(D(xy.2)AD(wy,2)A(f (X) T (W)
(D6 y,2) A f(W)A(F(x)AD(Wy.2))
<(D(xy,2)n f (W) v(D(Wy,2)  (x))

=D(xAW,Y,2)

D(x,y,z)AD(w,y,2)

Bdylece D(xAW,y,z)=D(x,y,z)AD(w,y,2)
Diger taraftan

D(xAW,Y,z)=D(x,Y,z)AD(W,y,z) ve x<w

D(x,¥,2)=D(xAw,y,z)=D(X,y,z)AD(w,y,2)
oldugundan
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D(x,v,z)<D(w,y,2)

(i) D izoton ve D(x,y,z)=f(x) olsun. Onerme 6.8°den ve L ’nin

modiilerliginden

D(w,y,z)=D(w,y,z)v(f(w)AD(xvw,y,z))
=f(w)AD(xvw,y,z)

Bdylece hipotezden

D(x,y,z)vD(w,y,z)=D(xY,z ) (f( )AD(xvw,Y,2))
X,Y,2 ))AD(Xvw,y,z)

=(D(
(f( )/\D(Xva z)
f
D

(XVW)/\ D(xvw,y,z)

(xvw,y,z)

Teorem 7.12:L dagilmali latis ve D, f(xvw)=f(x)v f(w) olacak

sekilde permuting tri f tlrev olsun.
i. D izotonise D(xAW,Y,z)=D(X,y,z)AD(w,y,z)
D(x,y,z)vD(w,y,z)

ii. D izoton < D(xvw,y,z)

i. D izoton oldugundan

D(xAw,y,z)<D(x,y,z)AD(w,y,2)

Onerme 6.3’den,

ii.  D(xY,z2)AD(W,Yy,z)=(D(x,y,z)A f(x))A(f(w)AD(w,y,z))
(D XY, 2)A f( W))/\(f(x)/\D(w,y,z))
(D (X,y,2)A f W))v(f(x)/\D(w,y,z))

=D(xAW,Y,z)

Boylece
D(xAW,Y,z)=D(x,Yy,z)AD(w,y,z)
(i) D izoton olsun. (i)’den
D(xAW,Y,z)=D(x,Yy,z)AD(w,y,z)

Onerme 6.3 ve dnerme 6.8’den
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D(w,y,z)=D(w, y,z)v(f (W)AD(xvw, y,z))
=(D(w,y,z)v f(x))A(D(w,y,z)vD(xvw,y,z)
= f(W/\ D(xvw, y,z))

Benzer olarak

D(x,y,z)vD(w,y,z)=(f(x)AD(xvw,y,z))v(f(w)AD(xvw,y,z)
=(f(x)v f (w))/\ D(xvw,y,z)

D(w,y,z)=D(xvw,y,z)=D(x,Yy,2z)v D(w,y,z) oldugundan

D(x,y,2)<D(w,y,2)
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8. LATISLERDE PERMUTING TRi-(F,G) TUREV

Tamm 8.1:Asc1 ve digerleri (2011) L bir latis ve D:LxLXxL —» L permuting

dontisiim olsun. Eger VX, y,z,we L olmak Uzere

D(xAw,y,z)=(D(xy,z)A f(w))v(g(x)AD(w,Y,z)) (7,1)

olacak sekilde f,g:L — L fonksiyonlar1 varsa D ’ye permuting tri (f,g) tirev denir.
Acikcasi

D(x,y/\w,z):((D X, Y,2)A f (W))v(g(y)/\ D(x,w,z))
D(x,y,zAwW)=(D(x,Y,2)A f(w))v(g(z)AD(x y,w))

Ornek 8.2 Asagidaki diyagramdaki gibi 1° latisini alalim.

(1.1.1)

(1.1.0) ><I

(1,0.0) (0.1,0)

(1.0.1) (0.1.1)

4

(0.0.1)

G

(0.0.0)

Sekil 8. 1: Latis 9

1, (xy,2)=(0,0,0)
D(x,y,2)=40, (xy,2)=(0,0,1),(0,1,0),(0,11)(1,0,0)
0, (xy,2)=(101),(110),(111)

D permuting tri tiirev olmadigindan

1=D(0,0,0)
D(0A0,0,0)

(D(0,0,0)A0)v(0AD(0,0,0))
0

H
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Eger f(0)=f(1)=1 ve g(0)=0 g(1)=1 ise f=g olup ve D L
tizerinde permuting tri ( f,g) tirevdir. Eger f (0)=g(0)=1ve f(1)=g(1)=1 ise

f =g ve D L Uzerinde permuting tri- f tlrevdir.

Onerme 8.3.L bir latis ve d’de L tzerindeki permuting tri (f,g) tirevin

izi olsun. Vx e L igin
d(x)<(f(x)va'(x))
Ispat: Vx e L icin XA X=X oldugundan

d(x)=D(X X% X)=D.(XAXX,X)

(D(x,x,x)/\ f (x)v(g(x)/\ D(x,x,x))

D(x % x)A f(x)< f(x) oldugundan ve
D(x,,%X)Ag(x)<g(x) oldugundan

d(x)< f(x)vg(x)

Onerme 8.4: L bir latis olsun. Ve D L tzerinde tri (f,g) tirev olsun.

vx,y,zeL igin D(x,y,z)< f(x)vg(x)

olur.

Ispat: VX eL icin XA X=X oldugundan

D(X,y,z)=D(xAX,Y,2)= ( XY, 2) A f(x) v(g x)AD(x,Y,2)
D(x,y,z)A f(x)< f(x)ve D(x,y, z)/\g(x)gg(x)

D(x.y.z)< f(x)vg(x)

Benzer olarak
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D(x,y,z)A f(x)< f(x)veD(xy,z)Ag(x)<g(x)
D(x,v,z)< f(x)vg(x)

Benzer olarak
D(x,y,z)< f(y)va(y)veD(xy,z)< f(z)vg(z)

Onerme 8.5: D L Uzerinde permuting tri-(f,g) tirev olsun. 0 en kiigik

eleman olmak tizere Oe L, f (0)=0ve g(0)=0=D(0,y,z)=0
Ispat: Onerme 7.4°ten vx,y,z e L igin

D(x,y,z)< ( f(x)vg (X)) 0 en kiiciik eleman oldugundan

0<D(0,y,2)<(f(0)vg(0))=0
D(0,y,z)=0

Onerme 8.6: L latis olsun. 1 blyik eleman olsun. D’de L (izerinde

f (1)=g(1) =1 olacak sekilde tri-( f,g) tiirev olsun. Asagidaki sartlar saglanir.

(Ly,z) ve g(x)<D(Ly,z)= D(x, y,z):(f (x)vg(x))

D(L
i. f(x)>D(Ly,z) ve g(x)=D(Ly,z)=D(x,y,z)>D(Ly,2)

i.  D(xy,2)=D(xALy,z)

=(D(xv,2)A f(1))v(g(1)AD(xY,2))
=f(x)vD(xV,2)

olup
g(x)<D(x,y,2) (7,2)
Benzer olarak x A1=1A X oldugundan
D(x,v,2)=D(1AX,Y,2)
=(D(Ly.2)A F(x))v(9(1)AD(xY.2))
=f(x)vD(xV,2)
boylece
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f(x)<(xy.2) (7.3)

(7 ) e (7.3)de
(f(x)va(x))<D(x.y.2)
Onerme 7.3’den
D(xy.2)<(f(x)va(x))

Sonug olarak

(f(x)vg(x))<D(xy,z)<(f(x)vag(x))
olup ispat tamamlanir.

(ii) D(x,y,z)=D(xAlLY,2)

=(D(xv.2)A f(1))v(g(x)AD(Ly,2))
=D(x,y,2)vD(Ly,2)
D(x,v,2)>D(Ly,z)

Teorem 8.7 L bir dagilmali latis olsun ve D’de L Uzerinde permuting tri-

(f.g) turevolsun. d *de D ’nin izi olsun.

VX, y e L igin

d(xw):((d(x)Af(y))v(g<x)Ad<y>>v
Vig()A(f(¥)A[D(xxy)vD(xy.y)]}

Ispat:
d(xAy)

D(XAY,XAY,XAY)
(D(x,xA Y, xAY)A f(y))v(g(X)AD(y,xAY, X/\y))
{(D XX XAY)A F(y) v(g(x)/\nyx/\y }
(

AI(X)A(D(y 0 xAY)A T (1)v(9(X)AD(y.y.xAY)) ]
D¥(9()AD(xxy)A ()
v(9(x)AD(xy,y) A f(¥))}
vi(g(x)Ad(y))va(x)AD(y.xx)A f(y))
v(g(x)AD(y.xy)A f(y))]

Il
—~—
—~~
o
—_
>
~—~—
>
—
—_~
<
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=(d () f(y))v(a(x)rd(y)
v{(g(x)/\ f (y))/\((D(x, Y, Y)v D(x,x, y))}

Sonug 8.8: L dagilmali latis olsun, D L Uzerinde permuting tri-(f,g) tirev

olsun. d ’de D ’nin izi olsun.

-(g(x)A f(Y))AD(xxy)<d(xAY),(g(X)A f(y))AD(X Y, y)<d(xAY)
ii-g(x)Ad(y)<d(xay)
jii-d (x)A f(y)<d(xAvy)

Sonuc 8.9: L bir latis olsun ve 1 L ’nin en biiyiik elemani olsun 1€ L olsun.

VX e L icin 6zel olarak
(g(X)A f(1))AD(x,x1)<d(xAl)=d(x) ve
g(x)ad(1)<d(xAl)=d(x) olur.

Sonuc 8.10: L dagimal latis D L Uzerinde permuting tri-(f,g) turev
olsun. d, D ’nin izi olsun. 1 en biyuk eleman olsun ve 1€ L olsun. Asagidaki sartlar

saglanir.
i-g(x)>d(1)=d(x)>d(1)
ii-vxelL igin g(x)<d(1) ve f(x)<g(x)=g(x)=d(x) olur.
Tamm 8.11: L bir latis ve D L Uzerinde permuting tri-( f,g) tirev olsun ve
d D’ninizi olsun.
i-x<y iken d(x)<d(y) ise
ii-d birebir ise d ’ye monoformik doniistim izi denir.

iii-d ortenise d epik dontisiimiin izi denir.
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Tamum 8.12: L bir latis ve D permuting tri-(f,g) tirev olsun x <y iken

D(x,w,z)<D(y,w,z)= D’ye L lzerinde permuting tri-( f,g) tiirev denir.

Onerme 8.13: L bir latis ve D’de L Uzerinde permuting tri-(f,g) tirev

olsun. Asagidaki sartlar denktir.

(1) d izoton doniistiimdiir.

(2) dxvdy<d(xvy)

Ispat:

(1)=(2) d izoton doniisiim olsun. Xx<xvy ve y<xvy olur. d izoton

oldugundan d(x)<d(xvy) ve d(y)<d(xvy) béylece d(x)vd(y)<d(xvy)
(2= (1)d(x)vd(y)<d(xvy) ve x<y
d(x)<d(x)vd(y)<d(xvy)=d(y) bdylece d izotondur.

Teorem 8.14: L bir latis olsun 1 en blylk eleman ve 1e L olsun. D L

lizerinde izoton permuting tri-(f,g) tirev olsun. ¥xeL icin f(1)=g(1)=1 veya

f(x)>g(x) yada f(x)<g(x) olsun. ¥x,y,zeL icin
D(X, y,z):(f(x)vg(x))/\ D(Ly,z)

Ispat: D L uzerinde izoton permuting tri-(f,g) tirev olsun. vx,y,zelL

igin D(x,y,2)<D(L y,2) di.
wxe L igin f(x)2g(x) olsun.
D(xy,2)< f(x)vg(x)=f(x)
D(xy,2)<  (x)AD(LY,2) oldugundan

D(x,y,2)=D((xv1)AxY,2)
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=[(D(xv).y.2)a T (x)]v[g(xv1)AD(xy.2)]
=[Dy.2)a T (x)]v[9(2)AD(xy.2)]
=[D(Ly.2)A f()]v[1AD(xy,2)]
=[Dy.z)~f(x)]vD(xy.2)
=D(Ly.2)Af (x)
f(x)vg(x)= f(x) oldugundan

D(x,y,2)=(f(x)vg(x))AD(Ly,2)
vxelL  igin f(x)<g(x) kabul edelim. Benzer olarak

D(,y2)< 1 (x)v §(x)=(x) olur. D(x,y,2) <0 (x)D(L,2) oldugundan

D(x,y.2)=D(xA(xv1).7.2)
=[(O(xy.2)n f (xv) V[ 9(x)AD((xv1).1.2)]

=[D(xy.zr f(1)]v[g(x)AD(Ly.2)]
=[D(xy.2)a1]v[g(x)AD(LY.2)]
D(xy:2)v[9(x)AD(Ly.2)]

=9(x)AD(Ly.2)

£ (x)v g(x)=g(x) oldugundan

D(x,y,2)=(f(x)vg(x))AD(Ly,2)
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda halkalarda tiirev ¢calismalarindan yararlanilarak latislerde
tiirev tanimin1 verip 6rnekler verdik. Latislerde f tiirev, latislerde permuting tri-tlrev,
latislerde simetrik bi- tirev, simetrik f-bi tlrev, latislerde permuting f-tri tirev,
latislerde permuting tri-f tlirev ve latislerde permuting tri-(f,g) tiirevi tanimladik ve

ornekler verdik

Oneri olarak bu tez c¢alismasinda latislerde tiirevin yar1 latisler icinde

tanimlanabilecegi sdylenebilir. Bdylece yeni bir aragtirma konusu ortaya ¢ikacaktir.
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