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ÖZET

          Kısmi Diferansiyel Denklemlerin çözümleri için kullanılan sayısal yaklaşım metotları (Sonlu Elemanlar, Sonlu Farklar, Diferansiyel Quadrature Metot (DQM), Genelleştirilmiş Diferansiyel Quadrature (GDQ), gibi) mühendislik problemlerinde, yapı elemanlarının analizinde çok büyük öneme sahiptir. Bu metotlarda, çözümü istenen noktada verileri alabilmek için, yüksek sayıda düğüm noktaları gerekebilir. Böyle bir durumda işlem uzar ve zorlaşır, bilgisayar kapasitesine daha fazla ihtiyaç duyulur. Bu durumu Diferansiyel Quadrature Eleman  Metodu’nun klasik metotlara göre bir avantajdır.

     Bu çalışmada, kiriş elemanın titreşim analizi ile ince izotropik plakların statik analizi Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu kullanılarak yapılmıştır. Metot, diferansiyel denklemlerin  çözümünde gösterdiği üstün performansı integral denklemlerin çözümünde de göstermektedir. Sadece sınır şartlarını değiştirerek değişik uygulamalar diğer metotlardan daha kısa sürede çözülebilmektedir. Elde edilen değişik sınır şartlarına ait sonuçlar, mevcut ve diğer metotlarla elde edilen çözümlemelerle karşılaştırıldığında, Diferansiyel Quadrature Eleman Metodunun çok hassas sonuçlar verdiği görülmüştür. Eleman sayısı çok az (1 veya 2) olduğundan dolayı, 25 ve 9 düğümlü plak elemanın çökmesi DQEM ile hesaplandığında çözüm zamanı oldukça kısadır.

ABSTRACT
     The Numerical methods (Finite Element Method, Finite Difference Method, Differential Quadrature Method and Generalized Differential Quadrature Method) to solve partial differential equations, which are related to engineering problems and structural analysis, are used. In the Generalized Differential Quadrature Method, solution can be hold using some points, which are important us. More points are needed to solve these problems in the other methods. Therefore, more computation time and more program capacity are necessary. These situations seem as an advantage when Generalized Differential Quadrature Method is used.  
     In this study, vibration analysis of beams and static analysis of thin plates are investigated by using DQEM. This method not only has high performance to solve differential equations but also has high performance to solve integral equations. Changing only boundary conditions, different applications can be solved. When the obtained results are compared with others, it can be seen that good agreements with others. When DQEM are used to compute deflections of plates using 9 and 25 nodes, computing time is very small and program is too few, because element numbers are too few (one or two) .
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BİRİNCİ BÖLÜM
GİRİŞ

1.1 Tanım

     Günümüze kadar Mühendislik Mekaniği temel problemlerinin çözümünde birçok metot kullanılmıştır. Bunlardan bazıları Sonlu Elemanlar Methodu, Sonlu Farklar Metodu, gibi. Bu methotlarda kesin sonuca yaklaşmak için elemanı mümkün olduğu kadar fazla bölgeye ayırmak gerekir. Bu gereklilik sözkonusu methotlar için bir dezavantaj sayılmaktadır. Nitekim  bölge sayısı artırıldıkça doğru orantılı olarak işlem sayısı ve boyutu ile gerekli bilgisayar bellek kapasitesi de artacaktır. Bu tip zorluklar çözümlere daha kolay ulaşmak için yeni metotların ileri sürülmesine zemin hazırlamıştır. İlk defa  Bellman ve Casti tarafından ileri sürülen metotlardan biri olan Diferansiyel Quadrature Metot (DQM) bu problemi büyük oranda ortadan kaldırmıştır. Bundan sonra Bert ve diğ.(1988), Jang ve arkadaşları (1989) ile Sherboune ve Pandey (1991), Wang ve Bert (1993), Du ve diğ. (1994), Shu ve diğ. (1996)  metodu yapısal mekanik problemlerin çözümünde başarılı bir şekilde uygulamışlardır.

     Striz ve arkadaşları DQM’de, yapısal mekaniğin gerçek problemlerinin çözümünde eksiklikleri olduğunu ileri sürüp DQM’nin yeni versiyonunu geliştirdiler. Bu versiyon  Quadrature Eleman Metodu (QEM) idi (Striz ve diğ. 1994). Metot, çeşitli yükler altındaki kiriş yapıların çözümünde kesin sonuçlar vermiş ancak kirişin uç noktalarının δ mesafede düğüm noktalarına ayrılmasından dolayı istenen düzeyde değildi.

     Daha sonra Xinwei Wang ve Huizhi Gu tarafından öne sürülen Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu (DQEM), DQM ve QEM’de karşılaşılan zorlukların üstesinden gelmiştir. Metotta, DQEM ve QEM’den farklı olarak elemanın uç noktaları için bir adet düğüm noktası gösterilmiştir. Ayrıca süreksiz yükleme altında değişik kalınlıkta kiriş ve kirişsel yapılar DQEM ile kolaylıkla çözülmüştür. Düğüm  noktalarının isteğe bağlı olarak seçilebilmesi, hesaplama yapılan alanı birden fazla elemana ayırabilme özelliği, problem çözümlerinde büyük kolaylıklar sağlamıştır. Bu tez daha önceki çalışmaların devamı niteliğinde olup içeriğinde, iki boyutlu elemanların titreşim analizi incelenmiş levha elemanın statik analizi yapılmıştır. Çalışmanın  devamında plak elemanın titreşim analizi incelenebilir.
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İKİNCİ BÖLÜM

DİFERANSİYEL QUADRATURE ELEMAN

 METODU

2.1  Giriş

     Eksenel yük altındaki çubuk elemanların deformasyonları ile dış yük ve moment tesiri altındaki kirişlerin şekil değişiklikleri, çok terimli bir çözüm fonksiyonu yardımıyla elde edilebilir. Aynı yöntem kullanılarak, süreksiz yük veya moment tesiri  altındaki çözümler de bulunabilir. Buna bağlı olarak çubuk ve kiriş elemanlar için elde edilen sonuçların metotta uygun biçimde birleştirilmesiyle çerçeve yapılar ve kafes sistemleri için çözümler kolaylıkla bulunur. Bununla ilgili detaylar aşağıda sırasıyla verilmiştir. Adı geçen çok terimli fonksiyon  Lagrange çokterimlisi olup, ağırlık katsayı matrislerinin Lagrange çokterimlisi kullanılarak elde edilir.

2.2 DQEM’nin Yapı Elemanlarına Uygulanması

2.2.1 Çubuk Elemanlardan Oluşan Kafes Yapıları

     İkinci derceden denklem modeli için  x eksenine yönlenmiş narin çubuklarda sistemi ifade eden denge denklemi (Chen,1994, s. 6);
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şeklindedir (Chen, 1994, s. 6).  Ayrıca lineer elastik çubuklarda sistemi ifade eden denklem ve denge denklemleri (Chen,1994, s. 6);
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Şekil 2.1: Üç Düğüm Noktalı DQEM Çubuk Elemanı
     Şekil 2.1’de görüldüğü gibi çubuk eleman üç düğüm noktasına ayrılmıştır. Çubuğa sadece uç noktasında eksenel yük etki etmektedir. Denklem (2.2), çubuğun düğüm noktalarına uygulandığında;

1 noktasında; 
[image: image6.wmf]EA

p

dx

du

-

=

                                                                                            (2.3)

2 noktasında; 
[image: image7.wmf]0

dx

u

d

2

2

=

                                                                                                 (2.4)

3 noktasında; 
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şeklinde elde edilir (Chen, 1994, s. 7). Denklem (2.3), ve (2.5)’e DQEM uygulandığında (Chen, 1994, s.7);
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pi uygulanan yük olmak üzere, denklem (2.6) matris formunda (Thomson, W.T, 1993, s.302);
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olarak yazılabilir. Denklem (2.7)’deki 
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olarak verilebilir. [K] matrisi elde edilirken, Denklem (2.6)’daki kütle sayıları matris şeklinde yazıldıktan sonra aşağıdaki biçimde düzenlenir (Wang, X.W., And Gu, H.Z, 1997).
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Denklem (2.9)’daki e ve i harfleri sırasıyla elemanın iki uç düğüm noktasını ve tüm iç düğüm noktalarını ifade etmektedir. Denklem (2.9) açık ifadeyle;

[Kee]{δe}+[Kei]+{δi}={Fe}                                                                                        (2.10)
[Kie]{δe}+[Kii]+{δi}={Fi}                                                                                          (2.11)
olarak yazılabilir. Denklem (2.11)’ deki {δi} ifadesidenklem (2.10)’da yazıldığında;
[Kii]+{δi}={Fi}-[Kie]{δe}                                                                                           (2.12)

[Kii]-1[Kii]+{δi}=[Kii]-1({Fi}-[Kie]{δe})                                                                      (2.13)

{δi}=[Kii]-1({Fi}-[Kie]{δe})                                                                                        (2.14)

[Kee]{δe}+[Kei]( [Kii]-1({Fi}-[Kie]{δe}))={Fe}                                                           (2.15)
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[Kee]{δe}+[Kei] [Kii]-1{Fi}-[Kei] [Kii]-1[Kie]{δe}={Fe}
[image: image20.wmf]                                           (2.16)
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                                      (2.17)

ifadesi elde edilebilir. Denklem (2.17)’den elde edilen [K] matrisi ve {F} vektörü denklem (2.7)’de yerine konularak çubuk elemandaki uzuma miktarları bulunabilir.

     Şekil 3.1’de verilen 3 düğüm noktalı çubuk eleman için eliminasyon yapılmamış [K] matrisi DQEM’nin uygulandığında;
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olarak elde edilir. Eliminasyon işlemi aşağıdaki biçimde uygulanır;

                         Kee              Kei                     
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                          Kie             Kii

Denklem (2.19)’dan matrisler, denklem (2.17)’de yerine yerleştirilir. Elde edilen  [K] matrisi ve {F} vektörü denklem (2.17)’de yazılarak {δ} miktarları hesaplanabilir.

2.2.2 Kiriş Elemanlardan Oluşan Kafes Yapıları

     DQ metodunun önceki versiyonu olan DQM’de, bir boyutlu problemler için çözüm fonksiyonu v(x);
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olarak alınmıştı (Wang, X.M., Gu, H.Z., 1997). (2.20) numaralı denklemde N, hesaplama yapılacak elemanın, uç noktalarını da içeren düğüm noktalarının toplam sayısı, lj(x), Lagrange interpolasyon fonksiyonu ve vj, j noktasındaki çözüm fonksiyonudur. Çözüm fonksiyonunun i. düğüm noktasında k. dereceden türevi ise;
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şeklinde ifade edilmiştir (Wang, X.W., And  Gu, H.Z., 1997). Denklem (2.21)’deki E, ağırlık katsayıları olarak ifade edilmiştir. Ancak bu çözüm fonksiyonu, çok boyutlu problemlerin sınır şartlarına uygulanırken yanlış ve elverişsiz sonuçlar vermektedir. Bunun için dördüncü dereceden diferansiyel denklem için çözüm fonksiyonu aşağıdaki şekilde göz önüne alınabilir  (Wang, X.W., And  Gu, H.Z., 1997).
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Denklem (2.22)’deki N, hesaplama yapılacak olan elemanın, uç noktalarını da içeren düğüm noktalarının toplam sayısı, lj(x), Lagrange fonksiyonu ve vj, j noktasındaki çözüm fonksiyonudur. v’1 ve v’N  1. ve N. Düğüm noktalarındaki çözüm fonksiyonlarının birinci dereceden türevleridir. Çözüm fonksiyonunun i. düğüm noktasında k. dereceden  türevi ise;
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olarak elde edilir (Wang, X.W., And Gu, H.Z., 1997). Denklem (3.23)’de gösterilen E ifadesi daha önce ifade edildiği  gibi k. dereceden türevi alınmış ağırlık katsayılarıdır.

     Bernoulli-Euler kirişi için, küçük deformasyonlarda sistemi ifade eden diferansiyel denklem ve denge denklemleri aşağıdaki biçimde ifade edilebilir (William A. N., 1979 s.169).
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Denklem (2.24)’de ifade edilen  E, I, q(x), Q(x), M(x) sırasıyla elastisite modülü, z eksenine göre atalet momenti, yayılı yük, enine kesme kuvveti ve eğilme momentidir.

     Şekil 2.2’de, 3 düğüm noktalı bir DQ kiriş elemanı görülmektedir. Denklem (2.24)’e DQEM uygulanırsa;
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf];
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denklemleri elde edilir (Chen, 1994, s. 11). Denklem (2.25)’deki Bij, Cij ve  Dij  sırasıyla ikinci, üçüncü ve dördüncü dereceden türevlerin ağırlık katsayılarıdır. Ayrıca;
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olarak elde edilir (Wang, X.W., And Gu, H.Z., 1997).
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Şekil 2.2: Üç Düğüm Noktalı DQEM Kiriş Elemanı

Denklem (2.25) matris biçiminde yazıldığında;
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elde edilir. Denklem (2.7)’deki 
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şeklindedir (Wang, X.W., And Gu, H.Z., 1997). Bununla beraber [K] matrisi çubuk elemanda uygulandığı gibi iç düğüm noktaları elimine edildikten sonra kullanılır. Yani;
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denklemi ve bunun sonucu olarak da;
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                                      (2.17)
denkleminden yararlanılarak elde edilen direngenlik matrisleri ve kuvvet vektörü kullanılarak işlem devam ettirilir. Denklem (2.17)’de dikkat edilmesi gereken husus, çıkan kuvvet vektörü global matrise aynen gönderilir. Sonuçta çıkan [K] matrisi daima 4 x 4 boyutundadır.

     Şekil 3.2’de verilen 3 düğüm noktalı kiriş eleman için eliminasyon yapılmamış [K] matrisine DQEM uygulandığında
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olarak elde edilir.  Eliminasyon  işlemi aşağıdaki biçimde uygulanır;

                                         Kee                       Kei
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                                           Kie                         Kii
Denklem (2.29)’dan elde ediken matrisler, denklem (2.17)’de yerine yerleştirilir. Elde  edilen [K] matrisi ve {F} vektörü denklem (2.7)’de {δ}miktarları hesaplanabilir.

2.2.3  Çerçeve Elemanlardan Oluşan Kafes Yapıları

     Çerçeve elemanlar, çubuk elemanlar ile kiriş elemanların birlşimi olarak düşünülebilir. Yani çerçeve elemanlar üzerinde, hem  eksenel hem de radyal yönde yüklemeler bulunabilir. Buna bağlı olarak elmanda, hem x doğrultusunda hem de y doğrultusunda  şekil değişimi söz konusu olur. Şekil 2.3’de üç düğüm noktalı bir çerçeve elemanı görülmektedir.
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Şekil 2.3: Üç Düğüm Noktalı DQEM Çerçeve Elemanı

     Çözümleme, çubuk eleman için ve kiriş eleman için elde edilen direngenlik matrislerinin eliminasyona uğramamış halleri uygun biçimde sıralanarak yeni bir direngenlik matrisi elde edilir. Bundan sonra eliminasyon işlemi yapılır. İşlemden sonra elde edilen direngenlik matrisi  sistemin direngenlik matrisidir ve direk olarak işleme  girer. Sistemin çözümünde kullanılacak genel denklem daha önce olduğu gibi;

[K]{δ}={F}                                                                                                                  (2.7)

şeklindedir. Denklem (2.7)’deki direngenlik matrisi, iç düğüm noktası elimine edilmemiş haliyle aşağıdaki biçimdedir.
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                     (2.30)
Denklem (2.7)’deki şekil değiştirme vektörü ve yük vektörü sırasıyla;


[image: image51.wmf]{

}

{

}

T

3

3

3

2

2

1

1

1

w

u

w

u

w

u

q

q

=

d

                                                         (2.31)


[image: image52.wmf]{

}

{

}

T

3

3

3

2

2

1

1

1

M

Q

p

Q

p

M

Q

p

F

=

                                                      (2.32)

olarak elde edilir (Chen, 1994, s. 7). Denklem (2.30)’daki direngenlik matrisinin iç düğüm noktaları elimine edilmelidir. Bu eliminasyon işlemi daha öncekilerden farklı değildir. Yani;
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sıralama düzeni sisteme uygulanır. Çerçeve eleman için direngenlik matrisi, DQEM’nin uygulanmasıyla (2.30) denkleminde verilmiştir. Kısa olarak; denklem (2.9)’da ifade edilen iç düğüm noktalarının elimine işlemi aşağıda verilmiştir.
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    Bu işlemden sonra;
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                                      (2.17)
ifadesi kullanılarak sistemin çözümünde kullanılacak olan direngenlik matrisi ve kuvvet vektörü rahatlıkla bulunabilir. Ardından bulunan sonuçlar, denklem (3.7)’de yerine konularak sonuca ulaşılır.

2.3 Lokal ve Global Koordinatlar Arasında Transformasyonun   

      Uygulanması

    Konu 2.1’de x düzlemiyle sıfır derecelik açı yapan elemanlardan bahsedildi. Ancak kafes   
değişik yönelimlere sahiptir ve çözüm esnasında bu açı farklılıklarının hesaba katılması gerekir. Bu açı farklılıkları işlem içine, lokal ve global koordinatlar arası geçiş metotları kullanılarak yapılır.
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                                             (a)                                                               (b)

Şekil 2.4: Lokal ve Global Koordinatlar Arası Transformasyon

     Yatay ve dikey doğrultuda varsayılan 
[image: image58.wmf]u

 ve 
[image: image59.wmf]v

 global koordinatları ile 
[image: image60.wmf]a

 açısı yapan lokal koordinatlar Şekil 3.4 (a)’da görülmektedir. 
     Şekil 3.4 (b)’de görüldüğü gibi r1 şekil değiştirmesinin değeri, lokal ve global koordinatlarda birbirine eşittir. Bu eşitlik aşağıdaki biçimde ifade edilebilir (Thomson, W.T., 1993, s. 310).
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 sırasıyla lokal koordinatlardaki ve global koordinatlardaki birim vektörlerdir. Denklem (2.34)’ün bütün elemanları i ile skaler olarak çarpıldığında eşitlik değişmez. 
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çarpım işlemleri yapıldığında;
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olarak elde edilir. Benzer şekilde denklem (2.34)’ün bütün elemanları j ile skaler olarak çarpıldığında eşitlik değişmez.
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çarpım işlemleri yapıldığında;
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olarak elde edilir. Denklem (2.36) ve (2.38) matris formunda yazıldığında;
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 ve 
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 lokal koordinatları, 
[image: image70.wmf]1
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 ve 
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 global koordinatları göstermektedir.

     Lokal koordinatlardaki 2 noktasının şekil değiştirme miktarı global koordinatlara bağlı olarak, aynı denklemde (2.39) ifade edilebilir. İki koordinat arasındaki dönme açısı birbirine eşit olmak zorundadır  
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 değeri transformasyon matrisi içerisine alınabilir.
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Yatay eksenden, saat ibreleri ters yönünde 
[image: image76.wmf]a

 açısı yapan herhangi bir eleman için transformasyon matrisi;
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şeklinde yazılabilir. Denklem c=cos
[image: image78.wmf]a

  ve  s=sin
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 ‘dir. Lokal koordinatlardan global koordinatlara transformasyon matrisi ifade edildiğinde (Thomson, W.T., 1993, s. 311);
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Denklem (2.42) ve denklem (2.43)’deki T transformasyon  matrisi, r, F ve 
[image: image82.wmf]F

,

r

 sırasıyla lokal ve global koordinatlardaki şekil değiştirme ve kuvvet ifadeleridir. r ve F arasındaki bağıntıya direngenlik matrisi de ilave edilebilir (Thomson, W.T., 1993, s. 311);
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benzer biçimde global koordinat sisteminde  de aynı eşitlik yazılabilir.
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Denklem (2.43)’den;
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şeklinde elde edilebilir. Denklem (2.46)’daki transformasyon matrisinin tersi ve transpozu birbirine eşittir. Bunun nedeni transformasyon matrisinin ortogonal olmasıdır. Denklem (2.46)’daki F ifadesi yerine, denklem (2.44)’deki ifade yerine yazıldığında;


[image: image86.wmf]r

*

k

r

*

k

*

T

r

*

k

*

T

F

T

T

=

=

=

                                                                               (2.47)

olarak elde edilir. Lokal koordinatlardaki k direngenlik matrisi, global koordinatlardaki 
[image: image87.wmf]k

 direngenlik matrisine;
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denklemiyle dönüştürülebilir.

2.3.1 Çubuk Eleman İçin Transformasyon

     DQEM’de çubuk elemanlar x- ekseniyle herhangi bir açı yapabilirler. Bu durumda hesaplama yapmak için, işleme transformasyon matrisinin de katılması gerekir. Transformasyon matrisi  [T], λ=cosθ ve μ=sinθ olmak üzere;
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dir (Chen, 1994, s. 8). Üç düğüm noktalı bir DQEM çubuk eleman varsayılsın. Bu üç noktadan biri global koordinatlara dönüştürülürmek istenirse, şekil değiştirme vektörü x-y bileşenlerine ayrılır. Ayrım işleminin neticesi 6 x 6 boyutunda bir transformasyon matrisidir. Bununla beraber orta noktadaki sistemi ifade eden denklem 
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dır. Bundan dolayı orta noktanın şekil değiştirmesi birinci ve üçüncü düğüm noktalarına lineer olarak bağımlıdır. Yani bu noktanın transformasyonunun yapılmasına gerek yoktur. Şekil değiştirmeler için transformasyon işlemi aşağıdaki biçimde gerçekleşir (Chen, 1994, s. 8).
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Aynı zamanda kuvvet koordinatlarının ve şekil değiştirme koordinatlarının transformasyonu aşağıdaki biçimde yazılabilir (Chen, 1994, s. 7).
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DQEM denklem sistemi global koordinatlarda;
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olarak yazılabilir. Ayrıca;
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olarak yazılabilir. Bu işlemler bütün elemanlar için tekrarlanıp genel sistem matrisinde çözülür.
2.3.2 Kiriş Eleman İçin Transformasyon

     DQEM kiriş elemanlar da x- ekseniyle herhangi bir açı yapabilirler. Bu durumda hesaplama yapmak için işleme transformasyon matrisinin de katılması gerekir. Transformasyon matrisi [T],  λ=cosθ  ve  μ=sinθ  olmak üzere;
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dir (Chen, 1994, s. 14). Üç düğüm noktalı bir DQEM kiriş eleman varsayılsın. Bu üç noktadan biri global koordinatlara dönüştürülmek istenirse, şekil değiştirme vektörü x-y bileşenlerine ayrılır. Ayrım işleminin neticesi  9 x 9 boyutunda bir transformasyon matrisidir. Bununla beraber orta noktada, çubuk elemana benzer şekilde uzama ve çökme değişimlerin transformasyonu yapılmaz. Şekil değiştirmeler için transformasyon işlemi aşağıdaki biçimde gerçekleşir (Chen, 1994, s. 13).
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Benzer şekilde kuvvet koordinatlarının ve şekil değiştirme koordinatlarının transformasyonu aşağıdaki biçimde yazılabilir.
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DQEM denklem sistemi global koordinatlarda;
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olarak yazılabilir. Ayrıca;
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olarak yazılabilir. Bu işlemler bütün elemanlar için tekrarlanıp genel sistem matrisinde çözülür.
2.4 DQEM’de Ağırlık Katsayı Matrislerinin Elde Edilmesi

2.4.1 Çubuk Eleman İçin Ağırlıklı Katsayı Matrislerinin Elde Edilmesi

      DQEM’de direngenlik matrisi, [A], [B], [C], [D] ağırlıklı katsayı matrislerinin uygun biçimde düzenlenmesiyle elde edilir. Ağırlıklı katsayı matrisleri ise Lagrange çok terimlisi yardımıyla bulunabilir. Lagrange çokterimlisi u değişkenine bağlı olarak aşağıdaki biçimde yazılabilir (Chen, 1994, s. 48).
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     Lokal koordinat sisteminde, düğüm aralığı, [0,L] aralığında alınırsa, global koordinatla transformasyon;
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şeklinde yazılabilir (Chen, 1994, s. 48). Denklem  (2.55)’deki xi ve xj, global koordinat sisteminde uç noktaları ifade etmektedir. Denklem (2.54) matris formunda;
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şeklinde yazılabilir. Denklem (3.56)’daki [b] matrisi ve {c} vektörü sırasıyla;
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şeklinde ifade edilebilir. Denklem (2.56), (2.57) ve (2.58) u değişkenine bağlı olarak;
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veya;

{u}=[N0]{c}                                                                                                               (2.60)
ifade edilebilir. Denklem (2.60) genel olarak;

{
[image: image109.wmf]u

}=[N]{c}                                                                                                               (2.61)
gösterilebilir. Denklem (2.56)’daki;
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dir. Denklem (2.60)’daki {c} yalnız bırakıldığında;
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elde edilir. Denklem (2.61)’in türevi alınıp, ifadede yer alan {c} değeri yerine Denklem (2.63)’deki ifade yazıldığında;
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ifadesi elde edilebilir. Denklem (2.64);
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olarak da ifade edilebilir. [A] ifadesi;
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şeklindedir. Burada adı geçen 
[image: image115.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf][
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matrisinin türevidir ve aşağıdaki biçimde ifade edilebilir.
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[A] ağırlıklı katsayılar matrisi denklem (2.66)’dan elde edilir. Bundan başka [B], [C], ve [D] matrisleri  basitçe;
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çarpımlarıyla bulunabilir (Chen, 1994, s. 50). Denklemlerden de anlaşılacağı üzere düğüm sayıları ve düğüm aralıkları değiştikçe ağırlıklı katsayı matrisleri de değişmektedir. 

2.4.2 Kiriş Eleman İçin Ağırlıklı Katsayı Matrislerinin Elde Edilmesi

     DQEM’de direngenlik matrisi, [A], [B], [C], [D] ağırlıklı katsayı matrislerinin uygun biçimde düzenlenmesiyle elde edilir. Ağırlıklı katsayı matrisleri ise, Lagrange çokterimlisi u değişkenine bağlı olarak aşağıdaki biçimde yazılabilir  (Chen, 1994, s. 48).
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     Lokal koordinat sisteminde, düğüm aralığı, [0,L] aralığında alınırsa, global koordinatla transformasyon;
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şeklinde yazılabilir (Chen, 1994, s. 48). Denklem (2.55)’deki xi ve xj, global koordinat sisteminde uç noktaları ifade etmektedir. Denklem (2.54) matris formunda;
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şeklinde yazılabilir. Denklem (2.35)’deki [b] matrisi ve {c} vektörü sırasıyla;
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şeklinde ifade edilebilir. Denklem (2.56), (2.57) ve (2.58) u değişkenine bağlı olarak;
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veya;

{u}=[N0]{c}                                                                                                               (2.60)

ifade edilebilir. Denklem (2.72)’deki ( )’ ifadesi, 
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dir. Denklem (2.60)’daki {c} yalnız bırakıldığında,
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elde edilir. Denklem (2.61)’in türevi alınıp, ifadede yer alan {c} değeri yerine Denklem (2.63)’deki ifade yazıldığında;
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ifadesi elde edilebilir. Denklem (2.64);
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olarak da ifade edilebilir. [A] ifadesi;
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şeklindedir. Burada adı geçen 
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matrisinin türevidir ve aşağıdaki biçimde ifade edilebilir.
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[A] ağırlıklı katsayılar matrisi denklem (2.66)’dan elde edilir. Bundan başka [B], [C], ve [D] matrisleri  basitçe;
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çarpımlarıyla bulunabilir (Chen, 1994, s. 50). Denklemlerden de anlaşılacağı üzere düğüm sayıları ve düğüm aralıkları değiştikçe ağırlıklı katsayı matrisleri de değişmektedir. 

2.5 Direngenlik [k] ve Kütle [m] Matrislerinin, Klasik Yöntemle Elde Edilmesi

2.5.1 Çubuk Eleman İçin Direngenlik ve Kütle  Matrisinin  Elde Edilmesi
     Bu bölümde adı geçen matrislerin elde edilebilmesi için Lagrange Denklemi ile birlikte Potansiyel Enerji ve Kinetik Enerji ifadelerinden faydalanılmıştır. Bu ifadeler sırasıyla aşağıdaki biçimde incelenir (Thomson, W. T, 1993,  s. 348, s. 224).
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Şekil 2.5: Çubuk Eleman

2.5.1.1 Çubuk Eleman İçin Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi
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2.5.1.2 Çubuk Eleman İçin Kütle Matrisinin Elde Edilmesi


[image: image195.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image196.wmf](

)

{

}

(

)

wt

sin

A

a

a

x

1

t

,

x

u

2

1

þ

ý

ü

î

í

ì

=

                                                                               (2.100)


[image: image197.wmf](

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

a

a

x

1

t

t

,

x

u

2

1

þ

ý

ü

î

í

ì

=

¶

¶

                                                                           (2.101)


[image: image198.wmf](

)

{

}

{

(

)

wt

cos

w

A

q

u

u

C

L

1

0

1

Px

x

1

t

t

,

x

u

2

1

1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

=

¶

¶

-

&

&

3

2

1

3

2

1

                                                             (2.102)


[image: image199.wmf](

)

(

)

wt

cos

w

qA

C

P

P

C

q

t

t

,

x

u

2

2

2

1

x

T

x

T

T

2

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

                                                        (2.103)


[image: image200.wmf](

)

{

}

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

u

L

1

0

1

dx

x

1

x

1

L

1

0

1

u

u

dx

t

t

,

x

u

2

2

2

2

1

1

L

0

T

2

1

L

0

2

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

-

ò

ò

&

&

&

&

  (2.104)


[image: image201.wmf](

)

{

}

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

ò

3

L

2

L

2

L

L

L

1

0

1

u

u

dx

t

t

,

x

u

3

2

2

T

2

1

L

0

2

&

&



 EMBED Equation.3  [image: image202.wmf](

)

wt

cos

w

A

u

u

L

1

0

1

2

2

2

2

1

1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

-

&

&

      (2.105)


[image: image203.wmf](

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

L

6

1

u

u

dx

t

t

,

x

u

2

2

2

2

1

2

1

L

0

2

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

ò

&

&

&

&

                                    (2.106)

K.E.=T=
[image: image204.wmf]{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

u

u

2

1

2

2

2

2

1

2

1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

&

&

&

&

                                              (2.107)


[image: image205.wmf]{

}

(

)

{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

+

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

=

¶

¶

0

1

2

1

1

2

6

L

u

u

2

1

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

0

1

2

1

u

T

2

1

2

2

2

2

1

1

&

&

&

&

&



[image: image206.wmf](

)

wt

cos

w

A

2

2

2

                                                                                                         (2.108)


[image: image207.wmf]{

}

(

)

{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

+

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

=

¶

¶

0

1

2

1

1

2

6

L

u

u

2

1

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

0

1

2

1

u

T

2

1

2

2

2

2

1

2

&

&

&

&

&



[image: image208.wmf](

)

wt

cos

w

A

2

2

2

                                                                                                         (2.109)


[image: image209.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

1

2

u

u

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

u

1

2

6

L

2

1

u

T

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

1

þ

ý

ü

î

í

ì

m

+

þ

ý

ü

î

í

ì

m

=

¶

¶

&

&

&

&

&

        (2.110)


[image: image210.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

1

2

u

u

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

u

1

2

6

L

2

1

u

T

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

þ

ý

ü

î

í

ì

m

+

þ

ý

ü

î

í

ì

m

=

¶

¶

&

&

&

&

&

       (2.111)


[image: image211.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

u

2

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

u

2

6

L

2

1

u

T

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

1

&

&

&

&

&

+

m

+

+

m

=

¶

¶

    (2.112)


[image: image212.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

2

u

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

2

u

6

L

2

1

u

T

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

&

&

&

&

&

+

m

+

+

m

=

¶

¶

    (2.113)


[image: image213.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

u

2

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

u

2

6

L

2

1

u

T

dt

d

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

1

&

&

&

&

&

&

&

&

&

+

m

+

+

m

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶


                                                                                                                                  (2.114)


[image: image214.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

wt

cos

w

A

u

2

u

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

2

u

6

L

2

1

u

T

dt

d

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

&

&

&

&

&

&

&

&

&

+

m

+

+

m

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶


                                                                                                                                  (2.115)


[image: image215.wmf](

)

(

)

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

2

1

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

2

1

u

T

dt

d

u

T

dt

d

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

+

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

=

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

                                           

(2.116)


[image: image216.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

2

1

u

T

dt

d

u

T

dt

d

&

&

=
[image: image217.wmf](

)

wt

cos

w

A

u

u

2

1

1

2

6

L

2

2

2

2

1

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

m

&

&

&

&

                                                         (2.117)

Denklem (2.117)’deki µ ifadesi birim uzunluk başına düşen kütle olup,

m=µ.L                                                                                                                      (2.118)

şeklindedir ve denklem (2.117) ve (2.39), denklem (2.75)’de yerine yazılırsa genel ifade aşağıdaki biçimde elde edilir.
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2.5.2 Çubuk Eleman İçin Direngenlik ve Kütle  Matrisinin  Elde Edilmesi
     Bu bölümde adı geçen matrislerin elde edilebilmesi için Lagrange Denklemi ile birlikte Potansiyel Enerji ve Kinetik Enerji ifadelerinden faydalanılmıştır. Bu ifadeler sırasıyla aşağıdaki biçimde göz önüne alınmıştır (Thomson, W.T., 1993, s. 348), (Thomson, W.T., 1993, s. 227).
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Şekil 2.6 : Kiriş Eleman

2.5.2.1 Kiriş Eleman İçin Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi
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              (2.171)

Denklem (2.171)’deki µ ifadesi  birim uzunluk başına düşen kütle olup,

M=µ*L                                                                                                                     (2.118)

Denklem (2.171) ve (2.149), denklem (2.75)’de yerine yazılırsa genel ifade aşağıdaki biçimde elde edilir.
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM
DİFERANSİYEL QUADRATURE ELEMAN METODU (DQEM)’NUN KİRİŞ ELEMANLARIN TİTREŞİM ANALİZİNE UYGULANMASI
3.1 DQEM’de Kiriş Elemanlar İçin Titreşim Formülasyonu
DQ metodunun önceki versiyonu olan DQM’de, bir boyutlu problemler için çözüm fonksiyonu v(x);
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olarak alınmıştı (William,  1979). (3.1) numaralı denklemde N, hesaplama yapılacak olan elemanın, dış noktalarının toplam sayısı, lj(x), Lagrange interpolasyon fonksiyonu ve vj, j noktasındaki çözüm fonksiyonudur. Çözüm fonksiyonunun i. düğüm noktasında k. dereceden türevi ise;
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                                                                      (3.2)
şeklinde ifade edilmiştir (Wang, Gu, 1997). Denklem (3.2)’deki E, ağırlık katsayıları olarak ifade edilmiştir. Ancak bu çözüm fonksiyonu, çok boyutlu problemlerin sınır şartlarına uygulanırken yanlış ve elverişsiz sonuçlar vermektedir. Bunun için dördüncü dereceden diferansiyel denklem için çözüm fonksiyonu aşağıdaki şekilde göz önüne alınabilir (Wang, Gu, 1997).
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     Denklem (3.3)’deki N, hesaplama yapılacak olan elemanın, dış noktalarını da içeren düğüm noktalarının toplam sayısı, 
[image: image348.wmf])
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, Lagrange fonksiyonu ve 
[image: image349.wmf]j

v

, j noktasındaki çözüm fonksiyonudur. 
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 1. ve N. Düğüm noktalarındaki çözüm fonksiyonlarının birinci dereceden türevleridir. Çözüm fonksiyonunun i. düğüm noktasında k. dereceden türevi ise;
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      (3.4)
olarak elde edilir (Wang, Gu, 1997). Denklem (3.4)’de gösterilen E ifadesi daha önce ifade edildiği gibi k. dereceden türevi alınmış ağırlık katsayılarıdır. 

Bernoilli-Euler kirişi için, küçük deformasyonlarda sistemi ifade eden diferansiyel denklem ve denge denklemleri aşağıdaki biçimde ifade edilebilir (William, 1979).
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                       (3.5)
Denklem (3.5)’de ifade edilen E, I, q(x), Q(x), M(x) sırasıyla elastisite modülü, z eksenine göre kesit atalet momenti, yayılı yük, enine kesme kuvveti ve eğilme momentidir.

Şekil 1’de, 3 düğüm noktalı bir DQ kiriş elemanı görülmektedir. Denklem (5)’e DQEM uygulandığında;
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        (3.6)
denklemleri elde edilir (Chen, 1994). Denklem (3.6)’daki Bij, Cij, ve Dij sırasıyla ikinci, üçüncü ve dördüncü dereceden türevlerin ağırlık katsayılarıdır. Ayrıca;
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                                                                                               (3.7)
olarak elde edilir (Wang, Gu, 1997).
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Şekil 3.1: Üç Düğüm Noktalı DQEM Kiriş Elemanı

Denklem (3.6) matris biçiminde yazıldığında;
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                                                                 (3.7)
elde edilir. Denklem (3.7)’deki {F};
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        (3.8)
şeklindedir (Wang, Gu, 1997). Elde edilen kütle katsayıları;
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                                                                   (3.9)
biçiminde düzenlenir. Denklem (3.9)’da verilen e ve i harfleri sırasıyla iki uç noktayı ve tüm iç noktaları ifade etmektedir. Denklem (3.9);
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                                                               (3.11)
olarak ta yazılabilir. Denklem (3.10) ve (3.11) den 
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                                                                                      (3.12)
olarak bulunabilir. Ayrıca Denklem (3.12), Denklem (3.11)’de yerine yazıldığında genel denklem;
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                (3.13)
biçiminde elde edilir. Kirişlerin serbest titreşim analizinde, 
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 ifadesi genel denklemde yer almaz. Bunun nedeni, genel kuvvetlerin sıfır olmasından veya genel yer değiştirmelerin sıfır olmasından dolayı elimine edilmesindendir. Çeşitli sınır koşullarındaki kirişler için frekanslar aşağıdaki biçimde elde edilebilir.
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                             ….                     (3.14)
Denklem (3.14) ile elde edilen sonuçlar analitik yöntemlerle elde edilen sonuçlar analitik yöntemlerle elde edilen sonuçlar ile tam uyum sağlamıştır. Ancak sonuçların tam uygun çıkabilmesi için elemandaki düğüm sayısının en az doku düğümlü olarak alınması gerekir. Ayrıca Şekil 1.’de verilen 3 düğüm noktalı kiriş eleman için [K] matrisi, Denklem (3.6) ve Denklem (3.7)’den aşağıdaki biçimde elde edilebilir.
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                                                      (3.15)
3.2 Uygulamalar
3.2.1 Üniform Dağılımlı Düğüm Noktalarına Sahip Kiriş Elemanlar
     Şekil 3.2’deki gibi düzgün olarak dağılmış dokuz, onbir ve onüç düğüm noktasına sahip kiriş elemanların değişik sınır koşullarındaki doğal frekanslarının DQEM ile ve analitik olarak çözülmüş sonuçları, sırasıyla aşağıda verilmiştir. 
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Şekil 3.2: Üniform Dağılımlı 9 Düğüm Noktasına Sahip Kiriş Eleman
Çizelge 3.1: C-F Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	3,5160098
	3,5161958
	3,5449920

	GDQ
	3,5172413
	3,5160033
	3,5160153

	Gerçek
	3,5160154


Çizelge 3.2: C-C Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	22,373457
	22,373282
	22,373282

	GDQ
	22,352922
	22,374209
	22,373270

	Gerçek
	22,373275


Çizelge 3.3: C-SS Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	15,418130
	15,418209
	15,418844

	GDQ
	15,415890
	15,417999
	15,418207

	Gerçek
	15,418312


Çizelge 3.4: SS-SS Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	9,8696198
	9,8696041
	9,8696430

	GDQ
	9,8669445
	9,8696525
	9,8696038

	Gerçek
	9,8696032


3.2.2 Üniform Dağılımlı Olmayan Düğüm Noktalarına Sahip Kiriş Elemanlar
      Şekil 3.3’deki gibi düzgün olarak dağılmamış ve 
[image: image368.wmf]d

 = 0,01 birim olan dokuz, onbir ve onüç düğüm noktasına sahip kiriş elemanların değişik sınır koşullarındaki doğal frekanslarının DQEM ile ve analitik olarak çözülmüş sonuçları, sırasıyla aşağıda verilmiştir.
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Şekil 3.3: Üniform Dağılımlı Olmayan 9 Düğüm Noktasına Sahip Kiriş Eleman
Çizelge 3.5: C-F Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	3,5160338
	3,5163743
	3,5068361

	GDQ
	3,5172413
	3,5160033
	3,5160153

	Gerçek
	3,5160154


Çizelge 3.6: C-C Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	22,373242
	22,373285
	22,373285

	GDQ
	22,352922
	22,374209
	22,373270

	Gerçek
	22,373275


Çizelge 3.7: C-SS Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	15,418238
	15,418203
	15,418415

	GDQ
	15,415890
	15,417999
	15,418207

	Gerçek
	15,418312


Çizelge 3.8: SS-SS Kirişine Ait Doğal Frekans Değerleri

	
	N=9
	N=11
	N=13

	DQEM
	9,8695966
	9,8695980
	9,8697003

	GDQ
	9,8669445
	9,8696525
	9,8696038

	Gerçek
	9,8696032


DÖRDÜNCÜ BÖLÜM

QUADRATURE PLAK ELEMANIN STATİK ANALİZİ
4.1 Giriş
     Yüzeysel gerilme etkisi altındaki dikdörtgen plak eleman şekilde gösterilmiştir. Plak üzerindeki düğüm noktaları, daha sonra detaylı biçimde incelenecek olan birleşme noktalarına yerleştirilmiştir. Her düğüm noktası x ve y yönünde yerdeğiştirmeleri ifade eden u ve v şeklinde iki serbestlik derecesine sahiptir.
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                      (a)                                                (b)                                               (c) 

Şekil 4.1: (a) 18 Serbestlik Dereceli Lagrange Bikuadratik Plak Eleman  (b) 50 Serbestlik Dereceli Lagrange Spektral Plak Eleman  (c) 50 Serbestlik Dereceli Quadrature Plak Eleman 
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   lokal eleman koordinat sistemini vermektedir.
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Nj ve Nk sırasıyla x ve y yönlerindeki interpolasyon polinomlarıdır. Nj ve Nk,  Lagrange ile Chebyshev polinomlarının tek boyutlu durum için denklemlerinden türetilmiştir.

4.2 Yüzeysel Gerilme Altındaki Quadrature Plak Elemanın          
        Formülasyonu   

     Yüzeysel gerilme altındaki plak için denge denklemleri aşağıda verilmiştir.
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bx ve by sırasıyla x ve y yönlerindeki kütle kuvvetlerinin bileşenleridir. Küçük deformasyonlar için şekil değiştirme - yerdeğiştirme bağıntısı
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                                                                            (4.4)

şeklindedir. Denklem (4.4), denklem (4.1)’deki deneme fonksiyonunda yerine yazılırsa şekil değiştirme – yerdeğiştirme bağıntısı
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şeklinde gösterilebilir. Burada [A], matris formunda yazılmış bileşik türev operatörü, fjk’lar da deneme fonksiyonlarıdır.
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Şekil 4.2:  Düzlem Parabolik Yük Altındaki Plak

Ayrıca gerilme – şekil değiştirme bağıntısı
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ya da kısaca,
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şeklinde yazılabilir. Direngenlik matrisi ve denklemler minimum potansiyel enerji prensibi kullanılarak elde edilir. Şekil değiştirme enerjisi 
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şeklindedir, burada V hacim değeridir. Castigliano’nun ilk teoremi,
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uygulanır. Diferansiyel Quadrature işlemleri uygulanarak elde edilen şekil değiştirme enerjisinin türevi her serbestlik dercesine göre tek boyutlu duruma benzer şekilde bulunur. Direngenlik matrisi,


[image: image386.wmf][

]

{

}

{

}

F

q

K

=

                                                                                                                 (4.11)

ya da 
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şeklindedir ve {F} dış yükleri ifade etmektedir.

4.3 İnce İzotropik Plakların Analitik Analizi

      İnce plak deformasyonlarının yaklaşık olarak elde edilmesi için Kirchhoff varsayımları kullanılacaktır. Bunlar şu şekildedir:

     1- Yüklemeden önce orta düzleme dik olan düz çizgiler yüklemeden sonra da, orta düzleme dik ve düz olarak kalır.

     2-   Orta düzleme dik olan çizgiler, yüklemeden sonra boyca değişmezler.

     Yukarıdaki yaklaşımlara göre yer değiştirme denklemleri şu şekilde tanımlanabilir

   u(x,y,z)= u(x,y,0)-z.θy(x,y)                                                                                       (4.13)

v(x,y,z)= v(x,y,0)-z.θx(x,y)                                                                                          (4.14)

w(x,y,z)=w(x,y,0)                                                                                                        (4.15)

     Burada θx , x-ekseni etrafında dönme ve θy , negatif y-ekseni etrafındaki dönmedir. z=0’daki yer değiştirmeler, orta düzlem yer değiştirmeleridir. Plak eğilme teorisi plak çökmeleri olarak adlandırılan orta düzlem yer değiştirmelerini kullanmaktadır. Bunlar daha az değişken kullanılarak şu şekilde tanımlanabilir:

u(x,y,0)
[image: image388.wmf]º

 u(x,y)   ;     v(x,y,0) 
[image: image389.wmf]º

v(x,y)     ;       w(x,y,0) 
[image: image390.wmf]º

w(x,y)                             (4.16)

     Yukarıdaki yaklaşımlarla elde edilen, gerçek yer değiştirmelerle, şekil değiştirmeler, gerilmeler ve gerilme bileşkeleri, şekil-yer değiştirme denklemleri, gerilme-şekil değiştirme denklemleri ve gerilme bileşkeleri-gerilme denklemleri kullanılarak elde edilebilir. Böylece küçük çökme (lineer) şekil değiştirmeleri şu şekildedir.
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     Birinci Kirchhoff yaklaşımı matematiksel olarak  γxz = γyz = 0  şeklinde ifade edilir. Bu yaklaşımın neticesi şudur: θ, eğilme eğimleriyle aynı değere sahiptir. İkinci Kirchhoff yaklaşımına göre de εzz = 0’dır. Böylece değeri sıfır olmayan üç adet şekil değiştirme ifadeleri,
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şeklinde elde edilir. Kirchhoff yaklaşımları kullanılarak düzlem gerilmeleri için izotropik gerilme-şekil değiştirme denklemleri,
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şeklinde ifade edilebilir. Burada E, ν ve α malzeme özellikleri ile ilgili sabit değerlerdir. (4.23), (4.24), (4.25) numaralı denklemler (4.26), (4.27), (4.28) numaralı denklemler içine uygulanırsa; aşağıdaki denklemler elde edilir.
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Yukarıdaki denklemler  

Nx . dy
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denkleminde yerine yazılırsa, gerilme bileşke-çökme denklemleri elde edilir. Burada zt ve zb, alt ve üst düzeylere ait z koordinatı değerleridir ve zt- zb=h’dir. Burada h plak kalınlığıdır. İki taraftaki dy terimlerinin yok edilmesi ile P(x,y,0) noktasındaki Nx değeri elde edilir. Nx, y yönündeki birim uzunluğa düşen x yönündeki dik kuvvettir. Gerilme bileşke-çökme denklemleri,

Nx = K*(u,x + ν v,y)-NT                                                                                                                                                  (4.33)
Ny = K*(v,y + ν u,x)-NT                                                                                                                                                 (4.34)
Nxy = 0,5(1-ν) K* (v,x + u,y)                                                                                          (4.35)

Mx = D* (w,xx + ν w,yy) - MT                                                                                                                                    (4.36)
My = D* (w,yy + ν w,xx) - MT                                                                                                                                    (4.37)
Mxy = (1-ν) D* wxy                                                                                                               (4.38)
olur.  Bu denklemlerde 
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  şeklini alır. Bu denklemlerde ν izotropik Poisson oranı, D ise plak eğilme rijitliğini göstermektedir. Bu durumda  küçük çökmeler altındaki ince izotropik bir plak elemanın sistemi ifade eden denge denklemi
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şeklindedir.

     25 düğümlü bir plak eleman, şekilde gösterilip çizelgede tanımlandığı gibi 49 serbestlik derecesine sahiptir. 49 serbestlik derecesinin polinomial olarak yer değiştirmeyi gösteren temel fonksiyonu,
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[image: image415.wmf]
şeklindedir. Burada Nij birleşme noktalarında tanımlı temel fonksiyon
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 lokal serbestlik derecelerini göstermektedir.

Çizelge 4.1: 25 Düğümlü Quadrature Plak Elemanın Serbestlik Dereceleri
	Düğüm Numarası
	Serbestlik Derecesi

	1,5,9,13
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	2,3,4,10,11,12
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	Toplam
	49


Kirchhoff’un Plak teorisinde şekil değiştirme ifadesi
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şeklindedir. Denklem (4.40) ve denklem (4.41) birleştirilip şekil değiştirme-yer değiştirme bağıntısı yazıldığında
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elde edilir.
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Şekil 4.3:  25 Düğümlü Quadrature Plak Elemanın Düğüm Dağılımı

h sabit kalınlık için rijitlik matrisi,
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olur. A plak eleman yüzey alanını ve [D] eğilme rijitliğini ifade etmektedir.
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Ayrıca kuvvet vektörü
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şeklindedir. Buradan eğilmeyi ifade eden denge denklemi matris formunda aşağıdaki biçimde yazılabilir.
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Şekil 4.4:  Bir kenarı ankastre diğer kenarları basit mesnetli  dikdörtgensel bir plağın                         
                 merkez çökme değerleri (Sonlu Elemanlar Metodu İle DQEM’nin

                 Mukayesesi)

BEŞİNCİ BÖLÜM

SAYISAL ÖRNEKLER

5.1 Ankastre – Serbest Levha Elemanı

5.1.1 Soldan Ankastre, 4 Nolu Düğümden +x Yönünde F Kuvveti  Etkisi                                            

         Altındaki Levha Eleman

     Şekil 5.1 ‘de soldan ankastre, 4 nolu düğümden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image430.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise a = 1m,  E = 6.93*104 kN/m2 , 
[image: image431.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre;  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
[image: image432.png](o]





Şekil 5.1: Soldan ankastre, 4 nolu düğümden +x yönünde F kuvveti  etkisi altındaki   

                Levha eleman
Çizelge 5.1: Şekil 5.1’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.0032
	0.000064469

	3
	0.0054
	0.000071309

	4
	0.0064
	0

	5
	0.0054
	-0.000071309

	6
	0.0032
	-0.000064469

	7
	0
	0

	8
	0
	0

	9
	0.0039
	0


5.1.2 Soldan Ankastre, 5 Nolu Düğümden -y Yönünde F Kuvveti  Etkisi 

         Altındaki Levha Eleman   

     Şekil 5.2 ‘de soldan ankastre, 5 nolu düğümden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image433.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise a = 1m,  E = 6.93*104 kN/m2 , 
[image: image434.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
[image: image435.png]=]





Şekil 5.2: Soldan ankastre, 5 nolu düğümden -y yönünde F kuvveti  etkisi altındaki 
                levha eleman
Çizelge 5.2: Şekil 5.2’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.0042
	0.0093

	3
	0.0066
	0.0178

	4
	-0.000064469
	0.0182

	5
	-0.0077
	0.0205

	6
	-0.005
	0.0116

	7
	0
	0

	8
	0
	0

	9
	-0.000033385
	0.0095


5.1.3 Soldan ve Sağdan Ankastre, 9 Nolu Düğümden -y Yönünde F Kuvveti  

         Etkisi Altındaki Levha Eleman

     Şekil 5.3 ‘de soldan ankastre, 9 nolu düğümden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image436.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise a = 1m,  E = 6.93*104 kN/m2 , 
[image: image437.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 

[image: image438.png]



Şekil 5.3: Soldan ve sağdan ankastre, 9 nolu düğümden -y yönünde F kuvveti  etkisi 

                   altındaki levha eleman
Çizelge 5.3: Şekil 5.3’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.000019145
	0.000041721

	3
	0
	0

	4
	0
	0

	5
	0
	0

	6
	-0.000019145
	0.000041721

	7
	0
	0

	8
	0
	0

	9
	0
	0.000041444


5.1.4 Soldan ve Üstten Ankastre, 3 Nolu Düğümden  F Kuvveti  Etkisi Altındaki 

         Levha  Eleman

     Şekil 5.4 ‘de soldan ve üstten ankastre, 3 nolu düğümden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image439.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise a = 1m,  E = 6.93*104 kN/m2 , 
[image: image440.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre;  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
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Şekil 5.4: Soldan ve üstten ankastre, 3 nolu düğümden  F kuvveti  etkisi altındaki 

                   levha eleman
Çizelge 5.4: Şekil 5.4’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.0046
	0.0027

	3
	0.0068
	0.0040

	4
	0.0022
	0.0016

	5
	0
	0

	6
	0
	0

	7
	0
	0

	8
	0
	0

	9
	0.0012
	0.000841


5.2 Basit Mesnet – Serbest Levha Elmanı

5.2.1 Soldan Basit Mesnetli, 9 Nolu Düğümden –y Yönünde F Kuvveti Etkisi 

            Altındaki Levha Eleman

          Şekil 5.5 ‘de soldaki düğümlerden basit mesnetli, 9 nolu düğümden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image442.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise; a = 1m,  E = 6.93*104 kN/m2 , 
[image: image443.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
[image: image444.png]



Şekil 5.5: Soldan basit mesnetli, 9 nolu düğümden  F kuvveti  etkisi altındaki levha 

                 eleman

Çizelge 5.5: Şekil 5.5’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.0041
	0.0095

	3
	0.0063
	0.0175

	4
	0
	0.0176

	5
	-0.0063
	0.0175

	6
	-0.0041
	0.0095

	7
	0
	0

	8
	0
	0

	9
	0
	0.0095


5.2.2 1 ve 5 Nolu Düğümlerden Basit Mesnetli, 3 Nolu Düğümden +x 7 Nolu 
            Düğümden -x Yönünde F Kuvveti Etkisi Altındaki Levha Eleman

          Şekil 5.6 ‘da 1 ve 5 nolu düğümlerden basit mesnetli, 3 ve 7 nolu düğümlerden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image445.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise a = 1m,  E = 6.93*104 kN/ m2 , 
[image: image446.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre;  eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
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Şekil 5.6: 1 ve 5 nolu düğümlerden basit mesnetli, 3 ve 7 nolu düğümlerden F kuvveti 

                etkisi altındaki levha eleman

Çizelge 5.6: Şekil 5.6’daki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0.0127
	-0.0028

	3
	0.0203
	0.0002002

	4
	0.0073
	0.00099305

	5
	0
	0

	6
	-0.008
	0.0085

	7
	-0.0221
	-0.0165

	8
	0.0032
	-0.0107

	9
	0.0055
	-0.0057


5.2.3 4 ve 8 Nolu Düğümlerden Basit Mesnetli, 2 Nolu Düğümden -y  6 Nolu 
            Düğümden +y Yönünde F Kuvveti Etkisi Altındaki Levha Eleman

          Şekil 5.7 ‘de 4 ve 8 nolu düğümlerden basit mesnetli, 2 ve 6 nolu düğümlerden F kuvveti etkisi altındaki levha eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image448.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise; a = 1m,  E = 6.93*104 kN/ m2 , 
[image: image449.wmf]3

.

0

=

n

  ve F=10kN olarak verilmiştir. Bu verilere göre; eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
[image: image450.png]



Şekil 5.7: 4 ve 8 nolu düğümlerden basit mesnetli, 2 ve 6 nolu düğümlerden F kuvveti 

                   etkisi  altındaki levha eleman

Çizelge 5.7: Şekil 5.7’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0.0012
	0.0034

	2
	-0.00054093
	0.003

	3
	-0.00029917
	0.002

	4
	0
	0

	5
	-0.00029917
	-0.002

	6
	-0.00054093
	-0.003

	7
	-0.0012
	-0.0034

	8
	0
	0

	9
	-0.000050301
	0


5.3 Ankastre – Yayılı Yük Levha Elemanı

5.3.1 Alttan Ankastre, Üstten Yayılı Yük Etkisi Altındaki Levha Eleman
     Şekil 5.8‘de alttan ankastre, üstten yayılı yük etkisi altındaki levha Eleman görülmektedir. Burada a, E  ve 
[image: image451.wmf]n

  sırasıyla levha kenar uzunluğu, elastisite modülü ve poisson oranını ifade etmektedir. Değerleri ise; a = 1m,  E = 6.93*104 kN/ m2 , 
[image: image452.wmf]3

.

0

=

n

  ve q=10kNm olarak verilmiştir. Bu verilere göre; eleman 9 düğüm noktasına ayrılarak sayısal sonuçlar aşağıdaki biçimde bulunmuştur. 
[image: image453.png]



Şekil 5.8: Üst kenardan yayılı yük altında, alt kenardan ankastre levha eleman

Çizelge 5.8: Şekil 5.8’deki levha elemanın u, v değerleri

	Düğüm No
	u(mm)
	v(mm)

	1
	0
	0

	2
	0
	0

	3
	0
	0

	4
	0.00037921
	0.0019

	5
	0.0024
	0.0041

	6
	0.0027
	0.0063

	7
	0.0034
	0.0077

	8
	0.0021
	0.0041

	9
	0.001
	0.0031


ALTINCI BÖLÜM

EKLER

6.1 Çubuk Elemana Ait Direngenlik Matrisleri

     DQ çubuk eleman için aşağıdaki denklem yazılabilir.

[K]{δ}{F}                                                                                                                     (2.7)

Denklem (2.7)’deki {δ} ve {F}    sırasıyla;

{δ}={u1,u2,u3,.......,uN}T  ;           {F}={p1,p2,p3,........,pN}T                                            (6.1)     

genelleştirilmiş olarak verilebilir. Şekil 2.1’de    üç düğüm noktalı bir çubuk eleman görülmektedir ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/2, L] şeklindedir. N=3 düğüm noktalı çubuk elemana ait  [k] direngenlik matrisi;


[image: image454.wmf][

]

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

L

3

L

4

L

4

8

4

L

L

4

L

3

L

EA

k

2

                                                                                            (6.2)    

     Düğüm noktalarının koordinatı  [0, L/3, 2L/3, L] olan dört düğüm noktalı (N=4), bir çubuk eleman için    [k] direngenlik matrisi;
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                                                                             (6.3)        

Düğüm noktalarının koordinatı  [0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan beş düğüm noktalı (N=5), bir çubuk eleman için    [k] direngenlik matrisi;
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                                                        (6.4)

   Düğüm noktalarının koordinatı  [0, L/6, 2L/6, L/2, 2L/3, 5L/6, L] olan yedi düğüm noktalı (N=7), bir çubuk eleman için    [k] direngenlik matrisi;
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                         (6.5)

     Dokuz düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/8, L/4, 3L/8, L/2, 5L/8, 3L/4, 7L/8, L] olan çubuk elemana ait [k] direngenlik matrisi;
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  (6.6)

6.2 Kiriş Elemana Ait Direngenlik Matrisleri

      Üç düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/2, L] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik matrisi;
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                                                               (6.7)
Dört düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/3, 2L/3, L] olan kiriş elemanın [k] direngenlik matrisi;
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       Beş düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik matrisi;
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          (6.9)
     Altı düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/5, 2L/5, 3L/5, 4L/5, L] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik matrisi;
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Yedi düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/6, L/3, L/2, 4L/6, 5L/6, L] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik matrisi;
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[image: image465.emf]      Sekiz   düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/ 7 ,  2 L/ 7 , 3L/ 7 ,  4 L/ 7 , 5L/ 7 ,  6 L/ 7 ,  L ] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik  matrisi;    















































































































   

     

    

    

   

     

   

    

   

   



10

L 383

1800

L 795241

3

L 2401

10

L 7203

18

L 12005

24

L 12005

25

L 7203

18

L 2401

L 2

10

L 403

15

L 13124

600

L 7934959

20

L 583443

200

L 6763617

72

L 2422609

8

L 208887

100

L 1534239

360

L 2590679

10

L 1089

200

L 437667

15

L 19159

300

4381237

36

588245

50

665077

72

2595481

36

1313347

100

2331371

18

204085

30

L 5243

200

699083

10

L 3283

600

4506187

30

602651

20

453789

4

45619

8

12005

50

237699

60

175273

L 49

60

57673

15

L 1372

25

51763

180

1687903

25

566636

72

2201717

9

199283

100

833147

45

76832

30

L 343

600

179389

30

L 343

600

179389

45

76832

100

833147

9

199283

72

2201717

25

566636

180

1687903

15

L 1372

25

51793

L 49

60

57673

60

175273

50

237699

8

12005

4

45619

20

453789

30

602651

10

L 3283

600

4506187

30

L 5243

200

699083

18

204085

100

2331371

36

1313347

72

2595481

50

665077

36

588245

15

L 19159

300

4381237

L 2

10

L 403

18

L 2401

25

L 7203

24

L 12005

18

L 12005

10

L 7203

3

L 2401

10

L 383

1800

L 795241

10

L 1089

200

L 437667

360

L 2590679

100

L 1534239

8

L 208887

72

L 2422609

200

L 6763617

20

L 583443

15

L 13124

600

L 7934959

L

EI

k

3 2 2 2 2 2 2 2

3

2

2 2

3

2 2 2 2 2 2 2 3 2

2 2

4

                                                                                                                                                                                                             (6.1 2 )  

 

[image: image466.emf]      Do k uz düğüm noktalı ve düğüm noktalarının koordinatı [0, L/8, L/4, 3L/8, L/2, 5L/8, 3L/4, 7L/8,  L ] olan kiriş elemana ait [k] direngenlik  matrisi;    
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