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OZET

SOFT KUMELER VE SOFT MODULLER
YUKSEK LISANS TEZi
ESRA YUZBASI
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANAN CELEP YUCEL)

DENIZLi, HAZIiRAN- 2017

Bu tezde, oncelikle soft kiimelerin yapist ve Ozellikleri incelenmis ve
bunlarla ilgili sonuglar Ozetlenerek verilmistir. Bu kapsamda ilk olarak soft
kiimeler iizerinde tanimlanmis olan soft gruplar, soft halkalar ve soft modiillerden
olusan cebirsel yapilar ayrintili olarak ele alinmis daha sonrada soft alt modiil
ailesinin toplami ve direkt toplami1 detayli olarak arastirilmastir.

ANAHTAR KELIMELER:Soft kiime, soft grup, soft halka, soft modiil



ABSTRACT

SOFT SETS AND SOFT MODULES
MSC THESIS
ESRA YUZBASI
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. CANAN CELEP YUCEL)

DENIZLIi, HAZIRAN, 2017

In this thesis, the structure and properties of soft sets are investigated and the
results related to these sets are summarized. In this context, we first discuss in
detail algebraic structures consisting of soft groups, soft rings and soft modules
which are defined on soft sets. Then the sum and direct sum of the collection of
soft submodules are investigated in detail.

KEYWORDS:Soft sets, soft groups, soft rings, soft modules
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1. GIRIS

Klasik mantigin tanimlayamadigi belirsiz kavramlarin matematiksel olarak
ifade edilmesinin 6neminden dolay1 bilim adamlar1 her gegen giin yeni teoriler

sunmaktadir. Bilinen en 6nemli teorilerden biri de soft kiimelerdir.

Soft kiimeler kavrami 1999 da Molodtsov tarafindan gelistirilmistir.
Bilgisayar uygulamalar1 agisindan oOnemli olan ilk uygulama Maji tarafindan
verilmistir. Son zamanlarda soft kiimeler teorisi lizerindeki ¢alismalar artmaktadir.
Soft kiime teorisinin cebirsel yapilari tizerine ¢aligmalar her gecen giin daha ¢ok ilgi

¢cekmektedir.

Aktas ve Cagman (2007) soft gruplar1 tanimlamislar ve gruplar ile iliskilerini
incelemislerdir. Feng, Jun ve Zahao (2008) soft kiime teorisinden yararlanarak yar1
halka, soft yari1 halkalar {izerinde soft idealler ve idealistik soft yar1 halkalari
tamimlamiglardir. Bunun yani sira, Acar, Koyuncu ve Tanay (2010) soft halka

kavramini tamimlamislar ve 6zelliklerini incelemislerdir.

Bunlarin akabinde, bir¢ok bilim adami soft kiimeler lizerinde tanimli bir¢ok
cebirsel yapiy1 arastirmistir. Ayrica Sun, Zhang ve Liu (2008) soft modiil kavramini
tamimlamislar ve temel 6zelliklerini incelemislerdir. Tiirkmen ve Pancar (2013) soft
alt modiillerin toplamlar1 ve direkt toplamlar1 lizerinde durmuslar, small soft alt

modiilleri ve soft modiiliiniin radikalini tanimlamislardir.

Biz bu caliymada ise, soft gruplar, soft halkalar ve soft modiiller {izerinde

durduk.

Bu tezde, ikinci boliimde tez boyunca ihtiya¢ duyulacak olan temel kavramlar

ile ilgili litaratiir 6zeti verilmistir.

Uciincii boliimde soft kiime tanimi ve soft kiimeler iizerine tanimlanan bazi
islemler verilmistir. Bu anlamda elde edilen temel 6zellikler incelenmis ve 6rnekler

verilmistir.



Dordiincli, besinci ve altinci boliimlerde sirasiyla soft kiime teorisi
kullanilarak elde edilen soft grup, soft halka ve soft modiil cebirsel yapilar1 detayli
olarak incelenmistir. Bunlarla ilgili elde edilen tiim sonuclar arastirilmis ve

orneklendirilmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde tezin anlasilabilirligini kolaylastiran ve tez boyunca ihtiyag duyulan
cebirsel yapilar ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar verilecektir. Bu bolim
Hungerford (1974), Herstein (1969) ve Anderson, Fuller (1992) kaynaklarindan

yararlanilarak olusturulmustur.

2.1. Grup, Halka

Tanmm 2.1.1: G # @ bir kiime ve bu kiime tizerinde bir ikili islem * olsun. Buna
gore eger asagidaki kosullar saglanirsa (G, *) cebirsel yapisina bir grup denir.
(91) Va,b,c € G ig¢in a * (b x ¢) = (a * b) * ¢ (Birlesme 6zelligi)

(02) Va€G icina *e = e *a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman
varlig.)

(93 ) G kiimesindeki herbir a i¢in e, G'nin birim elemani1 olmak tizere
a*xa =a' *a = e olacak sekilde a’ € G vardir. (Ters elemanin varligr)

Buna ek olarak Va,b € G i¢in a * b = b * a oluyorsa G'ye degismeli grup
denir.

Tamm 2.1.2. G bir grup ve H € G olsun. Eger G’'nin ikili islemi H {izerinde de bir
ikili islem ve H bu ikili islem ile birlikte bir grup ise, bu takdirde H'ye G'nin

altgrubu denir. H < G ile gosterilir.
Tanim 2.1.3. (G,*) ve (H,°) islemlerine gore iki grup olsun.
¢@: G — H fonksiyonu Va, b € G i¢in,

p(axb) =¢(a)e @ (b) sartimi sagliyorsa ¢ fonksiyonuna bir grup

homomorfizmast denir.



Ayrica ¢@: G —» H grup homomorfizmas: eger 1 — 1 ise, bu homomorfizmaya
monomorfizma, orten ise epimorfizma ve 1 — 1 ve orten ise ¢'ye bir izomorfizma

denir.
Ozel olarak ¢ homomorfizmasinda G = H ise endomorfizma denir.

Tamm 2.1.4. G bir grup ve H < G olsun. Eger H'1n G deki biitiin sag ve sol yan
kiimeleri esitse, yani Va € G i¢in aH = Ha oluyorsa o taktirde H altgrubuna G'nin

normal altgrubu denir ve HG seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.1. G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidaki onermeler birbirine
denktir.

i.  NJG dir.
ii. Vge€eGvevneN igingng~! € N dir.
iii. Vge€eGigingNg™t c N dir.
iv. VgE€GigingNg™ = N dir.
V. Vg€ GigingN = Ng dir.

Tammm 2.1.5. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde “+” ve “-” ikili islemleri
tanimlanmis olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglaniyorsa, R'ye bir halka

denir.

i. (R,+) degismeli grup
ii. Va,b,c €Gicina(bc) = (ab)c
iii. Vab,ceGigina(b+c)=ab+ac,(b+c)a=ba+ca
Eger R halkasinda Va €R igin a* 1z = 1z-a = a olacak sekilde 1 € R varsa

R'ye birimli halka denir ve Va,b € R i¢in a-b = b - a kosulu saglaniyorsa R'ye
degismeli bir halka denir.

Tamim 2.1.6. R ve S iki halka olsun. f: R — S fonksiyonu, Va, b € R igin

i fla+b)=f(a)+f(b)
ii.  f(ab) = f(a)-f(b)

kosullarini sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmas: denir.



Tammm 2.1.7. R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger Va,b € Si¢cin a—b € S ve

a-b € Sise S’ye R'nin althalkas: denir.

Tamm 2.1.8. R bir halka I, R'nin bir althalkas1 olsun. Eger, Vr € R ve Vx €l
icin, 7 - x € I ise, I'ya sol ideal, eger Vr € R ve Vx € I igin, x -r € I ise, I'ya sag

ideal denir. Eger I, hem sag hem de sol ideal ise I'ya sadece ideal denir.
2.2. Modiiller

Tamim 2.2.1. R herhangi bir halka olsun. M toplamsal degismeli bir grup olmak
uzere
RXM->M

(r,m) - rm fonksiyonu asagidaki oOzellikleri saglarsa M'ye bir sol
R — modiil denir.

vr,r' € Rve Vm,m' € M igin,
i. rm+m)=rm+rm
i. (+r')ym=rm+rm
iii. (r')ym=r@'m)
Eger R birimli bir halka ise,

iv. Vm € M igin 1z -m = molur.
Bu 6zelligi saglayan M — modiiliine birimsel (unitery ) sol R — modiil denir.
Benzer sekilde sag R — modiil tanimi da yapilir.
» R degismeli halka ise her sol R — modiil bir sag R — moduldiir.
Tamum 2.2.2. R bir halka, M bir sol(sag) R — modiil ve @ # N € M olsun. Buna

gore Vn,,n; €N ve Vr,r' €R i¢in nqr +nyr' € N (rny +r'n; € N) kosulu

saglaniyor ise N'ye M'nin bir alt modiilii denir.

Tamim 2.2.3. R bir halka ve M bir sol(sag) R — modiil olsun. M'nin her N alt
modiilii i¢in K € N € M oldugunda, N = K veya N = M oluyorsa K'ya M'nin

maximal alt modiilii denir.



Simdi ifade edecegimiz teorem verilen bir sol R — modil M'nin bos olmayan
herhangi bir alt kiimesinin bir alt modiil olup olmadigini belirtmek agisindan 6nemli

bir kriter niteligi tasir.

Teorem 2.2.1. M bir sol R — modiil, H, M'nin bos olmayan herhangi bir alt kiimesi

olsun. Buna gore asagidaki onermeler birbirine denktir.

i. H, M'nin bir alt modiiliidiir.
ii. VYh;,h, EHver €Rig¢inh; +h, € Hverh, € H dir.

Tamim 2.2.4. A ve B bir R halkasi {izerinde tanimli iki modiil ve f: A — B bir
doniigiim olsun. Eger Va,c €A ve Vr €R icin f(a+c¢) = f(a)+ f(c) ve

f(ra) = rf(a) kosullarin1 sagliyorsa, f'ye bir R modill homomorfizmasi denir.

Tanmm 2.2.5. R bir halka {M;|i € I} R — modillerinin bos olmayan ailesi olsun.
Eger P = [[ie; M; = {(x;)| x; € M;} direkt ¢arpimu,

(x)+ ) =0 +y) ve r(x;) = (rx;)

islemlerini sagliyorsa P bir sol R — modul olur. P'ye {M;|i € I} lerin direkt

carpumi denir.

Onerme 2.2.1. M bir R — Modiil, {M;|i € I}, M'nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Buradan N;¢; M; ve X.;c; M;, M'nin alt modiilleridir.

Tanim 2.2.6. M bir R — modiil ve A < M olsun. Eger 3B < M icin ANB =0 ve
M = A+ Bise M ye A ile B nin dik toplam: denir ve M = A @ B ile gosterilir. A ve

B alt modiillerine de M nin dik toplananlar: denir.

Lemma 2.2.1. (Modiiler Kurami) N, K ve L, M nin alt modiilleri ve N < K olsun.

Buradan, K n (L + N) = (K n L) + N dir.



3. SOFT KUMELER

Soft kiime tanimi ilk kez Molodtsov (1999) tarafindan verildi. Molodtsov bu
makalede soft kiime tanimmin yaninda soft kiimeler iizerinde tanimlanabilecek bazi
islemler icin 6nemli bir yol gésterme ve bazi uygulama alanlar1 hakkinda genel
bilgiler vermistir. Molodtsov’un tanimmi ve yol gostermesini temel alan Maji,
Biswas ve Roy (2003) soft kiimeler iizerinde bazi iglemler tanimlanmig ve

ozelliklerini incelemislerdir.

Bu boliimde soft kiimenin tanimini, 6zelliklerini ve soft kiimeler iizerine tanimlanmisg

bazi islemleri inceleyecegiz.

3.1. Soft Kiimeler ve Ozellikleri

Bu boliim boyunca U evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve P(U), U'nun

kuvvet kiimesi olsun.

Tammm 3.1.1. Ac E ve F: A - P(U) kiime degerli fonksiyon olmak tizere (F,A)

ikilisine U kiimesi tizerinde bir soft kiime denir. (Molodtsov, 1999)

Ornek 3.1.1. U bazi evlerin kiimesi, E, parametreler kiimesi olsun.

E ={ej e, e;3eq4 65} U ={hy, hy, hs, hy, hs, hg}  olmak lizere, (F,E) soft
kiimesini alalim. F: E - P(U), F(e;) = {h € U| pahalilik} olsun.

e, = pahalhlik e, = gizellik e; = odundan e, = ucuz es = bahgeli.
Buradan

F(ey) = thy, hy}

F(ey) = {hy, hs3}

F(e;) =0

F(e,) = {hy, h3, hs}



F(es) ={h,;} olmak iizere;
(F,E) = {(pahali ev,{h;, h,}), (giizel ev, {h,, h3}), (ahsap ev, D),
(ucuz ev,{hy, hs, hs}), (bahceliev,{h,})}

olarak soft kiimedir.

Tammm 3.1.2. (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime olsun.

Eger;

i. AcCB
ii. Herx € Aigin F(x) ve G(x) aym kiimedir,

kosullar1 saglaniyorsa (F,A) ya (G,B)'nin  bir soft alt kimesi denir ve
(F,A) € (G, B) ile gosterilir. (Maji ve dig., 2003)

Ornek 3.1.2. A={ej,e;,ec} CE ve B={e;, e, ese,4es} CE olsun. Agik¢a
A c Bdir. (F,A) ve (G,B), U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg} evrensel kiimesi lizerinde iki

soft kiime olsun.

G(e1) = {hy, hy}, G(ey) = {hy, h3}, G(e3) = @,G(ey) = {hy, hs, hs}, G(es) = {hy}
ve

F(e;) = {hy, hy}, F(e3) = 0, F(es) = {hy} olarak verilsin.

Boylece (F,A) € (G, B) dir.

Tanmm 3.1.3. (F, A) ve (G, B), U evrensel kiimesi lizerinde iki soft kiime olsun. Eger
(F,A) € (G,B) ve (G,B) € (F,A) ise (F,A) ve (G, B) soft kiimeleri esittir. (Maji ve
dig., 2003)

Bir soft kiimenin tlimleyenini tanimlayabilmek i¢in bir parametre kiimesinin

degiline ihtiya¢ duyariz. Bu nedenle asagidaki tanim1 verelim.

Tamm 3.1.4. E = {e,, e,, €5, , e, }bir parametreler kiimesi olsun. E'nin degili =E
ile ifade edilir ve —=E = {—e,, —e,, ne3, -+, ne, } ile tanimlanir. Burada her i € A

icin —e; = degil e; seklinde ifade edilir. (Maji ve dig., 2003)



Ornek 3.1.3. Ornek 3.1.1.’deki evrensel kiimeye tanim 3.1.4.{i uygularsak;

—E = {pahali degil, giizel degil, odundan degil, ucuz degil, bahgeli degil } olur.

Onerme 3.1.1. A parametrelerin bir alt kiimesi olmak iizere asagidaki kosullar

saglanir. (Maji ve dig., 2003)

Ispat.

Tanmm 3.1.5.

—(=4) = A
-(AUB) =(=AU=B)
—|(A N B) = (—|A n —|B)

A={e; | e; EE}, —A = {—e; | —e; € E}
(=4) ={~(-e) | ~(—-e) EE}={e; le; EE} = A
AUB ={e; | e; € AVe; € B} ise
—(AUB) = —{e; | e; € AVe; € B}
= {—e; | me; € ~AV—e; € =B}
= {-e; | ~e; € 24} U {—e; | me; € =B}
= (=AU -B)
(AN B) ={-e; | me; € “AX—e;—€ B}
= (=4 N-=B)

(F,A), U evrensel kiimesi tlizerinde soft kiime olsun. (F,A) soft

kiimesinin tiimleyeni (F,A)¢ ile gosterilir ve (F,A)¢ = (F¢,—=A) olmak {izere

F¢:—A - P(U) fonksiyonu her x € =A i¢in F°(x) = U — F(x) ile tanimlanir.
(Maji ve dig., 2003)

Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.1°i diisiinelim. Burada

( pahalolmayan evler = {hy, h3, hs, hg},
guzel olmayan evler = {h,, hy, hs, hg},

(F,E)¢ = (F¢,—E) = ahsap olmayan evler = {hq, h,, hg},
y

| ucuz olmayan evler = {h,, hy, hg}, |
kbahgesi olmayan evler = {h,, hyhy, hs, he}

9



Tammm 3.1.6. (F, A), U evrensel kiimesi lizerinde soft kiime olsun. Eger her e € E
icin, F(e) = @ (bos kiime) ise (F,A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve @ ile
gosterilir. (Maji ve dig., 2003)

Ornek 3.1.5. U ahsap evlerin kiimesi, A parametreler kiimesi olsun. U, bes evin

kiimesi U = {hy, hy, h3, hy, hs} ve A = {tugla, camur, celik, tas} olarak verilsin.

(F,A) soft kiimesi evlerin insasi, yapist olarak tasvir edilir ve asagidaki gibi
tanimlanir:

F(tugla) = Tugladan yapilan evler

F(¢camur) = Camurdan yapilan evler

F(celik) = Celikten yapilan evler

F(tas) = Tastan yapilan evler

Burada (F,A) = {Tugladan yapilan evler = @, Camurdan yapilan evler =
@, Celikten yapilan evler = @, Tastan yapilan evler = @} olur. Boylece (F,A)

bos soft kiimedir.

Tamm 3.1.7. (F, A), U lizerinde bir soft kiime olsun. Eger her e € E igin F(e) = U
ise (F,A) soft kiimesine A mutlak soft kiime denir ve A4 ile gosterilir. A¢ = & ve

@€ = A olur. (Maji ve dig., 2003)

Ornek 3.1.6. U ahsap evlerin kiimesi, B parametreler kiimesi olsun. U odundan bes

evin evrensel kiimesi U = {hy, h,, h3, hy, hs} ve B parametreler kiimesi,
B = {tugladan degil, camurdan degil, celikten degil, tastan degil}

(G, B) soft kiimesi evlerin insaati, yapisi olarak tasvir edilir ve asagidaki gibi

tanimlanir;

G (tugladan degil) = Tugladan yapilmayan evler
G(¢camurdan degil) = Camurdan yapilmayan evler

G (gelikten degil) = Celikten yapilmayan evler

10



G(tastan degil) = Tastan yapillmayan evler

(G, B) = {tugladan yapilmayan evler = {hq, h,, h3, hy, hs},
camurdan yapilmayan evler = {hy, h,, h3, hy, hs},
celikten yapilmayan evler = {hy, h,, h3, hy, hs},
tastan yapilmayan evler = {hy, hy, h3, hy, hs}}

olur.
Boylece (G, B) B mutlak soft kiime olur.

Simdi klasik islemlerden farkl1 olarak V (OR) ve A (AND) islemlerini tanimlayalim.

3.2. Soft Kiimeler Uzerinde islemler

Molodtsov (1999) onciiliigiinde, soft kiimelerle ilgili caligmalar hizla devam etmistir.
Maji, Biswas, Roy (2003) ve Molodtsov (1999) makalelerinde, (F,A) ve (G,B), U

evrensel kiimesi lizerinde soft kiimeler olmak tizere
(F,A) = (G,B) = (H, A X B) seklinde bir " = " islemi tamimlanmustir.

Buradaa € A, B € B ve A X B, A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi olmak tizere
H(a, B) = F(a) * G(B) dir. Bu ifadeden yola ¢ikarak, iki soft kiime arasinda V (OR)

ve A (AND) operasyonlar1 tanimlanmustir.

Tanmm 3.2.1. (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi lizerinde iki soft kiime olsun.
(F,A)AND (G, B) kiimesi (F,A)A(G, B) ile gosterilir ve (F,A)A(G,B) = (H,A X
B) ile tamimlanir. Burada her (a,f) € (A X B) i¢in, H(a, ) = F(a) N G(B) dir.
(Maji ve dig., 2003)

Ornek 3.2.1. (F,A) soft kiimelerdeki evlerin fiyatlar1 ve (G,B) soft kiimelerdeki

evlerin 6zellikleri ile tasvir edilsin
U= {h1' hy, hs, hy, hs, he, h7, h, ho, h1o}
A = {¢ok pahal, pahal,ucuz} B = {giizel, bahgeli,ucuz} kabul edelim.
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F(¢ok pahall) = {h,, hy, hy, hg} G(gizel) = {hy, h3, h,}
F(pahal) = {hy, h3, hs} G (bahgeli) = {hs, hg, hg}
F(ucuZ) == {hs, hg, hlo} G(ucuZ) = {h’61 hg, h’lO}

olsun. Buradan;
(F,A)X(G,B) = (H, A x B) olur ki, burada;
H(gok pahal, guzel) = {h,, h,}

H(gok pahal, bahgeli) = {hg}
H(g¢ok pahal,ucuz) = @
H(pahaly, giizel) = {h3}
H(pahal, bahgeli) = {hs}
H(pahal,ucuz) = @

H(ucuz, giizel) = {@}
H(ucuz, bahgeli) = {hg}

H(ucuz, ucuz) = {hg, ho, hy,} 0rnekleri verilebilir.

Tamim 3.2.2. (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime olsun.
(F,A)OR(G, B) kiimesi (FA)V(G, B) ile gosterilir ve (FA)V(G,B) = (H,A X B) ile
tanimlanir. Burada her (a, ) € (A X B) i¢in, H(a, 8) = F(a) U G(B) dir. (Maji ve

dig., 2003)

Ornek 3.2.2.(F,A)%(G,B) = (H,A X B) tannmm bir dnceki &rnege uygulayarak

asagidaki drnekleri verelim;

H(gok pahal, gtuzel) = {h,, hs, hy, hy, hg}

H(gok pahaly, bahgeli) = {h,, hy, hs, hg, hy, hg}
H(gok pahaly, ucuz) = {hy, hy, hs, hg, hy, hg, ho, Ry}

H(pahal, giizel) = {hq, hy, hs, hy, b7}
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H(pahal,ucuz) = {hq, hs, hs, he, hg, hyp}
H(pahali, bahgeli) = {hy, h3, hs, hg, hg}
H(ucuz, giizel) = {hy, h, hg, hy, ho, hyip}
H(ucuz, bahgeli) = {hs, hg, hg, ho, hip}
H(ucuz, ucuz) = {hg, ho, hyo}

Klasik kiimelerdeki De Morgan kurallarinin bu operatorlere uygulanigini gorelim.

Onerme 3.2.1. (F,A) ve (G,B), U evrensel kiime iizerinde iki soft kiime olsun. O

halde asagidaki esitlikler saglanir. (Maji ve dig., 2003)

i.  ((FA)Y(G,B)) = (F, A)°A(G, B)°
ii. ((FA)X(G,B)) = (F,A)%(G,B)*

Ispat:

i. (FA)Y(G,B) = (H,A % B) olsun. Buradan,
((FA)Y(G,B))¢ = (H,A x B)° = (H°,-(4 x B)) olur.
(F,A)°X(G,B)¢ = (F¢,=A)A(GS,—B)

" = (, 4 x =B), J(x,y) = FE(x) N G(y)
Ir.

=(J,~(A x B))
Simdi (ma, =) € (4 x B) ele alalm. Buradan,
He(=a,-p) = U —H(a,p)
=U - [F(@ VGBI
=[U-F@]n[U-G(B)]
= F¢(=a) N G°(=p) =] (=a,-p)

Boylece H¢ = J oldugu goriiliir. Yani,

((FA)(G, B))® = (F, A)°K(G, B)° dir.
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ii. (FARAX(G,B)=(H,A X B) olsun. Bu durumda,

((FA)X(G,B))¢ = (H,A x B)® = (H®,-(A x B)) dir. Diger taraftan,
(F,A)v(G,B)¢ = (F¢,=A)V(G,~B) = (K,—~A X =B)
= (K,~(A %X B))
Simdi (—a, =) € —(4 x B) ele alalim. Buradan,
H(ma,~p) =U—-H(a,p) =U - [Fla) N G(B)]
=[U-F@]u[U-G(p]
= F¢(ma) U G°(=p) = K(=a, =p)
Béylece H¢ = K oldugu gbriiliir. Yani, ((FA)A(G,B))¢ = (F,A)V(G, B) dir.

Simdi soft kiimelerdeki birlesim ve kesisimi tanimlayalim. Bunlar tanimlanirken,
parametrelerin hangi kiimeye ait oldugu onemlidir. Parametrelerin bulundugu yere

gore pargali fonksiyon ile tanimlanir.

Tanim 3.2.3. (F, A) ve (G, B), U evrensel kiime iizerinde iki soft kiime olsun. Buna

gore, C = A U B olmak iizere Ve € C i¢in,

F(e), e€eA—-B
H(e) =1 G(e), eeEB—A
F(e)u G(e), e€EANB

seklinde tanimlanan (H, C) soft kiimesine (F, A) ile (G, B) soft kiimelerinin birlesimi
denir ve (F,A) U (G, B) = (H, () seklinde gosterilir. (Maji ve dig., 2003)

Tanmm 3.2.4. (F,A) ve (G,B) , U evrensel kiime tizerinde iki soft kiime olsun.
C = AN B olmak iizere Ve € C i¢in H(e) = F(e) veya G(e) seklinde tanimlanan
(H,C) soft kiimesine (F,A) ile (G,B) soft kiimelerinin arakesiti denir ve

(F,A) 0 (G,B) = (H, () seklinde gosterilir. (Maji ve dig., 2003)

Onerme 3.2.2. (F,A4) , U evrensel kiime iizerinde bir soft kiime olmak iizere,

asagidaki ifadeler saglanir. (Maji ve dig., 2003)
i. (F,A)U (F,A) = (F,A)
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i. (F,A)N(F, A =(FA
i. (FAUTo=0o

iv. (FFAN®=0a

v. (F,AUA=A

vii (F,A)NA=(FA

Onerme 3.2.3. (F,A) ve (G, B) , U evrensel kiime iizerinde iki soft kiime olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler saglanir. (Maji ve dig., 2003)

i. ((FA)U(G,B)) = (F,4)°U (G, B)*
ii. ((FA)D (G B = (F,A)°nA (G B)F

Ispat. Tanim 3.2.3. ve Tanim 3.2.4. kullanilarak ispat kolayca goriiliir.

Tamm 3.2.5. (a, A) ve (B, B) ayn1 U evrensel kiimesi iizerinde soft kiimeler olsun.
Buna gore; C = AN B ve Vx € C i¢in y(x) = a(x) N f(x) ile tanimlh y:C -
S§(U) doniisiimii ile verilen ve ayni U evrensel kiimesi tlizerinde soft kiime olan
(y,C), (a,A) ve (B,B) soft kiimelerinin bi-arakesiti olarak adlandirilir ve

(a, A) 11 (B, B) = (y, C) ile gosterilir. (Feng ve dig. 2008)

15



4. SOFT GRUPLAR

Bu boliimde ilk olarak Aktas ve Cagman (2007) tarafindan tanimlanan soft gruplari

ve temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

4.1. Soft Gruplar ve Ozellikleri

Burada G bir grup ve E parametreler kiimesi, A € E ve F: A = P(G) fonksiyon, R

ise A'min bir elemani ve G'nin bir elemanina bagh bir ikili bagint1 olarak almacaktir.

Tamm 4.1.1. (F,A) G'de bir soft kiime olsun. Eger Vx € A icin F(x), G'nin
altgrubu (F(x) < G) oluyor ise, (F,A)"ya G tizerinde bir soft grup denir. (Aktas ve
Cagman, 2007)

Ornek 4.1.1.G = A = S5 = {e, (12),(13),(23), (123), (132)} ve

F(x)={y € G | xRy & y = x™,n € N} kiime degerli fonksiyon tanimlansin.

Bu durumda;

F(e) ={e} F(12) ={e,(12)} F(13) ={e, (13)} F(23) ={e,(23)} ve

F(123) = F(132) = {e, (123),(132)} seklinde olur. Buradan her x € A i¢in F(x),
G'nin altgruplar1 oldugundan (F, A), G lizerinde bir soft gruptur.

Teorem 4.1.1. (F,A) ve (H,A), G tlizerinde iki soft grup olsun. Bu durumda
arakesitleri (F,A) 0 (H,A) da G de bir soft gruptur. (Aktas ve Cagman, 2007)

ispat. Soft kiimeler tlizerindeki arakesit tanimmdan, C = AN A = Ave Vx € C i¢in
U(x) = F(x) veya U(x) = H(x) olmak iizere (F,A) 0 (H,A) = (U, C) dir. Burada
U: A - P(G) seklinde bir fonksiyondur. Boylece (U, A), G iizerinde bir soft kiimedir.
(F,A) ve (H,A), G iizerinde iki soft grup oldugundan Vx € 4 igin

U(x) = F(x) < G veya U(x) = H(x) < G dir. Bdylece (F,A) 0 (H,A), G lizerinde
bir soft gruptur.
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Teorem 4.1.2. (F,A) ve (H, B), G lizerinde iki soft grup olsun. Eger AN B = @ ise,
o halde (F,A) U (H, B), G iizerinde bir soft gruptur. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. C = AUB ve U:A - P(G) bir doniisim olmak iizere (F,A) U (H,B) =
(U,C) seklinde alalim. ANB =@ oldugundan Vx € C icin x €A —B veya
X€B—A dir. Eger x€ A—B ise U(x) =F(x) <G dir. Eger x€e B—A ise
U(x) = H(x) < G dir. Béylece (F,A) U (H,B), G de soft gruptur.

Teorem 4.1.3. (F,A) ve (H,B), G lizerinde iki soft grup olsun. Bu durumda
(F,A)A(H, B), G iizerinde bir soft gruptur. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. V(a,8) € AX B olmak iizere U(a,B) = F(a) N H(B) olacak sekilde
(F,A)A(H,B) = (U,A X B) alahm. F(a) ve H(B), G'nin altgruplar1 oldugundan
F(a) N H(B), G nin bir altgrubudur. Bu durumda V(a,B) € A X B i¢in U(a, B),
G nin bir altgrubudur. Boylece (F, A)A(H, B), G lizerinde bir soft gruptur.

Tamm 4.1.2. AN B # @ olmak tizere (F,A) ve (H,B), G lizerinde iki soft grup
olsun. Vx € AN B igin C(x) = F(x) N H(x) olmak tizere (F,A) m (H,B) = (C,AN
B) ile taniml1 ifadeye (F, A) ve (H, B) nin kisitlanmus kesisimleri denir. (Irfan, 2009)

Teorem 4.1.4. (F,A) ve (H, B), G lizerinde iki soft grup olsun. Bunlarin kisitlanmig
kesisimi (F, A) M (H, B), G de bir soft gruptur. (Aslan ve Qurashi, 2012)

Ispat. C = AN B # @ olmak iizere (F,A) ve (H,B), G iizerinde iki soft grup, (F,A)
ve (H,B) nin, G deki kisitlanmis kesisimleri (L, C) olsun. Vc € C i¢in F(c) ve
H(c), G nin altgruplar1 oldugu igin F(c) N H(c), G nin altgrubudur. Buradan

(L,C) = (F,A) m (H,B), G de bir soft gruptur.
Tamm 4.1.3. (F, A), G iizerinde bir soft kiime olsun. Bu durumda,

i. e, G'nin birim eleman1 olmak {iizere, Vx € A i¢in F(x) = {e} ise
(F, A) soft kiimesine G tizerinde birimsel soft grup denir.
ii. Vx€eA igin F(x) =G ise (F,A) soft kiimesine G tiizerinde tam

(absolute) soft grup denir. (Aktas ve Cagman, 2007)
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Teorem 4.1.5.

i (F,A), G tuzerinde bir soft kiime ve f:G — K bir homomorfizma
olsun. Vx € A igin F(x) = Kerf ise (f(F),A), K tzerinde birimsel
soft gruptur.

ii. (F,A), G lizerinde tam (absolute) soft grup ve f: G —» K bir
homomorfizma olsun. Bu durumda (f (F), A), K tizerinde tam
(absolute) soft gruptur. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat.

I. ek, K’'min birim eleman1 olmak iizere, Vx € A i¢in f(F(x)) = ey dir.
Tanim 4.1.3. (i) den (f (F(A)), K iizerinde birimsel soft gruptur.

ii. (F,A), G iizerinde tam (absolute) soft grup oldugundan, Vx € A igin
F(x) = G dir. Bu durumda Vx € A i¢in f(F(x)) = f(G) = K elde
edilir. Boylece tanim 4.1.3. (ii) den (f(F),A), K iizerinde tam
(absolute) soft gruptur.

4.2. Soft Altgruplar

Tanim 4.2.1. (F, A) ve (H,K), G iizerinde iki soft grup olsun. Bu durumda

i. KcA
ii. Vx€eKiginH(x)<F(x)

kosullar1 saglaniyor ise (H,K)' ya (F,A)'nin soft altgrubu denir ve (H,K) < (F, A)
ile gosterilir. (Aktas ve Cagman, 2007)

Birimsel ve tam (absolute) soft gruplar asikar soft altgruplardir.
Ornek 4.2.1.G = S; , A = S;, K = A5 olsun.

F(x)={yeS; | xRy &y =x",n€ N}ve
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H(x) ={y € A; | xRy © y € (x)} seklinde tanimlanirsa

A; C S; ve Vx € Az igin H(x) < F(x) oldugundan (H,K) < (F,A) dr.

Simdi de soft altgrup kavrami kullanarak, klasik altgruplarin 6zelliklerine benzer
olan soft altgruplarin bazi 6zelliklerinden bahsedelim.

Teorem 4.2.1.

i. (F,A) ve (H,A), Gde iki soft grup olsunlar. Vx € A i¢in F(x) €
H(x) ise (F,A), (H, A)’'min soft altgrubudur.

ii. E ={e} olmak iizere (F,E) ve (F,G), G lizerinde soft gruplar ise
(F,E) < (F, G) dir. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. Tanim 4.2.1.’den aciktir.

Sonu¢ 4.2.1. (F,G), G iizerinde soft grup ise, bu durumda E = {e} olmak iizere
(F,G) ve (F,E), (F, G)'nin soft altgruplaridir.

Ispat. ispat: Tanim 4.2.1.’den kolayca goriiliir.

Teorem 4.2.2 (F,A) , G lizerinde soft grup ve I indis kiimesi olmak tizere {(H;, K;) |

i € I}, (F, A)’min soft altgruplarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu durumda

. Nie(H, Ky, (F,A)’mn soft altgrubu

ii.  Aieg(H;,K;), (F,A)’mn soft altgrubu
iii.  Vi,j€l icin K; NK; =@ olmak lizere V;¢;(H;, K;) (F,A)'nin soft

altgrubudur. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat.

i. Viel igin K; € A oldugundan N;g; K; € A olur. Ayrica Vi €1 igin
(H;, K;) < (F,A) oldugundan H;(x) < F(x) olup N H; < F(x) bulunur. O halde
N;e;(H;, K;), (F, A)’min soft altgrubudur.

Benzer sekilde Tanim 3.2.1. ,Tanim 3.2.2. ve Teorem 4.1.1. , Teorem 4.1.2.

kullanilarak ii. ve iii. kosullarida ispatlanir.
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Teorem 4.2.3. (F,A) ve (H,B), G tlizerinde iki soft grup ve (F,A), (H, B)'nin soft
altgrubu olsun. f, G den K ya bir homomorfizma ise (f(F),A) ve (f(H),B), K
lizerinde soft altgruplardir ve ustelik (f(F),A), (f(H),B)nin soft altgrubudur.
(Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. f, G den K ya homomorfizma oldugundan, Vx € A ve Vy € B i¢in f(F(x))
ve f(H(y)) K'min altgruplaridir. Boylece (f(F),A) ve (f(H),B) K iizerine soft
gruplardir. Eger (F,A), (H, B) nin soft altgrubu ise, o0 zaman Vx € A igin F(x),
H(x)'in altgrubudur ve f(F(x)), f(H(x))'in altgrubudur. Tamm 4.2.1. den
(f(F),A) < (f(H),B) elde edilir.

Tamm 4.2.2. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K tizerinde iki soft grup ve f:G —

K ve g: A = B iki fonksiyon olsunlar. Bu durumda

i. f,G den K iizerine homomorfizma
ii. g, Adan B lzerine bir doniisiim

iii. Vxe€Aigin f(F(x)) =H(g(x))

kosullar1 saglanirsa (f, g) ye soft homomorfizma ve (F,A), (H,B)' ye soft
homomorfiktir denir. (F,A), (H,B)ye soft homomorfik ise (F,A)~(H,B) ile
gosterilir. Bu tamimda, f, G den K ya izomorfizma ve g, A dan B {lizerine birebir
doniigiim ise bu durumda (f,g) ye soft izomorfizma ve (F,A), (H,B) ye soft
izomorfiktir denir. (F,A), (H, B) ye soft izomorfik ise (F,A) = (H, B) ile gosterilir.
(Aktas ve Cagman, 2007)

Ornek 4.2.2. (Z,+) ve (Z,,,@®) gruplarmi alalm. Z den Z,, iizerine, k € Z olmak
iizere f(k) = k seklinde bir homomorfizma ve Z* dan Z,, iizerine k € Z* olmak

iizere g(k) = k seklinde bir doniisiim vardir.
F:Z* > P(Z),F(x) ={y € Z: y = 5kx, k € Z} seklinde

H:Z,->P(Z, , Hw={y€Z,:y=uk,ke5Z} olarak doniisiimleri
tanimlansin. Bu durumda F(x) = 5xZ ve H(u) = {ku: k € 5Z} elde edilir. Acgikca

(F,Z*) ve (H, Z,,), srrasiyla Z ve Z,, lizerinde soft gruplardur.
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f(F(x))={5xk | k€ Z} ve H(g(x))={xs|s€5Z} oldugundan f(F(x)) =
H(g(x)) oldugu goriliir. Boylece (f,g) bir soft homomorfizmadir ve (F,Z%),
(H,Z,,)'ye soft homomorfiktir.

Tanmm 4.2.3. (F,A) ve (H,B), sirasiyla G ve K lizerinde iki soft grup olsun.
V(x,y) € AXB igin U(x,y) = F(x) X H(y) olmak tizere (F,A) ve (H,B) soft
gruplarmmin  ¢arpimi (F,A) X (H,B) = (U, A X B) olarak tanimlanir. (Aktas ve
Cagman, 2007)

Teorem 4.2.4. (F,A) ve (H,B), sirasiyla G ve K lizerinde iki soft grup olsun. O
halde bunlarin g¢arpimlar1 olan (F,A) X (H,B), G X K lzerinde bir soft gruptur.
(Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. (F,A) ve (H,B), sirasiyla G ve K iizerinde iki soft grup oldugundan F(x) <
G ve H(y) < K dir. Buradan V(x,y) EAX B i¢cin U(x,y) = F(x) X H(y) < AXB
oldugu kolayca gortiliir. Boylece (F, A) X (H, B), G X K iizerinde bir soft gruptur.

4.3. Normal Soft Altgruplar

Tamm 4.3.1. (F,A), G lizerinde bir soft grup ve (H,B), (F,A)'nin soft altgrubu
olsun. Vx € B igin H(x), F(x)’in normal altgrubu ise (H, B)'ye (F,A) nin normal
soft alt grubu denir ve (H, B)<i(F, A) ile gosterilir. (Aktas ve Cagman, 2007)

Teorem 4.3.1. (F, A), G lizerinde soft grup ve I indis kiimesi olmak tizere {(H;, K;) |

i € I}, (F, A) min normal soft gruplarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu durumda,

i. N (H,K), (F,A)mnnormal soft altgrubudur.
ii.  Aies(H;,Kp), (F,A) min normal soft altgrubudur.
iii. Vij€eligin KinKi=0 ise, Vg (H;,K;), (F,A) min normal soft
altgrubudur. (Aktas ve Cagman, 2007)

Ispat. Tanim 4.3.1 ve teorem 4.2.2.den ispat kolayca elde edilir.
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Teorem 4.3.2. (F,A) ve (H,B), G de iki normal soft grup olsun. Kisitlanmis
kesisimleri olan (F,A) m (H, B) de G de normal soft altgruptur. (Aslam ve Qurashi,
2012)

Ispat. C = AN B # @ olmak iizere (F,A) ve (H,B), G de iki normal soft gruplarin
G deki kisitlanmis kesisimleri (L, C) olsun. Vx € C igin F(x) ve H(x) G de normal
altgruplardir. Normal altgruplarin kesisimleride normal altgrup oldugundan F(x) N
H(x), G de normal altgruptur. Buradan (F,A) m (H,B) de G de normal soft
altgruptur.

Teorem 4.3.3. (F,A), G de soft grup olsun. Eger (H, B), (F, A) min bir soft altgrubu,
(K, B), (F,A) min bir normal soft altgrubu ise (H,B) m (K, B), (H,B) nin normal
soft altgrubudur. (Aslam ve Qurashi, 2012)

Ispat. (H,B) ve (K, B) nin kisitlanmis kesisimleri (H, B) @ (K, B) = (L, B) olsun.
(L, B), (F, A) min soft altgrubu oldugundan (L, B) € (H, B) oldugu ag¢iktir. Buradan
(L, B), (H, B) nin bir soft altgrubudur.

Simdi (L,B)<(H,B) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Vb € B i¢in H(b) N
K(b)<H (b) oldugunu gostermeliyiz. Vb € B i¢in H(b) N K(b), H(b)'nin normal
altgrubu oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla (H, B) m (K, B) = (L,B), (H, B) nin

normal soft altgrubudur.

Teorem 4.3.4. (F,A) , G de bir soft grup ve I bir indis kiimesi olmak {izere
{(H;,B;) | i €I} ailesi (F,A)min normal soft altgrup ailesi olsun. Kisitlanmis
kesisimleri M;¢; (H;, B;), (F, A) nin bir normal soft altgrubudur. (Aslam ve Qurashi,
2012)

Ispat. Vi € I icin (H;, B;)<(F,A) oldugu icin (H;, B;) < (F,A) olur. H;(x) < F(x)
oldugundan H;(x)<F (x)dir. Boylecen H;<F(x)olur. Buradan kisitlanmis kesigim
tanimindan M;¢; (H;, B;), (F, A) nin bir normal soft altgrubu oldugu elde edilebilir.
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5. SOFT HALKALAR

Soft halkalar ilk olarak Acar, Koyuncu ve Tanay tarafindan 2010 yilinda
tanimlanmistir. Daha sonra bu alanda ¢alismalar devam etmistir. Bu boliimde soft

halkalar, soft idealler ile ilgili elde edilen sonuglar1 verecegiz.

5.1. Soft Halkalar ve Ozellikleri

Bu boliimde R degismeli bir halka olarak alinacaktur.

Tanmm 5.1.1. (F, A), R lizerinde bostan farkli bir soft kiime olsun. Vx € A i¢in F(x),
R'nin bir althalkasi ise bu durumda (F, A) ya, R iizerinde bir soft halka denir. (Acar
ve dig. 2010)

Ornek 5.1.1.R = A = Z, = {0,1,2,3,4,5} ve

F(x) ={y € R |xRy © x.y = 0} kiime degerli fonksiyonu ele alalim. Bu durumda
F(0) = R, F(1) = {0}, F(2) = {0,3}, F(3) = {0,2,4}, F(4) = {0,3} ve F(5) = {0}
elde edilir. Burada Vx € A i¢in F(x), R'nin althalkasidir. Béylece (F, A), R lizerinde
bir soft halkadir.

Teorem 5.1.1.(F, A) ve (G, B), R lizerinde iki soft halka olsun. Bu durumda,

i. (F,A)A(G,B), R tizerinde bir soft halkadur.
ii. (F,A)Ti(G,B) bi- arakesiti R {izerinde bir soft halkadir. (Acar ve dig.
2010)

Ispat.

i.  Tanmm 3.2.1. den ,C = AX BveV(a,b) €C igin H(a,b) = F(a) N
G(b) olmak iizere (F,A)A(G,B) = (H,(C) yazilabilir. F(a) ve G(b),
R'nin althalkalar1 oldugundan F (a) N G(b) de R’'nin althalkasidir. Bu
durumda V(a,b) € C i¢in H(a,b) =F(a)NnG(b), R'nin
althalkasidir. Boylece (F, A)A(G, B), R iizerinde bir soft halkadir.
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ii. C =ANB olmak tlizere x € C i¢in H(x) = F(x) N G(x) olacak
sekilde (F,A)Ti(G,B) = (H,C) yazalm. F(x) ve G(x), R'nin
althalkalar1 oldugundan H(x) = F(x) N G(x) de R'nin althalkasidir.
Sonug olarak (F,A) T (G, B) = (H, C) bi-arakesiti R {izerinde bir soft
halkadir.

Tamm 5.1.2. (F, A), U lizerinde bir soft kiime olsun.

Supp(F,A) = {x € A| F(x) # @} kiimesine, (F,A) soft kiimesinin destekleyeni
denir. Destekleyeni bos kiimeye esit olmayan soft kiimeye bos olmayan soft kiime

denir. (Acar ve dig. 2010)
Tamim 5.1.3. (F, A) ve (G, B), R iizerinde iki soft halka olsun. Bu durumda

i. BcCcA ve
il.  Vx € supp(G,B) i¢in G(x), F(x)’in althalkas1

kosullar1 saglaniyor ise (G,B)'ye (F,A)'min soft althalkas: denir. (Acar ve dig.
2010)

Ornek 5.1.2.R = A =2Zve B =6Z c Aolsun.

F(x) ={nx|n € Z}ve G(x) = {5nx | n € Z} seklinde taniml

F:A - P(R) ve G:B = P(R) kiime degerli fonksiyonlar1 ele alalim. Vx € B igin
G(x) =5xZ, xZ = F(x)in althalkasi olur. Boylece (G,B), (F,A)nn soft
althalkasidir.

Teorem 5.1.2. (F, A) ve (G, B), R lizerinde iki soft halka olsun. Bu durumda

i. VxeBcA i¢in G(x) c F(x) ise, (G,B), (F,A) nin bir soft
althalkasidir.

ii. (F,A) ve (G,B) bostan farkli soft halkalar ise (F,A) i (G,B) bi-
arakesiti, (F, A)'nin bir soft althalkasidir. (Acar ve dig. 2010)

Ispat.

i.  Tanim 5.1.1. ve Tanum 5.1.3.” den agiktir.
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C=ANB ve Vx€ (€ i¢cin H(x) =F(x)NG(x) olacak sekilde
(F,A)T1(G,B) = (H,C) olsun. AnNB c A ve H(x) = F(x) N G(x),
F(x)’in althalkas1 oldugundan (H, C), (F, A)’mn bir soft althalkasidir.
Benzer olarak (G, B) de (F, A)'nun bir soft althalkasi oldugu gortiliir.

Ornek 5.1.3.R = Z, A = 2Z ve B = 3Z olarak alalim.

F(x) ={2nx|n€ Z} = 2xZ ve G(x) = {3nx | n € Z} = 3xZ seklinde tanimh

F:A - P(R) ve G: B — P(R) kiime degerli fonksiyonlar1 ele alalim.

C = AN B = 6Z olmak tizere (F,A) 1 (G,B) = (H,C) olsun. Vx € C igin

H(x) =F(x)NG(x) =6xZ olup, F(x)=2xZ ve G(x)=3xZ halkalarmm
althalkasidir. Sonug olarak (F,A) Ti (G, B) bi-arakesiti, (F, A) ve (G, B)'nin bir soft

althalkasidur.

Teorem 5.1.3. (F,A), R ilizerinde soft halka ve I indis kiimesi olmak iizere

{(F;,A) | iel}, (F,A) min soft althalkalarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu

durumda

Ispat.

Nier(Fi, A;), R lizerinde bir soft halkadir.

Niei(Fi, A;), R tizerinde bir soft halkadir.

Vi,j €I igin A;NA; =@ ise, Uje(F;,A;), R lizerinde bir soft
halkadir. (Acar ve dig. 2010)

Vi € I i¢in (F;, 4;), (F,A)'min soft alt halkalar1 olsun. Bu durumda
A; € A oldugundan N;c; A; € A ve Fi(x) < F(x) olup N F; < F(x)
bulunur. O halde Vi € I i¢gin N F;, R'nin althalkas1 olur. Boylece
Nier(Fi, A;), R lizerinde bir soft halkadir.

Benzer sekilde ii. ve iii. de kolayca ispatlanir.
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5.2. Soft ideal

Klasik cebirde ideal kavrami olduk¢a 6nemlidir. Bu nedenle soft halkalar i¢inde soft

ideal kavramini tanimlayip 6zelliklerini inceleyelim.
Tamim 5.2.1. (F, A), R iizerinde bir soft halka olsun. Bu durumda

i. IcA

ii.  Vx € Supp(y,I) i¢in y(x), F(x)'in ideali ise (y,I)’ya R fiizerinde
(F, A)'nan bir soft ideali denir ve (y,I) 4(F, A) ile gosterilir. (Acar ve
dig. 2010)

Ornek5.2.1.R=A = Z, =1{0,1,2,3} ve I ={0,1,2} seklinde segelim.

F(x) ={y €R|x.y €{0,2}} olarak verilen F:A—- P(R) kime degerli

fonksiyonunu alalim. Buradan

F(0O)=R, F(1) ={0,2}, F(2) =Z, ve F(3) ={0,2} olarak elde edilir. Tim
kiimeler R nin althalkas1 oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden (F,A) R de bir soft
halkadir.

Diger taraftan y:I — P(R) fonksiyonu y(x)={y€l]|x.y =0} scklinde
tammlansim. y(0) = R4R, y(1) = {0}<F(1) = {0,2} ve y(2) = {0,2}<F (2) = Z,
oldugu goriliir. Bu ylizden (y, I), (F, A)’min bir soft idealidir.

Teorem 5.2.1. (F,A) R de bir soft halka, (y;,1;) ve (y,,1,) Rde (F,A) soft
halkasmnin soft idealleri olsunlar. Bu durumda (y4,1;) 71 (y,, ), (F, A)'nun bir soft
idealidir. (Acar ve dig. 2010)

Ispat. Teorem 5.1.2. (ii.) den kolayca elde edilir.
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Teorem 5.2.2.(y4, ;) ve (y3,I,) R de sirasiyla (F, A) ve (G, B) soft halkalarinin soft
idealleri olsun. Bu durumda (y4,1;) T (v, I,), (F, A) 11 (G, B) nin bir soft idealidir.
(Acar ve dig. 2010)

Ispat. I=1,nI, ve Vxel icn y(x)=y,(x)Ny,(x) olmak iizere
(y1, 1) i (y5, 1) = (y,I) olur. Benzer olarak C=ANB ve Vx€C igin
H(x) = F(x) N G(x) olmak iizere (F,A)(G,B) = (H,C) olur. I, NI, bostan
farkli oldugundan y(x) = y;(x) Ny,(x) # @ olacak sekilde bir x € Supp(y,I)
vardir. I; NI, € AN B oldugundan Vx € Supp(y,I) i¢in y(x) in, H(x) halkasmin
bir ideali oldugunu gostermek yeterli olacaktir. y;(x) € F(x) ve y,(x) c G(x)
oldugundan y; (x) N y,(x) € H(x) dir. Bu yiizden y(x), R nin bir althalkasidir.
Son olarak Va € y(x) ve Vr € H(x) i¢in H(x)’in kabuliinden r € F(x) dir. Benzer
sekilde a € y(x) ise, a € y;(x)dir. y;(x), F(x) in ideali oldugundan r - a € y;(x)
Ve r-a € y,(x) oldugu goriiliir. Dolayistyla (y4,1;) f1 (y,,1,), (F,A) Ti (G, B) 'nin
bir soft idealidir. Boylece r - a € y(x) dir.

Ornek 5.2.2. R = M,(Z) tam sayilar iizerindeki 2 X 2 tipindeki matrislerin halkast,
A=3Z,B=05Z,1, = 6Zve I, = 10Z olsun.
_f[nx O _ ([nx nx
Fe ={ linez} ve ¢ ={y
F:A—- P(R) ve G:B - P(R) doniigiimlerini alalm. F(x) ve G(x), R nin
althalkalar1 oldugu goriiliir. Boylece (F, A) ve (G, B), R de soft halkalardir.

] |n € Z} olarak tanimlanan

YL = {[r:)x 8] Ine Z} Ve y, = {[8 Zi] Ine Z} seklinde tanimmlanan y;:[; =

P(R) ve y,: I, » P(R) kiime degerli fonksiyonlarmi dikkate alalim. y; (x) ve y,(x)

sirastyla F(x) ve G(x) idealleri olur. Vx € I, N I, i¢in

nx 0

0 nx] |ne€ Z} dir. Bu da

R nr@={ "inez}arenem ={

(yo.11) T (v, 1) nin (F, A) fi (G, B) nin bir soft ideali oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.3. (F, A), R de bir soft halka ve (y4,1;), (y,, 1), (F,A) nin soft idealleri
olsun. I; ve I, ayrik ise , (y1,1,) U (¥, 1,), (F, A) min soft idealidir. (Acar ve dig.
2010)
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Ispat.1 = I, U I, olsun. Vx € I igin,

Y1 (x) x €l — 1, ise
B(x) = {v2(x) x€l,—1I ise
y1(x)uy,(x) xel, NI, ise

olmak tizere (y1,1;) U (yp, 1) = (B, 1) yazalir. (yq,1)4(F,A) ve (y,,1;)<(F,A)
oldugundan I c A dir. VxeSupp(B,I) igin I; ve I, ayrik oldugundan x € I, — I,
veya x € I, — I, dir. Eger, x € I; — I, ise, (y;,1;)4d(F,A) oldugundan B(x) =
v1(x) # @, F(x) in bir idealidir. Eger, x € I, — I, ise, (y,,I;)<4(F, A) oldugundan
Bx)=y,(x) #®,  F(x)in bir idealidir. Dolayisiyla VxeSupp(B,I) i¢in
B (x)<F(x) dir. Buradan (B,1), (F,A) min bir soft idealidir.

Teorem 5.2.4. (F,A), Rde bir soft halka ve {(yy, I):k € I} (F,A) min soft

ideallerinin bostan farkl bir ailesi olsun. Bu durumda, asagidaki kosullar saglanar.

1) Mrer Wk, Ix), (F, A) man bir idealidir

2) Aker(Yi, Ix), (F, A) man bir idealidir

3) Eger {I, | k € K} ikiser olarak ayriksa, Uie; (¥x, Iy), (F,A) min bir
idealidir. (Acar ve dig. 2010)

Ispat.

1) Bir halkanin keyfi bostan farkli idealler ailesinin kesisimleri de bir
ideal oldugundan istenilen kolayca elde edilir.

2) ve 3) de benzer sekilde elde edilir.
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6. SOFT MODULLER

Sun, Zhang ve Liu (2008) yilinda soft modiilleri tanimlamis ve temel 6zelliklerini
incelemistir. Atagilin ve Sezgin (2011) yilinda soft halka ve soft modiiller tizerine bir
takim sonuclar elde etmislerdir. Ayrica soft modiiller iizerine arastirmalar halen
devam etmektedir. Bu boliimde soft modiiller igin elde edilen tanim ve sonuglardan

bahsedecegiz.

6.1. Soft Modiiller ve Ozellikleri

Bu boliim boyunca M bir sol R — modiil, A bostan farkli bir kiime, F: A = P(M)

kiime degerli fonksiyon ve (F, A), M iizerinde bir soft kiime olarak alinacaktir.

Tanm 6.1.1. (F, A), M de bir soft kiime olsun. Vx € A i¢in F(x), M nin alt modiilii
ise (F,A)'ya M de bir soft modiil denir. (Sun ve dig. 2008)

Onerme 6.1.1. (F,A) ve (G,B) M de iki soft modiil olsun. Bu durumda asagidaki
kosullar saglanir. (Sun ve dig. 2008)

i. (F,A)n(G,B),M de bir soft modiildiir.
ii. ANB = @olmak iizere (F,A) U (G, B), M de bir soft modiildiir.

Ispat.

i. C = AN B olmak lizere Vx € C i¢in, (F,A) ve (G,B) M de soft
modiil oldugundan H(x) = F(x) < M veya H(x) = G(x) < M olup
(F,A) n (G,B) = (H,C), M de bir soft modiildiir.

ii. ANB=@olsun. C = AU B olmak iizere

F(x) x€A—B
H(x) =<G(x) x€EB—A
F(x)uG(x) x€ANB

29



seklinde (F,A) VU (G,B) = (H,C) olarak tamimlayalim. (F,A) ve (G,B) soft
modiiller oldugundan (H, C), M de bir soft modiil oldugu goriiliir.

Tamm 6.1.2. (F,A) ve (G,B) M de iki soft modiil olsun. Bu iki soft modiiliin
toplam1 (F,A) + (G,B) = (H,A X B) seklinde tanimlanir. Burada V(x,y) € A X B
icin H(x,y) = F(x) + G(y) olarak tanimlanir. (Sun ve dig. 2008)

Onerme 6.1.2. (F,A) ve (G,B) M de iki soft modiil olsun. O zaman,
(F,A) + (G,B) de M de soft modiildiir. (Sun ve dig. 2008)

Ispat. (F,A) ve (G,B), M de soft modiiller olsunlar. V(x,y) € A X B i¢in H(x,y) =
F(x) + G(y) olacak sekilde (F,A) + (G,B) = (H, A X B) olarak tanimlanir. Ayrica
F(x) <M ve G(y) < M oldugundan, Modiil teoriden  F(x)+ G(y) <M olur.
Boylece, (F,A) + (G, B), M de soft modiildiir.

Tanmm 6.1.3. M ve N modiil olmak iizere (F,A) ve (G, B) sirasiyla M ve N de iki
soft modiil olsun. V(x,y) € AX B i¢in H(x,y) = F(x) X G(y) olacak sekilde
(F,A) ve (G,B) soft modiillerinin ¢arpimi (F,A) X (G,B) = (H,A X B) seklinde
tanimlanir. (Sun ve dig. 2008)

Onerme 6.1.3. M ve N iki modiil olmak iizere (F, A) ve (G, B) sirasiyla M ve N de
iki soft modiil olsun. Bu durumda (F,A) X (G,B), M x N de bir soft modiildiir. (Sun
ve dig. 2008)

Ispat. (F,A), M de soft modiil oldugundan F(x) < M ve (G,B), N de soft modiil
oldugundan G(x) <N olur. F(x) XG(x) <M XN oldugu kolayca goriliir.
Dolayisiyla (F, A) X (G, B) nin M X N de soft modiil oldugu goriiliir.

Tanim 6.1.4. (F, A) ve (G,B), M de iki soft modiil olsun. Bu durumda,

i. BcAve

ii. Vx€BicinG(x) < F(x)

kosullar1 saglamiyorsa (G,B) ye, (F,A)nn bir soft alt modili denir ve
(G,B) < (F, A) ile gosterilir. (Sun ve dig. 2008)
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Onerme 6.1.4. (F,A) ve (G,B) M de iki soft modiil olsun. Vx € B i¢in G(x) €
F(x) ise (G, B), (F,A) nin bir soft alt modiiliidiir. (Sun ve dig. 2008)

Ispat. Ispat1 kolayca goriiliir.

Tanimm 6.1.5. A bir kiime e, A nin birimi olmak iizere, E = {e} olsun. M deki her
(F, A) soft modiiliiniin en az iki (F,A) ve (F,E) soft alt modilleri asikar soft alt
modiil olarak adlandirilir. (Sun ve dig. 2008)

Onerme 6.1.5. (F,A), M de bir soft modiil ve {(G;,B;) | i € I}, (F, A) nin bostan

farkli soft alt modiiller ailesi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i. NG, By, (F,A) min bir soft alt modiilidiir.
ii. Y. (Gy By, (F,A) mn bir soft alt modiiliidiir.
iii.  Vi,j€ligin B; N B; = @ olmak iizere U;¢,(G;, B;), (F, A) min bir soft
alt modiiliidiir. (Sun ve dig. 2008)

Onerme 6.1.6. (F,A) ve (G,B), M de iki soft modiil ve (G, B), (F,A) min bir soft
alt modiilii olsun. f: M - N bir modiil homomorfizmasi ise (f (F),A) ve (f(G),B)
N de soft modiillerdir ve (f(G),B), (f(F),A) min soft alt modiilidiir. (Sun ve dig.
2008)

Ispat. f:M — N bir modiil homomorfizmas1 oldugundan, Vx € A ve Vy € B igin
f(F(x)) ve f(G(y)) N de alt modiillerdir. Boylece (f(F),A) ve (f(G),B) N de
soft modiillerdir. Eger (G, B), (F,A) nin bir soft altmodiilii ise, 0 zaman Vx € B igin
G(x), F(x) in alt modilidiir ve f(G(x)), f(F(x))’in alt modiiliidiir. Tanim 6.1.4.
den (f(G),B), (f(F),A) nin soft alt modiiludiir.

Tanim 6.1.6. (F, A) ve (G,B), sirasiyla M ve N de iki soft modill ve f:M — N,
g: A - B iki fonksiyon olsunlar. (f, g): (F,A) - (G, B) doniisiimii eger asagidaki

kosullar1 saglarsa bir soft homomorfizma olarak adlandirilir. (Sun ve dig. 2008)

I.  f:M — N modiil homomorfizmas;
ii. g:A — B bir fonksiyon;
ii. Vxe€Aicin f(F(x)) = G(g(x)).
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Ayn1 zamanda (F, A) dan (G, B)'ye bir soft homomorfizma varsa (F,A), (G,B) ye
soft homomorfiktir ve (F,A) = (G, B) ile gosterilir.

Bu tanimda g, A dan B'ye birebir doniisiim ve f, M den N'ye bir izomorfizma ise o
zaman (F, A), (G, B)'ye soft izomorftur denir ve (F,A) = (G, B) ile gosterilir.

Tanimm 6.1.7. M bir modiil ve (F,A) da M de bir soft modiil olsun. Bu durumda,
eger Va € A i¢in F(a) = M (F(a) = {0}) ise, (F, A) soft modiiliine tam (asikar) soft

modiil denir. Her soft modiiliin bir asikar soft alt modiilii vardir. (Sun ve dig. 2008)

Tamm 6.1.8. (F,A), (G, B), M de soft modiiller ve (G,B) < (F,A), M modiiliinde
soft modiiller olsun. Ya € B i¢in G(a), F(a) nin maximal alt modiili ise (G, B),

(F, A) min maximal soft alt modiilii olarak adlandirilir.

6.2. Soft Modiillerde Toplam ve Direkt Toplam

M bir R —modil ve N;(i € I) M de N; alt modiillerinin bir ailesi olsun. U;¢; N;
tarafindan tretilen (U;e; N;) alt modiilii bazi r € N (1 <k <7r) igin ny € Ny
olmak tizere n;; + n;, + -+ + n;,- sonlu toplamlardan olusur. Bu taktirde (U;¢; N;),

N; alt modiillerinin toplamu olarak adlandirilir ve Y};¢; N; ile gosterilir.

Tamim 6.2.1. (F,A), M de bir soft modiil ve I bos olmayan bir indis kiimesi
{(F;,A)}ic;, (F,A)nin soft alt modiillerinin bir ailesi olsun. (F; A4;) nin soft alt
modiillerinin  toplamn  Va € U;g4; icin H(a) = Xiey(q) Fi(a) olmak iizere
Yiel(Fi,A;) = (H,Uje A;) olarak tanimlanir. Burada I(a), i € I igin a € A; olan

tiim elemanlarinin kiimesidir. (Tiirkmen ve Pancar, 2013)

Teorem 6.2.1. (F,A), M de bir soft modiil ve {(Fi,Ai)} (F,A) nn soft alt

ier’

modiillerinin bir ailesi olsun.

i.  Xieg(F,A;), Mde bir soft modildir 6zel olarak ;¢ (F;,A4;),
(F, A) nun bir soft alt modiiliidiir.

ii. Her (F,A;), Xie(Fi,A;) nin bir soft alt modiilidiir. (Tirkmen ve
Pancar, 2013)
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ispat.

I. i €I olmak tizere her A; bos olmayan kiime oldugundan, U;¢; A; # @
dir. Tanim 6.2.1. den I(a) ={i €1 | a € A;} ve her a € U, 4, i¢in
H(a) = Yiera Fi(a) olmak  iizere X;¢,(F;, A;) = (H,Uie 4
seklindedir. a € U;¢;4; alalim. M nin alt modiillerinin toplami
M nin bir alt modilidir. H1n tanimindan H(a), M nin bir alt
modiliidir. Buradan (H,U;e; 4;) = Xie/(Fi,A;) M de bir soft
modiildir. Y;¢,(F;, A;) soft modiiliiniin (F,A) nin soft alt modiilii
oldugu tanim 6.1.4.’den goriiliir.

ii.  Tanim 6.1.4. den ispat agiktir.

Ornek 6.2.1. M = ,7Z sol Z — modiiliinii alalim. (F,A), M modiiliinde soft kiime
olsun. A = Z, Vn € A i¢in F(n) = M olarak tanimlanan F: A - P(M) kiime degerli
bir fonksiyon olsun. Buradan (F, A) M de tam soft modiildiir. Z de tiim asal sayilarin
kiimesi IP ile gosterilsin. Vp € P igin A, = {p™ | 1 <n € N} olsun. vm € 4, i¢in
F,(m) = 2mZ olarak verilen, Vp € P i¢in F,: A, » P(M) fonksiyonunu alalim. Her
(Fp,Ap), Mde (F,A)mn bir soft alt modiiliidiir. B = U,ep A, Olsun. Buradan
BcAdr I,={peP|ImeA,}ve Vm€ B i¢in H(m) = ¥ ye;(m) F,(m) olmak
iizere Ypep(F, Ap) = (H,B) olsun. (Fy,Ay), (Fy, Ay, -+, (Fy, Ay), (F,A) min soft
alt modiilleri ise teorem 6.2.1.den n € N olmak tizere };*-  (F;, A;) soft alt modiildiir

ve (Fy,Ay) + (Fy, Ay) + -+ + (F,, Ay) olarak gosterilir.

Onerme 6.2.1. (F,A), (G,B) M de soft modiiller ve (G, B) < (F, A) olsun. Buradan
(G,B)¥(F,A) = (F, A) dr. (Tiirkmen ve Pancar, 2013)

Ispat. B € A oldugundan BU A = A dir. Vb € B icin G(b) < F(b) oldugu igin
G(b) + F(b) = F(b) olur. Dolayisiyla, tanim 6.2.1. den (G, B)¥(F,A) = (F, A) dur.

Sonug¢ 6.2.1. (F,A), M de bir soft modiil olsun. (F, A) min her asikar soft alt modiilii
(G, B) i¢in (G, B)¥(F,A) = (F,A) dr.

Ispat. Onerme 6.2.1.’den kolayca elde edilir.
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Simdi ise, Modiil teorideki Modiiler kurami’nin soft modiillerdeki karsiligini

inceleyelim.

Teorem 6.2.2. (Soft Modiiler Kurah) (F,A), (G,B) ve (T,C), M modiiliinde bir
soft modiilin soft alt modilleri ANC=#@® ve (G,B)<(F,A) olsun.

(F,A) m [(T,0)F(G,B)] = [(F,A) m (T,C)]¥(G,B) dir. (Tirkmen ve
Pancar, 2013)

Ispat.
F(a) N T(a) a € An(C\B) ise,

Hi(a) =4 G(a) a € An (B\C) ise, olmak iizere
F(a) N (T(a) + G(a)) a€AN(BNC) ise,

(F,4A) m [(T,0)F(G,B)] = (H,An (C U B)) olsun.

F(a)nT(a) a € (ANC)\B ise,
H,(a) =< G(a) a € B\(A N C) ise, olmak iizere
F(a)NT(a)+G(a) a€ (ANC)NB ise,

(F,A) m (T,C)¥(G,B) = (H,,(An C) U B) olsun.
AN(CUB)=(ANC)UBdrr. a€ An(C u B) olsun.

Durum 1. a€An(C\B) ise An(C\B)=(ANC)\B oldugu igin
H;(a) = F(a) nT(a) = H,(a) dr.

Durum 2. a€ An(B\C) olsun. a€ An(B\C)=B\(ANC) oldugu igin

Durum 3. a€ANn(CnB) ise, Hi(a)= F(a)n(T(a)+G(a) dr. G(a),

F(a) min bir alt modiilii oldugu i¢in, modiiler kuramina gore,

H,(a) = F(a) N (T(a) + G(a)) = (F(a)nT(a))+ G(a) = Hy(a) dir. Kisith
kesisimin tanimimdan (Hl,A Nn({u B)) = (H,,(ANnC)UB) olur. Yani, (F,A) m
[(T,C)¥(G,B)] = ((F,A) m (T, C))+(G, B) dir.
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Tanmm 6.2.2. (F,A),(G,B) M modiiliinde soft modiiller ve (G, B) < (F, A) olsun.
(G,B)F(T,C) = (F,A) ve (G,B) m (T, C) asikardirr kosulunu saglayan (F,A) nin
bir (T, C) soft alt modiilii varsa (F,A) ya (T,C) ve (G,B) soft alt modiillerinin
direkt zoplam: denir. (G,B) @ (T, C) = (F, A) ile gosterilir. Ayrica (T, C) ve (G, B)

ye (F, A) soft modiiliiniin direkt toplananlar: denir. (Tirkmen ve Pancar, 2013)

Teorem 6.2.3. (F, A), (G, B), M modiiliinde soft modiiller ve (G,B) < (F, A) olsun.
(G, B) asikar ise, (G,B) @ (F,A) = (F,A) dir. (Tiirkmen ve Pancar, 2013)

Ispat. Sonuc¢ 6.2.1. den (G,B)¥(F,A) = (F,A) dir. B € A oldugundan ANB =
B #+ @dir. a € B olsun. Hipotezden G(a) = 0 oldugundan G(a) N F(a) = 0 dir.
Buradan (G, B) m (F, A) asikardir. Bu yiizden (G,B) @ (F,A) = (F, A) dir.

Teorem 6.2.4. (G,A), (T,A) < (F,A) seklinde M modiiliinde soft modiiller olsun.
(G,A) & (T,A) = (F,A) olmasi igin gerek ve vyeter kosul Va €A igin
G(a) + T(a) = F(a) olmalidir. (Tirkmen ve Pancar, 2013)

Ispat. 1k olarak (G,A) @ (T,A) = (F,A) olsun. Buradan, Va € A igin
Ga)+T(a)=F(a) ve G(a)NnT(a) =0 drr. Yani G(a)+ T(a) = F(a) elde

edilir.

Tersine a € A olsun. G(a) + T(a) = F(a) oldugundan (G, A)¥(T, A) = (F,A) dur.
G(a) N T(a) = 0 oldugu i¢cin (G,A) m (T, A) de asikardir. Béylece Tanim 6.2.2. den
(G,A) @& (T,A) = (F,A) du.

Simdi ise Tanim 6.2.2.°de vermis oldugumuz direkt toplam tanimini genelleyelim.

Tanmm 6.2.3. (F,A) , M modiilinde bir soft modiil ve N;c;A; # @ olmak
tzere {(F;, A;)}ic;» (F,A) nmin soft alt modiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun.
(F,A) = Yie/(Fi, A) ve [Ziengy(Fi AD] m (Fj, 4;) asikar ise, (F,A) ya soft alt
modiiller ailesinin direkt toplam: denir ve @;¢; (F;, A;) olarak yazilir. (Tirkmen ve
Pancar, 2013)

R bir tamlik bdlgesi ve M bir R modiil olsun. R nin sifirdan farkli bir r eleman1 ve
her m € M i¢cin rm = 0 olan elemanlarin kiimesi T (M) olarak gosterilir. T(M),

M nin bir alt modiiliildiir ve M nin torsion alt modiilii olarak adlandirilir. M=

35



T(M) ise, M torsion modiildiir. R dedekind bdlgesi ve M torsion R — modiil olsun.
0, Rnin tim maksimum ideallerinin kiimesi ve T,(M) ={m € M | a"m = 0,

negatif olmayan bazin € Z igin} olmak tizere M =@ 4, T,(M) olur.

Ornek 6.2.2 M, torsion Z — modiil ve 2, Z nin maksimum ideallerinin kiimesi
olsun. A = 2 olmak tizere, her a € A i¢in F(a) = T,(M) olarak tanimlanan F: A —
P(M) fonksiyonunu alalim. Buradan, (F,A), M de soft modiildiir. Diger yandan

F(a), b=aise

0, b+ aise ile tanimhi F: A - P(M) fonksiyonu

ben igin Fy(a) = {
tanimlansm.

Her (Fp, A), (F,A) min bir soft alt modiiliidiir. a € A olsun. Y.,c, Fp(a) = F(a) =
T,(M) ve (Zpearia Tr(@) NTe(a) = 0 oldugu icin, Ypen(Fy, A) = (F,A) olarak

yazilir ve (Zbeﬂ\{c}(Fb,A)) m (F,, A) asikardir. Dolayisiyla (F,A) =@peqn (Fp, A)
dir.
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