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ÖZET 

BALANS SAYILARI VE PELL DENKLEMLERİ 
YÜKSEK LİSANS TEZİ 

DENİZ KARADAĞ 
PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: DOÇ. DR MUSTAFA AŞCI) 

DENİZLİ, HAZİRAN - 2017 

Bu tez temel olarak dört ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde
sayılar teorisindeki temel tanım ve teoremler verildi. Ayrıca indirgeme bağıntısı,
Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ve bunlara ilişkin indirgeme bağıntıları, Binet 
Formülleri ile üreteç fonksiyonları oluşturuldu. 

İkinci bölümde 2 2 1x dy- = ve 2 2x dy N- = tipindeki Pell denklemleri
tanımlanarak çözümlerinin varlığı üzerinde duruldu. Bu bölümde ayrıca sürekli

kesir kavramı tanımlanarak d  nin sürekli kesir açılımı yardımıyla 2 2 1x dy- =

ve 2 2x dy N- =  tipindeki Pell denklemlerinin temel ve genel çözümlerine
ulaşıldı. 

Üçüncü bölümde Balans ve Kobalans sayıları tanımlanarak Balans ve
Kobalans sayıları için kriterler ortaya kondu. Balans ve Kobalans sayılarının 
indirgeme bağıntıları, Binet Formülleri ve de üreteç fonksiyonları verildi. Bu
bölümde ayrıca Lucas-Balans , Lucas-Kobalans sayıları tanımlanarak indirgeme 
bağıntıları ile Binet Formülleri verildi. 

Dördüncü bölümde Gaplı Balans sayı ve k-Gaplı Balans sayı tanımları 
yapılarak 2-gaplı, 3-gaplı, 4-gaplı, 5-gaplı Balans sayıları için Binet Formüllerine 

2 22 7x y- = , 2 28 17x y- = , 2 22 31x y- = , 2 28 49x y- = genel Pell 
denklemlerinin genel çözümleri ile bağlantı kurularak ulaşıldı. Ayrıca,

2,3,4,5k =  için k-gaplı Balans sayıları ile Lucas Balans ve Lucas Kobalans
sayıları arasındaki bağıntılara ulaşıldı. 

ANAHTAR KELİMELER: Pell denklemleri, Sürekli kesirler, Balans 
sayıları, Kobalans sayıları, Lucas-Balans sayıları, Lucas-Kobalans sayıları 
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ABSTRACT 

BALANCING NUMBERS AND PELL EQUATIONS 
MSC THESIS 

DENİZ KARADAĞ 
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATİCS 
  

(SUPERVISOR:ASSOC.PROF.DR. MUSTAFA AŞCI) 
 

DENİZLİ, JUNE 2017 
 

 This thesis is mainly composed of four main sections. In the first section, 
basic definitions and theorem in number theory are given moreover, recurrence
relations, Fibonacci and Lucas numbers sequence and related recurrence relations, 
besides Binet and Generating functions are formed. 
 
 In the second part of the study, 2 2 1x dy- =  and 2 2x dy N- =  type Pell 
equations are identified and thus the presence of solutions are dwelled on.
Besides, in this sections, by identifying the consept of continued fraction with the

help of d ’s continued fractions expansion, fundemantel and general solutions

of 2 2 1x dy- =  and 2 2x dy N- =  type Pell equation are obtained. 
 
 In the third section of the study , Balancing and Cobalancing numbers are
defined to intoduce a criteria. In addition, recurrence relations of Balancing and
Cobalancing numbers, Binet formulas and generating functions are given. Here 
also Lucas-Balancing, , Lucas-Cobalancing are defined and Binet formulas with
reccurance relations are given. 
 
 In forth and last section, by defining Gap Balancing numbers and k-Gap 
Balancing numbers for 2,3,4,5k =  , the Binet formulas 2 22 7x y- = , 

2 28 17x y- = , 2 22 31x y- = , 2 28 49x y- =  are obtained by correlating with
general solutions of general Pell equations. Moreover, for 2,3,4,5k = , the 
relations between k- Gap Balancing numbers and Lucas-Balancing , Lucas-
Cobalancing numbers are archieved. 

KEYWORDS:Pell equations, Continued fractions, Balancing numbers,
Cobalancing numbers, Lucas-Balansing numbers, Lucas-Cobalancing 
numbers 
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1 G·IR·IŞ

Matematikte reel say¬ dizileri, bar¬nd¬rd¬klar¬ özellikler ve bu özelliklerin

uygulama alanlar¬itibariyle önemli bir yere sahiptir. Fibonacci 1175 -1250 y¬llar¬

aras¬nda yaşam¬̧s bir ·Italyan matematikçidir. Babas¬n¬n i̧si sebebiyle bir çok Arap

ve Do¼gu şehrini gezme imkan¬bulan Fibonacci, oralarda kullan¬lan Arap ve Hint

say¬ sistemlerini inceleme imkan¬ bulmuştur. Bu say¬ sisteminin kolayl¬klar¬n¬

görüp o zamanlar ·Italya�da kullan¬lan romen rakam say¬sistemini de¼gi̧stirmeye

u¼graş vermi̧stir. Bu amaçla "Liber Abaci" isimli eserini ortaya koymuştur. Bu

eserinde bu say¬sisteminde dört i̧slemi aç¬klam¬̧s ayr¬ca eserinde cebir ve geometri

alan¬ndaki çal¬̧smalar¬na da yer vermi̧stir. Fibonacci�nin bugünkü ünü bu kitapta

yer alan bir zeka sorusundan kaynaklan¬r. Fibonaccinin zeka sorusu ; Bir çift

(1 erkek 1 di̧si) tavşan¬n bulundu¼gu bir çiftlikte bu tavşan çifti 1 ayl¬kken genç

olduklar¬ndan üreyemiyorlar. Fakat ikinci ay¬n sonunda üreme yetene¼gine sahip

olup ürüyorlar. Kabul edilsin ki her ay yeti̧skin çiftler üreyip ço¼galmaya devam

ederlerse her ay¬n sonunda kaç çift tavşan bulunur? Problemin çözümüne ili̧skin

tavşan çiftlerinin say¬s¬ 1,1,2,3,5,8,13,21,... şeklinde bir say¬ dizisi üretti¼gi

görülecektir. Bu say¬lara Fibonacci say¬lar¬, diziye de Fibonacci dizisi denir.

Problemdeki Fibonacci say¬dizisini n � 1 için F0 = 1, F1 = 1 başlang¬ç koşullar¬n¬

düşünerek Fn+1 = Fn + Fn�1 şeklinde tan¬mlamak da mümkündür. Bu durumda

say¬lar teorisinde diziyi indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ yard¬m¬yla tüm terimlerine

hükmedecek şekilde incelemek de mümkün olmuştur. Benzer şekilde Frans¬z

matematikçi Edouard Lucas (1842-1891) taraf¬ndan, Lucas say¬dizisi L0 = 2,

L1 = 1 başlang¬ç koşullar¬ve n � 1 için Ln+1 = Ln + Ln�1 indirgeme ba¼g¬nt¬s¬

tan¬mlam¬̧st¬r. Lucas say¬dizisinin Fibonacci say¬dizisi ile pek çok ba¼glant¬s¬

yap¬lan çal¬̧smalarla ortaya ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Fibonacci say¬lar¬ do¼gadan sanata

mimariden mühendisli¼ge bir çok alanda kendine yer edinmi̧stir.

1999 y¬l¬nda Behera ve Panda, Balans say¬ kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧slard¬r.

Yap¬lan çal¬̧smalarda Balans say¬dizisinin ayn¬Fibonacci ve Lucas say¬dizileri

gibi indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬na, binet formüllerine ulaşm¬̧slard¬r. Böylelikle Balans

say¬dizisinin genel özelliklerine ulaşmak mümkün olmuştur. Balans say¬lar¬ndan
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başka Lucas-Balans say¬dizisi, Kobalans say¬dizisi, Lucas-Kobalans say¬dizisi

tan¬mlamalar¬da yap¬larak birbiriyle olan ili̧skileri ortaya konmuştur.

Bu çal¬̧smada, Fibonacci ve Lucas say¬ dizileri gibi Balans say¬ dizisi,

Lucas-Balans say¬ dizisi, Kobalans say¬ dizisi, Lucas-Kobalans say¬ dizisi

tan¬mlar¬ verildi. Bir do¼gal say¬n¬n bu say¬ dizilerine ait olma şartlar¬ ortaya

kondu. Ayr¬ca şartlar¬sa¼glayan dizinin terimlerine ulaşmak için Pell denklemi ve

Genel Pell denklemi tan¬mlamas¬yap¬ld¬. Sürekli kesirlerin Pell denklemlerinin

çözümü ile olan ili̧skisi araç olarak kullan¬larak bu say¬dizilerine ait indirgeme

ba¼g¬nt¬lar¬ ile Binet Formülleri oluşturuldu. Çal¬̧sman¬n son bölümünde gapl¬

Balans say¬ tan¬m¬ verilerek Pell denklemleri yard¬m¬yla gapl¬ Balans say¬

dizilerinin tüm terimleri bulunarak Balans say¬dizisi, Lucas-Balans say¬dizisi,

Kobalans say¬dizisi, Lucas-Kobalans say¬dizisi ile olan ili̧skileri ortaya konmuştur.

2



1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Çal¬̧sman¬n bu bölümünde, ileri bölümlerde kullan¬lacak tan¬m ve teoremlere

yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1: fang reel say¬s¬dizisi, k 2 N, f : N� Nk ! R olmak üzere,

an = f (n; an�1; an�2; an�3; :::; an�k) (1.1)

fonksiyonuna k. mertebeden bir indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.

·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬(1.1) eşitli¼giden de görülece¼gi üzere, dizinin her bir teriminin

kendisinden önceki bir tak¬m terimlerin fonksiyonu olarak ifadesini içermektedir.

Tan¬m 1.1.2: a1 (n) ; a2 (n) ; a3 (n) ; :::; ak (n) ve h (n) N den R tan¬ml¬

fonksiyonlar, a1 6= 0 olmak üzere,

An+1 = a1 (n)An�k+1 + a2 (n)An�k+2 + :::+ ak (n)An + h (n) (1.2)

ba¼g¬nt¬s¬na k. mertebeden de¼gi̧sken katsay¬l¬lineer indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.

E¼ger ki (1.2) eşitli¼ginde, ai (n) = ci (1 � i � k) ler ve h (n) = h0 sabit

fonksiyonlar ise

An+1 = c1An�k+1 + c2An�k+2 + :::+ ckAn + h0 (1.3)

ifadesine k. mertebeden sabit katsay¬l¬lineer indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.

E¼ger ki (1.3) eşitli¼ginde h0 = 0 ise

An+1 = c1An�k+1 + c2An�k+2 + :::+ ckAn (1.4)

ifadesine k. mertebeden sabit katsay¬l¬homojen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.
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Teorem 1.1.1: fang reel dizisinin indirgeme ba¼g¬nt¬s¬,

an = c1an�1 + c2an�2 (1.5)

şeklinde verilsin. Bu durumda,

x2 � c1x� c2 = 0 (1.6)

denklemine indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi denir. Bu denklemin

birbirinden farkl¬kökleri de �1 ve �2 olsun. Bu durumda (1.5) ba¼g¬nt¬s¬n¬n genel

çözümü;

an = A:�
n
1 +B:�

n
2 (1.7)

olur.

Örnek 1.1.1:

a1 = 7

a2 = 1

an = an�1 + 6an�2 (n > 2)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na sahip dizinin genel çözümünü bulal¬m.

·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi x2 � x � 6 = 0 şeklinde olup

kökleri �1 = 3 ve �2 = �2 bulunur. Buradan genel çözüm,

an = A:3
n +B: (�2)n

şeklinde olacakt¬r. Başlang¬ç koşullar¬sa¼glat¬l¬rsa ; A = 1 ve B = �2 bulunur.

Genel çözüm,

an = 3
n � 2: (�2)n (n > 2)

şeklinde olur.
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Teorem 1.1.2:

fang reel say¬dizisi c1; c2;2 R sabitler olmak üzere,

an = c1an�1 + c2an�2 (1.8)

sabit katsay¬l¬lineer homojen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi

x2 � c1x� c2 = 0 (1.9)

olsun. Bu denklemin kökleri �1 = �2 = � ise (1:8) in genel çözümü

an = (A+B:n)�
n

şeklindedir.

Örnek 1.1.2:

a1 = 1

a2 = 3

an = 4an�1 � 4an�2 (n > 2)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na sahip dizinin genel çözümünü bulal¬m.

·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi

x2 � 4x+ 4 = 0

buradan kökleri �1 = �2 = 2 bulunur. Buradan genel çözüm,

an = (A+Bn) :2
n

şeklinde olacakt¬r. Başlang¬ç koşullar¬sa¼glat¬l¬rsa ; A =
1

4
ve B =

1

4
bulunur.
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Genel çözüm

an =

�
1

4
+
1

4
n

�
2n

an = (1 + n) :2n�2

şeklinde olur.

Tan¬m 1.1.3: Fibonacci say¬dizisi, F0 = 0, F1 = 1 başlang¬ç koşullar¬ve n � 2

için

Fn = Fn�1 + Fn�2 (1:10)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile belirlenmi̧stir. Gösterimde, Fn ile n: Fibonacci say¬s¬ifade

edilir.

Tan¬m 1.1.4: Lucas say¬dizisi, L0 = 2 , L1 = 1 başlang¬ç koşullar¬ve her n � 2

için

Ln = Ln�1 + Ln�2 (1:11)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ ile belirlenmi̧stir. Gösterimde, Ln ile n: Lucas say¬s¬ ifade

edilir.

Tan¬m 1.1.5: n 2 N olmak üzere

Tn = 1 + 2 + 3 + :::+ n =
n: (n+ 1)

2

say¬s¬na n: Üçgensel say¬denir.

Tan¬m 1.1.6: n 2 N olmak üzere,

Pn = n: (n+ 1)

formundaki say¬lara Pronik say¬denir. P1 = 2, P2 = 6, P3 = 12, P4 = 20 say¬lar¬

birer Pronik say¬d¬r.
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Teorem 1.1.3: (Fibonacci ve Lucas Say¬lar¬Binet Formülleri) Fn, Fibonacci

dizisinin n: terimi olmak üzere, karakteristik denklemi ;

x2 � x� 1 = 0

olup kökleri,

� =
1 +

p
5

2
(Alt¬n Oran)

� =
1�

p
5

2
(Gümüş Oran)

n: Fibonacci ve Lucas say¬lar¬,

(i) Fn =
�n � �n

�� �
(ii) Ln = �n + �n

·Ispat.

(i) Fn = Fn�1 + Fn�2 indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi,

x2 � x� 1 = 0

şeklinde olup kökleri,

� =
1 +

p
5

2
, � =

1�
p
5

2

bulunur. Genel çözüm,

Fn = c1

 
1 +

p
5

2

!n
+ c2

 
1�

p
5

2

!n

şeklinde olur. Fibonacci say¬ dizisi için başlang¬ç koşullar¬F0 = 0, F1 = 1

sa¼glat¬l¬rsa, c1 =
1p
5
, c2 = �

1p
5
o halde Fibonacci say¬dizisi için Binet Formulü,

Fn =
1p
5

 
1 +

p
5

2

!n
� 1p

5

 
1�

p
5

2

!n
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elde edilir. Ayr¬ca � =
1 +

p
5

2
, � =

1�
p
5

2
ise � � � =

p
5 oldu¼gu da göz

önüne al¬n¬rsa,

Fn =
�n � �n

�� �

elde edilir.

(ii) Ln = Ln�1 + Ln�2 indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi,

x2 � x� 1 = 0

şeklinde olup kökleri,

� =
1 +

p
5

2
, � =

1�
p
5

2

bulunur. Genel çözüm,

Ln = c1

 
1 +

p
5

2

!n
+ c2

 
1�

p
5

2

!n

şeklinde olur. Lucas say¬ dizisi için başlang¬ç koşullar¬ L0 = 2 , L1 = 1

sa¼glat¬l¬rsa, c1 = 1, c2 = 1 o halde Lucas say¬dizisi için Binet Formulü,

Ln =

 
1 +

p
5

2

!n
+

 
1�

p
5

2

!n

Ln = �
n + �n

bulunur.

Teorem 1.1.4 : Fn Fibonacci say¬dizisinin n: terimi olmak üzere,

Fn�1Fn+1 � F 2n = (�1)n , n � 1 (Cassini Özdeşli¼gi)

dir.

·Ispat. Tümevar¬m prensibi gere¼gi,
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n = 1 için F0F2 � F 21 = 0:1� 1 = (�1)
1 do¼grudur.

n = k için Fk�1Fk+1 � F 2k = (�1)
k do¼gru kabul edelim.

n = k + 1 için

FkFk+2 � F 2k+1 = (Fk+1 � Fk�1) (Fk + Fk+1)� F 2k+1

= FkFk+1 + F
2
k+1 � Fk�1Fk � Fk�1Fk+1 � F 2k+1

= FkFk+1 � Fk�1Fk � F 2k � (�1)k

= FkFk+1 � Fk (Fk�1 + Fk) + (�1)k+1

= FkFk+1 � FkFk+1 + (�1)k+1

= (�1)k+1

özdeşli¼gin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 1.1.5: (Fibonacci Say¬Dizisi Üreteç Fonksiyonu)

F1 = F2 = 1

Fn = Fn�1 + Fn�2, (n � 3)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlanm¬̧s Fibonacci say¬dizisinin elemanlar¬n¬üreten

üreteç fonksiyonu

g(x) =
x

1� x� x2

9



şeklindedir.

·Ispat. Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonunu g (x) ile gösterecek olursak,

g (x) =
P1

n=1 Fnx
n

= F1x+ F2x
2 +

P1
n=3 Fnx

n

= F1x+ F2x
2 +

P1
n=3 (Fn�1 + Fn�2)x

n

= F1x+ F2x
2 +

P1
n=3 Fn�1x

n +
P1

n=3 Fn�2x
n

= x+ x2 + x
1X
n=2

Fnx
n + x2

1X
n=1

Fnx
n

= x+ x2 + x

 1X
n=1

Fnx
n � x

!
+ x2

1X
n=1

Fnx
n

= x+ x2 + x (g (x)� x) + x2g (x)

= x+ x2 + xg (x)� x2 + x2g (x)

elde edilen eşitlik düzenlenirse,

�
1� x� x2

�
g (x) = x

g (x) =
x

1� x� x2
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elde edilir. Şimdi de üreteç fonksiyon yard¬m¬yla Fibonacci indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n

genel çözümü olan Binet Formulüne ulaşaca¼g¬m¬z¬görelim.

1� x� x2 =

 
1� 1 +

p
5

2
x

! 
1� 1�

p
5

2
x

!

= (1� �x) (1� �x)

yaz¬labilece¼ginden,
x

1� x� x2 =
c1

1� �x +
c2

1� �x

gerekli i̧slemlerle c1 =
1p
5
, c2 = �

1p
5
elde edilir ki

g (x) =

1p
5

1� �x +
� 1p

5
1� �x

terimlerin seri aç¬l¬mlar¬yaz¬l¬rsa,

g (x) =
1p
5

1X
n=1

�nxn � 1p
5

1X
n=1

�nxn

son olarak,

g (x) =

1X
n=1

�
�n � �np

5

�
xn

=
1X
n=1

�
�n � �n

�� �

�
xn

elde edilir.

Teorem 1.1.6: (Lucas Say¬Dizisi Üreteç Fonksiyonu)

L1 = 1; L2 = 3,

Ln = Ln�1 + Ln�2, (n � 3)

11



indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlanm¬̧s Lucas say¬dizisinin elemanlar¬n¬üreten üreteç

fonksiyonu

h (x) =
x+ 2x2

1� x� x2

şeklindedir.

·Ispat. Lucas say¬dizisi için üreteç fonksiyon h (x) olsun.

h (x) =
P1

n=1 Lnx
n

= L1x+ L2x
2 +

P1
n=3 Lnx

n

= x+ 3x2 +
P1

n=3 (Ln�1 + Ln�2)x
n

= x+ 3x2 +
P1

n=3 Ln�1x
n +

P1
n=3 Ln�2x

n

= x+ 3x2 + x
P1

n=3 Ln�1x
n�1 + x2

P1
n=3 Ln�2x

n�2

= x+ 3x2 + x
P1

n=2 Lnx
n + x2

P1
n=1 Lnx

n

= x+ 3x2 + x (
P1

n=1 Lnx
n � x) + x2

P1
n=1 Lnx

n

= x+ 2x2 + x
P1

n=1 Lnx
n + x2

P1
n=1 Lnx

n

= x+ 2x2 + xh (x) + x2h (x)

12



h (x) = x+ 2x2 + xh (x) + x2h (x)

buradan,

h (x) =
x+ 2x2

1� x� x2

elde edilir.
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2 PELL DENKLEMLER·I

2.1 Pell Denklemlerinin Tarihçesi

Diafantos, Milattan sonra 325 y¬llar¬ndan sonra Roma�da yaşam¬̧s Yunan

matematikçidir. Diafantos, özellikle cebir alan¬nda kökleri tamsay¬lar olan

denklemlerin çözümleri üzerine çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Bu sebepledir ki kökleri

tamsay¬lar olan polinom yap¬daki denklemler Diofant denklemler olarak

adland¬r¬lm¬̧st¬r. Bu tipteki denklemler yüzy¬llarca matematikçilerin ilgi alan¬na

girmi̧s ve üzerinde bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Diofant denklemlerin özel bir hali

olan Pell denklemi, d tamkare olmayan pozitif bir tamsay¬olmak üzere,

x2 � dy2 = 1

çözümleri (x; y) 2 Z� Z olan denklemdir.

Pell denklemleri üzerine Brahmagupta�dan önce Diafantos ve Aŗsimed de

çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Aŗsimed�in Cattle problemi üzerine yapt¬¼g¬ çal¬̧smas¬n¬n

bir aşamas¬nda Pell denklemi ile kaŗs¬laş¬lmas¬ ve çözüm sunulmas¬ konu ile

ilgilendi¼gini göstermektedir.

Hintli astronom ve matematikçi olan Brahmagupta (598-670) Pell Denklemleri

üzerine ciddi anlamda derinlemesine çal¬̧sma yapan ilk ki̧siydi.

E¼ger (a; b) ve (c; d) ikilileri x2 � dy2 = 1 formundaki Pell denkleminin birer

çözümleri ise (bc� ad , bd� nac) ikilileri de birer çözümdür.

E¼ger (a; b) ikilisi x2 � dy2 = 1 denkleminin bir çözümü ise (2ab; b2 + na2) ikilisi

de bir çözümdür.

Teoremleri ile "Pell denklemlerinin bir çözümü varsa sonsuz çözümü vard¬r."

yarg¬s¬na ulaşmas¬ Brahmagupta�n¬n konu üzerine ne kadar önemli bulgulara

ulaşt¬¼g¬n¬n da bir göstergesidir.

Brahmagupta�dan sonra Pell denklemleri üzerine çal¬̧san bir di¼ger ki̧si de

Hintli matematikçi ve astronom Bhaskara II (1150) dir. Bhaskara II , (1;m) Pell

14



denkleminin aşikar bir çözümü iken x = (am+ b) =k , y = (bm+ na)2 çözümleri

nx2+(m2 � n) =k = y2 Pell denkleminin çözümleri oldu¼gu oldu¼gunu keşfetmi̧stir.

Pell denklemlerinin çözümleri üzerine katk¬sunan bir di¼ger ki̧si de Narayana�d¬r.

Narayana Bahaskara�n¬n geli̧stirdi¼gi metoda yeni örnekler eklemi̧stir.

Avrupal¬matematikçiler, Hintli matematikçilerin kendilerinden 500 y¬l kadar

öncesine dayanan çal¬̧smalar¬oldu¼gundan haberdar de¼gillerdi. Pell denklemleri

Fermat�¬n yay¬nlad¬¼g¬ teoremlerle say¬lar teorisinde ilgi oda¼g¬ haline gelmi̧stir.

Tarihler 1657 y¬l¬n¬n Şubat ay¬n¬ gösterdi¼ginde Fermat�¬n yay¬nlad¬¼g¬ d 2 Z+

olmak üzere dy2 + 1 nin tamkare olmas¬n¬sa¼glayacak y tamsay¬lar¬n¬n bulunuşu

problemi bizi yine x2 � dy2 = 1 şart¬n¬ sa¼glayan y de¼gerlerinin bulunuşuna

götürür ki Pell denklemi burada problemle u¼graşanlar¬n dikkatinden kaçmam¬̧st¬r.

Fermat�¬n yay¬nlad¬¼g¬problemlere bir çok matematikçi çözüm üretmeye çal¬̧sm¬̧st¬r.

Bu denklemlerin çözümü üzerine u¼graşan matematikçilerden baz¬lar¬Frenicle de

Bessy , Brouncker ve Wallis�tir. Brouncker, Pell denklemlerine Lagrange�nin

sundu¼gu sürekli kesirler yaklaş¬m¬na benzer bir çözüm geli̧stirmi̧stir. Sürekli

kesirler yaklaş¬m¬konseptini Lagrange ortaya koymuş ve ispatlam¬̧st¬r.

1658 de Rahn, John Pell�in de yard¬m¬yla içeri¼ginde Pell denklemi bar¬nd¬ran

bir cebir kitab¬ yay¬nlam¬̧st¬r. Pell Denklemlerine ismini veren John Pell�in

denklem ile tek ilgisinin bu oldu¼gu bilinmektedir. Euler, bu konu üzerine çal¬̧sma

yapan ilk ki̧si John Pell (1611-1685) olmamas¬na ra¼gmen bu formdaki denklemlere

onun ismini vererek literatürde Pell denklemleri olarak yer edinmesine neden

olmuştur.

Pell denklemleri, tarih boyunca matematikteki ilerlemeler dikkate al¬nd¬¼g¬nda

daha az öneme sahip olsa da say¬lar teorisinde ve yer buldu¼gu matemati¼gin di¼ger

uygulama alanlar¬nda son derece önemli bir yere sahiptir.
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2.2 Pell Denklemleri

Tan¬m 2.2.1 : d > 0 tamkare olmayan tamsay¬ve x; y 2 Z olmak üzere,

x2 � dy2 = �1 (2:1)

denklemine Pell Denklemi denir.

Tan¬m 2.2.2 : d > 0 tamkare olmayan tamsay¬ve x; y; N 2 Z olmak üzere,

x2 � dy2 = N (2:2)

denklemine Genel Pell Denklemi denir. Pell denklemleri (x; y) ikilisi için

sa¼glan¬yorken

(x;�y) ; (�x; y) ; (�x;�y)

ikilileri için de sa¼glanaca¼g¬ndan çal¬̧smam¬zda Pell denklemlerinin çözümlerini

pozitif (x; y) ikilileri için araşt¬rmak yeterli olacakt¬r. Ayr¬ca (2.2) nin bir çözümü

(x; y) ikilisi ise bu çözüm x+ y
p
d ile gösterilecektir.

Örnek 2.2.1 : x2 � 5y2 = 1 Pell denkleminin bir çözümü (9; 4) olup x+ y
p
5 =

9 + 4
p
5 şeklindedir.

Örnek 2.2.2 : x2 � 7y2 = 3 Pell denkleminin çözümü yoktur.

Verilen denklemin mod 4 deki sorgulamalar¬,

x; y tek x2 � y2 � 1 (mod 4) 1� 7:1 � 3 (mod 4) mümkün de¼gil.

x; y çift x2 � y2 � 0 (mod 4) 0� 7:0 � 3 (mod 4) mümkün de¼gil.

x tek y çift x2 � 1; y2 � 0 (mod 4) 1� 7:0 � 3 (mod 4) mümkün de¼gil.

x çift y tek x2 � 0; y2 � 1 (mod 4) 0� 7:1 � 3 (mod 4) mümkün de¼gil.
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2.3 Sürekli Kesirler

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda Pell denklemlerinin çözümünde araç olarak

kullanaca¼g¬m¬z Sürekli Kesir kavram¬üzerinde durulacakt¬r.

Tan¬m 2.3.1 : a0, a1, a2, ... , an reel say¬lar, a1, a2, ..., an pozitif olmak üzere,

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

an�1 +
1

an

(2:3)

ifadesine sonlu sürekli kesir denir. a0, a1, a2, ..., an reel say¬lar¬na k¬smi bölümler

ya da k¬smi paydalar denir. E¼ger a0, a1, a2, ..., an reel say¬lar¬n¬n hepsi tamsay¬

ise sonlu sürekli kesire basit sürekli kesir denir.

Örnek 2.3.1 :
104

29
say¬s¬n¬n sürekli kesir aç¬l¬m¬n¬bulal¬m.

104 ve 29 say¬lar¬na öklit algoritmas¬uygularsak;

104 = 3:29 + 17

29 = 1:17 + 12

17 = 1:12 + 5

12 = 2:5 + 2

5 = 2:2 + 1

Buradan,

104

29
= 3 +

17

29
= 3 +

1

29=17

= 3 +
1

1 +
12

17

= 3 +
1

1 +
1

17=12
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= 3 +
1

1 +
12

17

= 3 +
1

1 +
1

17=12

= 3 +
1

1 +
1

1 +
5

12

= 3 +
1

1 +
1

1 +
1

12=5

= 3 +
1

1 +
1

1 +
1

2 +
2

5

= 3 +
1

1 +
1

1 +
1

2 +
1

5=2

= 3 +
1

1 +
1

1 +
1

2 +
1

2 +
1

2

Elde edilen son ifade
104

29
say¬s¬n¬n sürekli kesir kaŗs¬l¬¼g¬d¬r. Bundan sonra yaz¬m

kolayl¬¼g¬aç¬s¬ndan
a

b
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

an�1 +
1

an

eşitli¼ginin yerine,
a

b
= [a0 : a1; a2; a3; :::; an] (2:4)

gösterimi kullan¬lacakt¬r. O halde,

104

29
= [3; 1; 1; 2; 2; 2]

olur.
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Örnek 2.3.2 : �120
13

say¬s¬n¬n sürekli kesir aç¬l¬m¬n¬bulal¬m.

�120
13

= �10 + 10
13

= �10 + 1
13

10

= �10 + 1

1 +
3

10

= �10 + 1

1 +
1
10

3

= �10 + 1

1 +
1

3 +
1

3

eşitliklerinden görülece¼gi üzere,

�120
13

= [�10; 1; 3; 3]

şeklinde sürekli kesir aç¬l¬m¬na sahiptir.

Bu arada rasyonel say¬lar¬n sürekli kesir şeklindeki yaz¬l¬̧slar¬tek türlü de¼gildir.

a

b
= [a0; a1; a2; a3; :::; an�1; an]

sürekli kesrinde an = (an � 1) +
1

1
eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa an > 1 olan sürekli

kesri,

[a0; a1; a2; a3; :::; an�1; an] = [a0; a1; a2; a3; :::; an�1; an � 1; 1]

şeklinde de yaz¬labilir. O halde her rasyonel say¬iki şekilde sürekli kesre sahiptir.

Bunlardan birinde terim say¬s¬tek di¼gerinde ise çifttir. Örnek 2.3.1 deki sürekli

kesir
104

29
= [3; 1; 1; 2; 2; 2] = [3; 1; 1; 2; 2; 1; 1]

şeklindeki iki farkl¬yaz¬ma sahiptir.
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Tan¬m 2.3.2 : k � n olmak üzere, [a0; a1; a2; :::; ak] sürekli kesrine [a0; a1; a2; :::; an]

sürekli kesrinin k: yak¬nsayan¬ denir. Burada k ve n say¬lar¬ negatif olmayan

tamsay¬lar olup [a0; a1; a2; :::; an] sürekli kesrinin k: yak¬nsayan¬n¬Ck = [a0; a1; a2; :::; ak]

ile gösterece¼giz.

Örnek 2.3.3 :
319

139
kesrinin yak¬nsayanlar¬n¬hesaplayal¬m.

319

139
= 2 +

1

3 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

3 +
1

2

Buradan,

C0 = [2] = 2

C1 = [2; 3] = 2 +
1

3
=
7

3

C2 = [2; 3; 2] = 2 +
1

3 +
1

2

=
16

7

C3 = [2; 3; 2; 1] = 2 +
1

3 +
1

2 +
1

1

=
23

10

C4 = [2; 3; 2; 1; 1] = 2 +
1

3 +
1

2 +
1

1 +
1

1

=
39

17

C5 = [2; 3; 2; 1; 1; 3] = 2 +
1

3 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

3

=
140

61
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C6 = [2; 3; 2; 1; 1; 3; 2] = 2 +
1

3 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

3 +
1

2

=
319

139

Teorem 2.3.1 : a0; a1; a2; :::; an reel say¬lar ve a1; a2; a3; :::; an pozitif olsun.

p0; p1; :::; pn ve q0; q1; :::; qn dizileri;

p0 = a0, q0 = 1

p1 = a0a1 + 1, q1 = a1 (2:5)

pk = akpk�1 + pk�2, qk = akqk�1 + qk�2 k = 2; 3; :::; n

şeklinde tan¬mlanmak üzere, k: yak¬nsayan

Ck = [a0; a1; a2; :::ak] =
pk
qk

d¬r.(Mollin, 1998).

·Ispat. Teoremi tümevar¬m ile ispatlayal¬m.

k = 0 için C0 = [a0] =
a0
1
=
p0
q0

k = 1 için C1 = [a0; a1] = a0 +
1

a1
=
a0a1 + 1

a1
=
p1
q1

Şimdi, 2 � k < n eşitli¼gini sa¼glayan k tamsay¬s¬için do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

Ck = [a0; a1; a2; : : : ak] =
pk
qk
=
akpk�1 + pk�2
akqk�1 + qk�2

olsun. pj; qj tan¬mlar¬dikkate al¬n¬rsa pk�1, pk�2, qk�1, qk�2 reel say¬lar¬sadece

a0; a1; :::; ak�1 k¬smi paydalara ba¼gl¬d¬r. Dolay¬s¬yla yukar¬daki eşitlikte ak =

ak +
1

ak+1
de¼gi̧simini yapabilir ki o zaman,

Ck+1 = [a0; a1; a2; : : : ak; ak+1]
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=

�
a0; a1; a2; : : : ak�1; ak +

1

ak+1

�

=

�
ak +

1

ak+1

�
pk�1 + pk�2�

ak +
1

ak+1

�
qk�1 + qk�2

=
ak+1 (akpk�1 + pk�2) + pk�1
ak+1 (akqk�1 + qk�2) + qk�1

=
ak+1pk + pk�1
ak+1qk + qk�1

=
pk+1
qk+1

bu da eşitli¼gin k + 1 için de do¼gru oldu¼gunu gösterir.

Teorem 2.3.2: fang1n=0 dizisi a0 hariç ak lar (2.5) deki gibi tan¬mlans¬n.

pkqk�1 � pk�1qk = (�1)k�1

dir. (Mollin, 1998).

·Ispat. ·Ispat¬tümevar¬mla yapal¬m. k = 1 için

p1q0 � p0q1 = (a0a1 + 1) :1� a0a1 = 1

den görülece¼gi üzere ifade do¼grudur. k için önermenin do¼grulu¼gunu kabul edelim.

pkqk�1 � pk�1qk = (�1)k�1

olsun.

pk+1qk � pkqk+1 = (ak+1pk + pk�1) qk � pk (ak+1qk + qk�1)

= pk�1qk � pkqk�1

= � (pkqk�1 � pk�1qk)

= � (�1)k�1
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= (�1)k

Her k 2 N için ifadenin do¼gru oldu¼gu görülür.

Şimdi de rasyonel say¬lar gibi irrasyonel say¬lar¬n da sürekli kesir aç¬l¬mlar¬n¬

ifade edecek bir teorem verelim.

Teorem 2.3.3 : � = �0 bir irrasyonel say¬olmak üzere, a0, a1, a2, ... tamsay¬lar¬

aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n,

ak = b�kc , �k+1 =
1

�k � ak
, (k = 0; 1; 2; : : :)

o halde,

� = [a0; a1; a2; : : :]

d¬r. (Rosen, 1993).

·Ispat. ·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n tan¬m¬ak = b�kc şeklinde oldu¼gundan ak lar¬n

her birinin tamsay¬oldu¼gu görülür. Ayr¬ca tümevar¬mla 8k 2 N için �k lar¬n her

birinin irrasyonel oldu¼gunu ve buna kaŗs¬l¬k �k+1 lerin de var oldu¼gunu gösterelim.

k = 0 için, � = �0 ¬n irrasyonel oldu¼gunu biliyoruz.

�k irrasyonel kabul ederek �k+1 lerin de irrasyonel oldu¼gunu gösterelim.

�k+1 =
1

�k � ak

eşitli¼ginden de görülece¼gi üzere, �k irrasyonel ve ak tamsay¬oldu¼gundan �k � ak
bir irrasyoneldir. Buradan da 1= (�k � ak) = �k+1 in irrasyonel oldu¼gu görülür.

Ayr¬ca,

�k = ak +
1

�k+1

bu eşitlikten �k+1 rasyonel ise �k n¬n da rasyonel oldu¼gu görülür ki çeli̧ski ortaya

ç¬kar.

Şimdi de

� = [a0; a1; a2; : : :]
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oldu¼gunu gösterelim.

�k irrasyonel ve ak tamsay¬ise �k 6= ak d¬r. Buradan,

ak < �k < ak + 1

0 < �k � ak < 1

�k+1 =
1

�k � ak
> 1

elde edilir ki sonuç olarak

ak+1 = b�k+1c � 1 (k = 0; 1; 2; : : :)

buradan anlaş¬l¬yor ki a1; a2; a3; : : : ler birer pozitif tamsay¬d¬r. Teoremin ifadesindeki

yenilemeli ba¼g¬nt¬y¬kullanarak,

� = �0 = a0 +
1

�1
= [a0;�1]

= a0 +
1

a1 +
1

�2

= [a0; a1; �2]

...

= a0 +
1

a1 +
1

. . . ak +
1

�k+1

= [a0; a1; . . . ak; �k+1]

Burada, k �! 1 için [a0; a1; . . . ak; �k+1] yaklaş¬m¬n¬n � oldu¼gunu gösterelim.

Ck =
pk
qk
ifadesi [a0; a1; a2 . . . ] in k: yaklaş¬m¬olmak üzere Teorem 2.3.1 den

[a0; a1; . . . ak; �k+1] =
�k+1pk + pk�1
�k+1qk + qk�1
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yaz¬labilir.

�� Ck =
�k+1pk + pk�1
�k+1qk + qk�1

� pk
qk

= � (pkqk�1 � pk�1qk)
(�k+1qk + qk�1) qk

=
(�1)k

(�k+1qk + qk�1) qk

Elde edilen son ifadede �k+1qk+ qk�1 > ak+1qk+ qk�1 = qk+1 eşitsizli¼gi de dikkate

al¬n¬rsa,

�� Ck <
(�1)k

qkqk+1

qk � k oldu¼gundan limk!1 j�� Ckj = 0 yani limk!1 � = Ck d¬r. Sonuç olarak

[a0; a1; a2; : : :] sonsuz sürekli kesri � ya yak¬nsar.

Örnek 2.3.4 :
p
7 say¬s¬n¬n sürekli kesir aç¬l¬m¬n¬yapal¬m.

a0 =
�p
7
�
= 2, �1 =

1p
7� 2

=

p
7 + 2

3

a1 =

$p
7 + 2

3

%
= 1, �2 =

1p
7 + 2

3
� 1

=

p
7 + 1

2

a2 =

$p
7 + 1

2

%
= 1, �3 =

1p
7 + 1

2
� 1

=

p
7 + 1

3

a3 =

$p
7 + 1

3

%
= 1, �4 =

1p
7 + 1

3
� 1

=
p
7 + 2

a4 =
�p
7 + 2

�
= 4, �5 =

1p
7 + 2� 4

=

p
7 + 2

3
= �1

a5 =

$p
7 + 2

3

%
= 1 = a1, �6 =

1p
7 + 2

3
� 1

=

p
7 + 1

2
= �2
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O halde
p
7 nin sürekli kesir aç¬l¬m¬devirli olup

p
7 = [a0; a1; a2; : : :]

p
7 = [2; 1; 1; 1; 4; 1; 1; 1; 4; : : :]

=
�
2; 1; 1; 1; 4

�
şeklinde bulunur.

Teorem 2.3.4 : x bir irrasyonel say¬,
a

b
, (b > 1) rasyonel say¬ve (a; b) = 1 olmak

üzere ���x� a
b

��� < 1

2b2

ise
a

b
rasyonel say¬s¬, x�in sürekli kesir yaklaş¬m¬olan

pn
qn
lerden birisidir.

Teorem 2.3.5 : x2 � dy2 = 1 denkleminin pozitif bir çözümü (p; q) olsun.

O halde
p

q
ifadesi

p
d nin bir sürekli kesir yaklaş¬m¬d¬r.

·Ispat. Teoremin hipotezinden p2 � dq2 = 1 yaz¬labilir. Buradan

�
p� q

p
d
��
p+ q

p
d
�
= 1

elde edilir ki p � q
p
d > 0 olmal¬d¬r çünkü denklemin di¼ger bileşenleri pozitiftir.

O halde p > q
p
d olur. Denklemden

p

q
�
p
d =

1

q
�
p+ q

p
d
�

0 <
p

q
�
p
d <

p
d

q
�
q
p
d+ q

p
d
� = p

d

2q2
p
d
=

1

2q2

����pd� pq
���� < 1

2q2

elde edilir ki teorem 2.3.4 den
p

q
ifadesi

p
d nin bir sürekli kesir yaklaş¬m¬olan

pn
qn

lerden birisi oldu¼gu görülür.

26



Teorem 2.3.6 : d tamkare olmayan pozitif bir tamsay¬ve jN j <
p
d olsun. E¼ger

x2 � dy2 = N ise o zaman
x

y
;
p
d nin bir sürekli kesir yaklaş¬m¬d¬r.

(Pekasil,2006).

Teorem 2.3.7 : d pozitif tamkare olmayan bir tamsay¬olsun. E¼ger,

x2 � dy2 = 1 (x > 0 , y > 0) (2:6)

denkleminin bir çözümü varsa sonsuz say¬da çözümü vard¬r. E¼ger,

x2 � dy2 = �1 (x > 0 , y > 0) (2:7)

denkleminin bir çözümü varsa (2.6) ve (2.7) denklemlerinin sonsuz say¬da çözümü

vard¬r. (Stark 1997).

Teorem 2.3.8 : d tamkare olmayan pozitif bir tamsay¬olsun k = 0; 1; 2; :::

için
pk
qk
;
p
d nin sürekli kesir k: yaklaş¬m¬n¬göstersin ve n,

p
d nin sürekli kesir

yaklaş¬m¬n¬n periyodu olsun. O zaman n çift ise x2 � dy2 = 1 denkleminin

çözümleri x = pjn�1, y = qjn�1, j = 1; 2; 3; ::: ve x2 � dy2 = �1 denkleminin

çözümü yoktur. n tek ise x2 � dy2 = 1 denkleminin çözümleri x = p2jn�1

y = q2jn�1, j = 1; 2; 3; ::: ve x2�dy2 = �1 denkleminin çözümleri x = p(2j�1)n�1,

y = p(2j�1)n�1 j = 1; 2; 3; ::: dir.

Örnek 2.3.5: x2 � 15y2 = 1 denkleminin çözümlerini bulal¬m.

d = 15 oldu¼gundan
p
15 in sürekli kesir aç¬l¬m¬ve periyodu,

a0 =
jp
15
k
= 3 ; �0 =

1p
15� 3

=

p
15 + 3

6

a1 =

$p
15 + 3

6

%
= 1 , �1 =

1p
15 + 3

6
� 1

=
p
15 + 3

a2 =
jp
15 + 3

k
= 6 , �2 =

1p
15 + 3� 6

=

p
15 + 3

6
= �0

: : : , : : :
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şeklinde olup
p
15 = [a0; a1; a2; : : : ] = [3; 1; 6; 1; 6; : : :] =

�
3; 1; 6

�
o halde

p
15

in periyodu 2 dir. Teorem 2.3.8 ye göre, x = p2j�1 ve y = q2j�1 (j = 1; 2; : : :)

ifadeleri çözümler olacakt¬r.

C1 = [3; 1] = 3 +
1

1
=
4

1
=
p1
q1
ise (x; y) = (p1; q1) = (4; 1)

C3 = [3; 1; 6; 1] = 3 +
1

1 +
1

6 +
1

1

=
31

8
=
p3
q3
ise (x; y) = (31; 8)

C5 = [3; 1; 6; 1; 6; 1] = 3 +
1

1 +
1

6 +
1

1 +
1

6 +
1

1

=
244

63
=
p5
q5
ise (x; y) = (244; 63)

Teorem 2.3.7 de dikkate al¬nd¬¼g¬nda x2 � 15y2 = 1 denkleminin sonsuz çözümü

olup pozitif çözümler,

(x; y) = (4; 1) ; (31; 8) ; (244; 63) ; : : :

şeklindedir.

Tan¬m 2.3.3: x2�dy2 = 1 denkleminin bütün çözümleri içerisinde bir (x0; y0) 2

Z+ � Z+ çözümü için x + y
p
d ifadesi alabilece¼gi de¼gerlerden en küçük de¼gere

ulaş¬yorsa (x0; y0) çözümüne, en küçük pozitif çözüm veya temel çözüm denir.

Örnek 2.3.6: x2�7y2 = 1 denkleminin temel çözümü, (x; y) = (8; 3) dir. Çünkü

bundan sonra gelen pozitif çözümü (x; y) = (127; 48) olup, 8+3
p
7 < 127+48

p
7

tür.

Teorem 2.3.9: x2 � dy2 = 1 denkleminin temel çözümü varsa tektir.

·Ispat. Kabul edelim ki x2 � dy2 = 1 denkleminin farkl¬ iki temel çözümü

(x1; y1) ve (x2; y2) şeklinde ayr¬ca x1 6= x2 ve y1 6= y2 dir. O halde temel çözüm

tan¬m¬ndan,

28



x1 + y1
p
d = x2 + y2

p
d

olur ki buradan da (x1 � y1) +
p
d (y1 � y2) = 0 yaz¬l¬r. Bu durumda x1� x2 = 0

ve y1 � y2 = 0 ise x1 = x2 ve y1 = y2 yaz¬l¬r ki o halde temel çözüm varsa tektir.

Şimdi de temel çözümden yola ç¬karak x2�dy2 = 1 denkleminin tüm çözümleri

aras¬ndaki ba¼glant¬y¬ifade eden teoremi verelim.

Teorem 2.3.10: x2�dy2 = 1 denkleminin temel çözümü (x0; y0) 2 Z�Z olsun.

Bu durumda di¼ger çözümler,

(1) xn + yn
p
d =

�
x0 + y0

p
d
�n

(2) xn � yn
p
d =

�
x0 � y0

p
d
�n

olmak üzere, (xn; yn) 2 Z� Z şeklindedir.

·Ispat. (x0; y0) 2 Z� Z bir çözüm oldu¼gundan,

x20 � dy20 = 1

�
x0 � y0

p
d
��
x0 + y0

p
d
�
= 1

�
x0 � y0

p
d
�n �

x0 + y0
p
d
�n

= 1n

eşitlikleri yaz¬l¬rsa,

�
x0 + y0

p
d
�n
=

�
n

0

�
xn0 +

�
n

1

�
xn�10

�
y0
p
d
�
+ � � �+

�
n

n

��
y0
p
d
�n

n çift ise
�
y0
p
d
�n
2 Z, n tek ise

�
y0
p
d
�n

=2 Z olaca¼g¬ndan, tamsay¬terimlerle

oluşan toplam¬xn , irrasyonel terimlerle oluşan toplam yn
p
d ile ifade edilirse,

�
x0 + y0

p
d
�n
= xn + yn

p
d
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şeklinde yaz¬labilir. Benzer şekilde (2) de,

�
x0 � y0

p
d
�n
= xn � yn

p
d

gösterilebilir.

Şimdi de x2 � dy2 = N Genel Pell denkleminin çözümlerine bakal¬m.

Tan¬m 2.3.4: d tamkare olmayan bir pozitif tamsay¬, N 2 Z� f0g ve x + y
p
d

ile x0 + y0
p
d ifadeleri

x2 � dy2 = N

denkleminin çözümleri olsunlar. u + v
p
d ifadesi x2 � dy2 = 1 denkleminin bir

çözümü iken

x0 + y0
p
d =

�
x+ y

p
d
��
u+ v

p
d
�

(2:8)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa x + y
p
d ile x0 + y0

p
d çözümlerine ayn¬s¬n¬ftad¬rlar denir.

Ayn¬s¬n¬fta yer alan çözümlerin kümesine çözüm s¬n¬f¬denir. Ayr¬ca x+ y
p
d ile

x0 + y0
p
d çözümlerine (2:2) nin ilgili çözümleri denir.

Teorem 2.3.11: d tamkare olmayan bir pozitif tamsay¬, N 2 Z�f0g ve x+y
p
d

ile x0 + y0
p
d ifadeleri

x2 � dy2 = N

denkleminin çözümleri olsunlar. x + y
p
d ile x0 + y0

p
d çözümlerinin ayn¬s¬n¬fta

olmalar¬için gerek ve yeter şart N j xx0 � yy0d ve N j xy0 � x0y olmas¬d¬r.

Teorem 2.3.12: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay¬olsun,

x2 � dy2 = N

denkleminin bir K s¬n¬f¬n¬n temel çözümü x+ y
p
d ve

x2 � dy2 = 1
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denkleminin temel çözümü u1 + v1
p
d ise

0 � y � v1p
2 (u1 + 1)

p
N

0 < jxj �
r
1

2
(u1 + 1)N

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (Robertson, 2004).

Örnek 2.3.7: x2�11y2 = 13 Pell denkleminin tamsay¬çözümünün olup olmad¬¼g¬n¬

araşt¬ral¬m.

x2�11y2 = 1 denkleminin temel çözümü u+v
p
11 = 10+3

p
11olur. x2�11y2 = 13

denkleminin bir K s¬n¬f¬na ait temel çözümü x+ y
p
11 olsun.

0 � y � 3p
2 (10 + 1)

p
13 =

r
117

22
< 3

0 < jxj �
r
1

2
(10 + 1) 13 =

r
143

2
< 9

s¬n¬rlamalar¬ndan, y 2 [0; 3) için 11y2 + 13 ün tamkare olup olmad¬¼g¬n¬kontrol

edersek y 2 f0;�1;�2g de¼gerleri için tamkare olamayaca¼g¬ndan x2 � 11y2 = 13

denkleminin tamsay¬larda çözümü yoktur.

Teorem 2.3.13: d tamkare olmayan pozitif bir tamsay¬ve n 2 N olmak üzere,

x2 � dy2 = N genel Pell denkleminin bir K s¬n¬f¬n¬n temel çözümü x1 + y1
p
d

olsun ve x2 � dy2 = 1 Pell denkleminin bir temel çözümü u1 + v1
p
d olsun. O

halde x2� dy2 = N denkleminin bir K s¬n¬f¬na ait tüm pozitif tamsay¬çözümleri

xn + yn
p
d olmak üzere,

xn+1 + xn+1
p
d =

�
x1 + y1

p
d
��
u1 + v1

p
d
�n

formulü ile bulunur. (Nagell, 1981).
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Örnek 2.3.8: x2� 7y2 = 29 genel Pell denkleminin tamsay¬lardaki çözümlerini

araşt¬ral¬m.

x2 � 7y2 = 1 denkleminin temel çözümü u+ v
p
7 = 8 + 3

p
7 olur. x2 � 7y2 = 29

denkleminin bir K s¬n¬f¬na ait çözüm x+ y
p
7 için s¬n¬r belirlenirse

0 � y � 3p
2 (8 + 1)

:
p
29 < 4

0 < jxj �
r
1

2
(8 + 1) :29 < 12

Buradan, y 2 [0; 4) olur ki y = �1;�2;�3 de¼gerlerinden 7y2+29 ifadesini tamkare

yapan de¼gerler y = �1 olur. O halde x2 � 7y2 = 29 denkleminin temel çözümleri

x + y
p
7 = �6 �

p
7 olur. Bu çözümlerden farkl¬s¬n¬�arda olanlar¬belirlenirse

Teorem 2.3.11 gere¼gi x+ y
p
7 = 6+

p
7 ile x+ y

p
7 = �6�

p
7 ayn¬s¬n¬ftad¬rlar

çünkü,

29 j 6: (�6)� 1: (�1) :7 ve 29 j 6: (�1)� 1: (�6)

O halde x + y
p
7 = 6 +

p
7 ile x + y

p
7 = �6 �

p
7 çözümleri

ilgili oldu¼gundan çözüm s¬n¬�ar¬ayn¬d¬r. Benzer şekilde x + y
p
7 = 6 �

p
7 ile

x+y
p
7 = �6+

p
7 çözümleri de ilgilidir. Genel çözüm için x+y

p
7 = 6+

p
7 ile

x+y
p
7 = �6+

p
7 ayr¬k s¬n¬�ara ait çözümleri alal¬m. x+y

p
7 = �6+

p
7 çözümü

temel çözüm tan¬m¬na uymad¬¼g¬ndan ayn¬s¬n¬fta yer alan x+ y
p
7 = 27 + 10

p
7

çözümünü alal¬m. O halde tüm tamsay¬çözümler iki ayr¬k s¬n¬fta

xn + yn
p
7 =

�
6 +

p
7
��
8 + 3

p
7
�n

x0n + y
0
n

p
7 =

�
27 + 10

p
7
��
8 + 3

p
7
�n

şeklinde olur.
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3 BALANS VE KOBALANS SAYILARI

Say¬lar teorisi alan¬nda Balans ve Kobalans Say¬Dizileri kavram¬tan¬mlamas¬

ve de özel Diofant denklemlerinin çözümleri ile olan ili̧skisi ilk defa Behera ve

Panda taraf¬ndan 1999 y¬l¬nda yap¬lm¬̧st¬r. Balans ve Kobalans Say¬lar¬n¬n özel

Diofant denklemlerinin çözümleri ile olan ili̧skisi onun özelliklerini incelemeyi

kayda de¼ger k¬lmaktad¬r.

3.1 Balans Say¬lar¬

Tan¬m 3.1.1 : n; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + 3 + :::+ (n� 1) = (n+ 1) + (n+ 2) + :::+ (n+ r) (3:1)

eşitli¼gini sa¼glayan n do¼gal say¬s¬na "Balans Say¬s¬" denir. Eşitlikteki r say¬s¬na n

say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen balans¬r denir. Ayr¬ca Balans say¬lar¬n¬n indirgeme ba¼g¬nt¬s¬,

başlang¬ç koşullar¬B1 = 1, B2 = 6 ve n � 2 icin

Bn+1 = 6Bn �Bn�1

eşitli¼gi ile verilir.

Örnek 3.1.1 : 6, 35, 204 say¬lar¬balans¬rlar¬s¬ras¬yla 2, 14, 84 olan birer Balans

say¬s¬d¬r.

Şimdi, Balans say¬tan¬m¬ndan yola ç¬karak bir say¬n¬n ne zaman Balans say¬s¬

olaca¼g¬na ili̧skin kriterler belirleyelim. (3:1) eşitli¼ginin her iki yan¬na 1 + 2 + 3 +

:::+ n toplam¬eklenirse,

Tn�1 + Tn = Tn+r (3:2)
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elde edilir. Tn =
n: (n+ 1)

2
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

(n� 1) :n
2

+
n: (n+ 1)

2
=

(n+ r) : (n+ r + 1)

2

n2 =
(n+ r) : (n+ r + 1)

2
(3.3)

elde edilir. Buradan r nin eşiti,

r =
� (2n+ 1) +

p
8n2 + 1

2
(3.4)

bulunur.

Sonuç 3.1.1: (3.4) ifadesinden görülece¼gi üzere, n nin bir Balans say¬s¬olmas¬

için gerek ve yeter şart 8n2 + 1 nin tamkare olmas¬d¬r.

Sonuç 3.1.2 : (3.3) ifadesinden görülece¼gi üzere, n bir Balans say¬s¬ise karesi

bir üçgensel say¬olmak zorundad¬r.

Sonuç 3.1.3 : (3.3) de n+ r = m denirse,

n2 =
m: (m+ 1)

2
(3.5)

elde edilir ki m: üçgensel say¬bir n say¬s¬n¬n karesine eşit ise n say¬s¬bir Balans

say¬s¬olur ve balans¬r¬r = m� n dir.

Teorem 3.1.1 : ( Balans Say¬lar¬Binet Formulü ) Bn, n: Balans say¬s¬

olmak üzere,

Bn =

�
3 +

p
8
�n � �3�p8�n
2
p
8

(3.6)

d¬r.

·Ispat. Balans say¬lar¬indirgeme ba¼g¬nt¬s¬nda n � 3 için
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Bn+1 = 6Bn �Bn�1

oldu¼gunu biliyoruz. ·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi,

x2 � 6x+ 1 = 0

kökleri, �1 = 3 +
p
8 ve �2 = 3�

p
8 bulunur. Genel çözüm,

Bn = c1:
�
3 +

p
8
�n
+ c2:

�
3�

p
8
�n

Başlang¬ç şartlar¬B1 = 1 , B2 = 6 sa¼glat¬l¬rsa,

1 = c1:
�
3 +

p
8
�
+ c2:

�
3�

p
8
�

6 = c1:
�
3 +

p
8
�2
+ c2:

�
3�

p
8
�2

denklemleri çözülürse, c1 =
1

2
p
8
, c2 = �

1

2
p
8
bulunur. Buradan genel çözüm;

Bn =

�
3 +

p
8
�n � �3�p8�n
2
p
8

bulunur.

Teorem 3.1.2 : Bn, n: Balans say¬s¬ve n � 2 olmak üzere,

B2n = 1 +Bn�1Bn+1

dir.

·Ispat. Tümevar¬m kullan¬rsak,

n = 2 için B22 = 6
2 = 1 + 1:35 = 1 +B1B3 do¼gru.

n = k için, B2k = 1 +Bk�1Bk+1 kabul edelim.
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n = k + 1 için,

B2k+1 = Bk+1Bk+1

= (6Bk �Bk�1)Bk+1

= 6BkBk+1 �Bk�1Bk+1

= 6BkBk+1 � (B2k � 1)

= Bk (6Bk+1 �Bk)� 1

= BkBk+2 + 1

o halde teorem n = k + 1 için de do¼grulan¬r.

Teorem 3.1.3 : x Balans say¬s¬olmak üzere,

(i) f (x) = 2x
p
8x2 + 1

(ii) g (x) = 3x+
p
8x2 + 1

ifadeleri de birer Balans say¬s¬d¬r.

·Ispat. (i) Sonuç 3.1.1 den x Balans say¬s¬ise 8x2+1 bir tamkaredir. Sonuç 3.1.2

gere¼gi T8x2+1 üçgensel say¬s¬n¬n tamkare oldu¼gunu gösterirsek karekökü de Balans

say¬s¬olacakt¬r. T8x2+1 say¬s¬

T8x2+1 =
8x2 (8x2 + 1)

2
= 4x2

�
8x2 + 1

�
şeklinde oldu¼gundan tamkaredir o zaman karekökü Balans say¬s¬olmak zorundad¬r.

O halde 2x
p
8x2 + 1 bir Balans say¬s¬d¬r.

(ii) 8g2 (x) + 1 =
�
8x+ 3

p
8x2 + 1

�2
oldu¼gundan Sonuç 3.1.1 gere¼gi g (x) bir

Balans say¬s¬olmak zorunda.
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Dikkat edilirse, x bir Balans say¬s¬ise f (x) çift Balans say¬lar¬n¬vermektedir.

g (x) ifadesindeyse x çift Balans say¬s¬ise g (x) tek Balans say¬s¬n¬, x tek Balans

say¬s¬ise g (x) çift bir Balans say¬s¬n¬vermektedir.

Teorem 3.1.4: x bir Balans say¬s¬olmak üzere,

3x�
p
8x2 + 1, x, 3x+

p
8x2 + 1

say¬lar¬birbirini takip eden ard¬̧s¬k üç Balans say¬s¬d¬r.

·Ispat. Öncelikle,

g (x) = 3x+
p
8x2 + 1

g (x) = 3x�
p
8x2 + 1

olsun. x Balans say¬s¬için x = Bn kabul edelim. ·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ndan ard¬̧s¬¼g¬

olan say¬s¬, Bn+1

Bn+1 = 6Bn �Bn�1

olacakt¬r.

Bn+1 = 3Bn + (3Bn �Bn�1) (3:7)

burada,

(3Bn �Bn�1)2 = 9B2n � 6BnBn�1 +B2n�1

= 9B2n � (Bn+1 +Bn�1)Bn�1 +B2n�1

= 9B2n �Bn�1Bn+1 �B2n�1 +B2n�1

= 9B2n �Bn�1Bn+1
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= 9B2n �
�
B2n � 1

�

= 8B2n + 1

elde edilir ki (3.7) da yerine yaz¬l¬rsa,

Bn+1 = 3Bn +
p
8B2n + 1

sonucuna var¬l¬r. O halde x in ard¬̧s¬¼g¬olan Balans say¬s¬g (x) = 3x +
p
8x2 + 1

dir.

Şimdi de g (x) fonksiyonu alt¬nda 3Bn �
p
8B2n + 1 i incelersek

g
�
3Bn �

p
8B2n + 1

�
= 3

�
3Bn �

p
8B2n + 1

�
+

r
8
�
3Bn �

p
8B2n + 1

�2
+ 1

= 9Bn � 3
p
8B2n + 1 + 3

p
8B2n + 1� 8Bn

= Bn

o halde g (x) = 3x�
p
8x2 + 1 fonksiyonu x�ten hemen önce gelen Balans say¬s¬d¬r.

Teorem 3.1.5: ( Balans Say¬Dizisi Üreteç Fonksiyonu ) Bn, n: Balans

say¬s¬ve g (x) =
1X
n=0

Bnx
n olmak üzere,

g (x) =
x

1� 6x+ x2

dir.

·Ispat. fBng1n=0 Balans say¬dizisinin üreteç fonksiyonu,

g (x) = B0 +B1x+B2x
2 + � � �+Bnxn + � � �
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olsun.

6xg (x) = 6xB0 + 6B1x
2 + 6B2x

3 + � � �+ 6Bn�1xn + � � �

x2g (x) = B0x
2 +B1x

3 +B2x
4 + � � �+Bn�2xn + � � �

yaz¬l¬r ve buradan,

g (x)� 6xg (x)� x2g (x) = B0 + (B1 �B0)x+ (B2 � 6B1 �B0)x2 + � � �

B0 = 0, B1 = 6 ve n � 2 için Bn+1 � 6Bn �Bn�1 = 0 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

g (x)� 6xg (x)� x2g (x) = x

g (x) =
x

1� 6x� x2

bulunur.

Tan¬m 3.1.2: Bn, n: Balans say¬s¬olmak üzere,

Cn =
p
8B2n + 1

eşitli¼gini gerçekleyen Cn�e n: Lucas-Balans say¬s¬denir.

Teorem 3.1.6: fCng1n=1 Lucas-Balans say¬dizi olmak üzere, C1 = 3; C2 = 17 ve

n � 2 için

Cn+1 = 6Cn � Cn�1, (n � 2)

dir.
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·Ispat. Lucas-Balans say¬tan¬m¬ndan,

Cn+1 =
q
8B2n+1 + 1

C2n+1 = 8B2n+1 + 1

yazabilir. Teorem 3.1.4 den,

C2n+1 = 8
�
3Bn +

p
8B2n + 1

�2
+ 1

=
�
3
p
8B2n + 1 + 8Bn

�2
elde edilir. Yine Lucas-Balans say¬tan¬m¬dikkate al¬n¬rsa,

C2n+1 = (3Cn + 8Bn)
2

Cn+1 = 3Cn + 8Bn (3:8)

yazabilir. Teorem 3.1.4 �ten

Cn�1 = 3Cn � 8Bn (3:9)

eşitli¼gini de yazabiliriz. (3.8) ve (3.9) eşitlikleri toplanarak,

Cn+1 = 6Cn � Cn�1

elde edilir.

Teorem 3.1.7: (Lucas-Balans Say¬lar¬Binet Formulü) fCng1n=1 Lucas-Balans

say¬s¬dizisi ve �1 = 1 +
p
2, �2 = 1�

p
2 olmak üzere,

Cn =
�2n1 + �

2n
2

2

dir.
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3.2 Kobalans Say¬lar¬

Tan¬m 3.2.1 : n; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + 3 + :::+ n = (n+ 1) + (n+ 2) + :::+ (n+ r) (3:10)

eşitli¼gini sa¼glayan n do¼gal say¬s¬na "Kobalans Say¬s¬" denir. Burada r say¬s¬na

da n say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen kobalans¬r denir.

Örnek 3.2.1 : 2, 14, 84 say¬lar¬ kobalans¬rlar¬ s¬ras¬yla 1,6 ve 35 olan birer

Kobalans say¬d¬r.

(3.10) ifadesinin her iki yan¬na 1 + 2 + 3 + :::+ n eklenirse,

2Tn = Tn+r

n (n+ 1) =
(n+ r) (n+ r + 1)

2
(3.11)

buradan r çekilirse,

r =
� (2n+ 1) +

p
8n2 + 8n+ 1

2

elde edilir.

Sonuç 3.2.1: n nin Kobalans say¬s¬olmas¬için gerek ve yeter şart 8n2+8n+1

tamkare olmal¬d¬r.

Sonuç 3.2.2: n Kobalans say¬s¬ise n (n+ 1) üçgensel say¬d¬r.

Sonuç 3.2.3:: n bir Kobalans say¬s¬ise n�(n+ 1) ve n�(n+1)
2

birer üçgensel say¬d¬r.

Burada n = 0 için 8:02+8:0+1 = 1 tamkare oldu¼gundan dolay¬0�i Kobalans

say¬s¬kabul edece¼giz. n:Kobalans say¬s¬n¬bn ile gösterirsek ilk üç Kobalans say¬s¬

b1 = 0, b2 = 2, b3 = 14 olur.
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Şimdi Kobalans say¬lar¬n¬bulmak için sonuç 3.2.3�ü kullanal¬m. 8n 2 N için

n <
p
n � (n+ 1) < n+ 1 oldu¼gundan bir Pronik-üçgensel say¬y¬T ile gösterecek

olursak,
jp
T
k
= n bir Kobalans say¬s¬olacakt¬r.

Örnek 3.2.2: 6 ve 210 birer Pronik-üçgensel say¬ oldu¼gundan,
�p
6
�
= 2,�p

210
�
= 14 birer Kobalans say¬s¬d¬r. Gerçekten b2 = 2 ve b3 = 14 birer

Kobalans say¬s¬d¬r.

Teorem 3.2.1: x bir Kobalans say¬s¬ise,

(a) f (x) = 3x+
p
8x2 + 8x+ 1 + 1

(b) g (x) = 17x+ 6
p
8x2 + 8x+ 1 + 8

fonksiyonlar¬da birer Kobalans say¬s¬d¬r.

·Ispat. a) x bir Kobalans say¬s¬olsun. f (x) = 3x +
p
8x2 + 8x+ 1 + 1 eşitli¼gi

gere¼gi x < f (x) olur.

x = 3f (x)�
p
8f 2 (x) + 8f (x) + 1 + 1

oldu¼gu ve de x ile f (x)�in pozitif birer tamsay¬oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

8f 2 (x) + 8f (x) + 1

ifadesi bir tamkare tamsay¬olmak zorundad¬r. O halde f (x) bir Kobalans say¬s¬d¬r.

b) f (f (x)) = g (x) oldu¼gundan (a) maddesine göre g (x) de bir Kobalans say¬s¬

olur.
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Teorem 3.2.2: x bir Kobalans say¬s¬olmak üzere,

(a) x�in ard¬̧s¬¼g¬olan Kobalans say¬s¬, f (x) = 3x+
p
8x2 + 8x+ 1 + 1 dir.

(b) f (x) = 3x�
p
8x2 + 8x+ 1 + 1 in ard¬̧s¬¼g¬olan Kobalans say¬s¬, x�tir.

·Ispat. Öncelikle f (x)�in 1-1 oldu¼gunu gösterelim.

f : [0;1)! [2;1)

f (x) = 3x+
p
8x2 + 8x+ 1 + 1

fonksiyonu tan¬ml¬oldu¼gu aral¬kta artan bir fonksiyondur. Çünkü

f 0 (x) = 3 +
8x+ 4p

8x2 + 8x+ 1
> 0

o halde f, 1 � 1 dir. Ayr¬ca, 8x 2 [0;1) için x < f (x) dir. O halde f�nin ters

fonksiyonu mevcut olup,

f�1 (x) = 3x�
p
8x2 + 8x+ 1 + 1

şeklinde ve f�1 (x) < x dir. Şimdi f�1 (x) in Kobalans say¬s¬oldu¼gunu göstermek

için Sonuç 3.2.1 i araç olarak kullanal¬m.

8
�
f�1 (x)

�2
+ 8

�
f�1 (x)

�
+ 1 =

�
�8x+ 3

p
8x2 + 8x+ 1� 4

�2
eşitli¼gi gere¼gi f�1 (x) bir Kobalans say¬s¬d¬r.

·Ispat¬tamamlamak için ard¬̧s¬k iki Kobalans say¬s¬aras¬nda başka bir Kobalans

say¬s¬n¬n bulunamayaca¼g¬n¬gösterelim. Tümevar¬m prensibini kullan¬rsak,

f (b1) = b2 ve f (b2) = b3 do¼grudur.

bn�1 ile bn (n = 1; 2; : : : ; k) aras¬nda başka bir Kobalans say¬s¬n¬n bulunmad¬¼g¬n¬

kabul edelim. Gösterelim ki bk ile bk+1 aras¬nda bulunmaz. Aksini kabul etseydik.

bk < y < bk+1
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şart¬na uyan y Kobalans say¬s¬var olsayd¬,

f�1 (bk) < f
�1 (y) < f�1 (bk+1)

Teorem 3.2.2 (b) den, f�1 (bk) = bk�1 ve f�1 (bk+1) = bk

bk�1 < f
�1 (y) < bk

olurdu. Oysa ki f�1 (y) yi ard¬̧s¬k iki Kobalans say¬s¬aras¬nda bulunmayaca¼g¬n¬

kabul etmi̧stik bu kabul ile üstteki eşitsizlik çeli̧sir.

Teorem 3.2.3: fbng1n=1, Kobalans say¬s¬ dizisi b1 = 0, b2 = 2 olmak üzere

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬

bn+1 = 6bn � bn�1 + 2 (n � 2)

d¬r.

·Ispat. Teorem 3.2.2 den

bn+1 = 3bn +
p
8b2n + 8bn + 1 + 1

bn�1 = 3bn �
p
8b2n + 8bn + 1 + 1

eşitlikleri yaz¬laca¼g¬ndan buradan (n � 2) için,

bn+1 = 6bn � bn�1 + 2

elde edilir.

Teorem 3.2.4: (Kobalans Say¬Dizisi Binet Formulü) fbng1n=1 Kobalans

say¬dizisi, �1 = 1 +
p
2, �2 = 1�

p
2olmak üzere,

bn =
�2n�11 � �2n�12

4
p
2

dir.
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Teorem 3.2.5: (Kobalans Say¬Dizisi Üreteç Fonksiyonu) fbng1n=1 Kobalans

say¬dizisi olmak üzere,

f (x) =
2x2

(1� x) (1� 6x+ x2)

dir.

Sonuç 3.2.4: bn = 2 (B1 +B2 + � � �+Bn�1)

Teorem 3.2.5 den,

f (x) =
2x2

(1� x) (1� 6x+ x2)

=
2x

1� x �
x

1� 6x+ x2

Burada Balans say¬lar¬için üreteç fonksiyon, g (x) =
x

1� 6x+ x2 oldu¼gundan,

f (x) =
2x

1� x � g (x)

= 2
�
x+ x2 + � � �

�
� g (x)

elde edilir ki f (x) = 2 (x+ x2 + � � � ) � g (x) eşitli¼ginin her iki yan¬ndaki ayn¬

dereceli xn in katsay¬lar¬k¬yaslan¬rsa, f (x) den bnxn şeklindeyken 2 (x+ x2 + � � � )�

g (x) ifadesinden
n�1X
k=1

�
2xk
� �
Bn�kx

n�k�
şeklinde olacakt¬r. O halde,

bn = 2 (B1 +B2 + � � �+Bn�1)

dir.

45



Tan¬m 3.2.2: bn, n: Kobalans say¬s¬olmak üzere,

cn =
p
8b2n + 8bn + 1

eşitli¼gini sa¼glayan cn�e n:Lucas-Kobalans say¬s¬denir.

b bir Kobalans say¬s¬ ise 8b2 + 8b + 1 in tamkare oldu¼gunu biliyoruz. O halde

c =
p
8b2 + 8b+ 1 ifadesinin bir tamsay¬olaca¼g¬aşikard¬r.

Örnek 3.2.3: b1 = 0, b2 = 2, b3 = 14 oldu¼gudan c1 =
p
8b21 + 8b1 + 1 = 1,

c2 =
p
8b22 + 8b2 + 1 = 7, c3 =

p
8b23 + 8b3 + 1 = 41 dir.

Özel matrisler kullanarak Balans, Kobalans, Lucas-Balans, Lucas-Kobalans

say¬lar¬ve aralar¬ndaki ili̧skileri Matris teorisinin uygulamalar¬ndan faydalanarak

elde etmek de mümkündür. Çal¬̧smam¬z¬n bu bölümünde (P.K. Ray 2009)�in

Doktora Tezi "Balancing and Cobalancing Numbers" da yer alan matris

uygulamalar¬na yer verilmi̧stir.

Teorem 3.2.6: A =

24 0 1

�1 6

35 olmak üzere

An =

24 �Bn�1 Bn

�Bn Bn+1

35 (n = 1; 2; : : :)

dir.

·Ispat. Tümevar¬mla ispatlayal¬m.

n = 1 için,

A =

24 0 1

�1 6

35 =
24 �B0 B1

�B1 B2

35
oldu¼gundan do¼grudur.
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n = k için do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

Ak =

24 �Bk�1 Bk

�Bk Bk+1

35
n = k + 1 için do¼grulu¼gunu gösterelim. Üstteki ifadeden

Ak+1 = Ak � A

=

24 �Bk�1 Bk

�Bk Bk+1

35 �
24 0 1

�1 6

35

=

24 �Bk 6Bk �Bk�1
�Bk+1 6Bk+1 �Bk

35

=

24 �Bk Bk+1

�Bk+1 Bk+2

35
O halde n � 1 için,

An =

24 �Bn�1 Bn

�Bn Bn+1

35
dir.

Teorem 3.2.7: A =

24 0 1

�1 6

35 ve B =
24 0 1

�1 5

35 olmak üzere

An �B =

24 �Bn 2bn+1 + 1

�Bn+1 2bn+2 + 1

35 (n = 1; 2; : : :)

dir.

Teorem 3.2.8: A =

24 0 1

�1 6

35 ve C =
24 3 1

1 3

35 olmak üzere

An � C =

24 Cn�1 Cn

Cn Cn+1

35 (n = 1; 2; : : :)
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dir.

Teorem 3.2.9: A =

24 0 1

�1 6

35 ve D =
24 �1 1

1 7

35 olmak üzere

An �D =

24 cn cn+1

cn+1 cn+2

35 (n = 1; 2; : : :)

dir.
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4 GAP BALANS SAYILARI

Bu bölümde (S.S. Rout 2015) un Doktora Tezinde verilen Gap Balans say¬lar¬

ve ard¬ndan k�gap Balans say¬lar¬n¬n k = 2; 3; 4; 5 için özel tipteki Pell denklemleri

ile ili̧skisi incelenecektir.

4.1 k�Gap Balans Say¬lar¬

1+2+ � � �+n toplam¬nda ard¬̧s¬k k tane terimi (terimler baştan ya da sondan

olmamak koşuluya) silerek silinen bu terimlerle iki parçaya ayr¬lan toplamlar¬n

eşitli¼gini düşünerek k�gap Balans say¬tan¬mlar¬n¬verelim. Burada k�gap Balans

say¬lar¬gk ile gösterilecektir.

Tan¬m 4.1.1: k bir tek do¼gal say¬olmak üzere,

1+ 2+ � � �+
�
n� k + 1

2

�
=

�
n+

k + 1

2

�
+

�
n+

k + 3

2

�
+ � � �+(n+ r) (4:1)

eşitli¼gini sa¼glayan n do¼gal say¬s¬na k�gap Balans say¬s¬denir. Eşitli¼gi sa¼glayan r

ye n ye kaŗs¬l¬k gelen k�gap balans¬r denir.

Tan¬m 4.1.2: k bir çift do¼gal say¬olmak üzere,

1 + 2 + � � �+
�
n� k

2

�
=

�
n+

k

2
+ 1

�
+

�
n+

k

2
+ 2

�
+ � � �+ (n+ r) (4:2)

eşitli¼gini sa¼glayan n de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen 2n + 1 do¼gal say¬s¬na k�gap Balans

say¬s¬denir. Eşitli¼gi sa¼glayan r ye n ye kaŗs¬l¬k gelen k�gap balans¬r denir.

Tan¬mlamalardaki k�gap Balans say¬s¬n¬n neden bazen n neden bazen 2n+1

al¬nd¬¼g¬n¬aç¬klayal¬m. Tan¬m 4.1.1 de k tek oldu¼gunda at¬lan k ard¬̧s¬k say¬n¬n

ortancas¬ olan n daima do¼gal say¬d¬r. Fakat Tan¬m 4.1.2 de k çift oldu¼gunda

at¬lan k ard¬̧s¬k say¬n¬n ortancas¬ hiçbir zaman do¼gal say¬ olmamaktad¬r. Bu

sebeble k çift iken k�gap Balans say¬s¬ at¬lan k�ard¬̧s¬k do¼gal say¬da ortanca

terim oluşmad¬¼g¬ndan ortancaya en yak¬n iki terim olan n + (n+ 1) toplam¬ile

tan¬mlanm¬̧st¬r.
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4.2 2�Gap Balans Say¬lar¬

Tan¬m 4.2.1: n; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + 3 + � � �+ (n� 1) = (n+ 2) + (n+ 3) + (n+ 4) + � � �+ (n+ r) (4:3)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 2n + 1 say¬s¬na 2�gap Balans say¬s¬denir. Buradaki r ye

n ye kaŗs¬l¬k gelen 2�gap balans¬r denir.

Örnek 4.2.1: 1 + 2 + 3 = 6 oldu¼gundan, 9 say¬s¬balans¬r¬2 olan bir 2�gap

Balans say¬s¬d¬r.

Örnek 4.2.2: 1 + 2 + 3 + � � �+ 8 = 11 + 12 + 13 oldu¼gundan, 19 say¬s¬balans¬r¬

4 olan bir 2�gap Balans say¬s¬d¬r.

(4.3) eşitli¼ginde y = 2n+ 1 dersek ve r�yi çekersek,

r =
�y +

p
2y2 + 7

2
(4:4)

elde edilir.

Sonuç 4.2.2: y 2 N�in 2�gap Balans say¬s¬olmas¬için gerek ve yeter şart

2y2 + 7

ifadesinin tamkare olmas¬d¬r.

Çal¬̧smam¬zda (4.3) eşitli¼gine uymamas¬na kaŗs¬n,

2:12 + 7 = 9 = 32

2:32 + 7 = 25 = 52

oldu¼gundan 1 ve 3�ü de birer 2�gap Balans say¬s¬kabul edece¼giz. O halde 2�gap

Balans say¬lar¬n¬n ilk dördü 1; 3; 9; 19 olur.
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Teorem 4.2.1: Bütün 2�gap Balans say¬lar¬,

f6Bn + Cn; 6Bn � Cng

formundad¬r.

·Ispat. y bir 2�gap Balans say¬s¬ise 2y2+7 nin tamkare olmas¬gerekti¼gini Sonuç

4.2.2 den biliyoruz. x; y 2 N olmak üzere, x2 = 2y2 + 7 eşitli¼gini inceleyelim.

x2 � 2y2 = 7 (4:5)

Öncelikle Pell denkleminin genel çözümünü bulal¬m.

x2 � 2y2 = 1 (4:6)

Pell denkleminin temel çözümü, u+ v
p
2 = 3+ 2

p
2 dir. (4.5) denkleminin bir K

s¬n¬f¬na ait temel çözüm x+ y
p
2 olsun Teorem 2.3.12�ü kullanarak,

0 � y � 2p
2 (3 + 1)

:
p
7 =

r
7

2
< 2

0 < jxj �
r
1

2
(3 + 1) :7 =

p
14 < 4

Buradan y 2 [0; 2) de¼gerlerinden 2y2 + 7 ifadesinin tamkare yapanlar, y = 1

olaca¼g¬ndan x = �3 bulunur ki (4.5) denkleminin çözümleri x+ y
p
2 = �3 +

p
2

olur. Bu çözümlerden farkl¬s¬n¬�ar¬temsilen x+y
p
2 = 3+

p
2, x+y

p
2 = �3+

p
2

çözümleri al¬n¬r. Ancak �3 +
p
2 çözümüyle ilgili olup negatif olmayan çözüm

5+ 3
p
2 dir. O halde (4.5) denkleminin farkl¬s¬n¬�ara ait tüm çözümleri Teorem

2.3.13 yard¬m¬yla,

xn + yn
p
2 =

�
5 + 3

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

(4:7)

x0n + y
0
n

p
2 =

�
3 +

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

(4:8)
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Buradan, (4.7) ifadesi eşleni¼gi ile beraber düşünülürse,

xn + yn
p
2 =

�
5 + 3

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

xn � yn
p
2 =

�
5� 3

p
2
��
3� 2

p
2
�n

bu denklemlerden,

yn =

�
5 + 3

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �5� 3p2� �3� 2p2�n
2
p
2

ayn¬i̧slemler (4.8) eşitli¼gi içinde gerçekleştirildi¼ginde,

x0n + y
0
n

p
2 =

�
3 +

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

x0n � y0n
p
2 =

�
3�

p
2
��
3� 2

p
2
�n

Buradan,

y0n =

�
3 +

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �3�p2� �3� 2p2�n
2
p
2

�1 = 1 +
p
2 ve �2 = 1�

p
2 olmak üzere yn ve y0n düzenlenirse,

yn =

�
5 + 3

p
2
�
�2n1 �

�
5� 3

p
2
�
�2n2

2
p
2

= 6:
�2n1 � �2n2
4
p
2

+
�2n1 + �

2n
2

2

= 6Bn + Cn

y0n =

�
3 +

p
2
�
�2n1 �

�
3�

p
2
�
�2n2

2
p
2

= 6:
�2n1 � �2n2
4
p
2

� �
2n
1 + �

2n
2

2

= 6Bn � Cn
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Sonuç 4.2.3: xn, n: g2�Balans say¬s¬olmak üzere, n = 1; 2; : : : için

x2n�1 = 6Bn � Cn; x2n = 6Bn + Cn

dir.

Sonucun do¼grulu¼gu için 6Bn � Cn < 6Bn + Cn < 6Bn+1 � Cn+1 eşitsizli¼gini

sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim. Eşitsizli¼gin sol yan¬ n � 1 için Cn > 0 oldu¼gundan

do¼grudur. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na bakal¬m. n � 1 için 3Bn + Cn = Bn+1

eşitli¼gi Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.7 vas¬tas¬yla gösterilebilir. Ayr¬ca n � 1 için

Bn�1 < Bn ve Bn > 0 d¬r. Bu durumda,

6Bn + Cn = 3Bn + 3Bn + Cn

= 3Bn +Bn+1

< 11Bn + 2 (Bn �Bn�1) +Bn+1

= 2 (6Bn �Bn�1) +Bn+1 +Bn

= 2Bn+1 +Bn+1 +Bn

yaz¬labilir. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.7 yard¬m¬yla Bn = 3Bn+1 � Cn+1 bilgisi

oluşturularak yerine yaz¬l¬rsa,

6Bn + Cn < 3Bn+1 + 3Bn+1 � Cn+1

= 6Bn+1 � Cn+1

elde edilir o halde n � 1 için

6Bn � Cn < 6Bn + Cn < 6Bn+1 � Cn+1

olur.
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Teorem 4.2.2: xn, n: 2�gap Balans say¬s¬ve x0 = 1, x1 = 3, x2 = 9, x3 = 19

olmak üzere, n = 2; 3; : : : için

xn+2 = 6xn � xn�2

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir.

Teorem 4.2.3: (2�gap Balans Say¬lar¬Binet Formulü) fxng1n=1 2�gap

Balans say¬dizisi �1 = 1 +
p
2, �2 = 1�

p
2 olmak üzere n = 0; 1; :::,

xn =

8>><>>:
�n+21 � �n+22

2
p
2

� �
n
1 + �

n
2

2
n çift ise

�n+21 � �n+22

2
p
2

� �
n
1 � �n2p
2

n tek ise

şeklindedir.

4.3 3�Gap Balans Say¬lar¬

Tan¬m 4.3.1: y; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + � � �+ (y � 2) = (y + 2) + (y + 3) + � � �+ (y + r) (4:9)

eşitli¼gini sa¼glayan y�e 3�gap Balans say¬s¬denir. Burada y�ye kaŗs¬l¬k gelen r�ye

3�gap balans¬r denir.

Örnek 4.3.1: 47 say¬s¬balans¬r¬19 olan bir 3�gap Balans say¬s¬d¬r.

Gerçekten 1 + 2 + � � �+ 66 toplam¬ndan 46 + 47 + 48 toplam¬at¬ld¬¼g¬nda,

1 + 2 + � � �+ 45 = 49 + 50 + � � �+ 66

olur.

Şimdi (4.9) dan r çekilirse,

r =
� (2y + 1) +

p
8y2 + 17

2
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elde edilir.

Sonuç 4.3.1: y 2 N�in 3�gap Balans say¬s¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

8y2 + 17

ifadesinin tamkare olmas¬d¬r.

Ayr¬ca, 52 = 8:12 + 17 ve 72 = 8:22 + 17 oldu¼gundan 1 ve 2 say¬lar¬da tan¬ma

uymamas¬na ra¼gmen birer 3�gap Balans say¬s¬olarak kabul edilirler.

O halde 3�gap Balans say¬lar¬na ulaşmak için x2 = 8y2+17 denkleminin sa¼glayan

y 2 Z+ de¼gerlerini bulal¬m.

x2 � 8y2 = 17

genel Pell denklemi için çözüm aşamalar¬n¬yapal¬m. x2 � 8y2 = 1 denkleminin

temel çözümü, u + v
p
8 = 3 +

p
8 olur. x2 � 8y2 = 17 denkleminin K s¬n¬f¬n¬n

temel çözümü x+ y
p
8 olsun. Teorem 2.3.12 yard¬m¬yla,

0 � y � 1p
2 (3 + 1)

:
p
17 < 2

0 < jxj �
r
1

2
(3 + 1) :17 < 6

s¬n¬rlamalar¬na ulaş¬r¬z buradan y 2 [0; 2) ise y = 0; 1 de¼gerleri için 8y2 + 17

nin tamkare olup olmad¬¼g¬na bakarsak y = 1 için x = �5 olur. x2 � 8y2 = 17

denkleminin temel çözümleri �5 +
p
8 olur. Buradan x + y

p
8 = 5 +

p
8 ve

x+y
p
8 = �5+

p
8 farkl¬s¬n¬�ardaki çözümler olurlar. Poziti�ik şart¬n¬sa¼glamak

için x+y
p
8 = �5+

p
8 yerine x+y

p
8 = 7+2

p
8 çözümünü al¬rsak farkl¬s¬n¬�ara

ait çözümler Teorem 2.3.13 yard¬m¬yla,

xn + yn
p
8 =

�
5 +

p
8
��
3 +

p
8
�n

x0n + y
0
n

p
8 =

�
7 + 2

p
8
��
3 +

p
8
�n
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şeklinde olurlar. Her bir s¬n¬fa ait denklemi eşlenikler ile beraber düşünürsek,

xn + yn
p
8 =

�
5 +

p
8
��
3 +

p
8
�n

xn � yn
p
8 =

�
5�

p
8
��
3�

p
8
�n

buradan,

yn =

�
5 +

p
8
� �
3 +

p
8
�n � �5�p8� �3�p8�n
2
p
8

ve de

x0n + y
0
n

p
8 =

�
7 + 2

p
8
��
3 +

p
8
�n

x0n � y0n
p
8 =

�
7� 2

p
8
��
3�

p
8
�n

buradan da

y0n =

�
7 + 2

p
8
� �
3 +

p
8
�n � �7� 2p8� �3�p8�n
2
p
8

olur.

Teorem 4.3.1: Bütün 3�gap Balans say¬lar¬n = 0; 1; : : : için

f5Bn + Cn; 5Bn+1 � Cn+1g

formundad¬r.

·Ispat.

yn =

�
5 +

p
8
� �
3 +

p
8
�n � �5�p8� �3�p8�n
2
p
8

= 5:

�
3 +

p
8
�n � �3�p8�n
2
p
8

+

�
3 +

p
8
�n
+
�
3�

p
8
�n

2

= 5Bn + Cn
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Benzer şekilde,

y0n =

�
7 + 2

p
8
� �
3 +

p
8
�n � �7� 2p8� �3�p8�n
2
p
8

= 5:

�
3 +

p
8
�n+1 � �3�p8�n+1

2
p
8

�
�
3 +

p
8
�n+1

+
�
3�

p
8
�n+1

2

= 5Bn+1 � Cn+1

4.4 4�Gap Balans Say¬lar¬

Tan¬m 4.4.1: n; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + � � �+ (n� 2) = (n+ 3) + (n+ 4) + � � �+ (n+ r) (4:10)

eşitli¼gini sa¼glayan n do¼gal say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen 2n + 1 say¬s¬na 4�gap Balans

say¬s¬denir. Burada n ye kaŗs¬l¬k gelen r�ye 4�gap balans¬r denir.

Örnek 4.4.1: 23 say¬s¬balans¬r¬5 olan bir 4�gap Balans say¬s¬d¬r.

Gerçekten 1+2+ � � �+15+16 toplam¬ndan 10+11+12+13 toplam¬at¬ld¬¼g¬nda,

1 + 2 + � � � + 9 = 14 + 15 + 16 oldu¼gundan 23 say¬s¬balans¬r¬5 olan bir 4�gap

Balans say¬s¬d¬r.

Şimdi (4.10) daki eşitlikte y = 2n+ 1 al¬n¬r ve r çekilirse,

r =
�y +

p
2y2 + 31

2

elde edilir.

Sonuç 4.4.1: y 2 N�in 4�gap Balans say¬s¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

2y2 + 31

ifadesinin tamkare olmas¬d¬r.
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Burada, 2:32+31 = 72 ve 2:52+31 = 92 oldu¼gundan verilen tan¬ma uymasa

da 3 ve 5 say¬lar¬da birer 4�gap Balans say¬s¬kabul edilirler.

O halde 4�gap Balans say¬lar¬na ulaşmak için x2 = 2y2+31 genel Pell denklemini

tüm çözümlerini bulal¬m.

x2 � 2y2 = 31

genel Pell denklemi için x2�2y2 = 1 denkleminin temel çözümü u+y
p
2 = 3+2

p
2

olur. x2 � 2y2 = 31 denklemi için temel çözüm x + y
p
2 olsun Teorem 2.3.12

yard¬m¬yla,

0 � y � 2p
2 (3 + 1)

:
p
31 < 4

0 < jxj �
r
1

2
(3 + 1) :31 < 8

s¬n¬rlamalar¬na ulaş¬l¬r ki y 2 [0; 3), x 2 (0; 8) bulunur. y = 0; 1; 2; 3 de¼gerlerinden

2y2+31 ifadesini tamkare yapan de¼gerler y = 3 olurken x = �7 elde edilir.Buradan

elde edilen dört çözüm x+y
p
2 = �7+3

p
2 olur. Bu çözümlerden farkl¬s¬n¬�arda

olanlar x+y
p
2 = 7+3

p
2 ile x+y

p
2 = �7+3

p
2 bulunur. x+y

p
2 = �7+3

p
2

temel çözüm tan¬m¬na uyan ayn¬s¬n¬fta x+ y
p
2 = 9 + 5

p
2 eleman¬al¬n¬r.

O halde, x2 � 2y2 = 31 denkleminin farkl¬s¬n¬�ara ait tüm çözümleri,

xn + yn
p
2 =

�
7 + 3

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

x0n + y
0
n

p
2 =

�
9 + 5

p
2
��
3 + 2

p
2
�n

şeklinde olurlar. Her bir çözüm s¬n¬f¬n¬eşleni¼gi ile beraber düşünülerek,

yn =

�
7 + 3

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �7� 3p2� �3� 2p2�n
2
p
2

y0n =

�
9 + 5

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �9� 5p2� �3� 2p2�n
2
p
2

bulunur.
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Teorem 4.4.1: Bütün 4�gap Balans say¬lar¬n = 0; 1; : : : için

f14Bn + 3Cn, 14Bn+1 � 3Cn+1g

formundad¬r.

·Ispat.

yn =

�
7 + 3

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �7� 3p2� �3� 2p2�n
2
p
2

y0n =

�
9 + 5

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �9� 5p2� �3� 2p2�n
2
p
2

eşitliklerinden,

yn =

�
7 + 3

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �7� 3p2� �3� 2p2�n
2
p
2

= 14:

�
3 + 2

p
2
�n � �3 + 2p2�n
4
p
2

+ 3:

�
3 + 2

p
2
�n � �3 + 2p2�n
2

= 14Bn + Cn

Di¼ger taraftan,

y0n =

�
9 + 5

p
2
� �
3 + 2

p
2
�n � �9� 5p2� �3� 2p2�n
2
p
2

= 14:

�
3 + 2

p
2
�n+1 � �3 + 2p2�n+1

4
p
2

� 3:
�
3 + 2

p
2
�n+1 � �3 + 2p2�n+1

2

= 14Bn+1 � 3Cn+1

bulunur.
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4.5 5�Gap Balans Say¬lar¬

Tan¬m 4.5.1: y; r 2 N olmak üzere,

1 + 2 + � � �+ (y � 3) = (y + 3) + (y + 4) + � � �+ (y + r)

eşitli¼gini sa¼glayan y�ye 5�gap Balans say¬s¬denir. Burada y�ye kaŗs¬l¬k gelen r ye

5�gap balans¬r denir.

Örnek 4.5.1: 42 say¬s¬, balans¬r¬17 bir 5�gap Balans say¬s¬d¬r. Gerçekten,

1 + 2 + � � �+ 59

toplam¬ndan 40 + 41 + 42 + 43 + 44 toplam¬at¬l¬rsa,

1 + 2 + � � �+ 39 = 45 + 46 + � � �+ 59

eşitli¼gi gerçeklenir.

1 + 2 + � � �+ (y � 3) = (y + 3) + (y + 4) + � � �+ (y + r)

eşitli¼ginden r çekilirse,

r =
� (2y + 1) +

p
8y2 + 49

2

elde edilir.

Sonuç 4.5.1: y 2 N in 5�gap Balans say¬s¬olmas¬için gerek ve yeter şart

8y2 + 49

ifadesinin tamkare olmas¬d¬r.

Burada, 8:22 + 49 = 92 ve 8:32 + 49 = 112 oldu¼gundan tan¬ma uymasa da 2

ve 3 say¬lar¬da birer 5�gap Balans say¬s¬kabul edilir.
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O halde bütün Balans say¬lar¬na ulaşmak için x2 = 8y2 + 49 şart¬na uyan y

de¼gerlerini bulal¬m.

x2 � 8y2 = 49

genel Pell denklemi için x2�8y2 = 1 denkleminin temel çözümü u+v
p
8 = 3+

p
8

olur. x2� 8y2 = 49 denklemi için bir K s¬n¬f¬na ait temel çözümü x+ y
p
8 olsun.

Teorem 2.3.12 yard¬m¬yla

0 � y � 1p
2 (3 + 1)

:
p
49 < 3

0 < jxj �
r
1

2
(3 + 1) :49 < 10

s¬n¬rlamalar¬ndan, y 2 [0; 3) ve x 2 (0; 10) elde edilir ki y = 0; 1; 2 de¼gerinden

8y2+49 ifadesini tamkare yapan y = 0; 2 de¼gerlerine kaŗs¬l¬k x = �7;�9 bulunur

ki x2�8y2 = 49 denklemine ait dört temel çözüm x+y
p
8 = �7+0

p
8,x+y

p
8 =

�9 + 2
p
8 olur. Bunlardan üç farkl¬ s¬n¬f temel çözüm x + y

p
8 = 7 + 0

p
8,

x + y
p
8 = �9 + 2

p
8 olur ki x + y

p
8 = �9 + 2

p
8 çözümü ile ayn¬s¬n¬fta olan

temel çözümü x + y
p
8 = 11 + 3

p
8 al¬n¬rsa x2 � 8y2 = 49 denkleminin üç farkl¬

s¬n¬fa ait tüm çözümler Teorem 2.3.13 yard¬m¬yla,

xn + yn
p
8 =

�
7 + 0

p
8
��
3 + 2

p
8
�n

x0n + y
0
n

p
8 =

�
9 + 2

p
8
��
3 + 2

p
8
�n

x00n + y
00
n

p
8 =

�
11 + 3

p
8
��
3 + 2

p
8
�n
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şeklinde bulunur. Buradan, y, y0, y00 de¼gerleri,

yn =

�
7 + 0

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �7� 0p8� �32p8�n
2
p
8

y0n =

�
9 + 2

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �9� 2p8� �3� 2p8�n
2
p
8

y00n =

�
11 + 3

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �11� 3p8� �3� 2p8�n
2
p
8

bulunur.

Teorem 4.5.1: Bütün 5�gap Balans say¬lar¬n = 0; 1; : : : için

f9Bn + 2Cn, 9Bn+1 � 2Cn+1, 7Bn+1g

formundad¬r.

·Ispat.

yn =

�
7 + 0

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �7� 0p8� �3� 2p8�n
2
p
8

= 7:

�
3 + 2

p
8
�n � �3� 2p8�n
2
p
8

= 7Bn

y0n =

�
9 + 2

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �9� 2p8� �3� 2p8�n
2
p
8

= 9:

�
3 + 2

p
8
�n � �3� 2p8�n
2
p
8

+ 2:

�
3 + 2

p
8
�n � �3� 2p8�n
2

= 9Bn + 2Cn
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y00n =

�
11 + 3

p
8
� �
3 + 2

p
8
�n � �11� 3p8� �3� 2p8�n
2
p
8

= 9:

�
3 +

p
8
�n+1 � �3�p8�n+1

2
p
8

� 2:
�
3 +

p
8
�n+1 � �3�p8�n+1

2

= 9Bn+1 � 2Cn+1

bulunur.
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5 SONUÇ ve ÖNER·ILER

Bu tezde Fibonacci ve Lucas say¬dizileri için var olan indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬,

Binet Formülleri ,Üreteç fonksiyonlar¬incelenmi̧stir.. Balans, Kobalans say¬dizisi

tan¬mlamalar¬verilerek tan¬mlara ba¼gl¬olarak da Lucas Balans ve Lucas Kobalans

say¬dizileri ve özellikleri incelenmi̧stir. Balans ve Kobalans say¬dizilerinin var

olma şartlar¬n¬n Pell denklemleri ile olan ili̧skisinden yola ç¬k¬larak Genel Pell

denklemlerinin çözüm aşamalar¬yla Balans ve Kobalans say¬dizileri için indirgeme

ba¼g¬nt¬lar¬yla Binet formulleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca k�gap Balans say¬tan¬mlar¬

verilerek k = 2; 3; 4; 5 için özel durum incelemesi yap¬ld¬. k�gap Balans say¬lar¬n¬n

k = 2; 3; 4; 5 durumlar¬ için Binet formülleri oluşturuldu bundan yola ç¬k¬larak

Lucas-Balans ve Lucas-Kobalans say¬lar¬ile olan ili̧skileri elde edildi.

Öneri olarak, çal¬̧smam¬zda k = 2; 3; 4; 5 özel durumlar¬ için ortaya konan

ili̧skilerin k�gap Balans say¬lar¬için daha genel bir incelemesi yap¬larak k�gap

Balans say¬lar¬n¬n indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬, Binet formulleri, Üreteç fonksiyonlar¬

elde edilebilir. Ayr¬ca k�gap Balans say¬lar¬n¬n Lucas-Balans ve Lucas-Kobalans

say¬lar¬ile olan ili̧skileri ortaya ç¬kar¬labilir. Böylelikle k�gap Balans say¬lar¬yla

ilgili yeni çal¬̧sma alanlar¬ aç¬larak matematikteki di¼ger say¬ dizileriyle olan

ili̧skileri keşfedilebilir.
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