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OZET

CS-MODULLER UZERINE BAZI GENELLEMELER
YUKSEK LiSANS TEZi
SEVGI KARATAS
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANAN CELEP YUCEL)
DENIZLI, 2017

Bu caligmada komplement alt modiilleri dik toplanan olan modiillerin, yani CS-
modillerin temel oOzellikleri incelenmis, bunlarla ilgili elde edilen sonuglar
verilmistir. CS-modiil ailesinin farkli genellemeleri vardir. Bunlardan ikisi olan
C11 modiiller ve FI-extending modiiller ayrintili olarak ele alinmistir. Ayrica CS,
Ci1 ve Fl-extending modiillerin birbiri arasindaki iliskiler incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genis (essential) alt modiil, komplement alt modiil,
CS- modiil, C1;-modiil, FI-extending modiil



ABSTRACT

SOME GENERALIZATIONS ON CS-MODULES
MASTER OF SCIENS THESIS
SEVGI KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS PROGRAM

(SUPERVISOR: ASSOC. DR. CANAN CELEP YUCEL)
DENIZLI, 2017

In this, work basic properties of modules whose complement submodules are
direct summand, namely CS-Modules, are investigated and the results related to
these modules are given. There are different generalizations of the families of CS-
modules. C;1- modules and FI- extending modules, which are consiolered in
details, are two of them. In addition, the relations between CS, Cy; and FI-
extending modules are inveshigated.

KEYWORDS: Essential submodule, Complement submodule, CS-module, Ci;-
module, Fl-extending module
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SEMBOL LISTESI

X, M nin altmodiilii
: X, M nin essential altmodiilii

: X, M nin dik toplananidir.

. M nin socle kiimesi
. X, M nin komplement altmodiilii

. M nin singiiler(tekil) altmodiilii
. M nin ikinci singiiler(tekil) altmodiilii

: Mg modiiliiniin endomorfizmalar halkasi

N den M ye olan homomorfizmalar kiimesi

: M nin injektif hull 1
. R nin sol merkezil idempotentlerinin kiimesi

. f fonkiyonunun ¢ekirdegi
. f fonksiyonunun goriintiisii

: M. lerin dik toplami

: M, lerin dik ¢arpimi

:Rnin {reR:mreN} sagideali
: N, M nin fully invariant alt modiilii
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1. GIRIS

Bu calismada R degismeli olmas1 gerekmeyen, birimli bir halka ve M de sag

R-modil olarak alinacaktir.

CS (extending)-modiil kavramimin temeli 1930’lu yillarda Joh Von
Neumann’nin caligmalarina uzanir. Von Neumann’nin Kuantum Mekanigi’ndeki

caligmalar1 onun “Stirekli Geometri” yi tanimlamasina ve gelistirmesine yoneltmistir.

Von Neumann siirekli geometrilerin teorisini Von Neumann, (1936)
caligmalarinda gelistirmistir. Bu anlamda caligmayr Utumi (Utumi,1965) devam
ettirmistir. Bu kavramlari Jeremy (Jeremy,1971) modiillere tasidi. Chatters ve
Hajarnavis “CS” kisaltmasini “complement are summands” i¢in kullandilar
(Chatters, Hajarnavis, 1977). Bir ¢ok arastirmact CS yerine extending veya Cj

gbterimini kullanarak aragtirmalara devam etmektedir.

Bu tezde, CS-modiiller ve CS-modiillerin baz genellemeleri olan C;; ve Fl-

extending modiillerin yapisal 6zellikleri incelenmistir.

Boliim 2’ de, ¢alismamiz boyunca kullandigimiz bazi temel tanim ve sonuglar

ispatlart ile birlikte verilmistir.
Boliim 3’de CS-modiiller ayrintili olarak incelenmistir.

Boliim 4°de, siirekli ve yar1 siirekli modiillerin belirli alt modiillerinden M’ye

olan doniisiimlerin, M’den M’ye olan doniistimlere genellestirilmeleri anlatilmistir.

Boliim 5°de, Cp;-modiillerin tanimi ve bu tanima denk kosullar verilmistir.
Cii-modiillerin dik toplamlarinin bir Cji-modiil oldugu gosterilmis, aksine Cii-
modiillerin dik toplananlarinin bir Cj3-modiil olmadigina iliskin 6rnek verilmistir.
Ayrica, Fl-extending modillerin tanimi ve bu anlamda elde edilen sonuglar
verilmistir. Fl-extending modiillerin dik toplaminda FI-extending modiil oldugunu

gosteren teoreme deginilmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde tezin anlasilirhi@ini kolaylastirmak ve tez boyunca ihtiyag
duyulan cebirsel yapilar ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar verilecektir. Bu
kesimdeki sonuglar i¢in (Anderson ve Fuller, 1992), (Dung ve dig., 1994) ve
(Goodearl, 1976) onerilir.

2.1 Modiiller

Tamm 2.1.1. R bir halka olsun. (M,+) degismeli bir grup olmak iizere

f:RxM >M:reRvemeM igin f (r.m) =rm seklinde  tanimlanan  f

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa M ye bir sol R modiil denir.

M;) Her meM igin Iym=m

M) Her r e R ve her m,ne M igin r(m+n)=rm+rmn
M) Her r,se R veher meM igin (r+s)m=rm+sm
M,) Her r,seR ve her meM igin (rs)m=r(sm)

M sol R-modiilii RgM yazimui ile gosterilir. Benzer sekilde sag R-modiil tanimi

da yapilir. Eger R birimli bir halka olmak iizere VmeM i¢in 1.m=m kosulu

saglaniyorsa M modiiliine birimsel sol R-modiil denir.

Tamm 2.1.2. R bir halka, M bir sol R-modiil ve N de M nin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. Eger N, M nin toplamsal alt grubu ve her re R ve neN igin,reN

ise N ye M nin alt modiilii denir. N <M ile gosterilir.

@ ve M, M nin asikar alt modilleridir.



Tamm 2.1.3. Eger M sifirdan farkli bir modiil ve M nin 0 ve kendisinden baska alt

modiilii yok ise M modiiliine basit (simple) modiil denir.

Tamm 2.1.4. R bir halka ve M de bir modiil olmak iizere M’nin tiim sifir olmayan

basit altmodiillerinin toplamina M nin socle’1 denir ve Soc(M) seklinde gosterilir.

Soc(M) ={>" X |X, M "nin basit alt modiili}

Ornek olarak; Soc(Z/4Z)=2Z/A4Z dir.

Tammm 2.1.5. M bir modiil olmak {izere Soc(M)=M oluyorsa M ‘ye yar: basit
(semisimple) denir.
Bu duruma gdre O bir semisimple modiildiir ve Soc(2Z/47)=_27/AZ

oldugundan (27/47) 7 -modiilii bir semisimple modiildiir.

Tammm 2.1.6. M bir R-modill ve N, K da M nin alt modiilleri olsunlar. Eger
N<K<M iken N=K veya K=M oluyorsa N ye M nin maksimal alt modiilii

denir.

Tanmmm 2.1.7. M ve N bir R halkasi lizerinde tanimli iki modil ve f:M — N bir

doniisiim olsun. Eger VYm,m’'e M ve Vr e R igin,

1) f(m+m)=f(m)+f(m)

2) f(rm)=rf(m)
kosullart saglaniyorsa f’ye bir R modiil homomorfizmas: denir.

Ayrica f:M — N R-modiil homomorfizmasi olmak iizere f, birebir ise f’ye

R-monomorfizma, f orten ise f’ye R-epimorfizma, f birebir ve orten ise f’ye R-

izomorfizma denir.

Tanim 2.1.8. M bir R modiil ve K <M olsun. Eger 3N <M i¢cin KNN=0 ve

M =K +N kosullar saglanirsa M ye K ile N nin dik toplam: denir ve M =K ®N



ile gosterilir. K ve N alt modiillerine de M nin dik toplananlar: denir. K, N <, M

seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.9. M bir R modiil olsun. Sifirdan ve kendinden baska dik toplanani yoksa

M, R-modiiliine ayristirilamaz (indecomposable) modiil denir.
Simdi ise bir ¢ok noktada kolaylik saglayan Modiiler Kuramini verelim.

Onteorem 2.1.1.(Modiiler Kurah) M bir R-modiil, N<M ve L<K <M olsun.

Bu durumda
KN (N+L)=L+(NnK)
dir.
Ispat: L<K ve NNK <N <N +K oldugundan

L+(NAK)<KA(N+L)

dir. Tersine k e K m(N + L) alalim. Bu durumda k =n+1| olacak sekilde ne N ve
l el vardir. k=n+l ise n=k—IeNNK olur. Buradan, k=n+leL+(NnK)
elde  edilir.  Dolayisiyla, K m( N + L) <L+ ( NN K) dir.  Boylece

KN (N+L)=L+(NNK) oldugu goriiliir.

2.2 Essential ve Komlement Altmodiiller

Bu béliimde calismamiza temel olusturan bazi 6zel tanim ve Ozellikleri ayrintili

olarak verecegiz.

Tammm 2.2.1. M bir R-modiil ve N<M olsun. Eger her 0#K<M i¢cin NN K # 0
oluyorsa veya buna denk olan bir L<M i¢in NN L =0 oldugunda L=0 olmasini
gerektiriyorsa N ye M nin genis (essential) alt modiilii (veya M ye N nin essential

genislemesi) denir ve N<,M ile gosterilir.



Onerme 2.2.1. M bir R modiil olsun. Bu durumda;

1. N<Molsun. N < M olmasi igin gerek ve yeter kosul her 0=me M igin

N MR =0 olmasidir.

2. K< N < M olmak iizere K< M olmasi igin gerek ve yeter kosul K <, N
ve N <, M olmasidur.

3. N, Mve K<Mise NnK<, K dir.

4, 1<i<t olmak {lzere her t=>1 ig¢in N, <, K, ise
(N,AN,N...AN) <, (KK, .1 K]) dir.

5. K<N<M olmakiizere N/K<, M/K ise N<, M dir.

6. AB,C<M olmak iizere f:B—>C bir homomorfizma ve A< C ise
f*(A)<, B dir.

7. Her sifirdan farkli indis kiimesi I i¢in, i € I olmak tlizere N; <, M, olmasi

icin gerek ve yeter kosul @, N, <, ®,_, M, olmasidir. (Dung et al., 1994)

Ispat: (1) (=) N<,M ve 0#meM olsun. O halde mR#0 olur. N< M

oldugundan N "mR =0 elde edilir.

(<)Tersine her 0#meM igin NAmMR=0 olsun. O halde 0=mel

olacak sekilde L <M vardir. Boylece MR <L oldugundan NL=0 elde edilir.
Boylece N <, M oldugu goriiliir.

2 (=) K<SN<M ve K< M olsun. 0= X <N alalm. Bu durumda X <M
olacagindan KN X #0 olur. O halde K<, N elde edilir. Simdi 0=#Y <M

alalm. O halde KNY < NNY oldugundan NNY =0 olur. Bu durumda N <, M

elde edilir.

(<) Tersine K<N<M, K<, N ve N<, M olsun. 0=T<M igin
0#NANT dir. K<, N oldugundan 0=KN(NNT)=KNT olur. O halde,

K< .M elde edilir.



B)N<, M ve K<M olsun. 0= X <K icin,

(NNK)NX=NN(KNnX)=NnX =0 elde edilir. O halde (NNK)<, K elde

edilir.

(4) Qlk olarak t=2 igin gosterelim. N, <, K, ve N,< K, iken
(N,NN,)<, (K,nK,) oldugunu gosterelim. Bunun igin bir 0# X <K, NK, ve
(N,AN,)nX =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(N,AN,)A X =N;"(N,nX)=0 olur. Buradan N,nX =0 elde edilir.
N, < K, oldugundan X =0 bulunur. Bu durum kabulimiiz ile ¢elisir. O halde
(N,AN,)"X #0 dir. Yani, (N,nN,)<, (K,nK,) dir. Tiimevarim ydntemi ile

genel durum elde edilir.

(5) K<N<M ve NJK<, M/K olsun. 02X <M ve NNnX =0 oldugunu
kabul edelim. Eger X <K ise XNN=X=#0 olur. Eger K<X ise
0% X/K<M/Kolur. X/KAN/K=(XnN)/K=0 olur. N/K <, M/K

oldugundan X/K =0 olup X =K elde edilir. O halde N <, M olur.

(6) AB,C<M olmak iizere f:B—C bir homomorfizma ve A<, C olsun.
0#U<B i¢in f*(A)nU =0 alalm. xe f(U)nA ise xeA ve xef(U)
olur. O halde x=f(u) olacak sekilde JueU vardir. x=f(u)eA ise
ue f*(A) olur. Buradan f7(A)nU =0 oldugundan U =0 olur.
x=f(u)=f(0)=0 ise Anf(U)=0 olur. A<, C oldugundan A#0 ise
f(U)=0 olur. O halde U <kerf = f *(0)< f*(A) ise f*(A)nU=U =0 elde

edilir. Boylece f™(A)<, B olur.

(7) i={1,2} olsun. N;<, M, ve N,< M, ise NN®N,< M, &M, oldugunu
gosterelim. (4) den N, N, <, M; "M, olur. N; ler R’nin bagimsiz alt modiilleri
oldugundan 0<, M, "M, elde edilir. Boylece M;n"M,=0 dir. O halde

{M;,M,} de R de bagimsizdir. O zaman; M; ®M, >M; ve M;®M, > M,
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orten homomorfizmalart vardir. N, <, M, ve N, < M, oldugundan (6) dan
f*(N)<, M,®M, ve olur. N, <, M; ve {M;,M,} bagimsiz oldugundan
f:N®M, >N, ve N,<,M, ve {M;,M,} bagimsiz oldugundan
f:M@®N, >N, orten homomorfizmalar1 vardir. Yani, f(N,®M,)=N, dir.
Béylece N, ®M,=f"*(N,) olur. Ayrca f(M,®N,)=N, oldugundan
M,®N, =f*(N,) elde edilir. Boylece N,®M,< M, ®M, ve
M, ®N, <, M;®M, bulunur. Yine (N, ®M,)n(M,®N,)=N, ®N, oldugundan
(4) den N;@®N, <, M;®M, bulunur. i iizerinden tiimevarim uygularsak i={1,2}

icin saglanmis olur.

i=n-1 igin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,
NOEN,®...®N , <, ME@M,®...®M, , olsun. i=n i¢in bakarsak N, <, M,
ve {Ni} bagimsiz alt modil oldugundan bastaki yontem ile
(M,&M,®...® I\/Infl)m M, =0 oldugu goriilir. Buradan {Ml, M,,..M .M, }
nin bagimsiz oldugu goriiliir. Boylece

(N,®ON,®...0N_)®N, <, (M,®OM,®...0M_,)OM. elde edilir.
Ornek 2.2.1. (Z @ Z)Z modiiliiniin tiim essential alt modiillerini bulunuz.

Coziim: VneZ i¢in NZ<,7Z ve VmeZ igin mZ<,Z oldugunu biliyoruz. O

halde Onerme 2.2.1.(7) den NZ®mZ <, Z®Z olur. Aym1 zamanda Z®7Z deki tiim

alt modiiller bu formdadir. Yani, (Z@Z)Z deki her alt modiil essential alt

moduldiir.

Onteorem 2.2.1. M bir sag R- modiil ve K <, M olsun. Bu durumda aL =0 ve

aL < K olacak sekilde R nin bir essential sag L ideali vardir.

Ispat: L= {r eR:are K} olsun. Buradan, L, R nin bir sag idealidir ve aL < K dir.

Boylece aRNK =0 olur. Bazi r € R igin ar, K nin sifirdan farkli elemanidir. Yani,

relL i¢in aL#0 dir. I, R nin sifirdan farkli sag ideali olsun. Simdi I ~"L=#0

7



oldugunu gorelim. Eger al =0 ise | — L oldugundan | nL =0 olur. Farzedelim ki,
al =0 olsun. Bu durumda al "K #0 dir. Boylece bazi xel igin ax, K nin
sifirdan farkli elemanidir. Buradan xe L dir. Dolayisiyla | "L =0 dir. Boylece
L<, R dir.

Tamm 2.2.2. M bir R modiil ve L, M nin bir alt modiilii olsun. K \L=0 o&zelligine

gore maksimal olan bir K altmodiiliine L nin (M deki) komplementi denir.

Tanim 2.2.2. de verilen K alt modiilii tek olmak zorunda degildir. Simdi
verecegimiz Onermeden, bir M modiiliindeki her alt modiiliin bir komplement alt
modiiliiniin (M de) varlig1 elde edilir ki, bu komplement alt modiilleri olduk¢a

kullanish yapmaktadir.

Onerme 2.2.2. M bir modiil ve L,N <M alt modiilleri igin N~L=0 olsun. Bu

durumda L nin M de bir K komplementi vardir 6yle ki N < K dur.

Ispat: S = {X <M:N<XveXnL= 0} kiimesini tanimlayalim. N € S oldugundan

S=@ dir. {X;:iel}, S de bir zincir olsun. S tam sirahdir. U =, X; alahm.
Herhangi iki X, Xj €S i¢in X;c X, va da X, X; oldugundan U bir

altmodiildir. Her iel i¢in N <X, oldugundan N <y, X, dir. Her iel igin

iel

X;nL=0 oldugundan U X;,NL=0 olup UeS olur. Yani U, {X;:iel}

iel
zincirinin bir tist siniridir. Boylece Zorn’s Lemma ile S nin bir maksimal elemani
vardir. K ile gosterilirse, KNL=0 oldugundan K, L nin M deki komplementidir.

Ayrica S nin tanimindan N < K dir.

Simdi ispatlayacagimiz 6nerme, bir modiilde essential alt modiiller iiretmek

anlaminda bir teknik saglamaktadir.

Onerme 2.2.3. M bir modiil, L<M ve K, L nin M iginde komplementi olsun. Bu

durumda K® L <, M dir. (Goodearl, 1976)

Ispat: N<M ve (K@®L)NN =0 alahm. K < K+N oldugu agiktir. Bu durumda

K, L nin M ig¢indeki herhangi komplementi oldugundan (K+N)mL¢O olur.



Buradan ne N ve 0= xeL i¢in x=Kk+n olacak sekilde bir k e K vardir. Boylece
n=x—ke(K®L)NN =0 oldugundan n=0 elde edilir. x=keK L ise x=0
olur. Bu ise ¢eliskidir. O halde K=K +N dir. Boylece N <K ise N<K &L olur.
(K®L)AN =N =0 oldugundan N =0 dir. Dolayisiyla K@ L <, M elde edilir.

Tanim 2.2.3. M bir modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. Eger K, M de herhangi
bir alt modiiliin komplementi ise K ya (M de) bir komplementtir denir ve K <. M

seklinde gosterilir.
Bir M modiilii igin O,M <. M dir.

Daha genel olarak,
Sonug 2.2.1. Bir M modiiliiniin her dik toplanant M de bir komplementtir.

Ispat: A<, M ise A< M dir. Gergekten, M = A@B olacak sekilde 3B <M
vardir. A<N<M ve NNB=0 olan N<M olsun.
N=NAM=Nn(A®B)=A®(NNnB)=A olur. Yani A<M , AnB=0

sartin1 saglayan maksimal alt modiil oldugundan A< M dir.

Sonu¢ 2.2.1. de verilen ifadenin tersi genel olarak dogru olmayabilir.

Ornegin; F de bir cisim ve V de 2 boyutlu bir vektdr uzayr olmak iizere

f v] 0 vf
R, = feFveV=(\FOVF); ve I= feF:,  ve
0 f 0 O

0 v,f]
J :{{0 20 f e F} olarak alalim. Bu durumda 1,J nin R deki (benzer olarak J,I)

komplementidir. Yani I, R de komplementtir. Ancak, I, R nin bir dik toplanani

degildir.

Onerme 2.2.4. M bir modiil ve N <M olsun. Bu durumda N <, K olacak sekilde

bir K <, M vardir.



Ispat: N, M de N nin komplementi olsun. Béylece N’ "N =0 dir ve N’ niin bi K

komlementi vardir ve Onerme 2.2.2. den N c K dir. 0L <K olsun. N'c L+ N’
oldugundan  (L+N')AN=0 olur. Bodylece O#ne(L+N')nN ise
n e(L+ N')ve neN olur. xelL,n"eN’ olmak iizere n=x+n" dir. Buradan

N=n-xeN'mK=0 oldugundan n'=0 dir. Bdylece n=xeNNL olup

N L=0 olur. Yani N <, K elde edilir.

Tamm 2.2.4. Onerme 2.2.4. de varlig: ispatlanan K alt modiiliine N nin M deki

kapanuigsi (closure) denir.

Onerme 2.2.5. M modiil ve K, M nin alt modiilii olsun. Bu durumda K <. M olmasi

icin gerek ve yeter sart K<, L<M ise K =L olmasidur.

Ispat: Farzedelim ki K<, M ve K<, L<M olsun. Bu durumda K bir X in M de

komplementi olacak sekilde X <M  vardir. Bdylece KnX =0 olur.
0=KnNX<, LNX oldugundan LNX =0 dir. K, KNnX =0 kosulu altinda

maksimal oldugundan K =L dir. Tersine K <M oldugundan Onerme 2.2.4 den K
nin M de bir L kapanist vardir. Yani K<, L<. M dir. K=L oldugundan K <. M
dir.

Onerme 2.2.6. M bir modiil ve K,N<M olsun. Eger K<, NveN< M ise

K <, M dir. (Goodearl, 1976)

Ispat: K<, NveN < M oldugunu kabul edelim. Buradan bir K'<N igin K, K’
niin N deki komplementi ve bir N'<M i¢in de N, N’ niin M deki komplementi
olur. xe KN(K'+N")  alalim. k'eK',n"eN" i¢in x=k'+n" dir.
X—k'=nN"eN'nN=0 olur. Boylece x=k"e K"K =0oldugundan
KN(K'+N")=0 elde edilir. Farzedelim ki K< ,L<M olsun. O halde
0=KN(K'+N")<, Ln(K'+N")  olup LN(K'+N')=0 dir. Buradan
[NA(L+N)]AK =(NAK)(L+N)=K'~(L+N')=0  olur.  Fakat
KcNveKcL+N' oldugundan KcNA(L+N') dir. K, K' niin N deki
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komplementi oldugundan K "K’'=0 kosulu altinda K’ maksimal alt modiildiir.

KcNN(L+N') ve [NA(L+N')]JnK'=0 oldugundan K =Nn(L+N’) olur.

Boylece (N + L)m N'=0dir. N, N’ nin M deki komplementi oldugundan
N "N’=0 kosulu altinda N’ maksimal alt modiildir ve N < N+L oldugundan

N=N+L dir. Buradan L<N olur. L=Ln(L+N)<NN(L+N')=K

oldugundan K =L dir. Onerme 2.2.5 den K <, M elde edilir.

Onteorem 2.2.2. N<M ve K<, M olsun. Bu durumda, K nm N nin

komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul KNN=0 ve K®&N< M

olmasidir.

Ispat: (=): Varsayalim ki K, N nin komplementi olsun. Buradan, K AN =0 dur.

0#xeM alalim. Eger xeK ise 0#XR=xRNK cxRN(K®N) dir. Eger
xeK ise NN(xR+K)#0 ve boylece xRN (K@N)#=0 dir. Her iki durumda da

her 0#xeM i¢in XRN(K®N)#0 dir. Boylece KON <, M dir.

(<): Tersine, KNAN=0 ve K@&N <, M olsun. K <; M oldugundan bir K'<M
vardir 6yle ki M =K @K’ diir. Kabul edelim ki K c K, ve K, AN =0 kosulunu

saglayan bir K, <M vardir. Bu durumda
Ki=K,AnM =K, n(K®&K")=K®(K,nK’)

dir. 0#ye(K,NK’) alalim. Bu durumda bazi neN,keK ve reR igin
O#yr=n+k dir (ciinki N®K <, M). Buradan yr—-k=neK nN=0 du.
Boylece yr=keK'nK =0 dir ki bu da yr#0 olmasiyla gelisir. O halde

K.nK'=0 ve K=K, dir. yani K, N nin komplementidir.

Teorem 2.2.1. M bir modiil, K<, Mve K<N<M olsun. Bu durumda N <, M

olmasi i¢in gerek ve yeter sart N/K <, M/K olmasidir.
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Ispat: Ilk olarak N/K <, M/K oldugunu kabul edelim. N <, M oldugu Onerme
2.2.1.(5) den agiktir. Tersine N <, M olsun. M'=M/K , N'=N/K ve N'nL'=0

olacak sekilde L'<M’ alalim. Bu durumda bir L<M i¢in K <M olmak lizere

L'=L/K ve NnL=K dir. K, K' niin M deki komplementi olsun. Boylece
KNK’'"=0 oldugundan NNLNK'=0 dir. N <, M oldugundan LNK"=0 olur.

Buradan K < Lve K, K’ niin M deki komplementi oldugundan K =L dir. L'=0
olup N"<, M’ olur. Yani N/K <, M/K dir,

Tanim 2.2.5. M sifirdan farkli bir R modil olsun. M nin sifirdan farkli her alt modilia

essential altmodiil ise M ye diizgiin (uniform) modiil denir.
Ornegin; Z, ve Q, birer uniform modiildiir.

Onerme 2.2.7. M bir R modiil ve U, M nin diizgiin alt modiilii olsun. Bu durumda
U <. M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U, M nin maksimal diizgiin alt modiili

olmasidir.

Ispat: ik olarak U <, M oldugunu kabul edelim. U <N <M olacak sekilde N M
nin diizgiin bir alt modiili olsun. Bu durumda U <, N dirve U <. M oldugundan

Onerme 2.2.5 den U =N elde edilir. O halde U maksimal diizgiin alt modiildiir.

Tersine U, M nin maksimal diizgiin alt modiilii olsun. Onerme 2.2.4 dan

U<, K<, M olacak bigimde bir K <M vardir. Simdi K nin diizgiin alt modiil

oldugunu gorelim. 0= X <K alalim. Y <K i¢in X Y =0 olsun. Bu durumda

(UNnX)N(UNY)=0 dir. U diizgiin oldugundan UNY =0 ve U< K

oldugundan Y =0 bulunur. Boylece X <, K elde edilir. Yani K diizgiin alt

modiildiir. Varsayimimiz olan U nun M de maksimal diizgiin alt modiil olmasindan

dolay1 U =K elde edilir. Sonug olarak U <. M dir.

Tanim 2.2.6. M bir R modiil olsun. Bu durumda

Z(M)={meM|bir E <, R iginmE =0 | kiimesi M nin bir altmodiiliidiir ki, buna

M’nin tekil (singiiler) alt modiilii denir. Eger Z(I\/I)=M ise M ye singiiler,
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Z(M)=0 ise M ye nonsingiiler modiil denir. Ornegin U bir diizgiin modiil olmak

iizere, Z(7,)=2(Q,)=2(Ug)=0 du.

Yine bir M modiilii igin ZZ(M)z{m eM|bir E<, RyicinmE = Z(M) }
kiimesi M ninbir alt modiilidiir ki, buna M nin ikinci tekil (singiiler) alt modiilii

denir. Z(M)<Z,(M) ve Z,(M)<, M oldugu agiktir. (Goodearl, 1976)

Teorem 2.2.2. M bir modiil olsun. B, A nin M de komplementi, A"’ de A<A’ olmak

tizere B nin M de komplementi ise
A<, A

ve A" , M nin A y1 essential alt modiil olarak iceren alt modiiller kiimesinde

maksimal elemandir. (yani A<, K ve A<K<M = A=K d).

Onerme 2.2.8. M ve A R-modiiller olsun.

i. M nonsingiiler’dir. (Yani Z(M)=0 )< Tim singiiler A, modiilleri i¢in
Hom(A;,M;)=0 dur.
ii. A<, M= M/A singilerdir. (Z(M/A)=M/A)

iii. M singiller ve A<M olsun. M/A singiilerdir. < A<, M dir.

Tanmm 2.2.7. F bir R modiil, 0# X —c F kiime ve i: X —F bir doniisiim olsun.
Eger bir A, R-modiilii icin f:X — A doniisimii icin tek f: X > A , foi=f

olacak sekilde bir homomorfizma varsa F, X de serbest modiil denir.

Tamm 2.2.8. R bir halka J, R modiil, g:A—>B ve f:A— Jhomomorfizmalar

olmak tizere 0 > A— B kisa tam dizisi olsun.

0>A—>B

v/
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diyagrami degismeli yani hog=f olacak sekildle h:B—J , R modiil

homomorfizmasi varsa J ye injektif modiil denir.
Sonug 2.2.2. N bir R modiil olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.

1) N injektif moduldiir.
2) N <M; ise N, M de dik toplanandir.

Ispat: 1=2) N <M ve N injektif bir modiil olsun.

O>N->M
i/
N

diyagraminda N injektif modiil oldugundan Q:M — N ye bir homomorfizmasi
vardi. meM alahm. Q(m)eN olur. Buradan Q(m)=Q(Q(m)) dir. O halde
Q(m-Q(m))=0 olup (m-Q(m))ekerQ dir. Yani mekerQ+Q(m) dir.
Boylece M ckerQ+ N elde edilir. Ayrica Q(m)c N<M ve kerQ<M
oldugundan kerQ+N < M olur. Dolayisiyla M =kerQ+N dir. xekerQnNN
alalim. O halde Q(x)=0 ve xeN olur. xeN oldugundan Q(x)=x dir. Bdylece

X=0 olup kerQNN =0 oldugundan M =N @kerQ dir. Yani N, M nin dik

toplananidir.

2=1) Tersine N <M; ise N, M de dik toplanan olsun. (Sharpe ve Vaimos,1972)
de Teorem 2.11. den her modiiliin injektif genislemesi oldugundan |, injektif modiil
olmak tizere N < I dir. Kabulimiizden dolay1 | =N@®N’ olacak sekilde N'<I,
vardir. (Sharpe ve Vaimos,1972) de Onerme 2.3. den | injektif oldugu igin N de

injektiftir.

Tamm 2.2.9. R bir halka P, R-modiil, g: A—B ve f:P— B homomorfizmalar

olmak iizere A— B — 0 kisa tam dizisi olsun.
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P

S

A—->B—->0

diyagrami degismeli yani goh=1f olacak sekilde h:P—>A , R-modil

homomorfizmasi varsa P ye projektif modiil denir.
Sonug 2.2.3. R bir halka ve P bir R-modiil olsun. O halde, asagidakiler denktir.

1) P projektiftir.
2) Her

kisa tam dizisi split dizidir.
3) F bir serbest modiil ve K, R —modiil olmak iizere F=K®P dir.
Ispat: 1= 2)
P

L
B>P—>0

diyagramini g6z 6niine alalim. P projektif oldugundan goh=1, olacak sekilde bir

R-modiil homomorfizmasi vardir. Boylece kisa tam dizi
0—>A— 5B ¢> P——>0

oldugundan split dizidir. Buradan B= A@P dir.

2=3) R halkas1 iizerindeki her A modiilii serbest F modiiliiniin homomorfik
goriintiisiidiir. O halde, P de bir R-modiil oldugundan g:F — P epimorfizmasi

vardir. Eger K =kerg alirsak,
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dizisi tamdir. Hipotezden dizi split tam dizidir. Dolayisiyla F = K@ P dir.

3=1) 7:F=zK®P — P kanonik epimorfizma ve i:P>F=zK®P  kanonik

monomorfizmasi olsun. Alt sinir tam olmak tizere

P
"l

A—g)B—)O

R —modiil homomorfizmasi diyagrami verilsin. Bu durumda,

F
iT\L”
P
\Lf
A—-B—>0

diyagramini ele alalim. F serbest modiil oldugundan projektif modiildiir. Boylece
goh =fox olacak sekilde h :F — A bir R modiil homomorfizmasi vardur.

h=hoi:P—>A , R-modiil homomorfizmasi olsun. 0] halde

gh=ghi=(forx)ei=fo(zei)=fol,=f oldugundan diyagram degismelidir ve
P projektiftir.

16



3. CS-MODULLER

3.1 Tanim ve Ozellikler

Onceki kesimde gerekli 6zel alt modiiller ve 6zellikleri verilmistir. 1930 lu
yillarda Von Neumann’in stirekli geometrisinde kullanmast ile ilk olarak tanimlamis
olup daha sonra Utumi (1965) ve ogrencisi tarafindan CS kavrami halka ve
modiillere tasginmistir. Bu boliimde CS-modiiller ile ilgili teorem ve sonuglar ispatlari

ile verilecektir. Bu boliimde (Dung ve dig., 1994) den yararlanilmistir.

Tamim 3.1.1. M bir R modiil olsun. Eger M nin her K komplement alt modiilii M de
bir dik toplanan oluyorsa M ye CS-modiil (extending modiil) denir.

Bu duruma denk kosullardan biri M nin her N alt modiiliiniin M nin bir dik

toplananinda essential olarak kapsanmasidir.
Tanim 3.1.2. Yine bir R halkasi i¢in R, CS-modiil ise R ye sag CS-halka denir.

CS-modiillere yaribasit modiiller, diizgiin modiiller, injektif modiiller ve sonlu

rankl1 serbest abel gruplar1 6rnek verilebilir.

Tamim 3.1.3. M bir R modiil olsun. Bu durumda M yi kapsayan essential injekif
genislemesi, maksimal essential genislemesi veya minimal injektif genislemesi

kosullarindan birini saglayan modiile M nin injektif hull 1 denir. E(M) ile gosterilir.

CS bir modiiliiniin her alt modiilii CS olmayabilir. Ornegin; M, CS olmayan

bir R modiil ve E(M) de M nin injektif hull’1 olsun. Bu durumda M < E(M) ve
E(M), CS-modiildiir.

Onteorem 3.1.1. M, CS-modiil ve N, M nin bir dik toplanan alt modiilii olsun. Bu
durumda N, CS-modiildiir.

Ispat: N, M de dik toplanan oldugundan M = N® K olacak sekide K<M

vardir. X <, N alalim. N, M de dik toplanan oldugundan X <, N < M olur.

Komplementlerde gegisme ozelliginden X <. M dir ve M, CS-modiil oldugundan
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X, M de dik toplanandir. Buradan M =X @Y olacak sekilde Y <M vardir.
N=NnM=N m(X +Y): X @(N mY) oldugundan X, N nin bir dik

toplananidir. Boylece N, CS-modiildiir.

Sonug 3.1.1. M, CS-modiil ve N <. M ise N, CS-modiildiir.

Ispat: Onteorem3.1.1. den agiktir.

Onteorem 3.1.1. in tersine CS-modiillerin bir dik toplami CS-modiil
olmayabilir. Ornegin , p pozitif asal tamsay1 olmak iizere M, = (Z/ Zp)®(Z/ 7 pa)

moduliini alirsak Z/ Zp ve Z/ Z 0 CS-modiildiir ancak M, CS-modiil degildir.

Simdi, CS-modiillerin dik toplamlarinin CS-modiill oldugu durumlar

inceleyelim.

Teorem 3.1.1. M; ile My, CS-modiiller ve M =M, @M, olsun. Bu durumda M nin

CS-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin KNM,; =0 yada KnM,=0

olacak sekilde her K komplementinin bir dik toplanan olmasidir.

Ispat: Gereklilik agiktir. Tersine KNM;=0 ya da KnM,=0 olan her K
komplementi M de bir dik toplanan olsun. L<. M alalim. Bir H <, L vardir ki,
LAM, <, H dir. Onerme 2.2.6. dan H< M dir. HNM, =0 oldugu agiktir.
Varsayyimdan M =H®H' olacak bicimde H'<M  vardir. Boylece
L=H®(LNH') dir. Onerme 2.2.6. dan LNH'< M dir. Diger yandan
(L NH ') MM, =0 oldugu agiktir. Varsayimdan LH' , M nin bir dik toplananidur.
LAH", H" niin de bir dik toplanani olur. O halde L, M nin bir dik toplananidir.

Yani M, CS-modildiir.

Tamim 3.1.4. R bir halka ve, M ve X de R-modiiller olsun. Eger her N <M igin,
0—N_ M

L

X
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seklinde verilen R-modiil ve R-homomorfizmalarin her diyagraminda 6 = ¢ olacak

sekilde bir 8:M — X , homomrfizmas1 varsa X modiiline M-injektiftir, denir.

M=M®&M,®...M_ olsun. Eger i# ] i¢in M; modili M -injektif modiil ise
M, (1<i<n) modiline géreceli injektif modiil denir. (Dung ve dig., 1994) ve
(Mohamed ve Miiller, 1990)

Teorem 3.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda bir R modiil M nin CS modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul M’ ve Z,(M) , CS-modiiller ve Z,(M) , M’ - injektif

olacak bigimde M'<M vardirki, M =M'®Z,(M) dir.

Ispat: M, CS-modiil olsun. Z,(M)<, M oldugundan M =M'®Z,(M) olacak
bigimde M'<M vardirki M’ nonsingiilerdir. O halde Onteorem 3.1.1. den Z, (M)
ve M’ CS-modiillerdiir. Simdi X <M’ ve ¢:X—>Z,(M) bir homomorfizma
olsun. X'={X—(p(x): Xe X} kiimesini olusturalim. X'<M dir. Varsayimdan
X'<, L olcak bigimde M nin bir L dik toplanani vardir. Y <M igin M =L®Y
yazalim. X'nZ,(M)=0 ve X'< L  oldugundan L nonsingilerdir ve
Z,(M)=2,(Y) dir. Bdylece Z,(M) , Y nin bir dik toplanamdir. Y =Y'®Z,(M)
olarak alalim. 7:L®Y'®Z,(M)—>Z,(M) kanonik projeksiyon olsun. 7|x=¢

oldugu agiktir. O halde Z, (I\/I ), M ' -injektiftir.

Tersine M =M'®Z,(M) , Z,(M) ile M", CS-modiille ve Z,(M), M’- injektif
olsun. A<, M olarak alahm. Z,(A)<; A oldugundan Z,(A)<, M dir. O halde
Z,(A)<, Z,(M) dir. Bdylece Z,(A),Z,(M) nin bir dik toplananidir ki, buradan
Z, (A) , A nm bir dik toplanani olarak bulunur. A=27, (A)@ B olarak alalim. B
nonsingiilerdir. BﬁZZ(M):O ve ZZ(M) ,  M'- injektif oldugundan bir
0:M'—>7Z,(M) homomrfizmas: vardir ki, 7,:M —>Z,(M) ve 7,:M —>M’
projeksiyon  doniisiimleri  olmak  iizere 07r2| B= 7rl| B dir. O halde

BeN'={n+6(n):neM’} dir. N'=M’ ve M', CS-modiil oldugundan N’ de
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CS-modiildiir. Bdylece B, N’ niin bir dik toplananidir. M =Z,(M)®N’ oldugu

aciktir. Buradan A, M nin bir dik toplananidir.

Teorem 3.1.3. M; (1<i<n) ler goreceli injektif modiiller olmak iizere
M=M®&M,®..®&M, olsun. Bu durumda M nin CS-modiil olmas igin gerek ve

yeter sart her bir 1<i<n i¢in M, modiiliiniin CS-modiil olmasidir.

Ispat: Gereklilik Onteorem 3.1.1. den aciktir. Tersine her bir 1<i<n icin M, bir
CS-modiil olsun. Tiimevarimla ispati tamamlayacagiz. Bunun i¢in n=2 durumunda

M nin CS-modiil oldugunu ispatlamak yetecektir. K NM, =0 olacak bigimde bir
K<, M alalim. (Dung ve dig. , 1994) de Lemma 7.5 den, M =M, &M’ ve
K < M’ olacak bigimde bir M'<M vardir. Agiktir ki M'=M, ve boylece de M’
bir CS-modiildiir. K <, M" oldugundan K, M ' niin bir dik toplananidir. Buradan K,
M nin bir dik toplananidir. Benzer olarak X "M, =0 olacak bigimde herhangi bir

X <, M de bir dik toplanandir. Béylece Teorem 3.1.1. den , M bir CS-modiildiir.

Herhangi bir p asal tamsayi i¢in Z -modiil Z/ Zp@Z/ Zp® tn bir CS-modiil
olmadigim biliyoruz. Z/Zp* modiilii 7/Zp injektiftir ancak 7/Zp modiilii Z/7Zp*
injektif degildir. Diger yandan, Z/Zp modiili Z/ 7Zp°® injektif olmadigi halde

Z/Zp ® 7] Zp* modiilii CS- modiildiir. (Dung ve dig. , 1994)

Onteorem 3.1.2. M, bir nonsingiiler modiil ve K <M, olsun. Bu durumda K nin

M de komplement olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M/K nin nonsingiiler modiil

olmasidir.

Ispat:  M/K nonsingiler modil ve K< N<M olsun. O halde
N/K=Z(N/K)<Z(M/K)=0 olur. Buradan N/K =0 dir. Yani N=K elde edilir.

boylece K, M de komplementtir.

Tersine K, M de komplement olsun. M/K nin nonsingiiler modiil olmadigini kabul

edelim. O halde bir meM ve mg K elemani vardir ki mME<K ve E< R, dir.
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reR ve keK igin mr+k elemanm ele alalm. F = {S eR:rse E} kiimesini
diisiintirsek, F <, R, ve (mr+k)F<K dir. Eger (mr+k)=0 alrsak
(mr+k)F =0 olur ve burada K(mr+k)F =0 olur. Budurumda K <, mR+K
olur. Bu ise K nin M de komplement olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla M/K

nonsingtiler modiildiir.

Simdi dik toplananlar1 CS-modiil olsa bile kendisinin CS-modiil olmadig1

ornekleri verecegiz.

N Z 7
Ornek 3.1.1. R; = {0 Z} modiilii CS-modiil degildir.

. Z Z 00
Ispat: R, nin nonsingiiler oldugu agiktir. M, = {0 0} ve M, = {0 Z} olarak
alirsak Rz=M, ®M, olur. M, ve M, diizglin modiiller oldugundan CS-

01
modiillerdir. Fakat R; , CS-modiil degildir. Gergekten, u =[0 2:|E R alalim.

0 1z 7] ([0 «x _
uR = = :XeZ; olup uUR,R nin diizgiin alt modiiliidiir ve
0 2|0 Z 0 2x

boylece dim(uR)=1 dir. dimR=2 ve dim(uR)=1 oldugundan UR essential degildir.
Diger yandan, eger R, CS-modiil olsaydi UR<, eR olacak bigimde bir e =eeR

olurdu. Buradan ueR oldugundan ueeR dir. O halde, reR i¢in u=er ise

[a b0 1 0 a+2b] [0 1 N
eu=er=u olur. Yani 0 c = 0 2 elde edilir. Buradan

0 2| |0 2
3 a blla b] [a b
c=1 ve a+2b=1 bulunur. Boylece = olur.
0 1]/0 1 01

2 a b
ﬁ) (azl)b}:{o J olup a=0,1 elde edilir. a=0 ise b=1/2¢7 dir. Eger

: 10
a=1ise e=[0 J olur. Buradan eR=R bulunur. Fakat uR essential olmadigindan

bu bir ¢eliskidir. O halde R; , CS-modiil degildir.

Ornek 3.1.2. M, =(Z[x]®Z[x]), = modilii CS-modiil degildir.

7[x]
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Ispat: Oncelikle M, 1 nonsingiiler modiil oldugunu not edelim. Z[X]Z[X] diizgiin
modiil oldugundan CS-modiildiir. Simdi C ={(xr,2r):r eR} <M, modiiliinii ele
alalim. Bu durumda Z(M/C)=0 dir. Gergekten, (f,g)+CeZ(M/C) olsun. O
halde [(f,g)+C]E=C olacak gekilde bir E<, R, vardir. Yani (fE,gE)eC
dir. Boylece fE=xr ve gE=2r dir. Buradan 2f=xg olur. f =x(g/2)eR ve
g/2eR dir. Budurumda (f,g)+C=(x(g/2,9))+C=(x(g9/2).2(g/2))+C=C
olur. Yani (f,g) eC dir. (f,g)+C =0 elde edilir. Dolayisiyla Z(M/C) =0 dir.
Onteorem3.1.2. den C <, M, dir. Farzedelim ki C, M de dik toplanan olsun. O halde
M =C®D olacak sekilde D<M, vardir. 7:M —C kanonik projeksiyon olsun.
aeC,beD olmak tizere n(a,b)za olarak tanimlansin. ﬁ(l,O):(Xr,ZI’) ve
7z(0,1) = (XS, 28) olsun. Boylece (X, 2) eC icin

(x,2)=7(x,2)=7(x,0)+7(0,2)=x7(1,0)+27(0,1) = x(xr,2r)+2(xs,2s) =

(x2r+2xs,2xr+4s) olur. Buradan 1=xr+2s dir. Yani R=xR+2R dir. Bu ise

celiskidir. Dolayisiyla M , CS-modiil degildir.
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4. SUREKLI VE YARI-SUREKLI MODULER

Bu béliimde, siirekli ve yari-siirekli modiillerin belirli altmodiillerden M ye
olan doniisiimleri, M den M ye olan genisletilmesi karakterizasyonlar1 verilecektir.
Bu boliim i¢in (Mohamed, Miiller, 1990), (Smith ve Tercan,1992) kaynaklarindan

yaralanilmustir.

4.1  Tammlar ve Ozellikler

(C2) M nin herhangi alt modiilii bir dik toplanana izomorf iken M nin bir dik

toplananidir.

(C3) My ve M, M nin M; "M, =0 kosulunu saglayan herhangi bir iki dik toplanani

ise M;®M, , M de dik toplanandir.

Tanim 4.1.1.

1) M bir CS modiil olsun. Eger M, (C) ((C3)) kosulunu saglarsa M ye siirekli
(vart siirekli) modiil denir.

2) M nin her N altmodiilii i¢in her ¢ : N — M homomorfizmasi bir 6:M — M

homomorfizmasina genisleyebiliyorsa M ye yar: (quasi) injektif modiil denir.
Onteorem 4.1.1. M bir modiil olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanr.

1) M modiili siirekli ise yart siireklidir. Genel olarak tersi dogru degildir.
(Mohamed, Miiller, 1990),
2) M modiili siirekli (yart siirekli) ise, M nin her dik toplananida siirekli (yar1

stirekli) dir.

Ispat: (1) M siirekli modiil olsun. M nin (Cs) kosulunu sagladigini gosterelim. K ve
L, M nin KNL=0 kosulunu saglayan dik toplananlar1 olsun. M =K ®K'’
M =K @K’ olacak bigimde bir K'<M vardir. 7:M — K’ kanonik projeksiyonu
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gostersin. KNL=0 oldugundan 7(L)=L ve bdylece de ~(L) , M nin dik
toplananidir. O halde M =7Z'(L)@ L" olacak bi¢cimde bir L'<M vardir. Buradan,
K'=z(L)®(K'nL') ve M=K®z(L)®(K'NL') dir. Boylece; K&z (L) , M

nin bir dik toplananidir. K@® L =K @ 7(L) oldugundan M, (Cs) kosulunu saglar.

Tersinin dogru olmadigina iligkin bir drnek olarak M, =7, alinirsa M yarisiirekli

ancak siirekli degildir.

(2) bu sikkin ispatini yari-siirekli modiiller i¢in yapacagiz. Benzer olarak, siirekli
modiiller i¢inde yapilabilir. M, yari-siirekli modiil ve N, M nin bir dik toplanani olsun

Onteorem 3.1.1. den N, CS-modiildiir.

Simdi K; ve K; yi N nin K, NK, =0 olacak sekilde iki dik toplanani olarak alalim.
Ohalde M =K, @K, ®L olacak bigimde L<M vardir.
N=NAM=NN(K®K,®L)=K ®(NN(K,®L))=K &K, d(NNL)

oldugundan N, (C3) kosulunu saglar. O halde N, yart siireklidir.

Onteorem 4.1.2. M bir modiil ve (C3) kosulunu saglamas1 igin gerek ve yeter sart M

nin her K altmodiilii, M nin K, ve K, dik toplananlari i¢in K =K, @K, ise, her

¢:K > M homomorfizmasi bir : M — M homomorfizmasina genisletilebilir.

Ispat: Eger M modiilii (C3) kosulunu saglarsa, M nin M, "M, =0 kosulunu
saglayan M, ve M, dik toplananlarii¢gin M, ®M, , M de dik toplanandir.
K=K ®&K, dersek, K, ve K, , M nin dik toplananlar1 oldugundan K, M nin bir
dik toplananidir. O halde M =K @®K' olacak bigimde bir K'<M vardir. Eger

@:K —> M bir homomorfizma ise, :M ->M vyi keK,k"e K" olmak iizere

O(k+k')=¢(k) olarak tanimlarsak, 6?|K=g0 dir.

Tersine, farzedelim ki M nin her K alt modiilii M nin K; ve K, dik toplananlar1 i¢in
K=K ®K, ise, her ¢:K—-M homomorfizmast bir 6:M—>M

homomorfizmasina genigletilsin. N, ve N,, M nin N,AN, =0 kosulunu saglayan
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herhangi iki dik toplanan alt modiiller olsun. O halde dik toplanan tanimindan M nin

oyle L, ve L, alt modilleri vardir 6yle ki, M=N,®L =N,®L, dir.
P:N®N, >M , xeN,yeN, olmak iizere @(x+y)=x seklinde bir
homomorfizma tanimlansin. Hipotezden ¢ nin bir geniglemesi olan bir 6: M — M

homomrofizmasi vardir dyle ki xe N;, y € N, olmak lizere ¢(X+ y) =X dir. Simdi
7:M — N, kanonik projeksiyon ve y=7z6:M — N, olsun. O zaman, her xe N,
igin ;((x)=m9(x)=7z(x)= X olur. N,cM ve keryc M oldugundan
N,+kerycM dir. Simdi meM ve neN, i¢in m=n+(m-n) alalm.
neN, ve y(m-n)=x(m)-x(n)=n-n=0 oldugundan m—n, ekery olur
ve M < N, +kery elde edilir. Boylece M =N, +kery dir. Ayrica xe N, nker y
olsun. Buradan xe N, ve xekery dir. xeN, ise bir n,eN, i¢in x=n dir.
xekery ise ;((X) =0 dir. Buradan ;((nl) =n =0 elde edilir. Bdylece,
N,~kery=0 oldugundan M =N,@kery  dir. Ayrica n,eN, ise
x(n,)=76(n,)=7(0)=0 oldugundan n, ekery olur. Yani, N, ckery dir.
Modiiler kuralindan ker y =ker y "M =ker y n(N, ®L,)=N, ®(ker ynL,) olur.
Boylece M =N, @kery =N, ®N, ®(ker y nL,) oldugundan N, ®N, , M nin dik

toplananidir. Dolayistyla M, (CS) il saglar.

Onteorem 4.1.3. K, M de bir komplement altmodiil olsun. O zaman, K nin M de bir
dik toplanan olmasi igin gerek ve yeter sart K nin M deki bir L komplementi igin her

p:K@&L->M homomorfizmast bir 6:M —>M homomorfizmasina

genisletilebilir.

Ispat: K, M nin bir dik toplanan olsun. O zaman M nin Syle bir K’ alt modiilii
vardir ki M =K@®K" olur. Buradan L =K' olarak tanimlanmasi ispati tamamlar.

Tersine farzedelim ki L verilen kosulu saglayan K nin M deki komplementi olsun.

p:K®L—>M homomorfizmasini, xe K, yeL i¢in qo(x + y) =X olarak alalim.

Hipotezden bir 6:M — M, 0(X+ y): X olacak sekilde homomorfizma vardir.

Buradan KcIm@ ve Lckerd dir. 0zvelmé olsun. O zaman bir ueM
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vardir 6yle ki V:H(u) dur. ug L olsun. Budurumda Lc L+uR olurveL, Knin
M deki komplementi oldugundan KNL=0 kosulunu saglayan maksimal alt
modiildiir. Bdylece K \(L+uR)#0 olur. O halde xeK,yelL ve reR igin,
0 x=y+ur dir. Buradan x=6(x)=8(y+ur)=vr elde edilir. 0=veImé i¢in

VRNK #0 oldugu i¢in K<, Im@ olur. Fakat K, M de komplement oldugundan
K =1Imé@ dir. Budurumda M =K @ Imé oldugu i¢in K, M de dik toplanandir.

Son olarak CS-modiillerin doniistimler cinsinden karakterizasyonlarindan
bahsedelim.

Sonug 4.1.1. Bir M modiiliiniin CS-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M deki
her K komplement alt modiili i¢in, K min bir L komplementi vardir ki,
p:K@&L->M homomorfizmast bir 6:M —>M homomorfizmasina

genisletilebilir.

Ispat: Onteorem 4.1.3. den agiktir.
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5. CS- MODULLER UZERINE BAZI GENELLEMELER

Bu boliimde CS-modiillerin 6nemli iki genellestirilmeleri incelenecektir. Cq3
(Smith ve Tercan, 2004) ve Fl-extending (Birkenmeier ve dig., 2002) olarak bilinen

bu genellemeler ile ilgili elde edilen sonuglar ayrintili olarak incelenecektir.

5.1 (C11)-Modiiller

Cii-modiiller Smith ve Tercan (2004) tarafindan CS-modiillerin bir

genellemesi olarak elde edilmistir.

Tanim 5.1.1. M bir modiil olsun. Eger her N <M alt modiiliiniin dik toplanan olan

bir komplementi varsa M ye C,, modiil denir.
Onerme 5.1.1. M modiilii CS-modiilii ise C,,-modiildiir.

Ispat: A B<M ve AnB=0 olsun. Bu durumda A nin B<C olacak bigimde bir
C komplementi vardir. M, CS-modiil oldugundan C <, M dir. O halde M, C;-

moduldiir.

Ayrica C,,-modiillerin CS-modiil olmas1 gerekemez. Ornegin, bir p asal tam
sayist i¢in M =(Z/ Zp)®(Z/ Zpa) , Z-modilinii alalim. M, , C,, modildiir.

Ancak CS-modiil degildir (Smith ve Tercan,1993). Birinci boliimde belirtildigi tizere,
CS- modiillerin dik toplananlari da CS-modiildiir. Ancak CS-modiillerin bir dik

toplam1 genel olarak CS-modiil olmak zorunda degildir. Oysa C, ,-modiillerde bu
durum farklidir. $Soyle ki, C,,- modiiliin her dik toplanan1 C,,- modiil olmayabilir.
Diger yandan C,,-modiillerin dik toplamlarmmin Ci; -modiil oldugunu asagidaki

teorem ile verecegiz.

Onerme 5.1.2. Bir M, modiilii igin asagidaki kosullar denktir.
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(1) M, modiilii C;; kosulunu saglar.
(2) M deki herhangi bir L komplement alt modiilii icin, K <, M olacak

bi¢imde L nin bir K komplementi vardir.

(3) Herhangi bir N<M igin bir K<, M vardir éyle ki NNK=0 ve
NeK<, M dir.
(4) Herhangi bir L<, M i¢in bir K<, M vardir éyle ki LnK=0 ve

LOK <, M dir.
Ispat: (1)=(2) ve (3)=(4) agiktur.
(1)< (3) ve (2)<(4) Onteorem 2.2.2. den agiktr.

(4)=(1) A<M olsun. Bu durumda A<, B< M olacak sekilde bir B<M

vardir. Hipotezden bir K <; M vardir 6yle ki BNK=0 ve B&K<, M dir.

boylece Onteorem 2.2.2. den K, M de B nin bir komplementidir. Ayrica
ANK <, BNK =0 oldugundan AnK =0 dir. Varsayalim ki K <K’<M olsun.

Bu durumda K'"B"A#0 dir. Yani K’ A0 dir. Sonug olarak K, M de A nin

komplementidir.

Teorem 5.1.1. C,;-modiillerin dik toplam1 da C,, -modiildiir.

Ispat: A indis kiimesi olmak iizere, 1eA ig¢in M, lar C,- modiiller ve

M :R M, olsun. N<M olsun. Budurumda NnM, <M, dir. M, C ;- modiil

oldugundan Onerme 5.1.2 den bir K, <, M, vardir 8yle ki
(NAM,)NK, =0 ve (NNM,)®K, <, M,
dir. Buradan
NA(M,nK,)=NnK, =0
ve
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(NAM,)®K, =(N®K,)"M, <, M,

—-e

dir. Simdi A’ “en az bir K'<, M'=@® M, vardir 6yle ki NNK'=0 ve

AeN

(N®K')NM'<, M’ diir” 6zelligini saglayan A lari igeren A nin bostan farkli bir

alt kiimesi olsun. Farzedelim ki A’# A olsun. O halde bir ze A vardir 6yle ki

ug A" dir.
L:(N@K’)mM#SMﬂ
oldugundan bir K, <y M, vardir 6yleki K, "L =0 ve K, @L<, M, dir. Simdi

AN =N{ul ve M"= @ M,=M'"®M, olsun. Agiktir ki K'nK =0

AeAN"

dir. K"=K'@K, olsun. Boylece K'<; M’ ve K, <; M, oldugundan K"<, M"

diir. Ustelik
K,"N SKumL:Kﬂm(N@K')mMﬂ:Kﬂm(N@K'):O
olup K, "N =0 dir. Diger taraftan K'"\N =0 oldugundan
N (K, ®K)=N®K"=0
dir.
Simdi N®K"  alt modiilinii g6z 6niine alalim.
(N®K)NM'S(N®K")nM’
oldugundan
(N®K") "M’ M’

diir. Ustelik,

(N®K") "M, =(®K, )M, =[(N®K)"M,, |®K, =LK, < M

7
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diir. Buradan
(N®K" ) NM"<, M”
elde edilir. Bu uygulamay1 tekrarlayarak,

NNK=0 ve N®@K <, M
olacak bicimde bir K <; M bulunur. Béylece M, C1;-modiildiir

Simdi ise Cji;-modiillerin dik toplananinin Ci;-modiil olmadigina dair bir

ornek verelim.

Ornek 5.1.1. R gercel bir cisim ve S de R[X, y,z] polinomlar halkasi olsun.

s=x*+y*+2° -1 olmak {izere R=S/Ss degismeli halkasi olsun. Bu durumda
M, =R®R®R modili bir Ci;-modiil olup Ci;-modiil olmayan bir K dik

toplanani igerir.

Tanim 5.1.2. M bir modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger her ¢ € End(M})
icin ¢(N)< N oluyorsa N ye M nin fully invariant alt modiilii denir. N <M

seklinde gosterilir.

Teorem 5.12. Bir M; modili i¢cin End(M;) abel ve X<M icin
h eEnd(Mg) olmak iizere X =) h(M) olsun. Bu durumda M nin yar-

stirekli olmast igin gerek ve yeter kosul M nin C,; - modiil olmasidir.

Ispat: Farzedelim ki M, C,, kosulunu saglasm ve X <M olsun. Bu durumda her
h eEnd(M;) i¢in X =Zi€| h(M) dir. e=e* €End(M;) homomorfizmasi igin
eM, X in komplementidir. 0 xe X alalim. Bdylece x =ex+(1—e)x olur. Fakat
m eM igin x=>_h(m) dir. Boylece
ex=ey h(m)=>_ h(em)eXneM=0 elde edilir.

eM@®X <, eM@®(1-e)M =M ve X <(1-e)M oldugundan X <, (1-e)M dir.
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Dolayisiyla M, CS-modiildiir. End(M;) abel oldugundan M, (C,) kosulunu da

saglar.

Gergekten; K ve L, M nin KL =0 kosulunu saglayan iki dik toplanan alt modiilii

olsun. Bu durumda K=eM ve L=fM olacak sekilde e=e”eEnd(M;) ve
f=f?cEnd(M;) vardir. (e+f) =e+f+2ef ve End(M;) abel oldugundan
(ef )(m)=e(f(m))ceM, (ef )(m)=(fe)(m)=f (e(m))e fM elde edilir. Bsylece
ef ceMNfM =KNL=0  oldugundan (e+f) =e+fecEnd(M;)  olur.

(e+f)McK+L ve K+Lc(e+f)M  oldugundan K+L=(e+f)M dir.

Dolayistyla K+L, M nin dik toplananidir. Boylece M, yari-siirekli olur. O halde M

modiili yari-siireklidir.
Tersi agiktir.

Asagidaki teorem ile bazi kosullar altinda CS-modiil ile Cj; modiillerin

denklik sartlarini verelim.

Onerme 5.1.3. M bir R-modiil olsun. Asagidaki kosullardan herhangi biri saglanirsa,

M modiiliiniin CS olmast igin gerek ve yeter sart M nin C;; modiil olmasidir.

1. M;=R; veR degismelidir.
2. M modiilii devirli ve R degismelidir.

3. M bir carpimsal modiil ve R degismelidir.

Ispat: (1) R degismeli oldugundan dolayi End(R;) de degismelidir. Simdi
0# X <R; sag idealini alahm. 0#x € X i¢in h:R—R homomorfizmasini
h(r)=xr olarak tanimlayalim. O halde X = i h (R) olup Teorem 5.1.2 den

sonu¢ elde edilir.

(2) simdi M modiilii devirli ve R degismeli olsun. Buradan B, <R, icin M, R/B ye
izomorftur. Y/B R modiilii R/B nin bir altmodiilii olsun. Bdylece her Y, €Y igin
Y/B=(Y_VR)+B=(>, vi+B)R  dir.  h:R/B—>R/B  donisimi
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h(r+B)=yr+B olarak tammlansin. Bu durumda h €End (( R/B)R) olur.
Buradan Y/B=3"_h(R/B) dir. R degismeli oldugundan h € End((R/B),) de

degismelidir. Béylece Teorem 5.1.2. den saglanr.

(3) Farzedelim ki, M ¢arpimsal ve R degismeli olsun. A<M olmak iizere X = MA

alalm. Her a€ A i¢in h,:M — M doniisimi meM olmak tizere h, (m) =ma
olarak tanimlansin. Bu durumda X =MA=)" _ h (M) dir. Ayrica N<M olsun.

M carpimsal oldugundan N =MA olacak sekilde A<M vardir. Her
f e End (I\/IR) icin xe f (N) ise x="f (ma) dir. f homomorfizma oldugundan

x=f(m)aeMA=N olur. Buradan xeN elde edilir. Boylece f(N)< N olur ve

N, M de fully invariant altmodiildiir. (Birkenmeier ve dig. 2002)’deki Lemma 1.9
dan e=e* e End(M;) ise e ve (1-e)e Sl(End (MR)) dir. M nin her alt modiilii

fully invariant alt modiil olduundan e=e’eEnd(M;) i¢in eM, M nin fully
invariant alt modiilii olup ee S, (End(M;)) ve (1-e)M de M nin fully invariant
alt modili olup (1-e)eS,(End(Mg))  olur. Buradan ex=exe  ve
(1-e)x=(1-e)x(1-e) dir. yani ex=xe  oldugundan e merkezleyendir.

Dolayisiyla End ( M R) abeldir. Teorem 5.1.2. den sonug saglanir.

Onerme 5.1.4. M, C,, - modiil ve X, M nin bir alt modiilii olsun. Eger X ile M nin

herhangi bir dik toplananin arakesiti X in bir dik toplanani ise X, C,, -modiildiir.

Ispat: A, X in bir alt modiilii olsun. Bu durumda AN =0 ve A@N <, M olacak
sekilde M nin bir dik toplanani vardir. Simdi M nin bir K altmodiilii icin M =N @K
olsun. Boylece X m(AG—) N)Se XNM=X ve Am(X N N)S ANN=0 olup

AN(XAN)=0 oldugundan X N(A®N)=A®(XN)<, X olur. X AN , X

de dik toplanan oldugundan X, C,; - modiildiir.
Sonu¢ 5.1.1. M , C,, kosulunu saglayan bir modiil olsun.

1. Eger M dagilimli modiil ise M nin her alt modiilii CS-modiildiir.
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2. Eger M nin bir X alt modiili her e=e’eEnd(M;) igin eX < X
kosulunu saglarsa X, bir C,, modiildiir. Ozel olarak M nin her fully

invariant alt modiilii bir C,; modiildiir.

Ispat: (1) N, M nin komplementi olsun. Bu durumda e=e” e End(M;) olmak
tizere eM, N nin komplementidir. Boylece M, dagilimli modiil oldugundan
N=NAM=Nn(eM&(1-e)M)=(NneM)®(Nn(1-e)M)=Nn(1-e)M <
(1—e)M dir. eM, N nin komplementi oldugundan NneM =0 ve N®eM <, M

dir. Buradan N®eM <, M =eM ®(1-e)M ve N <(1-e)M oldugundan ise

N <, (1—e)M olur ve N, M de komplement oldugunu kullanarak N :(1—e)M

elde edilir. Boylece M, CS- modiildiir. (Birkenmeier ve dig., 1999, Corrollay 1.6)

(2) D, M nin bir dik toplanan alt modiilii ve e: M — D kanonik projeksiyonu olsun.

O halde e(X)= D olur ve eX = X oldugundan e(X)c DN X dir. acDNX

alalim. Boylece ae€ D oldugundan a=e(a) olur. Buradan da a=e(a)eeX olur.

Dolayisiyla eX =D X elde edilir. Teorem 5.1 2. den X bir C,; modiildiir.

Teorem 5.1.3. Bir M modiiliiniin C;; kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

M nin herhangi bir (nonsingiiler) K altmodiilii i¢in M =27, (I\/I )@ K olmak iizere

Z,(M) ve K nin Cy; kosulunu saglamasidir.
Ispat: (<): Teorem 5.1.1. den agiktir.

(:) : M, Cyi1 kosulunu saglasmn. Ilk olarak ZZ(M) nin M nin bir dik toplanan
oldugunu kanitlayacagiz. L:ZZ(I\/I) olsun. ZZ(M ) <M oldugundan ve M, Ci;

kosulunu sagladigindan Onerme 5.1.2.den M =K @K', LNnK=0 ve L&K <, M

olacak sekilde M nin K ve K’ alt modiilleri vardir. Simdi
L:Zz(l\/l ):ZZ(K ®K')222(K)@ZZ(K’)

LNK =0 vyani
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Z,(M)NK=0=Z,(K®K')nK =0=(Z,(K)®Z,(K'))nK =0

ama Z, (K) <K oldugunu biliyoruz dyleyse agiktir ki Z, (K) =0 dir. Bu yiizden
L= ZZ(K')g K'. L&K<, M oldugundan L<, K’ ve bundan dolayr Onerme

2.2.8.den K'/L singiilerdir. Yani Onerme 2.2.8. den
2(K/2,(K") =K//Z,(K') =0

Buradan L=27,(K')=K' ve L<;, M dir. M=L®K oldugunu kanitladik. Simdi

L nin Cy; kosulunu sagladigini kanitlayacagiz. N, L nin herhangi bir alt modiilii

olsun. Buradan N@®K <M dir. M, Cy; kosulunu sagladigindan Onerme 5.1.2 den
M = P@P’,(N @K)mP:O ve NOK@®P<, M olacak sekilde M nin P ve P’ alt

modiilleri vardir. Dikkat edersek PNK =0 ve bundan dolay1 P, M / KL icinde

gomiiliir. Bu yiizden
P=PAL=PNZ,(M)=Pn(Z,(POP))=Pn(Z,(P)®Z(P))=
Z,(P)®(PnZ,(P))=2,(P)

Yani P=Z,(P) ve P<L dir. Bunu takiben P <, L (ger¢ekten L=P@®(LNP"))
ve N®&P<, L dir. Onerme 5.1.2 den L, Cy; kosulunu saglar. Son olarak Knin Cyy

kosulunu sagladigini kanitlayalim. 7:M — K bir kanonik izdiistimii olsun. H, K nin

herhangi bir alt modiilii olsun. Buradan

LAH=0ve M=Q®Q,(L&H)NQ=0 ve (LOH)®Q<, M olacak

sekilde M nin Q ve Q' alt modiilleri vardir. Dikkat edersek
L=2, (M ) =2, (QGBQ’) =2, (Q)®22 (Q') =2, (Q’)
dir. Cinki QNL=0 oldugundan Z,(Q)=0 dir. Bu yiizden L<Q" e

Q= L@(Q’m K) dir. Simdi
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M=Q®&Q =Q®L&(Q NK)

dir. Bundan dolayr Q@ L <; M dir. Kolayca goriiliir ki L®&Q = L@ﬂ'(Q) dur. Bu
yiizden K nin E(Q) alt modiilii M nin bir dik toplananidir ve dolayisiyla K nin bir

dik toplanamidir. Ancak H ®7z(Q)®L <, M dir. Bu yiizden H®7z(Q)<, K dur.

Onerme 5.1.2 den K, Cy; kosulunu saglar.

Onteorem 5.1.1. M =M,®M, olsun. Bu takdirde M modiiliiniin Cy;-kosulunu
saglamasi icin gerek ve yeter sart M, 'in herhangi bir N alt modiili icin M, c K,
KNAN=0, K&N<, M olacak sekilde M icin bir K dik toplananmimn var

olmasidir.

Ispat: (=) Varsayalim M C,,-kosulunu saglasin. N, M, in herhangi bir alt modiilii
olsun. Onerme 5.1.2. den NNL=0 ve N®@L<, M, olacak sekilde M, in bir L

dik toplanani vardir. Agik¢a (L@I\/Iz)mN =0 ve (L@MZ)G-)N <. M

(&) : Varsayalim M, verilen 6zelligi saglasin. H, M, in herhangi bir alt modiilii
olsun. Hipotezden M, c K, KnH =0, K@®H <, M olacak sekilde M nin bir K dik

toplanani vardir. Simdi,
K=Kn(M&M,)=(KnM,)&M,
dir ve bu ylizden KnM,;, M nin bir dik toplananidir ve hem de M, in dik

toplananidir. Bundan dolay1, H m(K mM1)=O ve H @(K li)z er\(H @ K)

M, de essential alt modiildiir. Onerme 5.1.2. den M, C,,-kosulunu saglar.

Teorem 5.1.4. KM, =0 ile M nin bir K dik toplanan1 i¢in K @ M, , M nin bir dik

toplanani olacak sekilde M =M, ® M, bir C; -modiildiir. M,, C,,-modiildiir.

Ispat: N, M, in herhangi bir alt modiilii olsun. Hipotezden ve Onerme 5.1.2. den

(N®M,)nK=0 ve N®M,®K <, M , olacak sekilde M nin bir K dik toplanan:
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vardir. Dahast M, @ K, M nin bir dik toplananidir. Onerme 5.1.4. den sonug elde

edilir.

5.2  Fl-extending Modiiller

Bu boliimde Birkenmier, Park, Rizvi, (2002,2007) CS-modiillerin bir baska
genellemesi olan Fl-extending modiilii ilk olarak tanimlamiglardir. Bu modiil sinifi

literatiirde yer alan bir ¢cok modiil sinifin1 kapsamaktadir.

Tammm 5.2.1. M modilinin her fully invariant alt modili, M nin bir dik

toplananinda essential olarak kapsaniyorsa M ye Fl-extending modiil denir.
Onteroem 5.2.1. M bir modiil olsun. Asagidaki kosullar denktir.

1. M, Fl-extending modiildiir.
2. M nin her fully invariant alt modiilii, M nin bir dik toplanani olan bir

komplemente sahiptir.

Ispat: 1=2 X <M olsun. M modiiliiniin FI-extending oldugunu kabul edelim.

Bu durumda e’ =eeEnd(M) vardir oyle ki X <, eM dir. Boylece istenen

komplement (1-e)M dir.

2=1 Tersine ¢®*=ceEnd(M) olmak iizere cM, X in komplementi olsun. Bu
durumda herhangi bir xeX i¢in x=cx+(1-c)x dir. X <M  oldugundan
cxe X NcM =0 dir. Bundan dolay1 X < (1-c)M dir. Bdylece Teorem 2.2.2 dan

X <, (1-c)M dir.

Onteorem 5.2.2. M bir modiil olsun.

1. M nin fully invariant alt modiillerinin herhangi toplami veya kesisimi de
fully invariant alt modiildiir.
2. Eger X <Y <M veY, Mninve XdeY nin fully invariant bir alt modiilii ise

X, M nin fully invariant bir alt modiiliidiir.
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3. Eger M =®,_ X, veS, M nin fully invariant alt modiilii ise z,, M nin i.

projeksiyon homomorfizmas: olmak iizere S=@, 7, (S) =@, (Xi N S)

dir.

Ispat: 1. {N,:iel} , M nin fully invariant alt modiillerinin bir ailesi olsun. Vie|
icin N; <M  oldugundan VfeEnd(M;) icin f(N,)cN; dir. O halde
f (Z N, ) <N, olup olmadigimi gorelim. f homomorfizma oldugundan
f (Z N, ) => f(N;) dir. Viel igin N; fully invariant oldugundan
F(ON)=>"f(N)<N; oldugundan f (D N;) fully invarianttr. Ayrica,
f(NN;)< N; olup olmadigim gorelim. xe f(NN;) olsun. 3ne N; i¢in f(n)=x
dir. Viel i¢in neN, oldugundan f(n)e f(N;)c N, olur. Bdylece

f(NN;)< N, dir.

2. X 9Y <M olsun. X <M oldugunu gésterelim. Yani, Vf € End (M)
icin f(X)c= X oldugunu gosterelim. Y <M  oldugundan f(Y)cY dir.
g: f|y Y > f (Y) cY oldugu igin f |y € End (YR) dir. X <Y  oldugundan

f(X)gg(X)gX dir. Yani X <M dur.

3. S=®_,7,(S) oldugunu gdrelim. 7, :®X; - X; oérten homomorfizma
oldugundan 7; € End(M;) dir. Viel i¢in 7,(S)c=S ise ®x(S)=S dir.
SeS ise s=X +X, +...+X, , X €X; olarak alahm. 7,(S)=X,, 7,(S)=X,,... ise
®7,(s)=S , se®x(s) dir. VseS i¢in saglandigindan S c®r,(s) dir. O
halde S =@z, (s) dir. Dier taraftan 7, S S ise 7;(7;NS) <7 (S) ise @,
@7 (1,NS)c®x (S) dir. ye®r,(S) alalm. y=r(s)+7,(s)+...7,(5)
olarak alalim. 7,(S)=SNX,,... ise  y=@r(s)ed®(SNX;) ise

@7, (S)=®(SNX;) elde edilir.
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Onerme 5.2.1. M bir modiil ve X <M olsun. Eger M, Fl-extending ise X de Fl-

extending modiildiir.

Ispat: Kabul edelim ki M, Fl-extending modiil ve S <t X olsun. Onteorem 5.2.2.(2)
den S<M dir. Béylece bir D<; M vardir 6yle ki S<, D dir. z:M —>D

projeksiyon endomorfizmasi olsun. Bu durumda
S=7z(S)<z(X)ND=7z(X)nz(M)=7(X)

dir. SSE(X)SD ve S<, D oldugundan SSEﬂ'(X) dir. Ayrica ﬁ(X)Sd X
dir.

Fl-extending modiilleri herhangi dik toplaminin yine bir Fl-extending modiil

oldugunu asagidaki teoremle verelim.

Teorem5.2.1. X;,(iel) ler Fl-extending modiiller ise M =@,_, X, modiilii de FI-

extending modiildiir.

Ispat: Farzedelim ki X, , FI- extending modiil ve S de M de fully invariant alt modiil
olsun. 0#seS alalim. S<M oldugundan s=x +X,+...X, dir. Bir iel i¢in

0#s  kabul ettifimizden X #0 dir. 7(S)=x=0 olur. f:X, > X,

endomorfizma olsun. Buradan f (7, (S))=f(X;)=X,=7,(S) dir. Dolayisiyla her

iel igin 7;(S)#0 olacak seklide 7z (S), X,

nin fully invariant altmodiilii olur.
Buradan X, , Fl- extending modiil oldugundan 7,(S)<, D; olacak bi¢imde X; nin

bir D, dik toplanan1 vardir. Onteorem 5.2.2.(3) den S=@®,_, 7, (S)<, &, D, dir.

iel

Buradan ®.

iel

D, , M nin dik toplananidir. Béylece M, Fl-extending modiildiir.

Fl-extending modiillerindik toplananlarinin  Fl-extending modil olup

olmadigi agik sorudur.

Sonu¢ 5.2.1. R bir sag Fl-extending halka ise her n pozitif tamsayist igin M (R)

matris halkas1 da Fl-extending halkadir.
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Onteorem 5.2.3. M modiil olsun. Buna gore asagidaki kosullar denktir.

1. M, Fl-extending modiildiir.

2. M nin her fully invariant altmodiiliiniin dik toplanan olan bir komplementi
vardir.

3. M nin her fully invariant altmodiilii X i¢in M nin komplement alt modiilii

L ve L nin bir K komplementi vardir ki; X <, L ve f:K@®L—>M her

homomorfizmasi bir g : M — M endomorfizmasina genisletilebilir.

Ispat: (1:> 2) X, M nin fully invariant alt modiilii olsun. ilk énce M nin FI-
extending modiil oldugunu kabul edelim. Bu durumda X <,eM olacak sekilde
e=e’cEnd(M;) vardir. Béylece (l—e)2 =(1-e) idempotent oldugundan
(1-e)M de M de dik toplanandir. Buradan X N(1-e)M <, eM N (1-e)M =0
olur ve XN (1-e)M =0 elde edilir. Ayrica X ®(1-e)M <, eM ®(1-e)M =M
oldugundan X ®(1-e)M <, M dir. Boylece (1-e)M, X in M deki

komplementidir.

(2=1) Tersine c=c*cEnd(M;) olmak iizere cM, X in komplementi olsun.
xe X alalm. Bu durumda x=cx+(1-c)x olur. X fully invariant altmodiil
oldugundan cxeXNcM =0  dir. Buradan X c(1-c)M dir. Boylece

X <, (1-c)M elde edilir. Yani M, FI- extending modiildiir.

(2) <> (3) : Bu denklik Birkenmeier ve Tercan (2007) de Lemma 1.1 den agiktir.

Onerme 5.2.2. M bir modiil olsun.

1. M, CS - modiildiir.
2. M, C, kosulunu saglar.

3. M, Fl-extending modiildiir.

(1) = (2) = (3) gerektirmeleri saglanir.

39



Kanit: (1) = (2) agiktur.

(2):(3) Onteorem 5.2.3. deki (2):(1) den aciktir. Ancak genel olarak bu

gerektirmelerin tersi dogru degildir.

Onerme 5.2.3. M bir Z-modiil (yani abelian grup) olsun. Eger M, asagidaki

kosullardan herhangi birini saglarsa FI-extending 7Z -modiil olur.

I. M, sonlu iiretilmistir.
ii. M, sinirhi derecelidir. (yani bazi pozitif n tamsayilart igin nM=0 dir.)
lii. M bolinebilirdir. (yani her bir aeM ve neZ igin a=nb olacak sekilde bir
beM vardir.)

Ispat:

I. Her sonlu {iretilmis abelian grup, diizgiin 7Z -modiillerin bir dik toplamidir.
Dolayisiyla Teorem 5.2.1. den M, Fl-extending modiildiir.

ii. Rotman (1980) den M, devirli torsiyon gruplarin bir dik toplamidir. Boylece
M, yine diizglin 7Z -modiillerin bir dik toplamidir.

iii. M, boliinebilir oldugundan extending Z -modiildiir.
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