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OZET

METASTATIK TUMOR BUYUMESININ DINAMiK MODELLERIi
YUKSEK LiSANS TEZi
HATICE ZOR
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. UGUR YUCEL)
DENIZLi, TEMMUZ - 2017

Bu tezde, kanser biyolojisine ve tedavisine kisa bir giris, metastatik
kanserin yayilimin1i ve kanser karsiti ilaglarin farkli dozlarina nasil tepki
verebilecegini tanimlamak i¢in matematiksel popiilasyon dinamikleri modellerinin
kullanimi {izerine odaklanilarak sunulmaktadir. Bu c¢ergevede, tek timorli
bliylime modellerinin analitik ¢oziimleri, poplilasyon dinamigi modelleri ve
popiilasyon dinamikleri sistemlerini incelemek i¢in analitik yaklagimlar
diistiniilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Matematiksel modelleme, metastatik timor,
metastaz, tek timor biiylimesi, popiilasyon dinamikleri modelleri, biyolojik
modelleme



ABSTRACT

DYNAMIC MODELS OF METASTATIC TUMOR GROWTH
MSC THESIS
HATICE ZOR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. UGUR YUCEL)
DENIZLI, JULY 2017

In this thesis, a brief introduction to cancer biology and treatment is presented
with a focus on the use of mathematical population dynamics models to describe
the spread of metastatic cancer and how it could respond to different dosing of
anti-cancer drugs. Within this framework, analytical solutions of single-tumor
growth models, population dynamics models and analytical approaches for
studying the population dynamics systems are considered.

KEYWORDS: Mathematical modelling, metastatic tumor, metastasis, single
tumor growth, population dynamics models, biological modelling
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1. GIRIS

Kanser kelime anlami olarak bir organ veya dokudaki hiicrelerin diizensiz
olarak boliinlip ¢ogalmasiyla olusan kotii tiimorlere denir. Kanser (cancer) terimi
Yunan fizik¢i Hipocrates (M.O. 460-370) tarafindan tamitilmistir. Genel anlamda ise
kanser, viicudun ¢esitli bolgelerindeki hiicrelerin kontrolsiiz ¢ogalmasi ile olusan
hastalik tiiriidiir. Cok ¢esitli kanser tiirleri olmasina ragmen, hepsinin baglangici

hiicrelerin kontrol dis1 cogalmasidir.

Biitiin kanser tiirleri viicudun temel yap1 tasi olan hiicrelerde gelisir. Kanserin
nasil olustugunu anlamak icin normal hiicrelerin nasil kanserli hiicrelere
doniistiiglinii anlamak gerekir. Viicuttaki saglikli hiicreler boliinebilme yetenegine
sahiptirler. Bu 6zellik 6len hiicrelerin yenilenmesi ve yaralanan dokularin onarilmasi
amaciyla kullanilir. Yasamin ilk yillarinda hiicreler daha hizli boliiniirken, ilerleyen
yaslarda bu hiz azalir. Fakat hiicrelerin bu yetenekleri sinirlidir. Her hiicrenin yagami
stiresince belirli bir boliinebilme sayist vardir. Hiicrelerin dogal bdliinebilme
stirecinden ¢ikmasi ve kontrolsiiz boliinlip ¢ogalmasi fazladan bir biiyiiklik veya
timoOr olusturur. Kanserli hiicrelerde hasar gormiis DNA’lar onarilamaz ve
kontrolsiiz ¢cogalma baglar. DNA‘larin hasar gérmesinin sebebi cevresel etkenler

(kimyasallar, viriisler vs.) olabilir.

Son zamanlarda kanser bat1 diinyasinda erken Oliimlerin sebebi olarak kalp
rahatsizliklarin1 gegmektedir (Byrne,1999a). Diinya Saglik Orgiitii Ulusal Ajansi’nin
kanser lizerine yaptig1r arastirmalarda raporlanan diinya ¢apindaki kanser oranlari
(Pisani ve dig., 2001); yetiskinlerde kanser tanisinin en fazla Kuzey Amerika’da
oldugunu ve bunu yakin olarak Kuzay Avrupa, Avusturalya ve Yeni Zellanda’nin
takip ettigini ortaya koymustur. 1994’te Britanya’da insanlarda yasam siireleri
boyunca hastaligin gelisiminde beklenen siire iigte birdir (Imperial Cancer Research
Fund, 1994). O zamanki egilimlere dayali olarak 2010°da bu oran ikide bir olur
(Perumpanani, 1996). Benzer bir ¢alisma olarak Avusturalya Enstitlisii Yardim ve
Saglik Kurumu’nun (1999) yayminda 1999°da Avusturalya’da gecerli olan oranlar

ticte bir erkek ve dortte bir kadinlarin hayatinin ilk 75 yilinda kanserin dogrudan



etkili oldugunu ortaya koymustur. Ayrica yaklasik olarak hayatin 254000 olas1
yilinda her yil toplumda 75 yasinin altinda insanlar kanser sebebiyle hayatlarii
kaybederler. Kanser su anda erkek oliimlerinin %29’u kadin 6liimlerinin ise %25’1

igin gegerlidir (Araujo ve Mc Elwain, 2004).

Tiim bu agiklamalara ragmen kanser ¢alismalar1 yeni degildir. Porter (1997)
bicakla tiimor etrafindaki saglikli dokuyu kesen ve demir ile daglama yolu ile kan
durduran Amidanin Aetiusun’u 6rnek vererek meme kanseri operasyonlarinin antik
donemlerde de oldugunu iddia etmistir. Meme kanserinin tarihi tizerinde yapilmis
olan bilimsel incelemelerde Olson (2002) diinyada medikal uygulama yapan kisilerin
giinimiizde oldugu gibi ¢aglar Oncesinde de bu hastalik ile miicadele ettigini
aciklamistir. Misirlilarin Yeni Kralligi -3500 yildan daha fazla zaman 6nce- bunu ilk
kez uygulamistir. Ward (1997), Antik Yunan, Misir ve Roma’nin gesitli
metinlerinden dénem fizikgilerinin kanserin dogalliginin daha iyi farkina vardigini ve
dogru tan1 ve tedavi yapacak yetenekte olduklarini ileri siirer (Araujo ve Mc Elwain,
2004).

Acikca tiimor biiylimesi ¢alismasi ve anti kanser terapilerinin gelisimi 6nemli
bir istir. Gatenby (1998), tiimor biyolojisi iizerine son arastirmalarinda ozellikle
molekiiler biyolojiden yeni teknikler kullanmay1 agiklar. Tiim bu verilerin uygunlugu

icinde kavramsal iskelet eksiktir.

Bir¢cok kanser tiirlinde tedavinin yetersiz kalmasi bu hastaliktaki oliim
oranlarmin yiiksek olmasina sebep olmaktadir. Aslinda, Byrne (1999a) “etkili
tedavileri gelistirmek amaciyla, kanser biiylimesinin mekanizmalarinin kontroliinii
belirlemek onemlidir, nasil etkilesim gosterdigi ve nasil hastaligi daha kolay yok
etmek (veya yonetmek) icin idare edilebilecegini belirlemek 6nemlidir” agiklamasi
ile farkli disiplinlerin Onemini anlatir. Bu durum farkli disiplinlerden bilim
adamlarin1 kanserin nedenleri ve tedavi yontemleri {izerine arastirma yapmaya sevk
etmistir. Ozellikle son 30 yildir bu konu matematiksel olarakta ele alinmistir. Kati
timoriin  biiylimesi ve gelisiminin farkli goriinlislerini ag¢iklayan matematiksel
modellerin ¢6ziimi sayesinde uygulamali matematikgiler tiimor gelisimini kontrol
edebilen mekanizmalar1 kavramayi ispatlamak i¢in tamamlayicidir. Ayrica kanser

hastaligindaki ¢esitli siireglerin matematiksel olarak modellenmesi konu ile ilgili



yapilan aragtirmalara, kliniksel ve deneysel calismalara destekleyici ve on agici

nitelikte pek cok yonden katki saglamistir.

Tipcilarla birlikte calisan matematikgiler diferansiyel denklemler araciligi ile
kanserin gelisimini ¢6zmeye c¢alisirlar. Burada beklenen ise matematiksel
modellemeler ile kanserin olusumunu ve ilerleyisini anlamaktir. Bu ilerleyiste
bahsedilen belirli bir biiylikliige ulasmis olan tiimdr biiyiikliigiiniin ilk baglangicini
anlamay1 veya gelecekte ne kadar biiyiiyebilecegini 6ngorebilmeyi kapsar. Dahasi
klinisyenler yeni yollar ararken matematiksel modellerin 6neminin giderek farkina
varmiglardir. Simdiki medikal teknikler ile timdr bliyiimesinin gorlintigiiniin altinda
yatan gesitli olasi mekanizmalari ayirt etmek daha zordur (Kunz-Schughart ve dig.,
1998).

Timorler iyi huylu ve kotii huylu olmak {izere iki sekilde incelenir. Halk
arasinda kotli huylu tiimor olarak bilinen metastaz, yunanca meta ve states
kelimelerinin birlesmesiyle olusur. Metastaz kanserin koken aldigi organdan ¢ikarak
diger organlara yayilmasidir. Sekil 1.1°de goriildiigii gibi metastazlar kan dolagimi
veya lenf sistemi araciligiyla yayilirlar (Iwata ve dig. 2000). Herhangi bir organda
olusmus olan tiimdriin bagka bir organa ge¢mesi yeni organda metastaz yaptid
anlamina gelir ve ilk tiimoriin olustugu organin metastaz1 olarak adlandirilir.

Tedavisi ilk tiimoriin olustugu organa gore yapilir.

Sekil 1.1: Metastazlarin kan dolagimi ve lenf sistemi ile dagilmasi

Ruoslahti (1996) tarafindan agiklandigi gibi metastazlarin viicuttaki uzak
bolgelere yayilmasi ile kanser daha Olimcil olur. Cerrahlar ilk tiimorii nispeten

kaldirabilir ancak metastazlara sahip olan kanserler ulasilmasi imkansiz olan birgok



bolgeye yerlesebilirler. Bu sebeple metastazlar ve kanser hiicreleri tarafindan normal
dokularin istilas1 kotii tiimoriin istilasidir. Weiss (2000) metastazlarin temel
iliskilerinde ilk tiimorii tanimladi ve bunun kliniksel 6nemini belirtti. Kleinermann ve
Liotta uzak metastazlarin gelisimi ile yerel kandamarlarinin ilk timor istilasin
iligkilendiren Cruveilier’in ¢alismasi (Cruveilier 1829) ile damar istilasinin sonucu
ile serbest birakilan tiimdr hiicrelerinin kavramini ilk olarak 1800’lerde onerildigini
ileri siirdiiler. Lomer (1883) metastazlarda baslayan serbest tiimor hiicrelerini

tanimladi.

Tek tiimor biliylimesi calismalari matematikgiler arasinda Onemli bir
popiilerlige sahip olmasina ragmen, yirminci yilizyilin baslarinda baslangici
belirleyen faktorler; serbest tiimor hiicrelerinin zaman siireci ve mekanizmasi
seklinde bilgiler olarak toplanmistir (Kleinerman ve Liotta, 1977). Aslinda 1970’lere
kadar metastatik siirecin dinamiklerini ac¢iklamak i¢in nicel deneysel ¢aligmalar ve
matematiksel modeller kullanilmadi. Deneysel modeller ilk olarak Liotta ve dig.
(1940) tarafindan, organ nakli ve akcigerde kiimelenen metastazlarin tiimorleri
tarafindan baglatilan ana silirecin bazilarint 6lgmek yani tiimor hiicreleri iginde
verilen oranin girigini arastirmak i¢in gelistirildi. Calismalar timor hiicrelerinin
yogunlagsmasinin baslangigta olduk¢a hizli ve sonralar1 azalan bir siireg ile timor
damar aginin goériintimiinden sonra timor hiicrelerinin tek basina veya kiimeler
halinde varligin1 gosterdi. Daha sonraki c¢aligmalarda Liotta ve dig. (1976a)
metastatik siiregte kiimelesme biiylikliigliniin  6nemini vurgulayarak hiicrelerin
sayilar1 i¢in daha kiiciik kiimelerin eslesmesinden metastatik odaktan daha 6nemli
olanlarin genis kiimeler oldugunu bu gozlemlerle onayladi (Araujo ve Mc Elwain,
2004).

Iwata ve dig. (2000) ¢oklu metastatik tiimorlerin biiylimesi ve biiyiiklik
dagilimi i¢in dinamik modeller adli makalelerinde metastatik tiimorler ile ilgili
diferansiyel denklem modelleri gelistirdiler. Bu modelin bireysel hastalarin
tedavilerinde kullanilabilecegini ileri siirdiiler. Barbolosi ve dig. (2008), Iwata’nin
modelinin matematiksel ve sayisal analizine ¢alistilar ve modelin alt yapisinda yer
alan teoremlerin ispatlarmi verdiler. DeWoskin ve dig. (2011) metastatik tiimor

biiylimesinin dinamik modelleri ile ilgili ¢aligmalarinda tek tiimor biiylimesini ve



populasyon dinamikleri modellerini incelediler. Bu modellerde ilag etkilerini

incelediler.

Bu c¢alismalar yapilirken kemoterapi, ila¢ tedavisi ve olusan organa yonelik
yapilan Ozel tedavi yontemleride titizlikte incelenmektedir. Ayrica bireyin trafik
kazasi, kalp krizi vb. gibi dis etkenlerle de dlebilecegi veya hasta psikolojisinin bu
hastalik tizerindeki olumlu etkileri gibi durumlar yapilan calismalarda gozardi

edilmektedir.

Bu calismada DeWoskin ve dig. (2011) tarafindan yapilan ¢alismalar temel
alarak tek timor biliyiimesi i¢in verilen matematiksel modelleri ve popiilasyon
dinamik modelleri ele alinacaktir. Bu baglamda ikinci bolimde tek tiimor biiyiimesi
icin adi diferansiyel denklem modelleri, tiglincii boliimde biyolojik modellemelerde
egri uydurmanin 6nemi, dordiincii boliimde popiilasyon dinamikleri modellerinden
birisi olan Von Foerster Matematiksel modeli, besinci boliimde Becker Doering
matematiksel modeli ve son olarakta sonug¢ ve oOneriler kisminda bu konu ile ilgili

yorumlar ve yapilabilecek gelismelerden bahsedilecektir.



2. TEK TUMOR BUYUMESI iCiN ADi DIFERANSIYEL
DENKLEM MODELLERI

Bu boliimde bir organda olusan tiimdriin biliylimesi ve tedavi yontemlerinden
bahsedilecek ve bu konu ¢ farkli model ile incelenecektir. Ayrica bu bdliimdeki
anlatimlarda ¢ogunlukla DeWoskin ve dig. (2011) tarafindan yapilan metastatik

tiimor biliylimesinin dinamik modelleri ¢alismasindan faydalanilacaktir.

Timor biytikligi x(t) ile gosterilmek tizere, tek tiimor biiyiimesi igin en

basit model (DeWoskin ve dig. 2011):

dx
E:g(x,E) (2.1)

seklinde ifade edilir. Verilen ifadede E = E(t) fonksiyonu ile test edilmis anti-kanser
ilaglarinin etkisinin 6l¢timii verilir. X(t) nin 6l¢limii hacim, yarigap veya kurucu
hiicrelerin sayisi ile verilebilir. Baslangig bityiikliigii X(0) = X, olarak alinir. Burada

zaman periyodu 0<t <1 seklinde normallestirilmistir.

[k olarak tiimériin tedavi edilemeyen durumda biiyiimesi ele alinacaktir. Bu

ise g = g(x,0) fonksiyonu ile ifade edilir. Daha sonraki siire¢lerde ilag dozu igin

sabit bir deger kullanilacaktir. ilag etkisi asagidaki parcali fonksiyon ile modellenir;

Et 0, 0<tx«1 59
©= E. t>1 (2.2)

Burada, E.degeri ilag dozu ile iligkili olan pozitif bir sabittir.

Simdi, Denklem (2.1) in sag tarafindaki g (X, E) biiylime fonksiyonunun ii¢

farkli formu g6z Oniine alinip baslangi¢ kosuluyla birlikte olusacak baslangic deger

problemlerinin ¢oziimleri arastirilacaktir.



2.1 Lineer Homojen Olmayan Model (Sabit Biiyiime Modeli)
Bu modelde (2.1) denkleminin sag tarafindaki g(x, E) fonksiyonu;
g(x,E) =k, —Ex

seklindedir. Bu durum i¢in baglangi¢ deger problemi asagidaki gibi olur.

Z—?:kl—Elxi, t>0

Xl(o) = Xo»

(2.3)

Denklem (2.2) ile verilen ilag etkisi dikkate alindiginda (2.3) ile verilen

baslangi¢ deger probleminin agik ¢oziimii;

X +Kit, 0<t<1

%0 = %(u e B (x +k),t>1

1

(2.4)

olarak bulunur (Ek A).

Tedavi edilemeyen durumda timdor biylkligiiniin zamanla lineer olarak

biiyiiyecegi tahmin edilir. Ilag ilave edildiginde, tiimdriin biiyiime orani ila¢ dozunun

oranina gore yavaglar. Yavaglama durumu E, <= oldugunda ilag dozu dusiiktiir,

E, >ﬁ oldugunda ise ilag dozu yiikselir. Her iki durumda da sonlu biiyiikliikte
X

denge durumuna ulasan tiimoriin kararlilig1 asagidaki ifade ile verilir.

.k
X, =—-
El



2.2 Bicimsel Biiyiime Modeli (Lojistik Model)

Bigimsel biiylime modeli olarak adlandirilan ikinci modelde (2.1) ifadesi ile

verilen denklemin sag tarafi;

g(X’ E) = X(kz - sz)

seklinde ele alinir.

Buna gore baslangi¢ deger problemi asagidaki gibi olur.

dx, _
E =% (kz - szz) (25)
X, (0) =X,

Bigimsel biiyiime modeli olarak adlandirilan bu problemin genel ¢oziimii

asagidaki gibidir (Ek A).

X,e', 0<t<1
X, (t) = k. x 2.6
0 1 =
E,x,(1—-e "7 +ke ™

2.3 Lineer Ayrlabilir Biiyiime Modeli (Lineer Bityiime Modeli)

Bu modelde (2.1) ile verilen denklemin sag tarafi g(X,E)=(k, —E;)x

seklindedir. Boylece baslangi¢ deger problemi asagidaki gibi olur.

ax,
E = (k3 - E3)X3 (27)
X3(0) =X

Bu problem (2.2) ifadesi ile verilen ilag dozunu modelleyen pargali fonksiyon

kullanilarak ¢oziiliirse, genel ¢oziim asagidaki gibi olur (Ek A).
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kst
] %e™, 0<t<1
%3 (t)= {Xoek3+(k3—E3)(t—l)’ t>1 (2.8)

Bu modelde tedavi edilemeyen durumda timér iistel biiyiime gosterir. Ilag
etkisinin modelde dikkate alindigi durumda biiylime veya kiiglilme tistel olarak

degerlendirilir. Ayrica bu durumda ilag etkisi dogrudan biiyiime katsayisi ile ilgilidir.
E; > K, durumunda tiimér bir siire sonra yok olacaktir. Bu durum ise t — o0, X, -0

seklinde ifade edilir.

Her ti¢ modelde de ilk olarak tedavi baslatilir, timdriin monoton biiyiimesi

veya kiiclilmesi tahmin edilir (DeWoskin ve dig. 2011).



3. EGRi UYDURMA VE BiYOLOJiK MODELLEME

Bu bdliimde ilk olarak egri uydurma ve biyolojik modelleme konusundan
bahsedilerek egri uydurmanin 6nemi ve matematiksel alt yapisi hakkinda bilgi
verilecektir. Sonrasinda ise bolim 2’de verilen modellere egri uydurulacaktir.
Anlatimlarda ¢ogunlukla Allman ve dig. (2003) kitabindan yararlanilarak bir ger¢ek

akciger kanseri hastasinin verilerine farkli formlarda egriler uydurulacaktir.

Biyolojik modeller i¢in egri uydurma konusunda matematiksel alt yapis1 olan
bir¢ok teorik varsayim gelistirilmistir. Ancak, ele alinan bir modelin gegerliligi ile
ilgili yapilan son testler, kullanilan testin gecerli veriler ile uyumu tarafindan
belirlenir. Biyolojik sistemin matematiksel bir modelinin sadelestirilmesi (6rnegin
verilerin ¢ok dikkatli toplanmasi ve daha iyi modeller insa edilmesi) halinde bile baz1

farkliliklar olabilir.

Ardisik zaman araliklarinda popiilasyon biiyiikliigii {izerinde toplanmis
veriler oldugunu farz edelim. Zaman fonksiyonu ile popiilasyon degerlerine egri

uydurma tstel sekilde yaklasik biiyliimeyi gosteren egriyi verebilir. Bu nedenle basit

Malthusian modeli diigiintlir (P, = AP) (Allman ve dig.,2003). Bu modelde veri

noktalar1 yaklagik olarak P = A'P, = F{)e('n/l)t egrisi lizerinde yer alir. Burada A ’nin

alabilecegi degerler ve veri noktalarini egriye yaklastiracak olan en 1yi yaklasimdan
bahsedilir. Malthusion modelinde, verilmis olan model ve gergek veriler arasindaki

uyum ile ilgili bir¢ok soru egri uydurma ile ilgili sorular olarak diisiiniiliir.

Bir biyolojik model, formiiller ile ifade edilemedigi zaman bile egri uydurma
veri kiimelerinin ana 6zelliklerini ¢ikarmanin bir yoludur. Deneyler ile sayisal veriler
toplandiktan sonra bu veriler i¢in egriler ¢izilebilir ve yaklasik olarak dogrusal bir
model gibi belirtilebilir. Bu ana egilimi gosteren egri ig¢in denklem verinin en énemli
ozelliginin ne olabilecegini kisa ve 6z bir sekilde 6zetleyebilir ve egri uydurma daha
ayrintili modeller tiretmek i¢in ¢ok smirli olsa da bazi modeller i¢in kullanigh

olabilir.
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3.1 Verilere Egri Uydurma

Kanser teshisi konulmus bir hastanin tedavisi baslatilirken ilk olarak olusan
tiimoriin Ol¢timii yapilir. Sonraki siireclerde cesitli tedavi yontemleri kullanilarak

tiimoriin gelisimi diizenli zaman araliklar ile gézlenir.

Bu ¢alismada kullanilan verilerde akciger kanseri bir hastada olugsmus olan
ana timor ve tedavi sonrasit degerleri ticer aylik arayla Ol¢iilmiis ve Tablo 3.1

olusturulmustur.

Tablo 3.1: t zaman araliginda tedavisi yapilan akciger tiimori bityiikliikleri

t (3ay) 0 1 2 3
y (mmxmm) 74x57 54x74 - 28.8x25.3

Tablo 3.1°de iiger aylik zaman araliklari ile yapilan 6lgiimler verilmistir. Bu
Olgtimlerden t nin 2 degeri igin verilen degerin g¢esitli sebeplerden dolayi
yapilamadig1 disiiniilsiin. Bu sebepler hastanin randevusunu kagirmasi veya
laboratuvar ¢alismalarinin aksamasi gibi olabilir. Ugiincii 6l¢iimde kaybolan verinin
nasil hesaplanmasi gerektigi islemi gozlem ile baglar. Zaman ilerledik¢e tlimdriin
biiytikligiintin kii¢iilmesi ikinci zamanda verilmis olan verinin birinci ve itgiinci

Olctimlerin arasinda oldugunu gosterir.
Ikinci 6l¢iim kabaca hesaplanirsa, sonug;

(54x74+28.8x25.3)/2=2362.32

seklinde olur. Bu olgim 54 mmx74 mm den daha kiigliktiir. Gergek degerin
43 mmx53 mm oldugu bilindiginden hatanin -857.32 mm* oldugu goriiliir. Bu
yaklasim daha detayl1 islemler gerektiginde yetersizdir. ikinci zamandaki yaklasimin
en 1yi seviyesinin ne oldugu sorulabilir. Bu soru tablodaki veriler arasindaki yaklasik

degerler i¢in ara deger bulma (interpolasyon) sorusudur. Eger dordiincii zaman igin
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yaklagik deger istenseydi ekstrapolasyona ihtiya¢ duyulurdu. Ciinkii o zaman igin

sadece tek tarafli girdiler bilinir.

Tablo 3.1 de verilen veriler Sekil 3.2’de (0) sembolii ile gosterilmistir. VVeri
noktalari iistel bozulma egrisi boyunca toplanmayi belirtir. Ustel bozulma egrisi i¢in
bulunan egri veya daha iyi egri uydurulan benzer olani verilerin her ikisini de
tamimlamay1 kolaylastirir ve bilinmeyen degerler kolayca tahmin edilebilir.
Interpolasyon ve ekstrapolasyon sadece egri igin formiil icinde belirtilen zaman
degerleri tarafindan uygulanir. Veriyi daha detayli agiklayan egri, (tiim detaylar ile

olmasa da) veriler i¢in model gibi diistiniilir. Ciinkii tistel bozulma egrileri k <0

sabiti ile birlikte f(t)=ae" seklinde tanimlanir. Burada amag en uygun egriyi bulan

a ve k parametrelerinin en iyi se¢imidir.

10000

8000+

6000+

y{mm*mm)

4000%

2000+

t (lic aylik zaman araligi)

Sekil 3.2: Ustel bozulma egilimi ile Tablo 3.1 ile verilmis olan verilerin grafigi

Daha uzun siirelerde daha fazla veri toplanabilir. Béyle bir durumda verilere
egri uydurmak daha iyi sonuglar verir. Eger daha fazla veri toplanirsa daha kullanish

olan bir egri bulunabilir.

Veriler i¢in basit bir egri uydurma birgok modelde oldugu gibi ana 6zellikler

tizerine dikkatle odaklanma ve ¢cok dnemli olmayan detaylar1 ihmal etmeye dayalidir.
a ve k katsayilarmi bulan ilk yaklagim basittir. f(t)=ae" denklemindeki

noktalarla ilgili olan parametrelerin arasindaki iliskiyi elde etmek i¢in veri noktalari

kullanilabilir.
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Ornegin;
t=1ve f,(t)=54x74 deerleri igin; 54x 74 = ae*
t=3 ve f,(t)=28.8x25.3 degerleri igin; 28.8x25.3=ae™

Bu durumda iki bilinmeyenli iki denklem elde edilir. Yerine koyma yontemi
kullanilarak bilinmeyen parametreler hesaplanirsa sirasiyla a ve k Katsayilari

asagidaki gibi olur.

a=9357.9724345757 =~ 9357.972

k= % In(0.1823423423) = —0.8509346786

Boylece veriye uyum saglayan iistel egri uydurmada ilk adim asagidaki sekildedir.

f (t) =9357.9724 x e ***

Bu egri Sekil 3.2°de verilmistir. Sekil 3.2°de y = f,(t) grafigi kesin olarak bir veri

noktasindan gecer, diger noktanin ise yanindan gecer. Bu durum kabul edilebilirdir.
Ciinkii a ve k degerlerini bulmak icin sadece iki veri noktasi kullanilir. Alinmig

olan 4 dl¢limiin ikisi tamamen g6z ardi edilir. Ancak yaklagimin hassasiyeti azalir.

Baslangigta y = f,(t) ve veri arasinda olgiilen uyum derecesi, verinin t koordinati ve
f,(t) nin t koordinat1 arasinda farkli goriiniir. Bu farklilik hata vektorii e iginde bir

araya getirilebilir. Veri ve f,(t) egrisi i¢in hata;
e ~ (74x57,54x74,43x 35,28.8x 25.3) — (93580, 39997,17095,0.7307)
= (-5.14,-0.0037,-0.2045,-0.0020) ~ (-5, 0,0, 0)

seklinde bulunur. Veri noktalarinin altinda kalan egri negatif hatalari tstte kalanlar
ise pozitif hatalar1 belirtir. Egri uydurmada kullanilan iki noktada da hatanin sifir

veya yuvarlama sayesinde sifira ¢ok yakin oldugu gézlemlenir.
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Egri icinde daha fazla parametre kullanma diisiincesi baglangigta iyi
goriinmesine ragmen hatali olabilir. Ornegin; teorik bir model f (t) = ae*' seklindeki

bir fonksiyon ile tiimor biiylimesini modelleyebilir. Bdyle bir teorinin saglandigi
durumlarda bile basit formiilleri kullanmak karmasik olanlarmna egri uydurmaktan

daha iyidir.

Tim bu agiklamalardan sonra verilerdeki detaylardan bazilar1 deneysel ve
rastgele varyasyonlardan dolayr olabilir. Tiim veri noktalarina yakin olan basit egri

tam olarak tiim noktalara ulagan iyi bir egri olabilir.

Yari Logaritmik ve Logaritmik Grafikler

Verinin iizerine f (t) =ae" egrisi uyduran ikinci denemede tiim veri noktalar

kullanilirsa, iki bilinmeyen olan a ve k parametreleri igin, K parametresi soniim
hizindan dolayr daha 6nemlidir. Bu durum, veri noktalarmin tamamini kullanan

soniim parametresi K yi bulmanin teknigine odaklanmay1 gerektirir.

k yaklagimi igin en uygun yol yari logaritmik egri kullanmaktir. Simdilik,
(t,y) = (t,ae") swrali giftine doért veri noktasmin yaklasimi incelenecektir.
y koordinatmin logaritmas1 alinarak veri doniistiiriiliirse, (t,Iny) :(t,kt+ln|a|)

formunun sirali ikilisi elde edilir. Bu noktalarin yeni ikinci koordinatlar1 daha basit

bir modele sahiptir. Bu durumda parametreler tnin lineer fonksiyonunu verir. Ciinkii
k ve In|a sabit oldugundan, kt+In|a| formundadirlar. Eger veri noktalarinin

doniigimii ile iliskili egrinin egimi bulunabilseydi k bozulma orani igin iyi bir

yaklasim olurdu.

Yari logaritmik egri i¢in doniisen (t,In y) verileri Tablo 3.2 ile verilir.

Tablo 3.2: Tablo 3.1’deki verilerin yar1 logaritmik dontigiimleri

t 0 1 2 3
Iny 8.347116561 | 8.2930491398 - 6.5911797829
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Ayrica (Int,y) yan logaritmik egrinin farkli tiplerden formlar1 olmasina ragmen,

amag K degeri i¢in en iyi yaklasimi bulmak oldugundan, bu durum yardimci olmaz.
Tablo 3.1’in verilerinin yar1 logaritmik doniisiimii Tablo 3.2 ve Sekil 3.3’i verir.
Sekil 3.3 hemen hemen lineer veri seklindeki verilerin yar1 logaritmik doniigiimiiniin

hemen hemen iistel veriye nasil doniistiigiini gosterir.

0 05 1 1.5 2 25 3
t (3 aylik zaman araligi)

6.5 :

Sekil 3.3: Tablo3.2 deki verilerin yar1 logaritmik egrisi (t, In(y))

Sekil 3.3 k ~—0.586 olmasi igin yol gosterir. Bu yol gosterme tahmini egim
i¢in biitiin veri noktalar1 kullanilarak hesaplanan en iyi uygulamadir. Burada diisiince
ilk olarak veri noktalarina doniisen yakin degerlerin egiminin bulunmasidir. Sonra k

icin tahmini bu {i¢ degerin ortalamasi kullanilir.
Ilk olarak déniistiiriilmiis iki veri noktasi arasindaki deger asagidaki gibidir.

m, ~(8.2930491398 —-8.347116561) /(1-0) = —0.0540674212

Benzer sekilde diger ardisik nokta ¢iftlerinin arasindaki degerler bulunabilir.

m, ~ (7.3165481772 —8.2930491398) /(2 —1) = —0.9765009626
m, ~ (6.5911797829 — 7.3165481772) /(3— 2) = —0.7253683943

Son olarak bu degerlerin ortalamasi alinarak;

k = (—0.5853122593) ~ —0.586
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seklinde k degeri tahmin edilir.

Biiyiime orani k nin yaklasimi ilk denemede bulunan sadece iki veri noktasi
kullanilan egri uydurmadan ¢ok az farklidir. Hala k nin yaklagiminin iyi oldugu
bilinmedigi halde, biitiin veriler kullanilarak bulunan tahmini deger sayesinde

yaklasimin iyi oldugu farzedilebilir. Veriyi modelleyen;
f2 (t) — ae70.586t

denklemini tamamlamak igin a parametresine bir deger bulunmalidir. Kolay yol
a degerini bulmak i¢in veri noktalarindan birini kullanmaktir. Bunu yapmak igin

ortadaki veri noktalarindan biri segilir (1,54 x74) ve veri kiimesinin merkezinde yer
alan bu noktalarin f,(t) egrisi i¢in en iyi uydurulmus olan egri olmasi beklenir. t =1

ve f,(t) =54x74 olarak alnip ¢oziildiigiinde, a~7179.960 elde edilir ve

f,(t) =7179.960xe >

olur. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 3.4 te verilmistir.

8000

7000
6000}
5000}

£, 4000¢
3000}
2000}

1000}

it 1

0 05 1 15 2 25 3

0. ! T

t (lic aylik zaman araligi)

Sekil 3.4: Fonksiyon f, (t) nin grafigi
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Yapilan islemler biitiin verilerin kullanildigi bir yolla daha iyi bir a
katsayisina nasil yaklasilabilir seklinde bir soru akla getirebilir. Logaritma ile veri

doniistirme disiincesi bu durumda kullanighdir. Clinki {istel bozulma lineer bir
davranis sekline doniistiiriiliir. y=ax" kuvvet fonksiyonunun veriye uydurulmasi
tarafindan verilen egriye benzer bir yaklasim kullanilir. Bu durumda belirli olan egri
icin X ve ynin her ikisininde logaritmasinin almmasi kullanishdir. Ciinkii y = ax"
ifadesi Iny=nInx+Ina ifadesine esittir. Bunun anlami
(Inx,Iny)=(Inx,Ina+nlInx) noktalarmin grafiginin n egimi ile birlikte egri
olusturmasidir. Bu sekildeki bir egri logaritmik egri olarak adlandirilir. Eger verilerin
logaritmik egrileri lineere yakin ise egrinin egiminin iyi yaklasimi uygun olan kuvvet
fonksiyonunun derecesi igin iyi bir yaklasimdir. Gergekten InXx ve Iny ile iligkili
egrilerin denklemi igin iyi bir yaklasim bulunursa bazi m ve b degerleri i¢in
Iny ~mInx+b olabilir. Bu denklemi iistellestirme y ~e"x™ ifadesini verir. Burada

uydurulan egri kuvvet fonksiyonudur.

Sonug¢ olarak yart logaritmik ve logaritmik dontigiimler uydurulan egrileri

verilere listel veya kuvvet fonksiyonlar1 seklinde yaklasan bir probleme doniistiiriir.
Hatalarin Olciimleri

Simdiye kadar dort veri noktasma iistel egri uydurmak i¢in iki yontem

kullanilda.
f (t) =9357.4x @ 0850t /0 f,(t) = 7179.960 o058t

Her iki yontemde de verilere uydurulan iistel egriler mantiklidir. Burada akla

bu egrilerin hangisi daha 1yidir sorusu gelmelidir.

Fonksiyon f,(t) ile verilen ikinci egrinin f (t) ile verilen birinci egriden
daha iyi oldugu diisiiniilmesine ragmen, f,(t) egrisinden elde edilmis veriler en az

sayida kullanildig1 i¢in hangisinin daha iyi olduguna dair daha kesin bilgiye ihtiyag
vardir. Hangi grafigin daha iyi oldugunu se¢mek icin grafiksel bir algi kullanmak

fazla 6zneldir. Bunun i¢in hata degerlendirmesi incelenecektir.
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Daha once;

e ~(-5,0,0,0)

tarafindan verilmis f,(t) i¢in hata vektorii hesaplandi. Burada verilen sayilarin her
biri ayni t degeri ile f,(t) nin grafigi lizerinde (t, f,(t)) noktasi ve (t.,y.) veri
noktalar1 arasindaki fark oOlgiilerek elde edildi. Girilen verilere gore f,(t) igin

uydurulan egrinin €, hata vektorii hesaplanirsa €,nin degerlerinden sadece birinin 0

oldugu goriiliir;

74x57 7179.960 x g % —2.9620
54 x 74 7179.960x g %% 0.0000

2 43x35 7179.960 x g 05862 -0.719
28.8x25.3) | 7179.960 x g 586" ~0.5091

Burada iki noktada miikemmel egri uydurma diger noktalarda daha kotii egri tiretir.

Hata 6l¢iimiinii hesaplamak icin kullanilanacak olan ilk yol her bir hatanin

kesin degerlerini toplamaktir. Bu durumda verilere uydurulan egriler i¢in toplam hata

“toplam sapma (TS)” olarak adlandirilir. f,(t) egrisi ve veri arasindaki hata igin;
TS(f,) ~|-5.140|+|-0.003| +|-0.204| + |-0.002| = 5.349
olur. Halbuki f,(t) i¢in toplam sapma asagidaki gibi olur.
TS(f,) = |—2.962| +|0.000| + |—0.719| + |0.509| =4.190

Burada toplam sapma f,(t) egrisinin f,(t) egrisinden daha iyi egriler uydurdugunu

sOyler.

Sadelesen problem i¢in hata 6l¢iimili yapmada kullanilan bir diger yol ise hata
vektorlerinin her birinin karesini alip toplamaktir. Bu hesaplama ‘“hatalarin

karelerinin toplami (HKT)” olarak adlandirilir.
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HKT (f,) = (-5.140)% + (0.003)* + (-0.204)* +(-0.002)* = 26.461229
HKT (f,) = (-2.962)” +(0.000)* +(—0.719)* + (0.509)* = 9.549486

Toplam hatayr 6lgmek i¢in HKT’nin kullanilmasi f,(t) nin f,(t) *den daha iyi

oldugunu gosterir.

Yukaridaki Ornekte goriildigi gibi HKT ve TS hangi egrinin daha iyi
oldugunu hesaplamak i¢in farkli kriterlere sahiptir. Veriye egri uydurmak i¢in toplam
hatanin 6l¢iimii her ikisinde de mantikli olmasina ragmen karsilagtirmanin standart
yolu bilinmediginden bir tanesi secilmelidir. TS hata hesaplama yonteminin daha
zayif Ozellikleri vardir. HKT’yi kullanmak ise hatalarin istatistiksel modelleri i¢in

uygun olabilir.

Bu konu bagligr icerisinde iki belirli egri bulundu ve bunlar akla gelmis olan
iki yaklasima dayaliydi. Hala daha iyi egriler olabilir. En iyi egrinin nasil

bulunabilecegi bir sonraki baslik i¢in bir sorudur.

3.2 En Kiig¢iik Kareler Yontemi

Bir 6nceki boliimde veriler i¢in uygun olan egrilerin yontemlerine yer verildi.
Veriler igin uydurulan iistel bir egri, uydurulacak olan diiz bir egri problemi olarak
yeniden olusturulabilir. Ger¢ekten en yaygin egri uydurma problemlerinin deneysel
yiizii genellikle diiz ¢izgi seklindeki egriler ile ifade edilir. Bunun igin deneysel
veriler toplanir, gerekliyse bir doniisim kullanilarak ¢izim yapilir ve veri
noktalarinin siklikla kabaca bir lineer hareket dizisi seklinde oldugu goriiliir. Bu
durumda verileri tanimlamak i¢in en uygun egri se¢ilmelidir. En uygun egriyi
bulmak i¢in yaygin olarak kullanilan yontem en kii¢iik kareler metodudur. En kii¢iik
kareler metodunun felsefesi hatalar1 6lgmek i¢in kullanilan, hata Olglimlerinin
karelerinin toplamimni hesaplayan yontemde kullanilan verileri minimize eden
egrilerin en uygun olaninin kullanilmasidir. Bu durum verilerin egimi olarak
tanimlanabilir. Bu yontem geometrik olarak en iyi yontemlerden biri olarak
diistinilir. Bu yontemin bir 6zelligi biitin veri noktalarin1 kullanan bir o6l¢i
yardimiyla en iyi egrinin se¢ilmesidir.
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Eger sadece iki veri noktasi varsa en kiiciik kareler yontemini kullanarak egri
uydurmak kolaydir. Herhangi iki nokta boyunca tam olarak giden egri bir dogrudur
ve bu dogrunun hatalarini hesaplamak i¢in karelerinin toplami kullanilarak yapilan
dlgiimde hata degeri 0 olur. Bdylece minimum deger miimkiindiir. Iki nokta boyunca
dogru olusturmak i¢in farkli cebirsel yollar bulunmasina ragmen burada bir matris
formu ile caligilacaktir. Varsayalim ki; veri noktalar1 (3,2.3) ve (6,1.7) olsun. O

zaman egri y = mx+b denklemine sahip oldugundan;
2.3=3m+b veva 3 1)(m) (23 3.1)
1.7=6m+b 16 1)) (17 '

olmak tizere m ve b degerlerini bulmaya ihtiyag vardir. Matris denklemi ¢oziiliirse

sonug asagida verilen gibidir.

m) (3 1)'(23) (-0.2
b) (6 1) (1.7) (29
Boylece uydurulan egri y =-0.2x+2.9 olur. Bu egrinin grafigi sekil 3.5’te verilir.

Matris denklemi kesin olarak ¢oziildiigii igin, egri kesinlikle iki veri noktasi boyunca

uzanir.

28

En kii¢iik kareler yontemi ile bulunmus egri
26+ | * Gercek veriler

Sekil 3.5: Y =—0.2X+ 2.9 fonksiyonunun grafigi
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Varsayalim (3,2.3),(6,1.7) ve (9,1.3) seklinde ii¢ veri noktas1 olsun. Ilk ikisi

yukaridaki ornekte kullanilmis verilerdir ve bdylece egri iizerinde bir nokta daha
bulunur. Ayrica, 3. veri noktas1 egri lizerinde degildir, fakat {izerine dogru uzanur.

Eger hala bu verilere egri uydurmak i¢cin y=mx+b seklinde bir denklem

olusturmay1 denersek;

2.3=3m+b 31 . 2.3
1.7=6m+b wveya |6 1 (bj: 1.7 (3.2)
1.3=9m+Db 91 1.3

denklem sistemi i¢in bir ¢6ziim bulunmasi gerekir.

Sadece kare matrislerin tersi bulunabildiginden bu denklemin ¢6zliimii mevcut

degildir. Eger olsaydi1 3 veri noktasi kesinlikle ayni diiz ¢izgi iizerine uzanirdi. Daha

genel olarak, varsayalim (X, Y,), (X, ¥,), (X3, ¥3),--, (X, ¥,) seklinde verilen en uygun
veri noktalar1 i¢in biitiin egrilerin 9:rﬁx+6 seklindeki bir denklemi bulunmak

istensin. Bunu yapmak igin asagidaki denklem sisteminde (m,B) katsayilarinin

bulunmasi istenir.

Y, =mx, + b X 1 Y1
Y, =mx, +b X, 1 Y,
Y, =mx, +b X; 1 . A
veya . =|. (3.3)
)
y, =mx, +b X, 1 A

Ancak bu denklemin (fi,b) icin bir ¢éziimii yoktur. Ciinkii orijinal veri noktalari

miimkiin olmayan bir egri {izerinde uzanir. Kesin olarak, bu ¢6ziimiin yerine m ve b

nin degerleri bulunmak istenir. Bu durum ise en kiigiik kareler yontemi

hassasiyetinde saglanir. M ve b heniiz bilinmemesine ragmen, her bir egri igin

y =mx+Db seklinde bir fonksiyon diisiintilebilir.
yi:mxi+b' i:1,2,...,n
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Hatalarin Hesaplanmasi

Bu aday egride ele alinan noktalarin y koordinatlari belirlensin. X; ile de x

koordinatlar1 belirlensin. Bu durumda aday egri i¢in hata vektorii asagidaki gibidir;
e(m,b) = (¥, = 1, Yo = ¥or-s Yo = V)
=(y,—mx,—b,y,—mx, -b,...,y, —mx. —Db)
Toplam hata, her bir hatanin karelerinin toplam: kullanilarak asagidaki gibi bulunur.

HKT (m,b) = (y, —mx, —b)? +(y, —mx, —b)* +...+(y, —mx_—h)’

=3 (y,—mx —b)’

Burada dikkat edilmesi gereken durum, hata vektorii ve toplam hatanin diisiiniilen

egri igin M ve b nin segimlerine dayanmasidir. Amag 1 ve b degerlerini bulmaktir.

m ve b nin miimkiin olan biitiin se¢imleri arasinda bu sayilar en kii¢iik hale getirilir.

[lk olarak M katsayisina odaklanilir. Eger HKT (i, b) en kiigiik degeri alirsa m

sayisinin herhangi bir se¢imi, HKT (m, b) *nin degerine esit veya daha biiyiik

olmalidir. Yani asagidaki gibi olur.

HKT (m, b) > HKT (1, b)

n A2 n . a2
Zi:l(Yi —mx; _b) 2Z‘,H(yi —mX; _b)
Ifade m=mM+¢ kullanilarak M degerinin en uygun degerinden M nin

karsiligin1 bulmak i¢in bazi ¢ degerleri icin distlniiliir. Bu esitsizlikte m degeri

yerine yazilarak asagidaki ifadeye ulasilir;

n A A2 n A A2
Zizl()’i —mx —ex —b) = zi:l(yi —1x; —b)

veya
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> (s~ —B %)~ (y, ~ i ~5)*) >0
Bu ifade diizenlenirse;
> (—2ex,(y; —1ix, —b) +(ex)%) > 0
veya
—2e(3." % (y;—1ix —b)+e* Q.7 %) >0

seklinde olur. Bu esitsizlikte ¢ degerinin 0 a yeterince yakin oldugu dikkate

alinmalidir. Esitsizligin sol tarafindaki ikinci terim birinci terimle karsilastirildiginda

& nedeniyle &nemsizdir. Bdylece & un biitiin kiiciik degerleri icin esitsizlik

saglanmalidir. Yine de ¢ pozitif veya negatif olabileceginden tek uygun yol birinci

terimin daima negatif olmasidir.

Eger;
> Xy~ =b) =0 (34)

saglanirsa, bu durumda HKT kullanilarak degerleri en kiigiik hale getirmek i¢in M
ve b degerlerinin saglanmasmin gerektigi goriiliir. Ciinkii sadece iki bilinmeyenli bir
denklemdir. Burada tiim X; ve Y, ler veri degerleridir. Bu durum asagidaki gibi daha

basit ifade edilir.
(z::lxiz)m+(z::1xi )BZZ::lXi i (3.5)

Birgok calismadan sonra h ve b ile iliskili olan bir denklem bulunabilir. i ve b

ile iliskili iki denklemi bulmak icin, b ye odaklanarak benzerleri bulabilir. Buradan;

(Zinzlxi )rflJrnB:Zi":lyi (3.6)
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saglanir. Simdi (3.5) ve (3.6) ifadeleri ile verilen i ve b ile iliskili iki denklem ele

almsin. iki bilinmeyenli iki denklem M ve b icin ¢ozilebilir ve en kiigiik kareler

egrisi;
y=mMx+ b
seklinde bulunur. Egri uydurmak igin kullanilan veriler ve bu veriler ile olusturulan

matris 0rnegi tekrar incelenirse;

A=
111

© O w

1

. ; (369
1| ise A =
1

olur. Denklem (3.3) ‘deki orijinal matris géz Oniine alinirsa, bu matrisin veri
noktalar1 boyunca egri bulmak i¢in ¢oziilmeyi bekledigi bilinmektedir. Denklemin

her iki tarafi da soldan matrisin transpozu ile ¢arpilirsa asagidaki ifade elde edilir.

X 1 Y1
X, 1 Y
X X X oL . X, 1 P D A &
(111...1] 1{111...1}
1
X, 1 A

Matrislerle igslem yapilirsa;

XXX XXyt X, (mj XY, + XY, +e XY
X A+X+.o.+X  1+1+..+1 Jb Yo+ Y, +otY,

Bu ifade toplam sembolii kullanilarak;

n

X 2 (m}_ 2K (3.7)

n

i=1 Xi n b Zin:l yi

seklinde ifade edilir. Yukaridaki ifade, (3.5) ve (3.6) ifadeleri ile karsilagtirilirsa bu

denklemlerin ayn1 oldugu goriiliir. Denklem (3.6), (3.7) numarali denklemin alt
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satirinda, (3.5) numarali denklem ise (3.7) denkleminin st satirinda yer alir. Bu
gozlem en kiiglik kareler egri uydurma metodunu uygulamak icin hizli bir yol saglar.

Denklem (3.3) ‘lin en kii¢iik kareler yontemi ile ¢6ziimiinii bulmak i¢in denklemin
her iki tarafi da matrisin transpozu ile garpilir ve M ve b i¢in olusan sistem ¢oziiliir.
Bulunan sisteme en kiigiik kareleri uygulamak i¢in; (3,2.3),(6,1.7),(9,1.3) seklinde

verilmis olan ii¢ veri noktasina en uygun egriyi bulmak i¢in ilk olarak (3.2) numarali

denklemden asagidaki normal denklemi elde edilir.

31 2.3
36 9 m 3 6 9 126 18)(m 28.8
6 1 = 1.7 | wveya =
111 b 111 18 3 )\b 5.3
9 1 1.3

Buradan son denklemin her iki tarafi esitligin sol tarafindaki matrisin tersi ile

carpilirsa M ve b degerleri asagidaki gibi elde edilir;

m) 1 3 -18)(28.8) (-0.1667

b) 126*3-18*18(-18 126)( 5.3 ) | 2.7667
Ug veri noktast kullanilarak en kiigiik kareler yontemi ile en uygun egri;

y =-0.1667x+2.7667

seklinde bulunur. Sekil 3.6’da bu egrinin grafigi ve Sekil 3.7°de de egrinin en kii¢iik
kareler yaklasimi, ger¢ek veriler ve bulunmus olan egrinin karsilastiriimasi

verilmektedir.

Verilere uygun egri uydurmada en kii¢lik kareler yaklagimini kullanmak i¢in
en Onemli asama en iyi egriyi en kiiciik HKT ile se¢mek icin kullanilan kriteri

anlamaktir. Tkinci durum gergekten o egriyi elde etmek igin yapilan hesaplamadir.
Bu hesaplamalar i¢in adimlar asagidaki gibidir.

1. Denklem icindeki her bir noktayr saglayan y=mx-+b egrisi lizerinde olan

biitiin veri noktalarina m ve b yi saglayan denklemler yazilir. n veri noktasi
icin iki bilinmeyenli n tane denklem olur. m ve b daima kesin olarak
coziilemeyebilir.
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En kiguk kareler yontemi ile bulunmus edri
*  Gergek veriler
21
g
>
15¢
1 1 1 1
2 4 6 8 10

Sekil 3.6: ¥ =—0.1667x+2.7667 fonksiyonunun grafigi

26

L +  x(t) verileri
24, ——x(t) egrisi 1
292l 3 x(t) en kiicik kareler yaklagimi ||

1.8¢

161
14
12

0.8

Sekil 3.7: En kiigiik kareler yaklagimi, gercek veriler ve egrinin karsilagtirilmasi

Denklem asagidaki gibi matris formunda ifade edilir.

Burada A ve b sirasiyla sayisal verilerden olusan bir matris ve bir vektordiir.

Denklemin her iki tarafida soldan A" matrisi ile carpilarak ‘“normal

denklemi” olusturulur.
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ATA(::J:ATb

4. Hesaplanan ATA, A'b ve (A"A)™ kullanilarak denklem ¢oziiliir. Cozim;
m
(BJ —(ATA)ATh

seklinde bulunur.

Yukaridaki Ornekte ti¢ veri noktasi i¢in A matrisi tersi olan bir matris
olmamasma ragmen A'A matris carpimmin tersi vardir. En kiigiik kareler
yonteminde kullanilan herhangi bir A matrisinin siitunlarinin  belirli formu
sayesinde, A" A carpiminin neredeyse her zaman tersi vardir. En kii¢iik kareler
¢ozlimill matris cebiri kullanilarak bulunabilir. Bu olay lineer cebirden ek teori
getirmesine ragmen farkli X koordinatlarinda en az iki noktaya sahip verileri
saglayan A'A nin tersini alacaktir. Dahast A" Anm tersi oldugu zaman normal
denklemin sadece bir ¢oziimii vardir. Veri kiimeleri i¢in en uygun egri, HKT igin
verilen en kii¢iik degerlerin hepsinden daha iyi sonug verir. Bu ise en kiigiik kareler

yontemi hakkindaki iddiay1 dogrular.

3.3 Tek Tiimoér Biiyiimesinin Adi Diferansiyel Denklem Modelleri i¢in

Egri Uydurma

Bu baghk altinda tek tiimdr biiylimesinde ele alinmis olan modellerin
cozlimleri kullanilarak, bu c¢oziimlere egriler uydurulacaktir (DeWoskin ve dig.,

2011).

Elimizde yeterli sayida gergek tiimor verileri bulunmadigindan dolayi, bu
veriler Matlab programlama dili yardimiyla elde edilir. Sonrasinda elde edilen bu
veriler kullanilarak egriler uydurulur. Bu ¢alismada en kiigiik kareler yonteminden

Matlab’in “Isqcurvefit” komutu kullanilarak faydalanilacaktir.
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Tek tiimor biiylimesi modelleri sezgiseldir ve biiylimeyi yoneten karmasik
stireglerle aciklanmaya calisilmamalidir. Sonug olarak hi¢gbir modelin gergek timor
verileri ile miikkemmel eslestirilmesi beklenemez. Fakat bazi modeller digerlerine
gore daha iyi yaklasimda bulunabilirler. Bu modelleri degerlendirmek i¢in en temel

yaklagim tiimér verilerinin zaman serileri alinarak yapilanidir. {t.,x}, 1=0,12,...,n

igin (2.4),(2.6) ve (2.8) numarali denklemlerin ¢6ziim formlarindan biri, yaklagimin
model parametrelerini hesaplamak i¢in uygun olabilir. Veri ve en uygun ¢oziim
arasindaki artik hata biiyiikliigii modelin uygun olan en iyi ¢oziimiinii verir. Gergek
timor verisini ¢alismalar i¢in elde etmek kolay degildir. Bu yiizden {i¢ modele kars1
taklit veriler uydurulur. Bu bahsedilen (2.4), (2.6) ve (2.8) adi diferansiyel denklem
modelleri i¢in 3 farkli genlik degeri (. genlik ) kullanilarak veriler tretilir. Bu veriler
tiretilirken Matlab’in randn komutu kullanilir. Genlik degeri 0.01 oldugunda yani
(2.4) ile bulunmus olan ¢bziime kiigliik seviyede giiriiltii eklendiginde ti¢ denklem

icin bulunan katsay1 degerleri sirasiyla;

Lineer olmayan timér biiyiimesi modeli i¢in; k; =1.1001, E, =1.4020
Lojistik biiytime modeli i¢in; k, =1.3161, E, =1.6533
Lineer ayrilabilir (lineer biiyiime) modeli i¢in; K, =1.5461, E; =1.8006

seklinde elde edilir. Sekil 3.8 ile bu parametre degerlerine karsilik gelen egriler

verilir.

Genlik 0.01 (Kigiik Gorilti)

x(t)

0 05 1 1.5 2 25 3

Sekil 3.8: genlik =0.01 durumunda uydurulmus olan egrilerin grafigi
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Genlik degeri 0.1 olarak alindiginda yani (2.4) ile bulunmus olan ¢éziime orta

seviyede giirtiltii eklendiginde {i¢ denklem i¢in bulunan katsay1 degerleri sirasiyla;

Lineer olmayan tiimor bityiimesi modeli i¢in; k, =1.0887, E; =1.4369
Lojistik biiytime modeli i¢in; k, =1.3081, E, =1.7060
Lineer ayrilabilir (lineer biiyiime) modeli i¢in; K, =1.5390, E, =1.8137

seklinde elde edilir. Sekil 3.9 ile bu parametre degerlerine karsilik gelen egriler

verilir.

Genlik 0.1 (Orta Guriltd)

x(t)

0 05 1 15 2 25 3

Sekil 3.9: genlik =0.1 durumunda uydurulmus olan egrilerin grafigi

Genlik degeri 0.2 olarak alindiginda yani (2.4) ile bulunmus olan ¢dziime
biiylik seviyede giiriiltii eklendiginde li¢ denklem igin bulunan katsayi degerleri

sirastyla;

Lineer olmayan tiimor bityiimesi modeli i¢in; k; =1.1535, E, =1.3789
Lojistik biiytime modeli i¢in; k, =1.3703, E, =1.6095
Lineer ayrilabilir (lineer bitylime) modeli igin; K, =1.5977, E, =1.8472

seklinde elde edilir. Sekil 3.10 ile bu parametre degerlerine karsilik gelen egriler

verilir.
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Genlik 0.2 (Buyuk Guralta)

x®

Sekil 3.10: genlik = 0.2 durumunda uydurulmus egrilerin grafigi

Verilerdeki hata seviyesi ¢ok kiiciik oldugu zaman, en uygun model

belirlenmigtir. Hatali veri 6l¢iimii i¢in lic model arasindaki farkin hata seviyesi i¢in
bir model ¢ikarilabilir ve sonra iki farkli model (bu durumda X (t) ve X,(t) ’nin

dogru ¢oziimleri) karsilastirilabilir. Yeterince biiyiik hata dizileri i¢in uygun olan en
1yi sonuclar bulunur. Cok seyrek veriler i¢in parametre yaklasimi ve modelin se¢imi

daha az giivenilir olabilir.

3.4 Hatalarim Hesaplanmasi

Bu baglik altinda 3.2 boliimiinde iretilen veriler ve bunlara uydurulan
egrilerin hata seviyesinden bahsedilecektir. Hatalarin hesaplanmasi icin iiretilmis
olan veriler ile egrilerin farkinin standart sapmasi alinarak her ti¢ giiriiltii degeri i¢in
ortalama degerler hesaplanir. Standart sapma alinirken Matlab programlama dilinin

std komutu kullanilir. Bu bilgilerden sonra elde edilen verilen asagidaki gibi olur;

Kiigiik guriiltii: genlik =0.01 durumu;

X, (t) hata =0.01005; X, (t) hata =0.05490; x,(t) hata =0.43745

Orta giiriiltii: genlik =0.1 durumu;
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X, (t) hata =0.09970; Xx,(t) hata =0.11875; X,(t) hata =0.11915

Biiyiik giiriilti: genlik =0.2 durumu;

X, (t) hata =0.19955; x, (t) hata =0.20655; X,(t) hata =0.20710

Buradan elde edilen sonuglardan anlasilacagi gibi veri degerlerinin birbirine

yakin olmast diger durumlardan daha iyi sonug verir.
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4. POPULASYON DINAMIK MODELLERI

Bu boliimde metastazlarin yayilmasinin matematiksel modellemelerinden
bahsedilecek ve ¢oklu metastatik tiimorlerin koloni biiyiiklik dagilimlar1 igin
dinamik modeller incelenecektir. Ayrica anlatimlarda ¢ogunlukla Iwata ve dig.

(2000) ve Stein ve dig. (2011) makalelerinden faydalanilacaktir.

Metastazlar, birbirinden uzak olan organlarda bir ya da birden fazla olusan
timorlerin  yayilmas: sonucu olusur. Kanser terapilerinde en iyi tedaviye karar
vermek i¢in metastatik tiimdrlerin bir kolonideki biiyiikligiiniin yaklasik degerleri ile

kolonilerin gelecekteki yayillma hizi tahminlerine ihtiyac¢ duyulur.

Popiilasyon dinamikleri, metastazlar ve kolonilerin biiylimesi ile olusan
kolonizasyonlar ile agiklanir. Kolonizasyon biiyiimesi Gompertz fonksiyonuna bagl

oldugunda U seklindeki modeller elde edilir (Iwata ve dig. 2000).

Doérdiincti bolim matematiksel popiilasyon dinamik modellerinin iki farkl

formundan ilkini anlatacaktir. Diger model ise besinci boliimde incelenecektir.

Ele alinan denklemlerde tiimor sayilari n ile verilen dagilim fonksiyonunun
geligimini tanimlar. n degeri t zamaninda X ile verilen biiyiikligiin sayisidir. Eger
biyiikliik stirekli bir degisken olarak disiiniilirse model “Mc Kendrick-Von

Foerster” modeli olarak adlandirilan bir denklemdir.

Ikinci bir durumda ise biiyiikliik, hiicrelerin sayisiin sayilmasi gibi
ayriklastirilmis olarak ele alinir ve adi diferansiyel denklem ciftleri olusturulur. Bu
model “Becker-Doering” denklemleri olarak adlandirilir (Stein ve dig. 2011). Bu

model besinci boliimiin konusu olacaktir.

4.1 Mc Kendrick-Von Foerster Matematiksel Modeli

Metastazlar birden fazla ana tiimdriin etkilesimi ile gerceklesir. Metastazlarin

biiylime ve yayilma siirecini matematiksel olarak ifade etmek i¢in t =0 zamanindaki
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tek bir tiimor hiicresinin, birim zamandaki g(x) oraninda biiyiimesinden olusan ilk
tiimoriin ideal durumu géz oniine alinir. Burada x degiskeni tlimoriin i¢indeki hiicre
sayilari ile ifade edilen timor buyiikligidiir. Biyliyen timor £(x) oraniyla bir tek
metastatik hiicreyi yayar. Her metastatik hiicre g(x) oraninda biiyiiyen ve ilk
timorde oldugu gibi metastazlarin yeni olusan c¢ekirdeklerini yayan yeni timor

hiicreleri i¢inde gelisir (Iwata ve dig. 2000).

Zaman degiskeni t ye ve hiicre sayis1 x e bagl olarak alinan p(X,t) ifadesi

ile metastatik tiimorlerin koloni biiytlikliikk dagilimi gosterilecektir. Bu durumda
p(x,t)dx ifadesi ise xten x+dxe, t zamaninda gergeklesen metastatik tiimorlerin
biiyiikliik oraninin sayisini1 verecektir. Burada kolonizasyonlar birbirinden yeterince
uzak olmalidir. Ciinkii yeterince uzun zamanli periyotlarda alanlar iist tste
gelmezler. Ayrica olusan tiimdrlerin tedavi veya hastanin oliimii ile yok olmadig

kabul edilecektir.

Bu acgiklamalardan sonra koloni biiyiiklik dagiliminin dinamikleri modeli
Von Foerster denklemi baslangic ve smir kosullari ile birlikte asagidaki model
asagidaki ile verilir (Iwata ve dig. 2000).

op(x.t) , A(9()p(x.1))

p ™ =0 (4.2)
p(x,0)=0 (4.2)
9P = [ BOIp(x,t)dx+ B(X) (4.3)

Baslangi¢ kosulu olarak alinan (4.2) denklemi baslangigta tiimor olmadigi
anlamima gelir. Denklem (4.3) ‘iin sag tarafinda integral ile verilen ifade t aninda
birim zamanda olusan yeni metastatik hiicrelerin sayisini belirtirken ikinci fonksiyon

ilk tiimorden yayilan daha d6nce olugmus olan metastazlarin toplamini verir.

Zaman degiskeni olan t anindaki ilk timor hiicrelerinin sayist X (t) ile

verilir. Onceki bdliimden bilindigi gibi ilk tiimdriin modeli asagidaki gibidir.
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dxp

FZ 9(x,)

X,(0)=1

(4.4)

Yukaridaki denklemin sag tarafindaki g(x,) Gompertzian biiylime orani asagidaki

gibi segilir:
b
g(x) = axlog; (4.5)

Denklem (4.5)’in sag tarafinda bulunan a sayisi biiyiime orani sabitidir, b sayisi ise
timoriin doygunluk seviyesindeki biiyiikliigiinii verir. Denklem (4.4)’{in sag tarafi,
denklem (4.5) ile verilen Gompertzian biiylime orani ile ele alindiginda ¢6ziim

asagidaki gibi olur.
1_e—at
X,()=b (4.6)

Denklem (4.6) ile verilen ¢6ziim ana tlimordeki hiicrelerin sayisindan elde edilir.

Bagka bir biiylime orani:

B(x) =mx* (4.7)

ifadesi ile verilir (Iwata ve dig., 2000). ifade (4.7)’de m kolonizasyon katsayisini, o
ise kan damarlarindan gegen tiimoriin fraktal (oransal kirilma) biiytikliigiinii gosterir.
Denklem (4.7) mekanik olarak x in biyiikligi ile orantili, kan damarlar ile temasi
olan tiim hiicrelerin sayisinin metastazlara oranin1 agiklar. Burada kan damarlarn
metastaz hiicrelerinin dagilimi i¢in kanallar1 saglar. Fraktal biiyiikliik (oransal
kirilma biytkliigii) olarak adlandirilan o sayisit ise kan damarlarinin dagiliminin
icinde veya iizerindeki tiimérii ifade eder. Ornegin; tiimdriin yol a¢tign damarlanma

yiizeysel oldugunda yani kan damarlar1 timoriin ylizeyi lizerine yayildiginda o
2 2.
fraktal buytkligi §z0.663 olarak belirlenir. Clinkii timoriin yiizey alam1 X° ile

orantilidir. Ote yandan kan damarlar1 tiimériin tamaminin igine yayildiginda o *nin

degeri 1 olur.
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Denklem (4.1) ‘de (4.2) ve (4.3) kosullari ile verilen problem (4.5) ve (4.6) ifadeleri
dikkate alinarak c¢ozilir. Bu ¢oziim i¢in Laplace dontisiimiinden faydalanilir.
Yapilan islemler sonucunda p(X,t) ¢6ziimii asagidaki gibi bulunur (Iwata ve dig.

2000).

1 1fy logx)
p(x,t)—alogbx(l Iogbj > . Res[f(s),az] (4.8)

Denklem (4.8)’da toplam ifadesinde yer alan f (s) fonksiyonu asagidaki
gibidir.

f (S) _ e(%)Iog[l—logx/logb]Jrst 1+ %n
% —F(@ %+1 alogb)

f (s) *nin kutuplar1 a4, (k =1,2,...) ifadesi;

%4 =F(L 4 +Lalogh) (4.9)

ifadesinin kokleridir. Bu kutuplarda reziidi hesaplandiginda;

-1
a 1w log x 1
Xt)=—o = e | 1— A<x<x (t) (4.10
P mb” logh x <~ ( Iogbj c(4,) () (410)

c(Z) =2, [(-alogb)"1/[n!(4 +n)’]
olur (Iwata ve dig., 2000).

Denklem (4.1) ile verilen bitylime modeli asagidaki gibi agiklanacaktir (lwata
ve dig. 2000):

Hastalik veya dogal 6liim ile tiimoriin yok olma durumu goz ardi edildiginden
X biuyiklikli timoér dt periyod sonrasinda X+T biiyiikliigiinde biiylime

gosterir. Boylece p(X,t)Ax ifadesi;
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P(XD)AX = p(X+ g(X)At, t + At) { AX+ g (X + AX)At — g (X)At }
seklinde olur. Yukaridaki ifadede sag tarafi Ax ve At’ye gore tekrar yazarsak;

P A ={ p(X, 1) + p, (X, 1) G (X)At + o, (X, t) At +.. - {AX+ (9 (X) + 9, (X)AX +...) At — g (X) At}

At — 0, AX — 0 durumunda denklem tekrar diizenlenirse;

ap(xt) , 2g(Mp(xt) _
ot OX

seklinde (4.1) denklemi elde edilir. Coziim tekrar incelendiginde elde edilen F
ifadesi Kummer hipergeometrik bilesen fonksiyonudur (Ek C). Denklem (4.9) , 4, ile
verilen bir ana koke sahiptir. Bunun anlami (4.8) denkleminin sag tarafindaki toplam

ifadesinin i¢inde 4, ile iligkili olan terim;

(-

ifadesi ile orantili oldugundan yeterince uzun siirede timdr biyiiklik dagilimi

asimptotik davranig gosterir. Eger A <1 ise asimptotik dagilim U seklinde olur.

logh

A, >1 durumunda m > ax
(b” -1)

veya tam tersi verilir. Ctnkii (4.9) ifadesi 4, =1
i¢in;

a_b*-1
m «alogb

seklindedir. Sekil(4.11), Sekil (4.12), Sekil (4.13), Sekil (4.14) ve Sekil (4.15) ile bu
parametre degerleri ile koloni biiyiikliik dagilim fonksiyonunun nasil oldugu

gosterilir.

Denklem (4.10) ‘deki ¢6ziimiin;
a=0.00286, b =7.3x10", m=5.3x10"%, @=0.663 (Iwata ve dig., 2000) ve
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A, =5.8057x10° (Devys ve dig.,2009) parametreleri kullanilarak elde edilen grafik,

Sekil 4.11 ile verilmistir.

-11

4x10
Z2 “
a
3
S
€ Of |
=3
Ele)]
o]
>_
€ -2} |
o
=
S
g 4 '
0 2 4 g 2
Koloni Buiyiikligii x(t) % 10"

Sekil 4.11: a=0. 00286 durumunda Gompertz Biiyiime Orani ile Asimptotik Koloni Biiyiikliik
Dagilimi

Sekil 4.12°de a =0.0143 alinmis diger parametreler ayn1 kalmistir.

-1

N
1

o
L

1
—_
T
il

Kolonilerin Yogunlugu p(¢.t)

1
N
L

0 2 4 8
Koloni Biiyikliigii x(t) x10"

o

Sekil 4.12: @ =0.0143 durumunda Gompertz Biiyiime Orani ile Asimptotik Koloni Biiyiikliik
Dagilimi
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Sekil 4.13 © te @=0.4 alinmistir. Diger degerler ise Sekil (4.11)’de verilenler gibidir.

x10

Kolonilerin Yogunlugu p{.t)

0 2 4 6 8
Koloni Buiyikligi x(t) x10™

Sekil 4.13: o = 0.4 durumunda Gompertz Biiyiime Orani ile Asimptotik Koloni Biiyiikliik Dagilimi

Sekil 4.14°te  =0.8 alinmistir. Diger degerler ise Sekil (4.1)’de verilenler gibidir.

x10™"

o
[

o
T

S
o

'
ry
T

Kolonilerin Yogunlugup(x,t)

.

2y

o
:

0 2 4 9 8
Koloni Biiyiikliigii x(t) x10'"

Sekil 4.14: o = 0.8 durumunda Gompertz Biiyiime Orani ile Asimptotik Koloni Biiyiikliik Dagilim1

Sekil 4.15’te b =3.65x10" almmustir. Diger degerler ise Sekil (4.1)’de verilen
parametre degerleridir.
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Kolonilerin Yogunlugu p(x,t)

0 2 4 g 2
Koloni Biyiikliigii x(t) x10"

Sekil 4.15: b =3.65 x10" durumunda Gompertz Biiyiime Orani ile Asimptotik Koloni Biiyiikliik

Dagilimi

4.2 Mec-Kendrick Von-Foerster Modeli icin Sonuclar

Denklem (4.1) tekrar diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir.

op op dg
P L)l -_% 4.11
- a( )ax ol (4.11)

Bu formda modelin ¢oziimii karakteristikler metodu kullanilarak elde edilir.

p(x,t) = p(X(t),t) ile p ve X fonksiyonlar1 adi diferansiyel denklemi saglar.

% __[d9
ot dx

Jp o4 (4.12)

Yukarida verilen (4.12) ifadesi hesaplanmis olan ¢oziimiin gosterimi i¢in g6z

Onune alinir.

Fonksiyon g(x) ile modellemenin bazilar1 i¢in 6nemli sonuglar1 (lineer

homojen olmayan ve lojistik model) asagidaki gibi agiklanir:
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Eger g(x) fonksiyonu sonlu kararli denge biiyiikliigiinii veren x" da isaret

degistirirse X~ sayisinda baslayan karakteristikler yine X a yakinsar. Fakat bu durum

t =00 durumunda gegerli olur.

Lineer ayrilabilir biiyiime modeli (2.8) ifadesi ile tiimor biiyiikligiiniin ve
tiimor biiylimesinin veya tedavi edilemeyen tiimor biiyiimesi orani ile karsilastirilan

ilac etkisinin direncine bagli bozulma ortaya ¢ikmaz.

X, t), 1<x<x (t
:{p( ) X0 w13)
0, X, (t) X<
Sonug olarak (4.1) ifadesi ile verilen sinir kosulu asagidaki gibidir.
Xp (1)
g pRt)= L BX)p(x.t)dx + B(x, (1)) (4.14)

Bu ifade p(x,t) ile kontrol edilen zamana bagli integral denklemdir ve bundan

dolay1 dogum oran1 £(x) tiimor biiyiikliigliniin hesaplanmasinda 6nemli rol oynar.

4.3 Von-Foerster Modelinde Ila¢ Etkisinin incelenmesi

Burada Von-Foerster modeli biiyiime oran1 ve dogum orani fonksiyonlarinin

belirli formlari ile (4.1)-(4.2)-(4.3)-(4.4) ifadeleri diisiiniildi (Stein ve dig 2011).
g(x)=kx, A(x)=mx" (4.15)

Biiylime orani herhangi bir ilag etkisi ile agiklanacaktir. Bu se¢imin agik

¢Ozimii:
p(x,1) = % oo mictglermt 1 < x < (x, (t) =€*) (4.16)

seklindedir.
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Biiyiime Fonksiyonu I¢cin Modifiye Problem: g(x) =k — Ex

Ilag etkilerini Von-Foerster probleminde ¢dzmek icin tek tiimor biiyiime

modeli (2.4) ifadesindeki yayilma ile incelendi (Stein ve dig. 2011):

dx
— =k -EX 4,17
” (4.17)

Yukaridaki (4.17) ifadesi (4.18) karakteristik denklemini verir.

dx dp
—=k-Ex, ——==E 4.18
dt a7 (4.18)

Karakteristikler tizerinde parametrik ¢oziimler asagidaki gibidir.

X, (t)=e" + E 1-e®), x(t)=xe "+ E (1-e ) (4.19)

p(x,1) = p (%, )e™ (4.20)

Dogum orani i¢in S(X) =mx“ fonksiyonu kullanilir. Burada sadece ilk tiimoriin

degisimini iceren basit bir degisim tiimor olusum kosulunu basitlestirir.
g@p@t) =B, 1) (4.21)
Karakteristik ¢oziimlerin yeri; X, = xe™ +k/E(l—e™) ve x=1de degerlendirilir.

g K EtyaEt _ -Et E _ a-Et §
(k-E), (e +E(1—e e _m£e +E(1 e )j (4.22)

Bu ifade t zamaninda X hiicre sayisi ile metastatik tiimorlerin koloni biyiiklik

dagilimin verir. Bu ise denklem (4.23) ile agiklanir.

mE“ e (E-K)?)
1) = k 4.23
P k—Ex[ i Ex—k ( )
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Genellestirilmis Tiimor Biiyiime Orami I¢in Coziim: g(x,t) =[k — E(t)]x

Benzer sekilde (2.8) ifadesi i¢in lineer ayrilabilir model asagidaki gibidir.
% =[k —E(t)]x (4.24)

Burada ilacin etkisi zamanla degisebilir. Sonra karakteristikler metodu metastazlarin

dagilimini iiretir. Bu denklem (4.25) ile ifade edilir.

[(m ) ety (o) feEos )
p(x,1) _[k_ E(t)]x e (4.25)

Lojistik Biiyiime Orami I¢in Coziim: g(x) = (k — Ex)x

Son olarak (2.6) ifadesinin lojistik modelinin  genellestirilmesi;

g(x) = (k — Ex)x ifadesi (4.26) karakteristik denklemlerini saglar.

%:(k—Ex)x, Z—fz—(k—ZEx)p (4.26)
Pratik ¢oziimler ile;
kx x,)e" . _
0= g e A0= 2 Ee ey @2
0

seklinde bulunur.

Yukarida verilmis olan (4.27) numarali denklem biitin dagilimlar

hesaplamak i¢in (4.21) ile kullanilmistir.

4.4 Von-Foerster Modelinin Sayisal Olarak Hesaplanmis Coziimleri

Sayisal sonuglarin genel bakisindan elde edilenler;
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1. Biiyiime fonksiyonu g(x) =kx igin ilk tlimoriin biiylimesi X, = e ile verilir.

Metastatik tiimorler i¢in yogunluk fonksiyonu boliim 4.1 de verilmis olan ¢6ziim gibi

monoton azalma gosterir (Sekil 4.16’da goriiliir).

p() Yogunluk

0 2 4 6 8 10
x Tumér biiyukligii

Sekil 4.16: Hesaplanmig dagilim fonksiyonu t =10 igin ¢ (X) =kx durumu

(m =5.3x10°, «=0.663, k = 0.3)

Sekil (4.16) ayrica dogum oranindaki ¢ iistel artigin 1< x < X aralig1 iizerinde esit

dagilima yakin olan tiimorlerin dagiliminin saglanabilecegini gosterir.

2. Biiylime fonksiyonu g(x) =k — Ex ile model i¢in dagilim fonksiyonu verilir.

Burada ilk tlimorin biyiimesi X, :(Xo—%jekt+é fonksiyonu ile agiklanir.

o : k : :
Gegmisteki tiimor biiylkligi ise X, =E oldugundan artmaz. X, ifadesi

bliyilikliigliniin en fazla olabilecegi yaklasimdir ve ilk tiimor ile aymi biiyiikliikteki

timorlerin birlesiminin sonucudur. Dinamiklerin bu formu g(x) fonksiyonunun

pozitif kararl tiiméor biiyiikliigii olan X" sayisinin sifir olmas1 durumunda sonuglanur.

Burada X = E seklindedir.

3. Biiyiime orani fonksiyonu olan g(x) =ax|n(9j , 4.1 boliimiinde verilmis
X

olan modelde agiklanan bir modeldir. Bu model Gompertzian biiyiime modeli olarak
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adlandirilir. Verilmis olan Gompertzian modelinde ilk timdr biiytkligi x, <b ile

sinirhdir. Parametre degerleri « ’nin iki farkli degeri ile ele alinir (Sekil 4.17).

7 «=0.663 A1 «=1.0
3x10 ' ' 8x10 .
7
25
6
2
5
215 X4
[+ [+
3
1
2
05
1
0 : : 0 :
0 10 20 30 0 10 20 30
x® x®

Sekil 4.17: Hesaplanmis dagilim fonksiyonu i¢in t =10 durumu
(a =0.00286, a =0.663, b=7.3x10°, m=5.3x10%, 1= 5.8057><10’3)
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5. BECKER-DOERING TiPi POPULASYON DENGE
MODELI

Bu boliimdeki anlatimlarda ¢ogunlukla Stein ve dig. (2011) metastatik tiimor

biiylimesinin dinamik modelleri ¢alismasindan faydalanilacaktir.

Timor bliylimesi ve kiigiilmesi ile ilgili stireglerle ilgili bir baska yaklagim
Becker-Doering tipi populasyon denge modelidir. Bu modelde timdr biiytikliikleri
ayriklastirilmis olarak degerlendirilir ve bu degerlendirme mevcut hiicrelerin

sayllmasi ile olusur. Bu sayr j=1,2,3... seklinde ifade edilir. n, ifadesi ise

j=1,2,3... seklinde verilen hiicre sayisi ile birlikte tlimorlerin sayisini verir. Bu

sekilde olusturulacak olan model (4.1) ifadesi ile iliskilendirilir. X in hiicre sayisini

temsil etmesi durumunda ;
j+l
n,(t) ~ j | plxtdx
ifadesi X i¢in yapilan dl¢iimlerin daha biiyiik olmasidir. Bu durum;
n;(t) ~ p(x,t)Ax
seklinde degerlendirilebilir.

Ifade (2.7) ile verilen lineer ayrilabilir biiyiime modeli n, populasyon

modeline uydurulmak i¢in (j—1) hiicre sayisi ve timérli hiicreleri agiklayan K;
biiyiime orani sabiti ile birlikte;

dnj

E=k1(n,-,1—n,-)+f(t)(nm—nj), j=123.. (5.1)

seklinde verilir. Yukaridaki (5.1) ifadesinde esitligin sag tarafindaki toplama

isleminin ikinci terimi f (t) orani ile n; populasyonu igine eklenmis olan ilag veya

diger etkiler sebebiyle kiiclilmiis olan (j+1) hiicreleri ile birlikte olusmus timori
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aciklar. Denklem (5.1) birden fazla hiicre ile tiim tiimorlere eklenir, j=1 i¢in daha

biiyiik tlimoérlerin tamamu tarafindan yayilan ve yeni olusan tek hiicreli metastatik

tiimor hiicrelerini i¢eren 6zel form olarak kabul edilir.
dn, =
E:—klnﬁ fE)(n,—n)+k,| D jn, (5.2)
=1

Denklem (5.2)’de esitligin sag tarafinda yer alan toplam ifadesi yeni tiimdrler

tizerindeki sinir kosullar ile iligkilendirilir.

Denklem (5.1)’deki terimler diizenlenerek (k, — f oranma bagli) sistem daha

anlasilir bir formda yazilabilir.

%-{-[kl_ f@®1n,,,—n)=k[(n,,—n))-(n,-n, )], j>1  (5.3)

Bu durumda denklem (5.1) ile verilmis olan etkiler ihmal edilir. Adi diferansiyel

denklem sistemi daha biiyiik sistemler iginde kullanilabilir.

dn;
E = klnjfl - f (t)nj (54)

En bilyiik tiimoriin biyiikligii J olarak alinir ve zamanla artar. Buradan (5.4)

ifadesine benzeyen biiylime denklemi elde edilebilir.

5.1 Becker-Doering Modelinin Sayisal Sonug¢lari

Ayrik populasyon modelinde herhangi bir tedavinin basaris1 (burada kanser
hiicrelerinin 6liim oranindaki artistan bahsedilir) kanser hiicrelerinin dogumuna ve

biiylime oranina bagli olur.

1 )
Baslangi¢  olarak n fonksiyonu tarafindan K, f, k;, ve t nin

normallestirilmesi g6zoniine alinir. Yani tim yorumlamalar f =1"de k;, t ve Kk;a

gore yapilir.
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[k olarak;

JOEES (55)

tarafindan ayarlamlarak baslamir. Yeterli tiimor sayilar1 goriilene kadar f =0 ile n;

’nin gelismesine izin verilir. Ortaya ¢ikan j, tiimérlerinin biiyiklagi ile alt sinirlar

kurulur ve ;

Co =Y n(t) (5.6)

izip
ifadesi ile ortaya ¢ikan tiimorlerin sayis1 hesaplanir (DeWoskin ve Dig., 2011).

Zaman baslangict tydir ve C, > J.de t, =0 ise tedavi baslangi¢ noktasidir.

Dogma ve biiylime oranlarmin belirli bir zaman diliminde baslamak igin yeterli

olmadig1 durumlarda bu ifade kullanilir.

Oliim oranim1 birime ayarlamak ile devam eden gelisim bir sonraki asamadir.
Verilmis olan t zamani i¢in C, 6nceden hesaplanir ve ayrica algilanabilir timor

kiitlesi asagidaki gibi verilir.

Mo = in,() (5.7)

izip

Bu noktada tedavinin basar1 veya basarisizligi asagidaki gibi gosterilir

(Dewoskin ve dig, 2011).

Tam cevap: C, <1 ve M, (t)<0.9],

Cevap: C, <1+C,(0)ve M, (t)<0.7M,(0)
Gelisme: C, >21+C,(0) veya M (t)>1.2M,(0)

Kararlilik: Diger durumlar
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, metastatik tiimdr biiylimesinin literatiirde yer alan matematiksel

modellerine yer verilmistir.

Etkin olarak ¢oklu metastazlardan meydana gelen tiimorler her tedavi
siirecine olumlu yanit vermeyebilirler. X-1sinlari, CT, MRI, ve US gibi goriintiileme
teknikleri kanser tanilarinda kullanilmak igin gelistirilmeye devam edilmelidir.
Kanser hiicresi kolonilerinin kesin olarak verilen biiyiikliikleri ii¢ boyutlu yiiksek
cozlimleme ve goriintiileme teknikleri ile dlgtilebilir. Ancak en giincel goriintiileme
teknikleri bile birkag¢ mm’den daha kii¢iik biiyiikliikte olan kolonileri kesfetmek igin
yeterli degildir. Algilanamayacak kadar kiigiik metastazlarin bulunmasi ve tedavi

edilmesi zor olacagindan kliniksel ¢caligsmalar daha yogun olmalidir.

Burada sunulmus olan dinamik modeller goriintiilenen kesfedilebilirlik
smirinin altindaki kolonilerin sayisin1 tahmin etmek ve metastazlarin gelecekteki

davraniglarini 6ngérmek icin kullanilabilir.

Bu c¢alismada varsayimlar ana tiimor hiicrelerinin  birbirlerinden
etkilesimlerinin mekansal olarak tiirdes olmadigi durumlar igin gelistirilmistir.
Boylelikle fazla parametrelerden kagimilmistir. Ayrica birbirinden iyi ayrilmis

koloniler arasinda tiirdeslik yoktur.

Tiimdrlerin gorsellestirilmesi ile ana organ igindeki kolonilerin tek sekilde
geometrik biliylimesi dogrulanabilir. Eger bu kosul saglanabilirse her tiimoriin
seklinin kiiremsi oldugu kabul edilir ve her koloni aymi biiyiime oraninda gelisir.
Ayni1 hasta i¢indeki ¢oklu metastatik kolonilerin biiylime oraninin olusumu farklilik

gosterse de bu ¢alismada benzer sabit oranlardaki biiylimeler diistiniilmiistiir.

Incelenen populasyon dinamikleri matematiksel modellerinde tiimér biiyiime
orani, timdr hiicreleri ile iligkili kan damarlarinin oransal kirilma biiyiikligi ve
kolonizasyon orani ile belirlenmistir. Bu kliniksel parametreler farkli hastalar
tizerinde degisimler gosterebilir. Her hasta i¢in bu parametre degerleri

bilinemeyeceginden istatistiksel ¢ikarimlar hasta i¢cin daha dogru tani ve terapiye
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karar vermede onemli rol oynar. Boylece bireysel merkezli modeller gelistirmek ve

tedavi siirecinde bu yontemleri kullanmak daha kesin ¢oziimler sunabilir.

Metastazlarin genel tahmini metastatik hastalik i¢in terapinin etkisini tahmin
etmekte yeterli degildir. Kemoterapinin etkileri timor biyiikligii veya
damarlanmaya biiyiik 6l¢iide baglidir. Kullanilmis olan Von-Foerster populasyon
modelinin ac¢ik ¢6ziimii bireysel hastalar i¢in kanser terapisinde kullanish olabilir.

Clinkii bireysel hastalarda biiyiikliik dagilimi kliniksel verilere gore hesaplanabilir.

Ancak metastatik tlimorlerin yayilma modeli {izerinde daha fazla ilerlemek
icin farkli organlardaki metastazlar kullanilarak daha fazla kliniksel ¢alisma

yapilmasi gerekmektedir.
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8. EKLER

81 EK A

Tek Tiimér Biiyiimesi icin Adi Diferansiyel Denklem Modellerinin Agik

Coziimleri

Lineer Homojen Olmayan Model (Sabit Biiyiime Modeli)

Bu modelde (2.1) denkleminin sag tarafindaki g(x, E) fonksiyonu;
g(x,E) =k, —Ex

seklinde verilir. Bu durum i¢in baslangi¢c deger problemi asagidaki gibidir;

dx,
—L=k-Ex, t>0
e

X1(0)=X0’

(A1)

Bu problemin ac¢ik ¢6ziimii asagidaki gibidir:

E(t) =0, 0<t<1 durumunda (A.1) ile verilen model asagidaki gibi olur;

d
d—);l=k1, X1(O):Xo

Bu adi diferansiyel denklem ¢oziiliirse;

E(t)=0, 0<t<l

d
d_)il:kll X1(O):Xo
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[dx, = [kt
x =kt+c, x(0)=k0+c, c=X,
X () =kt+x, 0<t<1
olur.

E(t)=E, olarak alindiginda verilmis olan model asagidaki gibi olur;

d
d_)f[l:kl_Eﬁ(w X1(0):Xo

?j—?+ E,x, =k, (Lineer homojen olmayan adi diferansiyel denklem)

p(t) =E, f(t) =k, seklindedir.
uty=e 15,y =e =

k k
t)=e Bk |eB'dt+cl=e B LeB 4 cl=—Lyce ™
x(0)=e k[ | {E } .

1 1

¢ katsayisini belirlemek igin X (t) ile verilen ¢6ziimin t—1 durumundaki

stirekliligi kullanilir;

lim x (t) =k, +X,

t—1"

K Bt § K
Lice B =k +x%, c=e" |k +x, -2
El El

¢ katsayist bulunan ¢éziimde yerine yazilirsa;

x (t) = % +e Bl (eEl [kl + X, —%D = %(H g B ) +e 5 (x, + k)
1

1
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seklinde olur. Buradan lineer homojen olmayan model i¢in genel ¢6ziim;
X, +Kit, 0<t<1
t) =
% (1) -%{l+eﬂ“m)+e{”4wxo+kﬁ, t>1
1
olarak bulunur.

Bicimsel Biiyiime Modeli (Lojistik Model)

Bigimsel biiylime modeli olarak adlandirilan ikinci modelde (2.1) ifadesi ile

verilen denklemin sag tarafi;
9(x, E) = x(k, —~E,X)
seklindedir.

Buna gore baglangic deger problemi asagidaki gibi olur;

dx, _
E_XZ(kZ_EZX) (AZ)
X,(0) =X,

Bu problemin acgik ¢6ziimii asagidaki gibidir:

[k olarak E, pargali fonksiyonu asagidaki gibi verilir;

0, 0<t<x1
E, =
E, t>1

Bu durum gozoniine alinip (A.2) problemi ¢oziiliirse;
0<t<1 durumunda;

dx
d—tzz(kz—OXZ)x2
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dx
d_tz =k Xo0 %,(0) =X,

dx,
—= = | k,dt
X, I 2

Inx, =k,t, x,(t)=e"c
Baslangi¢ kosulu kullanilarak ¢ sabitinin degeri asagidaki gibi bulunur;
x,(0)=e%’%, c=X,

t>1 durumunda E, pargali fonksiyonu (A.2) probleminde kullanilirsa;

dx, )

—2 -k, X, =E,X

dt *?% 7%, t>1 (Bernoulli Denklemi)
X,(0)=0

Bu denklemin ¢oziimii igin ilk olarak u=x"? yapilarak denklem u ’ya gore lineer

hale getirilir. ( Burada u =u(t), x=X(t), X=X, seklinde alinir.)

1
u=—
X

du _ 1 ox
dt  x

dx__xzd_u_ dx  1du

dt dx' dt  u? dt

olur. Bulunan yeni ifadeler Bernoulli denkleminde yerine yazilirsa;

e ey TR
(i—l:‘l-kZU:—Ez
4(t) = [t ot
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u(t) =e™* {j e E,dt + c}

u(t)=e™ {% e 4+ c}

2
X = — donlistimii yapilirsa;
u

ekzt B ekz’(k2
- k
E,e“t+k,C

2
—=€
k2

e

olarak genel ¢6ziim bulunur. ¢ sabitini belirlemek igin t =1’de X, (t) 'nin siirekliligi

kullanilirsa;

lim x, (t) =lim x, (t)
t—1" t—1"

k
XOek2 = —e i k2
E,e!™Y ke

Yukaridaki ifadeden ¢ katsayis1 asagidaki gibi elde edilir;

k, (t-1)
o k, —x,Ee"
X0k2

¢ katsayisi bulunan ¢6ziimde yerine koyulursa 6zel ¢6ziim asagidaki gibi olur;

K, X,

X, (t) =
(0 E,x,(1-e ") +k,e™

Verilmis olan bi¢imsel biiylime modeli i¢in ¢6ziim asagidaki gibidir;

X', 0<t<l
X2 (t) = kZXO

, 121
E,x,(1—e Y + ke
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Lineer Ayrilabilir Biiyiime Modeli (Lineer Biiyiime Modeli)

Bu modelde (2.1) ile verilen denklemin sag tarafi g(x, E)=(k,—E)X

seklindedir. Boylece baglangi¢ deger problemi asagidaki gibi olur;

dXS —
_t_(kB_ES)X3 (A3)
Xs(o) =X

Bu problem i¢in ila¢ dozu fonksiyonu asagidaki gibidir;

0, 0<t<«1
E, =
E, t>1

0<t <1 durumunda (A.3) problemi asagidaki gibi olur;

dx
d_t3 =KyXy, X3(0) =X,

Bu problemin ¢oziimii asagidaki gibidir;
dx—):S = [ Kyt
Inx, =k;t+c
X,(t) =e“'c
x,(0) =e“°c = x,
C=X,
X, (1) =€,

t >1 durumunda ise problemin ¢6ziimii asagidaki gibidir;

dx
E = (k3 - E3) X
x(t) = e ™)

¢ katsayisini belirlemek igin t =1deki siirekliligi kullanilirsa 6zel ¢oziim asagidaki
gibi olur;

lim x,(t) = lim (1)
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x,e =e“"Fc
C — Xoekae_(kS_Es)
—1)+ky

Xg(t) — Xoe(ks—Es)(t

Buradan genel ¢6ziim asagidaki gibidir;

X(t)_{xoek3t, 0<t<l
3 - kg +(ks—E5)(t-1)
x,elotle B >
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82 EK B

Tek Tiimor Biiyiimesinin Adi Diferansiyel Denklem Modelleri icin

Uydurulan Egrilerin Matlab Kodlari:

Genlik Degeri g=0.01 (Kiigiik Giiriiltit Eklenmesi Durumu)

clear all;clc;

tl=linspace (0,0.9999,100);
t2=linspace(1,3,201);

x0 1=0.01;

$Lineer Homojen Olmayan Tumor BlUyUmesi Modeli:
%0<=t<1l ic¢in

g=0.01; % Kuclik genlik degeri

gen= g*randn (size (tl));

x1 1 data = x0_ 1 + 1.1*tl + gen;

topl=sum(tl.”2); top2=sum(xl 1 data.*tl); top3=x0_l*sum(tl);
kl=(top2-top3)/topl

x1 1 = k1*tl + x0 1;

% t>=1 icin

El 1=1.4;

a=x0_1+k1;

gen2=g*randn (size (t2));

t=t2-1;

x1 2 data = (k1/E1_1)*(l-exp(-E1_1*t)) + a*exp(-E1_1*t) + gen2;

F = Q(EL,t2) (k1/E1)* (1l-exp(-E1*t)) + a*exp(-El*t);

E1 0=1.4;

[El, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqcurvefit (F,E1 0,t2,x1 2 data)
mmmm - LOJISTIK BUYUME MODELI---------—--—-—-————————

x0 2=0.30

F1 = @(k2,tl) (x0 2*exp(k2*tl));

k2 0=1.2036;

[k2,resnorm, ~,exitflag,output] = lsgcurvefit (F1,k2 0,tl,x1 1 data)
FZ:@(EZ,tZ)((k2*x0_2)./(EZ*XO_Z*(1—exp(—k2.*(t2—1)))+k2.*exp(—
k2*t2)));

E2 0=1.4;

[E2, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit(F2,E1 0,t2,x1 2 data)
G —— LINEER AYRILABILIR(LINEER BUYUME) BUYUME MODELI------—--
x3 0=0.25;

F3 = @(k3,tl) (x3_0*(exp(k3*tl)))
k3_0=0.0966;

[k3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsgcurvefit (F3,k3 0,tl,x1 1 data)
F4=Q (E3,t2) (x3_0*exp (k3+(k3-E3)*(t2-1)));

E3 0=1.4;

[E3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsgcurvefit (F4,E3 0,t2,x1 2 data)

plot(tl,x1 1,'g',tl,F1(k2,t1),'b"',tl,F3(k3,t1),"'r"',t2,F(EL,t2),"'g"',t
1,x1 1 data,'r',t2,x1 2 data,'r',t2,F2(E2,t2),'b',t2,F4(E3,t2),'r")
title('Genlik 0.01 (Kucuk Gurtulti) ')

legend ('x1(t)','x2(t) ', 'x3(t) ','Location', 'NorthEastOutside')
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Genlik Degeri g=0.1 (Orta Giiriiltii Eklenmesi Durumu)

clear all;clc;

tl=linspace (0,0.9999,100);
t2=1linspace(1,3,201);

x0 1=0.01;

$Lineer Homojen Olmayan Tumor Bluylmesi Modeli:
% 0<=t<1l icin

g=0.1; $ orta genlik degeri

gen= g*randn (size(tl));

x1 1 data = x0 1 + 1.1*tl + gen;
topl=sum(tl.”2); top2=sum(xl 1 data.*tl); top3=x0_l*sum(tl);
kl=(top2-top3) /topl

x1 1 = k1*tl + x0 1;

% t>=1 icin

E1l 1=1.4;

a=x0_ 1+k1;

gen2=g*randn (size (t2));

t=t2-1;

x1l 2 data = (kl/El_l)*(l—exp(—El_l*t)) + a*exp(-E1 _1*t) + gen2;

F = Q(EL1,t2) (k1/E1)* (1l-exp(-E1*t)) + a*exp(-El*t);
El 0=1.4;
[El, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F,E1 0,t2,x1 2 data)

Fmmm LOJISTIK BUYUME MODELI--—------—-————————————

x0 2=0.30

F1 = @(k2,tl) (x0 2*exp(k2*tl));

k2 0=1.2036;

[k2, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F1,k2 0,tl,x1 1 data)
F2=Q (E2,t2) ((k2*x0_2)./(E2*x0 2* (1-exp (-k2.* (t2-1))) +k2.*exp (-
k2*t2)));

E2 0=1.4;

[E2, resnorm, ~,exitflag,output] = lsgcurvefit (F2,E1 0,t2,x1 2 data)
G LINEER AYRILABILIR(LINEER BUYUME) BUYUME MODELI----—--—-
x3 0=0.25;

F3 = @(k3,tl) (x3_0* (exp(k3*tl)))
k3_0=0.0966;

[k3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F3,k3 0,tl,x1 1 data)
F4=Q (E3,t2) (x3_0*exp (k3+ (k3-E3)*(t2-1)));

E3 0=1.4;

[E3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F4,E3 0,t2,x1 2 data)

plot(tl,x1 1,'g',tl,F1(k2,tl),'b",tl,F3(k3,tl),"'r',t2,F(ELl,t2),"'g’
1,x1 1 data,'r+',t2,x1 2 data, 'r+',t2,F2(E2,t2),'b',t2,F4(E3,t2),
)

title('Genlik 0.1 (Orta Gurtultd)')

legend ('x1(t)','x2(t) ','x3(t) ','Location', 'NorthEastOutside')
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Genlik Degeri g=0.2 (Biiyiik Giiriiltiit Eklenmesi Durumu)

clear all;clc;

tl=linspace (0,0.9999,100);
t2=1linspace(1,3,201);

x0 1=0.01;

$Lineer Homojen Olmayan Tumor Bluylmesi Modeli:
% 0<=t<1l icin

g=0.2; % Bluyluk genlik degeri

gen= g*randn (size(tl));

x1 1 data = x0 1 + 1.1*tl + gen;
topl=sum(tl.”2); top2=sum(xl 1 data.*tl); top3=x0_l*sum(tl);
kl=(top2-top3) /topl

x1 1 = k1*tl + x0 1;

% t>=1 icin

E1l 1=1.4;

a=x0_ 1+k1;

gen2=g*randn (size (t2));

t=t2-1;

x1l 2 data = (kl/El_l)*(l—exp(—El_l*t)) + a*exp(-E1_1*t) + gen2;

F = Q(EL1,t2) (k1/E1)* (1l-exp(-E1*t)) + a*exp(-El*t);
El 0=1.4;
[El, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F,E1 0,t2,x1 2 data)

Fmmm LOJISTIK BUYUME MODELI--—------—-————————————

x0 2=0.30

F1 = @(k2,tl) (x0 2*exp(k2*tl));

k2 0=1.2036;

[k2, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F1,k2 0,tl,x1 1 data)
F2=Q (E2,t2) ((k2*x0_2)./(E2*x0 2* (1-exp (-k2.* (t2-1))) +k2.*exp (-
k2*t2)));

E2 0=1.4;

[E2, resnorm, ~,exitflag,output] = lsgcurvefit (F2,E1 0,t2,x1 2 data)
G LINEER AYRILABILIR(LINEER BUYUME) BUYUME MODELI---—--—-
x3 0=0.25;

F3 = @(k3,tl) (x3_0* (exp(k3*tl)))
k3_0=0.0966;

[k3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F3,k3 0,tl,x1 1 data)
F4=Q (E3,t2) (x3_0*exp (k3+ (k3-E3)*(t2-1)));

E3 0=1.4;

[E3, resnorm, ~,exitflag,output] = lsqgcurvefit (F4,E3 0,t2,x1 2 data)

plot(tl,x1 1,'g',tl,F1(k2,tl),'b",tl,F3(k3,tl),"'r',t2,F(ELl,t2),"'g’
1,x1 1 data,'r+',t2,x1 2 data, 'r+',t2,F2(E2,t2),'b',t2,F4(E3,t2),
)

title('Genlik 0.2 (Buyiuk Gurultd) ')

legend ('x1(t)','x2(t) ','x3(t) ','Location', 'NorthEastOutside')
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83 EKC

Mc Kendrick-Von Foerster Modelinin Matematiksel Alt yapisi-Bilesik

Hipergeometrik Fonksiyon
Bu baglik altinda Mc Kendrick-Von Foerster modelinde kullanilmis olan

Kummer Hipergeometrik fonksiyonundan bahsedilecektir. Bu bagslik altindaki

anlatimlar Whittaker ve dig. (1962) kitabindan alintilanmustir.

Birlesik denklem asagidaki sema tarafindan tanimlanan denklemde € — o

olmasi durumunda elde edilir.

k

Denklem i¢indeki soru kolaylikla bulunabilir;
(C.1)

(k }‘_mzju:o

dz® dz

. 2

YA Z

Bu denklem u=e W,  (z) yazilarak degistirilir ve W, () i¢in elde edilir.
(C.2)

1_ 2
dzvll+ —1+5+4 ;‘n W =0
dz 4 7z Z

2m tamsay1 olmadigi zaman sifira yakin olan diizenli ve z ’nin tiim sonlu

degerleri igin gegerli olan (C.1) denkleminin iki integrali asagidaki seri tarafindan

verilir.
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Lim—k ZJr(%+m—k)(%+m—k)22 }

M, (2)=2""e " {1+
' 1em+) 212m+1)(2m+2)

1 1 1_ —_ 1 _ _ 3_ _
Mk’_m(z)zzzmezz{lﬁ m-k  (§-m-K)(z-m-k) +}

na—2my . 2i-2m)2-2m) -

Bu seriler agik¢a ¢oziimlerin temel sistem formlaridir.
Kummer Formiilii

l. Eger 2m negatif tamsay1 degilse;
z7"™, (D) =(-2)" "M ,(-2) (C.3)

oldugu gosterilecektir. Denklem (C.3) esitliginden asagidaki ifade sGylenebilir;

oilyy 3TM-k Z+(%+m—k)(%+m—k)22+ (1+m-k)($+m-k) S
11(2m+1) 21(2m+1)(2m+2) 32m+D)(2m+2)(2m+3)

UEm+D) T 212m+D)(2m+2) 312m+1)(2m+2)(2m+3)

., 3tmtk Z+(%+m+k)(%+m+k) » (3+m=K)(3+m-k)(3+m-k) ,
e * ifadesinin z ’nin kuvvetlerinin agilimi tarafindan degismesi yiiziinden sol
taraftaki kesin yakinsak serilerin ¢arpiminda z" ’nin katsayist;
_(D'TEm+Dr(m+3+k+n)

_11
ﬂF(%+m—k,—n;2m+1;1)_ (C.4)
n! nif(m+3+k)['(2m+1+n)

Yukaridaki ifadenin sag tarafi z" ’nin katsayisidir. Bu ifade “Kummer’in birinci

formuli” olarak adlandirilir.

1. Asagida verilen denklem;

1im *® 22p
M. (2) =2 {1+Zp1 2°° pI(m+1)(M+2)...(m+ p)} o
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Denklem (C.5) 2m terimi negatif tamsay1 olmadig1 zaman gegerlidir ve “Kummer’in
ikinci formiilii” olarak adlandirilir. Ispatlamak igin 2" carpiminda katsayilar

gbzlemlenir.
2™ F(m+1;2m+1;2)
Yukaridaki ifadenin ikinci ve tiglincii elemanlar1 yakinsak agilima sahiptir.

GF+m)E+m)...(n—m)

F(-n,—2m-n;—-n++-m;3)
nl(2m+21)(2m+2)...(2m+n)

C G+mE+m)..(n-m+1)

— F(-%n,—-2m-n;—-n+1-m;1)
n!2m+1)(2m+2)...(2m+n)

Kummer bagintist ile;

FQa,2f,a+p+35:X)=F(a, fia+ f+3;(4xX(x-1))

: . 1 1 imal o, .
Bu ifade n ’'nin tek ve OSXSE olmasi durumunda gegerlidir ve z""™'2 *nin

katsayilari,

G+mGE+m)..(n-m)  T(n+3-mIG)
nl2m+1)(2m+2)...2m+n) I'(G—m—-3n)['(;—-3n)

_ rG-mre)
nl2m+1)(2m+2)..2m+n)I'(G-m—-3n)I'(;-31n)

seklinde olur. n’nin ¢ift degerleri i¢in (n=2p durumunda);

FG-mEE)-G-p)
2p!22"(m+%)(m+%)...(m+ p—3)(M+1)(M+2)...(m+ p)['(;—m—p)

~ 1.3..(2p-1) - 1
S 2p12P(M+D)(M+2)...(m+p)  2*°P p(m+1)(m+2)...(m+ p)
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