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OZET

GAUSS BALANS VE GAUSS KOBALANS SAYILARI UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
MUSTAFA YILMAZ
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC.DR. MUSTAFA ASCI)
DENIZLi, TEMMUZ - 2017

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci ve Lucas sayilarinin
tanimlart ve bu sayilari iceren temel teoremler verilmistir. Bu sayilarin Binet
formiilleri, Cassini 6zdesligi ve lirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir.

Ikinci béliimde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilari incelenmis ve bu sayilarla
ilgili teoremler verilmistir. Bu sayilarin 6zel Q matrisleri incelenmis ve bu matrisler
yardimiyla teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Ucgiincii boliimde Balans ve Kobalans sayilarinin tanimlar1 verilmis ve bu sayilar
yardimiyla Lucas Balans ve Lucas Kobalans sayilar1 tanmlanarak incelenmistir. Bu
sayilarin da indirgeme bagintilar1 tanimlanarak Binet formiilleri ¢alisiimistir.

Dordiincii boliimde ise Gauss Balans ve Gauss Kobalans sayilarinin tanimlari
yapilmistir. Bu sayilar yardimiyla Gauss Lucas Balans ve Gauss Lucas Kobalans
sayilarinin indirgeme bagintilar1 verilmistir. Daha sonra ise bu say1 tiirlerinin birbiri
ile olan iligkileri verilmis ve Ozdeslikler elde edilmistir. Yine bu sayilarin Q
matrisleri son olarak verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Gauss Fibonacci, Gauss Lucas, Balans sayilari,
Kobalans sayilar



ABSTRACT

ON GAUSS BALANCING AND GAUSS COBALANCING NUMBERS
MSC THESIS
MUSTAFA YILMAZ
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. MUSTAFA ASCI)
DENIZLI, JULY 2017

This thesis has mainly four sections. In the first section the definitions and basic
theorems of Fibonacci and Lucas numbers are given. The Binet Formula, Cassini
Identity and generating functions of these numbers are given.

In the second section The Gauss Fibonacci and Gauss Lucas numbers are studied and
the theorems about these numbers are given. The special Q matrices are examained
and by the help of these matrices the theorems are proved.

In the third section the definitions of Balancing and Cobalancing numbers are given,
by the help of these numbers the Lucas Balancing and Lucas Cobalancing numbers
are defined and studied. The recurrence relations of these numbers are given and the
Binet formulas are examined.

Finally in the fourth section Gauss Balancing and Gauss Cobalancing numbers are
defined. By these numbers the recurrence relations of Gauss Lucas Balancing and
Gauss Lucas Cobalancing numbers are given. After that the relations betweeen these
numbers are given and some important identities are obtained. Finally the Q matrices
of these numbers are given.

KEYWORDS: Gauss Fibonacci, Gauss Lucas, Balancing numbers, Cobalancing
numbers.
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SEMBOL LISTESI

N Dogal Sayilar Kiimesi = {1,2,3,...}
Z Tam Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

F, n. Fibobacci Sayisi

L, n. Lucas Sayisi

Fibonacci Say1 Dizisinin Ureteg Fonksiyonu

o

—
>

~—

B, n. Balans Sayisi

C, n. Lucas Balans Sayisi

b, n. Kobalans Sayisi

C, n. Lucas Kobalans Sayisi

{x j x’in taban fonksiyonu

[x} x’in tavan fonksiyonu

T, n. Uggensel say1

{an }:;1 : Genel terimi a, olan say1 dizisi

v
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1. GIRIS

Bu boéliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanmm 1.1: q,,a,,a,,a,,...,a,,... sonsuz bir dizi ke N sabit ve f:NxZ" >R bir

noee

fonksiyon olsun. Baslangi¢ degerleri: a,,q,,a,,....,a, , ve Vn >k i¢in;

an :f(n’an—l’an—Z’an—3""’an7k) (11)

fonksiyonuna k. mertebeden indirgeme bagmtist denir. Dizinin biitiin elemanlari

(1.1) denklemi ve q,,q,,...,a,_, degerleri ile belirlenir.

Tamm 1.2: (a,) sonsuz bir dizi, k€N sabit, f;,,, fs,.... f;» N ’den R ’ye tamml
fonksiyonlar ve f, (n) # 0 olmak lizere Vn >k igin,

a,=f, (n)a,H + 1, (n)am2 +..+ 1 (n)anfk + £, (n) (1.2)
bicimindeki indirgeme bagintisina k. mertebeden lineer indirgeme bagintisi1 denir.

Eger (1.2) deki f,,f,,...f, fonksiyonlar; f;(n)=5;(1<i<k) bi¢iminde sabit

fonksiyonlar ise

a,=ba, +ba, ,+..+ba,, + f(n) (1.3)
indirgeme bagintisina sabit katsayili indirgeme bagintist denir.
Eger (1.2) deki her n e N igin fo(n) =0 ise;

a, =f1(n)aH+f2(n)an72+...+fk(n)anfk (1.4)

indirgeme bagintisina homojen indirgeme bagintisi denir.



Teorem 1.1: a, =ca, +c,a,, indirgeme bagmtist olsun. Bu durumda indirgeme

bagintisinin karakteristik denklemi;
r’—cr—c,=0
ve kokleri «, f olmak iizere genel ¢oziimii
a,=ca"+d.p"
dir.
Burada ¢ ve d sabit sayilardir.

Tamm 1.3: Fibanacci sayilan dizisi {F,}, F,=0, F, =1 kosullart ve n>0 olmak

n

=F

n+l

tizere; I,

+ F indirgeme bagmtisiyla tanimlidir.
Fibonacci Sayilart: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...

Tamim 1.4: Lucas sayilarn dizisi {Ln},L0 =2,L, =1 baslangi¢ kosullar1 ve n>0

olmak iizere; L ., =L , +L indirgeme bagintisiyla tanimhidir.
Lucas sayilart: 2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123... diir.

=F

n+l

Teorem 1.2: F

n+2

+F  indirgeme bagmtisinin  karakteristik  denklemi

x*—x—1=0 ve ¢oziim kiimesi

1+\/§
a =
2

145
=

olmak lizere

n . Fibonacci sayisinin Binet Formiilii

F =2 G
a_

n . Lucas sayisinin Binet Formiili

L =a"+p" dir



ispat: Fibonacci rekiirans bagmntisinin karakteristik denklemi x*—x—1=0 dir. Bu

denklemin kokleri

1+\/§ 1—\/§ .
— dir.

Ve =
5 B

O halde genel ¢6ziim

a,= c.(”f} +d.(#} dir.

Buradan

a, =c{1+\/§]+d.£iJ=1
2 2

a, = c.(lJr\/ng +a’.(iJ2 =1
2 2

1 1
bu iki esitlikten ¢ ve d degerlerini buldugumuzda ¢ =—= ve d =——= olur.
¢ ¢ 5 55

Genel ¢6ziimii diizenlersek,

(15 (145
“= 5T 2 5l 2

olur.

l+\/§

2

, B= 1-v5 ve a—f= J5 dir. O halde genel ¢oziimii su

Burada o =

sekilde yazabiliriz.

an:Fn:a -/ dir.
a=p

Bu ifade Fibonacci sayilarinin Binet formiilidiir.



Tanim 1.5: a,,q,,a,,... bir reel say1 dizisi olsun.

g(x)=a,+ax+a,x’ +..+a,x"... ifadesine {a,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu

denir.
Teorem 1.3:

(1) Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu
(1)  Lucas sayi1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Ispat:

(i) Bu rekiirans bagintisinin iireteg fonksiyonu g(x) olsun.

= Fx+ Fx° +2an”

n=3

o0

=x+x’+) (F_ +F X

n=3

o0 o0
=x+x>+ ZEHX” + ZEHx”

n=3 n=3

00 0
=x+x+ x.z F_x""+ xz.z F_x"7?

n=3 n=3

00 00
=x+x’ +x.ZE1x" +x2.ZE1x"

n=2 n=1

=x+x’ +x.Z(E1x" —x)+x2.Zan"
n=1 n=l1



=x+x° +x.(g(x)—x)+x2.g(x)
=x+x +x.g(x)—x2 +x2.g(x)
iki tarafli diizenlersek,

(l—x—xz).g(x):x olup

g(x)= # elde ederiz.

(i1) Benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.4: (Binom Teoremi)

x ve y reel sayilar, n pozitif tam say1 olmak iizere;

(x+y) = i[:jx”_kyk dir.

k=0

Tammm 1.6: Bir x reel sayisimt x den biiyilk olmayan en biiylik tam sayiya

doniistiiren fonksiyona taban (floor) fonksiyonu denir ve LxJ ile gosterilir.

Tanmm 1.7: Bir x reel sayisimm x den kiiciik olmayan en kiiciik tam sayiya

doniistiiren fonksiyona tavan (ceeling) fonksiyonu denir ve I_x—l ile gosterilir.
Teorem 1.5: x herhangi bir reel say1 ve n herhangi bir tam say1 olmak {izere;
i) I_nJ =n= |_n—|
ii) Lx+nJ :LxJ+n

iii) 7 tek tam say1 olmak tizere [gJ = nT—l dir.

iv) fx—| = LxJ +1, x¢7Z igin



V) |_x+n—|:|_x_|+n

vi) n tek tam say1 olmak lizere [g—l = nTH dir.

Teorem 1.6: Fibonacci ve Lucas sayilarinin kapali formiilii;

Ve

I~
Il
-~ I——
Jii NS
(=)
S
| S
TN
- S
: |
~

dir.



2. GAUSS FIBONACCI VE GAUSS LUCAS SAYILARI

Bu boliimde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilariin ¢alisildigr Asci ve Giirel
2013, Asci ve Lee 2017, Horadam 1961, Horadam 1963, Jordan 1965 makaleleri

incelenmis ve calisilmistir.

Tammm 2.1: Gauss Fibonacci sayilant GF) =i, GF, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak

lizere n >1 igin;
GF, =GF, _ +GF, ,
indirgeme bagintisiyla tanimlanir.
Ayrica; n . Fibonacci sayist F, olmak {izere;
GF, = F, +iF,,
oldugu hemen goriiliir.

GF, dizisinin baz1 elemanlari,

GF, =i
GF, =1
GF, =1+i
GF, =2+i
GF, =3+2i
GF, =5+3i

Tanim 2.2:  Gauss Lucas sayilart GL, =2—i ve GL, =1+2i baslangi¢ kosullar

olmak tizere; n >1 igin;



GL,=GL, ,+GL, ,
indirgeme bagintisiyla tanimlanmaistir.

Ayrica, n. Lucas sayist L, olmak tizere, GL, =L, +i.L,_, oldugu hemen

goruliir.

GL, dizisinin baz1 elemanlari

GL, =2—i
GL =1+2i
GL,=3+i
GL, =4+3i
GL, =T+4i

Teorem 2.1: (Binet Formiilii)
GF, =i,GF, =1 baslangi¢ kosullar1 ve n >1 igin;

GF, =GF, | +GF, , indirgeme bagmtisiyla tanimli Gauss Fibonacci

sayilarinin Binet Formiilii; GF,,, n . Gauss Fibonacci say1si;

1+\/§
o= >

1-pi ’ d:—1+ai
2

a-f a-f

B

CcC=

olmak iizere;

1-/5
= ve
2

GF =ca"+d.p" dir.
Ispat:
GF, = x" olsun. Bu durumda GF, , =x"" ve GF, , =x"" dir.

X' =x" X" (2.1.1)



olur. (2.1.1) esitligini % ile carpalim;
X

olsun.

X=x+1=>x*—x-1=0

>x=a

GF, =ca"+d."

GF,=c+d =i .
ise buradan,
GF, =ca+dp =1

ve d:—l+al

bulunur o =
a-p

_1+\/§

(2.1.2)

1_\/5, a—,B=x/§ dir.

1+\/§
2

B

c,d,a ve [ degerleri (2.1.2) de yerine yazilirsa;

GF, =ca"+d.p"

Binet formuli elde edilir.

Tamim 2.3: (Q Matrisi)

dir.

11 1 i
Gauss Fibonacci sayilari i¢in; 4 = L O} ve B :{ l

O matrisi;

o[ ofl 1]

} olmak tzere
i 1-i



11
Teorem 2.2: Gauss Fibonacci sayilart igin; A:L 0} ve

uzere

1 1]'[1 i GF,, GF,
AHB: =
1 0||i 1-i| |GF, GF,,

dir.

Teorem 2.3: (Urete¢ Fonksiyonu)

Gauss Fibonacci Sayilari;

1 i
B:{ } olmak
i 1-i

GF, = GF,_, +GF, , rekiirans bagmtisiyla tanimlidir. Ayrica F,,n Fibonacci

say1s1 olmak tizere;
GF, =F,+iF,,

dir. Bu sayilar i¢in lirete¢ fonksiyonu

dir.

Ispat:

g(x)= i GF, x" bigiminde olsun.

n=0

g(x)=i+x+(1+i)x" +(2+i)x° +(3+2i)x"* +... (2.1.3)

(2.1.3) esitligini sirastyla x ve x° ile carpalim.

x.g(x)=ix+x2 +(1+i)x3 Jr(2+i)x4 +(3+2i)x5 +... (2.14)

xz.g(x) =ix" +x° +(1+1’)x4 +(2+i)x5 +(3+21’)x6 +... (2.1.5)

(2.1.3)’den, (2.1.4) ve (2.1.5) esitliklerini gikarirsak;

10



Bu durumda;

elde edilir.

Teorem 2.4: n>2 i¢in, Gauss Fibonacci sayilariin toplami;

Zn: GF, =GF, , -1
=0
dir.
Ispat:
GF, =i, GF, =1 ve n>1 i¢in;
GF, =GF,_,+GF,_, dir.
Burada;
GF, , =GF,-GF, ,
dir.
GF, =i
GF, = GF, - GF,
GF, = GF; - GF,
GF, = GF, - GF,
GF, = GF, - GF,

11



GFn = GF:M - GF;:—I
esitliklerini taraf tarafa toplarsak;

> GF,=GF,,~1

j=0

elde edilir.
Teorem 2.5:

n>2 igin

ZGF;j—l = GF‘ZW _l
j=1

> GF,,=GF,,, -1
j=1

n+l

dir.

Tanim 2.4: Gauss Lucas sayilar;; GL, =2—i, GL, =1+2i baslangi¢ kosullar1 olmak

tizere; n>1 i¢in;

GL,=GL, ,+GL, , indirgeme bagintisiyla tanimlidir.  Ayrica; n. Lucas

sayis1 L, olmak lizere;
GL, =L, +iL,_,

oldugu hemen goriiliir.

n ‘o ‘1 ‘2 ‘3 ‘4 ‘5 ‘ .........

GL, ‘2-1‘ ‘1+2i ‘3+i ‘4+3i ‘7+4i ‘11+7i ‘ .........

12



Teorem 2.6: (Binet Formiilii)

Gauss  Lucas  Sayilari; GL,=2-1, GL =1+2i, n>1

GL,=GL, +GL, , indirgeme bagntisiyla tanimlidir.

a:1+\/§, ﬂzl—\/g

2 2

(1-28)+i(B+2) Je (2a-1)-i(a+2)
a-pf ’ a-pf

olmak lizere Binet formiilii; n. Gauss Lucas GL, olmak iizere
GL, =ca"+d.p"

ile tanimlidir.

Tanim 2.5: (Q Matrisi)

Gauss Lucas sayilar1 i¢in O matrisi

Q:[l 1} [3+i 1+2z}
1 Of|1+2i 2—i
seklindedir. Yani
{1 1}” {3“ 1+21}_[GLM Gﬂ
1 0| |1+2i 2-i| |GL, GL,,
dir.
Teorem 2.7: (Cassini Ozdesligi)
n>1 igin
GL,.,GL, ,~GI: =5.(-1)" (2-i)

dir.

13

i¢in



Ispat:

1 17" [3+i 1+2i L .
0= matrisinin determinantim alirsak;

1 0] |1+2i 2—-i
A" 3+i 142 \
Lo e e
elde edilir ki;
n>1 igin
GL,.,GL, ,—GI2 =5.(-1)"(2-i)
yazilir.

Teorem 2.8:

Gauss Lucas sayilart:
GL,=2-i,GL, =1+2i, n>1
i¢in;
GL,=GL, ,+GL, ,
dir.

Gauss Lucas sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu;

g(x)= i GL,x" olsun. Bu durumda

n=0

(2-i)+(—1+3i)x

2
X

g(x) = 1y ifadesi;

Gauss Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonudur.

14



Teorem 2.9:

i) YGL, =GL,, - (1+2i)

Jj=0

—(1+2i)

2n+1

ii) > GL,, =GL
j=1

iii) Z GL,,,=GL, —(2-i)

J=1

15



3. BALANS VE KOBALANS SAYILARI

Bu boliimde Balans ve Kobalans sayilarinin ¢alisildigi Panda 2007, Panda 2006,
Behera ve Panda 1999, Rout 2015, Ray 2009 ¢alismalar1 incelenmistir.

3.1 Balans Sayilar

Balans sayilar ilk kez Behera ve Panda tarafindan 1999 yilinda Diophantine

denklemleri ¢alisilirken bulunmustur.

Tanim 3.1.1: Herhangi bir » € N dogal sayisi i¢in;
142+ +(n=1)=(n+1)+(n+2)+..+(n+r) (3.1.1)

esitliginde n dogal sayisina balans sayisi ve buna karsilik gelen » dogal sayisina da

balansir denir.

Balans Sayilar1 1, 6, 35, 204, 1189,...
Ornegin; B, =6 balans sayisina karsilik gelen balansir 2 *dir.

B, =35 balans sayisina karsilik gelen balansir 14 °diir.

n lg¢gensel say1 T, = olmak tizere;

n(n+l)
2

(3.1.1) esitliginde

I,+T,=1,

n+r

iliskisi mevcuttur. Yani; ardisik iki licgensel saymin toplami yine bir tiggensel

sayidir.

Ornegin; n =6 igin; T5+T6:%.|_6'77

16



=15+21
=36
=T, dir.
Bu ornekte; n =6 bir balans sayis1 iken buna karsilik gelen balansir ise 2 ’dir.

Ardisik iki liggensel sayinin toplami bir tam kare say1 oldugundan

(3.1.1) esitliginde;

2

(n+r)(n+r+1):n (3.12)

2

dir. Burada eger “n ” bilinirse; “7” de elde edilebilir.

— 2
(n 1).n I r(r+l) _ 2nr+2r +r

W —n=2nr+r’+r=r +2nr+n+r-n" =0
:>r2+(2n+1)r+(n—n2):0
esitliginde;
A=(2n+1) —4.1(n—n")=8n" +1

—(2n+1)FV8n* +1

2

—(2n+1)++/8n” +1
2

hao=

olup; > 0 oldugundan

r= bulunur. (3.1.3)

Teorem 3.1.1: 7 ’nin balans sayist olmasi i¢in gerek ve yeter sart “8xn° +1” in tam

kare bir dogal say1 olmasidir.
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Ornegin; Ikinci balans sayist B, =6 ve buna karsilik gelen balansir 2 ’dir. yani;

—(2.6+1)++/8.6" +1

2

r =
. —13++/289

2
r=2

burada 289, tam karesel sayidir.

Teorem 3.1.2: m. liggensel say1 bir tam karesel dogal say1 ise; n bir balans sayisi

olmak {izere; bu durumda 7. balans sayisina karsilik gelen balansir (m - n) dir.

Ornek 3.1.1:
m =8 olsun. Yani 8. tiggensel say1y1 ele alalilm

m(m+l) _p
2

8.9

7=62, burada n=6 balans sayist ve buna karsilik gelen

balansir sayis1 m —n=8-6=2"dir.

Teorem 3.1.3:

Behera ve Panda ilk olarak; Balans sayilar1 i¢in rekiirans bagimtisinm

tanimladi.
Baslangi¢ kosullart; B, =1, B, =6 olmak lizere; n>2 igin;
B =6B —B

n+l n n—1

Bu rekiirans bagintis1 2 . dereceden, lineer ve homojen bir rekiirans bagintisidir.
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Teorem 3.1.4:

B =1,B,=6, n>2 igin

B, ,=6B,—B,  rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi 7° —6r+1=0 ve

a=1+2
p=1-2

olmak lzere

n. balans sayisinin Binet Formiilii

B _ CzZn_ﬂZn

——F dir.
n 4\/5

Ispat:
Karakteristik denklem 7> —6r+1=0 dir.

n —3+48

bu denklemin kokleri olmak uUzere

rn=3-8

B,=c(3+8) +d.(3-+8) dir.
By =c(3+\8)+d.(3-8)=1
B,=c(3+B) +d,(3-B) =6olup;

22

bu iki esitlikten c =—, d
8 8

N

c—d= e "dir. Genel ¢6zlimii diizenlersek;

(1+\/§)2 :3+\/§

(3.1.4) esitliginde; oldugundan;

(1-v2) =3-8

19
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2n _ 2n
B =287 e edilir

n 4\/5

Teorem 3.1.5: (Rekiirans Bagintisi)

Balans sayilari i¢in Binet formiili;

a2n_ﬂ2n
B =—F—-, a =142 ve ,B=1—\/§; olmak {iizere;

42

2n+2 2n+2 2n-2 2n—2
(04 - (04 —
+B, = p B

+
n-1 4\/5 4\/5

n+l

azn(a2+ﬂ2)_ﬂ2n(a2+ﬂz)
W2

6¥2n _ ﬂZn

=(a2 +/5’2).—4\/§
=6B, n>2
Balans sayilari i¢in; rekiirans bagintist;
B =1, B,=6 ve n>2 i¢in
B . =6B —-B , dir.

Teorem 3.1.6: Balans sayilari, lineer olmayan 2. Mertebeden asagidaki rekiirans

bagintisini saglar.

B _.B.,=B>-1 n>2

n n+l

Sonuc¢ 3.1.1:

Her n pozitif tamsayisi i¢in, B, n. balans sayis1 olmak {izere;

1) an—l = Bj _Bf—l

20



ii) B,, = B,(B,,~B,,)

iii) B, + By + .o, +B, =B

iv) B,+B,+...+B, =B B

n*"n+l

Teorem 3.1.7: (Balans Sayilarim Ureten Fonksiyonlar)

x herhangi bir balans sayist olmak iizere;
£(x)=2x/8x7 +1
g(x)=3x+8x*+1
h(x)=17x+6v8x> +1
P(x)=6x3/8x> +1+16x> +1

f(x), g(x), h(x) ve p(x) de birer balans sayisidir.
Ispat: x, bir balans sayisi oldugundan 8x° +1 bir tam karesel dogal sayidir ve

8x’ (8x2 + 1)
2

= 4x* (8x +1)
ifadesi tam karesel ve ticgensel bir sayidir.
f(x)=2xv8x* +1 bir balans sayisidir ki

8[g(x)]2+1:(8x+3\/8x2+1)2 ifadesi de g(x)’in bir balans sayist

oldugunu gosterir.

g(g(x)):h(x) ve g(f(X))zp(x) olup; h(x) ve p(x) de birer balans

sayisidir.
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Teorem 3.1.8: Her x balans sayisi i¢in;
X ’ten sonraki balans sayisi g(x) =3x+8x" +1
x ’ten Snceki balans sayist g'(x)=3x—+/8x*+1 dir.

Tamim 3.1.2: (Lucas — Balans Sayilar)

B, bir balans sayis1 ise 88> +1 bir tam karesel dogal sayidir,

C =+/8B* +1 olmak iizere;

B, =3B +8B>+1 (3.1.5)
B, =3B, —+/8B +1 (3.1.6)
(3.1.5) ve (3.1.6) dan

B,., =17B,+64/8B’ +1 bulunur.

C, =+/8B +1 sayisina n. Lucas balans sayis1 denir.

Teorem 3.1.9: Lucas-balans sayilar1 i¢in rekiirans bagintisi; baslangic kosullari

C, =3, C, =17 olmak iizere,

C, =6C —C | iletanimhdir.

Teorem 3.1.10: (Binet formiilii) Lucas Balans sayilari i¢in Binet formiilii

Cn _ aZn +ﬂ2n
2

dir.
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Teorem 3.1.11:
1) m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere;
B =BC +C B,
i1) m ve n iki dogal say1 olmak lizere;
C,. =CC +8B B
ii1) n pozitif tamsay1 olmak iizere;
B,,=2B,C, ve C,,=C>+8B;
iv) m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,
m>n
B, . =BC —-C B,
Cc, . =CC -8B B,
v) n ve r dogal sayilar, n > r olmak iizere;
B, B,  =(B,+B)(B,—B,) dir.
Teorem 3.1 12: (Urete¢c Fonksiyonu)

Balans sayilarinin rekiirans bagintisi; baslangi¢ kosullar

olmak tizere;

B.,=6B —-B ,, n>1 dir.

n+l n

Balans sayilari igin iirete¢ fonksiyonu g(x) olsun,

dir.
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g(x)= Zan" =B, +Bx+B,x"+...+ Bx"...

n=0

(3.1.7) esitligini 6x ile carpalim.

6x.g(x)= 62 B x"" =6xB,+6x’B, +6x’B, +....+ 6B x"""...

n=0

(3.1.7) esitligini x” ile ¢arpalim.

0
2 _ n+2 _ 2 3 4 n+2
X g(x)—Zan =Bx"+Bx +B,x +...+Bx"" +..

n=0

(3.1.7) ile (3.1.9) esitliklerini toplayip, (3.1.8) esitligini ¢ikaralim;

g(x)—-6xg(x)+x’g(x)= )C.{B1 6B()}+x2 {32 - 65, +BOJ+)C3 (B3 —6B, + B,
S — [N — | S —

1 0

g(x)[1—6x+x2] =X

24
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3.2 Kobalans Sayilari:

Tanim 3.2.1:

142+ +n=(n+1)+(n+2)+..+(n+r) (3.2.1)

esitliginde; n dogal sayisina Kobalans sayis1t ve bu n e N dogal sayisina karsilik

gelen » e N dogal sayisina kobalansir denir.

Ik ii¢ kobalans sayis1 2,14 ve 84; bu kobalans sayilarina karsilik gelen

kobalansirlar sirasiyla 1,6 ve 35 tir.

Ornegin;
1) 1+2=2+1 olup burada 2 € N kobalans sayis1 iken, 1 € N kobalansirdir.

i) 142434...+14 :(14+1)+(14+ 2)+(14+ 3)+...+(14+ 6)

Burada; 14e N kobalans sayist ve bu kobalans sayisina karsilik gelen
kobalansir ise 6 € N ’dir.

(3.2.1) esitliginde;

(n+r)(n+r+1)
2

—(2n+1)++8n* +8n+1

r= elde edilir.
2

n(n+1)= olsun. Bu durumda;

Teorem 3.2.1: 1 nin bir kobalans sayis1 olmast i¢in gerek ve yeter sart8n” +8n+1

in tam karesel bir dogal say1 olmasidir.

Teorem 3.2.2: (Kobalans Sayilar i¢in Rekiirans Bagintisi)

n=1,2,3,... i¢in; b, ,n. kobalans sayist olsun.

b, =3b, ++/8b> +8b,  +1+1,
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ve
b, =3b —\8h>+8b +1+1
oldugundan bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa;

b

n+l

=6b —-b +2, n>2
elde edilir. Bu bagintida
b =0, b,=2, dir.
Teorem 3.2.3: (Kobalans Sayillarim Ureten Fonksiyonlar)

x bir kobalans sayisi olmak iizere;
f(x) =3x+/8x* +8x+1+1

g(x):17x+6 8x* +8x+1+8

h(x)=8x"+8x+1+(2x+1)V8x* +8x+1+1

fonksiyonlar1 da bir kobalans sayisi iiretirler.
Teorem 3.2.4: (Binet Formiilii)
Kobalans sayi dizisi, baslangi¢ kosullari;

b =0, b,=2 olmak iizere;
b, =6b,—b,  +2, n>2 rekiirans bagintisi ile tanimlidir.

Kobalans say1 dizisi i¢in binet formiilii; b,, n. kobalans sayisi olmak iizere;

2n-1 _ p2n-1
b, = i——;n =1,2,... i¢in;
A =4, 2

A=a’ve b, =p, a=1+V2 ve f=1-2 dir.
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ispat: b, =65, b,

=36
2

n+l

,+2; n>2 igin;

b =d —— dir
bn+1 = dn+1 5 le
1 1
d,— —j - (dnl ——j +2; buradan;
2 2

d,,, =6d, —d, , homojen bir rekiirans bagintis: elde edilir.

d,., =6d, —d _, rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi

2 —6r+1=0 dir. kokleri;

A, =37F J8 dir.

d, =AA"+ BA) formundadir.

olup;

n =1licin; 1_ AL +B.A,
2 : :
s olup; Burada;
n=2 iginE = AN +BA;

1 1
A=———ve B=———
a(h=%) T B(A-A)

2n—-1 _ p2n-1
a4 P G
/11 _/12
1 ...
d =b, +— idi;
2

27
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2n-1 2n-1
a’" - 1
b — —ﬂ -, n

" Ak 2

1,2,... elde edilir.

Teorem 3.2.5: (Urete¢c Fonksiyonu)

Kobalans say1 dizisi: baslangi¢ kosullari, b, =0, b, =2 olmak iizere;
b,,=6b,—b,_,+2, n>2 igin tammlidur.

Kobalans sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

2x*

(1—x)(1—6x+x2)

g(x)=

dir.

Ispat:

g(x)= Zbﬂx” olsun.

n=0

g(x) = anx” =b, +b1x+b2x2 +b3x3 +.o.+bx" 4. (3.2.2)

n=0

29

(3.2.2) esitligini sirastyla “6x” ve “x”” ile carpalim;

6xg(x) = 6b,x"" =6bx+6bx" +6b,x" +6bx* +... (3.2.3)
n=0

x’g(x)= anx’”z =b,x" +bx’ +bx* +bx’ +b,x° + ... (3.2.4)
n=0

(3.2.2) esitliginden (3.2.3) yi ¢ikaralim ve (3.2.4) ile toplayalim;

g(x)[1-6x+x*|=b +x[b1+6b0J+x2(b26b1+b0J+x3(b36b2 +b1}+...

0 2 2

g(x)[1—6x+x2] =2x’ (l+x+x2 +)|x| <1 i¢in

1 2x? o
g(x)[l— 6x+x2] =2x" {:} = g(x)= (l—x)(l— 6x+x2) elde edilir.
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Tamim 3.2.2: b bir kobalans sayis1 ise 8b” +8b+1 bir tam karesel say1 oldugundan;

c=+/8b> +8b+1 sayisina n. Lucas kobalans say1s1 denir.

Teorem 3.2.6: Lucas kobalans say1 dizisi; baslangi¢ kosullar1 ¢, =1, ¢, =7 i¢in

¢, =6c —c ,,n=2
dir.
Ispat:

> =8b> +8h . +1

n+l n+l n+l

2

- 8.(3bn L\ f8b*+8b +1 +1) +8h  +1
2

- (31/8193 18, +1+8b, +4)

= (3¢, +8b, +4)’

¢, =3¢, +8b +4

c., =8b>, +8b _, +4 oldugundan benzer sekilde;

¢, , =3¢, -8 —4
(3.2.5) ve (3.2.6) esitlikleri toplanirsa;
+c,, =6c, elde edilir ki;

Cn+1

€y =06C,—C,, n22 yazlr.

n+l n
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Teorem 3.2.7: (Binet Formiilii)

Baslangi¢ kosullari; ¢, =1, ¢, =7 olmak iizere; a; ve a,

¢, =6c —c

n+ n n—1°

n>2 rekiirans bagmtisinin kokleri i¢in

dir.
Teorem 3.2.8:
1) Her balansir bir kobalans sayisidir.

i1) Her kobalansir bir balans sayisidir.

Ispat: R ,n.balansir
b,,n . kobalans sayis1
r,.»(n+1). kobalansir

B,,n . balans sayis1 olmak lizere;

_ —(2B+1)++8B* +1

e . (3.2.7)
_ 2

R = (2B,,, -|r1)2+1/8Bn+l +1 (328
_ 2

R = (2B, +1)2+\/8Bn1 +1 (3.2.9)

B, =3B, +8B’ +1
B, , =3B, 8B’ +1

(3.2.10) u ve (3.2.8) ve (3.2.9) da yerine yazip; (3.2.8) ve (3.2.9) u toplayalim;

(3.2.10)
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R 2B, +8B7+1-1

n+l 2

_—14B,+5\8B; +1-1
2

—-12B,+6 8Bj +1-2
+R = 5

i —(2B,+1)+4/8B; +1 s

B 2

=6.R +2 dolayisiyla
R, =6R —R ,+2 elde edilir.

R=b=0| , .
Burada dir. Yani R =5, dir.

2 2
Teorem 3.2.9: Her kobalans sayisi ¢ifttir.

Ispat: Tiimevarimla yapalim; ilk iki kobalans sayis1 b, =0 ve b, =2 olup gifttirler.

Varsayalim ki b, ¢ift olsun, bu durumda; n<k i¢in; b, =6b,—b  +2

n

oldugundan; b, ,, de gifttir.

Teorem 3.2.10: Kobalans sayilari, ikinci mertebeden lineer olmayan agagidaki

bagintiy1 baglar.

(b,,) =1+b, b, n>2 dir.

n=1""n+1°
Ispat:
b, =6b —b , +2 oldugundan;

b.+b -2

n+l
b

n

=6 dir. Burada; (3.2.11)

n_n b +bn—2_2

n" yerine "(n—1)" yazarsak;— =6 elde edilir. (3.2.12)

n—1
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(3.2.11) ve (3.2.12) esit oldugundan;

b

n+l

+b,,—-2 b,+b,,-2
b b

n n—1

buradaki ifadeler diizenlenirse

(b,~1)" =b, b, =(b,,~1) —b, ,b, buradan da (b, ~1)’ ~b, ,.b,., =1 elde edilir.

n—1 n+1: n—1""n+l

Teorem 3.2.11: x bir kobalas sayis1 ise; x ten sonraki kobalans sayisi:

3x++/8x* +8x+1+1 x ten dnceki kobalans sayisi: 3x —+/8x” +8x+1+1dir.

Teorem 3.2.12: A= { 0 1} olsun. Bu durumda;

dir.
Ispat: ispat1 timevarimla yapalim.

n=1 icin

-B B
I el I dir.
-B, B, -1 6
1<n<k igin

_Bn—l Bn
A" = olsun.
B

n n+l

Ak+1 — A.Ak — O 1 _Bk—l Bk
-16 -B, B

+1

— -5, By,
~6B,+B,, 6B, -B,

+1
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_ |:_Bk By, :|
_Bk+] Bk+2
dir.

Teorem 3.2.13: A4 z{ (1) é} ve B z{ (1) j olsun. Bu durumda;

-B, 2b,.,+1
A"B=

-B., 2b,+1
dir.
Ispat:
[ 2
-B, B,,
idi
ead e M0
n Dun
-B,, B,,— B,
B,,=3B,—\[8B +1 ve
R - —(2B, +1)+J&Bjﬁ
2
oldugundan;
B —B, =-2B +8(B>+1
=2R +1
dir.
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R, =b, ve B —B, ,=2b +1 oldugundan;

-B, 2b,,+1
A".B=
-B 2b ., +1

n+l n+2

elde edilir.

-1 6 1

Cn—l Cn
A"C=
c C

n n+l

31
Teorem 3.2.14: A:{ 0 1}, C:{ 3} olsun. Bu durumda;

dir.

-1 1
Teorem 3.2.15: Az{ (1) ;}, Dz{ . 7} olsun. Bu durumda;

AnD _ |:cn cn+1 :|
cn+1 cn+2

dir.
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4. GAUSS BALANS ve GAUSS KOBALANS SAYILARI

Bu boliimde Gauss Balans ve Gauss Kobalans sayilarinin tanimlar1 verilerek daha
onceki calismalarda elde edilen sonuclar bu sayilara tasinmis ve ilgili teoremler

ispatlanmugtir.

4.1 Gauss Balans Sayilarn

Tamim 4.1.1: Gauss balans sayilar1 dizisi; baslangi¢ kosullari,

GB, =i, GB, =1 ve n>1olmak lizere
GB,, =6.GB, —GB, , ile tanimhidir.
Ayrica; GB, = B, —iB, | iliskisi mevcuttur.

GB, dizisinin bazi elemanlart;

n 0 1 2 3 4
GB, i 1 6—i 35—-6i | 204-35i
bi¢imindedir.

6 -1 6-i -1
Teorem 4.1.1: A= - ve B= | | olsun. Bu durumda;
—1i

AnB_ GB!HZ _GBIHI
"~ |GB, -GB

n+l n

dir.
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Ispat

Ispat1 tiimevarimla yapalim.

n=1 i¢in,
6 -1||6—-i -1
AB=
1 0ol 1 —i
[35-6i —(6-1i)
| 6-i -1
B GB, -GB,
| GB, -GB,
_ GBn+2 _GBIH—I
- _GBn+] _GBn
elde edilir.

GBk+2 _GBk+1

1<n<k icin; A*B=
GBk+] _GBk

} olsun.
n=k+1 icgin
6 -11[GB., -GB,,
A B=A(4" B)= | !
1 0||GB. -GB,

[6.GB,,, —GB,,,—6GB, , +GB,
_G Bk+2 - GBk+1

_ _GBk+3 _GBk+2
- _GBk+2 _GBk+1
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Teorem 4.1.2: GB> —GB,,.GB, | = —6i

) 6 —-1]'[6-i -1 N

Ispat: = matrisi olsun.
1 0 1 —i

O matrisinin determinantini alalim.

n

6 -1 |6—-i -1
=(6-1).(—-1i)+1=-6
1 0l —1i ( l)(l) l
elde edilir.

Teorem 4.1.3: Gauss Balans Say1 dizisi i¢in, Binet formiilii; GB,,n Gauss Balans

sayis;; a =3 +\/§ ve f=3- /8 olmak iizere;

n__ an n-1 _ pn-1
GB =4 P ;@ =P
a-p a-p

dir.
Ispat: Gauss Balans Sayilari;

GB, =i, GB, =1 baslangi¢ kosullar

GB,,, =6.GB, —GB, , rekiirans bagintistyla tamimlidir. Ayrica; B,, n Balans

n

say1s1 olmak tizere;

GB, =B, —i.B, , iliskisi mevcuttur.

o a=3+8
a—ﬂ’ ve a—f=42

P sk

1) B, =

olmak lizere

2) B _an—l_ﬁn—l a=3+\/§
n—1 a—ﬁ 2 IB:3—\/§’

esitliginde yerine yazilirsa;

1 ve 2 ifadeleri GB =B, -i.B,
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elde edilir.

Teorem 4.1.4: GB, n. Gauss Balans sayis1 ve B, n. Balans sayis1 olmak iizere;
GB, +GB,+...+GB,, = B,.GB,

dir.

Ispat: GB, = B, —iB, , oldugundan;

GB, =B, —i.B,
GB, =B, —-i.B,
GB, = B, —iB,
Gan =B,, —i.B,,,

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;
GB,+GB,+..+GB,, =B, +B, +..+ B, —i.(B + B, +..+B,, )

elde edilir. Burada;

B,+B,+..+B, =B B ,

ve

B +B,+..+B, =B
oldugundan;

GB,+GB, +..+GB, =B, B,  —iB’

=B,(B,,,—i.B,)

n+l
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elde edilir.
Burada; B,,, —i.B, = GB,,, oldugundan;
GB,+GB,+...+GB,, =B,.GB
elde edilir.
Teorem 4.1.5:

GB,,n. Gauss Balans Sayis1 ve B, ,n. balans sayis1 olmak {izere;

GB, +GB, +..+GB, , =B, GB,

n—1

dir.

Ispat: GB, =B, —i.B, | oldugundan;

GB, =B, —i.B,
GB, = B,—i.B,
GB. =B, —iB,

GB,, =B, ,~i.B,,,
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

GB +GB;+..+GB,, =B +B,+..+ B, —i.(By+ B, +..+B,,,)

elde edilir.

B +B,+.+B, =B, B,+B,+..+B, =B,.B,,
ve

B, =B.B._ —B.B,
oldugundan
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GB, +GB; +...+ GB,

n-1

=B.-i(B,.B,,—B,,)

=B.—i(B,.B,,~B,B,,+B,B,)
=B’ -iB, B,
=B, (Bn - "-anl)
elde edilir.
B —iB , =GB,
oldugundan
GB, +GB, +..+GB,, , =B,.GB,
elde edilir.

Teorem 4.1.6: (Gauss Balans Sayilari icin Urete¢ Fonksiyonu)

Gauss Balans Say1 dizisi;

GB, =i, GB, =1 baslangic kosullar1 olmak {izere;
GB,=6.GB, ,—GB, _, rekiirans bagmtisiyla tanimlidir.
Gauss Balans Sayi dizisi i¢in;

Ureteg fonksiyon g(x) olsun;

3 x+i(l—6x)
T l—6x+x

g(x)

dir.
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Ispat: Gauss Balans say dizisi igin;

Ureteg fonksiyon g(x)= i GB, x" olsun.

n=0

g(x) =3 GBx" =i+ x+(6-i)x* +(35-6i)x’ +(204-35))x* +...  (4.1.1)

=0

(4.1.1) esitligini sirasiyla 6x ve x” olarak ¢arpalim.

6x.g(x)=6xi+6x" +(6—1)6x" +(210-36i)x* +(1224-210i)x* +... (4.1.2)
xg(x)=x"i+x’+(6—i)x" +(35-6i)x" +(204-35i)x" +... (4.1.3)

(4.1.1) esitligi ile (4.1.3) esitligini taraf tarafa toplayip, (4.1.2) esitligini

¢ikaralim;

g(x)[1=6x+x" |=x+i(1-6x)+x*.(6=i—6+i)+x*(35-6i—36+6i+1)+...

3 x+i.(l—6x)

g(x)=

1—6x+x°

elde edilir.
4.2 Gauss Lucas Balans Sayilar1

Tanim 4.2.1: Gauss Lucas Balans sayilar dizisi, baslangi¢ kosullart GCy = 1 — 3,

GC; = 3 — i olmak lizere
GCpyq = 6GC, — GCy_q
indirgeme bagintisi ile tanimlidir. Ayrica
GCp =Cp —iCph_

iliskisi mevcuttur. GC,, dizisinin bazi elemanlar1
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GC, 1-3i | 3—1 |17-3i| 99—-17i

Teorem 4.2.1: (Binet Formiilii) GC,,, n. Gauss Lucas Balans sayist olmak iizere

an _ ﬁn 'an—l _ ﬁn—l
= —1

GC
" 2 2

dir. Bu denklemde @ = 3 + /8 ve § = 3 — /8 dir.

6—1i —1]

Teorem 4.2.2: GC,, n. Gauss Lucas Balans sayisi, 4 = [2 _(1)], B = [ 1 _i

ve C = [i ;] olmak {izere

GCriz  GCria
GCn+1 GCn

A"BC =
dir.
Ispat:

Ispat igin tiimevarim ydntemini kullanalim:
L _ _[6 -1116—-i —-113 1
n=1igin ABC = (4B)C = [1 o” 1 —i”l 3]

199 —17i 17—31]
117 -3i 3—1i

GG, GCZ]
~l6c, 6c,

GCriz  GCryq

— Livin AKRC — (4K _
n = kicin A*BC = (A*B)C = [GCk+1 GCy

] olsun.

— GC GC
n=k+ 1icin A¥*'BC = A(4*B) = [? é] [ k+2 k+1]

GCrs1 GG

=[GCk+3 GCk+2]
GCriz  GCrya
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Teorem 4.2.3: (Cassini Ozdesligi)
GC2 — GCpy GCp_y = —48i

dir.

. _[6 -1 _[6—-i -1
Ispat: GC,, n. Gauss Lucas Balans sayisi, A = [1 0], B —[ 1 —i] ve

C = 3 1] olmak tzere
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GCriz  GCria
GCn+1 GCn

A"BC = [
oldugundan esitligin her iki tarafinin determinanti alinirsa
GCE — GCpy1GCp_y = —48i
elde edilir.
Teorem 4.2.4 (Urete¢ Fonksiyonu)

GC,, n. Gauss Lucas Balans sayis1 olsun. Bu sayilar i¢in g(x) iirete¢ fonksiyonu

1-3i+ (=3+17)x
1—6x+x2

gx) =

dir.

4.3 Gauss Kobalans Sayilar

Tanim 4.3.1: Gauss Kobalans sayilar1 dizisi, baslangi¢ kosullart Gb, = —2i,

Gb, = 0 olmak lizere
Gb,,1 = 6Gb, — Gby,_1 +2 — 2i
indirgeme bagintisi ile tanimlhidir. Ayrica
Gb,, = b, —ib,,_4
iligkisi mevcuttur. Gb,, dizisinin bazi elemanlar1
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Gb, —2i 0 2 14 —2i | 84— 14i

Teorem 4.3.1: (Binet Formiilii) Gb,,, n. Gauss Cobalans sayisi olmak {izere

21 _ ﬁZn—l 1 23 — '32n—3 1
Gb, = —= =i - =
" < 42 2) < 42 2)

dir. Bu denklemde @ = 1 + V2 ve § = 1 — /2 dir.
Teorem 4.3.2 (Urete¢c Fonksiyonu)

Gb,,, n. Gauss Kobalans sayis1 olsun. Bu sayilar i¢in g(x) iirete¢ fonksiyonu

X2

—2i+12xi + (2 - 20) 7=

1—6x + x2

gx) =

dir.

4.4 Gauss Lucas Kobalans Sayilar:

Tanim 4.4.1: Gauss Lucas Kobalans sayilar1 dizisi, baslangi¢ kosullar1 Gy = —1 +

7i Gcy = 1 + i olmak lizere
Gcpy1 = 6Ge,, — Geyq
indirgeme bagintisi ile tanimlhidir. Ayrica
Gcp, = Cp — iCp_q

iligkisi mevcuttur. Gc, dizisinin bazi1 elemanlar
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n 0 1 2 3 4

Gey —-1+7i ([1+4+i| 7—i 41—7i | 239 —41i

Teorem 4.4.1: (Binet Formiilii) Gc,, n. Gauss Lucas Kobalans sayisi olmak {izere

aZn—l +an_1 aZn—3 +'[32n—3
oen= (57— ()

dir. Bu denklemde @ = 1 + V2 ve § = 1 — /2 dir.
Teorem 4.4.2: (Urete¢ Fonksiyonu)

Gcy, n. Gauss Lucas Kobalans sayisi olsun. Bu sayilar i¢in g (x) lirete¢ fonksiyonu

—1+7i+ (7 — 41D)x

9(x) = 1—6x+x2
dir.
6 -1 6-1i -1 1 7
Teorem 4.4.3: A= , B= ve D= olsun. Bu durumda;
1 0 1 —i -1 1
Gcn+2 Gcn+3
A".B.D =
Gcn+1 Gcn+2
dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada Fibonacci ve Lucas say1 dizileri temel alinarak ilgili sayilarin rekiirans
bagintilar1, Binet formiilleri, Cassini Ozdesligi, iirete¢ fonksiyonlari, Q matrisleri ve
daha bir¢ok o6zellikleri incelenmis ve ¢alisiilmistir. Sonraki boliimde Gauss Fibonacci
ve Gauss Lucas sayilarinin Fibonacci ve Lucas sayilart ile olan iliskileri ¢alisilmistir.
Bu sayilarin temel 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra bu sayilar igin verilen
0zdeslikler Balans ve Kobalans sayilarinda da incelenmistir. Son boliimde ise Gauss
Balans, Gauss Kobalans, Gauss Lucas Balans ve Gauss Lucas Kobalans Sayilari
tanimlanmis ve bu sayilarin rekiirans bagintilari, Balans ve Kobalans sayilar ile olan
iligkileri, Binet formiilleri ve ispatlarda ¢ok sik kullanilan Q matrisleri bulunmus ve

calisiimastir.

Oneri olarak Gauss Balans sayilarinin Gauss Pell sayilari ile olan iliskileri
incelenebilir. Balans ve Kobalans sayilarinin tanimlanmis bir¢ok genellestirmeleri

Gauss Balans ve Gauss Kobalans sayilari i¢in uygulanabilirdir.
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