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OZET

KUADRATIK FORMLAR VE KUATERNiYON CEBIiRLERI
YUKSEK LISANS TEZI
SULE CURUK
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. SERPIiL HALICI)
DENIZLi, MAYIS - 2017

Bu calismada Once kuadratik formlar siniflandirildi. Sonra  Clifford
cebirleri ve kuadratik formlar arasindaki bagintilar incelendi. Bu amagla,
kuadratik formlar ile ilgili temel bilgiler verildi. Hiperbolik diizlem ve hiperbolik
uzay ve ayrica hiperbolik uzaya karsilik gelen kuadratik form incelendi. Ikinci
boliimde ise, reel kuadratik formlar ele alindi. Bu kuadratik forma karsilik gelen
matris ¢alisildi. Ornekler verildi ve kuadratik formlarin gosterdigi egriler ¢izildi.
Ucgiincii boliimde, kuaterniyon cebitleri ¢alisildi ve temel dzellikleri verildi. Bu
konu ile ilgili bazi temel teorem ve sonuglar verildi. Dordiincii boliimde, Clifford
cebirinin yapisini olusturan geometrik kavramlar tanitildi. Vektorler arasinda
bilinen skaler ¢arpimin yan1 sira, i¢ ve dig ¢arpim kullanilarak bu ¢arpimlarin
geometrik anlamlarina deginildi. Ayrica, geometrik ¢arpim yardimiyla da Clifford
cebirinin nasil olusturuldugu aciklandi. Son olarak besinci boliimde ise,
genellestirilmis  Fibonacci kuaterniyonlart incelendi ve Clifford cebirleri
yardimiyla, H(f;, B2) yapisini bir boliim cebiri yapacak sartlar incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Kuadratik Formlar, Kuaterniyonlar, Clifford
Cebirleri, Fibonacci Kuaterniyonlari



ABSTRACT

QUADRATIC FORMS AND QUATERNION ALGEBRAS
MSC THESIS
SULE CURUK
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOS. PROF. DR. SERPIL HALICI)
DENIZLIi, MAY 2017

In this study, quadratic forms were first classified. Later the relations
between Clifford algebras and quadratic forms were tried. For this purpose, the
basic information about quadratic forms is given. The hyperbolic plane and
hyperbolic space and also the quadratic form corresponding to the hyperbolic
space is investigated. In the second section, real quadratic forms are considered.
The matrix corresponding to this quadratic form was studied. Examples are given,
and curves of the quadratic forms were drawn. In third section quaternion algebra
was studied and their basic properties were given. Some basic theorems and
corollaries about this subject are given. In fourth section, the geometric concepts
that related with the structure of the Clifford algebra are introduced. In addition to
known scalar multiplication among vectors the geometric meanings of these
products were mentioned by using the inner and outer product. Furthermore, it
was explained how the Clifford algebra was created by using geometric
multiplication. Finally, in the fifth section, Generalized Fibonacci quaternions
were examined and the conditions related to the algebraic structure of H (S, 52)
such that it can be a division algebra were investigated by Clifford algebras.

KEYWORDS: Quadratic Forms, Quaternions, Clifford Algebras, Fibonacci
Quaternions
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1. GIRIS

11 Tarihge

Kuadratik formlar, matematigin bir ¢ok alaninda kullanilir. Belli bazi
konularin smiflandirmas1 kuadratik formlara indirgeyerek yapilabilir. Mesela
Clifford Cebirinden kuaterniyon cebirinin elde edilmesi ise buna bir Ornektir.
Kuadratik formlar, konikler ve kuadrik yiizeylerin siniflandirilmasinda da kullanilir.
Kuadratik formlari siniflandirirken, ayni cisim iizerinde iki denk kuadratik formun
bir lineer doniisiim ile birbirlerinden elde edilip edilemeyecegi akla gelir. Bu sorunun
cevab1 R ve C de calistyorken kolaydir, ancak R ve C den farkli cisimlerde durum
farkli olabilir.

Kuadratik formlarin temsil teorisinin uzun bir gegmisi vardir. Bu teori 1640’11
yillarin baslarinda x? + y? ile temsil edilen sayilar hakkinda Fermat’in iddiasiyla
basladi. 18. yiizyilda, Euler bu gosterimlerin ispatim1 yapti ve diger ikili basit
kuadratikler ile ilgili benzer iddialar1 verdi. Lagrange,1770’de “Dort Kare
Teoremi”ni ispatlayarak Evrensel Kuadratik Formlar Teorisinin temelini atti. 18.
yiizy1l daha ayrintili bilgilerle sona erdi ve 1798°de Legendre “U¢ Kare Teoremi”ni
ele aldi. Aym1 zamanda Legendre “Theorie des Numbers” c¢alismasinda ikili
kuadratiklerin genel teorisinin temelini kurdu.1801°de bu teorinin modern teoriye
uyarlanmasi Gauss tarafindan yapildi. N. Sloane ve J. H. Conwey, [N. Sloane ve J.
H. Conwey 2000] daki ¢alismalarinda, ikili kuadratik formlarin simiflandirilmasini
verdiler. 19. ylizyil sonlarinda H.J.S. Smith, H. Minkowski Gauss’un c¢alismasini
daha yliksek boyutlara genislettiler.1900’lii yillarda, Ramanujan bu teoriye 6nemli
katkilar yapti. 1937° de Witt, her kuadratik form i¢in bu kuadratik formlarin Clifford
cebirlerini tanimladi ve bu yapmnin 6zelliklerini ¢alisti. Witt ¢alismasinda basit
cebirler ve kuadratik formlar arasindaki benzerlikleri verdi. Springer (1959),
Serre(1964) ortogonal ve ilgili gruplari ¢alistilar. Delzant(1962), Scharlau(1967),
Belskii(1968), Milnor(1970), Arason(1975) ve bir cok yazar kuadratik formlar
calisti. Durfee(1948) ve Springer(1955), ayrik degerlendirme halkas1 iizerinde



kuadratik form teorisini gelistirdiler. Ozellikle bu yazarlar, tam ayrik degerlendirme
halkalar1 tlzerinde kuadratik formlar1 siniflandirdilar. 1977’ de Knebusch, bu
kavrami keyfi halkalara genisletti. Ayrica, kuadratik formlarin 6zelliklerini ve Witt
halkalarini bir ¢ok yazar ¢alisti. Norm kurallarini ise Scharlau ve Knebusch verdi[ N.
Sloane ve J. H. Conwey 2000].

Kompleks sayilar ile 2-boyutlu diizlemin iliskisini ¢ok iyi bilen ve 4-boyutlu
kuaterniyon cebirini tanimlayan William Rowan Hamilton, bu iliskiyi 3-boyutlu
uzaylarla iliskilendirmek amaciyla, 3-boyutlu bir cebirsel yap1 aradi. Hamilton 19.
yiizyilda “2-boyutlu uzaylarda donme varsa neden 3-boyutlu uzaylarda “ diyerek
baslattig1 calismasinda kuaterniyonlar1 kesfetti. Bu kesfini, Brougham Kopriisii
altinda dinlenirken yapti ve orada bulunan bir tasa yazdi. Ve asagidaki birim

vektorleri tanimladi.
i2=j2=k%=ijk=-1

Bu olay herkes tarafindan bilindigi i¢in, diinyanin dort bir yanindan insanlar
bu kopriiyli “Hamilton Kopriisii” olarak bilir. Kuaterniyonlar, bilim diinyasinda ¢ok
bliyiik etkiye sahiptir. Matematik disinda fizik, kuantum fizigi, metafizik,
miihendislik gibi bir ¢ok bilim dalinda kullanilir.

Grassman ve Hamilton’un tanimladigi sayr sistemlerini Clifford tek bir
cebirle birlestirdi ve William Kingdon Clifford bu cebire geometrik cebir adin1 verdi.
Ayn1 zamanda adina ithafen, bu cebir Clifford cebiri olarak da bilinir. Clifford
cebirleri her alanda ilgi gormektedir. Geometrik cebir, geometrik kavramlarin
cebirsel gosterimidir. Clifford cebiri, geometri, fizik ve sayisal islem alanlarinin
uygulamalarin igerir. Clifford cebiri kuaterniyon cebirlerinin direkt toplami olarak
ifade edilebilir. Bu sebeple, kuaterniyon cebirleri Clifford cebirinin 6zel halidir. Bu

cebirler, degismeli degildir fakat birlesmelidir.

1.2 Kuadratik Formlar

Tanmim 1.2.1 F cismi iizerinde, n-degiskenli bir f polinomu 2.dereceden homojen

ise, bu f polinomuna n-sirali kuadratik form denir. Yani;


https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=William_Kingdon_Clifford&action=edit&redlink=1

FQX1, Xoy o, Xp) = S0y 0 @ XX (1.1)
bi¢imindeki ifadeye kuadratik form denir(Lam, T.Y. 2004).
Not: 1) F cisim oldugundan; X;X; = X;X; dir.
2) (1.1) esitliginde n = 2 alinirsa;
f(X1,X5) = ¥4 X3 aijXiX;
= a11X12 + a12X1X5 + a1 XX, + a22X22
= a1 X1 + X1 X5(arz + az1) + 055X, (1.2)
3) f =Xi=12)=1 % (aij + aj;) X;X; yazilabilir.

4) f kuadratik formu, bir tek M, matrisini belirler. Yani;

1
( ) _ l(all + a1 Qaqp + a21) _ a1 E (alz + aZl) (1 3)
f ij - 2\dy1 + ai, as, + (05Y) - %(021 + a12) Ay, )
5) f kuadratik formu, M, matrisi yardimryla asagidaki gibi yazilabilir:
f=FfX) =fXy, Xz, Xn) = XX, (1.4)

burada X siitun matrisidir.

Tammm 1.2.2 (iki Kuadratik Formun Denkligi): f ve g iki kuadratik form olsun.
Eger;

fX) = g(CX) (1.5)

olacak sekilde C € GL,(F) varsa f = g, yani f ve g kuadratik formlar1 denktir.
Yani;

FOO) =g(CX) = (CX)*M,(CX) = X*(C*'M,C)X (1.6)

dir(Lam, T.Y. 2004).



Sonuc¢ 1.2.1
1) My = C'M,C; |C| # 0.
2) Kuadratik formlarin denkligi f = g olmasi igin; My = C*M,C olmaldr.
3) f = g bagmtisi bir denklik bagintisidir.
4) Qs F" > F
x = Qp(x) = x*M;x olan Qf fonksiyonuna kuadratik doniisiim denir.
5) f = g nin anlami; Qf(x) = Q4(Cx) dur. Yani;
xtMsx = xt(C*M,C)x esitligini saglayan bir C lineer doniisiimii vardr.
6) Qr kuadratik doniisiimii f kuadratik formunu tek olarak belirler.
7) Qs (ax) = (ax)"'Ms(ax) = a®x*Mpx = a*Qp(x)

8) Kuadratik doniisiime ek olarak, By: F"* X F* - F
1
Br(x,y) = 5 [Qf(x +y) —Qr(x) — Qf()’)]

olarak tanimlanan By déniisiimii, simetrik ve bilineerdir.

Ayrica, bu doniisiim
1 .y
Be(x,y) = 2 [Qf(x +y) —Qr(x) — Qf()’)] ; Qr(x) = x*Myx idi.
1 t t t
=E[(x+y) Me(x +y) —x*Mpx —y Mfy]
= %[xthx +xtMpy + y*Mex + y*Mpy — xtMx — y*Myy]
1
== [xtM;y + ytM;x]
= x"M;y olup,

Br(x,y) = x*M;y (1.7)

ozelligine sahiptir. Dolayistyla,



Br(x,x) = x*Msx = Qp(x) (1.8)
esitligi yazilabilir.
Tamm 1.2.3 (Bilineer Form) V sonlu boyutlu F-uzay olsun.
B:VXV —>F
doniisiimii Vu, v,w € V ve X€ F i¢in,

1) B(u+v,w) = B(u,w) + B(v,w)
2) B(u,v+w)=B(uv)+ B(u,w)
3) B(Au,v) = B(ux v) =x B(u,v)

Ozelliklerine sahip ise B doniisiimiine V vektdor uzayr lizerinde bilineer form

denir(Sakatiitiincii E. 2009).

Tamm 1.2.4 (Simetrik Bilineer Form) V sonlu boyutlu F-uzay olsun.
B:VXV -—>F

doniisimii Vu, v,w € V ve a, b € F i¢gin,

1) B(u,v) = B(v,u)

2) B(au+ bv,w) = aB(u,w) + bB(v,w)
3) B(u,av + bw) = aB(u,v) + bB(u,w)
4) B(xu,v) = B(u, v) =x B(u,v)

sartlarim1 saglarsa B doniistimiine V' vektor uzayr tizerinde simetrik bilineer form
denir(Sakatiitiincii E. 2009).

Tamm 1.2.5 (Kuadratik Uzay) V sonlu boyutlu F-uzay ve B:V X V — F doniistimii

simetrik bilineer form olmak {izere; (V,B) cebirsel yapisina, Kkuadratik uzay
denir(Lam, T.Y. 2004).

q = qp ile gosterilen kuadratik donilisim ile kuadratik uzay asagidaki gibi

iliskilendirilebilir:
e q(x)=B(xx)=Qr(x) (1.9)
e g(ax) = B(ax,ax) = a?B(x,x) = a’q(x) (1.10)



e qlx+y)—qx)—q(y)=B(x+y,x+y)—B(xx)—By,y)
= B(x,y) + B(y,x)
= 2B(x,y) (1.11)

(1.11) esitliginden;
B(x,y) =5[q(x+y) = q(x) — ()] (1.12)
elde edilir.

e (V,B) yerine (V, q) yazilabilir.

e (V,B) kuadratik uzay1 bir tek q kuadratik doniisiimii belirlerken, kuadratik
formlarin bir tek denklik sinifini belirler.

e ey,e,..,6,, Vigin bir taban ise (V, B) kuadratik uzayi, F iizerinde bir

kuadratik form verir. Yani;
f=fX, Xz X)) = X1y 3721 B(e, €)) XiX; (1.13)
olup;
B(e; ) = (Mf)l,j (1.14)
dir.

Tamm 1.2.6 (izometrik Olan Kuadratik Uzaylar) (V,B) ve (V',B") iki kuadratik

uzay olsun. Eger; T: V' — V'lineer izomorfizmi varsa yani;

B(x,y) = B'(t(x),t(»)) oluyorsa (V,B) = (V',B") izometrik kuadratik uzay olur.
(Lam, T.Y. 2004).

Not: V nin ey, e,,..,e, bazma karsilik gelen kuadratik form f , V' nin

7(e1), (ey), ..., T(e,) bazina karsilik gelen kuadratik form f'ise, 0 zaman;

(Mf)ij = B(ei¢)) = B'(T(ei),f(ej)) = (Mf')l.j (1.15)

olur.



Sonug¢ 1.2.2 iki uzaym izometrik olmasi i¢in & kuadratik formlarmin denk olmasi

gerekir. Yani;
(V,B)= (V',B) & fg = fp (1.16)
dir.

Tammm 1.2.7 (Regiiler Kuadratik Uzay) Eger (V, B) uzay1 asagidaki sartlardan
birini sagliyorsa bu uzaya regiiler kuadratik uzay denir(Lam, T.Y. 2004).

1) |M| # O regiiler matristir(M kuadratik forma karsilik gelen simetrik matris).
2) Vy € V igin B(x,y) = 0 olacak sekilde x € V varsa, 0 zaman x = 0 dir.

Not: B =0, yani sifir kuadratik uzayr 1. sart1 saglamamasina ragmen diizgiin

kuadratik uzay olarak kabul edilir.

Tanmm 1.2.8 (Ortogonal Tiimleyen ve Radikal) (V,B) kuadratik uzay, S c V alt
uzay olsun. (S, B|sxs) uzay: bir kuadratik uzaydir. Ve ST = {x € V|B(x,s) = 0}

kiimesine V nin ortogonal tiimleyeni denir(Lam, T.Y. 2004).

I nin kendi kendisinin ortogonal tiimleyeni(alt kiime olmadan), V nin radikali olarak

adlandinilir, ve VT = rad (V) yazilur.

rad(V) = {x € V|B(x,x) = 0} (1.17)

Not:

1) (V, B) regiiler kuadratik uzay < rad(V) = 0 dur.

2) (V, B) regiiler iken S c V alt uzayi regiiler olmayabilir. Ornegin;
(R?,B),B((a,b),(c,d)) = bc + ad ve S = span{(0,1)}, B|sxs = 0 (1.18)

dir.

Sonug 1.2.3 (V, B) regiiler kuadratik uzay ve S c V alt uzay olsun. O zaman;

1) dim(V) = dim(S) + dim(ST)



2) (STT = S dur.

Sonu¢ 1.2.4 F cismi iizerinde f kuadratik formu ve d € F olsun. Eger
f(X1,X5,....X,) =d, d €F olacak sekilde X;,X,,..,X, € F varsa f kuadratik
formu d yi temsil eder. f nin temsil ettigi bu elemanlarin kiimesi D(f) ya da Dg(f)

ile gosterilir. Yani,

D(f) ={d € F|d = f(X1, X ., Xn)} (1.19)
olur.
Sonu¢ 1.2.5 D(f) nin Grup Yapist:

a,d € F olsun. d € D(f) © a?d € D(f) dir, ve D(f) kiimesi ters isleme gore
daima kapalidir. Ciinkii d € D(f) © d~! = (d"1)2d € D(f) tir. Ancak, f 1 i temsil
etmeyebilir. Yani f (X, X;, ..., X;;) = 1 olmayabilir. Bu yiizden D(f) birimi igermez.
O zaman D(f) bir grup degildir. f birimi igermeyebilir. 1 i i¢erse bile garpmaya gore
kapali olmayabilir. Q {izerinde x%+y?+ z? formunu dikkate alirsak, D(f)
1,2,271,14 ii igerir. Ancak; 271,14 = 7 olur. Ama 7, Q da ii¢ kare toplami degildir.
Dikkat edersek; eger D(f) ¢arpma islemi altinda kapali ise, D(f) 1 i igerir. Bu
durumda D(f),F min alt grubu olabilir. Béylece de f, F iizerinde bir grup formu

olarak adlandirilir.

Tanmm 129 Eger (V,B;), (V,,B,) kuadratik uzaylar ise, V; LV, = (V,B)

ortogonal toplam1 V = V; @V, ile tanimlanir, ve B:V; X V, — F, herhangi x;,y; € V;

Ve X5, Y, € V; igin B((xpxz)' ()’1'3’2)) = B1(x1,y1) + By (x3,y,) dur.

Aciktir ki, B simetrik ve bilineerdir. Yani (V,B) yi kuadratik uzay yapar. Eger
{(x,0):x eV }ile Vi, {(0,x):x €V,} ile V, yi tammlarsak; B(V;,V,) = 0 elde

ederiz. Hem de B,(0,0) = 0 igin By, «y, = By, benzer olarak B|y,y, = B, dir,
Herhangi x; € V; ve x, € V, igin ilgili kuadratik form asagidaki gibidir:
qp(x1,x3) = B((xpxz), (xl,xz))
= B1(x1,¥1) + B2(x2,¥2)

= qp, (x1) + qp,(x2) (1.20)



Teorem 1.2.2 (V,B) = V; 1LV, kuadratik uzay: regiilerdir & (V;, B;) ve (V,, B,)
kuadratik uzaylari regiilerdir(Lam, T.Y. 2004).

Teorem 1.2.3 (Gosterim Kriteri) (V,B) bir kuadratik uzay ve d € F olsun. O
zaman de€D(V) & V =(d) LV’ olacak sekilde (V' B") kuadratik uzay
vardir(Lam, T.Y. 2004).

Gosterim Kriterini tekrar tekrar uygularsak, ortogonal tabanin varligin1 gosterebiliriz.

Ve asagidaki sonucu elde ederiz:

Sonu¢ 1.2.6 Eger (V,B), F cismi lizerinde bir kuadratik uzay ise, o zaman V =
(dy) L (d,) L - L (d,) olacak sekilde d;,d,, ..., d,, € F skalerleri vardir. Bagka bir
ifadeyle, herhangi n-degiskenli kuadratik form d;x,? + --- + d,x,,? diagonal forma
esittir. Ayrica (d, ..., d,,) ile gosterilir(Lam, T.Y. 2004).

Not: Ozel olarak (d, ..., d) n-degiskenli kuadratik formu, n{d) ile gosterilir. Ornegin;
3(a) L 4(b) direkt toplami {a, a, a, b, b, b, b) anlamina gelir.

Sonu¢ 1.2.7 Eger (V, B) bir kuadratik uzay ve S bir diizgiin alt uzay ise, o zaman;
HV=s5s1St

2) Eger T,V = S L T olacak sekilde V nin bir alt uzay1 ise, 0 zaman T = S* dir.
Sonug 1.2.8 (V, B) bir regiiler kuadratik uzay olsun.

S alt uzay: regiilerise © V =S L T olacak sekilde T € V vardur.

Ispat: Eger S alt uzayr regiiler ise T = S* alalim. Tersine eger V = S L T, 0 zaman

radS € radV = 0 dir. Boylece S regiilerdir.
Tanim 1.2.10 f singiiler olmayan kuadratik formun determinanti;

d(f) = det(M;)F? olarak adlandurilir, ki bu F/F? nin bir elemamdir. Dikkat
edersek eger f = g ise, 0 zaman M; = C tMgC olacak sekilde belli singiiler olmayan

C vardir. Ve

d(f) = det(M;)F? = det(M,)det(C)?F? = d(g) (1.21)



dir. Yani, d(f), f nin denklik smiflarinin bir sabitidir. Blok diagonal matrisleri

diigiinerek, asagidaki (1.22) esitligi gortilebilir.
d(f1 1 fz) = d(fl)d(fZ) (1.22)
Boylece, eger f =V = (d4, ..., d,) ve V, f ye karsilik gelirse,

d(f) = d; ...d,. F? dir. Bu durumda d(f), V nin determinanti olarak adlandirilir. Ve
d(V) ile belirtilir.

Teorem 1.2.4 a,b,c,d # 0 olmak iizere, q = {(a,b) ve q' = (c,d) regiiler ikili
kuadratik form olsun. O zaman q = q’' < d(q) = d(q') ve q,q’ bir ortak e € F
elemanini temsil eder(Lam, T.Y. 2004).

1.3  Hiperbolik Diizlem ve Hiperbolik Uzay

Tanmim 1.3.1 v, kuadratik uzaydaki sifir olmayan bir vektor olsun. Eger B(v,v) =
qg(v) = 0 ise v bir isotropiktir, aksi halde anisotropiktir. Eger (V,B) kuadratik
uzay1 bir isotropic vektor igerirse (V, B) isotropic olarak adlandirilir, aksi halde
anisotropiktir. Ve eger V de her sifir olmayan vektor isotropik yani B = 0 ise,

(V, B) tam olarak isotropiktir.

Teorem 1.3.1 (V, q), 2-boyutlu kuadratik uzaylar olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir(Lam, T.Y. 2004).

1) V regiiler ve isotropiktir.

2) d(V) = —1F? olmak iizere V regiilerdir.

3)V,d = (1,—1) e izometriktir.

4) V, iki degiskenli kuadratik form X;X, in denklik sinifina karsilik gelir.

Not: Yukaridaki ifadelerin herhangi birini saglayan 2 -boyutlu kuadratik uzaya
hiperbolik diizlem denir. Ve H ile belirtilebilir. Split kuaterniyonlar hiperbolik
diizlem olusturur. Hiperbolik diizlemin bir ortogonal toplamina hiperbolik uzay

denir.
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Hiperbolik uzaya karsilik gelen kuadratik form;
Xo Xy + -+ Xom—1Xom Yada (X2 = X2%) + -+ (Xome1® — Xom®)  (1.23)
dur.

Ispat: 3) o (4) g(X.,X,) =X X, ve C:(Xy, X)) » (X, +X,, X, —X,) ters

¢evrilebilir lineer doniisiim olsun. O zaman,
9(CX1, X2)) = (X1 + X)Xy — X5) = X, " — Xp° = (1,-1) (1.24)
olur.

3)=> (1) (1,-1) = X,* — X,? kuadratik formu icin, (1,—1) kuadratik uzaymn

izotropik bir vektoriidiir.
Teorem 1.3.2 (V, B) bir regiiler kuadratik uzay olsun. O zaman,

1) r-boyutlu U € V nun her izotropik alt uzayi, 2r-boyutlu T < V bir hiperbolik alt

uzayini igerir.
2) V izotropiktir & V bir hiperbolik diizlem icerir(Lam, T.Y. 2004).

Teorem 1.3.3 (Witt’nin Ayristirma Teoremi) (V, q) bir kuadratik uzay olsun. O

zaman;
V,q) = Ve, qe) L (Vi qn) L (Vo qq) (1.25)
dir.

Burada V; toplam izotropik, V}, hiperbolik(ya da sifir) ve V,, anizotropiktir(Lam, T.Y.
2004).

Teorem 1.3.4 (Witt’nin Sadelestirme Teoremi) Eger q,qq,q, keyfi kuadratik

formlar ise, 0 zaman

qlgi=qlq=>q1lq; (1.26)
dir(Lam, T.Y. 2004).

Bir sonraki boliimde, reel kuadratik formlari inceleyecegiz.
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2. REEL KUADRATIK FORMLAR

Tanmm 2.1 a, b, ¢ en az biri sifirdan farkli olan belirli reel sayilar olmak {izere;
q:R? > R, quy,uy) = a(uy)? + 2buquy + c(uy)? (2.1)
bi¢iminde bir g fonksiyonuna ikinci dereceden bir reel kuadratik form denir.

Bu kesimde kisaca “kuadratik form” denildiginde, ‘“reel kuadratik form”

anlagilacaktir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

R uzayinin dogal tabanina gére h vektoriiniin bilesenlerinin matrisi [h];x, matrisidir.
1 x 1 bigimindeki reel bilesenli matrislerle reel sayilar arasinda [h]ix; = h
bigiminde dogal bir birebir esleme vardir. Bundan dolay1 [h],; matrisi yerine h da

yazilabilir.

R? uzaymin dogal tabani e ile gosterilsin. u = (uy,u,) ve u € R? olmak {izere u

vektoriiniin R? uzaymm e tabanina gore bilesenlerinin matrisi [u], bigiminde
u
gosterilebilir. [u], = [u;] oldugu kolayca goriilebilir. [u], € RZ dir. [u], matrisini u

ile gosterelim. Kisaca [u], = u diyelim. Bir g kuadratik formu:

q(uq, up) = [a(uy)? + 2buyu, + c(uy)?]

b1 4
= wlly ] [L] = (oTAR) =wTau (22)
bigiminde yazilabilir. Burada [Z IZ] matrisi A ile gosterilmistir.

q:R? > R, quy,uy) = aluy)? + 2buguy + c(uy)? (2.3)
bi¢iminde bir g kuadratik formu verildiginde Vu € R? igin,

Q(u) = ([u]e)TA[u]e (2.4)

olacak bicimde R3 uzayinda bir A simetrik matrisi vardir. Buradaki A matrisine q

kuadratik formunun matrisi denir. Karsit olarak A € R3 ve A simetrik bir matris
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olmak iizere A matrisi verildiginde q(u) = ([u].)TA[u], esitligiyle belirli bir g

kuadratik formu verilmis olur. Bunun terside dogrudur.
Genel olarak A € R} ve A simetrik matris olmak tizere

q) = ([ul)"Alul. (2.5)

esitligiyle tanimli g fonksiyonuna, R™ uzayinda A matrisinin belirledigi kuadratik
form denir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

Uyan 2.1 n X n bigiminde simetrik bir A matrisinin R™ uzaymin e dogal tabanina
gore belirttigi lineer dontisim L: R™ — R™ olsun. [L(u)], = A[u], dir. Bundan

dolayn,
q) = ([ule)"Alule = ([ule, Alule) = ([ule, [LW)].) = (u, L(w)) (2.6)
olur. A matrisinin simetrik matris oldugu géz 6niine almarak,
qu) = ([ule)"Alul. = ([ulo) AT [ule = (Alul)"[u].
= (Alule, [ule) = ([LW]e, [ule) = (L(w), u) (2.7)

bulunur.

Not: 1) V bir i¢ carpim uzayr ve ¢ bu uzaym ortonormal bir tabani olsun. Bu

durumda;
(u,v) = ([uly, [v]y) (2.8)
dir.
2) V sonlu boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 ve ¢, V nin ortonormal bir taban1 olsun.
a) L:V — V lineer doniisimii V u, v € V i¢in;

(L(u),v) = (u, L(v)) (2.9)

esitligini saglarsa L, matrisi simetrik bir matristir.
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b) A € R} ve A simetrik bir matris ise A matrisinin ¢ tabanina goére belirttigi

L:V = V lineer doniisiimii V u, v € V igin;
(L(w),v) = (u,L(v)) (2.10)
esitligini saglar.

Yukaridaki Not 2) den (u, L(u)) = (L(u), u) oldugunu da soyleyebiliriz. Demek Ki

q kuadratik formu

q(u) = (u, L(w)) veya q(u) = (L(u),u) (2.11)

bigiminde verilebilir.

u € R™ i¢in [u], matrisini u ile gosterelim. Kisaca [u], = u diyelim. Bu gosterime

gore R™ uzayinda bir g kuadratik formu;
qw) = u'Au (2.12)
biciminde yazilabilir.

R3 uzayinda bir kuadratik form;

a d el
:R3 >R, qlug,up,uz) = [ Uz U] [d b f] [uzl (2.13)
e f c

bigimindedir.
q(uq, uy, uz) = a(uy)? + b(uy)? + c(uz)? + 2dugu, + 2euus + 2fuu;  (2.14)
oldugu kolayca goriilebilir.

Bir g kuadratik formunun A matrisi simetrik bir matristir. Simetrik matrislerin biitiin
0z degerleri reel sayidir. A simetrik matrisinin, R™ uzayinin e dogal tabanina gore
belirttigi lineer doniisiim L: R™ — R™ olsun. L lineer doniisiimiiniin 6z degerleri, A

matrisinin 6z degerlerine esittir.

Sonu¢ 2.1 V, n-boyutlu reel i¢ carpim uzayi olsun. L:V — V déniisiimii Vu,v € V

icin (u, L(v)) = (L(u), v) esitligini saglayan lineer bir doniisiim ise V nin ortonormal
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bir tabani, bu tabandaki her bir vektor L doniisiimiiniin bir 6z vektorii olacak sekilde

bulunabilir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

L:R™ - R"™ lineer donisimii Vu,v €V icin (u,L(v)) = (L(u),v) esitligini
sagladigindan sonuca gore R™ uzayinin bir ¢ ortonormal tabani, bu tabandaki her
vektor L doniisiimiiniin bir 6z vektorii olacak bi¢cimde bulunabilir. Bu sonugtan
yararlanilarak kuadratik formlar, L donilisiimiiniin 6z degerlerine ve u vektdriiniin ¢

tabanina gore bilesenlerine bagl olarak yazilabilir.

Simdi R? uzayinda q(u) = ([u],)TA[u], esitligiyle verilmis g kuadratik formunu
gbdz Oniine alalim. A matrisi 2 x 2 biciminde simetrik bir matris oldugundan R?
uzayinin ortonormal bir ¢ tabani, bu tabandaki her bir vektor L donilisiimiiniin bir 6z
vektorii olacak bigcimde bulunabilir. ¢ = {a;, a,} olsun. a;, a, vektorlerini satir
vektorleri olarak alinan [@1 @2] matrisine P diyelim. Bu matris, ¢ tabanindan e
tabanina gegis matrisidir. P matrisi ortogonal bir matris oldugundan P~! = PT duir.

PT AP matrisi kdsegen matris olur.
PTAP =D (2.15)

diyelim. D kdsegen matrisinin kdsegeninde A matrisinin 6z degerleri bulunur. Daha

agik olarak
_[>1 O
b= [ 0 >\2]
bigimindedir.

R? uzaymimn dogal tabam e ile gosterilsin. ¢ tabanindan e tabanina gegis matrisi
P oldugundan e tabanindan ¢ tabanina gegis matrisi P~1 matrisidir. P~ = PT

oldugundan e tabanindan ¢ tabanina gegis matrisi PT olur.

u € R?, u = (uq,uy) olsun. u vektdriiniin e tabanina gore bilesenlerinin matrisini
[u], ile gostermistik. Bu gdsterime gore vektoriiniin ¢ tabanina gore bilesenlerinin

matrisi [u],, dir.
_ W _[w _ , )
[u], = [uz] agiktir. [u], = [ué] olsun. [u], = P[u], dir. Buna gore,

qluy,uz) = uTAu = ([ul)"A([ul,) = (P[ul,) A(P[u],)
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= ([uly) PTAP[ul, = ([ul,) Dlul,

1A 1A >\ O u, 1A A
=[u; uy] 01 >\2] [uz] =X (u1)2 +X, (uz)z
elde edilir. Boylece;
q(uq, up) =g (ui)z +X2 (ulz)z (2.16)

esitligini elde ederiz.

Not: Bu son esitligin sol tarafindaki u,, u, sayilari, diizlemde bir noktanin e
tabanina gore bilesenleridir. uj,u; sayilart ayni noktanin ¢ tabanmna gore

bilesenleridir(Sekil 2.1).

£

Sekil 2.1

Tanim 2.2 u; ve u,, R kiimesinde degiskenler olsun. a, b, ¢ en az biri sifirdan farkli

olan belirli reel sayilar ve d, e, f € R olmak {iizere,

a(uy)? + 2buguy + c(uy)? +duy +eu, + f =0 (2.17)

bi¢iminde bir denklemin R? uzayinda gosterdigi egriye diizlemde bir konik egrisi

denir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008). Diizlemdeki konik
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egrilerinin, uzayda bir koni ylizeyi ile bir diizlemin arakesitleri oldugu gosterilebilir.
Bu yiizden konik egrilerine koni kesitleri ad1 da verilir. Bir koni yiizeyi ile bir
diizlemin arakesitleri ¢ember, elips, hiperbol, parabol, nokta, kesisen iki dogru,

cakisik iki dogru da olabilir.

ER

Sekil 2.2 Sekil 2.3 Sekil 2.4
Sekil 2.5 Sekil 2.6 Sekil 2.7 Sekil 2.8

2.2, 2.3 ve 2.4 sekillerde cember, elips ve hiperbol egrilerinin koni kesiti olarak nasil
elde edildigi gosterilmistir. 2.5, 2.6, 2.7 ve 2.8 sekillerde de parabol, nokta, kesisen
iki dogru ve ¢akisik iki dogrunun koni kesiti olarak nasil elde edildigi gosterilmistir.

Bu nokta kiimelerinden her biri diizlemde bir konik egrisidir. Bu egrilerden nokta,

kesisen iki nokta, kesisen iki dogru, cakisik iki dogru, yoz(bozulmayan) konik
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egrileri olarak adlandirilir. Cember, elips, hiperbol, parabol, yoz olmayan konik
egrileridir.

Diizlemdeki konik egrileriyle kuadratik formlar arasinda yakin bir iligki vardir.
Kuadratik formu belirten A simetrik matrisinin 6zelliklerinden yararlanarak denklemi

verilen konik egrisinin ¢izimi kolaylastirilabilir. Diizlemde,
a(uy)? + 2buguy + c(uy)?> +f =0 (2.18)
bi¢giminde bir denklem ile verilen egrileri goz oniine alalim. Bu denklem
q(up,ux) +f =0

biciminde bir denklemdir. Buradaki q(uj,u,) Vyerine >; (u;")? +x, (uy")?
konuldugunda (2.18) denklemi

N (U2 4+x, W)2+f=0 (2.19)

denklemine dontigiir. Bu denklem (2.18) denkleminin goésterdigi egrinin {a,, @,}
tabanina gore yazilmis denklemidir. {a,, a,} tabanina gore (2.19) denkleminin

gosterdigi egri cizilebilir.

Ornek 2.1
(ul)z - 4(u2)2 - 6u1 + 16u2 - 11 = 0 (220)

denkleminin gosterdigi egri C olsun. C egrisini ¢iziniz(Sabuncuoglu, A. 2008).

Coziim: (uy)? —4(u,)? = q(uy,uy) diyelim. g kuadratik formunun matrisi A

olsun. Bu matris,

A= [(1) —04]

dir. A matrisi kosegen matristir. Oz degerleri 1 ve —4 tiir. (2.20) denklemini

diizenlersek;
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(u)? — 6u; — 4[(uy)? —4u,] —11 =0
[(ug —3)*=9] —4[(u; —2)* —4]-11=0
(u; —3)2 -4, —2)* =4

(u;—3)2 _ (up—2)2 =1
4 1

(2.21)

elde edilir. (2.21) denkleminde u; — 3 = u;' ve u, — 2 = u,’ diyelim. Boylece

N2 N2

% _ @ -1 (2.22)
elde edilir. uy —3 =u;' ve u, —2 =u,’ esitlikleri diizlemde, x;0x, koordinat
sistemindeki bilesenleri 3 ve 2 olan noktada, dogal koordinat sisteminin eksenlerine
paralel eksenler cizilerek yeni bir x;'Ox," koordinat sistemi seg¢ilsin. p = (uq,u,)

olmak tizere p noktasinin x;'Ox," koordinat sistemine gore bilesenleri u;’ ve u,’

sayilar1 olur.(Sekil 2.9)

,
ufl / . |

Xy

Sekil 2.9 Sekil 2.10

(2.22) denkleminin gosterdigi egri, x;0x; koordinat sisteminde bir hiperbol

egrisidir. 2.10 seklinde hiperbol egrisi oldugunu goriiyoruz.

Ornek 2.2

)+ Lugu, + 2 ()P —4 =0 (2.23)
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denkleminin gosterdigi egri C olsun. C egrisini ¢iziniz(Sabuncuoglu, A. 2008).

Coziim: Z(ul)2 + ?ulu2 +Z(uz)2 = q(uy,u,) diyelim. g kuadratik formunun

matrisi A olsun.

[5 ﬁ]
a=|t 4|
V3 7|
7 2]
dir.
fa = det(xl, — A) = det \/; 47 =x%2—3x+2
— — x—_
4 4

dir. f4 polinomunun kokleri »y= 2 ve x,= 1 dir. x;= 2 6z degerine karsilik gelen

0z uzay1 bulalim. Ax =X x esitliginden;

a_5 _¥3
P 2 [[a1 _ 10
[
T YT
3 V3 >a \/gb
2 “Zlrar 10 Pt 0
4\/§ 14 [b]=[o]’ 4\/5 4 , =[O] bulunur. Buradan,
-7 2 T e T
!(3a—+3b) = 0 —=(V3a—b)=0
3a—3b=0 V3a=b=0

elde edilir. a = t parametresine gére, b = /3t dir. Yani ;= 2 6z degerine karsilik
gelen 0z uzay {1,\/5} tiir. Benzer sekilde x,= 1 6z degerine karsilik gelen 6z uzay

{—V/3, 1} seklinde bulunur. Buna gére, |detP| = 1 olsun diye,
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a; = (%,g) , a, = (—g,%) vektorlerini ele alalim.

O zaman,

7
|

olur. P matrisi ortogonal bir matris oldugundan |detP| =1 dir.

SENE
N| =

Not: detP = —1 ise X\; Ve X, 0z degerlerinin sirasin1 degistirerck detP =1

olmasini saglayabiliriz.

quy,uz) =x1 (W) +x, ()2 = 2(uy)? + (up")?

oldugundan (2.23) denklemi, 2(u;")? + (u,")? — 4 = 0 denklemine déniisiir.

Bu denklem aranilan C egrisinin {a;, a,} tabanina gore denklemidir.

Sekil 2.11

2(u;")? + (up")? — 4 = 0 denklemi 4 sayisina boliinerek
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w)? | @)
2 * 4

=1 (2.24)

denklemi elde edilir. (2.24) denklemi {a,,a,} ortonormal tabaninin gosterdigi

koordinat sisteminde bir elips denklemidir(Sekil 2.11).

Teorem 2.1 A € R} ve A simetrik bir matris olmak tizere A nin 6z degerleri
NSNS - SX 1S,

biciminde siralanmis olsun. A matrisinin belirledigi kuadratik form q olduguna gore

llu]l = 1 olacak bigimdeki V u € R™ i¢in ;< q(u) <X,

dir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

Ornek 2.3

19 6 11

q(u) = o (uy)? + oWtz T35 (uz)? (2.25)
olduguna goére g kuadratik formunun R? uzayindaki ||u|| = 1 ¢ember iistiindeki en
biiylik ve en kiiciik degerleri bulunuz. g kuadratik formunun en kiigiik ve en biiyiik

degerlerini aldig1 noktalari belirtiniz(Sabuncuoglu, A. 2008).

Coziim g kuadratik formunun matrisi A olsun.

= 2 ECH
A=Y PldrVefy=dettx, —A)=det| J° M |=x?-3x+2
10 10 10 10

f4 polinomunun kokleri »;=1 ve X,= 2 dir. Xx;<X, oldugundan g kuadratik

formunun ||u|| = 1 ¢ember iistiindeki en kiiglik degeri 1, en biiyiik degeri 2 dir.

n; 0z degerine karsihk gelen 6z uzay Sp{(—1,3)} dir. Sp{(—1,3)} uzayinin

ortonormal tabanm {(\/%, %)} dir.
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N, 0z degerine karsilik gelen 6z uzay Sp{(3,1)} dir. Bu uzaymn ortonormal tabani

()

() ()

kiimesi R? uzayinin ortonormal bir tabanidir.

()= v a(Hm) =2

noktasinda alir.

dir. q kuadratik formu en kiigiik degerini ( Nl \/_)

noktasinda alir.

En biiyiik degerini ise, q ( NeTh \/_)

Tanmmm 2.3 A € R} ve A simetrik bir matris olmak tizere A matrisinin belirledigi

kuadratik form g olsun.

1) Vu € R" ve u # 0 i¢in q(u) = 0 ise g kuadratik formuna pozitif tanimlidir veya

kesin pozitiftir denir.

2) Vu € R"* ve u # 0 igin q(u) < 0 ise q kuadratik formuna negatif tanimhdir veya

kesin negatiftir denir.
3) Yu € R" i¢in q(u) = 0 ise g kuadratik formuna yari-pozitif tanimlidir denir.

4)vVu € R" igin q(u) <0 ise g kuadratik formuna yari-negatif tamimlidir
denir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

Not: R™ uzayindaki baz1 u vektorleri i¢in q(u) sayist pozitif degerler aliyorsa bazi u

vektorleri i¢in negatif degerler aliyorsa bu durumda g kuadratik formu, pozitif

taniml da degildir, negatif tanimli da degildir.
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Teorem 2.2 A € R} ve A simetrik bir matris olmak tizere A matrisinin belirledigi
kuadratik form g olsun. q kuadratik formunun pozitif tanimli olmasi i¢in& A

matrisinin biitiin 6z degerlerinin pozitif olmasidir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve

Sabuncuoglu, A. 2008).

Sonug 2.2

a(uy)? + 2buguy + c(uy)?+f =0 (2.26)

denkleminin kuadratik formunun matrisi A olsun.

a) (2.26) denkleminin bir elips géstermesi i¢in <& A matrisinin 6z degerlerinin her

ikisinin de pozitif olmasidir. Bu durumda g kuadratik formu pozitif tanimlidir.

b) (2.26) denkleminin bir hiperbol gostermesi igin < A matrisinin 6z degerlerinden

birinin negatif, birinin pozitif olmasidir.

¢) (2.26) denkleminin bir parabol gostermesi i¢in & A matrisinin 6z degerlerinden

birinin sifir olmasidir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

A matrisinin 6z degerlerinden en az biri sifirdan farklidir. Her ikisi de sifir olsaydi A
matrisi simetrik matris oldugundan 0 6z degerine karsilik gelen uzay iki-boyutlu
olurdu. Boyle olmasi Vu € RY i¢in Au = 0 olmasi anlamina gelir. Buradan da A = 0
sonucu ¢ikardi. Kuadratik formu tanimlarken, a, b, c sayilarindan en az birinin

sifirdan farkli oldugunu varsaymistik.

Tanim 2.4 uq, u,, uz, R kiimesinde degiskenler olsun.a, b, ¢, d, e, f en az biri sifirdan

farkl olan belirli reel sayilar olmak iizere

a(uy)? + b(uy)? + c(uz)? + 2duquy + 2eujuz + 2fuyug

+gu; + huy, +kus; +1=0 (2.27)

24



bi¢iminde bir denklemin R3 uzayinda gésterdigi yiizeye uzayda bir kuadratik yiizey
denir(Hacisalihoglu H. H. 1983 ve Sabuncuoglu, A. 2008).

a d e
A=|d b f (2.28)
e f c
ve
a d e U4
qiu) =uTAu=[w1 u; us]. [d b f] . [uzl (2.29)
e f «cl lus
olmak iizere kuadratik yiizeyin denkleminin
quw)+[g h klu+l=0 (2.30)

bi¢giminde yazilabilecegi goriilebilir. ¢ kuadratik formunun A matrisi simetrik bir
matristir. R?> uzayinda konik egrilerinin denklemleri igin yapilan islemler, R3
uzayinda kuadratik yiizeylerin denklemleri i¢in yapilabilir. Bu islemlerde (2.30)
denklemi kuadratik ylizeyin denkleminin standart formu denilen bir bigime
doniistiiriilebilir. Standart formdaki bir kuadratik yiizeyin seklini gérmek oldukca
kolaydir. Uzayda bir yiizeyin bi¢imini tanimanin en kolay yolu, bu yiizeyin koordinat

diizlemlerine paralel diizlemlerle arakesitlerini incelemektir.

Ornek 2.4
2 2
=+ —=—=1 (2.31)

denkleminin gosterdigi yiizeyi gizerek gosteriniz(Sabuncuoglu, A. 2008).

Coziim: Uzayda, dik koordinat eksenlerini 0, , 0

y,0 Oy, ile gosterelim. (2.31)

denklemiyle verilen yiizeyin, y; = k diizlemleriyle arakesitleri

2 2
upt  ust g K (2.32)

PO

bi¢giminde yazilabilir. k sayisi, —A < k < A olacak bi¢cimde degistiginde (2.32)
denklemi bir elips gosterir. k < —A ve A < k icin arakesit bos kiimedir. k = A i¢in
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arakesit {(4,0,0)} kiimesidir. k = —A i¢in arakesit {(—A4,0,0)} kiimesidir. Bu
elipslerin en biiyligii k = 0 i¢in elde edilen

2 2
% + “Ciz =1 (2.33)

denklemi elipstir. (2.31) yiizeyinin, y, = k ve y; = k diizlemleriyle arakesitlerinin
de yukaridaki gibi elipsler oldugu bulunabilir. Bu gézlemlerin sonucu olarak (2.31)
denkleminin gosterdigi ylizeyin kabaca 2.12 seklindeki gibi oldugu goriiliir.

¥

¥y

Sekil 2.12
(2.31) denkleminin gosterdigi yiizey bir elipsoiddir. (2.31) denkleminde,

A =B = ( ise elipsoid yiizeyi bir kiiredir. 4, B, C sayilarindan ikisi esit ise, bu

durumda elipsoid bir donel yiizey olur. Boyle bir elipsoide donel elipsoid denir.

Ornek 2.5

A | (2.34)
denkleminin gosterdigi yiizeyi ¢izerek gosteriniz(Sabuncuoglu, A. 2008).
Coziim: (2.34) denklemiyle verilen yiizeyin y, = k diizlemleriyle arakesitleri

Wl ust_ g K (2.35)

bi¢iminde yazilabilir. k # A ve k # —A i¢in (2.35) denklemi bir hiperbol gosterir.
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k = —A igin arakesit kesigen iki dogrudur.
k = A i¢in de kesisen iki dogrudur.

(2.34) yiizeyinin y, = k diizlemiyle arakesiti;
2
w?_w’_ g K (2.36)

egrisidir. k # B ve k # —B i¢in (2.35) denklemi bir hiperbol gosterir. k = —A igin

arakesit kesisen iki dogrudur. k = B i¢in de kesisen iki dogrudur.
(2.34) yiizeyinin y; = k diizlemiyle arakesiti;
2 2
b % 145 (2.37)

egrisidir. Her k reel sayist i¢in bu egrilerin bir elips oldugu aciktir. Yukaridaki
gozlemlerin sonucu olarak, (2.34) denkleminin gosterdigi ylizeyin kabaca 2.13

seklindeki gibi goriilebilir.

Vo

¥y ) R

Sekil 2.13

(2.34) denkleminin gosterdigi bir tek kanath eliptik hiperboloiddir.
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3. KUATERNIiYON CEBIRLERI

3.1 Kuaterniyon Cebirinin Temel Ozellikleri
H={q=a+pBi+yj+kla,B,y,6 € R} , R iizerinde 4 -boyutlu degismeli
olmayan bir cebirdir.

R tizerinde bu vektor uzayi igin {1, i, j, k} dogal bir bazdir.
Herhangi X\, a, B,y,8,a',B',y',6" € R ig¢in;
(H): (@a+Pi+yj+6k)+(a' +p'i+vyj+ k)
=(a+a)+B+L)i+y+y)j+(6+6)k (3.1)

(ON(a+Bi+yj+8k) =xa+xBi+xyj+x bk (3.2)

dir.
H bilinen dagilma ile;

i2=j2=k?*>=-1, ij=—ji=k (3.3)
ile tanimlanan ¢arpmayla degismeli olmayan bir halkadir(Lam, T.Y. 2004).

Eger a, 8,y, § en az biri sifirdan farkli ve x = a + Bi + yj + &k ise,

- 1 1 a-Bi-yj—6k eslenik
xl=la——2 - Z W 5 (3.4)
x  a+Pi+yj+ok  a?+pZ+y%+62 boy

Bu ise H kiimesinin boliim cebiri oldugunu gosterir.

Eger bir kuaterniyonun reel kismi sifir, yani a« =0 ise bu kuaterniyon piir
kuaterniyon olarak adlandirilir(Lam, T.Y. 2004).

H ={q=pi+yj+6klf,v.6 ER} (3.5)

Reel sayilar, § =y = § = 0 ile kuaterniyonlarin grubuyla 6zdeslesen H 1 bir alt
halkasidir. C kompleks sayilar, R + Ri ile 6zdeslesen H 1n bir alt halkasidir.
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Genel olarak, kuaterniyonlar keyfi bir F cismi iizerinde tanimlanir. Yani i? = —1,
j2=—-1 olmas1 gerekmez. Burada karakteristigi 2 den farkli olan cisimleri

calisacagiz.

Tanim 3.1.1 Sifirdan farkli a, b € F skalerleri icin;

A= (%) kuaterniyon cebiri, 4-boyutlu bir F cebiri olup i ve j iireteclerine sahiptir.

Yani,
i’=a
j?=b
ij = —ji (3.6)

bagntilar1 yardimiyla tanimlanir(Lam, T.Y. 2004).

k = ij olup k? = —ab dir, ve
ik = —ki = —(ij)i = —i(ji) = i(ij) = (ii)j = i% = aj (3.7)
kj = —jk = —j@ij) = j(i) = (j)i = j*i = bi (3.8)

i,j, k elemanlarinin herhangi ikisi degismeli degildir. Ve burada A cebiri, F tizerinde

4-boyutlu olacak sekilde {1, i, j, k} tabanina sahiptir.

-1,-1

) reel
R

Bu nedenle, a=b=-1 ve F=R oldugunda; A= (
kuaterniyondur(Lam, T.Y. 2004).

3.2  izomorfizm Tiiriinii Belirleme

Bu bdliimde bir F cismi lizerinde genel kuaterniyon A cebiri i¢in, A nin izomorfizm
tipini inceledik. A bir bdlim cebiri iken, bu cebir F den alinan elemanlarla

olusturulan tiim 2 x 2 lik matrislerin cebirine izomorfiktir.

Tanmim 3.2.1 Eger A cebirinin, 0 ve A dan baska ideali yoksa, A cebiri basit olarak
adlandirilir(Cheung, D. 2015).
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Tamim 3.2.2 Eger A cebirinin merkezi k ya esit ise yani Z(A) = k ise, A cebiri bir k-
cebirdir(Cheung, D. 2015).

Tamm 3.2.3 Eger k basit ve merkezi ise sonlu boyutlu bir k-cebiri merkezi basit
cebirdir(Cheung, D. 2015).

Teorem 3.2.1 Artin-Wedderburn Teoremi

Yari-basit bir R halkasi, bu halka belli n; tam sayilari i¢in D; boliim halkasi

tizerinde n;, matris halkalariyla nj nin bir ¢arpimina izomorfiktir. (Lam, T.Y. 2004).

Sonug¢ 3.2.1 F merkezli, sonlu boyutlu olan herhangi merkezi basit cebir, bir M,,D
cebirine izomorfiktir. Burada n bir pozitif tam sayidir ve D, F cismi lizerinde bir
boliim cebiridir(Lam, T.Y. 2004).

(aF—b) kuaterniyon cebirinde, dimg (%) = 4 ve dimpM, (D) = n? dir. Bu yiizden
n=1ikenD = (aF—b) ven = 2 iken D = F olur. Dikkat edilecek olursa, n = 1 iken

D= (“Tb) bir boliim cebiridir. Halbuki n = 2 durumunda (aTb) ~ M,D dir. Baska

bir deyisle bu cebir, split bir cebirdir. ( Eger bir F-cebiri, F {lizerinde bir matris

cebirine izomorfik ise cebirin split oldugu sdylenir.)

Tamm 3.2.4. q € (aF—b) olsun. a,,y,8 € F olacak sekilde q = a + i + yj + 6k

yazilir. § = a — fi — yj — 6k ile g nun eslenigi tanimlanir.
Her g € () igin N(q) = qq ile
a,b
N: (—) - F
F
norm formu ve T(q) = q + q ile iz tanimlanir.

Dikkat edilirse, g = a + Bi + yj + &k iken,

N(@) =qGg=qq=a’?—af?—by?+abé?>=a?+p?>+y?+6%2=(1,1,1,1)
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olur. Bu N(q) degeri, degiskenleri a, 8,y, 6 olan bir kuadratik formdur. Bu yazilim

(1,—a,—b, ab) ile gosterilir. Bu (1,—a,—b, ab) kuadratik formun matris

gosteriminde kdsegene karsilik gelir. Gergekte, (aTb) kuaterniyon cebiri bir kuadratik

uzay olarak diisiliniilebilir. B simetrik bilineer ¢ifti,
B(x,y) = (xy + yx)/2 = T(xy)/2 (3.9)

ile verilir(Lam, T.Y. 2004).

Not: Eslenik fonksiyon bir involusyondur. Genelde, A cebirinin bir F-involusyonu

bir ¢ : A - A doniistimidiir, ki bu F-lineer ve asagidakileri saglar.

1. Vx,y€Aigino(x +y) =0c(x) + a(y) dir.
2. Vx,y € Aigino(xy) = a(y)o(x) dir.
3. Vx € Aigin a(a(x)) = x dir.

H reel kuaterniyonlarinda g elemaninin tersinin %q) oldugunu gérmistiik.
N(q) = a?+ B +y? + 6% (3.10)

Yukaridaki N(g) normu (1,1, 1, 1) gosterimi ile temsil edilir. Bu norm R de dort
karenin toplamidir. R kapali bir cisim oldugundan N(q) =0 & q = 0 dir. Bu

demektir ki 0 hari¢ her elemanin tersi vardir.

Teorem 3.2.2 (“Tb) kuaterniyon cebiri bir bolim cebiridir & N:(“2) - F norm

formu N(q) = 0 = q = 0 karsilik gelir. Yani norm formu anisotropiktir(Lam, T.Y.
2004).

(%2) bir bslim cebiridir < N: (“2)  F norm formu N(g) = 0= q = 0 dir. Yani

norm formu anisotropiktir ifadesine gore asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug¢ 3.2.2 (ap—b) = M, (F) yani splittir.& g # 0 iken N(q) = 0 dir. Yani norm

formu isotropiktir.
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Teorem 3.2.3 (Kuaterniyon Cebirleri icin Ozdesleme Teoremi)

B, F (Kar(F) # 2) cismi iizerinde 4-boyutlu bir cebir , c,d € F ve u,v € B olsun.
Oyle ki;

u? =c, v?=dveuv = —vu. (3.11D)

O zaman B = (%) dir(Lam, T.Y. 2004).

Ispat: A = (%) ve h: A - B F-lineer fonksiyon olsun. Oyle ki;
h(1) =1, h(i) =u, h(j) = v, h(k) = uv (3.12)
olacak sekilde alalim.

Aciktir ki F lineer oldugundan, h fonksiyonu toplamayi, carpmayr ve uv = —vu
esitligini korur. Bir homomorfizmanin g¢ekirdegi tanim kiimesindeki yapinin bir
idealidir. Burada A merkezi basit bir cebirdir. Bu nedenle h sifir olmayan g¢ekirdek

icermez, ve h agik olarak ortendir. Boylece h bir izomorfizmdir.

Tamim 3.2.5 A bir kuaterniyon cebiri olsun. v € A, v = a + i + yj + 6k alalim.
Eger a =0 ise v =pi+yj+ 6k esitligine piir kuaterniyon denir, ve pir

kuaterniyonlarin kiimesi 4 ile gosterilir(Lewis, D. W. 2006).

Teorem 3.24 A = (aF—b) cebir ve v, A nin sifir olmayan elemani olsun. O zaman,

v €Ay © v & F vev? e F dir(Lewis, D. W. 2006).

Ispat: (): Eger v = a + Bi + yj + Ok ise

v? = (a?® + apf? + by? — abé?) + 2a(Bi + yj + 6k)

dir. Bu nedenle a = 0 iken, v?> = af? + by? —abd? € F dur.
"&': Tersine, v € F ise, 3 B,y,8 # 0 olmalidur.

v? € F olabilmesi icin @ = 0 olmalidir, ve boylece v piir kuaterniyondur.
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Sonu¢ 3.2.3 Eger A = (%b),A’ = (%) ve ¢: A —» A’ bir F-cebir izomorfizmi ise o

zaman @(4,) = A4," dir. Ozel olarak, A, kiimesi A nin herhangi F -cebir

endomorfizmi altinda degismezdir(Lewis, D. W. 2006).
Ispat: ¢, F-cebir izomorfizmi oldugundan bir 6nceki teoremden;
vEA,©oveEF,v>?€EF
SpW) € F,o(w?) EF
e eW) €A

A merkezi basit bir cebir ve A nin F-cebir endomorfizmi bir otomorfizm oldugundan

sonug gortlir.

a’,b’

Teorem3.2.5 A = (aT'b),A' = ( :

) cebirleri i¢in, asagidaki ifadeler denktir.

1. Ave A, F-cebirleri olarak izomorfiktir.
2. Ave A’ kuadratik uzaylar olarak izometriktir.

3. A, ve A, kuadratik uzaylar olarak izometriktir.

Bagka bir deyisle iki kuaterniyon cebirlerinin izomorfik olup olmadigin1 anlamak
igin, kuaterniyon cebirlerinin norm formlarinin izometrik oldugunu karsilastirmak
yeterlidir. Bu durum kuaterniyon cebirinin izomorfizm sinifini bulmakta 6nemli

olacaktir(Lewis, D. W. 2006).

Ispat: (1) = (2): Varsayalim ki ¢:A — A’ bir F -cebir homomorfizmi olsun. O
zaman bir dnceki sonug¢ yardimiyla @(4y) = A, dir. Eer x = a + x5, « € F ve
Xo € Ay ise, 0 zaman X = a — x dir. Ve buradan ¢(x) = a + @(x,) ve (%) =

a — @(xg) dir. p(xg) € Ay oldugundan ¢(x,) = ¢@(x) dir. Bu nedenle,
N(p(x) = p(x)p(x) = (X)) = p(N(x)) = N(x). (3.13)
Bu yiizden ¢, A dan A’ ne bir izometridir.

(2)=> (3): Eger A=(1) L A, ve A’ =(1) L A, izometrik ise, o zaman Witt’s

Sadelestirme teoreminden, A, Ve A,  izometriktir.
(3) = (1): 0: Ay — A, bir izometri olsun( Bu bir lineer izomorfizmdir). O zaman,
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N(oc(®))=N@) =-a (3.14)

ve

N(a(@) = o(D)o@) = a(D)o (@) = —a(i)? (3.15)
dir. Agiktir ki o(i)? = a, ve benzer olarak a(j)? = b dir.

Son olarak;

0=B(i,j) =B(a(),0())) = (—a(Da()) — a()a(i))/2 (3.16)

0(i)o(j) = —a(j)o(i) dir. Ve buradan kuaterniyon cebirleri i¢in 6zdesleme

teoreminden 4’ = (“F—b) = A dr.

Izomorfik kuaterniyon cebirleri kuadratik uzaylar olarak izometriktirler. Ve bu
uzaylar igin A = (aF—b) , (1, —a, —b, ab) veya norm formu olan X, — aX,* — bX;* +

abX42 gosterimlerinden biri kullanilir. Burada (1, —a, —b, ab) daima bir regiiler
form olacak sekilde a ve b elemanlar1 sifirdan farklidir. Simdi asagidaki kuaterniyon

cebirleri i¢in bazi 6rnekler verelim.
Ornekler 1

1) A= (‘;—b) kuaterniyon cebiri, B = (bTa) ye izomorfiktir. Ciinkii A ve B norm

formlari, (1, —a, —b, ab) ve (1, —b, —a, ab) izometriktir. Gergekten, izometri

X, = X3 ve X3 - X, dir.

. 2 2
2) Herhangi x,y € F icin A= (aF—b) kuaterniyon cebiri, B = (ax ;’y) ye
izomorfiktir. A daki u = xi ve v = yj elemanlart u? = ax? v? = by? ve
uv = —vu yi saglar. Boylece Kuaterniyon Cebirleri icin Ozdesleme

Teoreminden A ve B izomorfiktir.
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3) A= (aF—b) cebirinde u=1i ve v =k elemanlann u® = a,v?> = —ab ve
uv = —vu esitliklerini sagladigindan, Ozdesleme Teoreminden A = (a'_Fab)
dir.

4) a?X?, X - aX lineer izomorfizmi yardimiyla X? ye izometrik oldugu i¢in

(1,—a,1,—a) =(1,—a,a? —a) = (1, —a,—a,a?) dr.

Bu nedenle (%) = (aT_l) dir.

_ _ (0 1 _ (0 1 2 _ 2 _
5)A—M2(F),u—(_1 0),17—(1 0)olsun.Ozamanu =—lvev: =1

dir. Burada I, 2 x 2 lik birim matristir. Bu nedenle Ozdesleme Teoreminden

A= (?) dir.

Teorem 3.2.6 A = (aF—b) cebiri i¢in asagidaki ifadeler denktir(Szymiczek, K. 1997).

L= ()

2. A, bir kuadratik uzay olarak izotropiktir.(Bu yiizden Teorem 3.2.2 den
A = M,(F) dir.)

3. A, bir kuadratik uzay olarak hiperboliktir.

4. (a,b) ikili formu 1 i temsil eder.
ispat: (1) = (2): (%) =~ (1,—1,1, —1) izotropiktir. Ciinkii N(1 + i) = 0 dur.

(2) = (1): Eger A izotropik ise A = M,(F) dir, ve bdylece Ornekler 1 5 den;
1,-1
A= (T) dir.

(1) & (3), iliskili formu (1,—1,1,—1) olan 4 -boyutlu bir hiperbolik uzaymn
tanimudir.
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(1) = (4): Varsayalim ki A = (%) olsun. O zaman

(1,—a,—b,ab) = (1,-1,1,—-1) (3.17)
dir.
q = (1, —1) i goz oniine alalim. q, 1 i temsil eder. Boylece Teorem 1.2.4 den
q=(a,1,—-1,a)=(a —a) (3.18)
dir.
Benzer sekilde; g = (b, —b) dir. Bu nedenle,
(1,—a,—b,ab) =(1,-1,1,—1) = {(a,—a, b, —b) (3.19)
dir.
Witt’s Sadelestirme Teoreminden, —a ve —b yi sadelestirebiliriz ve
q' =(1,—ab) =(a,b) = q" (3.20)

alabiliriz. Ciinkii q'(1,0) = 1 olacak sekilde (1,0) bir vektordiir. Ayrica q' ve q"'
izometriktir. Boylece q"'(x,y) = ax? + by? + 1 olacak sekilde (x,y) €EF X F

vardir.

(4) = (1): Eger (a, b), 1 i temsil ederse, 0 zaman Teorem 1.2.4 den {a, b) = (1, ab)
dir.

(1,—a,—b,ab) =(1,—-1,—ab,ab) = (1,-1,1,—1) (3.21)

dir. Buradan

IR

)

(ﬁ) (3.22)
olur.

Not: Yukaridaki teoremde 1 < 4 denkligi Hilbert Kriteri olarak adlandirilir.

ax? + by? = 1ise (a, b) formu 1 ile gosterilir.

Eger (a,b) = 1 ise (%) split cebir, (a, b) = —1 ise bir boliim cebiridir. Burada split
kuaterniyon cebirlerinin bazi 6rnekleri vardir.
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Ornekler 2

1. Hilbert Kriteri yardimiyla herhangi a € F igin (%) split cebir olur. {a, —a)

ikili formu igin,

o(52) —a(5) =1

olur.

2. a € Fise(1,a), 1iacik olarak gosterir. Bu yiizden (%) splittir.

3. Egera+0,1,u= (2 8) ve v = G :Cll) olsun. O zaman

u?>=al, v’ =(1—-a)lveuv = —vu

dir. Béylece Ozdesleme Teoreminden M, (F) = (a’(;_a)) dir.

Sonu¢ 3.2.4 A = (%) cebiri splittir & a, F de iki uzayin toplamidir(Yang, C.T.

1960).

Ispat: Eger, i € F sanal say1 ise, o zaman a daima iki uzaymn toplam1 biciminde

olacak sekilde;
1+a 2 1-a. 2 _
(5%) +(5) =a (3.23)
dir. Bu nedenle eger belli X,Y € F igin,
a=X*+Y%ise, X2+Y?—a(1)?-a(0)?=0

dir. Buradan (1,1, —a, —a) norm formunun izotropik oldugu soylenir. A cebiri daima

splittir. i & F ise,

(%) splitleri & (—1,a), 1 i temsil eder.
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& —X? + aY? = 1, burada Y sifirdan farkl olacak sekilde X,Y € F

vardir.
©a =YY%+ X?Y"? olacak sekilde X,Y € F vardir.

Yani a, F de iki uzayin bir toplamidir.

Sonug 3.2.5 Herhangi asal p = 1mod4 i¢in;

(Z£2) = (Z£=) bir bolim cebiridir ve (—2=) = M,(6) dir(Lewis, D. W. 2006).

-1,-p

Ispat: ( ) norm formu X;* + X, + pX;* + pX,* tir ki bu sifir olmayan

rasyonel {izerinde pozitiftir, ve boylece anisotropiktir, bu yiizden Teorem 3.2.2 den

(‘16')“’) bir boliim cebiridir.

Fermat Teoreminden p, iki uzayin toplamidir. p =c?+d? dir. u=i ve v =
(¢j + dk)/p olsun. O zaman u? = —1, v?> = (—pc? — pd?)/p = —1ve uv = —vu
dir.

=5 =) (324

denkligini elde etmek icin Ozdesleme Teoremine bagvurabiliriz.

Zaten p = c? + d? dir. (?) =~ M, (60) elde etmek i¢in Sonug 3.2.4 e bagvurabiliriz.
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4. CLIFFORD CEBIRLERI

Geometrik cebir, geometrik kavramlarin cebirsel temsilidir. Vektor, tensor, Pauli ve

Dirac cebirlerinin her biri geometrik cebirlerdir.
Fiziksel olaylarin tiimiinii birden tanimlayabilen geometrik cebir, Clifford Cebiri’dir.
Geometrik cebirlerin en eskilerinden biri Grassman Cebiri’dir.

Hamilton ayni zamanda 3-boyutlu donme 6zelligini temsil etmek icin kuaterniyon

cebirini kesfetti.

Clifford ise daha sonra Grassman ve Hamilton’nun tanimladig1 sistemleri tek bir

cebir ile birlestirdi ve bu cebire Geometrik Cebir adin1 verdi.

Clifford cebiri, kendine has geometrik yapisindan dolayr katilarin simetri
islemlerinde kullanilmistir. Katilardaki tiim yansima ve dénme islemleri kapali bir

bigimde bu cebirle ifade edilebilmistir.
Kuantum mekaniginde yer alan spinérler, stitun matrislerdir.

Clifford cebirinin, kuaterniyon cebirlerinin direk toplamlar1 olarak ifade edilebilecegi
bilinmektedir. Kuaterniyon cebirleri Clifford cebirinin 6zel hali olarak ele alinabilir.
Bu cebirler degisimli degildir, fakat birlesimlidir. Yine birlesim 6zelligine sahip
olmasa bile, oktonyon cebirleri de Clifford cebirinin baz elemanlar1 ve baz

carpimlarinin benzerligi ile dikkat ¢cekmislerdir.

Stiphesiz, Clifford cebirinin en faydali oldugu uygulama alanlarindan biri
elektromanyetik teoridir. Bir diger uygulama alan1 ise kuantum mekanigidir. Clifford
cebiri fizigin tiim alanlarma uygulanabilmektedir. Matematiksel fizik, kuantum
dolasiklik, genel relativite, istatistik mekanik, string teorisi bunlarin temel alanlaridir.
Proca alan ve Proca-Maxwell denklemleri ilk defa hiperbolik oktonyonlarla ifade

edilmistir.
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Geometrik cebir, yon kavramini da iceren reel sayr sisteminin bir dogal
genislemesidir. Bu nedenle de geometrik cebir vektor uzayinin bilinen kavramlarina

baz1 6zel kurallar ve tanimlamalar getirilerek olusturulur.
4.1  Vektor(Lineer) Uzaylar

4.1.1 Skaler ve Vektorler

Vektor uzaylar iki nesneye gore tanimlanir. Bunlar uzayda yonler olarak gosterilen

vektorler ve genellikle reel sayilar olarak anilan skalerlerdir.

Vektorler d, I;, 7, ... ile temsil edilebilir ve grafik olarak Sekil 4.1 de gosterilebilirler.

A

e

0O

Sekil 4.1 d vektorii

4.1.2 Bazlar ve Boyut

Bir vektor uzayinin boyutunu tanimlamak i¢in su islemler uygulanir:

i.  >q,..,%p Skaler ve d ve b vektor olmak iizere, b vektorii;

b =>‘1av—1)‘|'""|'>‘na'—n)=Z?=1>‘na_n> (4.1)
ile gdsteriliyorsa, b vektorii @, ..., @, vektérlerinin lineer birlesimidir denir.

il.  Xq,..,np skalerleri sifir olmadigi halde,

N+t a, =0 (4.2)

oluyor ise, {ay, ..., a, } vektorleri lineer bagimlidir.
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lii.  Vektor uzayindaki her eleman lineer bagimsiz {ay, ..., a,, } vektorlerin

lineer birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa, {a;, ..., a, } vektorlerine vektdr uzayin

bazi denir(Lounesto, P. 2001).

Bu tanimlamalara diizlemde 3-boyutlu uzayda vektorler diisiiniilerek daha da agiklik
getirilebilir. Ornegin; diizlemde herhangi {ic vektdr lineer bagimli iken diizlemde
bagimsiz iki vektor diizlemdeki tiim vektorler icin bazlari saglar. Kisacasi vektor
uzayin tiim bazlar1 uzayda birbirlerinden bagimsiz elemanlarin sayisi ile aynidir. Bu

saylya uzayin boyutu denir(Lounesto, P. 2001).

4.2 Skaler Carpim
e Herhangi bir vektoriin uzunlugu;
la| = +/(aa) (4.3)
ile gosterilir.

e a ve b arasindaki ac1 6 ise;

db = |d||b| cos 6 (4.4)

ile tanimlanir. Bu carpim grafiksel olarak asagidaki gibi gosterilir(Lounesto, P.
2001).

Sekil 4.2 Skaler Carpim

Iki vektoriin skaler ¢arpimi sifir ise, vektdrler birbirlerine diktir. Baz vektdrlerin
timii birim uzunluga sahip ise bu baz vektorlerine ortonormal bazlar denir.
Genellikle, bazlar {e;, e, ..., e, } vektorleri ile gosterilir. Bu bazlar ile herhangi bir a

vektori;
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a= Z?=1 a;e; (45)

olarak ifade edilir. Burada n uzayin boyutunu gosterir.

4.3  Vektorel Carpim

d ve b iki vektdriin vektérel ¢arpimi d X b ile gosterilir ve
@x b = |d||b|sing (4.6)
ile tanimlanir. (Sekil 4.3) Ozellikleri;

1. @ x b, @ ve b ile tanimlanan diizleme diktir.
2. d@x b, |d||b|sin 6 biiyiikliigiine sahiptir.

-

3. a, bvedxb sag el kurali ile sekillenir.

2y
*
s

Sekil 4.3 d@ X b vektorel carptm

44  Dis Carpim

Vektorel carpim sadece 3 -boyutlu uzayda tanimlanmaktadir. Tim uzayda
tanmlanabilen vektorel carpim fikri ile farkli bir carpim tanimlanmistir. Bu ¢arpima
ise dig carpim adi verilir. @ ve b iki vektdr olmak iizere, bunlarin dis carpimi d@ A b
seklinde gosterilir. Ve vektor cebirinde olmayan yeni bir matematiksel nicelik

tanimlar. Bu matematiksel nicelige iki-vektor denir(Lounesto, P. 2001).
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Sekil 4.4 @ vektoriiniin b vektoriine uzanimi

Iki-vektor Sekil 4.4°den anlasilacagi iizere paralelkenardir. Ve yonlii bir biiyiikliiktiir.
d A b nin biyiikliigi |d] |B | sin 6 dir. Bu bilyiikliik, vektdrlerin olusturdugu diizlem

pargasinin alani ile de aynidir. Yani, iki-vektor bir yonlii alan1 tanimlar.

el

By

Sekil 4.5 b vektériiniin @ vektdriine uzanimi

b A G iki-vektdri ise, sekildeki gibi ayni biiyiikliikteki alana karsilik gelir. Ancak ters
yonliidiir. Matematiksel ifade ile dis carpim degisimli degildir.

dAb=-bAd (4.7)
Ayrica V d vektorii igin;

ana=0 (4.8)
verir. Bunun anlami, vektoriin kendisi boyunca uzanarak bir alan olusturamadigidir.
d, I;, ¢ vektorler ve X skaler olmak iizere dis ¢arpim i¢in su ozellikler vardir;

e Skaler ile birlesimlidir.
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(~d@)Ab=adn(xb) (4.9)
e Dis carpim vektorlerin toplanmasi tizerine dagilimlidir.

aA(b+&) = (aAb)+(@AJ) (4.10)

4.4.1 1ki Boyut

n-boyutlu uzayda verilen bir vektor (eq, ey, ..., €,) birim baz vektorleri ile temsil

edilsin. iki-vektdrleri de lineer kombinasyon seklinde ifade etmek miimkiindiir.

E = (ng'?:]

a= (fxirazj

W

Sekil 4.6 iki boyutlu uzaym bazlari

R2 Oklid diizleminde d@ ve b vektdrlerini ele alalim. ay, @y, By, B, SKalerler olmak

lizere; d ve b vektorleri e; Ve e, baz vektorlerinin lineer birlesimi olarak;

C_i = a161 + azez
b= pie1 + Be;
a; o
(,Bi '32) = (a1, — Praz)] (4.11)

seklinde ifade edilsin.

d ve b vektorlerinin dis carpimi;
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= (ayeq + aze;) A (Brer + fre;) (4.12)

Sl

A\

Qu

Ab = (are; A Breg) + (aseq A Baey) + (aze; Afrer) + (aze; A Brey)

Qu

olup dis carpimin dagilma 6zelliginden yararlanirsak;
AND = (ayfres Aey) + (@rfaes Aey) + (aafres Aey) + (aafres Aey)  (4.13)
yazabiliriz. d A @ = 0 esitliginden (4.8);
dnb = (a1f2e1 N ey) + (ayf1e5 Ney) (4.14)
ifadesi bulunur. e; A e, dis carpimini [ ile temsil edersek;
el/\ezzl,ez/\elz_l (4’15)
yazilabilir. Bu durumda (4.14) esitligi;
ANDb = (a1, — azfy)l (4.16)

seklinde yazilabilir.

4.4.2 Uc Boyut

Ug-boyutlu uzaym birim baz vektérleri eq, e,, e tiir. Bu durumda, ii¢ tane birim baz

iki-vektor tanimlidir.

el N 62 = 612 (4’17)
e3 N 61 = 631 (418)
ez N 63 = 623 (419)

Uc-boyutlu uzayin birim baz vektorleri ve iki-vektorleri Sekil 4.7°de verilmistir.
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Sekil 4.7 Ug-boyutlu uzayin iki-vektdr bazlar

Birim baz iki-vektorler igin genellikle {e;,, ,3, €31} dongiisel gosterimi kullanilir.

Ancak 4-boyutlu ve daha biiyiik boyutlarda boyle dongiisel gosterim yoktur.

d,b € R3 icin;

ad=ay+ae +ae,+ azes) .
Lo T e s 3} ise, (4.20)
b = By + B1e1 + Bre; + Bses

dAb = (ag+ ae; + aze; + azes) A (By + Brey + fae; + fzes) (4.21)

ile ifade edilebilir. D1s garpimin dagilma 6zelliginden,

AADb = ajeq ABies + ajes ABre, + ajeq ABses + aze, A Breg + aze, A Bare,

+ aye, A Bses + azes A Breg + azes A Bye, + azes A fzes  (4.22)
yazilabilir. Yeniden diizenlersek;
GAD = afie; Aey + afpes A ey + ayfses Aes + afBie, Aey
+a,0,e, Ney + ayB3e, Aes + azfBies Aey

+asf,e3 Ne, + azfizes Aes (4.23)
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(4.7)ve (4.8)deni =jvei # j igin;

e; A e; = 0 (Birim baz vektoriin kendisi ile dis ¢arpimi sifirdir.) (4.24)
e; A ej = e;; (Farkli baz vektorlerin dig carpimu iki-baz vektore esittir.) (4.25)
ej A e; = —e;j (Baz vektorlerin dis garpiminin degisme 6zelligi yoktur.) (4.26)

Yani (4.23) esitliginden;

dAb= (a1, — azBr)err + (a1 B3 — azfr)es + (azfs — azfz)exs (4.27)

seklindedir. Bu esitlik 3-boyutlu Oklid uzayinda, iki vektdriin dis ¢arpim ifadesidir.

45  Uc-Vektorler

3-boyutlu uzayda, ii¢ adet 1-boyutlu alt uzaylarin dis ¢arpimi sonucu yonlii bir hacim

eleman1 elde edilir. Buna ii¢-vektoér denir. Buna gore d, b, ¢ gibi ii¢ vektoriin dig

carpimlarinin sonucu 3-boyutlu bir alt uzay olusur.
R3 de baz vektorler;
el N 62 A e3 = 9123 (428)

seklindedir. Sekil 4.8’de goriildiigii gibi bir iki-vektoriin, liglincli bir diger vektdre
uzanimi sonucu Ug-vektdr olusmaktadir. Bu iig-vektér Euclidean uzayinda I ile
gosterilir. Ve sanki skaler (pseudo scalar) adini alir. Bu gésterim ve isim, n-boyutlu

uzayda uzayin boyutuna sahip her eleman i¢in kullanilir.

=gt |

L

By
= I
=
all

[ =J )

iy
i L]
el

ol

Sekil 4.8 Ug-vektor: (d A I;) AC=dA (1_5 A¢)
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4.6 Coklu vektorler

Bir ¢oklu vektdr, k-dereceli bazlarin farkli lineer birlesimidir. Ornegin 2-boyutlu R?

de tiim k-dereceli elemanlara sahip A ¢okluvektorii a,, reel katsayilar olmak tizere;
A == 0(0 + 0(181 + azez + a31 (4‘29)
ile verilir(Lounesto, P. 2001).

Iki-boyutlu uzayda tiim elemanlar1 olan bir ¢oklu vektdrii gdstermek igin 22 = 4 reel
katsay1 gereklidir. Ug-boyutlu uzayda tiim elemanlari olan bir ¢oklu vektdr 23 = 8

reel katsayilari ile tanimlanabilir. Ve;
A=oay+ aje; +aze; + azez + azeq; + aseqz + ageasz + azeq23 (4.30)

seklindedir. Benzer olarak, 4-boyutlu uzayda 2* = 16 bilesene ihtiya¢ duyulur.

4.7  Geometrik Carpim

Farkli dereceli ¢oklu vektorlerin geometrik carpimi ile olusturduklari cebire Clifford
Cebiri ya da Geometrik Cebir denir. Coklu vektorlere ayn1 zamanda Clifford elemani

ya da Clifford sayist da denilecektir.
Geometrik ¢carpim, i¢ ile dis ¢arpimin birlesimidir. Yani;
db=a.b+dAb =5[(ab+ ba) + (ab — ba)] (4.31)
Bu ¢arpim;
> 7 1757 >
a.b = > (ab + ba) (4.32)
seklinde simetrik ve,
- 7 1 57 >
anb = > (ab — ba) (4.33)

seklinde simetrik olmayan iki kisimdan olusur. Bu ayrim d vektorii ile k-dereceli Ay

coklu vektoriin geometrik ¢arpimi;
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olmak tizere;

d. A, = %(&Ak — (-DkA,d) (4.35)
ve

dNA, = %(&Ak + (-DkA,d) (4.36)
seklinde genellestirilebilir.

Genel olarak A, B, C ¢oklu vektorlerin geometrik toplam ve ¢arpimlart igin;

e Toplam degismelidir.

A+B=B+A (4.37)
e Toplam ve ¢arpma birlesimlidir.

(A+B)+C=A+B+C0C) (4.38)

(AB)C = A(BC) (4.39)

e (Carpma, toplama iizerine dagilimlidir.

A(B +C) = AB + AC (4.40)
(B+ C)A=BA+CA (4.41)

e Her A ¢oklu vektorii —A tersine sahiptir.

A+(-4) =0 (4.42)

4,71 T¢ Carpim

Geometrik cebirde iki vektoriin i¢ ¢arpimi geometrik carpimin simetrik kismi olarak

goriilebilir.

a.b = %(dl_f +bd) (4.43)
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I¢ carpim | sembolii ile gosterilir. I¢ ¢arpimin geometrik anlami vardir. AI1B anlam,
A nin B lizerindeki iz disimi B nin alt wuzaymda temsil edilen
¢okluvektordiir(Lounesto, P. 2001).

a, B skaler, a ve b vektér ve A, B, C ¢oklu vektor olmak iizere bu elemanlarin ig

carpimlari,

Skalerler alf = ap, (4.44)
Vektor ve skalerler alf = 0, (4.45)
Skaler ve vektorler alb = ab, (4.46)
Vektorler @b = @b (skaler carpim) (4.47)
Vektor, coklu vektorler al (E AC) = (&JB) AC—DbA(Gl0)
(4.48)

Dagilma (AA B)IC = AI(BIC) (4.49)

Yani, iki ¢oklu vektoriin i¢ ¢arpim sonucu;
derece(AlB) = derece(B) — derece(A) (4.50)

dereceye sahip coklu vektordiir. Baska bir deyisle i¢ carpimda birinci ¢arpanin
derecesi ikinci carpanin derecesinden kiiclik ya da esit olabilir. Birinci ¢arpanin
derecesi biiylik oldugunda sonug sifir olur. Carpanlarin her ikisinin vektér olmasi

halinde i¢ ¢arpim skaler ¢arpima doner. Skaler carpim i¢ ¢arpimin 6zel halidir.

4.8  Bir Coklu Vektoriin Derecesi

Bir alt uzayin boyutu derecesi ile temsil edilebilir. Bir ¢oklu vektor farkli derecelerin
lineer birlesimidir. Bir ¢oklu vektoriin s dereceli kismini gostermek igin (A)

gdsterimi kullanilir. Ornegin A ¢oklu vektorii; A = (1,8,3,4,5,9,7,2) € Cl; ise,
(A)y, = 1 skaler

(A); = 8,3,4 vektor
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(A), = 5,9,7 iki-vektor
(A); = 2 tig-vektor
kisimlarindan olusur.
Clifford cebirinde A ¢okluvektorii,
s=0{d)s = (A)o + (A)1 +(A)z + -+ (A)y (4.51)
seklinde ifade edilebilir.

&,E vektérlerinin @. b i¢c carpimi, vektoriin derecesi 1, skalerlerin derecesi 0 oldugu

i¢in,
(@)1.(b);, = (@b}, (4.52)

dir.

Sekil 4.9 d vektorii ile B iki-vektoriin i¢ carpim

d vektorii ile B iKi-vektoriin i¢ carpimi; (d);.(B), = (dB),_4
Bu kural genisletilerek;

s>t 0

s<t t—s (4.53)

(A)s.(B): = (ABYy u={

seklinde ifade edilebilir. Buradan i¢-¢arpim derece azaltan bir islemdir diyebiliriz. a,

b vektorlerinin dis ¢arpim sonucu,

(@)1 A (b), = (@b), (4.54)
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dir. Bu ifadeyi genellestirirsek;
(A)s A(B)t = (AB)s4¢ (4.55)

Derece kavramina gore, her A ¢okluvektorii (A), cift kisim ve (A)_ tek kismin

toplami olarak;
A= (A); +(A4)_ (4.56)

seklinde de yazilabilir.

4.8.1 n-vektoriin derecesi

n-boyutlu uzayda k-dereceli eleman sayist;

(Z) = (n_‘r;)!k! (4‘57)

binom carpaniyla hesaplanir. Ornegin 3-boyutlu uzayda iki-vektdr bazlarin sayist

icinn = 3, k = 2 oldugundan;

3!
G) = Gz =3

Clifford cebirinin birim bazlarmin toplam sayisi, tim derecelerin birim bazlarinin

toplanmastyla hesaplanabilir.

reo(p) =2" (4.58)

4.9 Vektor Tiirev

Vektr tiirev 7 sembolii ile gosterilir. 7 ile bir @ vektdriiniin i¢ carpimi d yoniindeki

yonlii tiirev ile sonuglanir. Matematiksel olarak;

F(x—ea)—F(x)

GVF(x) = lim,_, .

(4.59)

seklinde yazilabilir(Y6nlii tiirev) (Lounesto, P. 2001).

Bazlardan bagimsiz vektor tiirev ise;
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V = e,0, (4.60)
ile verilir. Burada;

k=1,..,n (4.61)

olup, k-inc1 koordinata gore skaler kismi tiirevdir. Burada x;, = Xe, dir.

F =F(X) ve G = G(X) c¢okluvektor fonksiyonlar1 ve a skaler sabit olmak iizere

vektor diferansiyelin 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir.

o dV(F + G) = avF +aveG Toplam kurals, (4.62)
o AV(FG) = (aVF)G + F(ava) Carpim kurali, (4.63)
o dV(aF) = a(c_i|7F ) Sabit ile ¢arpim kurali, (4.64)
o dVF = (cﬁ N Z—i Zincir kurals, (4.65)

Zincir kuralinda =X (¥), ¥ in skaler fonksiyonudur ve F = F(>\ (¥)) olarak

yeniden tanimlanmustir. Ancak F = (f); = f ise, f nin tiirevi;

Vf=V.f+VAf (4.66)
v. f ye f nin diverjanst denir. Bu islemin sonucu skalerdir. 7 A f ye f nin
rotasyoneli denir. 7 A f iki-vektordiir.

F=F(X) ve G =G(X) ¢oklu vektor fonksiyonlarinin toplam ve ¢arpimlarinin

tirevleri;
V(F+G)=VF+7G (4.67)
V(FG) = (VF)G + XP_, e F, G (4.68)
ozelliklerine uyar. % islemcisinin Clifford karesi;

—

V2=V.V+VAV (4.69)
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dir. Bu ifadeye, diferansiyel Laplace islemcisi denir. Ancak, integrali alinabilen

fonksiyonlar i¢in;

= o 1 /2= = =
|7/\|7—5(\7\7—|7\7)—0 (4.70)
dir. Bu nedenle diferansiyel Laplace islemcisi; V2=7.7 olur.
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5. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI
KUATERNIYONLARI VE CLIFFORD CEBIRLERI

Bu bolimde, Clifford cebirlerinin  yapist  kullanilarak  Fibonacci

kuaterniyonlar1 ile Clifford cebirleri arasindaki iliski caligilacaktir.

Teorem 5.1 Eger {eq, €5, ..., €, }, V nin bir bazi ise, 0 zaman {1, eje, e,1<s<

n1<j;<j, < <js < n} kiimesi C(V, q) da bir bazdir(Flaut, C. 2014).
En onemli Clifford Cebirleri, nondejenere(det # 0) kuadratik formlarla reel ve

kompleks vektor uzaylari iizerinde tanimlanir. Bir reel vektdr uzayinda nondejenere

kuadratik form, asagidaki standart diagonal forma esittir.
Q(x) =x12+"'+xr2 _xr+12 _"'_xsz- (51)

Buradan = r + s, vektor uzaymin boyutudur. (7, s) tamsayi ¢ifti, kuadratik formun
imzas1 denir. Bu kuadratik form ile reel vektor uzayr genellikle R, s ile belirtilir ve
R, s tzerinde Clifford Cebiri Cl, ¢(R) ile belirtilir(El Kinani, E. H. and A. Ouarab
1999).

Ornek:
i. p=q=0igin; Cly,(K) = K dir.
i. p=04q=1 igin; e, = —1 olacak sekilde Cly,(K) bir tek vektdr ile

uretilen 2-boyutlu bir cebirdir. Ve bu nedenle Cl,,(K) = K(e;) dir. K = R

i¢in, Cly 1 (R) = C saglanir.

iii. p=0,q=2igin, Cly,(K) cebiri, {1,e,,e,,e,e,} ile gerilen 4-boyutlu bir
cebirdir. e;2 = e,% = (e;e,)? = —1 ve e;e, = —eye; oldugu igin bu cebir H

boliim kuaterniyonlari cebirine izomorfiktir.

iv. p=1qg=1yadap=2 q=0icin, Cl;,(K) = Cl,,(K) elde edilir, bu

split kuaterniyon cebiri ile izomorfiktir.
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H(B;, B,) genellestirilmis reel kuaterniyon cebiri,

a=ail+aze, +aze; +aze,

formunun elemanlarmin  cebiridir. Burada «; €R, i €{1,2,3,4} dir. Ve

{1, e5, e3, e,} baz elemanlar1 asagidaki ¢arpim tablosunu saglar.

Tablo 5.1: Baz elemanlarinin ¢arpim tablosu

1 e, e €,
1 1 e, e e,
e, e, -1 ey —p1e3
€3 €3 €4 =B B2e:
€4 €4 Bies —B2e; —P1B>

a reel kuaterniyonun normunu nr(a) ile gosterecegiz. a nin kuaterniyon normu;

nr(@) = a2 + fray” + Bras® + Brfras? (5.2)
olur.
B1 = B, = 1igin; {1,1, ], k} baz1 olacak sekilde,

2= —1ve ij = —ji, ik = —ki, jk = —kj

i2=j2=k%=

sartlarin1 saglayan H reel boliim cebiri elde edilir. Boylece asagidaki carpim

tablosunu saglar.

Tablo 5.2: §; = B, = 1 ise baz elemanlarinin ¢arpim tablosu

1 e, e e,
1 1 e; €3 €4
e, e, -1 e, —e3
e3 es —ey -1 e,
€4 €4 es3 —e, -1
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Onerme 5.1 H(B,,B,) kuaterniyon cebiri, H(x?B,,y%S,) kuaterniyon cebirine
izomorfiktir. Burada x,y € K* dir(Lam, T. Y. 2004).

B1, B2 € K* olmak tizere H(f,, B,) kuaterniyon cebiri ya bir boliim cebiri ya da
H(—-1,—-1) = M,(K) ya izomorfiktir.

011,23,5,8,13,21, ...
Fibonacci sayilaridir. n. terimi bulmak i¢in verilen formiil;
fo=fo-1t fozy n22 (5.2)
olup, burada f, = 0, f; = 1 dur.
Fibonacci sayilarinin genellestirilmis hali olarak;
h,=hp_1+hy_,, n=2 (5.3)

dir. Burada p ve g keyfi tam sayilar olmak tizere hy = p, h; = q dur(Horadam,
A.F. 1961).

Fibonacci sayilar1 ve genellestirilmis Fibonacci sayilart arasinda asagidaki baginti

elde edilir(Horadam, A.F. 1961).

hpy1 = pfn + qfn+1 (5-4)

Genellestirilmis reel kuaterniyon cebiri i¢in, Fibonacci kuaterniyonlart ve

genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlar1 ayni sekilde tanimlanir.
n. Fibonacci kuaterniyonlari i¢in,
Qn = By = ful + fov1€2 + friz€s + frises (5.5)
ve n. genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlari i¢in,
Hy = hyl + hypyi€; + hyyoes + hyyzey = pE + qFn (5.6)
yani,

H, = pQn + qQn+1 (5.7)
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seklindedir. n. genellestirilmis Fibonacci sayisini ve n. genellestirilmis Fibonacci
kuaterniyon elemanimi sirasiyla hY'? ve HP'? ile gosterecegiz. Bu sekilde, p ve q

baslangi¢ tam sayilar1 vurgulanir.

Bir Fibonacci elemaninin n. terimi i¢in asagidaki ifade bilinir.

1 n n
fo=glan-pr=%[1-5 (5.8)
Burada
a= 145 ve B = 1V3 (5.9

seklindedir(Halici, S. 2013).

Buradan asagidaki limit elde edilir.

Al_r)glo nr(Fn) = ylll_rgo(fnz + .31f112+1 + ﬁzfnz+2 + Blﬁ2f112+3)

aZn a2n+2 a2n+4 a2n+6
=Tlll_{{}o<5 + B1 z +32T+31ﬁ2 z )
= sgnE (B, B2)o (5.10)

Burada a? = a + 1 oldugu igin;
E(B1,B2) = 2 [1+ By + 2B2 + 5182 + a(By + 3B, + 815,)] (5.11)

dir(Flaut, C. and Shpakivskyi V. 2013).

Eger E(B1,F2) > 0 ise, Vn = n, igin, nr(F,) > 0 olacak sekilde n; € N vardir.
Aynmi sekilde, eger E(By,5,) <0 ise, Vn = n, i¢in, nr(E,) < 0 olacak sekilde
n, € N vardir. Bu nedenle, E(B4, f2) # 0 olmak lizere V 4, B, € Rigin nr(F,) # 0
olacak sekilde H(B,,B,) cebirinde bir n, = max{n,,n,} dogal sayis1 vardir.
Boylece F,, V n = ng igin tersinir bir elemandir. Ayn1 kanit1 kullanarak asagidaki
limit hesaplanabilir.

lim (nr(Hﬁ’q)) = Tlll_r)rolo(h,% + Brhi iy + Bohi s + BiBahiys)

n—-oo

= sgnE' (B, Bz). (5.12)
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Burada eger E' (B4, B,) # 0 ise

E'(B1,B2) = < (p + aq)?E(By, B2) (5.13)

dir(Flaut, C. and Shpakivskyi V. 2013). Bu nedenle, E'(B4,B,) # 0 olmak iizere
V B1,B; € R igin, nr(HE?) # 0 olacak sekilde H(By,5,) cebirinde bir ny dogal

say1s1 vardir. Boylece HY'?, V n > nj, icin tersinir bir elemandir.

Teorem 5.2 E'(B;, B2) # 0 olmak tiizere V B4, B, € R igin, ¥V n = n' olacak sekilde
bir n’ dogal sayis1 vardir. F, Fibonacci elemanlar1 ve H-? genellestirilmis Fibonacci
elemanlar1, H(B;, B,) cebirinde tersinir elemanlardir(Flaut, C. and Shpakivskyi V.
2013).

Teorem 5.3 H,, = {HY%|p,q € Z,n = m,m € N} U {0} bir Z-modiildiir(Flaut, C.
and Shpakivskyi V. 2013).

Sonug¢ 5.1 Belirtelim ki Teorem 5.3 den Z-modiilii ranki 2 olan serbest Z-modiiltidiir.
Gergekten, @:Z X7 - H,, , <p((p, q)) = HP? bir Z -modiil izomorfizmidir ve
{9(1,0) = E,, 9(0,1) = F,, 1}, H,, de bir bazdir(Flaut, C. 2014).

Sonu¢ 5.2 Skalerlerin genisletilmesiyle, R ®z H,,, 2-boyutlu bir R-vektor uzayi
elde edilir. Bir bazi {e; = 1 Q F,,&; = 1 Q Fp44} dir. R-vektor uzayr olmak iizere
R Qg H, = HR = {H|p, q € R} U {0} izomorfiktir. 7R de bir baz {F,, F,1} dur.

T(HR), HR R-vektor uzayina ilgili tensdr cebiri olsun. Ve C(HX), T(HX) tensor
cebirine ilgili Clifford cebiri olsun. Teorem 5.1 den C(#}) Clifford cebiri 4 -
boyutludur.

Durum 1: H(fB4, B2) bir boliim cebiridir.

Sonu¢ 5.3V n > n'igin E(By,5,) > 0 oldugu igin, HX bir Oklid vektdr uzayidr.
Gergekten,

zZw € HR, 2z =x,F, + x,Fp1, W = y1E, + V,F,41 olsun ve x;,x,,y1,y, € R dir.

I¢ carpim asagidaki gibi tanimlanur.

(z,w) = xyyynr(F,) + xy,nr (Fpq) (5.14)
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Boylece i¢ ¢arpimin biitiin 6zellikleri saglanir. Gergekten; V n = n' igin, nr(E,) > 0
ve nr(Fpyq) > 0 dir, bu (z,z) = x.2nr(E,) + x,°nr(Fppq) = 0 © x; = x, = 0 dir.

Bu nedenle z = 0 olur.
{E,, F,4+1} bazi ile R iizerinde,
gep: Hy — R;
AR (X1 Py + X2Fn ) = nr(F)x,? + nr(Fpy1)xo? (5.15)
kuadratik formu tanimlanir.

Q3R qacr kuadratik forma ilgili bir bilineer form olsun.

1
Qsep(x,y) =5 (qg{,g«(x + ) — (%) — gy (y))

= nr(F)xy; + nr(Fp1)x2y2 (5.16)

q5cr kuadratik forma ilgili matris;

_ (nr(E) 0
A= ( 0 nr(Fn+1)) (517)

dir. Belirtelim ki Vn >n' igin detA = nr(F)nr(F,.,) >0 dir. E(81,52) >0

oldugundan V n =n’ i¢in nr(F,) > 0 dir. g;r kuadratik formunun pozitif tanml
oldugu ve T(FX) tensor cebirine ilgili C(HX) Clifford cebiri Cl, o(K) ya izomorfik

oldugu elde edilir. Burada Cl, o (K) bir split kuaterniyon cebirine izomorfiktir.
Yukaridaki sonuglar ve Onerme 5.1 i kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.4 Eger H(S;,S2) bir boliim cebiri ise, bir n’ dogal sayis1 vardir oyle ki
vn>n' icin HX reel vektdr uzayma ilgili Clifford cebiri H(—1,—1) split
kuaterniyon cebiriyle izomorfiktir(Flaut, C. 2014).

Durum 2: H(f4, B2) bir boliim cebiri degildir.

Sonu¢ 5.4 i. Eger E(B;,B,) > 0ise, 0 zaman Teorem 5.2 deki gibi V n > n' i¢in;
H]R bir Oklid vektdr uzayidir. Gergekten,

Z,W € Hy', 2 = X1 Fy + %3Fp 0, W = Y1 Fy + Yo Fpgq
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olsun ve x4, X, v, ¥, € R dir. I¢ ¢arpim asagidaki gibi tanimlanr.
(z,w) = x,y,nr (F) + x2y,nr (Fpy1) (5.18)

ii. Eger E(By,B,) < 0 ise, 0 zaman Teorem 5.2 deki gibi V n > n’ igin; H X

bir Oklid vektdr uzayidir. Gergekten,
Z,w € Hy', z = x1Fy + %F i1, W = ¥1Fy + Yo Fniq
olsun ve x4, X, 1, V, € R dir. I¢ carpim asagidaki gibi tanimlanr.
(z,w) = —xyy1nr (F,) — x2y,nr (Fpyq) (5.19)
(z,2) = —x;°nr (F,) — x°nr (Fpy)
oldugu bilinir. ¥V n = n’ oldugu i¢in nr(F,) < 0 ve nr(F,4;1) < 0 dir.

(z,z) = —x.?nr(E) — x,°nr(Fpy1) = 0 © x; = x, = 0 ile sonuglanir. Bu nedenle

z = 0 dur.
{E,, F,41} bazi ile R iizerinde,
CIJ{;'F}[%R - R;
Aer (X1 By 4 x2Fn41) = nr(F)x,? + nr(Fpyp)xo? (5.20)
kuadratik form tanimlanir.

Q3R qacr kuadratik forma ilgili bir bilineer form olsun.

1
Qugp (6 ) = 5 (@aep (6 + ) = Gy () = ap )

= nr(F)x,y; + nr(Fp1)x2y2 (5.21)

g5 kuadratik forma ilgili matris;

_ (nr(F) 0
A_( : nr(Fn+1)> (5.22)

dir. Belirtelim ki V n > n' i¢in detA = nr(E,)nr(F,,,) > 0 dir.
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Eger E(By,B2) > 0ise, n > n i¢in nr(F,) > 0 dir. g5.r kuadratik formunun pozitif
tanmh oldugu ve T(H;X) tensor cebirine ilgili C(H;X) Clifford cebiri Cl,,(K) ya
izomorfik oldugu elde edilir. Burada Cl,,(K) bir split kuaterniyon cebirine

izomorfiktir.

Eger E(B1,B2) <0ise,n>n'i¢innr(F,) <0 dir. O zaman q,:x kuadratik formu
negatif tanmh ve T(HY) tensor cebirine ilgili C(HX) Clifford cebiri Cly,(K) ya

izomorfiktir. Burada Cl, ,(K), H kuaterniyon béliim cebirine izomorfiktir.
Yukaridaki sonuglardan ve Onerme 5.1 i kullanarak asagidaki teoremi elde edilir.

Teorem 5.5 Eger H(B;, 82) bir boliim cebiri degil ise, V n = n' olacak sekilde bir n’
dogal sayis1 vardir(Flaut, C. 2014).

Eger E(By,B;) > 0 ise, 0 zaman H}} reel vektér uzayma ilgili Clifford cebiri,
H(—1, —1) split kuaterniyon cebiriyle izomorfiktir.

Eger E(B1,B;) <0 ise, 0 zaman H} reel vektor uzayma ilgili Clifford cebiri,

H(1,1) bolim kuaterniyon cebirine izomorfiktir.
Ornek 5.1 1.8, =1, 8, = —1 igin, H(1,—1) split kuaterniyon cebiri elde edilir.
Bu durumda, E (B4, B2) = %(—5 —10a) < 0 dir. Ve n' = 0 igin;
nr(E) = fii + fiv1 — frive — [z <0, (5.23)
Vn =0 igin;
nr(Fpyq) = fnz+1 + fnz+2 - fnz+3 - fnz+4 <0 (5.24)

elde edilir. gy r kuadratik formu negatif tanimhdir, bu nedenle T(HR) tensor
cebirine ilgili  C(HX) Clifford cebiri Cly,(K) ya izomorfiktir. Boylece
H(1,1) kuaterniyon boliim cebirine izomorfiktir.

2. B, =-2, B, = —3 i¢in, H(—2,—3) split kuaterniyon cebirini elde edilir. Bu
durumda, E (B4, B3) = §(23 + 43a) > 0 dir. Ve n' = 0 igin;

nr(Fn) = fnz - fnz+1 - fnz+2 + fnz+3 > 0, (525)

Vn =0 igin;
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nr(Fe1) = froer — friva — friva + friwa > 0 (5.26)

elde edilir. gr kuadratik formu pozitif tanmimlidir, bu nedenle T(HR) tensor

cebirine ilgili C(3£X) Clifford cebiri Cl,o(K) ya izomorfiktir. Boylece

H(—1, —1) split kuaterniyon cebirine izomorfiktir.
3. 81 = 2, B, = —3i¢in, H(2, —3) split kuaterniyon cebiri elde edilir. Bu durumda,
E(By, By) = %(—33 — 440) < 0
dir. Ve n' = 0 igin;
nr(E) = fii + 2fie1 = 3fitea — 6f43 <0, (5.27)
Vn =0 igin;
nr(Fop1) = fiter + 2fie2 = 3fnss — 6fi4a > 0 (5.28)

elde edilir. gy kuadratik formu negatif tanimlidir, bu nedenle T(HR) tensor

cebirine ilgili C(3tR) Clifford cebiri Cly,(K) ya izomorfiktir. Boylece

H(1, —1) boliim kuaterniyon cebirine izomorfiktir.

1. . 1 1 - f .. oy-
4. By = B, = —5 igin, H (—5, _E) split kuaterniyon cebirini elde edilir.
Bu durumda,

E(B1B2) == >0

2
dir. Ven' = 1 i¢in;
nr(E,) > 0venr(F,.,) >0

elde edilir. g, r kuadratik formu pozitif tanimlidir, bu nedenle T(HRX) tensor

cebirine ilgili C(3LR) Clifford cebiri Cl,o(K) ya izomorfiktir. Boylece

H(—1, —1) split kuaterniyon cebirine izomorfiktir.
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51  Algoritma

1) H(B,, B,) bir kuaterniyon cebiri olsun. a = Hf ve

E(B1,B2) = %[1 + B1 + 2B, + 5182 + a(By + 3B, + 8B15,)] dur.
2) V, R-vektdr uzayi olsun. HR = {HE?|p,q € R} U {0}.

3) Eger E(By,B,) >0 ise, 0 zaman T(HX) tensor cebirine ilgili C(HX)
Clifford cebiri Cl,o(K) ya izomorfiktir. Boylece H(—1,—1) split

kuaterniyon cebirine izomorfiktir.

4) Eger E(B1,B;) <0 ise, o zaman T(HX) tensor cebirine ilgili C(HX)
Clifford cebiri Cly,(K) ya izomorfiktir. Béylece H(1,1) bolim kuaterniyon

cebirine izomorfiktir.

Sonug olarak bu bélimde, HX bir reel vektor uzayina genellestirilmis Fibonacci

kuaterniyonlarinin Z-modiilii genisletildi.

Eger (B1,B2) = %[1 + B1+ 2B, + 5B18, + a(By + 3B, + 86:6,)] pozitif veya
negatif ise T(HR) tensor cebirine ilgili C(FR) Clifford cebiri bir split kuaterniyon

cebiri ya da bir boliim cebirine izomorfik oldugunu ispatlandi.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada birinci bolimde kuadratik formlar ile ilgili baz1 temel bilgiler

verilmistir. Hiperbolik uzaya karsilik gelen kuadratik form incelenmistir.

Ikinci bolimde, reel kuadratik formun tanimi verildikten sonra, 6rnekler ile
reel kuadratik formlarmn egrileri ¢izilmeye ¢alisilmistir. Ugiincii boliimde kuaterniyon
cebirlerinin tanimi ve temel Ozellikleri verilmistir. Dordiincii boliimde Clifford
Ccebirinin yapisini olusturan geometrik tanim ve kavramlar verilmistir. Vektorler
arasindaki skaler ¢arpim, i¢ ¢arpim ve dis ¢arpim tanimlanmistir, bu ¢arpimlar ile

olusturulan geometrik anlamlar incelenmistir.

Son olarak Genellestirilmis Fibonacci Kuaterniyonlar1 ve Clifford Cebirleri

arasindaki iligki verilmistir.

Bu ¢alisma kuadratik formlar ve kuaterniyon cebirleri ile ilgili bilgi edinmek

isteyenlere temel bilgi ve 6zellikleri sunan bir ¢alisma olmustur.
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