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OZET

KONVOLUSYON OPERATORLERI iCIN
KOROVKIN TiPLi YAKLASIM
YUKSEK LISANS TEZI
BiLAL KiRAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. OZLEM GIRGIN ATLIHAN)

DENIZLi, ARALIK - 2017

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ilk béliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, temel tanim ve kavramlar tanitilip bunlara iliskin bilinen baz1 sonuglar
hatirlatilmistir.  Ugilineii  béliimde, Abel metodu yardimiyla tek degiskenli
konvolusyon operatorleri igin Korovkin tipli yaklasim teoremleri ve ispatlari
incelenmistir. Dordiincii boliimde, ¢ift degiskenli konvolusyon operatorleri igin
Korovkin tipli yaklagim teoremleri ve ispatlar1 incelenmistir. Ayrica, bu boliimiin
son kisminda, kuvvet serisi metodu kullanilarak c¢ift degiskenli konvolusyon
operatorleri i¢in Korovkin tipli yaklagim teoremleri ve ispatlar1 incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Korovkin Teoremi, Pozitif Lineer Operatorler, Abel
Yakinsaklik, Kuvvet Serileri Metodu



ABSTRACT

KOROVKIN TYPE APPROXIMATION FOR CONVOLUTION
OPERATORS
MSC THESIS
BIiLAL KiRAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:DOC. DR. OZLEM GiRGIN ATLIHAN)

DENIiZLi, DECEMBER 2017

This thesis consists of four chapters. The first chapter has been devoted to
introduction. In the second chapter, the basic definitions and consepts have been
recalled. The third chapter, Korovkin type approximation theorems and proofs
have been examined for univariate convolution operators via Abel method. In the
fourth chapter, Korovkin type approximation theorems and proofs have been
examined for bivariate convolution operators. Also, in the final section of this
capter, the Korovkin thpe approximation theorems and proofs are given for the
bivariate convolution operators using the power series method.

KEYWORDS: Korovkin Theorem, Positive Linear Operators, Abel
Convergence, Power Series Method



SEMBOL LISTESI

Ax = ((Ax),,) : x dizisinin A matrisi altindaki dénlsim dizisi

R : reel sayilar kiimesi

N : dogal sayilar kiimesi

Xg : £ kiimesinin karakteristik fonksiyonu

w(f;98) : f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Cla, b] : [a, b] arahigindaki siirekli fonksiyonlarin
uzayl

Bla, b] : [a, b] arahigindaki sinirh fonksiyonlarin
uzayl

w(f;81,6,) : ¢ift degiskenli f fonksiyonunun siireklilik
modili

C[K] : K = [a, b] X [c,d] bolgesindeki reel degerli

ve suirekli fonksiyonlarin uzayi
B[K] : K = [a, b] X [c,d] bolgesindeki reel degerli

ve sinirli fonksiyonlarin uzayi
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1. GIRIS

Klasik Yaklasim Teorisi, 1885 yilinda Alman Matematik¢i Karl Weierstrass 'in sonlu
aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta yakinsayan bir polinomun olacagini
ispat etmesiyle baslamistir. Birgok matematik¢i bunun ispatim1 farkli sekilde ele
almistir. Ornegin Bernstein 1912 yilinda Bernstein polinomlarmin  C[0,1]
uzayindaki fonksiyonlara diizglin yakinsadigini ispatlamistir. Daha sonralar1 pozitif
lineer operatdr dizilerinin yaklagim ozellikleri iizerine calisilmistir. Dolayisiyla
(Ly)nen dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasi icin gerekli sartlar
nelerdir sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun cevabini {i¢ matematik¢i Popoviciu
(1951), Bohman (1952) ve Korovkin (1953) birbirinden bagimsiz olarak
bulmuslardir. Bu sonuglar bir¢ok matematik¢inin bu yaklasimlari farkli uzaylara
genisletmesine kaynak saglamistir. Boylelikle Yaklasim Teorisi'nin 6zel bir dali olan

Korovkin Tipi Yaklasim Teorisi ortaya ¢ikmistir.

Kompakt bir aralikta stirekli fonksiyonlarm yaklagimi hakkindaki klasik Korovkin
teoremi, bir pozitif lineer operator dizisinin birim operatdre yakinsayip
yakinsamayacagina iligkin sartlart belirler. Sireksizlik noktalarinda ise, bu
operatorlerin genellikle fonksiyonun sag ve sol limitlerinin aritmetik ortalamasina
yakisadig1 goriiliir. Fakat siireksizlik noktalarinda yakinsak olmayan Hermit-Fejer
yaklasim operatorleri gibi operatorler de vardir (Bojanic ve Cheng, 1983). Boyle
durumlarda yakinsaklik kaybin1 gidermek i¢in Cesaro metodunun siirekli periyodik

fonksiyonlarmin Fourier serisini yakinsak yapmada etkili oldugunu gostermistir.

Klasik Korovkin teoremindeki pozitif lineer operator dizisinin yakinsamamasi
durumunda ilk yontem olarak hemen hemen yakinsaklik metodunun kullanimi
diistiniilmiistiir. Bununla ilgili calismalar King ve Swetits (1970), Mohapatra (1977)
tarafindan yapilmustir. Ikinci yontem olarak ise istatiksel yakinsaklik metodu
diisliniilmiis ve bu metot yardimiyla Klasik Korovkin teoremi gelistirilmigtir
(Gadjiev ve Orhan 2002, Erkus ve Duman 2005, 2006). Matris toplanabilme
metodlarinin Korovkin tipli yaklasim teorisinde kullanimi1 Swetits (1979) tarafindan

yapilmustir.



Bu c¢aligmalar1 takiben Abel toplanabilme metodu kullanilarak Korovkin tipli

yaklagim teoremleri gelistirilmistir (Unver 2013, Atlihan ve Unver 2015).

Son yillarda da Tas ve Atlihan tarafindan Kuvvet Serisi metodu kullanilarak

gelistirilen Korovkin tipli yaklasim teoremleri incelenmistir.

Bu tezde oncelikle klasik Korovkin teoremleri ve ispatlar1 incelenmistir (Korovkin
1953, Korovkin 1960). Daha sonra Abel yakinsaklik kullanilarak gelistirilen
konvolusyon tipli operatdrler icin Korovkin tipli teoremler ve ispatlart incelenmistir
(Atlthan ve Unver 2015). Daha sonra ¢ift degiskenli konvolusyon operatdrleri igin
Korovkin tipli yaklasim teoremleri ve ispatlar1 incelenmistir (Tasdelen, Olgun ve
Tunca 2007). Son olarak ¢ift degiskenli konvolusyon operatorleri i¢in kuvvet serisi

metodu kullanilarak Korovkin tipli yaklagim teoremleri incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boéliimde ihtiyag duyacagimiz temel tanim ve kavramlar verecegiz.

2.1 Lineer Pozitif Operatorler

Tamm 2.1.1 X bostan farkli bir kiime, F reel veya kompleks sayilarin bir cismi

olsun.
+: XXX->X
S FXX-oX

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine F cismi {lizerinde bir lineer

uzay ( vektor uzayi ) denir.

Vx,y € X ve Va,b € F igin

L) x+y=y+x,

Ly)y(x+y)+z=x+(Qy+2),

L3) x + 9 =9 + x olacak sekilde 9 € X vardr,

Ly) Vx € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir —x € X vardir,
Ls) 1,.x = x, olacak sekilde 1, € x vardrr,

Lg) alx+y) =ax + ay,

L;) (a+ b)x = ax + bx ,

Lg) a(bx) = (ab)x .



Tamim 2.1.2 Lineer uzaylar iizerinde tanimli doniisimlere “operator” denir.

Tamm 2.1.3 X ve Y ayni cisim iizerinde iki lineer uzay olmak iizere L: X —» Y

operatorii verilmis olsun. Eger her x,y,z € X ve her a,b € F igin,
L(ax + by) = a.L(x) + b.L(y)
sart1 saglantyorsa L ’ye “lineer operator” denir (Maddox, 1978).

Tamim 2.1.4 X ve Y reel degerli fonksiyonlarin uzay1 olmak {izere L: X — Y lineer
operatdr olsun. L operatoriiniin x noktasindaki degeri L(f;x) = g(x) seklinde
gosterilsin. X tanim uzayindan alinan her f > 0 fonksiyonu i¢in L(f) = 0 ise L

operatoriine “pozitif operator” adi verilir (Boss, 2000).
Tanim 2.1.3 ve Tanim 2.1.4 ’ii saglayan L operatoriine “pozitif lineer operator’” denir.

Teorem 2.1.5 X, Y vektor uzaylari, L: X = Y pozitif lineer operatér olsun. Bu
takdirde,

a) L operatorii monoton artandir.

b) IL(HI < LAfD

kosullar1 saglanir (Altomare ve Campiti, 1994).
ispat:

a) f < g olsun. L pozitif operatér oldugundan g — f > 0 elde edilir. Burada
esitsizligin her iki yanina L operatorii uygulanirsa L(g — f) > 0 olur. L
lineer operatér oldugundan L(g) — L(f) > 0 yazilabilir ve L(g) > L(f)

elde edilir. Boylece L operatdrii monoton artandir.

b) —L(f) < L(f) < L(|f]) oldugu gosterilirse istenilen elde edilir.
—|fl < f < |f] esitsizligini ele alalim. Esitsizligin her tarafina L operatorii
uygulanirsa, L(—|f]) < L(f) < L(|f]) ifadesi elde edilir. Boylece L ’nin

lineer olmasi1 nedeniyle ispat tamamlanir.



Tammm 2.1.6 X kompleks veya reel vektor uzayr olmak iizere ||.|:X - R
fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X {izerinde bir norm ve

(X, |I.1D) ikilisine de “ normlu uzay ” denir. Vx,y € X ve Va € F olsun.
N)lxll=0ex=0,

Ny) llax|| = |el. [lx]l ,

N3) llx + yll < [lxIl + Iyl

gerceklenir.

Tamm 2.1.7 X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y bir lineer operator olsun. Eger her

x € X igin
ITCOIl < M |lx]|

esitsizligini saglayacak sekilde bir M > 0 sayis1 bulunabiliyorsa T ’ye “sinirlidir”

denir ve T nin normu

ITx]|
IT||x—y = sup W:x #0,x€X

ile tanimlanir.

T o . e ee e .
||||,:C|||| < M oldugundan smirli lineer doniisiimiin

Burada her x € X (x # 0) i¢in

normu mevcuttur ve her x € X i¢in ||Tx|| < ||T|| [|x|| olur. Ayn1 zamanda bu norm

1) TN = sup{lITx|l: lx]l < 1}
2) ITI = sup{lITx||: lx]| = 1}
3) IITIl = inf{M = 0: ||ITx|| < M [|x|I}

normlarina denktir.

Teorem 2.1.8 X ve Y vektér uzaylari ve L:X — Y lineer operator olsun. Bu

durumda



IL|lx=y = S?P L)y

lx=1
esitligi saglanir.
Teorem 2.1.9 X veY normlu uzaylar ve T:X — Y bir lineer doniisiim olsun. Bu

takdirde T doniisiimiiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart T 'nin sinirli

olmasidir (Kreyszig 1978).

2.2 Temel Toplanabilme Kavramlari

Bu kisimda tezde ihtiya¢ duyacagimiz matris toplanabilme metodlarindan ve buna
iliskin baz1 sonuglardan s6z edecegiz. Oncelikle klasik matris toplanabilme
metodunu hatirlatacagiz daha sonra da Abel toplanabilme ve Kuvvet Serisi metodu

kavramlarini verecegiz.

Tamim 2.2.1 A = (ayx), k, n = 1,2,3,... sonsuz bir matris ve reel ya da kompleks
terimli bir x = (x;) dizisi verilsin. x dizisinin A —doniisiim dizisi Ax = ((4x),)

ile gosterilir ve
(Ax)n = Z AnkXk
k=1

seklinde tanimlanir (burada her bir n i¢in seri yakinsak kabul edilmektedir).
Eger,

lim(Ax), =L

n—-o0o
kosulu gergekleniyor ise x dizisi L degerine “ A —toplanabilirdir ” denir. Eger her

yakinsak (x,) dizisi igin,

limx, =1L

n—-oo

oldugunda



lim(Ax), =L
n—->oo

kosulu saglanirsa A, “regiler matris ” adin1 alir (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos
2000).

Bir A = (a,,) matrisinin regiiler olmasi asagidaki Silverman-Toeplitz Teoremi ile

karakterize edilir.

Teorem 2.2.2 (Silverman-Toeplitz Teoremi) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) sup Y lanl < o0
=i
it) Her k igin,
ay = lim Apg = 0
n—-oo

i) lim Y ay =1
n—-oo
k=1

kosullarinin saglamasidir (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos 2000).

Tamm 2.2.3 Her a € (0,1) igin,

oo

n=0

serisi yakinsak olsun. Eger,

lim(1—a) Z Xpa™ =1L
a->1"
n=0

kosulu gercekleniyorsa x = (x,,) dizisi L degerine Abel yakinsaktir veya Abel
toplanabilirdir denir (Powel ve Shah, 1972).



Tanmim 2.2.4 (p,), po >0 ve p, =0, (n € N) kosullarint saglayan reel terimli

bir dizi olsun. Ayrica

pO) = ) ot
n=0

seklinde tanimli kuvvet serisi, R yakinsaklik yarigapina sahip olsun (0 < R < o).

Eger,

1 [0/0)
lim — E t" =1
t—lgl- p(t) ] nPn

kosulu gergekleniyorsa x = (x,) dizisi L degerine kuvvet serisi metodu anlaminda

yakinsaktir denir (Kratz ve Stadtmiiller, 1989).

2.3 Siireklilik Modiilii

Bu kisimda yakinsaklik orani olarak adlandirilan hesaplamay1 yaparken kullanilan

stureklilik moduli kavrami ve 6zellikleri verilecektir.

Tanmim 2.3.1 Cla,b] uzayi, [a,b] arahginda tanimhi reel degerli siirekli
fonksiyonlarin uzay1 olmak tizere, f € C[a,b] olsun. f fonksiyonunun siireklilik

modiilii w(f;d) ile gosterilmek iizere,

w(f;5)=|sup (@) = f(I

t—-x|<é
seklinde tanimlidir. Burada & pozitif bir sabittir.
Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri gercekler (Altomore ve Campiti, 1914).
Ozellikler :
) w(f;6)=0

ii) 8; <8, = w(f;81) < w(f;6,)



i) w(f +9;6) < w(f;6) +w(g; )

iv) w(f;mé) < mw(f;s)

v) [Al, A 'nin tam degerini gostermek iizere bir A > 0 sayst igin,
w(f;A6) = 1+ MDw(f;6) < (1 + N (f;6)

vi) o(f;lt —x|) 2 |f() = f()]

vii) 1f®) = @] < (57 +1) 0(f3 )

2.4 Korovkin Teoremleri

Teorem 2.4.1 L, , Cla,b] uzayindan C[a,b] uzayma tanimli ve Vn € N igin

{L,} pozitif lineer operator dizisi olsun. Eger,
llzn”Ln(fo) —foll=0 , (fo@) =1
limlLa (@)l =0, (px(y) = (y = %)%, Vx € [a,b])
kosullari1 saglaniyor ise Vf € C|a, b] igin
liml|Ln(f) = 1] = 0
saglanir.

Ispat: x € [a,b] ve f € C[a,b] olsun. f € C[a, b] oldugundan Ve > 0 icin bir
& > 0 sayis1 vardir ki |y — x| < & olacak sekilde Vy i¢in

IfO) = f)l<e

kalir. Is =[x —&,x + 6] N [a, b] olacak sekilde tanimlansin. Ayrica,

Il = max |F G| = M



olsun. Bu durumda,
IF ) = FOI = 1f ) = FOOL %, () + 1f ) = FCON- Xy 11, )
<e+Z(y—x)?
elde edilir. {L,,} pozitif lineer operator dizisi oldugundan ve son esitsizlikten
ILn(f; %) = fOOl < L (f () = FO0) + f(x); %) = F(O)]
= Ly(F ) = F(x); ) + Ly (f (x); %) — f(x)
< La(IF ) = FL ) + I (Ol [Ln (1 %) — 1

= Lo (If () = FOOIL2) + [F OO 1Ly (fo; %) = fo ()]

2
< £ Lo(foi %) + 5 L(032) + M. Ly (fs ) — fo)

< Ly ) + £ = £ + o Ly(pi) + MLy () = fo0)]

2M 2M
<e+(e+M).|L,(fo; x) — fo(x)| + FLn(go; X)), a= max{e + M'F}

< €+ a.{|Ln(fo; x) = fo()| + Ln(e; %)}
esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin x € [a, b] i¢in maksimumu alinirsa
ILn(f) = fll < € + a.{lILn(fo) = foll + [ILn(@)II}
elde edilir. Hipotez nedeniyle ve ¢ keyfi oldugundan yeterince kiigiik secilirse
limlILn(f) = f1l = 0
esitligi saglanir.m

Simdi Abel yakinsaklik metodu kullanilarak gelistirilen Korovkin teoremini ve

ispatini inceleyelim (Unver 2013).

10



L,:Cla,b] - Bla,b] veher a € (0,1) igin

D Gl < o @1
n=0

kosulunu saglayan bir pozitif lineer operator dizisi olsun. Her « € (0,1) ve

f € Cla,b] igin
Ve(fix) = (1= @) ) La(f5 )™
n=0
ile tanimli V,, operatoriinii ele alalim. O halde,

sup [V (f;0)] = sup

x€[a,b] x€la,b

(=) ) Ly(fixa”
n=0

< sup (1= a) ) |Ly(f;0)a"
n=0

x€[a,b]

x€[a,b]

< sup (1-a) ) Lu(lfli0)a”
n=0

< sup (1=a) ) La(lIfl; x)a”™

€la,b]
x€la,b] =

< sup (1= ) Lo(for)a”
x€[a,b] =
elde edilir. Simdi (2.1) ifadesi gzoniine alinirsa V,, operatorii her a € (0,1) ve

f € Cla, b] igin anlamli olup B[a, b] uzayina aittir. Dolayisiyla

Wellctasi-stap) = IVe(llsiap) = sup (1—a)ZL (1;0)a"

an

seklinde yazilabilir.

11



Teorem 2.4.2 L,:Cla,b] - Bla,b] ve (2.1) kosulunu saglayan pozitif lineer

operatOr dizisi olsun. Eger,
éiql_”Va(fo) —foll=0, (fo) =1)
Lim V(@) =0, (pe(y) = (v %)% Vx € [a,b])
kosullar1 saglaniyor ise Vf € Cla, b] i¢in
Lim [IVa(f) = 1l = 0
saglanir.

Ispat: x € [a,b] ve f € C[a,b] olsun. f € C[a,b] oldugundan Ve > 0 icin bir
& > 0 sayisi vardir ki |y — x| < & olacak sekilde Vy i¢in

lf ) —fl <e
kalir. Is = [x — §,x + 8] N [a, b] olacak sekilde tanimlansin. Ayrica,
£l = max I GOl = M
olsun. Bu durumda,

) = FE = 1f ) = FOL. %, ) + IFO) = F OOl xypy1, )

2M
<
_€+_6

> (v —x)?
elde edilir. V, pozitif lineer operator dizisi oldugundan ve son esitsizlikten
Ve (f52) — FOO| < Va(F ) — F () + F ()5 ) — f(0)]
= [Va(F ) = F (x5 %) + Vo (f (x); %) — f ()]
< Ve(f ) = FOOLx) + f GO Ve (15 6) — 1]
=Vo(If ) = FCIL %) + 1 QO Ve (fo; 1) = fo(x)

12



2M
< e Vo(fo; ) + 7 Va5 2) + M. Ve (fo; ) = fo (X))

< e Vulfoi ) £ = £+ 3 Va0 + M. Valfoi ) — fo(O)l

2
< £+ (e M)V (foi ) — o] + 55 V(s )

< &+ My {IV,(fo; ) = fo()| + Vo (5 )}

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte M; = max {s + M, 2—1:1} olarak segilmistir.

Esitsizligin her iki tarafinin x € [a, b] i¢in maksimumu alinirsa

Va(F) = fll < € + My {lIVe(fo) = foll + Ve (@I}

elde edilir. Hipotez nedeniyle ve ¢ keyfi oldugundan yeterince kiigiik segilirse
lim Vo (f) = fll =0
a-1

esitligi saglanir.m
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3. TEK DEGISKENLIi KONVOLUSYON OPERATORLERI iCiN
KOROVKIN TiPLi YAKLASIM

3.1 Tek Degiskenli Konvolusyon Operatorleri i¢in Klasik Yaklagim

Bu bolimde Konvolusyon operatorleri igin Korovkin tipli yaklasim teoremleri

incelenmistir. f € C[a, b] i¢in

b
La(f;x) = f FOVKn(y — x)dy 3.1)

seklinde tanimli {L,} konvolusyon tipli operatér dizisini ele alalim. Burada

0 < 6 < b — a olmak tizere,

”f”5 = sup G]If(X)I , f € C[a'b]

x€[a+6,b—
seklinde tanimlidir.

Lemma3.1.1 0< 4§ < b —aolsun. Eger,

)
li%n JKn(y) dy =1 (3.2)
)
lim (sup Kn(y)> =0 (3.3)
n \lylzé

esitlikleri saglanir ise (3.1) ile verilen {L,} operatér dizisi igin
llZn”Ln(fO) —folls =0

esitligi saglanir.
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Ispat: 0<é6<b—avex€[a+45b—6]alalim.
a+d<x<b-6 = x<b=-(b—a)<a-—x
xz2a+d > x—a=d > a—-x<-6
a+6<x<b-6 = x=2a > b—x<b-a
x<b—-6 > x—-b<-6 = b—x2=4§

Bu esitsizliklerden,

—(b-a)<a—-x<-6 (3.4)

§<b-x<b-—a (3.5)

esitsizlikleri elde edilir. Buradan

b b—x

(o) = [ KaO =0y = [ KOy 3.6)

a a—x
(3.4) ve (3.5) esitsizlikleri ile (3.6) esitligi géz Oniine alinirsa,

1) b—x b—-a

[wars [ Kody=tGins | Koy
-5 a—x -(b-a)

) b—a

f Ko@) dy — 1 < Lu(fo;x) — 1 < f Ko ()dy — 1
) —(b-a)

bulunur. Norma gegilirse,

I} b—a
1L (fos ) — 11| < max f Ko () dy — 1], f Ko (dy — 1| b =1,
-6 —(b-a)

yazabiliriz. 0 < § < b — a esitsizligi ve (3.2) esitligi goz oniine alinirsa

15



limu, =0
n
elde edilir ve ispat tamamlanir.m

Lemma3.1.2 0< 4§ < b — aolsun. Eger

)
lizn fKn(y) dy =1 (3.2)
)
lim (sup Kn(y)> =0 (3.3)
n\lylzé

esitlikleri saglanir ise (3.1) esitligi ile tanimli{L,,} operator dizisi i¢in
limlLa(@lls =0, ¢ =y —x0)*

elde edilir.

Ispat: 0<6<b—a ve x€[a+6b— 5] olsun.

0, (y) = y? — 2xy + x? oldugundan Vx € [a + §,b — §] i¢in ¢, € C[a, b] dir.

b b—x
Lips0) = [0 -00 -0dy = [ YKy
b—a
< J YK (v)dy 3.7)
—(b-a)

f>(y) = y? fonksiyonu y = 0 noktasinda siirekli oldugundan Ve > 0 igin bir u > 0
vardir ki |y| < u olacak sekilde Vy i¢in y? < ¢ esitsizligi saglanir. Burada iki durum

mevcuttur:

1. Durum: p = b —a olsun. (3.7) esitsizliginden

b—a
0<L,(p;x) <&* f K,(y)dy

—(b—-a)

16



olur ve bu esitsizlikten dolay1
m||Ln(p)lls = 0
elde edilir.

2. Durum: pu < b —aolsun. (3.7) esitsizliginden

—u u (b-a)
L, (@;x) < f y2K,(y)dy + f y2K,(y)dy + f y*K,(y)dy
—(b-a) —u %

esitsizligi elde edilir.

y =2 sup Kp(y) ve by:= f Kn.(y)dy

lylzu
lylsu
olacak sekilde tanimlansin. Ayrica,
(b—a)
ln(@lls < an [ y2dy+ e,
u
b—a)?®—ud

elde edilir. Burada dikkat edilirse hipotez nedeniyle (3.2) ve (3.3) esitliklerinden

lima, =0 ve limb, =1
n n

esitlikleri saglanir. Ayrica,

b—a)d—u3
M:mmg__L_Lﬁ%

3

seklinde olmak tizere

(b-a)’—p?

3 + &2b, + &% — &2

||Ln(<,0)||5 < an

17



< Ma,, + Mb,, + €? — &2
=&+ M(ap + (b, — 1))
< &2+ M(a, + |b, — 1|)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.m

Teorem 3.1.3 (3.1) ifadesi ile tanimlanan L, operatori igin (3.2) ve (3.3)

esitlikleri saglanirsa Vf € C[a, b] igin,
limllLy(F) = 1l = 0
elde edilir.
Ispat: Lemma3.1.1, Lemma3.1.2 ve Teorem 2.4.1 nedeniyle ispat agiktir.m
Simdi Teorem 3.1.3 ’{in kosullarinin ger¢eklendigi bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.4 L,:C[a,b] = Bla,b] ve Vn€ N igin

b
La(f;x) = % f FOe o gy

seklinde tanimhi olsun. Eger K,(y) = \%e‘”zyz segilirse, {L,} konvolusyon tipi

operatorler dizisi i¢in,

) o0
K,(y)dy = — -n2y2 g, —u? g
dy=—| |e y e du
0 e yizs

—i f e Wdu — f e ¥ du
v |
— =6

|u
n

_Z fe‘yzdy— fe‘yzdy
v
né

0

18
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esitligi saglanir. Ayrica,

2 T
e dy=7<oo

0\8

oldugundan
lim f eV dy =0
n
né

esitligi elde edilir. O halde (3.8) esitliginde her iki tarafin limiti alinirsa

5

li K dy =1li 2 (V= 0)]=1

lTTlnf 2 (y) Y—l]lnﬁ L =
-5

elde edilir. Yani (3.2) sart1 saglanir. Diger taraftan

n 2.2 n
sup K,(y) =—=supe™” < 252
ly|zé \/E|y|25 en

esitsizliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

n
lim| sup K,(y) | <lim—==0
n \lylzs n en’

oldugundan

lim (sup Kn(y)> =0

n \lylz6

elde edilir. Bu durumda da (3.3) sart1 saglanir. O halde Teorem 3.1.3 *den
tim|Ly () = flls = 0

esitligi gerceklenir.
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3.2 Tek Degiskenli Konvolusyon Operatorleri I¢in Abel Metodu Ile Yaklasim

Bu béliimde, 2013 yilinda Unver ve Atlihan tarafindan Abel yakinsaklik metodu
kullanarak gelistirilen Korovkin tipli yaklasim teoremleri ve bu teoremlerin ispati

incelenmistir.

L,:Cla,b] —» Bla,b] veher a € (0,1) igin,

D lMa(f)lla™ < oo (3:9)
n=0

kosulunu saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her « € (0,1) ve

f € Cla,b] igin,
V((F@50) = 1= @) ) L(f©3x)a”
n=0

ile tanimli V,, operatoriinii ele alalim. O halde,

WeHllstan = sup Ve((F@;0)| = sup (1= ) Y Lu(F@);0a”
x€[a,b] x€[a,b] oy

[ee]

< sup](l —a) ) Ly(If(®x)a™

€la,b
x€la =

< 1— L, ;)™
< sup ( a); AIfl; e

x€la,b

<AL = @) ) len(f)lla
n=0

saglanir. Simdi (3.9) g6z Oniine alinirsa V,, operatorii her a € (0,1) ve f € Cla, b]

icin anlamli olup B[a, b] uzayina aittir. Dolayisiyla

”Va“C[a,b]—>B[a,b] = ”Va(l)”B[a,b] = 21[1'%] (1 - a) z Ln(fo(t);x)an
x€la, ~

20



seklinde yazilabilir. Ayrica

IV letapi-sian) < ) ln(o)lla™
n=0

elde edilir.

Lemma3.21 0<6< bz;a olsun. Bu durumda

é

= [ Ka@de

-6

Bn = sup K, (t)
|t]=6

seklinde taniml1 olmak tizere

n=0
lim(l—a)Zﬁn an =
a-1"

n=0

sartlar1 saglaniyorsa
lm IVe(fo) = folls =0, (fo(©) =1)
gerceklenir.
Ispat: x € [a+ 5,b — 8] olsun. Bu durumda
—b—-a)<a—-x<-6 (3.10)
6<b—x<(b—-a) (3.11)

esitsizlikleri elde edilir. Yn € N i¢in,
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b—x

Ly (fo(£);x) = f K, (t)dt

a—x

olur. (3.10) ve (3.11) esitsizlikleri ve (3.12) esitliginden;

I} b—a
f Ky ()t < Ln(fy(£); %) < f Ky (t)dt
s ~(b-a)

elde edilir. Va € (0,1) ve t € [a, b] igin,

(1-a) Z ya®—1<(1—a) Z Ly (fy (0); ). a™ — 1
n=0 n=0

[o'e) b—a
<(1-a) Z K,(O)dt |.am =1
n=0 \—-(b-a)

esitsizligi saglanir. Simdi (3.10) ve (3.13) esitsizliklerinden,
”Va(fo) - f0||5 S fa

esitsizligi yazilabilir. Burada

Uy =max{ (1—a)i<f1(n(t)dt>.a"—1

n=0 \-¢§
ile tanimlanmustir. O halde

)

n=0 \-(b-a)

SZ(b—a—6).(1—a)Zﬁn.a”

elde edilir. Bu durumda
lim [[Ve(fo) — folls = 0
a—-1

22
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olur ve ispat tamamlanir.m

Lemma3.22 0<4§< bz;a olsun. Bu durumda

1)

= [ Ka@de

-6

Brn = sup Ky (¢t)

|t|=6
seklinde taniml1 olmak tizere
lim(1—-a) Z Y. at =
a—-1"
n=0
llm(l—a)zp’n a =
n=0

sartlar1 saglaniyor ise
cgiql_llva(gax)”& =0, o(®O)=(- x)z
gerceklenir.

Ispat: x € [a + &,b — 8] olsun. (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinden;

b—x b—a
L, (@, (t);x) = f t2K,(t)dt < f t2K, (t)dt (3.14)
a—x —(b—a)

elde edilir. g(t) = t?, t = 0 da siirekli ve Ve > 0igin bir p > 0 vardir ki |t] < pu

oldugundan |t?| < & kalir.

1. Durum: Kabul edelimki u > b —a olsun. (3.14) esitsizliginden,
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b—a

0 < Ly(g(0); %) < &2 j K, (0)dt
—(b-a)

olur ve istenilen goriiliir.

2. Durum: Kabul edelimki ¢ < b —a olsun. (3.14) esitsizliginden,

b—a

L, (@, ();x) < j t?K,(t)dt = jtan(t)dt+ J t2K,(t)dt
—(b—a) |tlsu b—az|t|zu
ifadesine dikkat edilirse,

A0 Y Lulpx@®ia" < A=)y f 2K, (0)dt | a”
n=0

n=0 \|tlsp

+(1-a) Z 62K, (t)dt | a™
n=0 \p-az|t|zu
0o b—a
<e2(1-a) z T,a™ + 2 f t2K, (t)dt |a™
n=0 u

<&(1-a) Z T
n=0

2 [ee]
+2( -0’ ). - ) Z wpa” (3.15)
n=0
elde edilir. Burada
Ty, = K,(t)dt , w,= f K, (t)dt (Vvn € N)
[tlsu [tlzp

seklinde tanimlanmustir. (3.15) esitsizliginden
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1-a i T,a" — 1‘)
n=0

IVlplls < &2 + M ((1 —@) ) w,a
n=0

yazilabilir. Burada M := max {82, g((b —a)— /13)} seklinde tanimlanmistir.

Hipotezler nedeniyle ispat tamamlanmis olur.m

Teorem3.23 0< 6 < b%a olsun. Bu durumda
5
= [ Ka@de

-6

Bn = sup K, (t)
|t]=6

seklinde tanimli olmak iizere

(o]

im(1l—a) ) yp.a™=1
a->1"

n=0
lim (1 —a)Zﬁn.a” —0
a-1"

n=0

sartlar1 saglaniyor ise Vf € C[a, b] i¢in
Lim [IVe(f) = flls = 0
gerceklenir.
Bu teoremin ispati, Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 kullanilarak elde edilir.

Simdi Teorem 3.2.3 ’lin kosullarinin gerceklendigi bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.4 (b,) = (—=1)" dizisini ele alalm. Bu dizi klasik yakinsak bir dizi
degildir fakat sifira Abel yakinsayan bir dizidir. Ayrica,
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dt

b
n(1+ by) f f(©®)

La(f3x) = T 1+ n2(t —x)2

a

seklinde tanimli {L,,} pozitif lineer operator dizisini alalim. Burada,

n

Kn(t) = 1+ n2(t — x)2

seklinde tanimlanmistir. Ayrica,

) oo
n(1l+ b,) dt dt
fK"(t)dt T f 1+ n2tz j 1 + n2t?
-6 —0 |t]|=6

20 4by) [ [ dt f dt
R 1+ t2 1+ t2
0

né

esitligi elde edilir. Diger taraftan,

J dt Tl’< i J dt 0
—_ - OO =

1+t2 2 o 1+ t2

0

yazilabilir. Bu durumda

lim(1—a) a=1
“ n=0
esitliginden
w [ 8
tim (1 - a)z f K,(Ddt | am =
“« n=0 \—-§
elde edilir. Ote yandan
K. (¢ _n(1+by) 1 _ n(1+by)
Sup Kn(0) = U T e~ n(L 4 n267)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeye n — oo i¢in limit uygulanirsa,
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 n(1+by)
s (1 + n262)

elde edilir. (3.14) ve (3.15) esitliklerinden,

lim(1—-a) Z (sup Kn(t)> a®=0
a-1" = \|t]=5

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.3 ’iin kosullar1 gergeklenmis olur. Yani Vf € C|a, b]

i¢in
lim ||V (f) = flls = 0
a—1

gerceklenir.

Simdi elde edilen bu yaklasimin, siireklilik modiili yardimiyla verilen oranin

hesabini inceleyelim.
Teorem 3.25 0<6 < b%a olmak tizere
lim ||V (fo) — foll = 0
a-1
lim w(f,pe) =0
a—-1"
sartlar1 saglaniyorsa Vf € C[a, b] igin,

lim IVo(f) = flls = 0
a-1
elde edilir. Burada u, = ”V“((px)”(g seklindedir.

Ispat: Vt € [a,b] icin,

If@ - f0)] < Sup If@®) = f| < w(f, [t —x]) (3.16)

t—x|<é

yazabiliriz. (3.16) esitsizliginden ve V, nin pozitif lineer operatér olmasindan,
Va(f;2) = FCO = [Va (f (&) = £ (D) + £ O Ve (fo (8) = fo ()|
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< [V (If (®) = FOIDI + If - Ve (fo (8 = fo ()|

o)
v, ((1 +[557])ocr 5)>
v (1 N (t ;zx)z)

w(f,8)

IA

+ 1f 1 1Va(fo) — fol

IA

+ 11 Ve (fo) = fol

< w(f,9).

+ 1 flls- Ve (fo) = foll
6

< o(f, 8. IVa(flls + —z— Vo (@t =)D ls + Ifll5- 1V (fo) = folls

52
< 2.0(f, ta) + Iflls- Ve (fo) = folls

elde edilir. Ozel olarak M = max{2,||f|ls} secilirse;

Ve (f;x) = F(Olls = M{w(f, pa) + IVa(fo) = folls}

olur ve hipotez nedeniyle ispat tamamlanir.m
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4. CIFT DEGISKENLi KONVOLUSYON OPERATORLERINDE
KOROVKIN TiPLi YAKLASIM

4.1 Cift Degiskenli Konvolusyon Operatorleri Ii¢in Klasik Yaklagim

Bu béliimde 2017 yilinda Yurdakadim, Tas ve Atlihan tarafindan verilen ¢alismalar

incelenmistir.

K = [a,b] X [c,d] olsun. C[K] , K bolgesinde tamimli reel degerli siirekli

fonksiyonlarin uzayini gostersin.
L,:C[K] — C[K] pozitif lineer operatér olmak iizere Vx € [a,b] ve Vy € [c,d]
i¢in,

d b
L,(f;x,v) =JJf(u,v)Kn(u—x,v—y)dudv (nEN,fEC(K))

seklinde tanimlanan konvolusyon tipli operatdrii ele alalim. Burada,

1) K,,[a—b,b—a] X [c—d,d — c] bolgesi iizerinde siirekli,
2) K,(t,z)>0,VneN ,t€la—b,b—alvez€|[c—d,d—c]

seklindedir. 0 < § < {b;—a,%} olmak tizere

Iflls= sup IfCoy)l , f€CIK]
a+6<x<b-6
c+6sysd-6

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.1 Vn € N igin, L,:C[K] — C[K] tamiml pozitif lineer operator olsun.

Eger,

llzn”Ln(fo) —folls =0
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im||L,(@)lls = 0

(p(w,v) = (u—x)?+ (v —y)? Vx € [a,b] ve Vy € [c,d])
sartlar1 saglaniyorsa, Vf € C[K] igin

im||L, (f) = flls = 0

esitligi elde edilir.
b—a d-c .
Lemma4.l2 0<8§< {T’T} seklinde tanimlansin. Bu durumda,
5 8
lim j fKn(u, v)dudv =1
n
-5 =68

lim{ sup K, (u, v)} =0

n \(wv)eKs

esitlikleri saglaniyorsa
llzn”Ln(fo) —folls =0

elde edilir. Burada K5 = {(u,v): |u| = 6 veya |v] = 6} seklinde tanimlanmustir.

)

Ispat : 0<5<{bz;a %} , x€[a+86,b—6] ve y€[c+6,d—58] olsun.
Bu durumda,
—-(b-a)<a-x<-6 §<b—x<b-a (4.1)
—(d-c)<c—-y<-§ , 0<d—-y<d-c (4.2)

esitsizlikleri elde edlilir. Ayrica,

d b
L,(1;x,y) = f f K, (u — x,v — y)dudv
cC a

30



d-y b-x
= f f K, (u, v)dudv (4.3)
c-y a—x

seklinde ifade edilir. Bu durumda (4.1), (4.2) ve (4.3) ifadeleri kullanilarak

6§ 6 d—c b—a
f fKn(u, v)dudv < L,(1;x,y) < J f K,,(u,v)dudv
-5 -6 —(d-c)-(b-a)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte,
5 46 d—c b—-a
u, = max j jl(n(u, v)dudv — 1, J j K, (u,v)dudv — 1
-5 -6 —(d—c) —(b-a)

olacak sekilde segilirse
li;n”Ln(fO) — folls < uy

elde edilir. Boylece

)
u, = J JKn(u, v)dudv — 1
5 -6

ise hipotezden ispat agiktir. Diger taraftan

d—c b—a
u, = f J K, (u,v)dudv — 1
—(d—c) —(b—-a)

ise bu durumda

d—c b—a

5 6
K, (u,v)dudv = f f K, (u,v)dudv
—(d—c) -(b-a) -5 -6

)

esitliginin dogrulugu gosterilirse ispat ger¢eklenir. 0 < § < {b% %} oldugundan
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b—a b—a
a_b<_T<_6<0<6<T<b_a

d—c d—c
C—d<—T<—5<0<5<T<d—C

esitsizlikleri elde edilir. Buradan

d—c b—a

5 &
K, (u,v)dudv = f fKn(u, v)dudv + ff K, (u, v)dudv
~(d-c) —(b-a) 5 -8 Bs

elde edilir. Burada Bs = {(u,v): |u| = 6 veya |v| = 6} seklinde tanimli olup

hipotezden

ff K, (u,v)dudv =0
Bg

elde edilir ve ispat tamamlanir.m

Lemma4.1.3 0<§ < {b;—a,%} olmak tzere

5 6

lim f fKn(u, v)dudv =1

n
=5 =6

lim{ sup K,(u, v)} =0

n (wv)eKs

esitlikleri saglaniyorsa
liml|Lp(@)ll5 = 0

elde edilir.

Ispat : O<6<{b%a,%} , x€E[a+68b—25] ve y€[c+68,d— 5] olsun.

o,v) = (u—x)?+ (v—1y)? € C[K] olup,
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d b
Lu(g3 2,y) = f f [(w =2 + (v — )2 (u — %, v — y)dudv

C
d-y p—x

= f f(u2+v2)1{n(u,v)dudv
c-y a-x

(d-c) (b-a)

< f w? + vH)K, (u,v)dudv

—(d—c) —(b-a)

¢ fonksiyonu, (0,0) noktasinda siirekli oldugundan Ve > 0 igin bir g > 0 vardir ki

lul < u ve |v| < u kosulunu saglayan (u,v) icin |u? + v?| < & kalir.

1.Durum uy=>b—a ve u=>d—c ise;

(d-c) (b-a)

0<Ly(p;x) < f f . K, (u, v)dudv
—(d—c) —(b-a)

elde edilir. Buradan,

(d-c) (b-a)

5 &
I = j J K, (u,v)dudv = J JKn(u, v)dudv + ﬂ K, (u, v)dudv
—-(d-c) =(b-a) ) Ks

<14+ sup Kn(u,v).ﬂ dudv
Ks

(u,v)EK g

bulunur. Dolayisiyla
liml|Ln ()5 = 0

olur.

2.Durum u<b—a ve u=d—c ise
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(d-c) (b-a)

Lo(@;x) < f f w? + v»)K, (u, v)dudv
—(d-c) —=(b-a)

5 5
= J. f(uz + v)K, (u, v)dudv + ff(uz + v?)K,, (u, v)dudv
5 -6 Ks

(u,v)eKs

5 8
<e f fKn(u, v)dudv + sup K,(u,v). ff(uz + v?)dudv
-6 -6 Ks

elde edilir. Dolayistyla
liml|Ln(@)ll5 = 0
olur.

3.Durum uy>b—a ve u<d-—c ise

(d-c) (b-a)

Ly(p;x) < f f w? + v»)K, (u, v)dudv
—(d—c) —(b-a)

= js f(u2 + v3)K,,(u, v)dudv + ﬂ(u2 + v2) K, (u, v)dudv

5 5
<e j fKn(u, v)dudv + sup K,(u,v). ﬂ(uz + v?)dudv
-6 -6 Ks

(u,v)eEKs

elde edilir. Dolayistyla
liml|Ln ()5 = 0
olur.

4.Durum uy<b—a ve u<d—c ise;
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i) d<u<b—ave §<u<d-—c olursa,

(d-c) (b-a)

Lp(@;x) < f f (u? + v¥)K, (u,v)dudv
—(d-c) —=(b-a)

5 6
= f f(u2 + v)K, (u, v)dudv + ff(uz + v?)K,, (u, v)dudv
i Ks

(u,v)eKs

5 5
<e f fKn(u, v)dudv + sup K,(u,v). ff(uz + v?)dudv
-6 -6 Ks

elde edilir. Dolayistyla
timllLn ()5 = 0

olur.

ii) U<d<b—ave u<dsd<d-—c olursa,

(d-c) (b-a)
Lo(g;x) < j j (u? + v)K, (u,v)dudv
—(d—c) —(b-a)
wou
= J f(u2 + v3)K,,(u, v)dudv + f (u? + v¥)K, (u, v)dudv
T K,

elde edilir. Burada § yerine u yazabilecegimizden, hipotez nedeniyle
liml|L(@)lls = 0
olur ve ispat tamamlanir.m

)

Teorem4.14 0<6< {bz;a %

} olmak uzere
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5 &

lim f fKn(u, v)dudv =1

n
iy

lim{ sup K, (u, v)} =0

n \(wv)eKs
esitlikleri saglaniyorsa Vf € C[K] igin
liml|Ln () = flls = 0
elde edilir.
Bu teoremin ispati, Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 kullanilarak saglanir.m
Simdi, ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in siireklilik modiiliiniin tanimin1 verelim.

Tanmm 4.15 f € C[K] olsun. f fonksiyonunun siireklilik modilii w(f,d) ile

gosterilmek tlizere,

w(f,0) = sup |f (u,v) — f(x, )]
Ju=x)2+v-y)%sé

seklinde tanimhidir. Ayrica,

wD(f,8) = oSup |f(x1,¥) = f (22, ¥)
X1—X <
csyéd

WA, 8) = sup |f(xy)—fxy)l
|Y1—J/2|bS5
asys

seklinde tanimli olup,
limao(f,8) =0
ve her § > 0 igin,

w(f,B6) < ([B] + . w(f,6)
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yazilabilir.

Simdi, Teorem 4.1.4 *de elde edilen yaklasim oranini inceleyelim.
b—a d-c

Teorem4.16 0< 6 < {T T} olmak lizere

imlla(ry) - £oll, = 0
limw(f,a,) =0
n
kosullar1 saglansin. Bu durumda Vf € C[K] igin,

lim|Lof = flls = 0

olur. Burada a, = /|IL,((u — x)2 + (v — y)?)||s seklindedir.
Ispat: f € C[K] olmak iizere L, lineer ve pozitif bir operator oldugundan,
ILn(f52,9) = fFOo )| = [Ln(f (w,v) = f(6, ) + f (0,25 %,¥) — F(x, )]

< Ly(If(w,v) — fFG ) y) + 1f G L (fr % ¥) — £,

EwY) 2
SLn(a)(f,a\/(u x)2+(Ww-—y) );x,y>+If(X,y)|.|Ln(f0)—f0|

a

— 2 + — 2

Sa)(f,a)Ln(l‘Fﬁ\/(u x)a (v y) N:M}’)""f(x;yn|Ln(fo)_f0|
1

< 00, @) {Ln(()i %.7) + 5 Ln(u =07 + @ = %5} + 1F G nlf) = fol

1
nf = Flls < 0CF ) {lLn (oIl + 2 a7 + @ = 7)D)ls]
+ M. ”Ln(fo) - f()”(g

olur. a:=a, = \/IILn((u —x)?+ (v —y)?)|ls olarak segilirse
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1Lnf = Flls < @ (F, ) {ILa (Pl + 1} + Ma[1La(F) = £l

< 20(f, ) + w(f, @)||La(f,)

= foll s + M- [En(Fo) = foll 5

esitsizligi elde edilir. M = maks{2, M;} alalim. Bu durumda

ILnf = Flls < M{w(f, @) + o (F @) |Ln(fy) = foll ; + 1La(Fo) = foll, )

olur ve hipotezden ispat tamamlanir.m

Teorem4.1.7 0 <6 < {b;—a,%} olmak tlizere

imllLa(r,) - £, = 0
lim w®(f, ay) = 0
lim 0@ (f, ) = 0

kosullar1 saglaniyor ise Vf € C[K] igin,

limlLof = flls = 0

olur. Burada @, =+/lIL,(lv —v|%x,y)lls Ve

seklinde tanimlanmaistir.

Bn = L (lu = x1%x, 1)l

Ispat: f € C[K] olmak iizere L, lineer ve pozitif bir operatdr oldugundan,

IL,(f5%,9) — fOoY| < Lp(If (w,v) — fFu, ) x,y) + Lp(If (w, y) — Fe, )] x,y)

+Hf oW Ly fo = fol

< 1 09 (r20)) 1 (0 (15 2210))

+f G W1 |La(f) = fol

38



Sw(Z)(f,a)Ln<1 |1| ;ylﬂ >+ (1)(f B)L, ( |l| ;ﬂﬂ;x,y)

+f G| Lnfo = fol

— |2 ]2
< 0@ (f, )L, (1 L azyl :x,y> +wW(f, B)Ly <1 ple ;x,J/>
+|f(ny)| |Ln(f0) _f0|

1
< 0D, {La(fy%,y) + — La(lv = Y% 2.7}

+wD(f, [)’){ n(fo x,y) + L 2(u —x|%; x, y)}
+|f(ny)| |Ln(f0) _f0|

L = Flls < 0@ La(F ), + 5 Ml = 1%, )}

008 (), + 72 (= 12, )

My [|Ln(f,) = ol

esitsizlizi elde edilir. M, = ||f]|5 almirsa
Inf = Flls < 0@ (f ) {[La(r ), + 1} + @D B {1La ()], + 1]
+My (| Ln(fo) = foll
< 0@ f, @) {[La(£y) = foll, + 2} + 0D F B {[11aFe) — ol +2)

+My.||La(f,) = foll,

olur ve ispat tamamlanir.m
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4.2 Cift Degiskenli Konvolusyon Operatorleri Icin Kuvvet Serisi Metodu ile
Yaklasim

Bu boliimde, Boliim 4.1 ’de verilen yaklasim sonucglarini kuvvet serisi metodunu

kullanarak gelistirecegiz.

C[K] - B[K] veher t € (0O,R), 0 < R < oo igin,

D Ma(folipat™ < oo (44)
n=0

kosulunu saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her n € N, t € (0,R),

0<R< o ve f€eC[K] igin,
0 =S 1y
;%,y) = X,
t y p(t) a n y pn
n=0
ile tanimli V, operatoriinii ele alalim. O halde

”Vt(f)”B[K] = sup [Ve(f5x,9)] =

(x.y)EK (x y EK

p(t)z Ln(f3 %, )Pt

Zun(f %, Y)Pat"!

< sup
@y)ek P(t)

(xy)eKk P

1 (o]
< sup ﬁan(lflix;y)pntn
n=0

1 [oe]
< sup EELn(nfn;x.y)pnt"
n=0

(xy)EK P

< s~ IIfIIZ Ln(foi %, 7)Pnt"

(x¥)eK

elde edilir. Simdi (4.4) kosulu g6z 6niine alinirsa V; operatorii hern € N, t € (0,R)

ve f € C[K] i¢in anlamli olup B[K] uzayina aittir. Dolayisiyla
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”Vt”C[K]—>B[K] = ||Vt(f0)||3[1<] Sup
(x,y)EK

O Z Ly (fo; X, ¥)ppt™

seklinde yazilabilir. Ayrica

IVeOlletr-pixy < D IMn(fo)llspat”
n=0

elde edilir.

Lemma4.21 0<§ < {b%a,%} olmak lizere

n=0

o 5 &
1
, n _
tl_lgzn —)Z f f K, (u,v)dudv |p,t 1
-5 -6

sup K,(u,v th=0
t"R p(t) Z((u,v)gK,; n( )> Pn

n=0

sartlar1 saglaniyorsa
L IVe(fo) = folls = 0

esitligi elde edilir.

Ispat: 0<6<{b2;a,?} , x€la+8,b—38] ve y€e[c+8,d— 6] olsun. Bu
durumda,
—(b—a)<a—-x< -6 6<b—x<b-a
—(d—c)<c—y<-§ 6<d—-y<d-c

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikleri ve

1 0
Vil (fos 1, 9)} = @Z Ln(fo3 %, Y)Put
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ifadesi géz oniine alinirsa asagidaki durum elde edilir.

5 6 d—c b—a
f fKn(u, v)dudv < L,(fo;x,y) < f f K, (u, v)dudv
-5 -6 —(d-c) -(b-a)
bulunur. Buradan
. oo 5§ &
Ton) | [ Ko w)dudv |un < vtz
n=0 \-§ -§

d-c b-a

1 (o]
S—Z f f K, (u,v)dudv t"
p(t) a n( ) pn
n=0 \-(d-c) —(b-a)

elde edilir.

_)n=

w [ 8 6
1
u, = max z f fl(n(u,v)dudv pat™ —1{,
R )

d—c b—a

1
— E n_
OPA J j K, (u,v)dudv |p,t 1

n=0 \-(d-c) -(b-a)

seklinde tanimlansin. Bu durumda |[|V:(fy) — folls < u, elde edilir. Boylece

w [ 8 &
1
=|—= K, (u,v)dud th—1
un p(t)z f f n(u U) uav pn
n=0 \-§ -8

olacak sekilde secilirse ispat tamamlanir. Diger taraftan
1 o0 d-c b-a
= |—= K, (u,v)dud t" -1
un p(t)Z f f n(u v) uav pn

n=0 \-(d—c) —(b—a)

ise bu durumda
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d—c b—a

1 (o]
—) z f f K, (u,v)dudv | p,t"
n=0 \-(d-c) —(b-a)

w /8§ &
:%Z; ff[{n(u,v)dudv Pnt™ (4.5)

-6 -6

esitliginin dogrulugunun gosterilmesi halinde ispat tamamlanir. Hipotezde verilen

0< 8 < {=2,=5} esitsizliginden,

b—a b—a
a—b<—T<—5<0<5<T<b—a

d—c d—c
—d<—T<—5<0<5<T<d—C

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler kullanilarak

oo § &
() Z ( K, (u, v)dudv) Pt = p(_lt)z (_L _L. K,(u v)dudv) Pt

n=0

d—c b—a

—-(d—c) -(b-a)

1 [ee]

—_— n

+ s _E j K, (u,v)dudv |p,t
n=0 Ks

esitligi elde edilir. Boylece hipotezde verilen,

1 [ee]
lim—z sup K,(u,v th=0
t»R—p(t)nz()((u,v)EKs "( )>”n

ifadesinden (4.5) esitligi saglanir.m

Lemma4.22 0<486 < {b%,%} olmak tzere

lim
t—>R™

w [ & &
z J. fKn(u, v)dudv |p,t" =1
555

n=0

| -
\./
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1 00}
lim—z sup K,(u,v t" =0
=k p(6) £ <<u,v)é’,<5 . )>””
n=0
sartlar1 saglaniyorsa
Lim [IVe(@)lls = 0
esitligi gergeklenir.

ispat: : 0<6<{=%="} xela+8b-5] veyec+s,d— 6] olsun.

@(u,v) € C[K] oldugundan V,(¢;x,y) hesaplanabilir.

d b
V(g x,y) = f f [(w— 002 + (v — 9)2)Kn(u — %, v — y)dudv

d-y p-x
= j j(u2+v2)Kn(u,v)dudv
c-y a—-x

(d-c) (b-a)

< f (w? + v¥)K, (u,v)dudv

—(d-c) —=(b-a)

(u? +v?) , (0,0) noktasinda siirekli oldugundan Ve > 0 igin bir u > 0 vardir ki

lul < u ve |v| < u kosulunu saglayan (u,v) icin |u? + v?| < & kalir.

1.Durum u=>b—a ve u=>d—c ise

(d-c) (b-a)
0<Vi(p;x,y) < f f . K, (u, v)dudv
—(d—c) —(b-a)
bulunur. Buradan
(d-co) (b-a) 5 &
I = f J. K, (u,v)dudv = J. J.Kn(u, v)dudv + ff K, (u, v)dudv
—(d—c) —(b—a) 5 -8 Ks
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<14+ sup Kn(u,v).Jf dudv

(u,v)EK s
Ks

elde edilir. Dolayistyla

Lim [IVe(@)lls = 0

olur.

2.Durum uy<b—a ve u=>d—c ise;

(d-c) (b-a)

Ve(@;x,5) < (u? + v*)K, (u, v)dudv

—(d—-c) —(b-a)

5 &
= __£ _j{;(uz + v3)K,(u, v)dudv + I[[(uz + v3)K, (u, v)dudv

elde edilir. Buradan

o )

1) 1)
1 1
— V.(@; x, tng—z ffuz—i-vzl( u, v)dudv t"
P“)nzzo oot <) | | ] e Jp,

n=

1 [e0]
+— E ff(u2+v2)l(n(u,v)dudv pat™
p(t) &
n=0 Kg

1 < 1 <
ngz(bn'pnt +m;fn.A.pnt

p n=0
S E——T . — .
p(t) a n pn p(t) a n pn
n=0 n=0

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte,
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= J. J.Kn(u,v)dudv Jén = sup K,(u,v) ve A:= ff(u2+v2)dudv
25 s K

(u,v)eEKs

olacak sekilde tanimlanmustir. (4.6) ifadesi ele alinirsa,

1 0
m; ¢n'pnt -1 > (47)

ifadesi yazilabilir. Bu esitsizlikte M := max{e, A} olarak tamimlanmistir. (4.7)

1 (00}
”Vt((p)llé <e+M (m;fn-pnt +

ifadesinde esitsizligin her iki tarafina ¢ — R~ i¢in limit uygulanirsa
Lim Vi)l = 0
gerceklenir.

3.Durum uy=>b—a ve u<d-—c ise;

(d-c) (b-a)

Ve(g; x,y) < j J (u? + v¥)K, (u, v)dudv
—(d-c) —(b-a)

5§ &

f f(u + v)K, (u, v)dudv+f (u? + v»)K, (u, v)dudv
S5 25

(u,v)eKs

5 8
<e¢ f fKn(u,v)dudv+ sup K, (u, v).ff(uz + v?)dudv
S5 5s

<e¢p,+é&,..B

elde edilir. Buradan

o

Z Ve(@; %, y)pnt™ < g_z ¢hn.Dpt™ + B Z $n-Dnt" (4.8)

p(t) p(t)

bulunur. Bu esitsizlikte,
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5 8
¢, = J. J.Kn(u, v)dudv ,é, = sup K,(u,v) ve B:= ff (u? + v¥)dudv
-5 -6 Ks

(u,v)eEKs

olacak sekilde tanimlanmugtir. (4.8) ifadesi ele alinirsa,

) (4.9)

ifadesi yazilabilir. Bu esitsizlikte M = max{e, B} olarak tamimlanmigtir. (4.9)

1 < 1 <
”Vt((p)”6S8+M<m;En-pnt + m;‘pn-pnt -1

ifadesinde esitsizligin her iki tarafina ¢ — R~ i¢in limit uygulanirsa
Lim Vi)l = 0
gerceklenir.

4.Durum u<b—a ve u<d-—c ise

i) d<u<b—ave §<u<d-—c olsun. Budurumda,
(d-c) (b-a)
Ve(g; x,y) < j J (u? + v)K, (u, v)dudv
—-(d-c) —-(b-a)

5 5
= f f(u2 + v K, (u, v)dudv + ff (u? + v»)K, (u, v)dudv
-6 -6 (u,—ul/[6,-6]

5 5
<e j an(u,v)dudv+ sup K,(u,v). ﬂ (u? + v?)dudv
(u,v)EKs
-5 -6 [n—ul/16,-38]

elde edilir. Dolayistyla
Lim IV, ()1l = 0

olur.

ii) U<8§<b—ave u<d4<d-—c olsun. Budurumda,
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(d-c) (b-a)

Ve(g; x,y) < f f (u? + v¥)K, (u, v)dudv
—(d-c) —(b-a)

= f jf(u2 + v3)K,(u, v)dudv + ff (u? + v)K,(u, v)dudv

-u—u [6,-61/[u,—u]
& yerine u yazabilecegimizden, hipotezden
Lim [IVe(@)lls = 0
olur ve ispat tamamlanir.m
Teorem4.2.3 0 < < min {b;—a,?} olmak tlizere

o 5 &
1
lim—z J jK u, v)dudv t" =
tSR- p(t) L\ ) Tl( ) pTl

0 2 e =0
n=0
sartlar1 saglaniyor ise Vf € C[K] igin
Lm V(P = flls = 0
esitligi gerceklenir.
Ispat: Lemma4.2.1 ve Lemma4.2.2 den faydalanilarak ispat elde edilir.m

Teorem 4.2.3 *iin kosullarin1 gercekleyen bir 6rnek verelim.

Ornek 4.2.4 L,:C[K] — C[K] olmak iizere

2

L,(f;x,y) =

s

d b
.[ ff(u' v)e_nz[(u_x)2+(v_y)2]dudv
c a

48



olsun. (b,) = ((—1)™) dizisi alalim. Dikkat edilirse (b,,) dizisi klasik olarak
yakinsak degil ancak sifira Abel yakinsaktir.

feCIK] igin p,=1, R=1 ve p(t) =i , t €(—1,1) almirsa o zaman

kuvvet serisi metoduyla yakinsaklik, Abel yakinsakliga denktir.

T.(f;x,y) = (1 + (b)) Ln(f;x,y)

operatoriinii ele alalim.
n? 2(7,244)2
Ky (u,v) = — e (w547%)
I

olmak tlzere

0 )

=0

8
fKn(u, v)dudv |p,t" =1
=5

1 [ee]
lim—z sup K,(u,v th=0
tw—p(t)n:()((u,v)é”m n )>””

hipotezleri gerceklenir. Boylece {T,} operator dizisi igin Teorem 4.2.3 gerceklenir.

Ancak {T,} i¢in, Teorem 4.1.4 gergeklenmez.

Teorem4.25 0<6 < {b%a,?} olmak tlizere

tligl_lth(fo) —folls =0 ve tligz_w(f, a,) = 0 saglansin. Bu durumda Vf € C[K]
i¢in,

Lm IV = flls = 0

olur. Burada a,, = /[IV;((u — x)%2 + (v — y)?)||5 dir.
Ispat : V, operatoriiniin pozitif ve lineer olmasidan
Ve(f5%,9) = fFe = Ve (f (w,v) = fOo, ) + f (095, 9) — F(x, )]
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= |Vt(f(u,v) _f(x’y);x’y) +f(xly)(Vt(f0;xﬂy) _fo)l

< Vt(lf(urv) _f(x»J’)Lx,J’) + |f(x'Y)||Vt(f0,xr}’) _f()l

a

_ 2 _ 2
SVt(w(f,a\/(u G y)):x,y>+If(x.y)|-|Vt(fo)—fo|

Ju—x)?2+ (v —y)?

a

Sa)(f,a)Vt<1+ﬁ ‘M;x:y>+|f(xiy)||Vt(f0)_f0|

< 0(f, @) {Ve(for 0, 9) + Vel — 207 + @ = 0% 0,0} + IF G L Velfo) = fol

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki yaninin § normu alinirsa,

1
IVef = Flls < &, {IVe (ol + =5 IVeCu = 07 + (0 = 9)D)ls}

+ My Ve (fo) — folls

olur. @ = a, =/|IVi((u—x)%+ (v —y)?)|ls 6zel olarak segilirse
WVef = flls < w(f, az) {”Vt(fo)”5 + 1} + M. ”Vt(fo) o f()”g

< 20(f, an) + o(f, a)||Ve(fo) = foll ; + Mo Ve (£o) — foll

esitsizligi elde edilir. Burada M, = ||f]||s olarak tanimlanmistir. M = max{2, M}

alalim. Bu durumda

IVe() = flls < M{w(f, an) + o(f, a)lIVe(fo) = folls + [IVe(fo) = folls}

olur ve hipotezden ispat tamamlanir.m
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