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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde, temel tanım ve kavramlar tanıtılıp bunlara ilişkin bilinen bazı sonuçlar 

hatırlatılmıştır. Üçüncü bölümde, Abel metodu yardımıyla tek değişkenli 

konvolusyon operatörleri için Korovkin tipli yaklaşım teoremleri ve ispatları 

incelenmiştir. Dördüncü bölümde, çift değişkenli konvolusyon operatörleri için 

Korovkin tipli yaklaşım teoremleri ve ispatları incelenmiştir. Ayrıca, bu bölümün 

son kısmında, kuvvet serisi metodu kullanılarak çift değişkenli konvolusyon 

operatörleri için Korovkin tipli yaklaşım teoremleri ve ispatları incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

KOROVKIN TYPE APPROXIMATION FOR CONVOLUTION 
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MATHEMATİCS 

 

(SUPERVISOR:DOÇ. DR. ÖZLEM GİRGİN ATLIHAN) 

DENİZLİ, DECEMBER 2017 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter has been devoted to 

introduction. In the second chapter, the basic definitions and consepts have been 

recalled. The third chapter, Korovkin type approximation theorems and proofs 

have been examined for univariate convolution operators via Abel method. In the 

fourth chapter, Korovkin type approximation theorems and proofs have been 

examined for bivariate convolution operators. Also, in the final section of this 

capter, the Korovkin thpe approximation theorems and proofs are given for the 

bivariate convolution operators using the power series method. 
 
 
 
 

KEYWORDS: Korovkin Theorem, Positive Linear Operators, Abel 

Convergence, Power Series Method 
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SEMBOL LİSTESİ 

𝐴𝑥 = ((𝐴𝑥)𝑛)                                  : 𝑥 dizisinin 𝐴 matrisi altındaki dönüşüm dizisi 

ℝ                                                          : reel sayılar kümesi 

ℕ                                                          : doğal sayılar kümesi 

 χ
𝐸

                                                        : E   kümesinin karakteristik fonksiyonu 

𝜔(𝑓; 𝛿)                                               : 𝑓   fonksiyonunun süreklilik modülü 

𝐶[𝑎, 𝑏]                                                : [𝑎, 𝑏]  aralığındaki sürekli fonksiyonların 

                                                               uzayı 

𝐵[𝑎, 𝑏]                                                : [𝑎, 𝑏]  aralığındaki sınırlı fonksiyonların 

                                                               uzayı 

𝜔(𝑓; 𝛿1, 𝛿2)                                       : çift değişkenli  𝑓   fonksiyonunun süreklilik 

                                                               modülü 

𝐶[𝐾]                                                    : 𝐾 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  bölgesindeki reel değerli 

                                                               ve sürekli fonksiyonların uzayı 

𝐵[𝐾]                                                    : 𝐾 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  bölgesindeki reel değerli 

                                                               ve sınırlı fonksiyonların uzayı 
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1. GİRİŞ 

Klasik Yaklaşım Teorisi, 1885 yılında Alman Matematikçi Karl Weierstrass 'ın sonlu 

aralıkta sürekli olan her fonksiyona bu aralıkta yakınsayan bir polinomun olacağını 

ispat etmesiyle başlamıştır. Birçok matematikçi bunun ispatını farklı şekilde ele 

almıştır. Örneğin Bernstein 1912 yılında Bernstein polinomlarının 𝐶[0,1]  

uzayındaki fonksiyonlara düzgün yakınsadığını ispatlamıştır. Daha sonraları pozitif 

lineer operatör dizilerinin yaklaşım özellikleri üzerine çalışılmıştır. Dolayısıyla 

(𝐿𝑛)𝑛∈𝑁 dizisinin sürekli bir fonksiyona düzgün yakınsak olması için gerekli şartlar 

nelerdir sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun cevabını üç matematikçi Popoviciu 

(1951), Bohman (1952) ve Korovkin (1953) birbirinden bağımsız olarak 

bulmuşlardır. Bu sonuçlar birçok matematikçinin bu yaklaşımları farklı uzaylara 

genişletmesine kaynak sağlamıştır. Böylelikle Yaklaşım Teorisi'nin özel bir dalı olan 

Korovkin Tipi Yaklaşım Teorisi ortaya çıkmıştır. 

Kompakt bir aralıkta sürekli fonksiyonların yaklaşımı hakkındaki klasik Korovkin 

teoremi, bir pozitif lineer operatör dizisinin birim operatöre yakınsayıp 

yakınsamayacağına ilişkin şartları belirler. Süreksizlik noktalarında ise, bu 

operatörlerin genellikle fonksiyonun sağ ve sol limitlerinin aritmetik ortalamasına 

yakınsadığı görülür. Fakat süreksizlik noktalarında yakınsak olmayan Hermit-Fejer 

yaklaşım operatörleri gibi operatörler de vardır (Bojanic ve Cheng, 1983). Böyle 

durumlarda yakınsaklık kaybını gidermek için Cesaro metodunun sürekli periyodik 

fonksiyonlarının Fourier serisini yakınsak yapmada etkili olduğunu göstermiştir. 

Klasik Korovkin teoremindeki pozitif lineer operatör dizisinin yakınsamaması 

durumunda ilk yöntem olarak hemen hemen yakınsaklık metodunun kullanımı 

düşünülmüştür. Bununla ilgili çalışmalar King ve Swetits (1970), Mohapatra (1977) 

tarafından yapılmıştır. İkinci yöntem olarak ise istatiksel yakınsaklık metodu 

düşünülmüş ve bu metot yardımıyla Klasik Korovkin teoremi geliştirilmiştir 

(Gadjiev ve Orhan 2002, Erkuş ve Duman 2005, 2006). Matris toplanabilme 

metodlarının Korovkin tipli yaklaşım teorisinde kullanımı Swetits (1979) tarafından 

yapılmıştır. 
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Bu çalışmaları takiben Abel toplanabilme metodu kullanılarak Korovkin tipli 

yaklaşım teoremleri geliştirilmiştir (Ünver 2013, Atlıhan ve Ünver 2015). 

Son yıllarda da Taş ve Atlıhan tarafından Kuvvet Serisi metodu kullanılarak 

geliştirilen Korovkin tipli yaklaşım teoremleri incelenmiştir. 

Bu tezde öncelikle klasik Korovkin teoremleri ve ispatları incelenmiştir (Korovkin 

1953, Korovkin 1960). Daha sonra Abel yakınsaklık kullanılarak geliştirilen 

konvolusyon tipli operatörler için Korovkin tipli teoremler ve ispatları incelenmiştir 

(Atlıhan ve Ünver 2015). Daha sonra çift değişkenli konvolusyon operatörleri için 

Korovkin tipli yaklaşım teoremleri ve ispatları incelenmiştir (Taşdelen, Olgun ve 

Tunca 2007). Son olarak çift değişkenli konvolusyon operatörleri için kuvvet serisi 

metodu kullanılarak Korovkin tipli yaklaşım teoremleri incelenmiştir. 
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

Bu bölümde ihtiyaç duyacağımız temel tanım ve kavramları vereceğiz. 

2.1    Lineer Pozitif Operatörler 

Tanım 2.1.1 X boştan farklı bir küme, F reel veya kompleks sayıların bir cismi 

olsun. 

+∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝑋 

. ∶ 𝐹 × 𝑋 → 𝑋 

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, X kümesine F cismi üzerinde bir lineer 

uzay ( vektör uzayı ) denir. 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için 

L1)  x + y = y + x , 

𝐿2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) , 

𝐿3) 𝑥 + 𝜗 = 𝜗 + 𝑥 olacak şekilde 𝜗 ∈ 𝑋 vardır, 

𝐿4) ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜗 olacak şekilde bir  −𝑥 ∈ 𝑋 vardır, 

𝐿5) 1𝑥. 𝑥 = 𝑥 , olacak şekilde  1𝑥 ∈ 𝑥  vardır, 

𝐿6) 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 , 

𝐿7) (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 , 

𝐿8) 𝑎(𝑏𝑥) = (𝑎𝑏)𝑥 . 

 

 



4 

 

Tanım 2.1.2  Lineer uzaylar üzerinde tanımlı dönüşümlere  “operatör”  denir. 

Tanım 2.1.3 𝑋  ve 𝑌  aynı cisim üzerinde iki lineer uzay olmak üzere 𝐿: 𝑋 → 𝑌 

operatörü verilmiş olsun. Eğer her  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve her  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için, 

 𝐿(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) = 𝑎. 𝐿(𝑥) + 𝑏. 𝐿(𝑦) 

şartı sağlanıyorsa 𝐿 ’ye “lineer operatör” denir (Maddox, 1978). 

Tanım 2.1.4 𝑋 ve 𝑌 reel değerli fonksiyonların uzayı olmak üzere 𝐿: 𝑋 → 𝑌 lineer 

operatör olsun. 𝐿 operatörünün 𝑥 noktasındaki değeri 𝐿(𝑓; 𝑥) = 𝑔(𝑥) şeklinde 

gösterilsin. X tanım uzayından alınan her 𝑓 ≥ 0  fonksiyonu için 𝐿(𝑓) ≥ 0  ise 𝐿 

operatörüne “pozitif operatör” adı verilir (Boss, 2000). 

Tanım 2.1.3 ve Tanım 2.1.4 ’ü sağlayan 𝐿 operatörüne “pozitif lineer operatör” denir. 

Teorem 2.1.5 𝑋 , 𝑌  vektör uzayları, 𝐿: 𝑋 → 𝑌  pozitif lineer operatör olsun. Bu 

takdirde, 

a) 𝐿 operatörü monoton artandır. 

b) |𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|) 

koşulları sağlanır (Altomare ve Campiti, 1994). 

İspat: 

a) 𝑓 < 𝑔 olsun. 𝐿 pozitif operatör olduğundan  𝑔 − 𝑓 > 0  elde edilir. Burada 

eşitsizliğin her iki yanına  𝐿  operatörü uygulanırsa  𝐿(𝑔 − 𝑓) > 0  olur.  𝐿 

lineer operatör olduğundan 𝐿(𝑔) − 𝐿(𝑓) > 0  yazılabilir ve  𝐿(𝑔) > 𝐿(𝑓)  

elde edilir. Böylece 𝐿 operatörü monoton artandır. 

 

b) −𝐿(|𝑓|) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(|𝑓|)  olduğu gösterilirse istenilen elde edilir.        

−|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓|  eşitsizliğini ele alalım. Eşitsizliğin her tarafına  𝐿  operatörü 

uygulanırsa,  𝐿(−|𝑓|) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(|𝑓|)  ifadesi elde edilir. Böylece  𝐿  ’nin 

lineer olması nedeniyle ispat tamamlanır. 
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Tanım 2.1.6  𝑋  kompleks veya reel vektör uzayı olmak üzere ‖. ‖: 𝑋 → 𝑅 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa bu fonksiyona  𝑋  üzerinde bir norm ve 

(𝑋, ‖. ‖)  ikilisine de “ normlu uzay ” denir.  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve  ∀𝛼 ∈ 𝐹 olsun. 

𝑁1) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 , 

𝑁2) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|. ‖𝑥‖ , 

𝑁3) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

gerçeklenir. 

Tanım 2.1.7  𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar ve 𝑇: 𝑋 → 𝑌 bir lineer operatör olsun. Eğer her 

𝑥 ∈ 𝑋 için 

‖𝑇(𝑥)‖ ≤ 𝑀 ‖𝑥‖ 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir 𝑀 > 0  sayısı bulunabiliyorsa 𝑇  ’ye “sınırlıdır” 

denir ve 𝑇 nin normu 

‖𝑇‖𝑋→𝑌 = 𝑠𝑢𝑝 {
‖𝑇𝑥‖

‖𝑥‖
: 𝑥 ≠ 0, 𝑥 ∈ 𝑋} 

ile tanımlanır. 

Burada her 𝑥 ∈ 𝑋 (𝑥 ≠ 0)  için  
‖𝑇𝑥‖

‖𝑥‖
≤ 𝑀  olduğundan sınırlı lineer dönüşümün 

normu mevcuttur ve her  𝑥 ∈ 𝑋 için  ‖𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑇‖ ‖𝑥‖  olur. Aynı zamanda bu norm 

1) ‖𝑇‖ = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑇𝑥‖: ‖𝑥‖ < 1} 

2) ‖𝑇‖ = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑇𝑥‖: ‖𝑥‖ = 1} 

3) ‖𝑇‖ = 𝑖𝑛𝑓{𝑀 ≥ 0: ‖𝑇𝑥‖ ≤ 𝑀 ‖𝑥‖} 

normlarına denktir. 

 

Teorem 2.1.8  𝑋  ve 𝑌  vektör uzayları ve  𝐿: 𝑋 → 𝑌  lineer operatör olsun. Bu 

durumda 
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‖𝐿‖𝑋→𝑌 = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑓‖𝑥=1

‖𝐿(𝑓)‖𝑌 

eşitliği sağlanır. 

Teorem 2.1.9  𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar ve  𝑇: 𝑋 → 𝑌  bir lineer dönüşüm olsun. Bu 

takdirde 𝑇  dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter şart 𝑇 ’nin sınırlı 

olmasıdır (Kreyszig 1978). 

2.2    Temel Toplanabilme Kavramları 

 Bu kısımda tezde ihtiyaç duyacağımız matris toplanabilme metodlarından ve buna 

ilişkin bazı sonuçlardan söz edeceğiz. Öncelikle klasik matris toplanabilme 

metodunu hatırlatacağız daha sonra da Abel toplanabilme ve Kuvvet Serisi metodu 

kavramlarını vereceğiz. 

Tanım 2.2.1 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘), 𝑘, 𝑛 = 1,2,3, …  sonsuz bir matris ve reel ya da kompleks 

terimli bir  𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisi verilsin.  𝑥  dizisinin  𝐴 −dönüşüm dizisi  𝐴𝑥 = ((𝐴𝑥)𝑛)  

ile gösterilir ve 

(𝐴𝑥)𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘

∞

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanır (burada her bir  𝑛  için seri yakınsak kabul edilmektedir). 

Eğer, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝐴𝑥)𝑛 = 𝐿 

koşulu gerçekleniyor ise  𝑥  dizisi  𝐿  değerine  “ 𝐴 −toplanabilirdir ” denir. Eğer her 

yakınsak  (𝑥𝑛)  dizisi için, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝐿 

olduğunda 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝐴𝑥)𝑛 = 𝐿 

koşulu sağlanırsa  𝐴,  “ regüler matris ” adını alır (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos 

2000). 

Bir  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘)  matrisinin regüler olması aşağıdaki Silverman-Toeplitz Teoremi ile 

karakterize edilir. 

Teorem 2.2.2 (Silverman-Toeplitz Teoremi)  Bir  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘)  matrisinin regüler 

olması için gerek ve yeter koşul 

  𝑖)   𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑|𝑎𝑛𝑘|

∞

𝑘=1

< ∞ 

 𝑖𝑖)  Her  𝑘  için, 

        𝑎𝑘 ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘 = 0 

𝑖𝑖𝑖)  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑛𝑘

∞

𝑘=1

= 1 

koşullarının sağlamasıdır (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos 2000). 

Tanım 2.2.3  Her  𝛼 ∈ (0,1)  için, 

∑ 𝑥𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

serisi yakınsak olsun. Eğer, 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝑥𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 𝐿 

koşulu gerçekleniyorsa  𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi  𝐿  değerine Abel yakınsaktır veya Abel 

toplanabilirdir  denir (Powel ve Shah, 1972). 
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Tanım 2.2.4  (𝑝𝑛) ,  𝑝0 > 0  ve  𝑝𝑛 ≥ 0 , (𝑛 ∈ 𝑁)  koşullarını sağlayan reel terimli 

bir dizi olsun. Ayrıca 

𝑝(𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

şeklinde tanımlı kuvvet serisi,  𝑅  yakınsaklık yarıçapına sahip olsun (0 < 𝑅 ≤ ∞). 

Eğer, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ 𝑥𝑛𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 𝐿 

koşulu gerçekleniyorsa  𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi  𝐿  değerine kuvvet serisi metodu anlamında 

yakınsaktır  denir (Kratz ve Stadtmüller, 1989). 

2.3    Süreklilik Modülü 

Bu kısımda yakınsaklık oranı olarak adlandırılan hesaplamayı yaparken kullanılan 

süreklilik modülü kavramı ve özellikleri verilecektir. 

Tanım 2.3.1  𝐶[𝑎, 𝑏]  uzayı,  [𝑎, 𝑏]   aralığında tanımlı reel değerli sürekli 

fonksiyonların uzayı olmak üzere,  𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olsun.  𝑓  fonksiyonunun süreklilik 

modülü  𝜔(𝑓; 𝛿)  ile gösterilmek üzere, 

𝜔(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlıdır. Burada  𝛿  pozitif bir sabittir. 

Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri gerçekler (Altomore ve Campiti, 1914). 

Özellikler : 

  𝑖)  𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0 

 𝑖𝑖)  𝛿1 ≤ 𝛿2 ⇒ 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) 
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𝑖𝑖𝑖)  𝜔(𝑓 + 𝑔; 𝛿) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) + 𝜔(𝑔; 𝛿) 

 𝑖𝑣)  𝜔(𝑓; 𝑚𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓; 𝛿) 

  𝑣)  ⟦λ⟧ ,  λ `nın tam değerini göstermek üzere bir   λ > 0  sayısı için, 

         𝜔(𝑓; λ𝛿) ≤ (1 + ⟦λ⟧)𝜔(𝑓; 𝛿) ≤ (1 + λ)𝜔(𝑓; 𝛿) 

 𝑣𝑖)  𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) ≥ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

𝑣𝑖𝑖)  |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (
|𝑡−𝑥|

𝛿
+ 1) 𝜔(𝑓; 𝛿) 

2.4    Korovkin Teoremleri 

Teorem 2.4.1  𝐿𝑛 ,  𝐶[𝑎, 𝑏]  uzayından  𝐶[𝑎, 𝑏]  uzayına tanımlı ve  ∀𝑛 ∈ 𝑁  için  

{𝐿𝑛}  pozitif lineer operatör dizisi olsun. Eğer, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖ = 0     ,     (𝑓0(𝑦) = 1) 

                                          𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖ = 0    ,      ( 𝜑𝑥(𝑦) = (𝑦 − 𝑥)2, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ) 

koşulları sağlanıyor ise  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ = 0 

sağlanır. 

İspat: 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olsun. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olduğundan ∀𝜀 > 0  için bir 

𝛿 > 0 sayısı vardır ki |𝑦 − 𝑥| < 𝛿 olacak şekilde ∀𝑦 için 

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

kalır.  𝐼𝛿 = [𝑥 − 𝛿, 𝑥 + 𝛿] ∩ [𝑎, 𝑏]  olacak şekilde tanımlansın. Ayrıca, 

‖𝑓‖ = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| = 𝑀 
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olsun. Bu durumda, 

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|.  χ𝐼𝛿
(𝑦) + |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|. χ[𝑎,𝑏] 𝐼𝛿⁄ (𝑦) 

                                     ≤ 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
(𝑦 − 𝑥)2 

elde edilir. {𝐿𝑛} pozitif lineer operatör dizisi olduğundan ve son eşitsizlikten 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝐿𝑛(𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

= |𝐿𝑛(𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝐿𝑛(𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1| 

= 𝐿𝑛(|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 

≤ 𝜀. 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) + 𝑀. |𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 

≤ 𝜀. 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) + 𝜀 − 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) + 𝑀. |𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 

≤ 𝜀 + (𝜀 + 𝑀). |𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛(𝜑; 𝑥)   ,   𝛼 = max {𝜀 + 𝑀,

2𝑀

𝛿2
} 

≤ 𝜀 + 𝛼. {|𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| + 𝐿𝑛(𝜑; 𝑥)} 

eşitsizliği elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafının  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için maksimumu alınırsa 

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ ≤ 𝜀 + 𝛼. {‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖ + ‖𝐿𝑛(𝜑)‖} 

elde edilir. Hipotez nedeniyle ve  𝜀  keyfi olduğundan yeterince küçük seçilirse 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ = 0 

eşitliği sağlanır.■ 

        Şimdi Abel yakınsaklık metodu kullanılarak geliştirilen Korovkin teoremini ve 

ispatını inceleyelim (Ünver 2013). 
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       𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏]  ve her  𝛼 ∈ (0,1)  için 

                                                         ∑‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖𝛼𝑛

∞

𝑛=0

< ∞                                                 (2.1) 

koşulunu sağlayan bir pozitif lineer operatör dizisi olsun. Her  𝛼 ∈ (0,1)   ve          

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için 

𝑉𝛼(𝑓; 𝑥) = (1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

ile tanımlı  𝑉𝛼  operatörünü ele alalım. O halde, 

𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑉𝛼(𝑓; 𝑥)| = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

| 

                              ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼) ∑|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)𝛼𝑛|

∞

𝑛=0

 

                              ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(|𝑓|; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(‖𝑓‖; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                     ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼)‖𝑓‖ ∑ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. Şimdi  (2.1)  ifadesi gözönüne alınırsa  𝑉𝛼  operatörü her  𝛼 ∈ (0,1)  ve          

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için anlamlı olup  𝐵[𝑎, 𝑏]  uzayına aittir. Dolayısıyla 

‖𝑉𝛼‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐵[𝑎,𝑏] = ‖𝑉𝛼(1)‖𝐵[𝑎,𝑏] = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(1; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

| 

şeklinde yazılabilir. 
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Teorem 2.4.2  𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏]  ve (2.1)  koşulunu sağlayan pozitif lineer 

operatör dizisi olsun. Eğer, 

                           𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖ = 0    , (𝑓0(𝑦) = 1) 

                         𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝜑𝑥)‖ = 0    ,         ( 𝜑𝑥(𝑦) = (𝑦 − 𝑥)2, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ) 

koşulları sağlanıyor ise  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖ = 0 

sağlanır. 

İspat: 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olsun. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olduğundan ∀𝜀 > 0  için bir 

𝛿 > 0 sayısı vardır ki |𝑦 − 𝑥| < 𝛿 olacak şekilde ∀𝑦 için 

                                                              |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀                                                           

kalır.  𝐼𝛿 = [𝑥 − 𝛿, 𝑥 + 𝛿] ∩ [𝑎, 𝑏]  olacak şekilde tanımlansın. Ayrıca, 

‖𝑓‖ = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| = 𝑀 

olsun. Bu durumda, 

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|.  χ𝐼𝛿
(𝑦) + |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|. χ[𝑎,𝑏] 𝐼𝛿⁄ (𝑦) 

                                     ≤ 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
(𝑦 − 𝑥)2 

elde edilir. 𝑉𝛼 pozitif lineer operatör dizisi olduğundan ve son eşitsizlikten 

|𝑉𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑉𝛼(𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

= |𝑉𝛼(𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝑉𝛼(𝑓(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

    ≤ 𝑉𝛼(|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝑉𝛼(1; 𝑥) − 1| 

             = 𝑉𝛼(|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) + |𝑓(𝑥)|. |𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 
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              ≤ 𝜀. 𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
𝑉𝛼(𝜑; 𝑥) + 𝑀. |𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 

                             ≤ 𝜀. 𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) + 𝜀 − 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
𝑉𝛼(𝜑; 𝑥) + 𝑀. |𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| 

               ≤ 𝜀 + (𝜀 + 𝑀). |𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| +
2𝑀

𝛿2
𝑉𝛼(𝜑; 𝑥)         

≤ 𝜀 + 𝑀1. {|𝑉𝛼(𝑓0; 𝑥) − 𝑓0(𝑥)| + 𝑉𝛼(𝜑; 𝑥)}        

eşitsizliği elde edilir. Son eşitsizlikte 𝑀1 = max {𝜀 + 𝑀,
2𝑀

𝛿2 }  olarak seçilmiştir. 

Eşitsizliğin her iki tarafının  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için maksimumu alınırsa 

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖ ≤ 𝜀 + 𝑀1. {‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖ + ‖𝑉𝛼(𝜑)‖} 

elde edilir. Hipotez nedeniyle ve  𝜀  keyfi olduğundan yeterince küçük seçilirse 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖ = 0 

eşitliği sağlanır.■ 
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3. TEK DEĞİŞKENLİ KONVOLUSYON OPERATÖRLERİ İÇİN 

KOROVKİN TİPLİ YAKLAŞIM 

3.1    Tek Değişkenli Konvolusyon Operatörleri İçin Klasik Yaklaşım 

   Bu bölümde Konvolusyon operatörleri için Korovkin tipli yaklaşım teoremleri 

incelenmiştir.  𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için 

                                            𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝐾𝑛(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

                                         (3.1) 

şeklinde tanımlı  {𝐿𝑛}   konvolusyon tipli operatör dizisini ele alalım. Burada  

0 < 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎  olmak üzere, 

‖𝑓‖𝛿 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎+𝛿,𝑏−𝛿]

|𝑓(𝑥)|    ,   𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

şeklinde tanımlıdır. 

Lemma 3.1.1   0 < 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎 olsun. Eğer, 

                                                      𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 = 1                                                    (3.2) 

                                                      𝑙𝑖𝑚
𝑛

(𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑦)) = 0                                                 (3.3) 

eşitlikleri sağlanır ise  (3.1)  ile verilen {𝐿𝑛} operatör dizisi için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0 

eşitliği sağlanır. 
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İspat :  0 ≤ 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎 ve 𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿] alalım. 

                   𝑎 + 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝛿  ⇒   𝑥 ≤ 𝑏 ⇒  −(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑎 − 𝑥 

                       𝑥 ≥ 𝑎 + 𝛿   ⇒    𝑥 − 𝑎 ≥ 𝛿  ⇒    𝑎 − 𝑥 ≤ −𝛿 

              𝑎 + 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝛿   ⇒    𝑥 ≥ 𝑎  ⇒    𝑏 − 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎 

                   𝑥 ≤ 𝑏 − 𝛿   ⇒    𝑥 − 𝑏 ≤ −𝛿  ⇒    𝑏 − 𝑥 ≥ 𝛿 

Bu eşitsizliklerden, 

         

                                                 −(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑎 − 𝑥 ≤ −𝛿                                                  (3.4)  

          

                                                                𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎                                              (3.5) 

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan 

                       𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) = ∫ 𝐾𝑛(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

= ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

                                      (3.6) 

(3.4) ve (3.5) eşitsizlikleri ile (3.6) eşitliği göz önüne alınırsa, 

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 ≤ ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

= 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) ≤ ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

 

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 − 1 ≤ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 1 ≤ ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

− 1 

bulunur. Norma geçilirse, 

‖𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥) − 1‖ ≤ 𝑚𝑎𝑥 {| ∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 − 1| , | ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

− 1|} =: 𝑢𝑛 

yazabiliriz.  0 < 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎  eşitsizliği ve (3.2) eşitliği göz önüne alınırsa 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑢𝑛 = 0 

elde edilir ve ispat tamamlanır.■ 

Lemma 3.1.2   0 < 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎 olsun. Eğer 

                                                      𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 = 1                                                    (3.2) 

                                                   𝑙𝑖𝑚
𝑛

(𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑦)) = 0                                                    (3.3) 

eşitlikleri sağlanır ise (3.1) eşitliği ile tanımlı{𝐿𝑛}  operatör dizisi için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0        ,        𝜑𝑥(𝑦) = (𝑦 − 𝑥)2 

elde edilir. 

İspat :  0 ≤ 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎  ve  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]  olsun. 

𝜑𝑥(𝑦) = 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 olduğundan ∀𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿] için 𝜑𝑥 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] dir. 

𝐿𝑛(𝜑𝑥; 𝑥) = ∫(𝑦 − 𝑥)2𝐾𝑛(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑦2𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

 

                                           ≤ ∫ 𝑦2𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

                                                               (3.7) 

𝑓2(𝑦) = 𝑦2 fonksiyonu 𝑦 = 0 noktasında sürekli olduğundan ∀𝜀 > 0 için bir 𝜇 > 0 

vardır ki |𝑦| ≤ 𝜇 olacak şekilde ∀𝑦 için 𝑦2 < 𝜀 eşitsizliği sağlanır. Burada iki durum 

mevcuttur: 

1. Durum:  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  olsun. (3.7)  eşitsizliğinden 

0 ≤ 𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ 𝜀2 ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)
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olur ve bu eşitsizlikten dolayı 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

elde edilir. 

2. Durum:  𝜇 < 𝑏 − 𝑎 olsun. (3.7)  eşitsizliğinden 

𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ 𝑦2𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

−𝜇

−(𝑏−𝑎)

+ ∫ 𝑦2𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

𝜇

−𝜇

+ ∫ 𝑦2𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

(𝑏−𝑎)

𝜇

 

eşitsizliği elde edilir. 

𝑎𝑛 ≔ 2 𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝜇

𝐾𝑛(𝑦)     𝑣𝑒     𝑏𝑛 ≔ ∫ 𝐾𝑛(𝑦)𝑑𝑦

|𝑦|≤𝜇

 

olacak şekilde tanımlansın. Ayrıca, 

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 ≤ 𝑎𝑛 ∫ 𝑦2𝑑𝑦

(𝑏−𝑎)

𝜇

+ 𝜀2𝑏𝑛 

                          = 𝑎𝑛

(𝑏 − 𝑎)3 − 𝜇3

3
+ 𝜀2𝑏𝑛 

elde edilir. Burada dikkat edilirse hipotez nedeniyle (3.2) ve (3.3) eşitliklerinden 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑎𝑛 = 0          𝑣𝑒          𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑏𝑛 = 1 

eşitlikleri sağlanır. Ayrıca, 

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥 {
(𝑏 − 𝑎)3 − 𝜇3

3
, 𝜀2} 

şeklinde olmak üzere 

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 ≤ 𝑎𝑛

(𝑏 − 𝑎)3 − 𝜇3

3
+ 𝜀2𝑏𝑛 + 𝜀2 − 𝜀2 
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≤ 𝑀𝑎𝑛 + 𝑀𝑏𝑛 + 𝜀2 − 𝜀2 

= 𝜀2 + 𝑀(𝑎𝑛 + (𝑏𝑛 − 1)) 

≤ 𝜀2 + 𝑀(𝑎𝑛 + |𝑏𝑛 − 1|) 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.■ 

Teorem 3.1.3  (3.1) ifadesi ile tanımlanan  𝐿𝑛   operatörü için  (3.2)  ve  (3.3)  

eşitlikleri sağlanırsa  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ = 0 

elde edilir. 

İspat :  Lemma 3.1.1 ,  Lemma 3.1.2  ve  Teorem 2.4.1 nedeniyle ispat açıktır.■ 

   Şimdi Teorem 3.1.3 ’ün koşullarının gerçeklendiği bir örnek verelim. 

Örnek 3.1.4  𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏]   ve   ∀𝑛 ∈ 𝑁  için 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) =
𝑛

√𝜋
∫ 𝑓(𝑦)𝑒−𝑛2(𝑦−𝑥)2

𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

şeklinde tanımlı olsun. Eğer  𝐾𝑛(𝑦) =
𝑛

√𝜋
𝑒−𝑛2𝑦2

 seçilirse,  {𝐿𝑛}  konvolusyon tipi 

operatörler dizisi için, 

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 =
𝑛

√𝜋
( ∫ 𝑒−𝑛2𝑦2

𝑑𝑦

∞

−∞

− ∫ 𝑒−𝑢2

|𝑦|≥𝛿

𝑑𝑢) 

                    =
1

√𝜋
( ∫ 𝑒−𝑢2

𝑑𝑢

∞

−∞

− ∫ 𝑒−𝑢2

|
𝑢
𝑛

|≥𝛿

𝑑𝑢) 

                                                     =
2

√𝜋
(∫ 𝑒−𝑦2

𝑑𝑦

∞

0

− ∫ 𝑒−𝑦2

∞

𝑛𝛿

𝑑𝑦)                             (3.8) 



19 

 

eşitliği sağlanır. Ayrıca, 

∫ 𝑒−𝑦2
𝑑𝑦

∞

0

=
√𝜋

2
< ∞ 

olduğundan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ 𝑒−𝑦2

∞

𝑛𝛿

𝑑𝑦 = 0 

eşitliği elde edilir. O halde (3.8) eşitliğinde her iki tarafın limiti alınırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ 𝐾𝑛(𝑦)

𝛿

−𝛿

𝑑𝑦 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

2

√𝜋
(

√𝜋

2
− 0) = 1 

elde edilir. Yani (3.2) şartı sağlanır. Diğer taraftan 

𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑦) =
𝑛

√𝜋
𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝑒−𝑛2𝑦2
≤

𝑛

𝑒𝑛2𝛿2 

eşitsizliğinin her iki tarafının limiti alınırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

( 𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑦)) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑛

𝑒𝑛2𝛿2 = 0 

olduğundan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

( 𝑠𝑢𝑝
|𝑦|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑦)) = 0 

elde edilir. Bu durumda da (3.3) şartı sağlanır. O halde Teorem 3.1.3 ’den 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

eşitliği gerçeklenir. 
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3.2    Tek Değişkenli Konvolusyon Operatörleri İçin Abel Metodu İle Yaklaşım 

   Bu bölümde, 2013 yılında Ünver ve Atlıhan tarafından Abel yakınsaklık metodu 

kullanarak geliştirilen Korovkin tipli yaklaşım teoremleri ve bu teoremlerin ispatı 

incelenmiştir. 

𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏]   ve her  𝛼 ∈ (0,1)  için, 

                                                             ∑‖𝐿𝑛(𝑓0)‖𝛼𝑛

∞

𝑛=0

< ∞                                              (3.9) 

koşulunu sağlayan pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Her  𝛼 ∈ (0,1)  ve  

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  için, 

𝑉𝛼((𝑓(𝑡); 𝑥)) = (1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

ile tanımlı  𝑉𝛼  operatörünü ele alalım. O halde, 

   ‖𝑉𝛼(𝑓)‖𝐵[𝑎,𝑏] = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑉𝛼((𝑓(𝑡); 𝑥))| = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

| 

                                                                             ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑡)|; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                         ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(‖𝑓‖; 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                ≤ ‖𝑓‖(1 − 𝛼) ∑‖𝐿𝑛(𝑓0)‖𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

sağlanır. Şimdi (3.9) göz önüne alınırsa 𝑉𝛼  operatörü her 𝛼 ∈ (0,1) ve 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  

için anlamlı olup  𝐵[𝑎, 𝑏]  uzayına aittir. Dolayısıyla 

‖𝑉𝛼‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐵[𝑎,𝑏] = ‖𝑉𝛼(1)‖𝐵[𝑎,𝑏] = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓0(𝑡); 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

| 
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şeklinde yazılabilir. Ayrıca 

‖𝑉𝛼(. )‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐵[𝑎,𝑏] ≤ ∑‖𝐿𝑛(𝑓0)‖𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. 

Lemma 3.2.1   0 < 𝛿 <
𝑏−𝑎

2
  olsun. Bu durumda 

𝛾𝑛 = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

 

𝛽𝑛 = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑡) 

şeklinde tanımlı olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛾𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛽𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyorsa 

                       𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0   ,    ( 𝑓0(𝑡) = 1 ) 

gerçeklenir. 

İspat :  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]   olsun. Bu durumda 

                                             −(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑎 − 𝑥 ≤ −𝛿                                                    (3.10) 

𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑥 ≤ (𝑏 − 𝑎)                                            (3.11) 

eşitsizlikleri elde edilir.  ∀𝑛 ∈ 𝑁  için, 
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𝐿𝑛(𝑓0(𝑡); 𝑥) = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

                                     (3.12) 

olur.  (3.10) ve (3.11)  eşitsizlikleri ve (3.12) eşitliğinden; 

∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

≤ 𝐿𝑛(𝑓0(𝑡); 𝑥) ≤ ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

 

elde edilir.  ∀𝛼 ∈ (0,1)  ve  𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  için, 

    (1 − 𝛼) ∑ 𝛾𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1 ≤ (1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝑓0(𝑡); 𝑥). 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1 

                                              ≤ (1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

) . 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1                    (3.13) 

eşitsizliği sağlanır. Şimdi  (3.10)  ve  (3.13)  eşitsizliklerinden, 

‖𝑉𝛼(𝑓
0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
≤ 𝜇𝛼 

eşitsizliği yazılabilir. Burada 

𝜇𝛼 = 𝑚𝑎𝑥 {|(1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

) . 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1| , |(1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

) . 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1|} 

ile tanımlanmıştır. O halde 

|(1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

) . 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1| 

≤ 2(𝑏 − 𝑎 − 𝛿). (1 − 𝛼) ∑ 𝛽𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. Bu durumda 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0 
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olur ve ispat tamamlanır.■ 

 

Lemma 3.2.2   0 < 𝛿 <
𝑏−𝑎

2
  olsun. Bu durumda 

𝛾𝑛 = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

 

𝛽𝑛 = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑡) 

şeklinde tanımlı olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛾𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛽𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyor ise 

                                      𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝜑𝑥)‖𝛿 = 0    ,     𝜑𝑥(𝑡) = (𝑡 − 𝑥)2 

gerçeklenir. 

İspat : 𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿] olsun. (3.10) ve (3.11) eşitsizliklerinden; 

                           𝐿𝑛(𝜑𝑥(𝑡); 𝑥) = ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

≤ ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

                    (3.14) 

elde edilir.  𝑔(𝑡) = 𝑡2,  𝑡 = 0 da sürekli ve  ∀𝜀 > 0 için bir 𝜇 > 0 vardır ki  |𝑡| < 𝜇  

olduğundan  |𝑡2| < 𝜀  kalır. 

1. Durum:  Kabul edelim ki  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  olsun.  (3.14)  eşitsizliğinden, 
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0 ≤ 𝐿𝑛(𝜑𝑥(𝑡); 𝑥) ≤ 𝜀2 ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

 

olur ve istenilen görülür. 

2. Durum:  Kabul edelim ki  𝜇 < 𝑏 − 𝑎  olsun.  (3.14)  eşitsizliğinden, 

𝐿𝑛(𝜑𝑥(𝑡); 𝑥) ≤ ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

= ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

|𝑡|≤𝜇

+ ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎≥|𝑡|≥𝜇

 

ifadesine dikkat edilirse, 

(1 − 𝛼) ∑ 𝐿𝑛(𝜑𝑥(𝑡); 𝑥)𝛼𝑛

∞

𝑛=0

≤ (1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

|𝑡|≤𝜇

) 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                         +(1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎≥|𝑡|≥𝜇

) 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                      ≤ 𝜀2(1 − 𝛼) ∑ 𝜏𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

+ 2 ( ∫ 𝑡2𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

𝜇

) 𝛼𝑛 

                                                    ≤ 𝜀2(1 − 𝛼) ∑ 𝜏𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                    +
2

3
((𝑏 − 𝑎)3 − 𝜇3). (1 − 𝛼) ∑ 𝜔𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

                  (3.15) 

elde edilir. Burada 

          𝜏𝑛 = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

|𝑡|≤𝜇

   ,    𝜔𝑛 = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

|𝑡|≥𝜇

             (∀𝑛 ∈ 𝑁) 

şeklinde tanımlanmıştır.  (3.15)  eşitsizliğinden 
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‖𝑉𝛼(𝜑𝑥)‖𝛿 ≤ 𝜀2 + 𝑀 ((1 − 𝛼) ∑ 𝜔𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

+ |(1 − 𝛼) ∑ 𝜏𝑛𝛼𝑛

∞

𝑛=0

− 1|) 

yazılabilir. Burada  𝑀 ≔ 𝑚𝑎𝑥 {𝜀2,
2

3
((𝑏 − 𝑎)3 − 𝜇3)}   şeklinde tanımlanmıştır. 

Hipotezler nedeniyle ispat tamamlanmış olur.■ 

Teorem 3.2.3   0 < 𝛿 <
𝑏−𝑎

2
  olsun. Bu durumda 

𝛾𝑛 = ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

 

𝛽𝑛 = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑡) 

şeklinde tanımlı olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛾𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛽𝑛. 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyor ise  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

gerçeklenir. 

      Bu teoremin ispatı, Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 kullanılarak elde edilir. 

     Şimdi Teorem 3.2.3 ’ün koşullarının gerçeklendiği bir örnek verelim. 

Örnek 3.2.4  (𝑏𝑛) = (−1)𝑛  dizisini ele alalım. Bu dizi klasik yakınsak bir dizi 

değildir fakat sıfıra Abel yakınsayan bir dizidir. Ayrıca, 
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𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) =
𝑛(1 + 𝑏𝑛)

𝜋
(∫

𝑓(𝑡)

1 + 𝑛2(𝑡 − 𝑥)2

𝑏

𝑎

𝑑𝑡) 

şeklinde tanımlı  {𝐿𝑛}  pozitif lineer operatör dizisini alalım. Burada, 

𝐾𝑛(𝑡) =
𝑛

1 + 𝑛2(𝑡 − 𝑥)2
 

şeklinde tanımlanmıştır. Ayrıca, 

∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

=
𝑛(1 + 𝑏𝑛)

𝜋
( ∫

𝑑𝑡

1 + 𝑛2𝑡2

∞

−∞

− ∫
𝑑𝑡

1 + 𝑛2𝑡2

|𝑡|≥𝛿

) 

        =
2(1 + 𝑏𝑛)

𝜋
(∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

0

− ∫
𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

𝑛𝛿

) 

eşitliği elde edilir. Diğer taraftan, 

∫
𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

0

=
𝜋

2
< ∞   ,   𝑙𝑖𝑚

𝑛
∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

∞

𝑛𝛿

= 0 

yazılabilir. Bu durumda 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

eşitliğinden 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ ( ∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝛿

−𝛿

) 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

elde edilir. Öte yandan 

𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑡) =
𝑛(1 + 𝑏𝑛)

𝜋
𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

1

1 + 𝑛2𝑡2
=

𝑛(1 + 𝑏𝑛)

𝜋(1 + 𝑛2𝛿2)
 

şeklinde yazılabilir. Bu ifadeye  𝑛 → ∞  için limit uygulanırsa, 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛(1 + 𝑏𝑛)

𝜋(1 + 𝑛2𝛿2)
= 0 

elde edilir.  (3.14)  ve  (3.15)  eşitliklerinden, 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

(1 − 𝛼) ∑ (𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≥𝛿

𝐾𝑛(𝑡)) 𝛼𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

elde edilir. Böylece Teorem 3.2.3 ’ün koşulları gerçeklenmiş olur. Yani ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

için 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

gerçeklenir. 

Şimdi elde edilen bu yaklaşımın, süreklilik modülü yardımıyla verilen oranın 

hesabını inceleyelim. 

Teorem 3.2.5   0 < 𝛿 <
𝑏−𝑎

2
  olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖ = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

𝜔(𝑓, 𝜇𝛼) = 0 

şartları sağlanıyorsa   ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]   için, 

 𝑙𝑖𝑚
𝛼→1−

‖𝑉𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

elde edilir. Burada  𝜇𝛼 ≔ √‖𝑉𝛼(𝜑
𝑥
)‖

𝛿
   şeklindedir. 

İspat :   ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  için, 

                   |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑠𝑢𝑝
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓, |𝑡 − 𝑥|)                         (3.16) 

yazabiliriz.  (3.16)  eşitsizliğinden ve   𝑉𝛼  nın pozitif lineer operatör olmasından, 

|𝑉𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑉𝛼(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)) + 𝑓(𝑥). 𝑉𝛼(𝑓0(𝑡) − 𝑓0(𝑥))| 
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                               ≤ |𝑉𝛼(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|)| + |𝑓|. |𝑉𝛼(𝑓0(𝑡) − 𝑓0(𝑥))| 

                              ≤ |𝑉𝛼 (𝜔 (𝑓, 𝛿
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
))| + |𝑓|. |𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0| 

     ≤ |𝑉𝛼 ((1 + ⟦
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
⟧) 𝜔(𝑓, 𝛿))| + |𝑓|. |𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0| 

    ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿). ‖𝑉𝛼 (1 +
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
)‖

𝛿

+ ‖𝑓‖𝛿 . ‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖ 

                    ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿). ‖𝑉𝛼(𝑓0)‖𝛿 +
𝜔(𝑓, 𝛿)

𝛿2
‖𝑉𝛼((𝑡 − 𝑥)2)‖𝛿 + ‖𝑓‖𝛿 . ‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿  

                             ≤ 2. 𝜔(𝑓, 𝜇𝛼) + ‖𝑓‖𝛿 . ‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 

elde edilir. Özel olarak   𝑀 = 𝑚𝑎𝑥{2, ‖𝑓‖𝛿}   seçilirse; 

‖𝑉𝛼(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝛿 ≤ 𝑀{𝜔(𝑓, 𝜇𝛼) + ‖𝑉𝛼(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿} 

olur ve hipotez nedeniyle ispat tamamlanır.■ 
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4. ÇİFT DEĞİŞKENLİ KONVOLUSYON OPERATÖRLERİNDE 

KOROVKİN TİPLİ YAKLAŞIM 

4.1    Çift Değişkenli Konvolusyon Operatörleri İçin Klasik Yaklaşım 

Bu bölümde 2017 yılında Yurdakadim, Taş ve Atlıhan tarafından verilen çalışmalar 

incelenmiştir. 

𝐾 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  olsun. 𝐶[𝐾] , 𝐾  bölgesinde tanımlı reel değerli sürekli 

fonksiyonların uzayını göstersin. 

𝐿𝑛: 𝐶[𝐾] → 𝐶[𝐾]   pozitif lineer operatör olmak üzere ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve  ∀𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] 

için, 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)𝐾𝑛(𝑢 − 𝑥, 𝑣 − 𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

      (𝑛 ∈ 𝑁, 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾)) 

şeklinde tanımlanan konvolusyon tipli operatörü ele alalım. Burada, 

1) 𝐾𝑛 , [𝑎 − 𝑏, 𝑏 − 𝑎] × [𝑐 − 𝑑, 𝑑 − 𝑐] bölgesi üzerinde sürekli, 

2) 𝐾𝑛(𝑡, 𝑧) ≥ 0 , ∀𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑡 ∈ [𝑎 − 𝑏, 𝑏 − 𝑎] 𝑣𝑒 𝑧 ∈ [𝑐 − 𝑑, 𝑑 − 𝑐]  

şeklindedir.  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

‖𝑓‖𝛿 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎+𝛿≤𝑥≤𝑏−𝛿
𝑐+𝛿≤𝑦≤𝑑−𝛿

|𝑓(𝑥, 𝑦)|    ,   𝑓 ∈ 𝐶[𝐾] 

şeklinde tanımlanır. 

Teorem 4.1.1  ∀𝑛 ∈ 𝑁  için,  𝐿𝑛: 𝐶[𝐾] → 𝐶[𝐾] tanımlı pozitif lineer operatör olsun. 

Eğer, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0  

(𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑])  

şartları sağlanıyorsa, ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

eşitliği elde edilir. 

Lemma 4.1.2   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}   şeklinde tanımlansın. Bu durumda, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

{ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)} = 0 

eşitlikleri sağlanıyorsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0 

elde edilir. Burada  𝐾𝛿 = {(𝑢, 𝑣): |𝑢| ≥ 𝛿 𝑣𝑒𝑦𝑎 |𝑣| ≥ 𝛿}  şeklinde tanımlanmıştır. 

İspat :   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  ,  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]   ve   𝑦 ∈ [𝑐 + 𝛿, 𝑑 − 𝛿]   olsun. 

Bu durumda, 

                     −(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑎 − 𝑥 ≤ −𝛿        ,         𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎                         (4.1) 

                     −(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝑐 − 𝑦 ≤ −𝛿       ,          𝛿 ≤ 𝑑 − 𝑦 ≤ 𝑑 − 𝑐                         (4.2) 

eşitsizlikleri elde edlilir. Ayrıca, 

𝐿𝑛(1; 𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢 − 𝑥, 𝑣 − 𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
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                                                            = ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

𝑑−𝑦

𝑐−𝑦

                                    (4.3) 

şeklinde ifade edilir. Bu durumda  (4.1) ,  (4.2)  ve  (4.3)  ifadeleri kullanılarak 

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

≤ 𝐿𝑛(1; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte, 

𝑢𝑛 = 𝑚𝑎𝑥 {| ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

− 1| , | ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

− 1|} 

olacak şekilde seçilirse 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 ≤ 𝑢𝑛 

elde edilir. Böylece 

𝑢𝑛 = | ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

− 1| 

ise hipotezden ispat açıktır. Diğer taraftan 

𝑢𝑛 = | ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

− 1| 

ise bu durumda 

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

= ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

 

eşitliğinin doğruluğu gösterilirse ispat gerçeklenir.  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olduğundan 
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𝑎 − 𝑏 < −
𝑏 − 𝑎

2
< −𝛿 < 0 < 𝛿 <

𝑏 − 𝑎

2
< 𝑏 − 𝑎 

𝑐 − 𝑑 < −
𝑑 − 𝑐

2
< −𝛿 < 0 < 𝛿 <

𝑑 − 𝑐

2
< 𝑑 − 𝑐 

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan 

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

= ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐵𝛿

 

elde edilir. Burada 𝐵𝛿 = {(𝑢, 𝑣): |𝑢| ≥ 𝛿 𝑣𝑒𝑦𝑎 |𝑣| ≥ 𝛿}  şeklinde tanımlı olup 

hipotezden 

∬ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐵𝛿

= 0 

elde edilir ve ispat tamamlanır.■ 

Lemma 4.1.3   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
} olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

{ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)} = 0 

eşitlikleri sağlanıyorsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

elde edilir. 

İspat :  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  ,  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]  ve  𝑦 ∈ [𝑐 + 𝛿, 𝑑 − 𝛿]  olsun. 

𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2 ∈ 𝐶[𝐾]  olup, 
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𝐿𝑛(𝜑; 𝑥, 𝑦) = ∫ ∫[(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2]𝐾𝑛(𝑢 − 𝑥, 𝑣 − 𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

= ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

𝑑−𝑦

𝑐−𝑦

 

≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

𝜑  fonksiyonu, (0,0) noktasında sürekli olduğundan ∀𝜀 > 0 için bir 𝜇 > 0 vardır ki 

|𝑢| ≤ 𝜇  ve  |𝑣| ≤ 𝜇  koşulunu sağlayan  (𝑢, 𝑣)  için  |𝑢2 + 𝑣2| < 𝜀  kalır. 

1. Durum  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≥ 𝑑 − 𝑐  ise; 

0 ≤ 𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ ∫ 𝜀. 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

elde edilir. Buradan, 

𝐼 = ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

= ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

                                         ≤ 1 + 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬ 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

bulunur. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

2. Durum  𝜇 < 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≥ 𝑑 − 𝑐  ise; 
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𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

≤ 𝜀 ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

3. Durum  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 < 𝑑 − 𝑐  ise; 

𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

≤ 𝜀 ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

4. Durum  𝜇 ≤ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≤ 𝑑 − 𝑐  ise; 
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i) 𝛿 < 𝜇 < 𝑏 − 𝑎  𝑣𝑒  𝛿 < 𝜇 < 𝑑 − 𝑐  olursa, 

𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

≤ 𝜀 ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

ii) 𝜇 < 𝛿 < 𝑏 − 𝑎  𝑣𝑒  𝜇 < 𝛿 < 𝑑 − 𝑐  olursa, 

𝐿𝑛(𝜑; 𝑥) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝜇

−𝜇

𝜇

−𝜇

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝜇

 

 

elde edilir. Burada 𝛿 yerine 𝜇 yazabileceğimizden, hipotez nedeniyle 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur ve ispat tamamlanır.■ 

Teorem 4.1.4   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
} olmak üzere 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

{ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)} = 0 

eşitlikleri sağlanıyorsa  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

elde edilir. 

Bu teoremin ispatı, Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 kullanılarak sağlanır.■ 

Şimdi, çok değişkenli fonksiyonlar için süreklilik modülünün tanımını verelim. 

Tanım 4.1.5   𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  olsun.  𝑓  fonksiyonunun süreklilik modülü  𝜔(𝑓, 𝛿)  ile 

gösterilmek üzere, 

𝜔(𝑓, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
√(𝑢−𝑥)2+(𝑣−𝑦)2≤𝛿

|𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca, 

𝜔(1)(𝑓, 𝛿) ≔  𝑠𝑢𝑝
|𝑥1−𝑥2|≤𝛿

𝑐≤𝑦≤𝑑

 |𝑓(𝑥1, 𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)| 

𝜔(2)(𝑓, 𝛿) ≔  𝑠𝑢𝑝
|𝑦1−𝑦2|≤𝛿

𝑎≤𝑦≤𝑏

 |𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| 

şeklinde tanımlı olup, 

𝑙𝑖𝑚
𝛿→0

𝜔(𝑓, 𝛿) = 0 

 ve  her  𝛿 > 0  için, 

𝜔(𝑓, 𝛽𝛿) ≤ (⟦𝛽⟧ + 1). 𝜔(𝑓, 𝛿) 
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yazılabilir. 

Şimdi, Teorem 4.1.4 ’de elde edilen yaklaşım oranını inceleyelim. 

Teorem 4.1.6   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

lim
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
= 0 

lim
𝑛

𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) = 0 

koşulları sağlansın. Bu durumda  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için, 

lim
𝑛

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 = 0 

olur. Burada  𝛼𝑛 ≔ √‖𝐿𝑛((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿  şeklindedir. 

İspat :  𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  olmak üzere  𝐿𝑛  lineer ve pozitif bir operatör olduğundan, 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = |𝐿𝑛(𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓
0
; 𝑥, 𝑦) − 𝑓

0
| 

≤ 𝐿𝑛 (𝜔 (𝑓, 𝛼
√(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2

𝛼
) ; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓

0
| 

≤ 𝜔(𝑓, 𝛼)𝐿𝑛 (1 + ⟦
√(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2

𝛼
⟧ ; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓

0
| 

      ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼) {𝐿𝑛((𝑓0); 𝑥, 𝑦) +
1

𝛼2
𝐿𝑛((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)} + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓0) − 𝑓0| 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖

𝛿
+

1

𝛼2
‖𝐿𝑛((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿}

+ 𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
 

olur.  𝛼 ≔ 𝛼𝑛 = √‖𝐿𝑛((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿  olarak seçilirse 
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               ‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖

𝛿
+ 1} + 𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
 

                                      ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) + 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛)‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
+ 𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
 

eşitsizliği elde edilir.  𝑀 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{2, 𝑀1}  alalım. Bu durumda 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝑀 {𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) + 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛)‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
+ ‖𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
} 

olur ve hipotezden ispat tamamlanır.■ 

Teorem 4.1.7  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

lim
𝑛

‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
= 0 

lim
𝑛

𝜔(1)(𝑓, 𝛼𝑛) = 0 

lim
𝑛

𝜔(2)(𝑓, 𝛽𝑛) = 0 

koşulları sağlanıyor ise  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için, 

lim
𝑛

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 = 0 

olur. Burada  𝛼𝑛 ≔ √‖𝐿𝑛(|𝑣 − 𝑦|2; 𝑥, 𝑦)‖𝛿   ve  𝛽𝑛 ≔ √‖𝐿𝑛(|𝑢 − 𝑥|2; 𝑥, 𝑦)‖𝛿  

şeklinde tanımlanmıştır. 

İspat :   𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  olmak üzere  𝐿𝑛  lineer ve pozitif bir operatör olduğundan, 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑛(|𝑓(𝑢, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) 

                                                     +|𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛𝑓0 − 𝑓0| 

          ≤ 𝐿𝑛 (𝜔(2) (𝑓; 𝛼
|𝑣−𝑦|

𝛼
; 𝑥, 𝑦)) + 𝐿𝑛 (𝜔(1) (𝑓; 𝛽

|𝑢−𝑥|

𝛽
; 𝑥, 𝑦)) 

              +|𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0| 
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         ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼)𝐿𝑛 (1 + ⟦
|𝑣 − 𝑦|

𝛼
⟧ ; 𝑥, 𝑦) + 𝜔(1)(𝑓, 𝛽)𝐿𝑛 (1 + ⟦

|𝑢 − 𝑥|

𝛽
⟧ ; 𝑥, 𝑦) 

               +|𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛𝑓0 − 𝑓0| 

  ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼)𝐿𝑛 (1 +
|𝑣 − 𝑦|2

𝛼2
; 𝑥, 𝑦) + 𝜔(1)(𝑓, 𝛽)𝐿𝑛 (1 +

|𝑢 − 𝑥|2

𝛽2
; 𝑥, 𝑦) 

               +|𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0| 

           ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼) {𝐿𝑛(𝑓
0
; 𝑥, 𝑦) +

1

𝛼2
𝐿𝑛(|𝑣 − 𝑦|2; 𝑥, 𝑦)} 

               +𝜔(1)(𝑓, 𝛽) {𝐿𝑛(𝑓
0
; 𝑥, 𝑦) +

1

𝛽2
𝐿𝑛(|𝑢 − 𝑥|2; 𝑥, 𝑦)} 

               +|𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0| 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖

𝛿
+

1

𝛼2
‖𝐿𝑛(|𝑣 − 𝑦|2; 𝑥, 𝑦)‖𝛿} 

                           +𝜔(1)(𝑓, 𝛽) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖

𝛿
+

1

𝛽2
‖𝐿𝑛(|𝑢 − 𝑥|2; 𝑥, 𝑦)‖𝛿} 

                           +𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
 

eşitsizliği elde edilir.  𝑀1 = ‖𝑓‖𝛿 alınırsa 

‖𝐿𝑛𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼𝑛) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
)‖

𝛿
+ 1} + 𝜔(1)(𝑓, 𝛽𝑛) {‖𝐿𝑛(𝑓

0
)‖

𝛿
+ 1} 

                            +𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
 

                   ≤ 𝜔(2)(𝑓, 𝛼𝑛) {‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
+ 2} + 𝜔(1)(𝑓, 𝛽𝑛) {‖𝐿𝑛(𝑓

0
) − 𝑓0‖

𝛿
+ 2} 

                            +𝑀1. ‖𝐿𝑛(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
 

olur ve ispat tamamlanır.■ 
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4.2    Çift Değişkenli Konvolusyon Operatörleri İçin Kuvvet Serisi Metodu İle 

Yaklaşım 

Bu bölümde, Bölüm 4.1 ’de verilen yaklaşım sonuçlarını kuvvet serisi metodunu 

kullanarak geliştireceğiz. 

𝐿𝑛: 𝐶[𝐾] → 𝐵[𝐾]  ve her  𝑡 ∈ (0, 𝑅), 0 < 𝑅 ≤ ∞  için, 

                                                       ∑‖𝐿𝑛(𝑓0)‖𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

< ∞                                                (4.4) 

koşulunu sağlayan pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Her  𝑛 ∈ 𝑁, 𝑡 ∈ (0, 𝑅),

0 < 𝑅 < ∞  ve  𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için, 

𝑉𝑡(𝑓; 𝑥, 𝑦) =
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

ile tanımlı  𝑉𝑡  operatörünü ele alalım. O halde 

   ‖𝑉𝑡(𝑓)‖𝐵[𝐾] = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

|𝑉𝑡(𝑓; 𝑥, 𝑦)| = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  |
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

| 

                                                                 ≤ 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  
1

𝑝(𝑡)
∑|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛|

∞

𝑛=0

 

                                                                 ≤ 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(|𝑓|; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                  ≤ 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(‖𝑓‖; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                      ≤ 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  
1

𝑝(𝑡)
‖𝑓‖ ∑ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. Şimdi (4.4) koşulu göz önüne alınırsa 𝑉𝑡 operatörü her 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑡 ∈ (0, 𝑅) 

ve  𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için anlamlı olup  𝐵[𝐾]  uzayına aittir. Dolayısıyla 
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‖𝑉𝑡‖𝐶[𝐾]→𝐵[𝐾] = ‖𝑉𝑡(𝑓0)‖𝐵[𝐾] = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦)∈𝐾

  |
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

| 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca 

‖𝑉𝑡(. )‖𝐶[𝐾]→𝐵[𝐾] ≤ ∑‖𝐿𝑛(𝑓0)‖𝛿𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. 

Lemma 4.2.1  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( 𝑠𝑢𝑝

(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyorsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0 

eşitliği elde edilir. 

İspat:   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  ,  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]  ve  𝑦 ∈ [𝑐 + 𝛿, 𝑑 − 𝛿]  olsun. Bu 

durumda, 

−(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑎 − 𝑥 ≤ −𝛿                                       𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎 

−(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝑐 − 𝑦 ≤ −𝛿                                       𝛿 ≤ 𝑑 − 𝑦 ≤ 𝑑 − 𝑐 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikleri ve 

𝑉𝑡{(𝑓0; 𝑥, 𝑦)} =
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0
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ifadesi göz önüne alınırsa aşağıdaki durum elde edilir. 

∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

≤ 𝐿𝑛(𝑓0; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

 

bulunur. Buradan 

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

≤ 𝑉𝑡{(𝑓0; 𝑥, 𝑦)} 

≤
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

elde edilir. 

    𝑢𝑛 = 𝑚𝑎𝑥 {|
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1| ,

|
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1|} 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  ‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 ≤ 𝑢𝑛  elde edilir. Böylece 

𝑢𝑛 = |
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1| 

olacak şekilde seçilirse ispat tamamlanır. Diğer taraftan 

𝑢𝑛 = |
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1| 

ise bu  durumda  



43 

 

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                       =
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

                               (4.5) 

eşitliğinin doğruluğunun gösterilmesi halinde ispat tamamlanır. Hipotezde verilen 

0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  eşitsizliğinden, 

𝑎 − 𝑏 < −
𝑏 − 𝑎

2
< −𝛿 < 0 < 𝛿 <

𝑏 − 𝑎

2
< 𝑏 − 𝑎 

𝑐 − 𝑑 < −
𝑑 − 𝑐

2
< −𝛿 < 0 < 𝛿 <

𝑑 − 𝑐

2
< 𝑑 − 𝑐 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikler kullanılarak 

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑎

−(𝑏−𝑎)

𝑑−𝑐

−(𝑑−𝑐)

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                                   + 
1

𝑝(𝑡)
∑ (∬ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

eşitliği elde edilir. Böylece hipotezde verilen, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( sup

(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

  ifadesinden  (4.5)  eşitliği sağlanır.■ 

Lemma 4.2.2  0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 1 
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𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( 𝑠𝑢𝑝

(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyorsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

eşitliği gerçeklenir. 

İspat:  :   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  ,  𝑥 ∈ [𝑎 + 𝛿, 𝑏 − 𝛿]  ve  𝑦 ∈ [𝑐 + 𝛿, 𝑑 − 𝛿]  olsun. 

𝜑(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐶[𝐾]  olduğundan  𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦)  hesaplanabilir. 

𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) = ∫ ∫[(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2]𝐾𝑛(𝑢 − 𝑥, 𝑣 − 𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

= ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏−𝑥

𝑎−𝑥

𝑑−𝑦

𝑐−𝑦

 

≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

(𝑢2 + 𝑣2)  , (0,0)  noktasında sürekli olduğundan ∀𝜀 > 0  için bir 𝜇 > 0  vardır ki 

|𝑢| ≤ 𝜇  ve  |𝑣| ≤ 𝜇  koşulunu sağlayan  (𝑢, 𝑣)  için  |𝑢2 + 𝑣2| < 𝜀  kalır. 

1. Durum  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≥ 𝑑 − 𝑐  ise; 

0 ≤ 𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ 𝜀. 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

bulunur. Buradan 

𝐼 = ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

= ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿
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                                         ≤ 1 + 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬ 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

 

2. Durum  𝜇 < 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≥ 𝑑 − 𝑐  ise; 

𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

elde edilir. Buradan 

 
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

≤
1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                            +
1

𝑝(𝑡)
∑ (∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

           ≤ 𝜀
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜙𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

+  
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜉𝑛. 𝐴. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

                                         ≤ 𝜀
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜙𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

+  𝐴
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜉𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

                      (4.6) 

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlikte, 
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𝜙𝑛 ≔ ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

 , 𝜉𝑛 ≔ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)   𝑣𝑒   𝐴 ≔ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

olacak şekilde tanımlanmıştır.  (4.6)  ifadesi ele alınırsa, 

       ‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 ≤ 𝜀 + 𝑀 (
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜉𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

+ |
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜙𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1|)                (4.7) 

ifadesi yazılabilir. Bu eşitsizlikte  𝑀 ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝜀, 𝐴}   olarak tanımlanmıştır. (4.7)  

ifadesinde eşitsizliğin her iki tarafına  𝑡 → 𝑅−  için limit uygulanırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

gerçeklenir. 

3. Durum  𝜇 ≥ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 < 𝑑 − 𝑐  ise; 

𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

≤ 𝜀 ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

≤ 𝜀. 𝜙𝑛 + 𝜉𝑛. 𝐵 

elde edilir. Buradan 

 
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦)𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

≤ 𝜀
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜙𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

+  𝐵
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜉𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

                (4.8) 

bulunur. Bu eşitsizlikte, 
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𝜙𝑛 ≔ ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

 , 𝜉𝑛 ≔ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)   𝑣𝑒   𝐵 ≔ ∬(𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐾𝛿

 

olacak şekilde tanımlanmıştır.  (4.8)  ifadesi ele alınırsa, 

           ‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 ≤ 𝜀 + 𝑀 (
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜉𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

+ |
1

𝑝(𝑡)
∑ 𝜙𝑛. 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 1|)            (4.9) 

ifadesi yazılabilir. Bu eşitsizlikte  𝑀 ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝜀, 𝐵}   olarak tanımlanmıştır. (4.9)  

ifadesinde eşitsizliğin her iki tarafına  𝑡 → 𝑅−  için limit uygulanırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

gerçeklenir. 

4. Durum  𝜇 ≤ 𝑏 − 𝑎  ve  𝜇 ≤ 𝑑 − 𝑐  ise; 

i) 𝛿 ≤ 𝜇 ≤ 𝑏 − 𝑎  𝑣𝑒  𝛿 ≤ 𝜇 ≤ 𝑑 − 𝑐  olsun. Bu durumda, 

𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ ∬ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

[𝜇,−𝜇] [𝛿,−𝛿]⁄

 

≤ 𝜀 ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) . ∬ (𝑢2 + 𝑣2)𝑑𝑢𝑑𝑣

[𝜇,−𝜇] [𝛿,−𝛿]⁄

 

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur. 

ii) 𝜇 ≤ 𝛿 ≤ 𝑏 − 𝑎  𝑣𝑒  𝜇 ≤ 𝛿 ≤ 𝑑 − 𝑐  olsun. Bu durumda, 
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𝑉𝑡(𝜑; 𝑥, 𝑦) ≤ ∫ ∫ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

(𝑏−𝑎)

−(𝑏−𝑎)

(𝑑−𝑐)

−(𝑑−𝑐)

 

= ∫ ∫(𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝜇

−𝜇

𝜇

−𝜇

+ ∬ (𝑢2 + 𝑣2)𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

[𝛿,−𝛿] [𝜇,−𝜇]⁄

 

 

𝛿 yerine 𝜇 yazabileceğimizden, hipotezden 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝜑)‖𝛿 = 0 

olur ve ispat tamamlanır.■ 

Teorem 4.2.3  0 < 𝛿 < 𝑚𝑖𝑛 {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( 𝑠𝑢𝑝

(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

şartları sağlanıyor ise  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

eşitliği gerçeklenir. 

İspat:  Lemma 4.2.1  ve  Lemma 4.2.2  den faydalanılarak ispat elde edilir.■ 

Teorem 4.2.3 ’ün koşullarını gerçekleyen bir örnek verelim. 

Örnek 4.2.4   𝐿𝑛: 𝐶[𝐾] → 𝐶[𝐾]  olmak üzere 

                          𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) =
𝑛2

𝜋
∫ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑛2[(𝑢−𝑥)2+(𝑣−𝑦)2]𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
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olsun.  (𝑏𝑛) = ((−1)𝑛)   dizisi alalım. Dikkat edilirse  (𝑏𝑛)   dizisi klasik olarak 

yakınsak değil ancak sıfıra Abel yakınsaktır. 

𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  için  𝑝𝑛 = 1 ,  𝑅 = 1   ve  𝑝(𝑡) =
1

1−𝑡
   , 𝑡 ∈ (−1,1)  alınırsa o zaman 

kuvvet serisi metoduyla yakınsaklık, Abel yakınsaklığa denktir. 

𝑇𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) = (1 + (𝑏𝑛))𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) 

operatörünü ele alalım. 

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣) =
𝑛2

𝜋
𝑒−𝑛2(𝑢2+𝑣2) 

olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( ∫ ∫ 𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝛿

−𝛿

𝛿

−𝛿

) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

1

𝑝(𝑡)
∑ ( 𝑠𝑢𝑝

(𝑢,𝑣)∈𝐾𝛿

𝐾𝑛(𝑢, 𝑣)) 𝑝𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

hipotezleri gerçeklenir. Böylece  {𝑇𝑛}  operatör dizisi için Teorem 4.2.3 gerçeklenir. 

Ancak  {𝑇𝑛}  için, Teorem 4.1.4 gerçeklenmez. 

Teorem 4.2.5   0 < 𝛿 < {
𝑏−𝑎

2
,

𝑑−𝑐

2
}  olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 = 0  ve  𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) = 0  sağlansın. Bu durumda  ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝐾]  

için, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑅−

‖𝑉𝑡(𝑓) − 𝑓‖𝛿 = 0 

olur. Burada  𝛼𝑛 ≔ √‖𝑉𝑡((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿  dir. 

İspat :  𝑉𝑡  operatörünün pozitif ve lineer olmasından 

|𝑉𝑡(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = |𝑉𝑡(𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 
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= |𝑉𝑡(𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑉𝑡(𝑓
0
; 𝑥, 𝑦) − 𝑓

0
)| 

≤ 𝑉𝑡(|𝑓(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝑉𝑡(𝑓
0
; 𝑥, 𝑦) − 𝑓

0
| 

≤ 𝑉𝑡 (𝜔 (𝑓, 𝛼
√(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2

𝛼
) ; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝑉𝑡(𝑓

0
) − 𝑓

0
| 

≤ 𝜔(𝑓, 𝛼)𝑉𝑡 (1 + ⟦
√(𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2

𝛼
⟧ ; 𝑥, 𝑦) + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝑉𝑡(𝑓

0
) − 𝑓

0
| 

      ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼) {𝑉𝑡(𝑓0; 𝑥, 𝑦) +
1

𝛼2 𝑉𝑡((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)} + |𝑓(𝑥, 𝑦)|. |𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0| 

elde edilir. Bu son eşitsizliğin her iki yanının  𝛿  normu alınırsa, 

‖𝑉𝑡𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼) {‖𝑉𝑡(𝑓0)‖𝛿 +
1

𝛼2
‖𝑉𝑡((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿}

+ 𝑀1. ‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 

olur.  𝛼 ≔ 𝛼𝑛 = √‖𝑉𝑡((𝑢 − 𝑥)2 + (𝑣 − 𝑦)2)‖𝛿  özel olarak seçilirse 

‖𝑉𝑡𝑓 − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) {‖𝑉𝑡(𝑓
0
)‖

𝛿
+ 1} + 𝑀1. ‖𝑉𝑡(𝑓

0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
 

                                        ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) + 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛)‖𝑉𝑡(𝑓
0
) − 𝑓0‖

𝛿
+ 𝑀1. ‖𝑉𝑡(𝑓

0
) − 𝑓

0
‖

𝛿
 

eşitsizliği elde edilir. Burada  𝑀1 ≔ ‖𝑓‖𝛿  olarak tanımlanmıştır.  𝑀 = 𝑚𝑎𝑥{2, 𝑀1}  

alalım. Bu durumda 

‖𝑉𝑡(𝑓) − 𝑓‖𝛿 ≤ 𝑀{𝜔(𝑓, 𝛼𝑛) + 𝜔(𝑓, 𝛼𝑛)‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿 + ‖𝑉𝑡(𝑓0) − 𝑓0‖𝛿} 

olur ve hipotezden ispat tamamlanır.■ 
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