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ozin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, aragtirmalarmin yapilmas1 ve
larinm analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara ézenle riayet
igini; bu ¢ahgmanin dogrudan birineil iiriinii olmayan bulgularin, ver-
ve materyallerin bilimsel etife uygun olarak kaynak gosterildigini ve

yapilan ¢aligmalara atfedildigine beyan ederim.




OZET

IKI BOYUTLU RIEMANN-WEYL GEOMETRISINDE KUTLECEKIM AYAR
TEORISI
YUKSEK LISANS TEZI
CAGLAR PALA
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FIZIK ANABILIM DALI
MATEMATIKSEL FIZIK
(TEZ DANISMANI : PROF. DR. MUZAFFER ADAK)
DENIZLI, 26/07/2019

Einstein'in kiitlecekim teorisi olan, genel gorelilik teorisi, matematiksel olarak zarif
ve giineg sistemi 6lgeginde oldukca bagarili olmasina ragmen en son astrofiziksel ve koz-
molojik gozlemler ile teorinin kuantizasyonu icin gosterilen beyhude cabalar ortaya koy-
maktadir ki, soz konusu olgular1 da icerecek sekilde degigtirilmesi gerekmektedir. Bunu
yapmanin degisik yollar1 vardir. Bu gergevede, tez ¢aligmasinda Riemann otesi geometrik
yapinin kullanildigi bir yontem takip edilmigtir. Bununla birlikte ayar teorisi yaklagimi
uygulanmig ve kiitlecelim lokal olarak ayar degigsmez bir lagrangian ile modellenmigtir.
Ayar yaklagiminda metrik, kiitlecekim alanini ve tiim baglanti, ayar potansiyelini temsil
eder. Nonmetricity ve egrilik i¢in kuadratik olan, parite koruyan ve korumayan terimleri
iceren en genel lagrangian belirlenmistir. Koordinat bagimsiz formalizm olan dig cebir ile
ortonormal bazda caligilmigtir. Problem simetrik teleparalel kiitlecekim kapsaminda ele
alindiginda tiim egrilik (ayar potansiyelinin alan giddetini temsil eder) sifirlanmaktadir.
Matematiksel kolaylik adina 2-boyutlu bir manifold ile ¢aligilmistir. Ancak uygulanan

yontemler tiim boyutlarda gegerlidir.

ANAHTAR KELIMELER : Riemann dig1 geometri; Ayar teorisi; Lagrange

formiilasyonu; Varyasyon hesabi



ABSTRACT

GAUGE THEORY OF GRAVITY IN TWO DIMENSIONAL RIEMANN-WEYL
GEOMETRY
MSc THESIS
CAGLAR PALA
PAMUKKALE UNIVERSTY INSTUTE OF SCIENCE
PHYSICS
MATHEMATICAL PHYSICS
(SUPERVISOR : PROF. DR. MUZAFFER ADAK)
DENIZLI, 26/07/2019

Although the Einstein’s theory of gravity, the so-called general relativity, is mathemat-
ically elegant and very successful in the solar system, there are strong reasons motivated
by recent astrophysical and cosmological observations and by vain efforts of its quan-
tization that it needs to be modified. That can be accomplished in various ways. We
adhere going beyond the Riemannian geometry. On the other hand gauge approach is
applied and gravity is modeled by a locally gauge invariant Lagrangian in which the met-
ric represents the gravitational field and the full connection is interpreted as the gauge
potential. We consider the most general Lagrangian quadratic in the nonmetricity and
the curvature containing the parity conserving and violating terms. We work in terms
of the coordinate independent formalism, the so-called the exterior algebra. When the
problem is treated in the context of the symmetric teleparallel gravity, the full curvature
(the field strength of the gauge potential) is forced to vanish in that work. For the sake
of simplifying the mathematics we prefer study in 2-d manifold. Nevertheless, methods

are valid for all dimensions.

KEYWORDS : Non-Riemannian geometry; Gauge theory; Lagrange formulation;

Calculation of variation
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SEMBOL LISTESI

M

g
\Y

9a(p)
T,(M)
CT(M)
T, (M)
CT*(M)
OT(M)
OT*(M)

: manifold

. (0,2)-tip simetrik ve dejenere olmayan metrik tensorii
: baglant1

: {32 (p)}, kisaltma

. p noktasindaki teget uzay1

: koordinat teget demeti

. p noktasindaki koteget uzayi

: koordinat koteget demeti

: ortonormal teget demeti

: ortonormal koteget demeti

: Kronecker sembolii

. dig tlirev operatorii

: kovaryant dig tiirev operatorii

: i¢ carpim operatori

: Hodge operatorii

: genel tensor ¢arpimi

. antisimetrik tensor ¢arpimi

: tiim baglant1 1-formunun simetrik pargasi

: tim baglant1 1-formunun antisimetrik parcasi

: Minkowski metriginin bilegenleri, kosegen matris kisaltmasi
. Levi-Civita baglant1 1-formu

: Varyasyon



ONSOZ

Bu calismada, Einstein genel gorelilik teorisinin degistirilmesi/genellestirilmesi kap-
saminda 2-boyutlu Riemann-Weyl geometrisinde yeni bir kiitlecekim teorisi incelenmistir.

Tez ¢alisgmamin planlanmasinda, arastirilmasinda, yiirtitiillmesinde ve olusumunda ilgi
ve destegini esirgemeyen, engin bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim ve her zaman
yararlanacagim, yonlendirme ve bilgilendirmeleriyle ¢aligmami bilimsel temeller 1g1g1nda
sekillendiren, bilim yapma stirecimde 6rnek alinacak bir sahsiyet ve bilim insani olarak
biiyiik motivasyon saglayan, tiim anlayigsizliklarima, eksikliklerime ve basarisizliklarima
ragmen sabirla bana emek harcayan, akademik igbirliginin yaninda kigisel ve aile temasini,
yakinhigini, dostlugunu ve muhataphigini paylasan sayin hocam Prof. Dr. Muzaffer
ADAK’ a sonsuz tegekkiirlerimi sunar, tiim akademik yagsamim boyunca kendisinden isti-
fade etme imkani bulmay1 dilerim. Ayrica ¢aligmalarimin belirli donemlerinde ihtiyacim
oldugunda ve talep ettigimde beni geri cevirmeyen, isbirligini ve destegini esirgemeyen
degerli hocam Doc¢. Dr. Ozcan SERT’ e icten tesekkiirlerimi ve bagari dileklerimi ile-
tirim. Son olarak kiymetli aileme; bulundugum noktada olmamdaki tiim emekleri igin,

bulunduklar1 noktada olmalar1 adina tarifsiz hissiyatimi ve sonsuz siikranlarimi sunarim.

vi



1 GIRIS

Einstein’in kiitlegekim teorisi, genel gorelilik teorisi, matematiksel olarak zarif ve
glineg sistemi olceginde oldukg¢a bagarili olmasina ragmen en son astrofiziksel ve koz-
molojik gozlemler ile teorinin kuantizasyonu icin gosterilen beyhude cabalar ortaya koy-
maktadir ki, soz konusu olgular1 da icerecek sekilde degigtirilmesi gerekmektedir. Bu
konuda literatiirde cesitli yontemlerle caligmalar mevcuttur. Bu tez caligmasinda Rie-
mann otesi geometrik yapimin kullanildigi bir yontem takip edilmistir. Diger taraftan
ayar teorisi, modern fizikte dogay1 agiklamak adina basarili bir yaklagim olarak belirmistir.
Ornegin, elektromanyetik ve zayif nitkleer etkilesimler SU(2) @ U(1) -ayar teorisi olarak
birlestirilmistir; elektrozayif teori. SU(3) ® SU(2) ® U(1) -ayar teorisi ise ayn1 yaklagim
daha ileri tagiyarak giiclii niikleer etkilegimleri de igerir; standart model [1]. Kaynak
[2]’deki caligmada yazar, kiitlecekimin lokal olarak ayar degismez bir lagrangian ile mod-
ellenebilecegini belirtmektedir. Bu yapida metrik kiitlegekim alanini ve tiim baglanti da
ayar potansiyelini temsil etmektedir. Simetrik teleparalel kiitlegekim teorilerinde tiim
egrilik (ayar potansiyelinin alan siddetini temsil eder) sifirlanmaktadir. Fakat Riemann
egriliginin (sadece Levi-Civita baglantisi ile iligkili olan) sifirlanmasi zorunlulugu yoktur.
Bu caligma, simetrik teleparalel geometrinin otesinde olan Riemann-Weyl geometrisinde
yapilmigtir. Yeni geometride hem nonmetricity hem de tiim egrilik tensorleri sifirdan
farkhidir. Bu calismada nonmetricity ve egrilik icin kuadratik olan, parite koruyan ve
korumayan terimleri igeren en genel lagrangian belirlenmistir. Koordinat bagimsiz for-
malizm olan dig cebir ile ortonormal bazda galigilmigtir. Bu bazda ayar grubu (genel
lineer doniigiimler altinda dahil) Lorentz grubu olmaktadir (boliim 2.2 incelenebilir).

Genel olarak tizerinde caligilan geometri ti¢ tensor ile simiflandirilabilir. Egrilik, bu-
rulma ve nonmetricity tensorleri. Tim tensorler sifir ise Minkowski geometrisi, sadece
egrilik sifirdan farkli ise Riemann geometrisi, egrilik ve burulma sifirdan farkl ise Riemann-
Cartan geometrisi, sadece burulma sifirdan farklh ise Weitzenbock (veya teleparalel) ge-
ometrisi, sadece nonmetricity sifirdan farkli ise simetrik teleparalel geometri elde edilir.
Tiim tensorlerin sifirdan farkl oldugu durumda literatiirde mutabik kalinan bir isim ol-
mamakla birlikte Riemann-dis1 geometri [3] veya metrik afin geometri [4] seklinde kul-
lanilmlar1 vardir.

Nonmetricity ve tiim egrilikte kuadratik olan en genel lagrangian yazilarak kiitlecekimi
modellenmigtir. Ardindan bagimsiz degiskenlere gore varyasyon hesabi yapilmigtir. Tim
baglant1 1-formunun varyasyonundan elde edilen alan denklemi yardimiyla burulma tensoriinii
sifirlayan lagrange carpani hesaplanmigtir. Bu sonug, kogergeve varyasyonundan elde
edilen alan denklemine yerlestirilmigtir. Boylece, bu caligmada ortaya atilan yeni kiitlecekim

teorisinin alan denklemmleri elde edilmigtir. Caligmanin son kisminda kiiresel simetrik



statik ¢oziim bulma cabalar1 olmustur. Bu noktada hesaplamalarda yogun olarak MAPLE

/ REDUCE ve paketi ATLAS / EXCALC bilgisayar sistemleri kullanilmigtir [9], [10].



2 MATEMATIKSEL TEMELLER

Bu tez caligmasinin kapsami iki boyut ile belirlenmis olmasina ragmen bu boliimdeki
icerik tiim boyular i¢in gegerlidir. Genel olarak uzayzaman {M, g, V} {igliisiiyle gosterilebilir.
Burada M iki boyutlu yonlendirilebilir ve diferansiyellenebilir manifoldu, ¢ (0,2)-tip
simetrik ve dejenere olmayan metrik tensorii, V tensorlerin (hatta spinérlerin) paralel
tagmmasini tanimlayan baglantiy1 temsil eder. {2z%(p)}, a = 0,1, koordinat sistemi
tizerinde herhangi bir p € M noktasindaki koordinat fonksiyonu olsun. Bu koordinat
sistemi {8%(]9)} veya kisaca 0,(p) ile gosterilen referans gergevesini (koordinat gergevesi)
olugturur. Bu ¢ergeve p noktasindaki teget uzayr T,(M) i¢in baz vektorlerini icerir. M
manifoldu tizerindeki tiim noktalarin teget uzaylarimin birlesimi koordinat teget deme-
tini meydana getirir; CT(M) = U5 T,(M). Benzer sekilde, koordinat fonksiyon-
larmin diferansiyelleri, diger bir ifadeyle baz kovektérleri, p noktasidaki Ty(M) koteget
uzay1 icin koordinat kocercevesini olustururlar. Yine benzer sekilde, manifold iizerindeki
tiim 7y(M) koteget uzaylariim birlesimi koordinat koteget demetini meydana getirir;
CT*(M) =,y T2 (M). Bunlar arasindaki dualite (ikilik) agagidaki sekilde verilebilir

peEM ~p
dz® (95) = 65 (1)

Burada 525 Kronecker semboliidiir.

Koordinat demetinde metrik su formdadir
g = gop(r)d2r® @ da’ (2)

Burada ® simetrik tensor ¢arpimimi temsil eder. Dikkat edilirse ¢(0u,03) = gap(2)
bilegenleri koordinat bagimhdir. Diger taraftan, {X,}, a = 0,1, ortonormal vektor
kiimesi olsun, bir bagka deyisle ortonormal ¢ergeve. Buna gore metrik bilegenleri g(X,, X;) =
Nap ile verilir, burada 7,, = diag(—1,1) Minkowski metrigidir. {X,} kiimesi, her zaman
verilen bir {0,} koordinat gercevesinden (veya tam tersi) tiiretilebilir. Bu tiiretme A%,

dubleti (veya tersi h%,) ile gergeklestirilebilir
Xo(z) =h% ()00 < 0n = h"(2)X.(2) (3)

burada h®,(z)hs(x) = 0f ve h.(x)h%(x) = d5. Buna gére ortonormal kogergeve {e®},

dualite bagintis1 yardimiyla elde edilebilir
e(Xp) = 0y . (4)

Bu esitlik, (1) dualite iligkisinin egdeger bir ifadesinden bagka birsey degildir. Her za-
man, (3) ile tamimlanan dublet ile ortonormal kogerceveden koordinat ¢ercevesine gegmek

mumkiindiir

dz® = h%,(z)e’(x) <+ e*(z) = h"(x)dx” (5)



{X.(p)} kiimesi, T,,(M) teget uzaymin ortonormal baz kiimesi iken duali olan {e*(p)}
kiimesi de T (M) koteget uzaymn ortonormal kobaz kiimesi olur. {X,(p)} ortonormal
bazlarmin birlesimi OT' (M) ortonormal teget demetini olustururken, {e®(p)} ortonormal
kobazlarmin birlesimi de OT™*(M) ortonormal koteget demetini olugturur.

Ortonormal demette metrik (2) su formda olur
g = nae” () @ €’ () (6)

Burada not edilmesi gereken nokta; ortonormal ¢ercevede Minkowski metrigi 7,, koordi-
nattan bagimsiz iken e®(x) kobazlar1 koordinat bagimhdir.

Koordinat veya ortonormal bazlarin diginda her zaman ic¢in karma ¢ergevede caligmak
da miimkiindiir. Bu cergevede, en genelde, hem metrik bilesenleri hem de kobazlar ko-
ordinat bagimhdir. Kiigiik Yunan harflerinin koordinat (holonomik) indisleri ve kiigiik
Latin harflerinin de ortonormal (anholonomik) indisler igin kullamldigy gibi biiytiik Latin
harfleri de karma indisler i¢in kullamlirsa (2) veya (6) ifadelerindeki metrik su forma
dontisiir

9= gap(a)e’ () ® e”(x) (7)
burada A, B,...=0,1.

Bu tez calismasinda dig cebir kullanilmistir. Dig cebir dilinde kocerceveler "baz 1-
form” olarak ya da kisaca ”1-form” olarak adlandirilir. Daha acik bir ifadeyle dxz® ko-
ordinat 1-formlarimi ve e® ortonormal 1-formlari temsil eder. Burada kullanilan d dig
cebirdeki ”dig tirev” iglemidir ve herhangi bir 0-form z® ifadesini 1-form dzx® ifadesine
dontgtiiriir. Kogercevenin dig tiirevi de anholonomik 2-form olarak tanimlanir.

dz® ifadesi bir tam form oldugundan, Poincare lemmast (d? = 0) geregi d(dz®) = 0
oldugu acgiktir. Bununla beraber anholonomik e® ifadesinin sifir olma zorunlulugu yoktur,
de® # 0. Bazen literatiirde koordinat indisleri holonomik indisler olarak ve ortonormal
indisler de anholonomik indisler olarak kullanilmaktadir. Bu noktada su not edilmeli;
koordinat gercevesinde d(dz®) = 0 fakat dg,s # 0, ortonormal gercevede de®(x) # 0
fakat dng = 0, karma cercevede ise de’(z) # 0 ve dgap(x) # 0 yazilabilir. Manifoldun
oryantasyonu Hodge (map) operatorii tarafindan belirlenmigtir, 1 = %eabe“/\eb = eAel.
Burada A dig carpim islemidir. €y = +1 olarak secilen ¢, tiimiiyle antisimetrik Levi-
Civita tensorii olarak adlandirilir.

ab —

Bu noktadan sonra e e® A e® kisaltmasi kullanilacaktir. Dis cebirdeki bir diger

onemli operator i¢ ¢arpim operatoridiir, vy, = t, Veya Ly, = lq
e’ =8 & ada® =07 (8)

bu esitlikler dualite iligkilerinin farkli bir gosteriminden bagka birsey degildir, sirasiyla

(4) ve (1). Burada ¢, ve i, operatorleri birbirlerine ¢, = h%.t, ifadesiyle baghdirlar ve

4



bir O-formun i¢ ¢carpimi tanim olarak sifirdir. Bu 6zellik Hodge operatorii ile birlikte ¢cok

kullanigh bir 6zdesligi saglarlar, x(¢ A e,) = 1, * 1. Burada 1 herhangi bir p-formdur.
V baglant1 terimi, A%, baglant1 1-formu kullanilarak hesap edilir. (3) veya esit

olarak (5) ifadelerinde herhangi bir p-form igin verilen koordinat ve ortonormal cerceve

arasindaki dontigiimler altinda, baglant1 1-formu kovaryant olarak asagidaki sekilde doniigtir

A% = ho A gh%y + hadh®, ¢ A% = b AR s + b odhs (9)

. . . . v . aiaz--ap ..
Herhangi bir (p, ¢)-tip tensor-degerli dig form T bibg--by LG ortonormal cercevede

kovaryant dig tiirev asagidaki sekilde tanimlanir

airaz--ap aiaz-ap a1 caz--ap a araz--c
Dy = A%y, e, T A e AT, e R AT AT
c aiaz--ap c aiaz--ap

cho-+-bg

Cartan yapi esitlikleri nonmetricity tensor 1-formunu, burulma tensor 2-formunu ve
egrilik tensor 2-formunu tanimlar. Bunlarin karma cercevedeki acik ifadeleri sirasiyla

asagidaki gibidir

1 1
Qap = —5 D945 = 5(—059,43 + Aap + Aga), (11)
T4 = De® =de* + A*pneP, (12)
R = DA'p:=dA\'5+ A0 AN, (13)

Bu ifadeler tam olarak bagimsiz degildirler ¢iinkii Bianchi 6zdesliklerini saglarlar

1
DQap = §(RAB+RBA)7 (14)
DT* = RApAEP, (15)
DRY5 = 0. (16)

Cartan yapi esitlikleri koordinat cercevesinde su sekilde yazilabilir,

1
Qap = 5(_dgaﬂ + Aop + Aga) (17)
T = A% A da” (18)
R = dA®s + A% A ATy (19)

ve ortonormal cercevede de asagidaki gibidirler

1
Qab = §<Aab + Apa) , (20)
T = de* + A"y A e’ (21)
R% = dA% + A%, A A% (22)

Bu salt matematiksel ifadelerin geometrik anlamlari, M manifoldu tizerindeki kapali

bir egri iizerinde vektorlerin paralel taginmasi ¢alisildiginda daha acik olacaktir. Boyle

bt



bir egri tizerinde taginan vektoriin son uzunlugu ile ilk uzunlugu farkliysa nonmetricity,
son ve ilk vektorler arasinda bir a¢1 olugsmussa egrilik ve teget demeti iizerinde son ve ilk

vektorler arasinda bir yerdegistirme olugmugsa burulma vardir denebilir.

2.1 Tim baglantinin ayristirilmasi

Karma gergevede tiim baglanti 1-formu benzersiz olarak agagidaki gibi ayrigtirilabilir
[4],15],[6]

AMp = (g"%ges +p'p) 2 +w's+ K's +¢'5+ Q"5 (23)
A ~— 7 N’ N——— e’
Metrik Burulma Nonmetricity

Burada w”p Levi-Civita baglant1 1-formudur,
wip AeP = —de?, (24)
K45 koburulma tensor 1-formudur,
KAgnef =14, (25)
paB Ve qap terimleri de agagidaki gibi tamimlanir

pap = —(tadgpc)e” + (1pdgac)e” . (26)
gap = —(1aQpc)e” + (15Qac)e” (27)

Bu ayrigtirma kendi i¢inde tutarhdir. Bunu gorebilmek igin (23) ifadesi sagdan e? ile
carpilarak yukarida verilen tanimlar kullanilir. d ve D operatorleri 6niindeki indisleri
dikey olarak yer degistirirken o6zellikle dikkat edilmesi gerekir zira, dgag # 0 ve Dgap # 0.
Tiim baglantinin simetrik pargasi (11) ifadesinden elde edilir

1
Aap) = Qap + §dgAB (28)

ve geriye kalan antisimetrik parca

1
Aap = JPAB T wap + Kap +qaB - (29)

Eger sadece Q45 = 0 ise baglant1 "metrik uyumludur” denir. Eger Q45 = 0 ve T4 = 0

ise baglant1 Levi-Civita formuna doniigiir. Koordinat gergevesinde ayrigtirma (23) suna

indirgenir
A = 9" (t4dgos + L3dgoy — todgay)da’ 2+ K% +q%5+ Q% (30)
Metrik Burulma  Nonmetricity



Burada sag taraftaki ilk grup Christoffel sembollerini verir. Ortonormal gergevede soyle

verilirler
Aoy = wap + Kap + qap + Qap - (31)
Buradan Levi-Civita baglanti 1-formu ortonormal kogergeve cinsinden ¢oziiliirse
Wap = % [—todeq + wpde, + (Lotpde.)e”] (32)
ve koburulma da burulma cinsinden ¢oziiliirse
Ky, = % [taTy — Ty — (tatpTe)ec] . (33)
Bununla birlikte ¢,; ifadesi nonmetricity cinsinden yazilabilir

Gab = _(%ch)ec + (Zanc)ec . (34)

Literatiirde koordinat gercevesinde [4], ortonormal gergevede [7] ve karma gergevede

8] galigmalar mevcuttur. Hesaplamalarda agagidaki 6zdeslikler kullanigh olmaktadir.

Dxe, =—Q Axeq + xeqy AT, (35)
D x eqp = Degy = —Q N *eqp (36)
Dy = =2Qap, D" = +2Qu, DO} =0. (37)

Burada @ = Q% = 1?°Qu = A%, nonmetricity iz 1-formudur.

2.2 Genel lineer koordinat doniisiimii

Bu boliimde 2 — z# ile verilen ve agsagidaki formda genel lineer koordinat déniigiimii

varsaylilacaktir
ot =TH ot e (38)

Burada ', = ', (z) rotasyon ile ilgili ve £# = &' (z) Steleme ile ilgili parcay1 olugtururlar.

Bu koordinat doniigiim esitliginin her iki tarafina dig tiirev uygulanirsa
dz"’ = Q" |, dat (39)

Burada Q" , := [0,I'%,(z)]z"+T" ,(z)+0,&" (x). Ortonormal gergevede ayni déniisiimiin

etkisini incelemek i¢in dubletlerden faydalaniriz
de* = h" e and da* = h*,e® (40)

Burada h*'y = W (2'(z)) ve h*, = h*,(z). Bu ifadeleri esitlikte yerine yazilir ve

hY u hH = 53/, iligkisi kullanilirsa su sonug elde edilir
e =LY e (41)

7



Burada LY, = LY, (2/(2)) := h¥ ,Q* ,h*,. Buradan goriilmektedir ki (38) ile verilen genel
lineer koordinat dontisiimii altinda, ortnormal kocergevenin dontigiimi bir Oteleme ter-
imi icermemektedir. Son olarak ortonormal cercevede metrik ifadesinin nasil dontistiigi
incelenirse

9= Nape® @ € = Naye” @ e’ (42)

Burada 1, = 7.y = diag(—1,41) Minkowski metrigidir. Yine burada e? = L% ,e®

kullanilarak 1,y = L%y L% ifadesi elde edilir. Matris notasyonunda yazilirsa
¢ =Le — n =ILnLl" (43)

Burada 7 transpoz matrisi temsil eder.

Gortlmektedir ki, genel lineer koordinat dontigiimiinden tiiretilen doniigtim elemanlar:
ortonormal demette Lorentz grubunu olustururlar. Buna gore ortonormal kogercevenin
(41) ile verilen doniigiim kural altinda, ortonormal demette tiim baglant1 asagidaki gibi
dontigsmelidir

Ay = LY A% Ly + L (dL% (44)

Boylece nonmetricity tensor 1-formu, burulma tensor 2-formu ve egrilik tensor 2-formu

kovaryant olarak asagidaki sekilde dontisebilirler

Qa/b’ - Laa/QabLbb’ (45)
T = LY, 1° (46)
Ry = L” ,R%L" (47)

Sonug olarak, uzayzaman icinde nonmetricity olup olmamasindan bagimsiz olarak

ortonormal demetin ayar grubu Lorentz grubudur [5].



3 BIR TEORININ LAGRANGIAN FORMALIZMI

Bir kiitlecekim teorisinin lagrange formalizminde oncelikle lagrangian iceren bir eylem

I:/ML (48)

Burada L lagrangian 2-formdur. Bu eylemin ekstremumu alan denklemlerini verir. Diger

yazilir

bir ifadeyle eylemin varyasyonu alinarak sifira esitlendiginde elde edilen ifade alan den-
klemleri olacaktir; 0/ = 0 yani L. = 0. Bu noktadan sonra ”"lagrangian” ve ”lagrangian
2-form” ifadeleri eg olarak kullanilacaktir. En genelde lagrangian geometrik ve mad-
desel parcalar igerir. Ortonormal cercevede varyasyon hesabindaki bagimsiz degiskenler
ortonormal kogerceve e?, tiim baglant1 1-form A%, ve madde alanini gosteren v ifadeleridir.
Fakat metrik bagimsiz bir degigken olamaz ¢iinkii ortonormal gergevede 7,, = diag(—1, +1)
oldugundan 0my, = 0 verecektir. Bu durumda L = L[e®, A%, ] lagrangian ifadesinin

varyasyonu su sekilde yazilabilir

oL LA oL (49)

. 0L
0L = de /\%—F(SAab/\aAab

3.1 Kuadratik Lagrangian icin Varyasyon Hesabi
Lagrangian ifadesi kuadratik terimler iceriyorsa en genelde agagidaki sekilde yazilabilir
L=aNnxp (50)

Burada «a, € AP(M). AP(M) ifadesi M manifoldu tizerinde herhangi bir p-formu temsil

eder. Bu durumda agagidaki eylemin varyasonunun hesaplanmasi gerekir
I= / a N\ xf (51)
M
Hesaplar «, 8 degigkenlerine gore yapilir.
61:/6aA*5+a/\6*6 (52)
M

Sag taraftaki ikinci terim igin detayli bir hesaplama gerekir zira bu terim Hodge yildiz

icermektedir.

1 S
aNdxf3=aAl (5(—'@»1“% et
p!

1 o 1 o (53)
=aA 5(55@...@,) %€ o A ﬁﬁil...iﬁ % gitip
Oncelikle ilk terimde 6 A sy = y A %0, where 0,y € AP(M) 6zdegligi kullanilirsa
aNoes= z% (6834, )€™ Nxar - A 5@1_.@6 x el (54)
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Daha sonra agagidaki hesaplar yapilir

1 1.0
0B = §<Hﬂi1...ipe )

=—(0 i1..ip e+ (0" ) N ——— i1...ip€
0B )e G A s

1 o ,
B H(éﬂilmip)élmzp + (56“) A (l’i16)7

%(5@1...2-,,)&”? — 56— (5¢%) A (1aB),

ve 54 denklemindeki ifade gu hali alir

! i 1 1 1.0 Ipt1..d
H(/Blllp)é* (& 1--tp a(ﬁllzp)é (n_p)!e 1"'pip+1.“ine p+1 n
‘ 1 014 i i
= (fet) A m i By €
= (5e") A (1a % B),

Bulunan bu sonug (52) denkleminde kullanilirsa asagidaki sonug elde edilir

5]:/04/\*6
M
:/ da A*B+ 06 A xa—de? A [(1af) A *a — (—1)Pa A (14 * B)]
M

(56)

(58)

Bu ifadedeki «, 8 degiskenlerinin bazi 6zel durumlari i¢in varyasyon hesaplar1 detayh

olarak kaynak [8]" de verilmigtir.
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4 IKI BOYUTTA GENEL GORELILIK TEORISI

Iyi bilindigi {izere genel gorelilik teorisinin alan denklemleri Einstein-Hilbert lagrangian

ifadesinin varyasyonundan elde edilebilmektedir
1
Lpy = —ﬂRab(w) A e (59)

Genel gorelilik kapsaminda (4 boyutta) uzayzaman sadece egrilik icermektedir. Dahasi,
yukarida verilen lagrangian ifadesinden de goriildiigii iizere egrilik (Riamann egriligi)
sadece Levi-Civita baglantisi ile iligkilidir. Eger genel gorelilik Riemannsal olmayan
uzayzamanlarda galigilmak istenirse Levi-Civita baglantisi yerine tiim baglantinin kul-
lanilmasi gerekir.

Bu boltimiin hedefi genel goreliligi Riemannsal uzayzaman kapsaminda 2-boyutta in-
celemektir. Acikca gortilebildigi tizere Lgy lagrangian ifadesinin varyasyon hesabinin

yapilmasi gerekir.

1
5LEH = —%5[}%‘11)((4}) A *€, b]

1
= —5(OR™y(w) A wea” + R p(w) A b xe,”)
K
1
= = [(0dw™p + 0w e Ay + W o A B y) Axen” + R p(w) A bk eq ] (60)
K
1
- _Z_(d(;wab N *eab+5wacchb A >keab—i_u}ac/\5(")617 A *eab+Rab(w) /\6€ab>
K N ~~ i ~~
c+—b c—a

1
= —Q_(déwab/\*eab—f—dwab/\wbc/\*eac—§w“b/\wca/\*ecb)
K

Burada 2-boyutta xe,? = ¢,? 6zdesligi kullanilmistir, boylece de, ® = 0 olur. Yukaridaki
ilk terim i¢in su matematiksel manipiilasyonlar yapilirsa
d(Sw? y A xeq?) = dow® y A xeg® — dw y Ad * e, ” (61)
dow®y A xe,” = 6wy Ad * eq” + mod(d)
Burada son terim ihmal edilebilir zira alan denklemlerine herhangi bir katkisi olmaya-

caktir. Boylece 0 Lgy ifadesi icin su sonug elde edilir

1
OLpy = —%(&u“b/\d*eab—i—&uab/\wbc/\*eac—&u“b/\wca/\*ecb)

1
= —— 0wy (d*eq” +wb e Axe,® —wy Axe.’)
2,£ A ~ v
Dxeg b

1 62
=——08w'y ADxe,’ (62)
2K

1

= —— 6wy A De,®
2K

=0
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Burada De,® = 0. Sonuc olarak goriilmektedir ki, Einstein-Hilbert lagrangian ifadesinin
varyasonu 2-boyutta sifir vermektedir. Bu durumda herhangi bir alan denklemi elde

edilemez ve genel goreliligin 2-boyutta onemsiz bir teori oldugu sonucuna varilir.
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5 IKiBOYUTTA SIMETRIK TELEPARALEL KUTLECEKIM
TEORISI

Simetrik teleparalel kiitlecekim Riemann digi uzayzamanda caligilan bir teori oldugu
i¢cin Einstein-Hilbert lagrangian ifadesi asagida gosterildigi iizere tiim baglant1 kullanilarak

yazilmalidir

Leg(A) = %R“ b(A) A xe,? (63)

Bu lagrangian ifadesini caligabilmek i¢in oncelikle tiim baglantinin ayrigtirilmasi gerekir
Ap=w"y+ K%+ ¢y + Q% (64)
Simetrik teleparalel kiitlegekim (STPG) kapsaminda burulma sifirdir, K%, = 0.
Rab(A) =dAN"y+ A . NA°
=d(W s +q" s+ Q%)+ (W et ¢+ Q%) AW s+ ¢+ Q%)
=dw"y W' AW+ " AW+ QT AWyt (65)
dg" s+ W' ANy +q" NG+ Q" AN pt
dQ" s +w' e ANQ% +q" c NQ + Q" N Q%
Ny =q%, + Q% olarak tanimlanirsa
Rab(A) = Rab(w) +dNab —i—w“c A Ncb —wcb/\ Nac+ Nac/\ Ncb
= R (w) + D(w)N®*, + N*. A N¢,

(66)

Bu sonug kullanilarak (63) ifadesindeki Einstein-Hilbert lagrangian tekrar yazilirsa agagidaki

soung elde edilir

1
LEH(A) = §Rab(A) VAN *Gab
1 a b 1 a b 1 a c b (67)
:§R p(W) A *eq —|—§D(w)N b A\ *e, +§N NN A xe,

Son egitlikteki ikinci terime bakildiginda
1 a b 1 a b 1 a b
d(=N*y Nxe,”) = §D(w)N b A\ xeq ' — §N » A D(w) * e,

2 J/
mod(d) (68)
1

1
§D(w)N“ p A ke, ” = §Na s A D(w) * e, " +mod(d)

Burada mod(d) ifadesi alan denklemlerine katki saglamayan tam formu temsil etmektedir.

Yukaridaki sonug ile birlikte
1 a b 1 a b 1 a c b
Lpu(A) = 5R p(W) A ke, + 5N py A D(w) xe,” + 5N AN Axe,” +mod(d) (69)
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Levi-Civita baglantisi kapsaminda burulma ve nonmetricity sifir oldugundan yukaridaki
ikinci terimde D(w) * e, = 0 oldugu gosterilebilir. Bu sonug ile birlikte
1 1
Len(A) = oL p(W) A xeg b+ SN ANy Axeq * + mod(d) (70)
STPG gergevesinde A%, = 0 olur, buna gore R*,(A) = 0 yazlir.

1 1
0=Lgg(A) = éR“b(w) A *eab+§N“c ANy A xeq” + mod(d)

J/

LE;JF(W)

1
o Lpp(w) = —§N“c ANy A xeq” — mod(d)

1 1
:__qac/\qcb/\*eab_§Qac/\ch/\*eab

2
1 1
—iqac/\ch/\*é’ab—iQac/\qcb/\*eab—mod(d)
1 . a;b (71)
:_§qac/\qcb/\*eab_§Qac/\ch/\*€ab
1 a c b 1 c b a
~ 54 e N Q% A xeq +54 a N Q"¢ N\ xey® —mod(d)
1 1
:_§qac/\qch*6“b_§Qa0/\QCbA*eab
1 a c b 1 a c b
50" NQT A xea” + ¢ NQT N xeq — mod(d)
1 1
= 50" AdT Awea” = SQ AQ Ay — mod(d)

Yukarida elde edilen sonucun 2-boyutta incelenmesi i¢in oncelikle 2-boyutta gecerli olan
asagidaki ozdesglikler verilir
xe, ' =€, ° (72)
ve
" NG b=€""cebqNg=0 (73)
Bu noktada Levi-Civita baglantisi ile verilen Einstein-Hilbert lagrangian ifadesinin 2-

boyuttaki kargihg: tiiretilmelidir. Bu noktadan sonra mod(d) notasyonda ihmal edilecek-

tir.

1
Lpy(w) = QR“b(w) A xeq®

1
= §Ra b((JJ) €a b

1

— (édw“b—i-wac/\wcb) €," (74)
1

— (ieabdw—i—eacecbw/\w) €,°

1
—e, e dw
2

= —dw
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Burada

Lo = —€o1€01 — €o1601 = —2 (75)

€0y = €0 '’y + €, e
ozdesligi kullamlmigtir.
Gortildiigii tizere, genel Einstein-Hilbert lagrangian ifadesi 2-boyutta tam forma in-

dirgenmektedir. Buna gore (71) esitligindeki lagrangian ifadesi goyle yazilabilir

1
Legg(w) = —dw = —§eabQ“C ANQ%Y (76)

Son esitlikten de goriildiigii tizere sol taraf bir tam formdur ve Levi-Civita baglantisi
ile iligkili Riemann lagrangian ifadesini olugturur. Bu tam lagrangian ifadesini belirlemek
icin sadece €, Q% . A Q¢ teriminin hesap edilmesi yeterli olacaktir.

Sonug olarak; yukarida tiiretilen lagrangian ifadesi bir tam form oldugu igin, bu ifade
kullanilarak dinamik alan denklemlerinin tiiretilmesi miimkiin degildir. Bu haliyle la-
grangian, alan denklemleri baz alindiginda 2-boyutlu simetrik teleparalel geometri kap-
saminda Onemsiz olmaktadir. Anlaml alan denklemleri tiiretebilmek igin mevcut la-
grangian ifadesine ek terimlerin eklenmesi gerekir. Bu sayede yeni lagrangian artik tam
form olmayacak ve bunun iizerinden yapilan varyasyon hesaplarinin sonrasinda énemsiz
olmayan alan denklemlerinin tiiretilmesi miimkiin olabilecektir. Bu tezin danigmaninin
da katkida bulundugu boyle bir ¢aligma literatiirde mevcuttur. Soéz konusu caligmada,
kuadratik nonmetricity iceren bazi terimler lagrangian ifadesine eklenmistir. Yapilan
varyasyon hesaplari sonrasinda alan denklemleri tiiretilmis ve 6nemsiz olmayan ¢oziimler
aranmigtir. Ayrica ¢iftlenim terimlerinin bazi 6zel degerleri igin lagrangian ifadesinin

yukaridakine benzer gekilde bir tam forma doniigebildigi de gosterilmigtir [11].
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6 IKIi BOYUTTA ? ve R? ICEREN KUTLECEKIM TEORISI

Bu calismada asagida genel formu verilen lagrangian baz alinmigtir.
Lle®, A%, Ao, ] = L2 + Lge + Ay AT + Ly [e*, A%, 9] (77)

Burada A, burulmayi sifirlayan lagrange carpani 0-formu, L,,[e*, A%, )] madde lagrangian

2-formu, Lg2 en genel kuadratik nonmetricity lagrangian terimini

Lo =n1Qap A *Q¥ + N2 (L Q) N *(Lbec) + n3Q N *Q
+7’L4(Qab A €b) A *(Qac A €C> -+ n5(LaQ) AN *(Lanb)
+n6(LaQ“b) A (€€ A Qpe) (78)

ve Lg2 de en genel kuadratik egrilik lagrange terimini temsil etmektedir.

Lgz = 1Ry A*RP 4 4+ caR* A %Ry + csR A ¥R
+cRA*R+cRAR (79)

Bunlarla birlikte R, = t, R®, Ricci egrilik 1-formu, R = (,R* egrilik sklaleri (0-form)
ve R = n™Ry,, egrilik iz 2-formu olarak tammmlanir. Burada su noktanmn vurgulan-
masinda fayda var; eger lagrangian tek sayida (¢ift sayida) hodge yildiz1 igeriyorsa parite
doniigiimleri altinda degismezdir (degismez degildir). Yukaridaki lagrangian ifadesinde
iki ¢iftlenim sabiti, sirasiyla ng ve cs, parite korunumunu bozan terimlerdir.

e® ve A% icin bagimsiz varyasyon hesaplar1 sirasinda asagidaki yararh ozdeglikler

kullanilmigtir.

daAxB)=0da A8+ 00 N*xa—de® A [(taf8) A xa — (—=1)Pa A (1q * B)]
Q=0, Q=0 ux,e =—ix,0€e, k(A Ney) =1ty %

e A Lav = pa (80)

Burada « and 8 herhangi bir p-form, {2 herhangi bir 3-formdur. A, i¢in varyasyon sunu

verir
T =de* + A"y NeP =0, (81)
e i¢in varyasyon sunu verir
Do+ 7a[Q] + 7[Rl + 7a[¥)] = 0, (82)
A%, icin varyasyon sunu verir
Ao A€+ 2.°0Q) + Z.L R+ B[] = 0. (83)
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6.1 Nonmetricity Terimleri icin Varyasyon Hesaplari
6.1.1 L; = Qu A *Q® icin varyasyon

Bu terimin varyasyon hesabi yapilirken, §(a A #/3) i¢in en genel ifadenin varyasyonu

kullanilmigtir.

daAxB)=0da N0+ 08 Nxa—0e* A[(tafB) Axa — (=1)Pa A (1 % B)] (84)

Burada a, 3 € AP(M). Yukaridaki L; lagrange teriminde a = Qu, [ = Q% igin hesap
yapildiginda
6Ly = 6Qap A Q™ + 6Q™ N %Qup — €% A [(1aQ7) A %Quj + Qij A (1o * Q7))
=0Q"™ AN 2% Qup — e A (1aQ7) A %Qij + Qij A (1o * QY] (85)

A% ve e® icin bagimsiz varyasyon hesaplar1 yapildigindan 6tiirii son ifadede 6A® ve de®
terimlerinin goriilmesi beklenir. Yukaridaki esitlikte e mevcutken A? goriilmemektedir.

Acikca JA? terimini elde edebilmek icin asagidaki matematiksel islemler yapilir:

1
SQ® N2% Qup = 6§(A“b + A" A 2% Qup
— A A %Qup + SAY A %Quy
—_——

a+—b
= A A %Qup + OA A %Qpy
= A" A %Qup + SA™ A %Qup
= AP A 2% Qg (86)
Boylece suna erigilir
0Ly = 0AY A 2% Qup — 5 A [(1aQ7) A ¥Qyj + Qij A (1a % Q)] (87)

i—b, j—c

0Ly = A A 2% Qap — 0€% A [(1aQ%) A Qe + Q" A (1 * Q)] (88)

6.1.2 Ly = (1,Q%) A %(:°Qp.) igin varyasyon

Esitlik (84)’ deki en genel ifadede agagidaki tanimlamalarla birlikte Ly igin varyasyon
hesab1 yapilirsa

tanamlar :
a = 1,BY — B* = Q"
ﬁ = Lbe — Ct = Qbi
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0Ly = 0QY A x(eq A 1p@QY%) + 6Q" A x(eq A Q%)
46" A [(1ateQ) A %(16Q"%) — (1aQ) A x(ee A 15Q"%) (89)
— (1aQ) A x(ee A 1p@Q%) + (LQ) A x(eq A 1,Q%)]
= 26Q" A x(eq A 1,Q%)
46" A [=(1aQ) (1sQ%) * ec — (1aQ) (16Q%) * € (90)
+ (LCQCi)([/bei) * ea]
Qa € A'(My) oldugu icin 142.Q% = 0. Ayrica *(e. A 1,Q% ) = (1sQ%) * €.
0 form
Gl = zéawi F A A (15Q") # o+ 56 A [(1Q%) (10Q%) * €0 — 2(1aQ%) (10Q%) # €]

= OAY A (5Q"%) % eq + SN A (15Q"%) * eq +0e* A ... ]

a<+—1
= OAY A [(Lbei) * eg+£Lbea) * ej]
i—;br—m z'—;b,—m

+ 6% A [(1eQ) (1pQ"%) * eg—g(baQCi)(Lbei) * €]

. s

i—rc—d c—b, i—d

= 0N A [(LcQ%) * €q + Q%) * €]
4+ 8e” A [(1aQ™) (1Q%) * €4 — 2(1aQ") (LQC4) * €]

Boylece suna erigilir

5-[/2 - 5Aab A [(Lchb) * €q + Lcha) * eb] + 56& A [(Ldec)<LbeC) * €q — 2(Lade)(Lchd) * eb]

(91)
6.1.3 L3 =Q A*(Q igin varyasyon
Esitlik (84)" deki en genel ifadede o = @), [ = @ kullamlirsa
0Ly = 6Q A *Q + 6Q A *Q — 3¢ A [(1aQ) A *Q + Q A (10 % Q)
—6Q A2+ Q — " A [(1aQ) A+Q + Q A (10 + Q)]
Son ifade, agagida verilen egitlikle yeniden diizenlenir.
Q=Q", = A% = A" (92)
Son olarak suna erisilir
<o 0L = OA"™ A 21ap % Q = 0" A [(1aQ) A +Q + Q A (ta % Q)] (93)
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6.1.4 Ly = (1,Q) A *(,,Q) igin varyasyon

[AN*B = BAxA, A, B e AP(M)] 6zdesligi kullamlarak L, terimi agagidaki gekilde
yazilir

Ly = (Q") * (taQ) = (taQ™) * (Q) (94)

Esitlik (84)" deki en genel ifadede agagidaki tanimlamalarla birlikte L, igin varyasyon

hesab1 yapilirsa

definitions :

a:LaQ“b =R — R:=Q

S 0Ly = 0Q™ A x(eq A 1pQ) 4 6Q A ¥(eq A 1,Q™)
+ 6% A [(1ats@Q) A #(1eQ) — (1aQ%) A *(ey A 1Q)
— (a@) A x(en A 1Q") + (1.Q") A ¥(ea A 1yQ))]
=06Q" A (14Q) * eq + 6Q7 A (1b,Q™) % eq
+ 06" A [=(LaQ™) (1eQ) * e, —(1aQ) (1:Q") * € + (1cQ™) (1 Q) * €4

~
b+—c

| 1 ’
=oAL A é(LbQ) % eq + 0N A 5(%@) % eq +0Q7 N1 (1bQ™) * eq

-

a+—b

+ de" A [(%Q)(LCQI)C) *€q — (LaQ>(LCQbC) *€p — (LbQ)(LaQCb) * ec]

i—a—d, j—rb—c

Sonug olarak suna erisilir

1 1
§Ly = 6A™ A 5(%62) * eq + §(LaQ) % ep + Nap(LQ™) * ed]

(95)
+0e" A [(06Q) (1:Q™) * €0 — (1aQ) (1:Q™) * € — (Q) (LaQ”) * ]

6.1.5 L5 = (Qu N e®) A*(Q% Ae.) igin varyasyon

Bu terimin varyasyonu igin dogrudan esitlik (84)” deki ifade kullanilabilir.

6Ls = 6(Qap N €®) A %(Q% Aee) +0(Q™ Aee) A*(Qap N e”)
+0e" A u(Q% Aee) A #(Qay Ae”) = (Quy A e”)ei % (Q% Aey)]
= 0(Qup N €+ Qup A Ie”) * (Q™ N ee) +6(Q™ Aee+ Q™ Adee) * (Qup A €?)
+0¢" A 1(Q% Aee) A #(Qap A )]
Burada t; * (Q" A e.) = 0.
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= (6Qap N €”) % (Q™ Ae) + (Qap N 6€°) % (Q° Ae,)
+(0Q Aee) * (Qap A e”) +(Q™ A de.) * (Qup A €Y)

[\ S S

c<:>b b
— 5 A [1(Q A ee) * (Qap A €?)]
= 2(6Qup A €%) % (Q™ Aee) + 2(Qup A J€Y) % (Q A e.)
— 56 A Q% Aed) * (Qu A )]

i—b—d

1
— 25(5(Aab + Apa) A eb % (Q* Ne.) — 20€° A\ Qup * (Q* Nee)

— 6" A [1p(Q A eo) * (Qaa N eD)]

= 0Aap N e % (Q™ Neo) + §Aba A€l % (Q A ec)J
ac—sb

— 6" A[2Qap * (Q“ Aec) + u(Q™ Aee) * (Qaa A €”)]
= 0Aap A€ % (Q™ Ne) +e” x(Q™ Ne,))

— 6" AN[2Qap * (Q Aee) + (bQ%)ec * (Qaa A €?) — Qe * (Qaa N €”)]
= 0Aagy A e % (Q" Ne.) +eb % (Q Ae,)]

—0€" A[2Qup * (Q Nee) = Q% * (Qaa A €”) +(16Q)ec * (Qaa A e”)]

N J/

d—sc

= 0Aap A [ % (Q" Aes) 4+ € x (Q™ Ae,)]

— 0" N [2Qup * (Q Aee) — Qab * (Q A ee) + (16Q™)ec * (Qaa N e?)]
= 0Aagp N e® % (Q™ Ne) +eb x (Q Ae))

_ §eb AQur * (Q% Aee) i (tsQ*)ee * (Qua N ed)l

be—sa

= 0Aay A e % (Q" Ne) +eb % (Q Ae,)]

— 0" A [Qab * (Q™ N ee) + (1aQ™)ee % (Qua A e?)]

-~ vy
b+—d

Sonug olarak suna erisilir

0L5 = 0Agy N e (Q™ Neo) + e x(Q™ Ne,)
B + e A [=Qap * (Q Aer) — (1aQ°) A e % (Qug A €?)

6.1.6 L = (1,Q%) A (e A Qpe) igin varyasyon

Bu terimde hodge star ifadesi olmadigindan (84) esitligi kullanilamaz.

6Lg = 6(0aQ™) A (€° A Qpe) + (.a@Q®) A S(e° A Que)
= (LéaQab> A <€C A ch) + (La(SQab) A (ec A ch) + (LaQab> A 5(€C A ch) (97)
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Oncelikle yukaridaki son esitlikteki ilk terim incelenir. Bu inceleme sirasida

asagida
verilen 6zdegliklerden yararlanilir:
i) €Y A Lgw = pw ,w e AP(M) (98)
i1) 0(1a€?) = (014)€’ + 14(6€”) = 0 = (S14)e” = —14(5€?) (99)
Boylece ilk terim su hale gelir
S 1(0) QP A (€€ A Que) = tsalel A Q™) A (e A Qe)
= (L(Saei A LiQab - eiLJabiQab) A (ec A ch)
= —1,6€" A QY A (€€ A Qpe) (100)

Yukaridaki son ifadeyi tiiretebilmek igin asagidaki gibi bir 3-form ifadesi kullanilabilir.
2-boyutta caligildig i¢in bu 3-form ifadesi dogal olarak sifirdir.

0 =tq] 5" A Q™ A A Qse)
1—form 0—form 2—form

= 140¢" A 1;Q™ A (e A Qpe) — 5" A 11 Q™ A (6 A Qpe)

— 0" A 1iQ™ A 1€ A Qpe + €' A 1;Q A €€ A 1,Qpe

i—ra—>d

vV
i—ra—rc—>d

Burada ¢,6;Q% = 0.

= 150¢" A 1;Q% A (€A Qpe) — 5€% A 1aQ% A 1ge A Qo + 5% A 1,Q% A e A 1.Qg
= 150¢" A 1;Q% N (€9 A Qpe) — 5e® A 1,Q% A Qpe + 5 A 1,Q% N e A 1Qpa
= 140¢" A 1;Q% N (€A Qpe) — 5% A [1aQ% A Qv — 1aQ% A (1:Qpa)e”]

Boylece sunlar yazlabilir

S0t A LQ™ A (€A Qpe) = 5 A [1aQ™ A Qb — 1aQ™ A (1cQpa) e
o (18aQ) A (€€ A Que) = =0 A [1aQ A Qbe — 1aQ" A (1Qpa)e’] (101)
Simdi esitlik (97)” deki ikinci terim incelenebilir.

0=1a(0Q" N e A
La( Q E_ ch )
1—form 1=form 1_form

= LaéQ“b AeEN Qpe — 5Q“b A tgef A Qpe + 5@‘”’ A €N 1aQpe
- La(sQab A ec A ch - 5Qab A [Qab - (Lach)ec]

Boylece

S 1a0Q A e A Que = 6Q™ A [Qup — (1aQpe)e’] (102)
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Son olarak esitlik (97)” deki ii¢iincii terim incelenir.

- (N

(1a Q) A 0(e A Que) = (1aQ™) N0 A Qoo+ (1aQ™) A € N Qs

c<——ra c<——ra

= 0e A (LeQ)Qup — 6Qup N (LcQ)e” (103)
Simdi bulunan tiim sonuglar esitlik (97)" de yerine yerlestirilirse

5 0L = —0e" A [ta@" A Que — Q" A (1cQba)e™] 4 0Q™ N [Qab — (taQue)e]
+0¢" A (1eQ")Qub — 5Qus A (1cQ")e"
= 6" A [—aQ" A Qpe + 1aQ" A (1cQpa)e” + (1cQ™) Qup]
+6Q” A [Qap — (ta@re)e” — (1°Que)ea]
= 66" A [=1aQ" A Que + 1aQ" A (1Qba)e” + (0cQ")Qat)

+ %5Aab A [Qab - (Lach)ec - (LCQbC)ea]
+ %5Aba A [Qab - (%ch)ec - (Lchc)ea]

J

a;)b
= 0" A [—1aQ" A Que + Q" A (1:Qua)e” + (1:Q") Q)
+ %5Aab A [QQab - (%ch)ec - (LCch)ea - (LanC)ec - (LCQac)eb]

Son olarak asagidaki sonuca erisilir

5[16 = e A [_LaQbC A ch + Lach A (Lchd)ed + (LCQbC)Qab]

1

L | 1 (101
+OA™ A [Qab - §(Lach)ec - §(L0Qb6)ea - _(LanC)ec - _(LCQGC)eb

1
2 2
6.2 Egrilik Terimleri i¢in Varyasyon Hesaplari
6.2.1 L, = R*, A xR’ icin varyasyon

Bu terim icin esitlik (84)" deki en genel ifadede a = R*;, [ = R’,, p = 2 kul-
lanilirsa

6L, = 0R%, A xR, —|—§Rba A xRy —6e A [(LeR? ) AN*¥R% — Ry A (1 * R )]

vV Vv
a+—b a<s—c

1
= 0RyA2% RY y + —0e* A [(1aRP ) A %R%y) (105)
= 0Ny A2D % R® 4 — 0e® A [(1a R ) A *R%)
Burada 6 R*, AU = 0A%, A DV bzdesligi kullanildi; W herhangi bir (n-2)-form.
0Ly = 6Ay A2D x R* 4 — 6 A [(taRY.) A ¥R ) (106)
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6.2.2 L, = R*Ax*R, i¢in varyasyon

Esitlik (84)’ deki en genel ifadede agagidaki tanimlamalarla birlikte Ly igin varyasyon
hesab1 yapilirsa:
a=1,B* — B* = R"
B=14uC"— C’ =R,

6Ly = 6B A x(eq A 1pC?) + 5C% A x(eq A 1,B)
+ e A[(tate BS) Ax(1C°) = (1aBY) A x(ee A 1ty C?)
— (1aC%) A x(ec A 1 BY) + (1B°) A %(eq A 13,CP)]
= 0RY A x(eq Aty R? ;) 4+ R ; A *(eq A 1pR™)
+ 6% A [(tate RY) A %(1p R 5) — (LaR) A %(ee A 1, R”;)
— (1aR%3) A x(ee A R + (1R) A x(eq A 1y R )] (107)
= 0R™ A x(eq A Ry) +6R*y A x(eq A RY)
+ 0% A [(taR?) A %Ry — R A (1o % Ry) + 2(0aRP) A (te % Rb)]
= 0R A 2% (e A R)
4+ 6e” A [(1aR") A xRy — R A (1q % Ry) + 2(La R®) A (10 % Ry)]
= 0A%, A 2D[x(eq A R")] + 6€® A [1ta(R? A %Ry) + 2(1a R®) A (1e % Rp)]
Burada *(K Aey) =ty AxK ve R y, AW = §A%, A DV 6zdeglikleri kullamldi; K herhangi

bir form ve U herhangi bir (n-2)-form. Buna gore sonug

o 0Ly = 0Ny A [=2D(1g % R)] + 0€® A [ta(RY A %Ry) + 2(1a R®) A (1o % Ry)]  (108)

6.2.3 L3 =R AR icin varyasyon

Esitlik (84)” deki en genel ifadede agagidaki tanimlamalarla birlikte Lj i¢in varyasyon
hesab1 yapilirsa:
oa=1,B* — B*=R"
B=4uC — C*=RP
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6L3 = SR A x(eq A 1pR?) + 6R® A *(eq A 1, R?)

+ 8% A [(tateRE) A (1, R?) — (1, R) A *(ee A 13 RP)
— (L) A x(ec A tyR) + (1cR°) A x(ea A 4y R")]

=0R"Nig*R+0R" Nig xR (109)
+ 0 AN [=(taR)Nte xR — (taRE) Ate x R+ R A 1 x R]

=20R* N i1g*x R+ 6 N [—(LaR°) A2t * R+ R A g xR

=0R* AN 21, xR + f(de?)

Burada #(e, AR) = #*(RAey) = ta* R ve 14t R = 0 6zdeslikleri kullanildi; R bir 0-form,

R° bir 1-form. Simdi son egitlikteki § R* terimi incelenirse

R® = 3, R* = §R* = §(1, R*)

(110)
= L(sbRba + Lb5Rba

Ik terim icin agagidaki islemler yapilir

1
L R™ = 155 (R cq ) 3

= (tov€®) R™ cqe?) (111)
LCRba’

= —(0e) 1. R™

Burada son egitlikte §(upe€) = 0 = t5pe® + 1p0€° = 15pe¢ = —(1pde°) kullamldi. Bulunan bu

sonug (110) esitliginde yerine yazilirsa
SR = —(130€) L. R* + 1,6 R™ (112)
Simdi bulunan sonug (109) esitliginde yerine yazilirsa

0Ls = [~ (1s0€)ecR™ + 1,0 R™] A 214 % R + f(de”)

(113)
= —(140€) L R* A 200 % R + 150 R" A 20 ¥ R + f(5e)
Son ifadede birinci ve ikinci terimler incelenir. Ilk terim icin
0 = (e A 1eRY A 20, * R) ,since inside the brackets reads 3-form

= 150€° A LeRP A 200 ¥ R — 8¢S A 1pte RP A 200 % R+ 8¢S A 1R A 20414 * R

= (140€°) 1L R*™ N 20 ¥ R — 0e° A (ébLCRba A2 % R — 1R A 2014 * RJ)

1y (Le RPAN214%R)

2 (0€9) L RP A 200 % R = 6€° A 13 (1 RP A 204 % R)
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Simdi (113) esitligindeki ikinci terim igin
0=1,(6R" A2t xR) ,since inside the brackets reads 3-form
= 10R" A 2, xR+ R A 2010 * R (115)
CORY A2, * R = —0R" A 201 * R
(114) ve (115) ifadeleri (113) esitliginde kullanilirsa

6L3 = —6e° A 13(1LeRP A 2t ¥ R) —0R™ A 204t ¥ R + f(0e)
a;c

= —6R" A 214 * R — 6 A 1(1a R A 21 % R) + f(5e”) (116)
= ORYy A 2014 x R — 5e® A 1y(1a R™ A 20, x R) + f(0e%)
= 0Ny A2D (b1 % R) — 8™ A 1p(ta R™ A 20 % R) + f(0e%)

Simdi 0 L3 ifadesinin agikga elde edilmesi igin f(de®) teriminin agik hali yazilirsa

6Ls = 6A"y A 2D (b1 * R)
+ 6 A [—15(1a R A 21 ¥ R) — (1 R) A2t ¥ R+ R A 1g % R (117)

-~

f(de?)

Yukaridaki ifadede yeni tamimlanan f(de®) terimi incelenir.

f(de®) = 0e® A [— tptq RY A 20 xR + 1, R A 2010 % R — (LaR) N2t * R+ R Aty %R

=

= 0% A [Laly RP N2t % R+ 1o R A 2t ¥ R — (1aRY) A 200 ¥ R+ R A L * R]

~ (118)
= 0" A (1gR A 200 % R+ 1o R A 20400 ¥ R — 1a REAN 20, s R+ R ALy ¥ R)
= 0e® A (LaR™ A 2upte * R+ R Atg ¥ R)
Bulunan son sonug (117) esitliginde kullanilirsa
o 0L3 = 0Ny A2D(%1y % R) + 0e® A (1R A 20t ¥ R +R Aty ¥ R) (119)
2 6L3 = 0A y A2D(R % %) + 6™ A (1a RPN 2R % ey + R? % €4) (120)

6.2.4 L, = R A xR icin varyasyon
Esitlik (84)” deki en genel ifade dogrudan kullanihirsa
0Ly =dRA*R~+0RA*R — e A [(taR) AN xR — R A (14 * R)]
=20R N *R — 0e® A [(toR) N xR)]
= 5(aR™®) N2 % R — 6e® A (1R A *R) (121)
= 0R*y A21° 4 x R — 0e® A (taR N *R)
= 0Ny A2D(n o % R) — 0e® A (1aR N %R)

25



Burada 0R*, AW = JA*, A DV O6zdesligi kullamildi; U herhangi bir (n-2)-form. Buna
gore sonug
o O6Ly = 0Ny A2D(n o % R) — 6e A (1aR A *R) (122)

6.2.5 Ls; =R AR igin varyasyon

Bu terim i¢in dogrudan agagidaki sekilde hesap yapilabilir

0Ls =0RANR+RAIR
= 5(1LaR*) A R+ R A 5(1pa R™)
=R y A1’ uR+ (t6aR*) AR+ (tadR*) AR
=Ny AD(1" o R) + (16aR*) N R+ (1.6R*) A R

(123)

Yukaridaki ifadede son iki terim incelenir. Oncelikle ikinci terimde asagidaki matematik-

sel islemler yapilirsa
0= Lga(Ra VAN R) = (L(;aRa) AR—R*A (LgaR) (124)
Burada parantez i¢indeki ifade bir 3-form oldugu i¢in 2-boyutta sifirlanir.
(LgaRa) AR=R"A (LgaR)
= R A ndc(béaRCd>
1
= R"A nch(Sa(RCd ymn 6mn)§
= R A ndc(%aem)RCd o e (125)
= — R A 1ge(1a0€™) (1 R™)
= —RA (146€°) (pR)
= —(140€")R* A (uR)
Yukaridaki ifadede su kullanilirsa
0= Lb(Ra N R) = R*A (LbR) = (LbRa) AR (126)
asagidaki sonuca erisilir
(tsaR*) A R = —(140€") (sR*) A R (127)
Son ifadede agagidaki iglemler yapilirsa

0 = 1a[0€” A (1,R*)R]
(128)
= (1a0€") A (bR R — 6€ A (,R*) (14 R)

sunu verir

(ta0€®) A (bR)R = 6¢® A (15R*) (1o R) (129)
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boylece asagidaki sonuca ulagilir
(tsaR*) N R = —6e A (1, R°) (1pR) (130)
Simdi yukarida tiiretilen ifadeler (123) esitliginde kullanilirsa 0 L terimi su sekilde diizenlenir
§Ls = 6A"y A D(n° oR) — de® A (L R") (s R) + (1a0R*) A R (131)
Yukaridaki son terimde su iglemler yapilir

0=1,(0R*NR) = (t,0R*) NR=JdR* N1, R
= (6(R"™)) A taR (132)
= (tspR*) A (1aR) + (6R™) A 1o R

son ifadedeki ikinci terimde su iglemler yapilir

0= t3(6R" A (1aR)) = (1s0R") A (1aR) = —6R" A 1y, R
—_——

as—b
= —0R"y Aol R (133)
= —0A“y A D(14t"R)
Elde edilen sonuglar (132) esitliginde kullanhrsa
(LadR™) A R = (15pR™) A (1aR) — 0A*y A D (141" R) (134)

Elde edilen son sonug (131) esitliginde kullanilir ve L5 terimi yeniden diizenlenirse
6Ls = 0A"y A D(n° eR) — 8e® A (1o RP) (14 R) — 6A" 4 A D(14t"R) + (15 R™) A (1o R) (135)
Simdi yukaridaki son terim incelenir

1
L(sbRba A LaR = —L(sb(Rba sed BCd) VAN LaR
2 (136)

= —(130€°) (L R™) A 1o R

Son ifadede su matematiksel iglemler yapilirsa
0 = 13(6e° AL R AL R) = (146€°) (1L R™) ALg R—0¢ (151 R™) Atg R4+-6€° Ao R (141, R) (137)
boylece

—(146€°) (LeR™) A 1R = de° A [LCRba(LbLaR) — (1L R™™) A Lo R
= 0¢° A [te R (4o R) + (1eRY) A 1o R]

-
a—-C

= 0e" A [ta R* (15t R) + (1o R?) A 1R

(138)
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Son sonuglar (135) esitliginde kullanilirsa 0 L5 igin asagidaki sonuca erigilir

6Ls = 0A*[D(n° . R) —

D(14t°R)] + 0e® A [1LaR™ A tpteR + 1o R° Aty R — 1, R A 14 R]

= 0Ny AD(’ R — 1at° R) + o€ /\(LaRb A tpteR)

=0A"y AN D

Lal’R) + 0e® A to(tyt.R A RY)

= 0A%, A D7 eR — 1at°R) 4 6% A 14(teR A 15 R™) (139)

= oA, AD(n? R—LaLbR +0e* A tg

=0A"y AN D

(1’
(1’ )
(1’ ) (
= A Yy A D1 R — 1tat’R) + 5e” A 1o(te R A RS)
( ) (=
(n’ )

R A .R°)
Lot R) + 6e* A (—1,R)R

2 0Ls = 0A y AD(n° e R — 1at"R) 4 e A (—1,R)R (140)

6.3 Alan Denklemi Terimlerinin Belirlenmesi

Bu boliimde alan denklemlerinde goriilen nicelikler tanimlanacaktir. 7,[¢)] := OL,,/0e

a

madde enerji-momentum 1-formu ve ¥,°[¢)] := 9L,,/0A%, madde agisal momentum 1-

formu temsil eder. Bunlarla birlikte 7,[Q] nonmetricity enerji-momentum 1-formudur

7]Q] = m lTa[Q] + 1y %7, Q] +n3 *Ta (@] + ny 4Ta[Q]

Burada

| =
'
] =
] =
'
] =

+15°7a[Q] + 16 °7a[Q)] (141)

[(Lach> A *ch + ch A (La * ch)]

Q = (LdeC)( bec) *€q — 2(Lade)(Lchd) * €p

~[(taQ) A*Q + Q A (10 x Q)] (142)
—[Qap * (Q™ Aer) + (1aQ) A e % (Qpa A €”)]

Q) == (Q)(1eQ™) * €0 — (1aQ)(1cQ™) * €5 — (14 Q) (LaQ”) * €

(LaQbC)ch + (Lach)(Lchd)ed + (Lchc)Qab .

7. R] ise egrilik enerji-momentum 1-formudur

Tao[R] = c1 '4[R] + ¢2 274 [R] + 374 [R] + ¢4 *7a[R] + ¢5 ° o[ R] (143)

Burada

= —(1aR".) N xRy

La(RY A % Ry) 4 2(1a R®) A (1e % Ry)

= (1aR") N 2R x ey + R* % €4 (144)
= —(taR) N xR

!

g

8t

m\][\.’)
ERERE e
i
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’T.R] := —(taR)R.

¥,[Q] nonmetricity acisal momentum 1-formudur

Eab[Q] =n 1Eab[Q] + na QZab[Q] + ns Szab[Q] + Ny 4Eab[Q]
+ns 5Zab[Q] + N 6Eab[Q]

Burada
15.00Q) =2+ Q.
22[Q) = (1eQ) % eq + (1°Qcq) * €°
Ta'Q) =20, Q
15.00Q] := ea A *(Q% Ae.) + €P A x(Que A €°)
EQ) = 5 (Q)  eut 5(1a@) * €+ 0L(1Q") x e
6Zab[Q] = Qab - %(bach)ec - %(Lanc>ec - %(LCQac)eb - %(’/Cch)ea .

Son olarak, ¥,°[R] egrilik agisal momentum 1-formudur

YL [R] = ¢ "SR]+ e PR [R] 4 3PS [R) + ea TG [R) + ¢ P8 [R)

Burada

2 [R] := —2D(14 * RY)
2D(R * e,")
19 [R] := 2D(0% * R)

(145)

(146)

(147)

(148)

Simdi )\, ifadesi, baglant1 alan denklemi (83)’ e ig ¢arpim () uygulanarak hesaplan-

abilir.

Mo = — 2y (S11Q) + SR) + S

2

(149)

Daha sonra bu sonug kogerceve alan denklemi (82)’ te kullamlir. Boylece ¢oziillmek tizere

esitlik (81), (82), (149) ve OL,,/01 = 0 alan denklemleri elde edilmig olur.

6.4 Baz Kiiresel Simetrik Statik Coziim Siniflari

Metrik i¢in asagidaki ansatz ele alinsin

(150)



Bununla birlikte % = (¢,r) koordinat haritasinda nonmetricity igin de bagimsiz olarak

asagidaki ansatz yapilsin

Q™ = hy(r)dt + hao(r)dr, Q" = hs(r)dt + hy(r)dr
Q™ = hs(r)dt + he(r)dr (151)

Bilgisayar sistemi REDUCE ve paketi EXCALC ile [9],[10] dogrulandig {izere yukaridaki
ansatz konfigiirasyonu sifir burulma kogulunu saglamaktadir (81). Baglanti 1-form bilegenleri
Ay = Wap + Gap + Qap ise (150) ve (151) ifadelerinin (32) ve (34) esitliklerinde kul-

lanilmasiyla hesaplanabilir
1
Ago = 7 (9h1€0 + fhzel) ;

Mo = — [(f' = fho — 2ghs) €® + ghse'] |, (152)

1

fg
o= % [(—f" + fha) e+ (—2hg — ghs)e'] .
AH = % (gh3€0 + fh4€1)

Burada tstel indis (7), r’ ye gore tiirevi temsil etmektedir. Béylece alan denklemleri (82)
ve (149) ¢ok karmagik diferansiyel denklem seti verirler.

(Coziim icin denemeler sirasinda gozlendigi lizere asagidaki konfigiirasyon altinda f ve
h; fonksiyonlar: rastgele secilebilir olmaktadir. Bu kogullar altinda teori 6nemsiz olmak-
tadir.

g(r) =1/f(r),
63:—62201#07 C4:C5:O, (153)

nyg=-ng=-n5/2=ny#0, ny=mng=20

30



7 SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda, Einstein genel gorelilik teorisinin degistirilmesi amaciyla Rie-
mann Otesi geometrik yapinin kullanildigi bir yontem takip edilmistir. Bununla bir-
likte ayar teorisi yaklagimi uygulanmig ve kiitlegelim lokal olarak ayar degismez bir
lagrangian ile modellenmistir. Nonmetricity ve egrilik i¢in kuadratik olan, parite ko-
ruyan ve korumayan terimleri igeren en genel lagrangian belirlenmistir. Belirlenen bu la-
grangian terimlerinin her biri tizerinde tiim baglant1 ve kocerceve i¢in bagimsiz varyasyon
hesaplar1 yapilmig ve bu hesaplar sonucu alan denklemleri elde edilmistir. Baslangicta
en genel lagrangian tizerinde herhangi bir kisit koymadan elde edilen bu alan denklem-
leri kullanilarak analitik ¢oziim olup olmadigr aragtirilmigtir. Secilen en genel lagrangian
ifadesinnin icerdigi terim sayisinin fazla olmasi bir ¢éziim bulunmasini zorlagtirmigtir. Bu
kapsamda nonmetricity ve metrik tensorlerinde yer alan serbest fonksiyon degiskenleri igin
birtakim onermelerle ¢oziim aranmigtir. Konuyla ilgili ilerleyen siirecte caligilabilecek
noktalar arasinda yukarida sozii edilen, en genel lagrangian ifadesinden tiiretilen alan
denklemlerine (bilgisayar sistemlerinin de yardimiyla) ¢6ziim aramak sayilabilir. Serbest
degisken sayisi azaltilarak ve/veya degiskenler igin farkli dnermeler denenerek matem-
atiksel bir ¢oziim aranabilir. Tez ¢aligma ekibinin de planlar1 arasinda bu devam yolu yer
almaktadir. Bunun diginda tez sirasinda uygulanmig bir diger yontem ise, baslangicta
secilen lagrangian ifadesinin degistirilmesi olacaktir. Bu anlamda daha basit ve daha
az terim iceren lagrangian ifadeleri i¢in tiiretilen alan denklemleri incelenebilir. Bu
yontem kapsaminda tez ekibi tarafindan kayda degmeyen denemeler yapilmig olup il-

erleyen siirecte daha detaylh caligilmasi planlanmigtir.
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