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OZET

BURGERS DENKLEMININ CHEYSHEV POLINOMLARI iLE COZUMU
YUKSEK LISANS TEZI
MURAT KUZOREN
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)
DENIZLI, HAZIRAN - 2019

Bu calisma ii¢ ana boliim seklinde diizenlenmistir. Birinci bdliimde
Burgers denklemi, denklemin analitik ve sayisal ¢oziimleri lizerine literatiir
bilgileri verilmistir. Ikinci boliimde denklemin analitik ¢oziimleri, son bdliimde
ise Burgers denklemi i¢in Chebyshev polinomlarina dayali bir siralama yontemi
sunulmus ve bu yontemin uygulanabilirligini ve verimliligini gostermek ig¢in
cesitli ornekler ele alinmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Burgers denklemi, Chebyshev polinomlari



ABSTRACT

SOLUTION OF BURGERS EQUATION IN TERMS CHEBYSHEV
POLYNOMIALS
MSC THESIS
MURAT KUZOREN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)
DENIZLIi, JUNE 2019

This study is organized as three main chapters. In the first chapter,
literatures on the Burgers equation and their analytical and numerical solutions are
given. In the second chapter, the analytical solutions of the Burgers equation are
given and in the last chapter, a collocation method based on the Chebyshev
polynomials is presented for the Burgers equations and some examples are
discussed to demonstrate the accuracy, applicability and the efficiency of this
method.

KEYWORDS: Burgers equation, Chebyshev polynomials
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1. GIRIS

v > 0 bir parametre olmak tlizere
Up + ULy = VU, (1.1)

seklinde ifade edilen dogrusal olmayan kismi tiirevli denklem, literatiire denge
durumu iki ¢6ziimii ile birlikte Bateman (1915) tarafindan kazandirilmistir. Bateman,
calismasinda viskoz sivilarin hareketini bu denklemle analiz etmeyi Onerir.
Denklemdeki; x uzay koordinatini, t zaman degiskenini, v matematiksel modeli ele
almacak akiskanin akmaya kars1 gosterdigi i¢ diren¢ olarak tanimlanabilecek
kinematik viskoziteyi, u fonksiyonu ise akigkanin hizini temsil etmektedir. Denklem
sOhretini sonraki yillarda kazanir. Akigkanlar mekaniginin bazi temel konularini
analiz edebilmek i¢in Navier-Stokes denklemlerine benzeyen fakat daha sade bir
denklem arayisinda olan Burgers (1939), birkag¢ alternatif denklem arasindan soz
konusu denklemi mercek altina alir ve kapsamli ¢aligmalarinin sonunda denklemi
tiirbiilansli akisa model olarak sunar. Denklem, onun tiirbiilans teorisine yaptigi
katkilar ve denklem {izerindeki yogun calismalar1 sebebiyle artik Burgers denklemi
olarak anilmaya baslar (Burgers 1940, 1948, 1950%°, 1954, 1955, 1964, 1965, 1974).

Burgers denklemi, dogrusal olmayan bir boyutlu akigin tiim davranislarini en
iyi temsil eden matematik formudur (Cebeci ve dig. 2005). Dolayisiyla matematiksel
acidan zengin Ozelliklere haizdir. Bunlardan en oOnemlisi dogrusal olmayan
konveksiyon (uu,) ile dogrusal difiizyon (vu,,) arasindaki c¢ekigsmenin en basit
matematiksel formiilasyonu olmasidir (Benton ve Platzman 1972). Dogrusal olmayan
terimin diklestirici etkisi ve diflizif terimin yayilma egilimi ile zaman evrimi
arasindaki denge, Burgers denkleminin 6ziidir ve bu husus Lighthill (1956)
tarafindan agik¢a ortaya konulmustur. Denklem, viskozite katsayisinin yeterince
kiigiik secilmesi durumunda, parabolik yapisim1 kaybederek hiperbolik ozellikler
gostermeye baslamakta ve akiskanda sok dalga hareketleri ile dalga cephesinde dik

yonelmeler olugmaktadir.



Denklemin zengin yapisi diger arastirmacilarin da kisa stirede dikkatini ¢eker
ve Lighthill (1956) tarafindan aerodinamik, dogrusal olmayan akustik, su taskinlari
ve trafik akigsinda; Mendousse (1953), Keck ve Beyer (1960), Soluyan ve Khokhlov
(1961) tarafindan termoviskoz sivilarin sonlu genlikli enine dalgalarinda; Blackstock
(1964, 1966) tarafindan akustikte; Lick (1970) tarafindan buzul bozulmalarinda
model denklem olarak basarili bir sekilde kullanilir. Denklemin, sok dalga teorisi, 1s1
transferi ve stokastik siirecler ile iligkisi Cole (1951); izotropik katilardaki elastik
dalgalarla iligkisi Pospelov (1966), sonlu genlikli enine hidromagnetik dalgalarla
iligkisi Goldberg (1962), sayilar teorisi ile iligkisi Van der Pol (1951); enerji
spektrumunun ¢esitli yonleri Reid (1956), Ogura (1957) ve Tatsumi (1969)
tarafindan verilmistir. Bazi arastirmacilar yeni tiirbiilans teorilerini Burgers
denkleminde test ederken, Saffman (1968) Burgers modelinden elde edilen
sonuglarla Kolmogorov yasasinin temelini sorgulamistir. Lagerstrom ve dig. (1949),
Lighthill (1956) ve Hayes (1958) Navier-Stokes denklemlerine benzerligini 6zellikle
vurgularken Hayes (1958) ile Su ve Gardner (1969) denklemin cesitli yonlerini
degisik kisitlamalar altinda incelemistir. Bunlara ek olarak, Cooper (1964), Hargrove
(1960), Kruskal ve Zabusky (1964), Platzman (1964), Moeers (1968) ve daha birgok

arastirmaci tarafindan farkli alanlarda tekrar tekrar giindeme getirilmistir.

Ote yandan Burgers denklemi baslangic ve siir sartlarinin  degisik
secimleriyle analitik olarak coziilebilen az sayidaki dogrusal olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemden biridir. Zaman igerisinde bir¢ok aragtirmaci denkleme farkli
¢Oziim yollart 6nermistir. Bu ¢éziimlerden belki de en ilginci Fay (1931) tarafindan
gelistirilmis 6zel ¢oziimdiir (bkz. Tablo 2.3, ¢6ziim 10). Bu ¢6zlim, Fubini-Ghiron’un
(1935) calismasi ile akustik literatiirde “Fubini ¢6ziimii” olarak da bilinmektedir ve
Cole (1951) tarafindan baslangic sarti eklenerek gelistirilip tam ¢oziim elde

edilmistir.

Diger yandan Hopf (1950) ve Cole (1951), birbirlerinden bagimsiz yaptiklar
caligmalarinda,
O

= _2v=>
u VG



dontistimiint kullanarak Burgers denklemini 1s1 denklemine doniistiirmiis, keyfi bir
baslangi¢ sart1 i¢in tam ve acik olarak ¢ozmiistiir. Bu doniisiime bu iki isme atfen

Hopf-Cole doniistimii ad1 verilir. Bu doniisiim Burgers’in (1950),
u=t"128(2), z=(4vt)"V?x

seklindeki benzerlik doniisiimlerini kullanarak yaptig1 ¢oziimlerde de goriilmektedir.
Ayrica Hopf-Cole doniisiimiiniin hidrodinamik uygulamalar1 Chu (1965), Shvets ve
Meleshko (1965) ve Ames (1965) tarafindan tartisilmistir. Denklemin benzerlik
doniisiimii altinda higbir yardimer sart kullanmaksizin Riccati denklemine dontistiigi
Rodin (1974) tarafindan gosterilirken, Walsh (1969), Crighton ve Scott (1979)
Parker (1980), Larson (1978) ve Lardner (1986) gibi bircok arastirmaci da Burgers
denklemi i¢in baslangi¢-sinir deger problemlerini calisarak c¢oziimlerinin fiziksel

Onemini irdelemistir.

Denklemin analitik ¢éziimii i¢in yapilan en kapsamli ¢aligmalardan biri ise
Benton ve Platzman (1972) tarafindan yapilmistir. Benton ve Platzman (1972),
Burgers denkleminin sonlu tanim kiimesi i¢in kaynaklarda daginik bulunan farkh
¢Ozlimlerini bir tablo altinda toplamis, sonsuz tanim kiimesinde tanimladiklar1 iki
farkli baglangic-sinir deger probleminin ¢oziimiinii de tablolarina dahil etmistir. Ayni
zamanda Penel ve Skyrme (1962), Case ve Chiu (1969), Murray (1970*°), Murray
(1973), ve Crighton (1979*%) tarafindan Burgers denkleminin bircok
genellestirilmesi yapilmis; Kriess ve Lorenz (1989), Burgers denklemi ile ortak olan

sinir deger problemlerinin ¢ézlimlerinin varlik ve tekligini incelemistir.

Burgers denkleminin analitik ¢6ziimii i¢in en azindan bir kismindan yukarida
bahsettigimiz gibi yogun calismalar yapilmis ancak bulunan analitik ¢dzlimlerin
R, = 1/v seklindeki tanimlanan biiyiik Reynolds sayilar1 i¢in yetersiz kaldig
goriilmistlir. Reynolds sayisinin ¢ok biiylik secilmesi durumunda 6zellikle sonsuz
seri iceren analitik ¢oziimlerin olduk¢a yavas yakinsadiklari ya da yakinsama igin
cok fazla terime ihtiya¢ duyduklar: bir gercektir. Diger yandan Reynolds sayisinin
gercekei olmayacak sekilde kiigiik secilmesi durumunda ise elde edilen sonuglar
fiziksel olmayan sonuglar ortaya koyacaktir. Bu durum, Burgers denkleminin sayisal

metotlarla fiziksel gerceklere uyumlu viskozite degerleri i¢in ¢oziilmesi ihtiyacini



dogurmustur. Denklem bu sebeple ve ayrica mevcut sayisal yontemlerin kararlilik

analizini yapmak isteyen arastirmacilarin da yogun ilgisine mazhar olmustur.

Konuyla ilgili ilk ¢aligmalar1 yapan arastirmacilarindan, Rubin ve Graves
(1975) yar1 dogrusallastirma ve spline fonksiyon teknigini kullanmig, Varoglu ve
Finn (1980) uzay-zaman degisimini sonlu elemanlarla saglayarak agirlikli kalan
formiilasyonu ile birlestirdikleri yontemleri ile denklemi sayisal olarak ¢6zmiis ancak
kiigiik viskozite katsayilari i¢in karsilastirmali 6rnek verememistir. Sounders ve dig.
(1984) varyasyonel-ardisik yaklasimi ile elde ettikleri sonuclarin yeterli oldugunu
verdikleri orneklerle gostermis, Ames ve Nucci (1986) grup metodu yaklasimi ile

denklemi ele almugtir.

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde sik¢a kullanilan sonlu
elemanlar yontemiyle Burgers denklemine ¢6ziim arayan arastirmacilardan, Caldwell
ve dig. (1981) her adimda oOnceki adimlardan elde edilen verileri kullanan sonlu
eleman yontemi ile elde ettikleri sonuglarin kiiglik viskozite degerleri icin yetersiz
oldugunu ifade ederken, Dogan (2004) kullandig1 Galerkin sonlu eleman yonteminin
daha onceki yontemlerin ¢ogundan daha iyi sonug verdigini gostermistir. Nguyen ve
Reynen (1982), Cecchi ve dig. (1996) ve Ozis ve dig.’de (2003) Burgers denklemi

icin sonlu elemanlar yontemlerini ¢alisan diger arastirmacilardir.

Giliniimiize kadar pek c¢ok arastirmaci da Burgers denkleminin sayisal ¢ozliimii
icin sonlu farklar yontemini tercih etmistir. Evans ve Abdullah (1984) grup acik,
Kutluay ve Esen (2004) dogrusallastirilmis kapali, Kadalbajoo ve dig. (2005) bir
parametreye bagl olarak diizgiin yakinsayan, Hassanien ve dig. (2005) dordiincii
mertebeden, Giilsu ve Ozis (2005) klasik agik, Liao (2008) &rtiik dordiincii dereceden
kompakt, Sar1 ve Giirarslan (2009) altinct mertebeden kompakt, Zhang ve Wang
(2012) kestirici-diizeltici kompakt, Inan ve Bahadir (2014) Crank-Nicolson fiistel
sonlu fark yaklagimlari ile bu arastirmacilardan birkacidir. Galerkin metodu ile sonlu
fark metodunu birlestiren yari-kapali zamani ayristirma yontemleri ile Lin ve Zhou
(2001), Galerkin metoduna dayanan sonlu farklar yontemleri ile Dehghan ve dig.’de
(2013) bu isimlere eklenebilir.

Genellestirilmis sinir elemanlart yontemi ile Kakuda ve Tosaka (1990),

dogrusallastirilmis Burgers denklemi i¢in sinir eleman yontemi ile Bahadir ve



Saglam (2005) ise tercihini smir elemanlar1 yontemi yoniinde kullanan

arastirmacilardir.

Diferansiyel kuadratiir yontemler de aragtirmacilar tarafindan yogun ilgi
gormiis, Korkmaz ve Dag (2011) sinc, Korkmaz ve dig. (2011) kuartik B-spline,
Korkmaz ve Dag (2013) kiibik B-spline, Jiwari ve dig. (2013) agirlikli ortalama,
Mittal ve dig. (2013) agirlikli ortalama diferansiyel kuadratiir yontemi ile Burgers
denklemine ¢6ziim aramistir. Korkmaz ve Dag (2011) ile Mittal ve Jiwari (2012)
yaptiklar ¢aligmalarda polinom bazli diferansiyel kuadratiir yontemini benimserken,
yontemin uygulamasi diger yontemlerden daha pratik olsa da elde edilen
sonuclardaki hassasiyetinin literatiirdeki diger sonug¢lara nazaran daha koétii oldugu
goriilmiistiir. Ote yandan, Tamsir ve dig. (2016) iistel modifiye edilmis kiibik B-
spline diferansiyel kuadratiir yontemi ile elde ettikleri sonuglarin iyi bir hassasiyet

derecesine sahip oldugunu gostermistir.

Agirlikli - kalan prensibine dayanan yontemlerde literatiirde goze
carpmaktadir. Christie ve dig. (1981) kuadratik fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin,
Herbst ve dig. (1982) dogrusal ve kiibik fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, Ali ve dig.
(1990) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Dogan (1997) kuadratik B-
spline fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, Aksan ve Ozdes (2004) trigonometrik
fonksiyonlar ile Galerkin, Aksan (2005) dogrusal B-spline fonksiyonlar ile Galerkin,
Dag ve dig. (2005) kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Ozis ve
dig. (2005) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Ay ve dig. (2015)
trigonometrik ikinci dereceden B-spline fonksiyonlar ile Galerkin kullanarak bu
grupta yer almistir. Kutluay ve dig. (1999, 2004) once acgik ve tam acik sonlu fark
yontemi ile v = 0.01’e gore c¢ozdiikleri Burgers denklemini daha sonra yaptiklari
caligmada kuadratik B-Spline fonksiyonlar ile v = 0.001 degeri i¢in ¢6zmiis ancak
elde edilen sonuglarin hassasiyeti yeterli seviyede olmamistir. Yakin donemde ise,
Zhu ve Wang (2009) ile Jiang ve Wang (2010) kiibik B-spline quasi interpolasyon

yontemi ile bu alana katki saglamistir.

Burgers denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in siralama tabanli yontemlerde sikca
bagvurulan yontemlerin basinda gelmektedir. Rubin ve Khosla (1976) kiibik spline
fonksiyonlar ile, Ramadan ve dig. (2005) septik B-spline fonksiyonlar ile, Saka ve
Dag (2007) kuartik B-spline fonksiyonlar ile, Khater ve Dig. (2008) Chebyshev
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polinomlart ile, Irk (2009) sextic B-spline fonksiyonlar ile, Khalifa ve dig. (2011)
Chebyshev ve Legendre polinomlar1 ile, Mittal ve Jain (2012) modifiye kiibik B-
spline fonksiyonlar ile, Doha ve dig. (2014) Jacobi polinomlar: ile; Thirumalai ve
Seshadri (2018) Chebyshev, Legendre ve Jacobi polinomlar ile siralama yontemini
kullanan bilim insanlaridir. Ayrica, Dag ve dig. (2011) B-spline fonksiyonlar
kullanarak Taylor-Galerkin ve Taylor-siralama isimli yontemleriyle, Ashpazzadeh ve
dig. (2017) karisik sonlu fark ve siralama ismini verdikleri yontemleriyle, Darvishi

ve Javidi (2005) 6n kosullu siralama yontemleriyle unutulmamasi gereken isimlerdir.

Bunlara ek olarak, Ozis ve Ozdes (1996) direkt varyasyonel, Hon ve Mao
(1998) multi kuadrik, Abd-el-Malek ve El-Mansi (2000) grup teoretik, Abdou ve
Soliman (2005) varyasyonel iterasyon, Ozis ve Aslan (2005) asimptotik agilim
yontemini tercih etmis, Xie ve dig. (2008) tiiretilmis kernel fonksiyonlari, Liu ve dig.
(2009) Lie simetri analizi, Asaithambi (2010) otomatik diferansiyel yontemi ile

¢Ozum aramistir.

Yakin donemde Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in, Altiparmak (2011)
Padé yaklagimini, Bulut ve dig. (2013) degistirilmis deneme denklemi yontemini,
Gratke ve dig. (2013) instanton filtreleme teknigini; Jiwari (2012, 2015) uniform
Haar Dalgaci, quasi dogrusallasgtirma ve kapali euler yontemini kullanan hibrit bir
yontemi Onermistir. Nascimento ve dig. (2014) karsilastirmali ¢dziimlere yer
verdikleri caligmalarinda Fourier pseudespektral ve daldirilmis sinir elemani
yontemlerini birlestirerek kullandiklar1 metotla elde edilen sonuglarin yeterli

hassasiyette oldugunu gostermistir.



2. BURGERS DENKLEMI VE ANALITIK COZUMLERI

2.1 Burgers Denkleminin Modellemesi

Burgers denkleminin tiirbiilans akisa model denklem olarak ortaya ¢ikmasinin
yaninda farkli ve siirpriz fiziksel durumlarin matematiksel temsili olarak

kullanildigindan daha 6nce bahsetmistik. Bu durumlardan biri de trafik akimidir.

Trafik akimi {tizerinde ilk ¢alismalar Greenshield (1935) tarafindan
yapilmistir. Yirminci yiizyilin ortalarinda, I1. Diinya Savasi, giderek artan arag sayisi,
yeni otoyollar, yollarin verimli kullanilmasi ihtiyaci, donemin bilim adamlarin1 bu
konu iizerinde calismaya sevk etmistir (Memis 2008). Bu bilim adamlarindan ikisi
akiskanlar dinamigi alaninda ¢alisan Lighthill ve Whitham’dir (1955%). Lighthill ve
Whitham hem otoyollar hem de nehirler i¢in kullanabilecek kinematik dalgalar
lizerine c¢alismalar yapmis, Richards (1956) onlarin ¢alismalarindan hareketle
otoyollar {izerindeki sok dalga olusumlar1 iizerine egilmistir. Bu kisimdaki
caligmalarimizi, bu ii¢ isme ithafen ‘LWR Model’ olarak adlandirilan modelden

faydalanarak sekillendirecegiz.

Trafik akimi teorisinde temelde kabul goéren iki ana kuram vardir. Bunlardan
birincisi, kesintili akimdir. Kesintili trafik akiminda, siiriicii hareketleri diger bir
ifadeyle siirticii hiz1; trafik sinyalizasyonu, dur isaretleri, yol kenarina park etmis
araclar, karsidan karsiya gecen yayalar, yol yapim caligmalar1 vb. dis etkenler
sebebiyle kesintiye ugrayabilmektedir. Bu sebeple, kesintili akima sahip bir yolda
hareket eden bir siirlici hizin1 hem c¢evresinde bulunan diger araglara hem de
saydigimiz dis etkenlere gore ayarlamak zorundadir. Sehir i¢i trafigi bu tiirden akima
verilebilecek en giizel O6rnektir. Akim teorisinin ikinci ana kurami ise kesintisiz
akimdir. Kesintisiz trafik akiminda ise, siiriicii hareketlerinin sadece diger siirticiilerle
olan etkilesime maruz kaldigi, baskaca herhangi bir dis etkenin bulunmadigi
varsayilir. Cevre yollart ve sehirlerarasi yollar bu kapsamda 6rnek olarak verilebilir.
Bu tiirden kesintisiz akima sahip bir yolda oldugumuzu diisiinelim ve yolumuza

devam edelim.



Formel olarak akiskanlar mekanigindekine benzeyen, siirekli bir yaklasim
artyoruz. Akigkanlar mekaniginde, her bir akiskan tanecigin hareketini analiz etmek
olduk¢a zordur. Bu sebeple, herhangi bir noktada, o noktay ¢evreleyen kiiciik fakat
siirlart belirli ve etkisi bu noktada olan ortalama bir hacim aliriz. Benzer sekilde
trafik modellemesinde de yolun kii¢iik ama smirlart belirli bir uzunlugunu alip bu
bolgedeki fiziksel davraniglart analiz etmek makul ve yeterlidir. Tabi ki burada
kiigiikliik, akiskan mekanigindekinden olduk¢a farkli olsa da temel diisiincemiz

aynidir.

Sekil 2.1: Kesintisiz akim

Oncelikle bazi1 temel kavramlari tanimlayalim.

Yogunluk: Birim uzunlugundaki bir yolda, belirli bir zamanda bulunan arag
sayisina sozii edilen bolge icin “ara¢ yogunlugu (p)” diyelim asagidaki fonksiyonu

tanimlayalim:

p =p(x,t) (yogunluk = aragsayisi/yol)

Hiz: Bir hareketlinin birim zamanda aldig1 yol uzunluguna “hareketlinin hiz1

(v )” diyerek hiz fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:
v=v(xt) (hiz=yol/zaman)

Uzerinde calistigimiz yolun kesintisiz akima sahip oldugunu dolayisiyla
stiriicti hareketlerinin sadece ¢evresindeki araglar ile etkilesime bagli oldugunu kabul
etmistik. Buradan hareketle, hareketlinin hiz1 ile hareketlinin bulundugu bolgedeki

arag sayist yani ara¢ yogunlugu arasinda bir bagint1 oldugunu kabul edebiliriz. O



halde hiz fonksiyonu yogunluk cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir (Greenshields
1935).

v=v(p) = (1 S ) (2.1)

Pmax

Burada vy araglarin serbest hizini, pp,q, ise en yiiksek yogunlugu temsil
etmektedir. (2.1) denklemine goz atarsak, yogunlugun sifira yakinsadigi durumlarda
ara¢ hizlarinin da serbest hiza yakinsayacagi, yogunlugun artmasit durumunda ise
ara¢ hizlarinin diisecegi ve trafik yogunlugu gozlenecegi sonucunu ¢ikarmak

miimkiindiir. (2.1) Bagmtisina, Greenshield Bagintis1 ad1 verilmektedir.

Akt Yol iizerinde belirli bir noktadan gecen ara¢ sayisina “aki (q)” diyerek

konum ve zamana bagl bir fonksiyonla asagidaki sekilde ifade edelim.
q =q(x,t) (aki = arag sayisi/zaman)

Simdi ara¢ akimini modellemek i¢in gerekli parametrelere sahibiz. Bu
parametreler arasindaki iligki bizi model bir diferansiyel denkleme gotiirecektir.
Bunun i¢in ilk olarak x; ve x, yol iizerinde belirli iki nokta olmak tizere yogunluk

tanimini kullanarak [x; , x,] tizerinde,
arag sayisi = yogunluk x yol

diyelim. Ardindan, [x; ,x,] yolunun bir par¢alanmasini alip, pargalanmanin her bir

aralig1 icin son esitligi yeniden diizenleyelim.

arag sayisl = Z p(xy, t) Axy

Son esitlikte, araliklarin yeteri kadar kiigiik secilmesi ile sagdaki Reimann toplaminin
integral islemi ile yer degistirecegi aciktir. O halde,
X2
arag sayisl = f p(x,t)dx
X1
olur. Araliktan ¢ikan veya arali§a yeni giren araglarin olmasiyla, ara¢ sayis1 zamanla

degisim gosterecegi de asikardir. Buna gore arag sayisinin zamana bagl degisimi



X2
0
arac sayisindaki degisim = 3 f p(x,t)dx

X1
ile verilebilir.

Diger yandan yine aralikta ara¢ sayisinin degisimini x; ve x, noktalar
arasindaki aki farkindan da hesaplanabilir. Ciinkii araliga giren ara¢ sayisi ile
araliktan c¢ikan ara¢ sayisi arasindaki fark basit bir hesaplamayla bize arag

sayisindaki degisimi verecektir. Son esitligin de kullanimiyla,

X2

0
= [ ety dx = 4G9 - g0
e
elde edilir. Bu ara¢ sayisindaki korunumun integral formudur. Sona dogru
yaklastigimizi gérmekteyiz fakat analiz etmesi bu denkleme gore daha kolay olan bir

denklem isimizi daha da kolaylastiracaktir. Bunun icin son esitligin sol tarafinda

tiirev iglemi integralin icine alinir, sag tarafta ise integrale gegilirse,

X2 X2
dp(x,t) dq(x, t)
f R dx = — J. I dx
X1 X1
buradan,
X2
dp(x,t) 0dq(x,t
f(p(x ) | 99 ))dx:O
ot dx
X1

ve son olarak,

dp(x,t)  0q(x,t)
ot + dx =0

seklinde ara¢ korunumu i¢in daha alisilmis bir form elde ederiz. Buna trafik akisi i¢in

kinematik dalga denklemi ad1 verilir.

Esasinda, her ne zaman bir yogunluk (p) ve bu yogunlugun bir fonksiyonu

olan aki1 varsa (q), o zaman kiitlenin korunumu
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op 0
p 9P _

-~ 2.2
ot 0x 0 22

ile verilir (Pala 2006).

Ote yandan trafik teorisinde neredeyse temel olusturan, ara¢ akisi ile
yogunluk arasindaki iliskiye géz atalim. Buna gore, birim uzunluga sahip yoldaki

arag akisi, bu yolda 6l¢iilen ortalama hiz ile yogunlugun ¢arpimina esittir.

q(x,t) = v(p)p(x,t)

Bu esitligi birimlerden de takip etmemiz miimkiindiir. Ancak, ilk bakista oldukca
makul gibi goriinse de araclarin yavaslamasi veya hizlanmasiyla yogunluk degisecek,
yogunluk degisiminden dolayr da akida da degisim gozleneceginden elimizdeki
esitlik yetersiz kalacaktir. Bu sebeple aki denklemimizi yogunluktaki degisime bagl

olarak

q(x,t) = v(p)p(x,t) = vpy(x, 1) (2.3)

seklinde revize etmemiz gerekir. Akidaki bu degisime 1. Fick Kanunu ad1 verilir.
Buradaki v katsayisi, kinematik viskozite katsayisi olarak bilinir. Viskozite katsayisi,
deneysel olarak hesaplanabilen boyutsuz Reynolds sayisindan v = 1/R, esitligi ile

elde edilir. Reynolds sayisi ise,
ved
R, =P
U
ile verilir. Burada, p yine yogunlugu, vy serbest hizi, d fiziksel olayn meydana

geldigi geometrik seklin uzunlugunu, pu‘de akiskanin viskozlugunu gostermektedir.
Bu sabitlerin tiimiinii birden elimizdeki probleme uyarlamak pekala miimkiindiir. Biz
burada v <« 1durumunu g6z Oniine alacagiz. Bu yiizden gradyent etkisi, sadece

Pxx <K 1 durumunda diger bir degisle bir sok dalgas1 basladiginda 6nem kazanir.

(2.3) esitligini (2.1) ile verilen Greenshield Bagmtist ile birlikte diisiintip,

(2.2) ile verilen korunum denkleminde yerine yazarsak,

2p

Pt+vf<1_ )px_vpxx=0

max

elde edilir. Bu denklemde,
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dontistimii yapilip,

_ va _ va _ ZUf
U = —— P, Uy = ——Px V€ Uyy = —— Pxx
Pm Pm Pm

esitlikleri de yerlerine yazilirsa,
Up + UUy = VUy,y,

seklinde (1.1) ile verilen Burgers Denklemi elde edilir.

2.2 Burgers Denkleminin Gezinen Dalga Coziimii

Burgers denklemi akiskanlar dinamiginde difiizif dalgalar i¢in iyi bir model
ortaya koymakta olup, denklemdeki uu, terimi dogrusal olmayan konveksiyonu,
Vu,, terimi ise diflizyonu temsil etmektedir. Denklemin yari parabolik yapisi,
gezinen dalga tiirtinden ¢oziimlerin varhigini saglamaktadir. Bu sayede, denklemdeki

konvektif ve difiizif terimler arasindaki ¢ekigmeyi iyi bir sekilde gézlemleyebiliriz.
¢ bir sabit ve f bir fonksiyon olmak iizere Burgers denkleminin
u(x,t) =f(2), z=x-—ct 2.4)

formunda hareketli dalga ¢oziimiinii ariyoruz. Burada c dalga hizini, u(x, t) ¢oziim
fonksiyonu ise dalganin formunu gostermektedir. (2.4) fonksiyonunu Burgers

denkleminde yerine yazarsak,
f'(z) = df /dz

olmak tizere,
~cf +ff' = vf" =0

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ff'= %( £2)" oldugu

g0z Oniine alinip integre edilirse, C bir integral sabiti olmak iizere,

12



N 1, ,_C
of +5f2=vf = -3
denklemi elde edilir. Bu denklem ise normal formda asagidaki gibi,
;1
f =;(f2—ch+C) (2.5)

yazilabilir. (2.5) denkleminin ¢6ziilmesi i¢in bazi sinir kosullarinin bulunmasi gerekir

Bu sebeple z; # z, olmak tizere,
lim f(z) =z,
X——00

lim f(z) =z,

xX—+00

sinir  kosullarin1 z; > z, olacak sekilde kabul edip (2.5) denkleminde yerine

yazarsak,
z2—2cz;+C=0
z2—2¢z,+C=0
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle ¢ ve C degerleri,
c=(z1+2,)/2, C=2z2,
olarak bulunur. Bu durumda,
c?>C, zy=c++c2—=C, z,=c—+c2-C
olmak iizere (2.5) denklemi,
=5 =2)(f = 2) (2.6)
bi¢ciminde yazilabilir. (2.6) denklemi otonom olup;
f=zyvef =2z, igin f/=0
z; < f <z, i¢in f'<O0
f>z,vef >z, igin f'>0

sonuclarini ¢ikarabiliriz.
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Diger yandan (2.6) denklemi f = z;ve f = z, kritik noktalarma sahiptir.

Tiirev testi igin,

1
FO) =550 =200 — 22)

kabul edilip tiirevi alinirsa,

1
FI(f) = 5-(2f = (2 + )
elde edilir. Buradan; F'(z;) < 0 oldugundan f = z; noktasi kararsiz kritik nokta,

F'(z,) > 0 oldugundan f = z, noktasi kararli kritik nokta olur. Ayrica (2.6)

denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir denklem olup,

1,1 <f1 1 )df

2v (z1 — z) —-z; f—2z

seklinde yazilabilir. Simdide, z, < f < z; oldugunu g6z 6niine alinip, son denklem

integre edilecek olursa, ¢ = (z; + z,)/2 olmak tizere,

Z1 — 2y

1+ exp (% (x — ct))

ulx,t) =f(2) =z, + (2.7)

elde edilir. (2.7) ile verilen u fonksiyonu Burgers denkleminin sok c¢oziimiidiir.

Ayrica,

1 1
1+ex 5(1 ~ tanh (§)>

0zdesliginden faydalanarak (2.7) u fonksiyonunu,

Z — 2y

u(x, t) = f(2) = %(zl + z,) — % (z; — Zz)tanh( (x — ct)) (2.8)

bigiminde diizenleyebiliriz. Ozel bir durum icin, (2.8) esitliginde z, =0

alinmasiyla, ¢ = z; /2 olmak tizere,
Z1 Z1 Z1
u(x,t) = ?<1 — tanh (E (X - Zt)>)
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elde edilir ki, bu da Taylor sok profili olarak adlandirilmaktadir. Burada; u hizi, c ise

genligi temsil etmektedir.

Ote yandan (z; — z,)/2v > 0 oldugundan (2.7) den z’nin biiyiikk pozitif
degerleri igin, f(z)~z; ve z’nin bliyiikk negatif degerleri i¢in f(z)~z,, f(0) =
(z1 + 2z,)/2 ve her z igin f'(z) < 0 oldugunu sdyleyebiliriz. Yani, z; > z, oldugu
durumda, dalga profili u(x, t) = f(z) sabit z; degerinden, sabit z, degerine monoton
azalir. Diflizyon katsayis1 v’nin dalga formunun bi¢imine 6nemli bir etkisi vardir.
Denklemdeki diflizyon teriminin varligi dalga profilinin asamali olarak bigim
degistirip kopmasini 6nlemektedir. Diflizyon teriminin yoklugu ise dalga formunun
kirilarak sok dalgasi olusturmasina sebep olur. v’nin kii¢iik degerleri, yani difiizyon
etkisinin zayif olmasi ise, f(z)’deki egikligin dik (keskin) olmasina yol acar. Diger
yandan v’nin biiylik olmasi, diflizyon etkisinin daha fazla olmasini ve bu da dalganin
dar bir egiklige sahip olmasini gerektirecektir. Konveksiyon ve difiizyon (2.7) de tam
olarak dengelenmis durumdadir. Sonug olarak f, (2.8) ile verilen fonksiyon ve ¢ =
f(0) = (z; + z,)/2 olmak tizere, u(x, t,v) = f(x, ct) alinirsa, v — 0 i¢in u(x,t,v)
fonksiyonu sok ¢oziime yaklasacaktir. Sekil 2.2°dez; = 1,2z, =0,t =0,v =1ve
v =20.5,v=0.25,v =0.125 degerleri icin (2.7) ile verilen sok dalga profilinin
gbzlenmesi yer almaktadir. (Aslan 2007).

-10 ¥ 10
Sekil 2.2: Sok dalga profili
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2.3 Burgers Denkleminin Hopf-Cole Doniisiimii ile Coziimii

Burgers denklemine analitik ¢6ziim bulmak i¢in kullanilan yontemlerden bir
digeri de Hopf (1950) ve Cole (1951) tarafindan hemen hemen yakin tarihlerde fakat
birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirilen Hopf-Cole yontemidir. Yontem elimizdeki
mevcut dogrusal olmayan problemin, analitik ¢oziimii bilinen dogrusal diflizyon

denklemine indirgenmesi esasina dayanir. Soyle ki;
6 fonksiyonu,
0, =v0y,, —0<x<o0, t>0 (2.9)
6(x,0) = 6o(x)

seklinde verilen dogrusal diflizyon denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olmak {izere

Ox

u(x,t) = —Zv? (2.10)
Hopf-Cole doniistimii ile hesaplanan u fonksiyonu da
Up FUUy = VUyy, ©0<x<00, t>0 (1.1)

u(x,0) = uy(x)

Burgers denkleminin ¢oziimiidiir.

Bu oOnermenin dogrulugunu asagidaki sekilde basitce kontrol etmek
miimkiindiir. ¢ = @(x,t) kendisi ve her mertebeden kismi tiirevleri siirekli bir

fonksiyon olmak iizere (1.1) ile verilen Burgers denkleminde
U=¢x ¢=0¢xt) (2.11)
doniistimii uygulanirsa

Pxt T PxPxx = VPxxx (2.12)

denklemi elde edilir. ¢ siirekli bir fonksiyon oldugundan ¢, = ¢, dir. Bu esitlik

g0z Oniine alinarak (2.12) denkleminin her iki yani x’e gore integrallenirse,

1
Q¢ + 3 ((px)z = VQPxyx (2.13)

elde edilir. ¢@(x,t) = F(0(x,t)) olarak alinip (2.13) de yerine yazilirsa,
16



F'(0)0, + 3 [F'(6)6,]2 = v[F"(8)62 + F'(6)6,] (2.14)

elde edilir. Burada, 6 fonksiyonunun (2.9) 1s1 denkleminin herhangi bir ¢oziimi

oldugu kabul edilirse (2.14) denklemi
[F'(6)]* = 2vF"(6)

seklinde sadelestirilebilir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in denkleme,

dontlistimii uygulanirsa,

L _ P'(6)
ROBEENATIOE

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiiyle de,

1
P(6) = —5-(6 - c)

elde edilir. Bu denklemde 6zel alarak c¢; = 0 alinip tekrar 1/P(6) = F'(6) esitligi

kullanilirsa,
F'(6) = -2v—=

sonu¢ olarak da,
p(x,t) =F(@) =—-2vIn(0) +c,
ve burada (2.11) doniisiimiiniin tekrar kullanimiyla da,

Ox

u(x, t) = @ (x,t) = —2v 5

elde edilir. Sonu¢ olarak, (2.9) 1s1 denkleminin herhangi bir ¢éziimii (2.10)
doniisiimiinde yerine yazildiginda (1.1) Burgers denkleminin bir ¢o6ziimiini

verecektir.
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Diger yandan 6(x, 0) = 8,(x)baslangi¢c kosulunu bulmak i¢in (2.10) Hopf-
Cole doniisiimiinde x = ¢ doniisiimi yapilip her iki tarafin 0 ‘dan x ‘e kadar integrali

almirsa, C = 6(0, t) olmak {lizere,

X

O(x,t) = C(t)exp ——fu(f t)dé (2.15)

b
bulunur. Burada u(x, 0) = uy(x) oldugu dikkate alinirsa 6, baslangi¢ kosulu,

X

1
8(x,0) = 6,(x) = Coexp _Tjuo(f)df (2.16)
0
seklinde elde edilmis olur. Boylece (2.9) diflizyon denkleminin (2.16) baslangic
kosulu altindaki standart ¢ozimii:

Y N I i
H(X, t) :Z(Tt)l/z f exp l— vt Bo(f)df (217)

olur. Ozetle sdyleyecek olursak, (2.16) baslangi¢ kosulundan (2.9) 1s1 denkleminin
(2.17) ¢6ziimii, bu ¢ozlimiin (2.10) Hopf-Cole doniisiimiinde yerine konulmasiyla da
(1.1) Burgers denkleminin ¢oziimii u, baslangi¢c kosulu cinsinden asagidaki formda

elde edilir.

I exp [~ exp [ 2 [ wo ()| o (€)de

u(x, t) = [ exp [~ 0 exp |~ = [ uoln)ln] ¢

(2.18)

(2.17) ¢Oziimiinlin tekligi —oo0 < x < oo araliginda u, baslangic kosulu
altinda tartigilabilir. (1.1) Burgers denkleminin herhangi bir u(x, t) ¢6ziimi, (2.15)
esitliginden dolay1 (2.9) 1s1 denklemini saglayacak sekilde bir 8(x,t) fonksiyonu
tanimlar. Kabul edelim ki, (1.1) denkleminin u(x,t) ve v(x,t) gibi iki ¢oziimii
olsun. Baslangi¢ sartindan dolay1 u(x,0) = v(x,0) ’dir. 8(x,0) baslangi¢ kosulu
(2.16) esitligi sebebiyle C, sabitine bagli olarak bulunur. 8(x, 0) yanlizca u(x,0) =
v(x,0)’a baglh oldugundan her bir durumda C, sabitine kadar aynidir. Ayn1 sekilde
sinir degerleri her iki ¢oziim i¢inde ayni oldugundan (2.9) 1s1 denkleminin ¢6ziimii
aymidir. Fakat u(x,t) ve v(x,t) ¢oziimleri (2.10) kullanilarak elde edildiginden
u(x,t) = v(x,t) olur ki buda, ¢oziim tek demektir (Hopf 1950, Cole 1951).
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24 Burgers Denkleminin Diger Baz1 Analitik Coziimleri

Benton ve Platzman (1972) tarafindan hazirlanan asagidaki tablonun amaci,
Burgers denkleminin benzer ¢ézlimlerinin sistematik bir bigimde diizenlenmis bir
listesini sunmaktir. (1.1) Burgers denklemi ile (2.9) diflizyon denklemi arasindaki
benzerlik, (2.10) Hopf-Cole doniisiimii sayesinde (2.9) denkleminden baslayarak
(1.1) Burgers denkleminin tam ¢oziimlerini bulmay1 kolaylastirir. Her ne kadar keyfi
baslangi¢ kosullar1 icin (2.9) denkleminin genel c¢oziimleri bilinse ve (2.10)
doniigiimiiniin uygulamas1 kolay olsa da biitlin 6zel ¢oziimler fiziksel acidan ilging
degildir. Bu nedenle, sadece ilging olanlara dikkat c¢ekilmistir. Kaynaklarda daginik
halde bulunan ¢esitli sonuglar Benton ve Platzman (1972) tarafindan derlenmis, o
giin i¢in iki yeni ¢oziim de ad1 gegen yazarlar tarafindan tabloya dahil edilmistir. Her
bir ¢éziim grubu i¢in aciklayict bilgiler tablolarin akabinde verilmistir. Sekillerin
bircogunun sozlii agiklamalar1 kullanigsiz ve biiyiik 6l¢iide liizumsuzdur, bu nedenle
bundan kagimarak grafiklerin kendi adlarina konusmalarina izin verilmistir.

Grafiklerin ¢izimi Matlab 2015 vasitasiyla gergeklestirilmistir.

Tablo 2.1: du/dt = 0 durumunda ¢oziimler (Birinci Grup)

0(x,t) u(x,t)= —2 dlnb/dx

1 et+x _2

2 et™ 2

3 e'coshx —2tanhx

4 e'sinhx —2cothx

5 e ‘cosx 2tanx

6 e ‘sinx —2cotx

7 x —-2/x

Tablo 2.1°deki 1. ve 2. ¢oziimler ile, 5. ve 6. ¢dziimler izomorftur. du/dt = 0
ise, 3%Inf/dtdx = 0 olur ki bu yiizden 8 = A(t). B(x) dir. Difiizyon denkleminin
bu sekildeki ¢oziimleri yukarida verilenlerdir. Asikar olan 1 ve 2’den bagka 3, 4, 5
veya 6 ve 7 olarak adlandirilan dort ve sadece dort farkli (izomorfik olmayan) kararl

¢Oziim vardir. Bunlardan sadece 3 numarali ¢6ziimde tekillik yoktur. (Kararh

19



cOzlimler denktir, ¢iinkii her biri bir 6lgek doniisiimii ve orijinin Otelemesi ile 3
numarali ¢dziimden elde edilebilir: 2Zatanh[a(x — x)] ifadesinde; a = 1, xy = i /2
almirsa 4. ¢o6zlim, a = i, x, = 0 alinirsa 5. ¢6ziim, a = 0, ax, = in/2 i¢in ise 7.
¢Ozlim elde edilir).1 ve 2 numarali ¢oziimler asikar olmalarina ragmen bu ¢6ziimler
3. ¢oziimde (kararl sok) oldugu gibi enerjinin diizglin yayilim bolgelerine karsilik

gelir, bu 3 numarali ¢6ziim Sekil 2.3’de verilmistir.

-4 X 4
Sekil 2.3: Coziim 3 (Kararlt sok)

Tablo 2.2: Birinci gruptakilere bagli olan ¢éziimler

0'(x,t)= a+0(x,t) | u'(x,t)=-20In0'/dx
8 () +1+ et __z
- - Ttetx
9 (1) +1+et™™ #
- - e 1+ e—ttx
2sinhx
10 (+) +1 + efcoshx -
coshx + et
2coshx
11 (4) +1 + e’sinhx =
sinhx + et
B 2sinx
12 (1) +1 + e fcosx —_—
cosx t et
e 2cosx
13 () +1+ e 'sinx -
sinx + et
14 (1) a+x _ 2
a+x

20



Tablo 2.2°de yer alan 8(+) ve 3 numarali ¢oziimler, 8(—) ve 4 numarali
¢cozlimler, 9(1) ve 8(%) numarali ¢oéziimler, 11(—) ve 11(+) numarali ¢dziimler,
12(=) ve 12(+) numarali ¢éziimler, 13(1) ve 12(+) numarali ¢éztiimler, 14 ve 7
numarali ¢oziimler izomorfturlar. Ayrica 8(—), 9(—), 11(%) ve 14(%) numaral
¢oziimler ise kalici tekilliklere sahiptir. Izomorfizmalar nedeniyle bu gruptaki
coziimlerden sadece dordii farkli olup birinci gruptakilerden ismen 10(+), 11(+)

veya 11(—) ve 12(+) veya 12(—) olarak ayrilir.

10 (+) numarali ¢oziim iki esit sokun birlesmesidir. Birlesen soklarin
biikiilme noktalar1 ¢ = —In2’de kaybolur. t = oo ’da konfigilirasyon, 3 numarali
kararli soktur (Sekil 2.4). Ayrica, 10(—) ve 12(—) numarali ¢éziimler t < 0 igin
tekildir (Sekil 2.5 ve Sekil 2.6).

&g

-8 X 8
Sekil 2.4: Coziim 10(+)

4 'e 4
Sekil 2.5: Coziim 10(—)
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4
=0
— (=02
X — =05
u —t=1
=2
4 s .
4 X 4

Sekil 2.6: Coziim 12(—)

Tablo 2.3: 0°daki anlik noktasal kaynaklarin ayrik dagilimlari (ikinci Grup)

0(x,t) u(x,t)= —2 0ln0/0x
15 (4mt)~V2e=x"/4t = (x, t) x/t
/2 —x?/a x/t
16(+) 11 4 £-1/2g-x 0t e
_xP4e x x 2 X
17 | ¢p(x+2,t) + p(x — 2,t) = (nt)~V2e ™t cosh (?) T ?tanh (?)
_x%+a x x 2 x
18 px—2,t) —p(x +2,t) = (ﬂt)_1/2€ 4t sinh (?) ? + ?COth (?)
s x x 2 X
19 | ¢p(x —2i,t) + p(x + 2i,t) = (wt) "2 at cos (?) " + Jtan (?)
_x%-4 x x 2 x
20 | p(x —2i,t) — p(x + 2i,t) = i(mwt)"V2e 4t sin (?) Lot (?)
c - n sinnx
21 Z b(x + 207, £) = P(x, 0) 2 Z(—n S
n=-wo n=1
® 1 - n e SINNX
tan——ZZ(—l) e —h
22 z ()" p(x + 2nm, 1) 2~ simhnt

n=—w
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Tablo 2.3’de yer alan 19 ve 20 numarali ¢6ziimler izormorftur. 17, 18, 19, 20
ve 22 numarali ¢oziimler ise kalici tekillige sahiptirler. 15 numarali ¢6ziim tam
olarak viskoz olmayan u; + uu, = 0 denklemini saglar ve dagilim katmanlar
arasindaki bolgeler de biiylik Reynolds sayisi i¢in Burgers denklemi ¢dziimlerine
yaklagtiran “testere-disi” limitini verir. Bu ¢dziime ait testere digini olusturmak ic¢in
Sekil 2.7°de t = 0,7,, 0 igin (x + 2)/(t — 2), x/t, (x — 3)/(t— 1), ve x/(t +
2) pargalar1 birlestirilmistir. 16(+) numarali ¢ézlim ise esit sikistirma ve genlesme
sinyallerinin bir tek ciftinin bozunmasidir (Sekil 2.8). 16(—) numarali ¢éziimt < 1
icin singiilerdir (Sekil 2.9). 21 numaral ¢6ziim ilk basta sonsuz yogunlukta olan
testere-disi konfiglirasyonundaki uzaysal bir periyodik dalganin bozunmasidir.
Uzaysal periyodik ¥(x,t) fonksiyonu, 6 i¢inde sonsuz bir kaynak sirasini temsil
eder ve 95, Whittaker ve Watson (1937) notasyonunda bir teta fonksiyonu olmak

iizere asagidaki esitlik verilir,
(2m) ! Y- — o exp[—n?t] cos(nx) = (2m) " 95 (2x, e7").

u fonksiyonu igin verilen ifade, ¥; fonksiyonlarinin logaritmik tiirevi i¢in standart
formiillerden gelir. Bu, Fourier katsayilar1 acik¢a t'nin fonksiyonlar1 olarak ifade
edilebilen Burgers denkleminin tek bilinen uzaysal olarak periyodik ¢oziimiidiir

(Sekil 2.10). 22 numarali ¢6ziimde 6 icin Fourier serileri asagidaki gibidir,

) 1Yy _exp [—(n + %)Zt] cos(n + 2)x = (2m) 19, (2x, e7").

NG

Sekil 2.7: Coziim 15
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Sekil 2.8: Coziim 16(+)

! — = =10
i —_——12
- 7 —_—=13
—=20

(=30

Sekil 2.9: Coziim 16(—)

-4
Sekil 2.10: Coziim 21, (apsis:x — 1)
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Tablo 2.4: Benzerlik Céziimleri (Ugiincii Grup).

0(x,t) u(x,t)=—2 dlnb/dx
* 2 e?
23 ZJ- ,t)dé = erfc(z -
) ¢(§, )d (2) Tertez
© 2 ® 1 erfcz
24 2 dé | ¢(&t) = 2\/?[ erfc{d( Vi ierfez
X VA
L+ iin‘lerfcz
25 2< df) P (&, t) = (4t)"2i"erfcz Jt iterfcz
x n=0,1,..
1 H,(2)
a n-—1 n ) -
26 \/E(— —) d(x,t) = (40) 2 % H,_,(2) VtHy_1(2)
ox B
n=12..
1 1 2
27 %1:'126'22 ﬁ<22_5) = f_;

Tablo 2.4’de bulunan ¢ fonksiyonu, 15 numarali ¢dziimde tanimlanmistir ve
z = x/2+/t *dir. erfc(z) ve n. mertebeden integral, i" ‘erfc(z) standart hata
fonksiyonu ve H, (z) Hermite polinomudur. Bu gruptaki tiim ¢oziimler kalici
tekildir. 25 numarali ¢6ziimde n = 0 i¢in 23 numarali ¢dziime; n = 1 i¢in 24
numarali ¢éziime bakiniz. 26 numarali ¢oziimde n = 1 i¢in 15 numarali ¢oziime;

n = 2 i¢in 27 numaral ¢éziime bakiniz. 27 numarali ¢o6ziim 15 ve 7 ¢oziimlerinin

sliperpozisyonudur.
Tablo 2.5: Uciincii gruba bagli olan ¢dziimler.
0'(x,t) = a+06(x,t) | u'(x,t)=—-209In0'/dx
—z2
28 a + erfcz ief
Vit a + erfcz
29(1) +1 + tierf ertez
T +1 + +tierfcz B ——
+1 + +/tierfcz
+1 + t™?i"erfcz (n-1)/2;n-1
30(4) t i" “erfcz
n=1.2,.. +1 + t"/2inerfcz
31(+) 1+ t_ge_zan—l(Z) iHn—(Z)
- n=12 VEH, \(2) + tze?”
32) | 41+¢ete?2 L 42" =2
t e —_
B ’ Vit 2z + te??

25




Tablo 2.5’de n’in ¢ift olmast durumunda 31(=) ve 31(+); 32(=) ve 32(+)
numarali ¢oziimler izomorftur. 29(—) ¢oziimii ise kalici tekildir. 28 haricinde, |a| =
1 olarak alinz ¢iinkii sifirdan farkli ve ayni isaretli iki farkli a degeri izomorfik
coziimlere tekabiil eder. 28 numarali ¢6ziim bu gruptaki tek benzerlik ¢oziimiidiir ve
R= fjooo uw'dx = 2In(1 + 2a™1) baslangig titresimi zamandan bagmsiz Reynolds
sayist gibi diisliniilebilir. Sekil 2.11, Sekil 2.12 ve Sekil 2.13’de farkli t ve R
degerleri icin ¢Oziimiin grafigi verilmistir. 29 (+) numarali ¢6ziim keskin bir
sikistirma cephesinin  bozunmasidir (Sekil 2.14). Baslangicta x < 0 i¢in u' =
2/(1—x) ve x > 0 i¢in v’ = 0°dir. 32(—) numaral ¢dziim t < (2/e)'/? ~ 0.86
icin tekildir (Sekil 2.15).

4
— =01
— =02
I =05
—t=10
—t=20
u't
0 i
-2 X 2z

Sekil 2.11: Coziim 28, R = 3.6, = 0.40 icin

40
—_—t=03
— =04
t=0.5
— =10
—t=20
uk
0
-20 X 20

Sekil 2.12: Coziim 28, R = 64, a = 3.0 X 10, —4 i¢in
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12

—_—R=
—R=5

R=10

-2 X 10
Sekil 2.13: Coziim 28, t = 1 igin

———1=0
—1=0.0!
t=0.1

2 — A
4 — (=10

4 X 4
Sekil 2.15: Coziim 32(—)
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Tablo 2.6: Aperiodik baslangi¢ kosullarinin dogrudan atanmasi.

O(x,t)

u(x,t) = —20In6/0x

20 00¢(x — £,6)dE = [ ane™ ™ tdn

ffwe(fyo)%d)(x—f,t)df _ ficoo naneinx—nztdn

33 1 l = Lgnane ™
a, =—0(, O)E—infdf S 00— dE  Zi[1 anem X" tan
2n
F(x,t) + F(—x,t)
1 x — 2t
F(x,t) = et erfc F(x,t) = F(=x,t)
34 : 2Vt F(x,t) + F(=x,1)
0(x,0) = e W0) — —25gx
G(x,t) + G(—x,t)
1 2t —x
G(x,t) = —etYerfc G(x,t) — G(—x,t)
35 ? 2Vt G(x,t) + G(=x,t)
0(x,0) = e~ lxl U(x,0) = 2sgnx
I~ +I1+1t
1 R 14 x
1+ = ZeFrerfc 2=
2 2Vt R.I
I—+1+1t
1 BB’ X3 x+%—Rt
| 153 2 (erte 2 — erfe U2
- R, x| <%
0(x,0) = eRx/2 [x| S% u(x,0) = i
x,U) = etR/4 x| 2% 0, |x] > >
x + i2+terfcz _ Zerfz
x + 2/tierfcz
37 0(x,0) =x
u(x, 0) = —Z/X
1+ x + i2+/terfcz 3 2erfz
1+ x + 2+/tierfcz
38

0(x,0) =1+ |x|

2sgnx

wbe 0 = =1
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Tablo 2.6’da 33 numarali ¢6ziim sonsuz aralikta keyfi baslangi¢ kosullar i¢in
0(x,t) ’nin Fourier integral acilimidir. ¢p fonksiyonunun tanimi i¢in 15 numarali
¢Ozlime bakiniz. 34 numarali ¢6zlim bir baslangi¢ sikistirma adimidir ve Sekil 2.3 ile
verilen 3 numarali ¢oziimdeki kararli sok listline yayilir. 35 numarali ¢6ziim Sekil
2.16 ile verilmistir. 36 numarali ¢6ziim ise kiiciik R degerleri i¢in Sekil 2.11°da
oldugu gibi simetrisini korur. Biiyiik R degerleri i¢in ise Sekil 2.12°de oldugu gibi
konvektif olarak bi¢imsizdir. 37 numarali ¢6ziim u i¢in 7 numarali kararl ¢éziime es
baslangi¢ kosuluna sahiptir. Enerji kaynaklarinin olmamasi1 durumunda bozunmaya

tekabiil eder, oysaki 7 numarali ¢6ziim sonsuz bir kaynak ile devam ettirilmelidir.

Sekil 2.16: Cozlim 35

Tablo 2.7: Periyodik baslangi¢ kosullarinin dogrudan atanmasi.

0(x,t) u(x,t) = —20ln0/0x
T ;. 2
9( ’0) (x_ ,t)d :sz—ooa elnx—n t
% I 06,000 1 §0ds e TR 0EOFhG—E09E 3 nageinen?t
an = f_”n 6(&,0)e " d¢ 21T 0P (-EAE  SiNEo_aneinx it
00 - 2 1
o + 23, aye " tcosnx 4y na,e ™ sinnx
] —n2t
40 ap = (=11, (R/2) Qo 2 Lz ane ™ fcoSTX
1
6(x,0) = e 2RO u(x,0) = —Rsinx
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Tablo 2.7°deki 39 numarali ¢6ziimde —m < x < m aralifinda keyfi periyodik
baslangi¢c kosullar1 i¢in 6 fonksiyonunun Fourier seri agilimi verilmistir. Y
fonksiyonunun tanimi i¢in ise 21 numarali ¢6ziime bakiniz. 1 i¢in Fourier serileri
kullanilarak elde edilen 40 numarali ¢éziimde, baslangigtaki basit harmonik dalga
bozunmaya zorlanir. I, eksponensiyel biiyliyen ikinci tiir Bessel fonksiyonudur.
Reynolds sayis1 R, dalganin baslangic yogunlugunu ifade eder. Eger R kiiciikse
difiizyon hakimdir ve dalga formu kiiciik harmonik bozulmalarla kiiciiliir (Sekil
2.17). Biiyiik R sayis1 i¢in ise konvektif bozulma baslangicta baskindir ve tipik bir
testere disi dalgasi olusturur (Sekil 2.18).

4
- =0
— =01
=02
—_—f=1
—f=2
-
y 7
u L
v rad
=
_4 N N N
X
-4 4

Sekil 2.17: Coziim 40, R = 1 i¢in

100

[
-4 X 4

Sekil 2.18: Coziim 40, R = 100 i¢in
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3. BURGERS DENKLEMININ CHEBYSHEV SPEKTRAL
SIRALAMA YONTEMI iLE COZUMU

Insanoglu, tarihi boyunca, dogada gelisen olaylar1 anlama ve bundan azami
Olciide yararlanma cabasi i¢inde olmus; dogrudan bas edemeyecegi bu problemleri,
daha anlasilir kilmak adina, fen bilimleri kanunlarini kullanarak matematik diliyle
modelleme ihtiyact duymustur. Karsilagilan bu problemleri temsil eden matematik
modellerin pek ¢cogu adi ya da kismi diferansiyel denklem, integral denklem, integro-
diferansiyel denklem veya bunlarin kombinasyonlarindan olusan denklemler
seklindedir. Ancak bu denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak ¢ogu zaman
miimkiin olmadig1 gibi, bazen zor olmakta, bazen de analitik ¢6ziim bulunabilse bile
bulunan ¢6ziim fonksiyonunun karmasikligindan Gtiirii  islenmesi  pratik
olmamaktadir. Bu nedenle, kimi durumlarda mecburen kimi durumlarda ise tercihen
denklemin analitik ¢6ziimii yerine yaklasik ¢Oziimli aranmig, bu amagla birgok

yontem gelistirilmistir.

Sonlu farklar, sonlu elemanlar, spektral yontemler ve bunlardan tiiretilen
diger yontemler bu amagla gelistirilmis yontemlerdir. Bu tez calismasinda Burgers
denkleminin sayisal ¢oziimiinde kullanilan Chebyshev spektral siralama yonteminin
cercevesi ve etkinligi hakkinda fikir sahibi olmak adina spektral yontemler ve
onunda bir tiyesi oldugu agirlikli kalan yontemler ailesini tanimak faydali olacaktir

(Finlayson 1972).

L dogrusal veya dogrusal olmayan diferansiyel operatér, f bagimsiz

degiskenlerin fonksiyonu olmak iizere, D bolgesinde tanimli
Lu=f

operatér denklemini goz Oniline alalim. Denklemin, sinir kosullarini da saglayan
yaklasik ¢dziimii uV olsun. Spektral yontemlerin temelindeki ana fikir, ¢ dogrusal

bagimsiz deneme (baz) fonksiyonlart olmak iizere, ¢6ziim fonksiyonuna

N

wx = ey (Opn()

n=0
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seklinde verilen kesilmis seri formunda yaklagmaktir. Burada belirlenmesi gereken
a, katsayilarina spektral katsayilar adi verilir ve ¢p deneme fonksiyonlari, ¢6ziim
bolgesinin tamami iizerinde tamimli ve izole noktalar disinda sifir olmayan,
istenildigi kadar yiiksek dereceli polinom veya trigonometrik polinom seklindeki
kiiresel fonksiyonlardir. Bu sebeple spektral yontemlere kiiresel (global) tipte
yaklasim da denir. Bu nokta, spektral yontemlerin sonlu farklar ve sonlu elemanlar
gibi lokal karakterli yontemlere gore avantajlarindan biridir. Ornegin; sonlu farklar
yontemi herhangi bir noktadaki tiirevi hesaplarken sadece ilgili noktanin
komsulugundaki bilgileri kullanir, spektral yontemler ise tim tanim kiimesindeki
bilgileri. Benzer sekilde sonlu elemanlar yontemi tanim kiimesinin alt bolgelerinde
diisiik dereceli diizgiin fonksiyonlar1 baz alirken, spektral yontemler tanim kiimesinin
tamaminda tanimli sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlari baz alir (Trefethen
2000). Aradaki bu fark ile varilan yaklasim, iistel yakinsama hiz1 elde etmemizi
saglar. Buna spektral yakinsaklik denir. Ancak bu noktada yontemin verimliligi baz
fonksiyonlarin dogru secilmesine baghdir. Sectigimiz baz fonksiyonlar kiimesinin
hesaplanmasi kolay olmali, hizli bir sekilde yakinsamali ve kesik N biiyiik degerler
aldiginda ¢6ziim yiiksek dogrulukta olmalidir. O halde bu noktada sorulmasi gereken
esas soru sudur: Baz fonksiyonlarini nasil se¢meliyiz? Cevap, Boyd’un (2000)
“problemin geometrisi bazi belirler” ilkesinde saklidir. Ornegin, periyodik olan
araliklarda tanimli problemler i¢in kullanilmasi uygun olan baz fonksiyonu, siniis ve
kosiniis serileri ya da genel olarak bunlarin ikisini birden i¢eren Fourier serileridir.
Sonlu araliklar i¢in uygun olan baz fonksiyonu, Chebyshev ya da Legendre
polinomlaridir. Eger problemin tanim bdlgesi bir kiire belirtiyorsa, ¢oziimiin baz
fonksiyonu olarak kiiresel harmonikler kullanilmas1 uygun olacaktir (Yiiksel 2011,
Kog¢ 2014). Secilen baz fonksiyonu, Chebyshev spektral, Fourier spektral yontem
seklinde yonteme ismini verir. Bu c¢alismada, sonlu aralikta tanimli Burgers
denkleminin ¢0ziimii i¢in baz fonksiyonu olarak Chebyshev polinomlari
kullanilacaktir. Diger yandan, Jacobi ve Legendre polinomlar1 da sonlu aralikta

taniml1 Burgers denkleminin dogasina pekald uygun secimler olacaktir.

Diger yandan H, Hilbert uzaymin bir alt uzayr olmak iizere u" € H,

yaklasimi yukarida verilen operator denkleminde yerine yazilirsa, elde edilen
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ifadesine kalan (artik, rezidii) fonksiyonu ad1 verilir. u" yaklasik ¢6ziim oldugundan,
kalanin sifira esit olmak zorunlulugu yoktur. Finlayson (1972), kalam1 en aza
indirgeme yontemlerinin ¢ogunun agirhikli kalan yontemler c¢ergevesinde

toplanabilecegini belirtir (Boyd 2000). Bu prensibe dayanan yontemlerde, W; (j =

0,1, ... N) dogrusal bagimsiz test (agirlik) fonksiyonlar1 olmak tizere,
<W;,R>=0, G=01,..N)

ile verilen Hilbert uzayindaki i¢ carpimlar sifira esitlenerek R kalan fonksiyonu

sifirlanmaya zorlanir (Davies,2011).

Agirlik fonksiyonlarinin farkli segimleri; siralama yontemi, Galerkin yontemi
gibi farkli ¢oziim tekniklerini tanimlar. Diger bazi yontemler ise Tau ydntemi,

Momentler yontemidir.

Ornegin, Galerkin yonteminde, agirhk fonksiyonlari smir kosullarini da
saglayacak sekilde W; = ¢; (j = 0,1, ..., N) olarak yani deneme fonksiyonu ile esit

secilir.

Siralama (secilmis noktalar, kolokasyon) yonteminde ise agirlik fonksiyonu,
¢Oziim bolgesinden alinacak x; (j = 0,1,...,N) siralama noktalar1 kullanilarak, §
Dirac delta fonksiyonlar ailesinden segilir. Yani W; = §(x — x;) olur. Segilen agirlik

fonksiyonu i¢ ¢arpim ifadesinde yerine yazilirsa,
<W;,R>=< §;,R >=0, (G=01,..N)
R(x;,t) =0, (G=01,..N)

elde edilir. Bu ise, Rezidii fonksiyonunun siralama noktalarinda sifira esit olmasi,
diger bir ifadeyle yaklasimin siralama noktalarinda diferansiyel denklemi tam olarak
saglamas1 anlamina gelir. Bu sistemin ¢6ziilmesiyle elde edilen a,, katsayilar1 bizi,
ul yaklagik ¢oziimiine gotiiriir. Burada agirlikli kalan ydntem ile yapilan
ayriklagtirmanin sadece uzay boyutunda yapildigi gézden kagirilmamalidir (Shen ve
dig. 2011). Tarif edilen yontem zamana bagl tlirev iceren bir kismi tiirevli denkleme
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uygulandiinda; R(x;,t) = 0 sistemi, a, katsayilarinda zamana bagh tiirev igeren
bir denklem sistemi halini alir. Bu sistem ise bilinen yontemlerle ¢oziiliir. Deneme
fonksiyonunun birinci tip Chebyshev polinomlar1 secilmesi durumunda yontem,

Chebyshev siralama yontemi olarak adlandirilir (Gottlieb ve Orszag, 1977).

Boyd (2000) spektral yontemleri, interpole edilen ve edilmeyen olmak iizere
iki ana smifta toplamistir. Bu smiflandirmaya gore Galerkin ve Tau yontemleri
interpole edilmeyen spektral yontemler iken siralama yontemi interpole edilen tiirden
yontemdir. Galerkin ve Tau yontemlerinin tarihi daha eski donemlere dayandigindan
spektral yontem kavrami oncelikle bu iki yontem i¢in kullanilmigtir. Giiniimiizde ise
siralama yonteminin gelistirilmesiyle spektral yontem kavraminin kapsami siralama
yontemini de kapsayacak sekilde genislemistir (Ko¢ 2014). Bu tez kapsaminda,
Chebyshev polinomlarint deneme fonksiyonu olarak kullanan siralama tabanli
spektral yontem ile ¢oziim arayacagimizdan, spektral yontem denilince bu yonteme

atif yaptigimiz anlagilmalidir.

Literatiirde siralama yontemine iligkin ilk izler, Slater (1934), Kantorovich
(1934) ve Barta’nin (1937) calismalarinda goriilmektedir. Frazer (1937) farkh
deneme fonksiyonlar1 ve keyfi siralama noktalar ile ¢oziim ararken, Lanczos (1938)
Chebyshev polinomlarin1 baz aldig1 arastirmasinda siralama noktalar1 olarak
Chebyshev polinomlarinin koklerini kullanmistir. Diger mihenk tasi calismalara
ornek olarak Lanczos (1957) Kreiss ve Oliger (1972), Gottlieb ve Orszag’in (1977)
caligmalar1 verilebilir. Konu ile ilgili ayrintili bilgi i¢in Fornberg (1998), Boyd
(2000), Trefethen (2000) ile Canuto ve dig.’nin (2006) eserlerine bakilabilir. Sonraki
boliimde, deneme fonksiyonu olarak sectigimiz Chebyshev polinomlarini

tantyacagiz.

3.1  Chebyshev Polinomlari ve Ozellikleri

Rus matematik¢i Chebyshev (1854) tarafindan tanimlanan Chebyshev
polinomlari, diger kiiresel fonksiyonlarda oldugu gibi Sturm-Liouville sinir deger

probleminin 6zel bir durumu olan ve kendi adiyla bilinen
(1-x3T,” —xT,, +n?T, =0

34



formundaki adi diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonudur. Trigonometrik
fonksiyonlar ile polinomlar1 basit bir sekilde birbirine baglayan sade yapilari,
ortogonal olmalari, rekiirsif iliskilerden elde edilebilmeleri, sayisal diferansiyelleme
ve sayisal integralin ¢ok hizli gergeklesmesi ve bilgisayar programlamalarina yatkin

olmalar1 sebebiyle yaklasim polinomu olarak kullanilmaya olduk¢a uygundur.

Polinom interpolasyonlarinda maksimum hatayr nasil minimize ederiz
sorusunun cevabi hi¢ kuskusuz Chebyshev yontemidir. Ciinkii, Chebyshev yontemi,
yaklagim yapilan aralikta hatayr miimkiin oldugunca kiiciik tutacak noktalar segerek
bunlara karsilik gelen interpolasyonlart arar. Yaklasim polinomunun verilen
araliktaki maksimum hatas1 ayni dereceden diger yaklasim polinomlarina goére daha
kiictiktlir. Chebyshev yaklagimi olarak adlandirilan bu interpolasyonlari bulmanin en
verimli yolu Chebyshev polinomlarini kullanmaktir. Verilen aralik [—1,1] araligina

uyarlanarak, fonksiyon

(oe]

u() = ) anTy(x)

n=0

seklinde seriye agilir. Fonksiyonu sonsuz diferansiyellenebilir yapan Chebyshev
acilimlar1 sayesinde diizgiin (smooth) fonksiyonlar 1yi bir sekilde temsil edilebilir. a,,

katsayilari, n sonsuza giderken hizlica sifira yakinsarlar.

Temelde birkag tip Chebyshev polinomu vardir. Bunlar sirasiyla birinci,
ikinci, tiglincli ve dordiincii tip Chebyshev polinomlar1 olmak tizere T, (x), U, (x),
V,(x) ve W, (x) ile gosterilir. Bu polinomlarin her birinin tanim kiimeleri [—1,1]
araligidir. Kendi aralarindaki hiyerarside T,(x) ‘in Onemli bir yer tuttugu
sOyleyebiliriz. Diger polinomlar 6nemsiz sayilabilecek komplikasyonlar icerebilir.
Ancak, Chebyshev polinomlarinin dort ¢esidinin de kendilerine 6zgii rolleri vardir.
Ornegin V,(x) ve W, (x) +1 veya -1 ug noktalarindaki tekil noktalarin elde edilmesi
durumunda yararli olabilirken U, (x) sayisal integrasyonda yararlidir (Mason ve
Handscomb 2003) Bunlara ek olarak T, (x), Un,(x), V,/'(x), W, (x) ile gosterilen
shifted Chebyshev polinomlart vardir ki, bunlarin tanim kiimeleri [0,1] araligidir.
Ayrica, herhangi bir sonlu aralik bir dogrusal doniisiim vasitasiyla baska bir sonlu
araliga donistiiriilebileceginden, herhangi bir [a, b] araliginda tanimli polinomda

Chebyshev polinomlari cinsinden yazilabilir.
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Chebyshev polinomlarini sayisal analiz ile ilk bulusturan, polinom yaklagimi
yontemiyle Lanczos (1938) olmustur. Yirminci ylizyilin ortalarmma gelindiginde,
hesaplamalarda bilgisayarlarinda yogun sekilde kullanilmaya baslamasiyla birlikte
Chebyshev polinom ve serilerini kullanan ¢o6ziim yontemlerinde de artis
gozlenmistir. Clenshaw (1957) Lanczos’un metodundan hareketle Chebyshev
polinom ve serilerini kullanarak, Lanczos (1957) ise “secilmis noktalar” adin1 verdigi
bir yontemle, adi diferansiyel denklem ¢oziimleri iizerine ¢alismistir. Clenshaw’in
yontemi daha sonra Sezer (1989) tarafindan sinir kosullu problemler igin
genellestirilmistir. Clenshaw ve Curtis (1960) ise sayisal integrasyonda Chebyshev

polinomlarinin nasil kullanilabilecegini gostermistir.

Chebyshev yontemlerinin kismi diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde yer
bulmasi ise altmish yillardadir. Elliot (1961) dogrusal smir kosullari altinda 1s1
denkleminin ¢oziimiinii Chebyshev serileri cinsinden vermistir. Kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in; Cooley ve Tukey (1965) FFT (Fast Fourier Transform)
metodunu, Finlayson ve Scriven (1966) agirlikli kalanlar metodunu gelistirmistir. El-
Gendi (1969) dogrusal adi diferansiyel, integral ve integro diferansiyel denklemlerin
Chebyshev polinomlariyla matris ¢oziimleri i¢in yeni metodlar gelistirmistir. Kreiss
ve Oliger (1972), Gottlieb ve Orszag (1977) spektral ve pseudo-spektral metotlarla
giinimiize 151k tutan calismalar yapmistir. Trefethen (2000), Fornberg (1996)
Chebyshev polinomlarina dayali spektral metotlar {izerine calismistir. Diger yandan,
Sezer ve Kaynak (1996) dogrusal diferansiyel denklemler icin Chebyshev matris
yontemini ortaya koymuslar, Akyiiz ve Sezer (1999) dogrusal integro-diferansiyel
denklemler i¢in, Dascioglu (2000) dogrusal integro-diferansiyel denklem sistemleri
icin, Akyiiz ve Sezer (2003) yiiksek mertebeden degisken katsayili diferansiyel
denklem sistemleri icin, Akyliz-Dascioglu ve Sezer (2005) yiliksek mertebeden
dogrusal Fredholm-Volterra intengro-diferansiyel denklemleri i¢in, Akyliz-Dascioglu
(2008) karigik kosullar altinda yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemler
icin, Sezer ve dig. (2011) yiiksek mertebeden dogrusal diferansiyel denklemler igin

yeni yaklasimlar ortaya koymustur.

Piessens (2000) integral denklemler icin, Elbarbary ve El Kady (2003) sinir
deger problemleri i¢in, Khalifa ve dig. (2003) ikinci ve dordiincii mertebe eliptik
denklemler i¢in, Muite (2010) dordiincii mertebe yar1 dogrusal baglangi¢ sinir deger
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problemleri i¢cin Chebyshev polinomlarin1 kullanmistir. Dehghan ve Shokri (2008)
farkli dogrusal kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimleri i¢cin Chebyshev-
Tau gibi yeni Chebyshev polinom yaklagimlar1 uygulamaktadir. Ramos ve Rubio
(2009), Runge-Kutta ile Chebyshev geri rekiirsif diferansiyellenmesi arasindaki
iliskiyi, Skogestad ve Kalisch (2009), Korteweg-de Vries sinir deger probleminin
¢Ooziimiinde sonlu fark ve Chebyshev yoOnteminin karsilastirmasini g¢alismistir.
Chebyshev polinomlar1 hakkinda genis bilgi Fox ve Parker (1968), Mason ve
Handscomb (2003) ve Boyd’un (2000) eserlerinde bulunabilir.

Devam eden boliimde, Chebyshev polinomlarinin tanimlar1 ve ¢oziim

yonteminize temel teskil edecek bazi 6zellikleri tizerinde duracagiz.

3.1.1 Birinci Tip Chebyshev Polinomlar:

Birinci tip T;,(x) Chebyshev polinomu x ‘e gore n. dereceden bir polinomdur

ve
T,(x) =cosnf, x=cosfd, —1<x<1 (3.1)

bagintis1 ile tanimlanir. Burada x ‘ler [—1,1] araliginda deger alirken, 6 da [0, 7]

araliginda deger alir.
Diger yandan De Moivre Teoremi kullanilarak yazilabilen,
cos 00 =1,
cos 10 = cos 0,
cos 260 = 2cos?6 — 1,
cos36 = 4cos30 — 3cosé,

0zdesliklerinde (3.1) ile verilen Chebyshev polinomu tanimi dikkate alinirsa, ilk dort

birinci tip Chebyshev polinomu,
To(x) = 1, Ty (x) = x, T, (x) = 2x% — 1, T3(x) = 4x3 — 3x,
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olarak elde edilebilir.

157
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Sekil 3.1: Birinci tip Chebyshev polinomlart

Ayrica,

cosnf + cos(n — 2)0 = 2 cosnb cos(n — 1)6

trigonometrik 6zdesligi ve Chebyshev polinomu tanimi ile To(x) =0, T;(x) = x

baslangi¢ kosullari birlikte kullanilirsa,
T,(x) = 2xTy_1(x) — T,_,(x), n=23,..

seklindeki temel rekiirans bagintisi elde edilir (Mason ve Handscomb 2003).

3.1.2 Ikinci Tip Chebyshev Polinomlar1

Ikinci tip U, (x) Chebyshev polinomu x ‘e gére n. dereceden bir polinomdur

ve
U,(x) =sin(n+1)8/sinf, x=cosf, —1<x<1 (3.2)

bagmtisi ile tanimlanir. Burada da birinci tip polinomda oldugu gibi x ‘ler [—1,1]

araliginda deger alirken, 6 da [0, ] araliginda deger alir.
Diger yandan,
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sin16 = siné,
sin26 = 2sinfcos6,
sin30 = sinf(4cos?6 — 1),
sin48 = sinf(8cos36 — 4cosh),

0zdesliklerinde (3.1) ve (3.2) ile verilen birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomu

tanimlar1 dikkate alinirsa, ilk dort birinci tip Chebyshev polinomu,
Up(x) =1, Uy (x) = 2x, U (x) = 4x? — 1, U3(x) = 8x3 — 4x,
olarak elde edilebilir.
Ayrica
sin(n + 1)6 + sin(n — 1)8 = 2cosfsinnd
trigonometrik 6zdesligi ve ikinci tip Chebyshev polinomu tanimi kullanilarak
Uy,(x) =2xUp_1(x) —U,_,(x), n=23,..
seklindeki temel rekiirans bagintisi elde edilir.
Ote yandan,
sin(n + 1)0 — sin(n — 1)0 = 2 sinfcos no

trigonometrik 0zdesligi ile birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomu tanimi

kullanilirsa da,
Up(x) —Up_y(x) = 2T, (x), n=2,3,..

seklinde birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlar: arasinda bir rekiirans bagintisi

oldugu da goriiliir (Mason ve Handscomb 2003).
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3.1.3 Uciincii ve Dordiincii Chebyshev Polinomlar

Ucgiincii ve dordiincii tip V,(x) ve W, (x) Chebyshev polinomlari x ‘e gore n.

dereceden bir polinomdur ve,

1 1
V,(x) =cos(n+§)9/cos§9, x=cosh, —1<x<1

1 1
W, (%) =sin(n+z)9/sin§9, x=cosh, —1<x<1

bagintilari ile tanimlanir.
[k dért iigiincii ve dérdiincii tip Chebyshev polinomu,
Vo(x) =1, V(%) = 2x — 1,V,(x) = 4x? — 2x — 1,
Va(x) =8x3 —4x? —4x+1, ...
Wy (x) =1, W;(x) = 2x + 1, W,o(x) = 4x? + 2x — 1,
W3(x) = 8x3 +4x% —4x + 1, ...
olarak verilir.

Ayrica Vp(x) = 1,V;(x) = 2x — 1 ve Wy(x) = 1, W;(x) = 2x + 1 baslangi¢
kosullari ile birlkte,

V,(x) =2xV,_1(x) = V,,_o(x), n=23,..
W, (x) = 2xW,_1(x) — W,_,(x), n=23,..

seklindeki temel rekiirans bagintilar1 vardir (Mason ve Handscomb 2003).

3.1.4 Genel [a, b] Arahig icin Chebyshev Polinomlar

Chebyshev polinomlarinin tanim kiimesinin [—1,1] aralig1 olugunu daha 6nce

soylemistik. [—1,1] yerine [a, b] araliginda islem yapmamiz gerektiginde ise,
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2x—(b+a)
§=——

= (3.3)

dogrusal doniisiimii kullanilarak [—1,1] araligindaki s degiskeni, [a, b] araligindaki
x degiskenine dontstiiriiliir. Boylece, —1 < s < 1 araliginda tanimlanan birinci tip
T, (s) Chebyshev polinomu kullanilarak, a < x < b aralifinda tanimlanan asagidaki

Chebyshev polinomu elde edilebilir.

2x — (a+b)>

T 00 = Ty() = T (T2

Benzer doniistimler ikinci, ti¢lincii ve dordiincii tip Chebyshev polinomlar: icinde

tanimlanabilir.

Diger yandan, ozel olarak [a, b] = [0,1] alinmasiyla (3.3) doniisiimii s =
2x — 1 formunu alir. Bu 6zel durumda Chebyshev polinomlar: shifted (6telenmis)
Chebyshev polinomlar1 olarak isimlendirilir ve asagida tanimlandigi gibidirler

(Mason ve Handscomb 2003).

3.1.5 Shifted (Otelenmis) Chebyshev Polinomlar:

[0,1] araliginda islem yapmanin [—1,1] araliginda islem yapmaktan daha

uygun olmasi durumunda,
s = 2x—1yadax=%(1+s)

dogrusal doniisiimii kullanilarak [—1,1] araligindaki s degiskeni, [0,1] araligindaki
x degiskenine dontstiiriiliir. Boylece, —1 < s < 1 araliginda tanimlanan birinci tip
T,(s) Chebyshev polinomu, 0 < x <1 aralifinda tanimlanan T, (x) Shifted

Chebyshev polinomuna doniismiis olur.
Ta(x) = Ty(s) = T,(2x — 1)
Birinci tip shifted Chebyshev polinomlarindan ilk dordi,

To(x) =1, Ty (x) = 2x — 1, Ty (x) = 8x? — 8x + 1,
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T3 (x) =32x% —48x* + 18x — 1
seklinde verilir.

T, (x) i¢in rekiirans bagmtisi da T5(x) =1, T;(x) = 2x — 1 baslangig
kosullari ile birlikte,

To(x) = 2(2x = 2)T;_1 (%) — T (x)

bi¢imindedir. Uy, (x), V;; (x), W, (x) ile gosterilen ikinci, tiglincii ve dordiincii tip
shifted Chebyshev polinomlarida benzer sekilde, U (x) = U,(2x — 1), V,(x) =
V(2x — 1), W, (x) = W, (2x — 1) seklinde tanimlanabilir (Mason ve Handscomb
2003).

3.1.6 Chebyshev Polinomlarinin Ekstremum ve Siralama Noktalar:

Derecesi n > 0 olan her dort tip Chebyshev polinomunun da [—1,1]
araliginda, n tane sifir, n + 1 tane de lokal ekstremum noktas1 vardir. Simdi bunlari

inceleyelim.

Birinci tip Chebyhsev polinomu T;,(x) ‘e dikkat edelim. (3.1) ile verilen
tanim1 geregi T, (x) ‘in [—1,1] araligindaki x sifirlari, cosné ‘nin [0, 7| araliginda 6

sifirlarina karsilik gelmelidir. Bu sebeple, once,

1
no = (k—z)n, k=12, ..,n

olmalidir ve buradan hareketle T;,(x) ‘in sifirlari,

1
X = cos(k_—z)n, k=12, ..,n
n

olarak elde edilir.

Diger yandan,
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d d nsin(nd)
aTn(x) = —cos(nf) = ————

dx sin@

oldugundan, sin(nf) ‘nin sifirlar1 T,,(x) ‘in ekstremum noktalar1 olarak karsimiza

cikar. Bu sebeple 9,
nd =k, k=12, ..,n

olacak sekilde segilirse, T, (x) ‘in [—1,1] araliginda ki x = +1 ‘i igeren ekstremum

noktalart:

km
X, =cos—, k=01,..,n
n

olur. Her bir T, (x) fonksiyonu bu n + 1 noktada esit maksimum veya minumum

degere sahiptir ve x, ve x,, u¢ noktalarinda +1 u¢ degerlerini alir.

km
Xy =cos—, k=01,..,n
n

ile verilen x;, ekstremum noktalarini Chebyshev siralama noktalar1 olarak se¢mek

uygundur.
Ekstremum noktalarin1 x, = —1 ve x,, = +1 olacak sekilde,

n—km
Xy = COST, k=01,..,n

olarak da alabiliriz.

Ayrica, problemin genel [a, b] araliginda tanimlanmasi durumunda (3.3) ile

verilen dogrusal doniisiim kullanilarak siralama noktalari,

, k=01,..,n

1 (n—Kkm
E{(b +a)+(b— a)cosT}

veya diger bir ifadeyle,
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%{(b +a)—(b— a)cosl%r}, k=01,..,n (3.4)

olarak verilebilir (Mason ve Handscomb 2003).

3.1.7 Chebyshev Polinomlarinin Ortogonalligi

Birinci tip Chebyshev polinomlar1 [—1,1] araliginda

1 0, I #]

1 s i=j=0
fTi(x)Tj(x)—dx =97

4 V1—x® 3 i=j#0

oldugundan 1/v1 — x? agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler.

Benzer sekilde ikinci, tiglincli ve dordiincii tip Chebyshev polinomlart da sirasiyla

Vi—x%2 , V1+x/V1—x ve V1—x/V1+x agrlik fonksiyonlarina gore
ortogonaldirler (Mason ve Handscomb 2003).

3.1.8 Chebyshev Serileri

Bir u(x) fonksiyonu —1 < x < 1 araliginda siirekli ve simirli salinimli ise

aralik boyunca diizgiin yakinsayan ve

[oe}

1
u(x) = an + a; Ty (x) + a;To(x) + -+ = Z ,aJ'Tj(X) (3.5)
=0

seklinde verilen diizglin yakinsak bir seri acilimi vardir. Bu seri tek degiskenli

Chebyshev serisi, a; katsayilari da Chebyshev katsayilari olarak adlandirilir. Bu

katsayilar

1
2 (u()T;(x)
fl——l — dx

a; =
R 3
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veya

T
2
a; == fu(cos&)cosnede, j=012,..
s

-1
formtilleri yardimiyla hesaplanabilir (Mason 1967).

(3.5) Chebyshev seri acilimi u(cosf) fonksiyonunun Fourier cosiniis
serisidir. Dolayistyla yakinsama kosullari, Fourier serisinin yakinsaklik kosullarindan
tiiretilebilir. Diger yandan Chebyshev seri acilimi, genel Fourier serisinden farkli
olarak periyodik olma o6zelligine sahiptir. Bu sebeple, periyodik olmayan
fonksiyonlarin benzer agilimlarina goére daha hizli yakinsarlar. Ayrica, periyodik
olmayan fonksiyonlarin siireksizlikleri, Fourier serisinin Chebyshev formu ile

ortadan kaldirilabilir (Clenshaw 1962, Akyiiz-Dascioglu 2000)

Her sonlu aralik bir dogrusal doniisiim vasitasiyla baska bir sonlu araliga
doniisebileceginden u(x) fonksiyonu —1 < x < 1 veya a < x < b araliginda siirekli

ve siirli salinimli olmast durumunda da

o)

u(x) = Z 'a; T} (x) (3.6)

j=0

seklinde diizgilin yakinsak bir seriye agilabilir.

u(x) igin faydali bir polinom yaklasimi sonsuz Chebyshev serisi kesilerek

bulunabilir. Kesilmis
N
u(x) = Z "a;T; (x)
j=0
serisi igin a; Chebyshev katsayilarin1 hesaplamakta kullanilan formiil Clenshaw ve

Curtis (1960) tarafindan toplamin ortogonallik 6zelligi kullanilarak

N

2 " m
a; = Nz Ti(cpulxy), x, = cos -
n=0
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seklinde verilmistir. Buradaki Y. "’ sembolii toplamdaki ilk ve son terimlerin yarisinin

alinacagi anlamina gelmektedir.

3.2 Coziim Yontemi

Calismamizin bu kisminda, Khater ve dig. (2008) ile Thirumalai ve Seshadri
(2018) tarafindan Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Chebyshev spektral

siralama yontemi {lizerine ¢aligsan iki farkli makale incelenecektir.

Literatiirde Burgers denklemi icin birgok ¢6ziim prosediirii mevcut olmasina
ragmen, bunlar1 c¢ogu tarafindan c¢ok kiigiik bir viskozite katsayilari icin sok
dalgalarinin gozlenmesinde yetersiz kaldiklar1 goriilmistlir. Her iki ¢aligmada,
Chebyshev spektral siralama yontemi ile en az sayida siralama noktasi kullanarak
kiigiik viskozite katsayilari i¢cin daha dogru ve hesaplama agisindan verimli sonuglar

tiretmek ve dahasi sok olusumlarini yakalamak amaglanmustir.

Oncelikle, her iki c¢alismada onerilen ¢oziim yontemleri tanitilacak,
sonrasinda ise yontemler test problemlerinden elde edilen sonuglar, literatiirdeki
mevcut analitik ve sayisal sonuglar ile karsilastirilarak, yontemin verimliligi ve

cozlimlerin davranis1 grafik ¢izimlerinde destegiyle analiz edilmeye ¢aligilacaktir.

3.2.1 Khater ve Dig.’nin Yontemi

Bu boéliimde Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Khater ve dig. (2008)

tarafindan onerilen Chebyshev spektral siralama ¢éziim yontemi incelenecektir.

D ={x:a < x < b} ¢oziim bolgesi; 6D bolgenin smiri; a ile v > 0 keyfi

sabitler olmak tizere

U+ QUU, = VUyy, (x,t) €D X [0,T] (3.7)
u(x,0) =f(x), x€D (3.8)
u(x,t) =g(t), (xt)€dD x][0,T] (3.9)
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problemini ele alalim.

Problemin yaklagik ¢oziimii, birinci tiirden ve j. mertebeden Chebyshev

polinomu
T;* (%) = T; (2%, — (b + @) /(b — @)

ve siralama noktalari

1 mn
X, = E<(a +b) — (b — a)cos (W)>, n=01,..,N (3.0
olmak tizere
N
u(x,t) = Z "a;T;" (x) (3.11)
j=0

kesilmis Chebyshev serisi formundadir. Buradaki a; katsaylari,

N
"T ()T (xn) = BiSij

n=0

ﬂ__{N/z, i #0,N,
‘U N, i=0,N.

ayrik ortogonallik bagintis1 kullanarak (3.11)’den asagidaki gibi,

N

2
4 =5 T () u (X, t) (3.12)

n=0

seklinde bulunur.

U, (x,t) ve Uy, (x, t) tirevleri ise, (3.10) siralama noktalarinda, (3.11) seri

acilimi ve (3.12) Chebyshev katsayilar1 kullanilarak hesaplanabilir. u,(x,t) seri

acilima,
N N N
n +7/ " 2 +7 +
Uy (%, t) =Z ;T (x;) = Z NZTJ ()T () | ulxn, t)

j=0 n=0 j=0

N
(1,8 = ) [Alin w0 (3.13)

n=0

formundadir. Burada [A,];,, matrsinin elemanlari,
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N
2C 144 ! .
[Ax]in = Tn Tj+ (xi)7}+(xn) , ,n=01,...,N

co=cy=1/2vec,=1, n=12,...,.N—-1
ile tanimlanir. Tj+'(xi) tiirev teriminin elemanlar1 da asagidaki sekilde hesaplanabilir.

N
L) =24 ) T

n=0,n+j tek

A=2/(b—a),co=c,=1/2vec, =1, n=12,..,N—-1

Benzer sekilde u,, (x, t) ikinci tiirev yaklagimu,

N

Uy (x,t) = Z [A inUx (X, t) =

n=0

515

n=0

an

x]in[Ax]nj) u(xj' t)

Uy (X, ) = ) [Byliju(x;, t) (3.14)

M-

seklindedir. Burada B, = A2’dir ve B,’in elemanlari,

Mz

[Ax]in[A n]' i,j=01,..,N

ile taninlanir.

X, noktasinda u(x,t) ve u;(x,t) degerlerini sirasiyla u,(t) ve u,(t) ile

gosterirsek, (3.9) siur kosullarini kullanarak asagidaki ifadeleri yazabiliriz.
di(t) = [Ax]ioto(©) + [Ax]inun ()

d; () = [Byliotto(®) + [Belinun (®)

olmak iizere (3.13) ve (3.14) ifadelerini asagidaki sekilde revize edebiliriz.

=

-1

ux(xi; t) = di(t) + [Ax]inun(t) (3-15)

1

S
1l



=

-1

Upe (x5, 8) = () + ) [Bylintn () (3.16)

1

S
Il

(3.15) ve (3.16) ile verilen tiirev ifadelerini ((3.7) ile verilen Burgers denkleminde

yerine yazarsak (3.8) baslangic kosulu ile birlikte,

N-1 N-1

U () + au;(t) ) [Axlinun(t) —v ) [Belintn (t) + au;(t)d;(t)
nZl ; (3.17)
—vd,(t) =0

u;(0) = f(x;)
elde edilir. (3.17) sistemi
u(®) = [ug (0, uz (8, .., uy -1 (O]
u(®) = [y (), uz (8, ., Uy -1 (O]

uO = [ul(O),uz(O), "'!uN—l(O)]T

F(t,u®) = [F(t, u®), F(t,u®)), .. ,FN_l(t,u(t))]T

ve
N-1 N-1
Fi(t' u(t)) = _aui(t) [Ax]inun(t) +v [Bx]inun(t) - aui(t)di(t) + U&i(t)

olmak iizere asagidaki (3.19) formunda yazilabilir.
u(t) = F(t,u(®)) (3.8)
u(O) = Uy

Burada (3.18) ile zamana bagh tiirev iceren adi diferansiyel denklem sistemi
elde edilir. Bu nedenle, ¢6ziim zaman degiskeni icinde aranir. Boyle bir denklem
sistemi i¢in, agik bir yontem olup oldukga yiiksek dogrulukta sonuglar veren

dordiincii mertebeden Runge-Kutta metodunu kullanabiliriz.

u® =yu(t,) + %F(tn,u(tn))
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1
u® = u(t,) + EF(tn+At/2'u(1))
u® = u(t,) + F(tn+At/2ru(2))

u(tn+1) - u(tn) + [F(tn:u(tn)) + ZF(tn+At/2:u( )) + ZF(tn+At/2'u( )) + F(tn+Atru( ))]

3.2.2 Thirumalai ve Seshadri Yontemi

Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan 6nerilen yontem ise su sekildedir:
T (x) = T,((2x — (b — a) /(b + a)) 6telenmis Chebyshev polinomu olmak
lizere, (3.7) ile verilen Burgers denkleminin spektral ¢ozliimii su sekilde yazilabilir:

N

ulx,t) =~ ul(x,t) = Z a,(t) T,F (x) (3.19)

n=0

Mevcut yontemin 6zii, rezidii fonksiyonunu elde etmemiz ve onu belirli
siralama noktalarinda sifira gitmeye zorlamamizdir. Bunun igin, (3.19) ile verilen

spektral ¢oziimiin (3.7) ile verilen Burgers denkleminde yerine yazilmasiyla,
R(x,t) = ul + auMull —vul,

elde edilir. Buradanda, (3.10) ile tanimlanan siralama noktalar1 i¢in rezidi

fonksiyonu asagidaki sisteme ulagilir.
R(x;, t) = ul(x;, t) + aul (x;, Oul (x;, t) —vull (x;,6) =0, i=12,..,N—1

Bu sistemde,

[To (x0) Ti(xo) .. Ty(x0)] [To'(x0) Ti'(x0) o To'(x0)]
|To (x)) T (xl) Tn+§x1)|, D,=|TJ’.(x1) T1+'.(x1) T11+"(x1)|
l+(xn) Tl (xn) Tn+(.xn)J lT(;I-’.(xn) T1+,&xn) T1+,&xn)J

[+”(xo) T (xo) . T,:’”(xo)]

= |7 T B |

lTo-l-”‘(xn) T+”(xn) T;”.(xn)J
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(DA);, DA vektoriiniin i. bileseni olmak {izere,

(DA);, 0 0 a'y(t) a,(t)
T = 0 (Dz:‘l)z 0 L A= all:(t) A= al;(t)
0o 0 © (DA, @ (D) an(0)

oldugu g6z Oniine alinirsa,
DA'= (-TD'+ D")A (3.20)

seklinde birinci dereceden dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemine

ulasilir. Ancak burada, s6z konusu makalede (3.20) denkleminin
DA" = (—aTD' +vD")A
seklinde yazilmasi gerektigini diisliniiyoruz.
Baslangig kosullari ise; Ay, t = 0 ve uy = (u(xyq, to), u(xy, to), .., u(xy, to))
‘da A vektori olmak lizere,
DAy = uy,

seklindedir. (3.20) sistemi s6z konusu baslangic kosulu altinda bir Onceki
boliimdekine benzer sekilde, dordiincii dereceden Runge-Kutta yontemi ile

coziilebilir.

Bu noktada, spektral siralama yonteminin kararliligi ve yakinsamasiin daha
once c¢esitli yazarlar tarafindan c¢alisildigr belirtilmelidir. Kararlilik analizinin
detaylar1 burada tartisilmamistir. Bu c¢alismanin odagi, daha onceki caligsmalara
nazaran daha az siralama noktast ve hesaplama cabasi ile bir¢ok baslangic ve sinir

kosulu altinda Burgers denklemini incelemektir.

3.2.3 Sayisal Sonuglar

Bu boliimde, sunulan iki Chebyshev spektral siralama (CSSY) yontemini de

farkl1 test problemlerine uygulayacagiz. Yontemin verimliligini, problemin tam
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¢oziimleri ile yaklasik ¢oziimleri karsilastirarak bulmak igin, n;, i¢ nokta sayisi, u;

ve u;, u ¢ozlimiiniin i noktasindaki tam ve sayisal degerleri olmak {izere

Ell, = max |u; —u;
B = max Ju— )

IEI = Zip:(ui —_i)z/i(ﬂi)z

sirastyla maksimum mutlak hata ve bagil hata normlar1 hesaplanacak, elde edilen
sonuglart literatiirdeki mevcut sonuglarla karsilastirilacaktir. Kesin sonuglarin
miimkiin olmadig1 noktalarda hata, ardisik iki degerin farkina dayanarak

hesaplanmustir.

[k iki problemin sayisal sonuglar1 her iki yontemle de ayr1 ayr1 hesaplanmus,

diger problemlerde sadece Thirumalai ve Seshadri (2018)’in yontemi uygulanmaistir.

Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan 6nerilen yontemde, birinci problem
hari¢ diger tiim problemlerde sinir kosullarini yerine getirmek i¢in kabul edilen

spektral ¢oziim,

N-2
u(r, ) =x(1-x) ) an (T, )

formundadir. Birinci problem i¢in dnerilen spektral ¢oziim ise,

N

w0 = ) a0

n=0

seklini alir.

Problem 1

U+ auUly, = Vi, (x,t) €D X[0,T]

52



seklinde verilen bir boyutlu Burgers denklemini, « ile v > 0 keyfi sabitler olmak
lizere D ={x:a<x<b} bolgesinde ele alalim. Problemin gezinen dalga

formundaki ¢ozlimii,

u(x,t) = c¢/a + (2v/a)tanh(x — ct)

seklindedir. Her iki yontem ile de baslangi¢ ve sinir kosullari tam ¢6ziimden alinarak

elde edilen sayisal sonuglar asagidaki gibidir.

Tablo 3.1 Khater ve dig. (2008) tarafindan, N = 10, ¢ = 0.1, At = 0.01,a =
0 ve b = 1 olmak tizere ¢esitli v ve a degerleri icin i¢in elde edilen hata normlarini

gostermektedir.

Tablo 3.1: Problem 1, Khater ve dig. (2008)

IEl o IEI|

v=0.01 | v=0.001 | v=0.0001 | v=0.01 [ v=0.001|v=0.0001
1 [ 0.1 [3.06,-5 | 3.06,—7 2.24,-8 1 2.08,—4 | 2.37,—6 1.31,—7
0.2 ]6.11,-5] 6.18, =7 522,-8 |4.07,—4 [ 4.69,—6 3.60, -7
0.25( 7.62,-5 | 7.82,—7 894,-8 [504,—4 | 585 -6 [ 4.31,—7
0.110.1 |3.06,—4 | 3.10,—6 7.15,—7 12.08,—4 [ 2.32,6 3.68, =7
02 ]6.11,-4 | 6.32,-6 1.31,—6 | 4.06,—4 | 4.70, -6 6.99, 7
0.25(7.62,—4 | 7.99,-6 1.67,—6 ] 5.04,—4 | 5.88,—6 8.88, =7

Tablo 3.2, Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan spektral siralama
metodunu kullanarak, t = 0.1,0.2,0.25 anlarinda ¢esitli @ ve v viskozite degerleri

ve ¢ = 0.1 i¢in hesaplanan ||E||,, hatasini vermektedir.

Tablo 3.2: Problem 1, Thirumalai ve Seshadri (2018)

a t v=20.1 v=20.01 v=20.001
1 0.1 1.494, -9 1.369, —11 6.501, —13
0.2 6.490, —9 4,528, —11 2.128, 12
0.25 1.116, -8 7.084, —11 3.320, -12
0.1 0.1 1.494, —8 1.369, —10 3.480, —12
0.2 6.490, —8 4.528, —10 2.128, 11
0.25 1.116, -7 7.084,-10 3.320, 11
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Sekil 3.2, Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan ¢ = 0.01 dalga hiz1 ile
dort farkli @, v t ve kombinasyonlar1 i¢in [—3,3] araliginda elde edilen spektral

cOzlimleri gostermektedir.

u(x} 1 g=05v=0.1t=05
- 2 a=1v=1t=0.1

I 3 — @=1v=0.11=05
4 @=1v=11=01

4

Sekil 3.2: Problem 1, ¢ = 0.01 igin spektral ¢oziim

Tam ¢ozim ile v=0.0001, ¢ =0.01, a=1 ve t =3 degerleri icin
Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan bulunan spektral ¢oziimlerin [—10,10]
araligindaki karsilastirilmasi Sekil 3.3’de yer almaktadir. Sayisal sonuglarin, tam

¢ozlim ile uyum icinde oldugu goézlenmektedir.

u(x)
0.0102 -— - Tam ;ozunl
i O Spektral ¢oziim
001§ -

0.0100

0.0089

Sekil 3.3: Problem 1, sayisal sonuglarin tam ¢dziimle karsilastiriimast

Sekil 3.4 ise [0,1] domeninde a =1 , t =0.1 ve v =0.1 i¢in farkli ¢

degerleri i¢in gezinen dalga ¢6ziimiiniin davranisi yer almaktadir.
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c=0.02
A c=0.03
e T - - —- c=0.05

e — — — =007
—=— ko - =008

c=015

Sekil 3.4: Problem 1, farkli dalga hizlarinda ¢6ziimiin davranisi

Problem 2
UpFAUU, = VUy,, 0Sx<1, t>0
u(x,0) =4x(1-x), 0<x<1
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0
problemini ele alalim. Problemin Hopf-Cole doniisiimii ile elde edilen analitik

¢Ozumi,

ap, = f exp[—x2(3v)"1(3 — 2x)] dx,

1
a, =2 f exp[—x2(3v)"1(3 — 2x)] cos(nmx) dx, n =12, ..
0

olmak tzere

Yoo apexp(—n?m?vt)nsin(nmx)

) =2
ulxt) v ay + Yimeq apexp(—n?m2vt)cos(nmx)

seklindedir. Tablo 3.3’ de, Khater ve dig. (2008)’nin yontemi ile N = 15 olmak iizere
v = 0.1 i¢in At = 0.001 ve v = 1.0 icin At = 0.0001 icin elde edilen sonuglar,
Galerkin ikinci dereceden B-spline sonlu elemanlar yontemiyle N = 80 olmak iizere
v=1.0,v=0.1ve At = 0.00001 i¢in elde edilen sonuglar ve analitik ¢6ziim ile

karsilastirilmistir. Spektral yontem ile elde edilen sonuglarin analitik ¢oziimden
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edilen sonuglar ile ¢ok iyi bir uyum iginde oldugu goriilmektedir. Yontem, Galerkin
ikinci dereceli B-spline sonlu elemanlar metoduna gore daha kisa bir siirede gorece

daha iyi sonuglar iiretmistir.

Tablo 3.3: Problem 2, v = 0.1 i¢in sayisal sonuclarin karsilagtiriimasi

v =0.1 v =10

o Ozis Ozis
t | vediz. | CSSY %‘;ill‘ltlﬂ‘ t | vedig. | CSSY "(‘;‘zll‘lt:li‘

(2005) (2005)

0.25[0.40| 031760 | 0.31752 | 0.31752 |0.10] 026149 | 0.26148 | 0.26148
0.60| 0.26148 | 0.24614 | 0.24614]0.15] 0.16149 | 0.16148 | 0.16148
0.80| 0.19959 | 0.19956 | 0.19956 |0.20] 0.09948 | 0.09947 | 0.09947
1.00] 0.16562 | 0.16560 | 0.16560[0.25] 0.06109 | 0.06108 | 0.06108
3.00| 0.02776 | 0.02776 | 0.02775

0.75[0.40] 0.64558 | 0.64561 | 0.64562 [0.10] 0.28159 | 0.28157 | 0.28157
0.60| 0.50269 | 0.50268 | 0.50268 |0.15] 0.16976 | 0.16974 | 0.16974
0.80| 0.38536 | 0.38534 | 0.38534 |0.20] 0.10267 | 0.10266 | 0.10266
1.00] 0.29589 | 0.29586 | 0.29586 | 0.25] 0.06230 | 0.06229 | 0.06229
3.00] 0.03044 | 0.03044 | 0.03044

Sekil 3.5°de N = 15, v = 0.01 ve At = 0.001 olmak iizere t = 0.1, t = 0.3

ve t = 0.5 anlarindaki sayisal sonuglarin grafigi gosterilmistir.

1.0

08
06
04

02

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Sekil 3.5: Problem 2, v = 0.01 i¢in spektral ¢dziim

Ayni problemi, Thirumalai ve Seshadri (2018) yontemi ile ele aldigimizda
ise, N = 10 i¢in elde edilen sonuglar 10~3 mertebeden dogruluk gostermistir. N =
15°e yiikseltildiginde ise spektral ¢oziim su ana kadar yapilan cesitli literatiir

caligmalarina kiyasla daha hassas sonuglar elde etmistir. v =1ve N = 15 i¢in elde
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edilen sonuclar, diger mevcut sonuglar ve tam ¢oziimler ile birlikte Tablo 3.4’de

verilmistir.
Tablo 3.4: Problem 2, v = 1 i¢in sayisal sonuclarin karsilagtirilmasi
Asaithambi Kutluay CSSY
« |t (2010) (1999) N =15, Analitik
N =40 N =80 oT Coziim
8T =105 | éT=10"* =10"*

0.25 1 0.01 0.66008 0.66007 0.66007 0.66006

0.05 0.42631 0.42629 0.42629 0.42629

0.1 0.26151 0.26149 0.26148 0.26148

0.15 0.16158 0.16148 0.16148 0.16148

0.25 0.06111 0.06109 0.06109 0.06109

0.50 | 0.01 0.91973 0.91972 0.91972 0.91972

0.05 0.62812 0.62809 0.62808 0.62808

0.1 0.38347 0.38343 0.38342 0.38342

0.15 0.23410 0.23406 0.23406 0.23406

0.25 0.08726 0.08724 0.08723 0.08723

0.75 1 0.01 0.68367 0.68364 0.68364 0.68364

0.05 0.62812 0.62809 0.62808 0.62808

0.1 0.38347 0.38343 0.38342 0.38342

0.15 0.23410 0.23406 0.23406 0.23406

0.25 0.08726 0.08724 0.08723 0.08723

Tablo 3.3 ve 3.4 spektral ¢6zlimiin kesin ¢oziimlerle daha iyi bir uyum i¢inde
oldugunu gostermektedir. Tablo 3.5, farkli zaman ve noktalarda v = 0.1 ve v =
0.005 degerleri icin elde edilen spektral ¢oziimler, Jiwari (2015) tarafindan bulunan

sayisal sonuclar ve tam ¢oziim ile karsilagtirma imkani1 vermektedir.

Tablo 3.5: Problem 2, v = 0.1,0.005 igin sayisal sonug¢larin karsilastiriimasi

v=20.01 v =0.005
X t Jiwari Analitik Jiwari Analitik
2015) CSSY Ciziim 2015) CSSY Ciziim
0.8 |04 0.59125 0.59136 0.59135 0.95917 0.95906 0.95849
0.6 0.45732 0.45739 0.45739 0.83035 0.83027 0.83015
0.8 0.34555 0.34559 0.34559 0.70656 0.70646 0.70612
1.0 0.26151 0.26154 0.26153 0.60826 0.60820 0.60826
0.6 0.45732 0.45739 0.45739 0.83035 0.83027 0.83015
09 |04 0.36528 0.36546 0.36546 0.98311 0.98263 0.98234
0.6 0.27811 0.27823 0.27823 0.90421 0.90385 0.90398
0.8 0.20449 0.20456 0.20455 0.78246 0.78209 0.78348
1.0 0.15094 0.15097 0.15097 0.67810 0.67785 0.67615
3.0 0.01352 0.01353 0.01352 0.24334 0.27292 0.27291
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Sekil 3.6 ve Sekil 3.7, v =0.01 ve v = 0.003 degerlerinde farkli zamanlarda ki

spektral ¢6ziim sonuglarini gostermektedir.

u(x)

oa
08
04

0z

Sekil 3.6: Problem 2, v = 0.01 i¢in spektral ¢dziim

Sekil 3.7 farkli zaman seviyesi ve kinematik viskozite kombinasyonlar igin
yayilma cephesini gostermektedir.

u{x)

1o} JUR— )
sl
06

04l

Sekil 3.7: Problem 2, v = 0.003 i¢in spektral ¢dziim
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Sekil 3.8: Problem 2, farkli v ve t degerleri i¢in spektral ¢oziim

58



Sekil 3.6, 3.7 ve 3.8, yayilma cephesinin kiiclik viskozite degerleri igin
yayilarak diklestigini gostermektedir.

Problem 3

a = 1 Olmak tizere (3.7) Burgers denklemi, siniisoidal baslangi¢c ve homojen

sinir kosullar altinda,

U+ UUY = VUyy

u(x,0) = sin(mx)
u(0,t) = u(1,t) =0
ile verilsin. Problemin tam ¢6ziimii,

1 1
—(1-cos(mx)) —(1—cos(mx))
a, =fe 2w dx, an=2]e 2 dXx,
0

0

olmak tizere,

Y%, ape VT M insin(tnx)

ao + X2, aze v n*tcos(mnx)

u(x,t) = 2nv

Literatiirde sin(mx) baslangic kosulu bircok arastirmaci tarafindan
degerlendirilmistir. Bunun yaninda, spektral yontem ile an az siralama noktasi i¢in
zarif ve etkili bir ¢6ziim sunulmustur. Probleme iliskin farkli v viskozite katsayilari
ve zaman adimlarindaki, tam ¢oziimler ve literatiirde bulunan bazi sayisal sonuglar
ile Thirumalai ve Seshadri (2018) yontemi ile elde edilen sayisal sonuglar ile Tablo
3.6 ve Tablo 3.7°de karsilastirilmigtir. Tablo 3.6’da spektral ¢oziimden elde edilen
sonuclar, Bahadir (1999) ve Bahadir ve Saglam (2005) tarafindan elde edilen
sonuglara gore daha yiiksek dogruluk gosteren Dehghan (2013) ve Ashpazzadeh

(2017) tarafindan elde edilen sonuglar ile karsilastirilmigtir.
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Tablo 3.6: Problem 3, v = 1 icin sayisal sonuclarin kargilagtirmasi

Dehghan | Ashpazzadeh CSSY Analitik

t x (2013) (2017) Coziim
0.05 0.1 ] 0.17788 0.17795 0.17803 0.17803
0.3 | 0.47555 0.47570 0.47587 0.47587

0.5 | 0.60969 0.60902 0.60907 0.60907
0.7 | 0.51105 0.51123 0.51113 0.51113
0.9 | 0.19990 0.19997 0.19989 0.19989

0.1 | 0.1 | 0.10946 0.10952 0.10954 0.10954
03 | 0.29167 0.29185 0.29190 0.29190

0.5 | 0.37169 0.37153 0.37158 0.37158
0.7 | 0.30966 0.30987 0.30991 0.30991
09| 0.12059 0.12067 0.12069 0.12069
02 0.1 | 0.04187 0.04193 0.04193 0.04193
0.3 | 0.11046 0.11061 0.11062 0.11062

0.5 | 0.13828 0.13844 0.13847 0.13847
0.7 | 0.11328 0.11343 0.11347 0.11347
0.9 | 0.04361 0.04367 0.04369 0.04369

Tablo 3.7°de Problem 3 i¢in v = 0.1 ve v = 0.005 degerlerinde az sayida
siralama noktasi kullanarak elde edilen sonuglarin tam ¢oziimlerle uyum iginde

oldugu gozlenmektedir.

Tablo 3.7: Problem 3, v = 0.1,0.005 i¢in sayisal sonuglarin karsilagtirmast

v =0.1 v =0.005
X t Jiwari Analitik Jiwari Analitik
2015) CSSY Céziim 2015) CSSY Céziim

0.80)1 0.4 | 0.57115 0.57127 0.57126 0.95294 0.95285 0.95230
0.6 0.44193 0.44226 0.44226 0.81583 0.81572 0.81411
0.8 0.33464 0.33468 0.33468 0.69093 0.69082 0.69095
1.0 | 0.25369 0.25372 0.25371 0.59406 0.59403 0.59409
3.0 | 0.02492 0.02492 0.02491 0.24051 0.24050 0.24050
0.90( 0.4 | 0.35077 0.35095 0.35095 0.97884 0.97832 0.97814
0.6 0.26769 0.26780 0.26780 0.89406 0.89369 0.89395
0.8 0.19733 0.19739 0.19739 0.76854 0.76816 0.76814
1.0 | 0.14603 0.14607 0.14606 0.66435 0.66411 0.66405
3.0 0.01323 0.01323 0.01323 0.26945 0.26901 0.26901

Hem Tablo 3.6 hem de Tablo 3.7 spektral yontemin, literatiirdeki diger
yontemlere gore daha basarili oldugunu ortaya koymaktadir. Sekil 3.9, 3.10, 3.11,
3.12 sirastyla farkli t zaman adimlar1 ve v kinematik viskozite degerleri i¢in

sinlizoidal bozulmay1 gostermektedir.
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Sekil 3.9: Problem 3, v = 1 i¢in spektral ¢6ziim
u(x)
t=04
- t=08
t=08
----- - t=1
- 1=3
Sekil 3.10: Problem 3, v = 0.1 i¢in spektral ¢6ziim
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Sekil 3.11: Problem 3, v = 0.01 i¢in spektral ¢6ziim
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u(x)
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Sekil 3.12: Problem 3, v = 0.004 i¢in spektral ¢oziim

Sekil 3.13, spektral ¢oziimiin fiziksel davranisini ¢ =0.01 adiminda kinematik

viskozite v'nin farkli degerlerinde gostermektedir.

u(x)
1ol
"'-__\_hh"‘x\
oal /f
— v =0.00001
0E — w=01
\ — v=05

04 \ — w=1
0zt \‘

1 1 1 1
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Sekil 3.13: Problem 3, t = 0.1 i¢in spektral ¢6zim

Sekil 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 ve 3.13, siniizoidal bozulmanin artan zaman
seviyesindeki kiiclik kinematik viskozite degerleri i¢in giderek daha da diklestigini

gostermektedir.

Problem 4
UsHUU, = VUy, 05x<1

0 = 2 sin(mx)
u(x0) = 2mv ay + cos(mx)

u(0,t) = u(1,t) =0
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problemini ele alalim. Problemin kompakt-kapali formdaki ¢6ziimii,

e~V tsin(mtx)

u(x,t) = 2mv ap,>1

a, + e~v"*tcos(mx)’
seklindedir. Cesitli ay, t ve v parametrelerinin kombinasyonlar1 i¢in Problem 4’den
spektral yontem ile elde edilen ||E ||, maksimum mutlak hata normlar1 Tablo 3.8 ve

3.9°da gosterilmistir.

Tablo 3.8, spektral yontem ile a; = 2 i¢in elde edilen ||E||,, normlar1 ile
Jiwari (2015) tarafindan bulunan ||E||,, hata normlarmi Kkarsilastirma imkéani
vermektedir. Jiwari (2015) tarafindan N = 32 i¢in elde edilen dogruluk seviyesi,

spektral yontem ile N < 15 i¢in elde edilebilmistir.

Tablo 3.8: Problem 4, farkli v ve t degerleri i¢in mutlak hata

¢ v Jiwari CSSY
(2015) N =15
0.1]1.0 7.357, 4 1.591, -8
0.1 3.558,—-6 | 4.747, -8
1,4 | 1.104,—-10 | 7.606, —12
1,-5 | 3.045,—12 | 7.941, —14
05]1.0 5.639,-5 | 2.701,—-10
0.1 7.345,—-6 | 6.046, 9
1,4 | 1.408,—10 | 3.164, —11
1,-5 | 8.745,—12 | 3.895, —13

Tablo 3.9, a, = 100,v = 0.005ve t = 1 igin parametreleri i¢in Problem 4’ten
elde edilen ||E||, hata normlarin1 gosterir ve ayrica bu sonuglar, Guo (2016) ve

Pandit (2017) tarafindan elde edilen sonuglarla karsilastirilir.

Tablo 3.9: Problem 4, maksimum mutlak hata

Pandit Guo
N 017) (2016) CSSY
8 | 24029 N 1.734,-10
10 - 2.010, 9 | 3.510,-12
16 | 2.164,9 N 6.729, 13
20 - 7071, 11 | 1.897, 19

Sekil 3.14’dev = 0.001, ay = 50 ve t = 1 i¢in L, sonsuz normunun grafigi

yer almaktadir.
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Sekil 3.14: Problem 4, maksimum mutlak hata

T

Problem 5

UpHUUy = VU, 0<Sx<1.2

denkleminin,

X

u(x,1) = =

x2
1+exp (E) P
u(0,t) = u(1.2,t) =0

baslangic ve sinir kosullar1 kosullar altinda, t, = exp (%) olmak tizere sok dalgalar

formunda verilen analitik ¢6ziimii,

il
t
1+ \/tzoexp (:—:t)

seklindedir. Problem, bir kutudaki tiirbiilansin azalmasi olayin1 modellemektedir.

u(x,t) =

Baslangic sarti, analitik ¢ozliim i¢in olduk¢a kullanislidir. Kinematik viskozite
katsayisinin v = 0.005 degeri icin sok dalgalarimin yayilmasi Sekil 3.15°de
gosterilmektedir. Sekil 3.15 ve 3.16’da goriildiigii gibi, dalgalar zamanla saga yone
dogru yayilmakta ancak kinematik viskozite degeri v azaldik¢a giderek daha keskin

hale gelmektedir.
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Sekil 3.15: Problem 5, v = 0.005 i¢in sok dalgas1

Farkli zaman adimlarinda kinematik viskozitenin v = 0.005 ve v = 0.01

degerleri i¢in sok dalgalarinin yayilmasi ise Sekil 3.16'da gosterilmistir.

u(x)
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Sekil 3.16: Problem 5, farkli v ve t kombinasyonlari i¢in sok dalgasi

Sekil 3.15 ve 3.16’da goriildiigii gibi, dalgalar zamanla saga yone dogru

yayilmakta ancak kinematik viskozite degeri v azaldik¢a giderek daha keskin hale
gelmektedir.

Problem 6

UpFUU, = VUy,, 0 < x < 1

denklemini, homojen sinir kosullari,
u(0,t) =u(1,t) =0
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ve
u(x,0) = sin(mx) cos(mx)
baslangi¢ kosulu ile alalim.

S6z konusu problemin iistiinde literatiirde ilk olarak Thirumalai ve Seshadri
(2018) tarafindan calismistir. Kinematik viskozitenin v = 0.1 degeri i¢in farkh
zaman adimlar1 ve noktalardaki spektral ¢oziimler Tablo 3.10°da goriilmektedir.

Tablo 3.10: Problem 6, v = 0.1 i¢in spektral ¢dziim

X t CSS

0.2 ] 0.1 0.3031880
0.3 | 0.1381240
0.5 | 0.0637368
0.7 | 0.0291927
1.0 | 0.0089791
0.6 | 0.1 | —0.2222040
0.3 | —0.0967058
0.5 | —0.041838
0.7 | —0.0185466
1.0 | —0.0055958

Sekil 3.17 ve 3.18, v=1 ve v = 0.005 i¢cin farkli zaman adimlarinda
spektral ¢oziimlerin davranisini gostermektedir.
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Sekil 3.17: Problem 6, v = 1 igin spektral ¢6ziim

Yayilma cephesinin kinematik viskozite v azaldikca ve zaman adimi
ilerledik¢e soniimledigi, iki sekilde de goriilmektedir. Ayrica, Sekil 3.17 ve 3.18
karsilastirildiginda, kiigiik viskozite degerleri icin dalga yapilarinin diklestigi
sOylenebilir.
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Sekil 3.18: Problem 6, v = 0.005 i¢in spektral ¢oziim

Problem 7

UpFHUU, = VU, 0 < x <1
denklemini,
u(0,t) =u(l1,t) =0

_(x, x < 0.5
u(x,0) = {1 —x,  x>05

Buda, literatiirde ilk olarak Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafindan ¢alisilan
bir problemdir. v = 0.1 parametresi ile farkli x ve t adimlar1 i¢in spektral ¢oziimler

Tablo 3.11'de gosterilmistir.

Tablo 3.11: Problem 7, v = 0.1 i¢in spektral ¢dzim

X t CSS
0.25 | 0.001 | 0.24970
0.01 | 0.24736
0.1 0.22497
1.0 0.08890
0.50 | 0.001 | 0.46520
0.01 | 0.45323
0.1 0.38120
1.0 0.14311
0.75 | 0.001 | 0.25019
0.01 | 0.25227
0.1 0.26786
1.0 0.11779
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Sekil 3.19, farkli zaman adimlarinda v = 0.005 igin spektral ¢ozlimiin
davranigin1 gostermektedir. Sabit ve biiyiik v viskozite katsayisinin sebebi oldugu

difiizif etkiyle dalganin yayilimi grafikte goriilmektedir.
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Sekil 3.19: Problem 7, v = 0.005 i¢in spektral ¢oziim

Problem 7 i¢in farkli v kinematik viskozite degerleri ve t zaman adimlarinin

kombinasyonlari, Sekil 3.20'de verilmistir.

u(x)
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Sekil 3.20: Problem 7, farkli v ve t kombinasyonlari i¢in spektral ¢ozim

Ayni1 zaman adimlarinda kii¢iik viskozite degerleri i¢in dalga boylarinin
yiikseldigi ve cephelerinin diklestigi Sekil 3.20°de acik¢a goriilmektedir.

68



4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, Khater ve dig. (2008) ile Thirumalai ve Seshadri (2018)
tarafindan iki farkli ¢alismada sunulan, bir boyutlu Burgers denkleminin Chebyshev

spektral siralama yontemi ile sayisal ¢oziimiinii incelemektedir.

Her iki yontemde, oncelikle dogrusal olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel
denklem olan Burgers denkleminin konumsal tiirevli adi diferansiyel denklem
sistemine indirgenmesi, sonrasinda ise elde edilen sistemin tiir problemlerde oldukc¢a
1yl sonuclar veren dordiincli mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ¢oziilmesi esasina

dayanmaktadir.

Yontemler yedi farkli test problemine uygulanmis, elde edilen sayisal
sonugclar, literatiirdeki mevcut tam ve sayisal ¢oziimler ile karsilastirilmistir. Bunun

neticesinde;

Chebyshev spektral siralama yonteminin, literatiirdeki diger mevcut birgok
yonteme kiyasla hesaplamada daha az siralama noktasinda ve daha kisa bir siirede
daha iyi hassasiyet sagladigi; yontemin, literatiirdeki mevcut sayisal yontemlerin
cogu tarafindan yakalanamayan daha kiiclik kinematik viskozite degerleri i¢in ¢6ziim
davranisin1 6lgmede basarili oldugu; sonuglarin, salt sayisal degerleri icin degil;
akigkanlar mekanigi, plazma fizigi, alan teorisi, kat1 hal fizigi ve miihendislik
bilimindeki fiziksel degeri i¢in de faydali oldugu; dahasi, yontemin genis bir
dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sinifi i¢in de gegerli oldugu,

sonuglarmi ¢ikarmak miimkiindiir.

Bununla birlikte, diger metotlarda oldugu gibi, yontemin Runge-Kutta
yonteminde bazi parametre degerlerinin birlesimi i¢in kararsizliga bagli olarak
zorluga neden olabilecek birlestirilmis dogrusal olmayan birinci dereceden denklem
sistemi Uretmesi anlaminda bazi dezavantajlar1 vardir. Ayrica, N'nin ¢ok biiylik

degerleri i¢in, mevcut yontemin yakinsamasi daha uzun zaman alir.

Burgers denklemi i¢in 6nerilen sayisal yontemlerin dogruluk 6l¢iisti gergekei

fiziksel sonuglar vermesine baglidir ve biiylik Reynolds sayilari i¢in veya baslangic
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kosullarinin diizgiin olmamasi1 ya da ayrik konumlarda gegerli olmasi durumlarinda

¢Ozlim giinlimiizde hala 6nemini korumaktadir.
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