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(TEZ DANIŞMANI:PROF. DR. AYŞEGÜL DAŞCIOĞLU) 
 

DENİZLİ, HAZİRAN - 2019 
 

Bu çalışma üç ana bölüm şeklinde düzenlenmiştir. Birinci bölümde 
Burgers denklemi, denklemin analitik ve sayısal çözümleri üzerine literatür 
bilgileri verilmiştir. İkinci bölümde denklemin analitik çözümleri, son bölümde 
ise Burgers denklemi için Chebyshev polinomlarına dayalı bir sıralama yöntemi 
sunulmuş ve bu yöntemin uygulanabilirliğini ve verimliliğini göstermek için 
çeşitli örnekler ele alınmıştır. 
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ABSTRACT 

SOLUTION OF BURGERS EQUATION IN TERMS CHEBYSHEV 
POLYNOMIALS 

MSC THESIS 
MURAT KUZÖREN 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 
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(SUPERVISOR:PROF. DR. AYŞEGÜL DAŞCIOĞLU) 

 
DENİZLİ, JUNE 2019 

 
This study is organized as three main chapters. In the first chapter, 

literatures on the Burgers equation and their analytical and numerical solutions are 
given. In the second chapter, the analytical solutions of the Burgers equation are 
given and in the last chapter, a collocation method based on the Chebyshev 
polynomials is presented for the Burgers equations and some examples are 
discussed to demonstrate the accuracy, applicability and the efficiency of this 
method. 
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1. GİRİŞ 

 bir parametre olmak üzere 

                                                    (1.1) 

şeklinde ifade edilen doğrusal olmayan kısmi türevli denklem, literatüre denge 

durumu iki çözümü ile birlikte Bateman (1915) tarafından kazandırılmıştır. Bateman, 

çalışmasında viskoz sıvıların hareketini bu denklemle analiz etmeyi önerir. 

Denklemdeki;  uzay koordinatını,  zaman değişkenini,  matematiksel modeli ele 

alınacak akışkanın akmaya karşı gösterdiği iç direnç olarak tanımlanabilecek 

kinematik viskoziteyi,  fonksiyonu ise akışkanın hızını temsil etmektedir. Denklem 

şöhretini sonraki yıllarda kazanır. Akışkanlar mekaniğinin bazı temel konularını 

analiz edebilmek için Navier-Stokes denklemlerine benzeyen fakat daha sade bir 

denklem arayışında olan Burgers (1939), birkaç alternatif denklem arasından söz 

konusu denklemi mercek altına alır ve kapsamlı çalışmalarının sonunda denklemi 

türbülanslı akışa model olarak sunar. Denklem, onun türbülans teorisine yaptığı 

katkılar ve denklem üzerindeki yoğun çalışmaları sebebiyle artık Burgers denklemi 

olarak anılmaya başlar (Burgers 1940, 1948, 1950a,b, 1954, 1955, 1964, 1965, 1974).  

 Burgers denklemi, doğrusal olmayan bir boyutlu akışın tüm davranışlarını en 

iyi temsil eden matematik formudur (Cebeci ve diğ. 2005). Dolayısıyla matematiksel 

açıdan zengin özelliklere haizdir. Bunlardan en önemlisi doğrusal olmayan 

konveksiyon  ile doğrusal difüzyon  arasındaki çekişmenin en basit 

matematiksel formülasyonu olmasıdır (Benton ve Platzman 1972). Doğrusal olmayan 

terimin dikleştirici etkisi ve difüzif terimin yayılma eğilimi ile zaman evrimi 

arasındaki denge, Burgers denkleminin özüdür ve bu husus Lighthill (1956) 

tarafından açıkça ortaya konulmuştur. Denklem, viskozite katsayısının yeterince 

küçük seçilmesi durumunda, parabolik yapısını kaybederek hiperbolik özellikler 

göstermeye başlamakta ve akışkanda şok dalga hareketleri ile dalga cephesinde dik 

yönelmeler oluşmaktadır.  
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 Denklemin zengin yapısı diğer araştırmacıların da kısa sürede dikkatini çeker 

ve Lighthill (1956) tarafından aerodinamik, doğrusal olmayan akustik, su taşkınları 

ve trafik akışında; Mendousse (1953), Keck ve Beyer (1960), Soluyan ve Khokhlov 

(1961) tarafından termoviskoz sıvıların sonlu genlikli enine dalgalarında; Blackstock 

(1964, 1966) tarafından akustikte; Lick (1970) tarafından buzul bozulmalarında 

model denklem olarak başarılı bir şekilde kullanılır. Denklemin, şok dalga teorisi, ısı 

transferi ve stokastik süreçler ile ilişkisi Cole (1951); izotropik katılardaki elastik 

dalgalarla ilişkisi Pospelov (1966), sonlu genlikli enine hidromagnetik dalgalarla 

ilişkisi Goldberg (1962), sayılar teorisi ile ilişkisi Van der Pol (1951); enerji 

spektrumunun çeşitli yönleri Reid (1956), Ogura (1957) ve Tatsumi (1969) 

tarafından verilmiştir. Bazı araştırmacılar yeni türbülans teorilerini Burgers 

denkleminde test ederken, Saffman (1968) Burgers modelinden elde edilen 

sonuçlarla Kolmogorov yasasının temelini sorgulamıştır. Lagerstrom ve diğ. (1949), 

Lighthill (1956) ve Hayes (1958) Navier-Stokes denklemlerine benzerliğini özellikle 

vurgularken Hayes (1958) ile Su ve Gardner (1969) denklemin çeşitli yönlerini 

değişik kısıtlamalar altında incelemiştir. Bunlara ek olarak, Cooper (1964), Hargrove 

(1960), Kruskal ve Zabusky (1964), Platzman (1964), Moeers (1968) ve daha birçok 

araştırmacı tarafından farklı alanlarda tekrar tekrar gündeme getirilmiştir. 

Öte yandan Burgers denklemi başlangıç ve sınır şartlarının değişik 

seçimleriyle analitik olarak çözülebilen az sayıdaki doğrusal olmayan kısmi türevli 

diferansiyel denklemden biridir. Zaman içerisinde birçok araştırmacı denkleme farklı 

çözüm yolları önermiştir. Bu çözümlerden belki de en ilginci Fay (1931) tarafından 

geliştirilmiş özel çözümdür (bkz. Tablo 2.3, çözüm 10). Bu çözüm, Fubini-Ghiron’un 

(1935) çalışması ile akustik literatürde “Fubini çözümü” olarak da bilinmektedir ve 

Cole (1951) tarafından başlangıç şartı eklenerek geliştirilip tam çözüm elde 

edilmiştir.  

Diğer yandan Hopf (1950) ve Cole (1951), birbirlerinden bağımsız yaptıkları 

çalışmalarında, 
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dönüşümünü kullanarak Burgers denklemini ısı denklemine dönüştürmüş, keyfi bir 

başlangıç şartı için tam ve açık olarak çözmüştür. Bu dönüşüme bu iki isme atfen 

Hopf-Cole dönüşümü adı verilir. Bu dönüşüm Burgers’in (1950), 

 

şeklindeki benzerlik dönüşümlerini kullanarak yaptığı çözümlerde de görülmektedir. 

Ayrıca Hopf-Cole dönüşümünün hidrodinamik uygulamaları Chu (1965), Shvets ve 

Meleshko (1965) ve Ames (1965) tarafından tartışılmıştır. Denklemin benzerlik 

dönüşümü altında hiçbir yardımcı şart kullanmaksızın Riccati denklemine dönüştüğü 

Rodin (1974) tarafından gösterilirken, Walsh (1969), Crighton ve Scott (1979) 

Parker (1980), Larson (1978) ve Lardner (1986) gibi birçok araştırmacı da Burgers 

denklemi için başlangıç-sınır değer problemlerini çalışarak çözümlerinin fiziksel 

önemini irdelemiştir. 

Denklemin analitik çözümü için yapılan en kapsamlı çalışmalardan biri ise 

Benton ve Platzman (1972) tarafından yapılmıştır. Benton ve Platzman (1972), 

Burgers denkleminin sonlu tanım kümesi için kaynaklarda dağınık bulunan farklı 

çözümlerini bir tablo altında toplamış, sonsuz tanım kümesinde tanımladıkları iki 

farklı başlangıç-sınır değer probleminin çözümünü de tablolarına dahil etmiştir. Aynı 

zamanda Penel ve Skyrme (1962), Case ve Chiu (1969), Murray (1970a,b), Murray 

(1973), ve Crighton (1979a,b) tarafından Burgers denkleminin birçok 

genelleştirilmesi yapılmış; Kriess ve Lorenz (1989), Burgers denklemi ile ortak olan 

sınır değer problemlerinin çözümlerinin varlık ve tekliğini incelemiştir. 

Burgers denkleminin analitik çözümü için en azından bir kısmından yukarıda 

bahsettiğimiz gibi yoğun çalışmalar yapılmış ancak bulunan analitik çözümlerin 

 şeklindeki tanımlanan büyük Reynolds sayıları için yetersiz kaldığı 

görülmüştür. Reynolds sayısının çok büyük seçilmesi durumunda özellikle sonsuz 

seri içeren analitik çözümlerin oldukça yavaş yakınsadıkları ya da yakınsama için 

çok fazla terime ihtiyaç duydukları bir gerçektir. Diğer yandan Reynolds sayısının 

gerçekçi olmayacak şekilde küçük seçilmesi durumunda ise elde edilen sonuçlar 

fiziksel olmayan sonuçlar ortaya koyacaktır. Bu durum, Burgers denkleminin sayısal 

metotlarla fiziksel gerçeklere uyumlu viskozite değerleri için çözülmesi ihtiyacını 
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doğurmuştur. Denklem bu sebeple ve ayrıca mevcut sayısal yöntemlerin kararlılık 

analizini yapmak isteyen araştırmacıların da yoğun ilgisine mazhar olmuştur.  

Konuyla ilgili ilk çalışmaları yapan araştırmacılarından, Rubin ve Graves 

(1975) yarı doğrusallaştırma ve spline fonksiyon tekniğini kullanmış, Varoğlu ve 

Finn (1980) uzay-zaman değişimini sonlu elemanlarla sağlayarak ağırlıklı kalan 

formülasyonu ile birleştirdikleri yöntemleri ile denklemi sayısal olarak çözmüş ancak 

küçük viskozite katsayıları için karşılaştırmalı örnek verememiştir. Sounders ve diğ. 

(1984) varyasyonel-ardışık yaklaşımı ile elde ettikleri sonuçların yeterli olduğunu 

verdikleri örneklerle göstermiş, Ames ve Nucci (1986) grup metodu yaklaşımı ile 

denklemi ele almıştır.  

Diferansiyel denklemlerin sayısal çözümlerinde sıkça kullanılan sonlu 

elemanlar yöntemiyle Burgers denklemine çözüm arayan araştırmacılardan, Caldwell 

ve diğ. (1981) her adımda önceki adımlardan elde edilen verileri kullanan sonlu 

eleman yöntemi ile elde ettikleri sonuçların küçük viskozite değerleri için yetersiz 

olduğunu ifade ederken, Doğan (2004) kullandığı Galerkin sonlu eleman yönteminin 

daha önceki yöntemlerin çoğundan daha iyi sonuç verdiğini göstermiştir. Nguyen ve 

Reynen (1982), Cecchi ve diğ. (1996) ve Öziş ve diğ.’de (2003) Burgers denklemi 

için sonlu elemanlar yöntemlerini çalışan diğer araştırmacılardır.  

Günümüze kadar pek çok araştırmacı da Burgers denkleminin sayısal çözümü 

için sonlu farklar yöntemini tercih etmiştir. Evans ve Abdullah (1984) grup açık, 

Kutluay ve Esen (2004) doğrusallaştırılmış kapalı, Kadalbajoo ve diğ. (2005) bir 

parametreye bağlı olarak düzgün yakınsayan, Hassanien ve diğ. (2005) dördüncü 

mertebeden, Gülsu ve Öziş (2005) klasik açık, Liao (2008) örtük dördüncü dereceden 

kompakt, Sarı ve Gürarslan (2009) altıncı mertebeden kompakt, Zhang ve Wang 

(2012) kestirici-düzeltici kompakt, İnan ve Bahadır (2014) Crank-Nicolson üstel 

sonlu fark yaklaşımları ile bu araştırmacılardan birkaçıdır. Galerkin metodu ile sonlu 

fark metodunu birleştiren yarı-kapalı zamanı ayrıştırma yöntemleri ile Lin ve Zhou 

(2001), Galerkin metoduna dayanan sonlu farklar yöntemleri ile Dehghan ve diğ.’de 

(2013) bu isimlere eklenebilir. 

Genelleştirilmiş sınır elemanları yöntemi ile Kakuda ve Tosaka (1990), 

doğrusallaştırılmış Burgers denklemi için sınır eleman yöntemi ile Bahadır ve 
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Sağlam (2005) ise tercihini sınır elemanları yöntemi yönünde kullanan 

araştırmacılardır. 

Diferansiyel kuadratür yöntemler de araştırmacılar tarafından yoğun ilgi 

görmüş, Korkmaz ve Dağ (2011) sinc, Korkmaz ve diğ. (2011) kuartik B-spline, 

Korkmaz ve Dağ (2013) kübik B-spline, Jiwari ve diğ. (2013) ağırlıklı ortalama, 

Mittal ve diğ. (2013) ağırlıklı ortalama diferansiyel kuadratür yöntemi ile Burgers 

denklemine çözüm aramıştır. Korkmaz ve Dağ (2011) ile Mittal ve Jiwari (2012) 

yaptıkları çalışmalarda polinom bazlı diferansiyel kuadratür yöntemini benimserken, 

yöntemin uygulaması diğer yöntemlerden daha pratik olsa da elde edilen 

sonuçlardaki hassasiyetinin literatürdeki diğer sonuçlara nazaran daha kötü olduğu 

görülmüştür. Öte yandan, Tamsir ve diğ. (2016) üstel modifiye edilmiş kübik B-

spline diferansiyel kuadratür yöntemi ile elde ettikleri sonuçların iyi bir hassasiyet 

derecesine sahip olduğunu göstermiştir. 

Ağırlıklı kalan prensibine dayanan yöntemlerde literatürde göze 

çarpmaktadır. Christie ve diğ. (1981) kuadratik fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, 

Herbst ve diğ. (1982) doğrusal ve kübik fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, Ali ve diğ. 

(1990) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Doğan (1997) kuadratik B-

spline fonksiyonlar ile Petrov-Galerkin, Aksan ve Özdeş (2004) trigonometrik 

fonksiyonlar ile Galerkin, Aksan (2005) doğrusal B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, 

Dağ ve diğ. (2005) kuadratik ve kübik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Öziş ve 

diğ. (2005) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin, Ay ve diğ. (2015) 

trigonometrik ikinci dereceden B-spline fonksiyonlar ile Galerkin kullanarak bu 

grupta yer almıştır. Kutluay ve diğ. (1999, 2004) önce açık ve tam açık sonlu fark 

yöntemi ile ’e göre çözdükleri Burgers denklemini daha sonra yaptıkları 

çalışmada kuadratik B-Spline fonksiyonlar ile  değeri için çözmüş ancak 

elde edilen sonuçların hassasiyeti yeterli seviyede olmamıştır. Yakın dönemde ise, 

Zhu ve Wang (2009) ile Jiang ve Wang (2010) kübik B-spline quasi interpolasyon 

yöntemi ile bu alana katkı sağlamıştır. 

Burgers denkleminin sayısal çözümü için sıralama tabanlı yöntemlerde sıkça 

başvurulan yöntemlerin başında gelmektedir. Rubin ve Khosla (1976) kübik spline 

fonksiyonlar ile, Ramadan ve diğ. (2005) septik B-spline fonksiyonlar ile, Saka ve 

Dağ (2007) kuartik B-spline fonksiyonlar ile, Khater ve Diğ. (2008) Chebyshev 
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polinomları ile, Irk (2009) sextic B-spline fonksiyonlar ile, Khalifa ve diğ.  (2011) 

Chebyshev ve Legendre polinomları ile, Mittal ve Jain (2012) modifiye kübik B-

spline fonksiyonlar ile, Doha ve diğ. (2014) Jacobi polinomları ile; Thirumalai ve 

Seshadri (2018) Chebyshev, Legendre ve Jacobi polinomları ile sıralama yöntemini 

kullanan bilim insanlarıdır. Ayrıca, Dağ ve diğ. (2011) B-spline fonksiyonlar 

kullanarak Taylor-Galerkin ve Taylor-sıralama isimli yöntemleriyle, Ashpazzadeh ve 

diğ. (2017) karışık sonlu fark ve sıralama ismini verdikleri yöntemleriyle, Darvishi 

ve Javidi (2005) ön koşullu sıralama yöntemleriyle unutulmaması gereken isimlerdir.  

Bunlara ek olarak, Öziş ve Özdeş (1996) direkt varyasyonel, Hon ve Mao 

(1998) multi kuadrik, Abd-el-Malek ve El-Mansi (2000) grup teoretik, Abdou ve 

Soliman (2005) varyasyonel iterasyon, Öziş ve Aslan (2005) asimptotik açılım 

yöntemini tercih etmiş, Xie ve diğ. (2008) türetilmiş kernel fonksiyonları, Liu ve diğ. 

(2009) Lie simetri analizi, Asaithambi (2010) otomatik diferansiyel yöntemi ile 

çözüm aramıştır.  

Yakın dönemde Burgers denkleminin sayısal çözümü için, Altıparmak (2011) 

Padé yaklaşımını, Bulut ve diğ. (2013) değiştirilmiş deneme denklemi yöntemini, 

Grafke ve diğ. (2013) instanton filtreleme tekniğini; Jiwari (2012, 2015) uniform 

Haar Dalgacı, quasi doğrusallaştırma ve kapalı euler yöntemini kullanan hibrit bir 

yöntemi önermiştir. Nascimento ve diğ. (2014) karşılaştırmalı çözümlere yer 

verdikleri çalışmalarında Fourier pseudespektral ve daldırılmış sınır elemanı 

yöntemlerini birleştirerek kullandıkları metotla elde edilen sonuçların yeterli 

hassasiyette olduğunu göstermiştir. 
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2. BURGERS DENKLEMİ VE ANALİTİK ÇÖZÜMLERİ 

2.1 Burgers Denkleminin Modellemesi 

Burgers denkleminin türbülans akışa model denklem olarak ortaya çıkmasının 

yanında farklı ve sürpriz fiziksel durumların matematiksel temsili olarak 

kullanıldığından daha önce bahsetmiştik. Bu durumlardan biri de trafik akımıdır. 

 Trafik akımı üzerinde ilk çalışmalar Greenshield (1935) tarafından 

yapılmıştır. Yirminci yüzyılın ortalarında, II. Dünya Savaşı, giderek artan araç sayısı, 

yeni otoyollar, yolların verimli kullanılması ihtiyacı, dönemin bilim adamlarını bu 

konu üzerinde çalışmaya sevk etmiştir (Memiş 2008). Bu bilim adamlarından ikisi 

akışkanlar dinamiği alanında çalışan Lighthill ve Whitham’dır (1955a,b). Lighthill ve 

Whitham hem otoyollar hem de nehirler için kullanabilecek kinematik dalgalar 

üzerine çalışmalar yapmış, Richards (1956) onların çalışmalarından hareketle 

otoyollar üzerindeki şok dalga oluşumları üzerine eğilmiştir. Bu kısımdaki 

çalışmalarımızı, bu üç isme ithafen ‘LWR Model’ olarak adlandırılan modelden 

faydalanarak şekillendireceğiz. 

Trafik akımı teorisinde temelde kabul gören iki ana kuram vardır. Bunlardan 

birincisi, kesintili akımdır. Kesintili trafik akımında, sürücü hareketleri diğer bir 

ifadeyle sürücü hızı; trafik sinyalizasyonu, dur işaretleri, yol kenarına park etmiş 

araçlar, karşıdan karşıya geçen yayalar, yol yapım çalışmaları vb. dış etkenler 

sebebiyle kesintiye uğrayabilmektedir. Bu sebeple, kesintili akıma sahip bir yolda 

hareket eden bir sürücü hızını hem çevresinde bulunan diğer araçlara hem de 

saydığımız dış etkenlere göre ayarlamak zorundadır. Şehir içi trafiği bu türden akıma 

verilebilecek en güzel örnektir. Akım teorisinin ikinci ana kuramı ise kesintisiz 

akımdır. Kesintisiz trafik akımında ise, sürücü hareketlerinin sadece diğer sürücülerle 

olan etkileşime maruz kaldığı, başkaca herhangi bir dış etkenin bulunmadığı 

varsayılır. Çevre yolları ve şehirlerarası yollar bu kapsamda örnek olarak verilebilir. 

Bu türden kesintisiz akıma sahip bir yolda olduğumuzu düşünelim ve yolumuza 

devam edelim. 
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 Formel olarak akışkanlar mekaniğindekine benzeyen, sürekli bir yaklaşım 

arıyoruz. Akışkanlar mekaniğinde, her bir akışkan taneciğin hareketini analiz etmek 

oldukça zordur. Bu sebeple, herhangi bir noktada, o noktayı çevreleyen küçük fakat 

sınırları belirli ve etkisi bu noktada olan ortalama bir hacim alırız. Benzer şekilde 

trafik modellemesinde de yolun küçük ama sınırları belirli bir uzunluğunu alıp bu 

bölgedeki fiziksel davranışları analiz etmek makul ve yeterlidir. Tabi ki burada 

küçüklük, akışkan mekaniğindekinden oldukça farklı olsa da temel düşüncemiz 

aynıdır. 

Şekil 2.1: Kesintisiz akım 

 

Öncelikle bazı temel kavramları tanımlayalım.  

Yoğunluk: Birim uzunluğundaki bir yolda, belirli bir zamanda bulunan araç 

sayısına sözü edilen bölge için “araç yoğunluğu ( ” diyelim aşağıdaki fonksiyonu 

tanımlayalım: 

       

 Hız: Bir hareketlinin birim zamanda aldığı yol uzunluğuna “hareketlinin hızı 

(  )” diyerek hız fonksiyonunu şu şekilde tanımlayalım: 

       

Üzerinde çalıştığımız yolun kesintisiz akıma sahip olduğunu dolayısıyla 

sürücü hareketlerinin sadece çevresindeki araçlar ile etkileşime bağlı olduğunu kabul 

etmiştik. Buradan hareketle, hareketlinin hızı ile hareketlinin bulunduğu bölgedeki 

araç sayısı yani araç yoğunluğu arasında bir bağıntı olduğunu kabul edebiliriz. O 
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halde hız fonksiyonu yoğunluk cinsinden aşağıdaki şekilde yazılabilir (Greenshields 

1935). 

                                           (2.1) 

Burada  araçların serbest hızını,  ise en yüksek yoğunluğu temsil 

etmektedir. (2.1) denklemine göz atarsak, yoğunluğun sıfıra yakınsadığı durumlarda 

araç hızlarının da serbest hıza yakınsayacağı, yoğunluğun artması durumunda ise 

araç hızlarının düşeceği ve trafik yoğunluğu gözleneceği sonucunu çıkarmak 

mümkündür. (2.1) Bağıntısına, Greenshield Bağıntısı adı verilmektedir.  

Akı: Yol üzerinde belirli bir noktadan geçen araç sayısına “akı ( ” diyerek 

konum ve zamana bağlı bir fonksiyonla aşağıdaki şekilde ifade edelim. 

      

Şimdi araç akımını modellemek için gerekli parametrelere sahibiz. Bu 

parametreler arasındaki ilişki bizi model bir diferansiyel denkleme götürecektir. 

Bunun için ilk olarak  ve   yol üzerinde belirli iki nokta olmak üzere yoğunluk 

tanımını kullanarak  üzerinde, 

 

diyelim. Ardından,  yolunun bir parçalanmasını alıp, parçalanmanın her bir 

aralığı için son eşitliği yeniden düzenleyelim. 

 

Son eşitlikte, aralıkların yeteri kadar küçük seçilmesi ile sağdaki Reimann toplamının 

integral işlemi ile yer değiştireceği açıktır. O halde, 

 

olur. Aralıktan çıkan veya aralığa yeni giren araçların olmasıyla, araç sayısı zamanla 

değişim göstereceği de aşikârdır. Buna göre araç sayısının zamana bağlı değişimi 
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ile verilebilir.  

Diğer yandan yine aralıkta araç sayısının değişimini  ve  noktaları 

arasındaki akı farkından da hesaplanabilir. Çünkü aralığa giren araç sayısı ile 

aralıktan çıkan araç sayısı arasındaki fark basit bir hesaplamayla bize araç 

sayısındaki değişimi verecektir. Son eşitliğin de kullanımıyla, 

 

elde edilir. Bu araç sayısındaki korunumun integral formudur. Sona doğru 

yaklaştığımızı görmekteyiz fakat analiz etmesi bu denkleme göre daha kolay olan bir 

denklem işimizi daha da kolaylaştıracaktır. Bunun için son eşitliğin sol tarafında 

türev işlemi integralin içine alınır, sağ tarafta ise integrale geçilirse, 

 

buradan,  

 

ve son olarak, 

 

şeklinde araç korunumu için daha alışılmış bir form elde ederiz. Buna trafik akışı için 

kinematik dalga denklemi adı verilir.  

 Esasında, her ne zaman bir yoğunluk ( ) ve bu yoğunluğun bir fonksiyonu 

olan akı varsa ( ), o zaman kütlenin korunumu 
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  (2.2) 

ile verilir (Pala 2006). 

 Öte yandan trafik teorisinde neredeyse temel oluşturan, araç akısı ile 

yoğunluk arasındaki ilişkiye göz atalım. Buna göre, birim uzunluğa sahip yoldaki 

araç akısı, bu yolda ölçülen ortalama hız ile yoğunluğun çarpımına eşittir. 

 

Bu eşitliği birimlerden de takip etmemiz mümkündür. Ancak, ilk bakışta oldukça 

makul gibi görünse de araçların yavaşlaması veya hızlanmasıyla yoğunluk değişecek, 

yoğunluk değişiminden dolayı da akıda da değişim gözleneceğinden elimizdeki 

eşitlik yetersiz kalacaktır. Bu sebeple akı denklemimizi yoğunluktaki değişime bağlı 

olarak 

                                         (2.3) 

şeklinde revize etmemiz gerekir. Akıdaki bu değişime I. Fick Kanunu adı verilir. 

Buradaki  katsayısı, kinematik viskozite katsayısı olarak bilinir. Viskozite katsayısı, 

deneysel olarak hesaplanabilen boyutsuz Reynolds sayısından  eşitliği ile 

elde edilir. Reynolds sayısı ise,  

 

ile verilir. Burada,  yine yoğunluğu,  serbest hızı,  fiziksel olayın meydana 

geldiği geometrik şeklin uzunluğunu, ‘de akışkanın viskozluğunu göstermektedir. 

Bu sabitlerin tümünü birden elimizdeki probleme uyarlamak pekâlâ mümkündür. Biz 

burada durumunu göz önüne alacağız. Bu yüzden gradyent etkisi, sadece 

 durumunda diğer bir değişle bir şok dalgası başladığında önem kazanır. 

(2.3) eşitliğini (2.1) ile verilen Greenshield Bağıntısı ile birlikte düşünüp, 

(2.2) ile verilen korunum denkleminde yerine yazarsak, 

 

elde edilir. Bu denklemde,  
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dönüşümü yapılıp,  

,            ve     

eşitlikleri de yerlerine yazılırsa,  

 

şeklinde (1.1) ile verilen Burgers Denklemi elde edilir. 

2.2 Burgers Denkleminin Gezinen Dalga Çözümü 

Burgers denklemi akışkanlar dinamiğinde difüzif dalgalar için iyi bir model 

ortaya koymakta olup, denklemdeki  terimi doğrusal olmayan konveksiyonu, 

 terimi ise difüzyonu temsil etmektedir. Denklemin yarı parabolik yapısı, 

gezinen dalga türünden çözümlerin varlığını sağlamaktadır. Bu sayede, denklemdeki 

konvektif ve difüzif terimler arasındaki çekişmeyi iyi bir şekilde gözlemleyebiliriz.  

 bir sabit ve  bir fonksiyon olmak üzere Burgers denkleminin 

                                     (2.4) 

formunda hareketli dalga çözümünü arıyoruz. Burada  dalga hızını,  çözüm 

fonksiyonu ise dalganın formunu göstermektedir. (2.4) fonksiyonunu Burgers 

denkleminde yerine yazarsak, 

 

olmak üzere,  

 

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ′  olduğu 

göz önüne alınıp integre edilirse,  bir integral sabiti olmak üzere, 
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denklemi elde edilir. Bu denklem ise normal formda aşağıdaki gibi, 

                                         (2.5) 

yazılabilir. (2.5) denkleminin çözülmesi için bazı sınır koşullarının bulunması gerekir 

Bu sebeple  olmak üzere,  

∞
 

∞
 

sınır koşullarını olacak şekilde kabul edip  (2.5) denkleminde yerine 

yazarsak, 

 

 

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözülmesiyle  ve  değerleri, 

 

olarak bulunur. Bu durumda,  

 

olmak üzere (2.5) denklemi, 

                                        (2.6) 

biçiminde yazılabilir. (2.6) denklemi otonom olup; 

 ve   için   

  için   

 ve   için   

sonuçlarını çıkarabiliriz.  
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Diğer yandan (2.6) denklemi  ve  kritik noktalarına sahiptir. 

Türev testi için, 

 

kabul edilip türevi alınırsa, 

 

elde edilir. Buradan;  olduğundan  noktası kararsız kritik nokta, 

olduğundan   noktası kararlı kritik nokta olur. Ayrıca (2.6) 

denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir denklem olup, 

 

şeklinde yazılabilir. Şimdide,   olduğunu göz önüne alınıp, son denklem 

integre edilecek olursa,  olmak üzere, 

 
 (2.7) 

elde edilir. (2.7) ile verilen  fonksiyonu Burgers denkleminin şok çözümüdür. 

Ayrıca,  

 

özdeşliğinden faydalanarak (2.7)  fonksiyonunu, 

  (2.8) 

biçiminde düzenleyebiliriz. Özel bir durum için, (2.8) eşitliğinde   

alınmasıyla,  olmak üzere, 
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elde edilir ki, bu da Taylor şok profili olarak adlandırılmaktadır. Burada;  hızı,  ise 

genliği temsil etmektedir.  

Öte yandan  olduğundan (2.7) den ’nin büyük pozitif 

değerleri için,  ve ’nin büyük negatif değerleri için , 

 ve her  için  olduğunu söyleyebiliriz. Yani,  olduğu 

durumda, dalga profili  sabit  değerinden, sabit  değerine monoton 

azalır. Difüzyon katsayısı ’nin dalga formunun biçimine önemli bir etkisi vardır. 

Denklemdeki difüzyon teriminin varlığı dalga profilinin aşamalı olarak biçim 

değiştirip kopmasını önlemektedir. Difüzyon teriminin yokluğu ise dalga formunun 

kırılarak şok dalgası oluşturmasına sebep olur. ’nin küçük değerleri, yani difüzyon 

etkisinin zayıf olması ise, ’deki eğikliğin dik (keskin) olmasına yol açar. Diğer 

yandan ’nin büyük olması, difüzyon etkisinin daha fazla olmasını ve bu da dalganın 

dar bir eğikliğe sahip olmasını gerektirecektir. Konveksiyon ve difüzyon (2.7) de tam 

olarak dengelenmiş durumdadır. Sonuç olarak , (2.8) ile verilen fonksiyon ve 

 olmak üzere,  alınırsa,  için   

fonksiyonu şok çözüme yaklaşacaktır. Şekil 2.2’de , , ,  ve 

, ,  değerleri için (2.7) ile verilen şok dalga profilinin 

gözlenmesi yer almaktadır. (Aslan 2007). 

Şekil 2.2: Şok dalga profili 
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2.3 Burgers Denkleminin Hopf-Cole Dönüşümü ile Çözümü 

Burgers denklemine analitik çözüm bulmak için kullanılan yöntemlerden bir 

diğeri de Hopf (1950) ve Cole (1951) tarafından hemen hemen yakın tarihlerde fakat 

birbirlerinden bağımsız olarak geliştirilen Hopf-Cole yöntemidir. Yöntem elimizdeki 

mevcut doğrusal olmayan problemin, analitik çözümü bilinen doğrusal difüzyon 

denklemine indirgenmesi esasına dayanır. Şöyle ki; 

 fonksiyonu, 

                                (2.9) 

 

şeklinde verilen doğrusal difüzyon denkleminin herhangi bir çözümü olmak üzere 

                                              (2.10)   

Hopf-Cole dönüşümü ile hesaplanan  fonksiyonu da 

                           (1.1) 

 

Burgers denkleminin çözümüdür. 

Bu önermenin doğruluğunu aşağıdaki şekilde basitçe kontrol etmek 

mümkündür.  kendisi ve her mertebeden kısmi türevleri sürekli bir 

fonksiyon olmak üzere (1.1) ile verilen Burgers denkleminde 

                                         (2.11) 

dönüşümü uygulanırsa 

                                         (2.12) 

denklemi elde edilir. sürekli bir fonksiyon olduğundan  dır. Bu eşitlik 

göz önüne alınarak (2.12) denkleminin her iki yanı ’e göre integrallenirse, 

                                          (2.13) 

elde edilir.   olarak alınıp (2.13) de yerine yazılırsa, 
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                 (2.14) 

elde edilir. Burada, fonksiyonunun (2.9) ısı denkleminin herhangi bir çözümü 

olduğu kabul edilirse (2.14) denklemi 

 

şeklinde sadeleştirilebilir. Bu denklemin çözümü için denkleme, 

 

dönüşümü uygulanırsa, 

 

şeklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin çözümüyle de, 

 

elde edilir. Bu denklemde özel alarak  alınıp tekrar  eşitliği 

kullanılırsa, 

 

sonuç olarak da, 

 

ve burada (2.11) dönüşümünün tekrar kullanımıyla da, 

 

elde edilir. Sonuç olarak, (2.9) ısı denkleminin herhangi bir çözümü (2.10) 

dönüşümünde yerine yazıldığında (1.1) Burgers denkleminin bir çözümünü 

verecektir.  
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Diğer yandan başlangıç koşulunu bulmak için (2.10) Hopf-

Cole dönüşümünde  dönüşümü yapılıp her iki tarafın  ‘dan  ‘e kadar integrali 

alınırsa,  olmak üzere, 

  (2.15) 

bulunur. Burada  olduğu dikkate alınırsa  başlangıç koşulu, 

  (2.16) 

şeklinde elde edilmiş olur. Böylece (2.9) difüzyon denkleminin (2.16) başlangıç 

koşulu altındaki standart çözümü: 

  (2.17) 

olur. Özetle söyleyecek olursak, (2.16) başlangıç koşulundan (2.9) ısı denkleminin 

(2.17) çözümü, bu çözümün (2.10) Hopf-Cole dönüşümünde yerine konulmasıyla da 

(1.1) Burgers denkleminin çözümü  başlangıç koşulu cinsinden aşağıdaki formda 

elde edilir. 

  (2.18) 

(2.17) çözümünün tekliği  aralığında  başlangıç koşulu 

altında tartışılabilir.  (1.1) Burgers denkleminin herhangi bir  çözümü, (2.15) 

eşitliğinden dolayı (2.9) ısı denklemini sağlayacak şekilde bir  fonksiyonu 

tanımlar. Kabul edelim ki, (1.1) denkleminin  ve  gibi iki çözümü 

olsun. Başlangıç şartından dolayı ’dır.  başlangıç koşulu 

(2.16) eşitliği sebebiyle  sabitine bağlı olarak bulunur.  yanlızca 

’a bağlı olduğundan her bir durumda  sabitine kadar aynıdır. Aynı şekilde 

sınır değerleri her iki çözüm içinde aynı olduğundan (2.9) ısı denkleminin çözümü 

aynıdır. Fakat  ve  çözümleri (2.10) kullanılarak elde edildiğinden 

 olur ki buda, çözüm tek demektir (Hopf 1950, Cole 1951). 
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2.4 Burgers Denkleminin Diğer Bazı Analitik Çözümleri 

Benton ve Platzman (1972) tarafından hazırlanan aşağıdaki tablonun amacı, 

Burgers denkleminin benzer çözümlerinin sistematik bir biçimde düzenlenmiş bir 

listesini sunmaktır. (1.1) Burgers denklemi ile (2.9) difüzyon denklemi arasındaki 

benzerlik, (2.10) Hopf-Cole dönüşümü sayesinde (2.9) denkleminden başlayarak 

(1.1) Burgers denkleminin tam çözümlerini bulmayı kolaylaştırır. Her ne kadar keyfi 

başlangıç koşulları için (2.9) denkleminin genel çözümleri bilinse ve (2.10) 

dönüşümünün uygulaması kolay olsa da bütün özel çözümler fiziksel açıdan ilginç 

değildir. Bu nedenle, sadece ilginç olanlara dikkat çekilmiştir. Kaynaklarda dağınık 

halde bulunan çeşitli sonuçlar Benton ve Platzman (1972) tarafından derlenmiş, o 

gün için iki yeni çözüm de adı geçen yazarlar tarafından tabloya dâhil edilmiştir. Her 

bir çözüm grubu için açıklayıcı bilgiler tabloların akabinde verilmiştir. Şekillerin 

birçoğunun sözlü açıklamaları kullanışsız ve büyük ölçüde lüzumsuzdur, bu nedenle 

bundan kaçınarak grafiklerin kendi adlarına konuşmalarına izin verilmiştir. 

Grafiklerin çizimi Matlab 2015 vasıtasıyla gerçekleştirilmiştir. 

Tablo 2.1:  durumunda çözümler (Birinci Grup) 

   

1   

2   

3   

4   

5   

6   

7   

 

Tablo 2.1’deki 1. ve 2. çözümler ile, 5. ve 6. çözümler izomorftur.  

ise,  olur ki bu yüzden ’dir. Difüzyon denkleminin 

bu şekildeki çözümleri yukarıda verilenlerdir. Aşikâr olan 1 ve 2’den başka 3, 4, 5 

veya 6 ve 7 olarak adlandırılan dört ve sadece dört farklı (izomorfik olmayan) kararlı 

çözüm vardır. Bunlardan sadece 3 numaralı çözümde tekillik yoktur. (Kararlı 
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çözümler denktir, çünkü her biri bir ölçek dönüşümü ve orijinin ötelemesi ile 3 

numaralı çözümden elde edilebilir:  ifadesinde; ,  

alınırsa 4. çözüm, ,  alınırsa 5. çözüm, ,  için ise 7. 

çözüm elde edilir).1 ve 2 numaralı çözümler aşikâr olmalarına rağmen bu çözümler 

3. çözümde (kararlı şok) olduğu gibi enerjinin düzgün yayılım bölgelerine karşılık 

gelir, bu 3 numaralı çözüm Şekil 2.3’de verilmiştir. 

Şekil 2.3: Çözüm 3 (Kararlı şok) 

 

Tablo 2.2: Birinci gruptakilere bağlı olan çözümler 

   

8    

9    

10    

11    

12    

13    

14    
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Tablo 2.2’de yer alan 8  ve 3 numaralı çözümler, 8  ve 4 numaralı 

çözümler, 9  ve 8  numaralı çözümler, 11  ve 11  numaralı çözümler, 

12  ve 12  numaralı çözümler, 13  ve 12  numaralı çözümler, 14 ve 7 

numaralı çözümler izomorfturlar. Ayrıca 8 , 9 , 11  ve 14  numaralı 

çözümler ise kalıcı tekilliklere sahiptir. İzomorfizmalar nedeniyle bu gruptaki 

çözümlerden sadece dördü farklı olup birinci gruptakilerden ismen 10 , 11  

veya 11  ve 12  veya 12 olarak ayrılır.  

10   numaralı çözüm iki eşit şokun birleşmesidir. Birleşen şokların 

bükülme noktaları ’de kaybolur. ’da konfigürasyon, 3 numaralı 

kararlı şoktur (Şekil 2.4). Ayrıca, 10  ve 12  numaralı çözümler  için 

tekildir (Şekil 2.5 ve Şekil 2.6).  

Şekil 2.4: Çözüm 10  

Şekil 2.5: Çözüm 10  
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Şekil 2.6: Çözüm 12  
 

 

Tablo 2.3: θ’daki anlık noktasal kaynakların ayrık dağılımları (İkinci Grup) 

   

15   

16    

17   

18   

19   

20   

21 
∞

∞

 
∞

 

22 
∞

∞

 

∞
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Tablo 2.3’de yer alan 19 ve 20 numaralı çözümler izormorftur. 17, 18, 19, 20 

ve 22 numaralı çözümler ise kalıcı tekilliğe sahiptirler. 15 numaralı çözüm tam 

olarak viskoz olmayan  denklemini sağlar ve dağılım katmanları 

arasındaki bölgeler de büyük Reynolds sayısı için Burgers denklemi çözümlerine 

yaklaştıran “testere-dişi” limitini verir. Bu çözüme ait testere dişini oluşturmak için 

Şekil 2.7’de  için , , , ve 

 parçaları birleştirilmiştir. 16  numaralı çözüm ise eşit sıkıştırma ve genleşme 

sinyallerinin bir tek çiftinin bozunmasıdır (Şekil 2.8). 16  numaralı çözüm  

için singülerdir (Şekil 2.9). 21 numaralı çözüm ilk başta sonsuz yoğunlukta olan 

testere-dişi konfigürasyonundaki uzaysal bir periyodik dalganın bozunmasıdır. 

Uzaysal periyodik  fonksiyonu,  içinde sonsuz bir kaynak sırasını temsil 

eder ve , Whittaker ve Watson (1937) notasyonunda bir teta fonksiyonu olmak 

üzere aşağıdaki eşitlik verilir, 

. 

 fonksiyonu için verilen ifade,  fonksiyonlarının logaritmik türevi için standart 

formüllerden gelir. Bu, Fourier katsayıları açıkça 'nin fonksiyonları olarak ifade 

edilebilen Burgers denkleminin tek bilinen uzaysal olarak periyodik çözümüdür 

(Şekil 2.10). 22 numaralı çözümde  için Fourier serileri aşağıdaki gibidir, 

. 

 

Şekil 2.7: Çözüm 15 
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Şekil 2.8: Çözüm 16  

 
Şekil 2.9: Çözüm 16  

 
Şekil 2.10: Çözüm 21, (apsis:   
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Tablo 2.4: Benzerlik Çözümleri (Üçüncü Grup). 

   

23 
∞

  

24 
∞ ∞

  

25 
∞

 
 

 

26  
 

 

27   

 

Tablo 2.4’de bulunan  fonksiyonu, 15 numaralı çözümde tanımlanmıştır ve  

’dir.  ve  mertebeden integral,  standart hata 

fonksiyonu ve  Hermite polinomudur. Bu gruptaki tüm çözümler kalıcı 

tekildir. 25 numaralı çözümde  için 23 numaralı çözüme;  için 24 

numaralı çözüme bakınız. 26 numaralı çözümde  için 15 numaralı çözüme; 

 için 27 numaralı çözüme bakınız. 27 numaralı çözüm 15 ve 7 çözümlerinin 

süperpozisyonudur. 

Tablo 2.5: Üçüncü gruba bağlı olan çözümler. 

 ′   

28   

29    

30  
 

  

31   
 

 

32    



26 
 

Tablo 2.5’de ’in çift olması durumunda 31  ve 31 ; 32  ve 32  

numaralı çözümler izomorftur. 29  çözümü ise kalıcı tekildir. 28 haricinde, 

 olarak alırız çünkü sıfırdan farklı ve aynı işaretli iki farklı  değeri izomorfik 

çözümlere tekabül eder. 28 numaralı çözüm bu gruptaki tek benzerlik çözümüdür ve 

=  başlangıç titreşimi zamandan bağımsız Reynolds 

sayısı gibi düşünülebilir. Şekil 2.11, Şekil 2.12 ve Şekil 2.13’de farklı  ve  

değerleri için çözümün grafiği verilmiştir. 29  numaralı çözüm keskin bir 

sıkıştırma cephesinin bozunmasıdır (Şekil 2.14). Başlangıçta  için 

 ve  için ’dır. 32  numaralı çözüm  

için tekildir (Şekil 2.15). 

Şekil 2.11: Çözüm 28,  için 

Şekil 2.12: Çözüm 28,  için 
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Şekil 2.13: Çözüm 28,  için 

 

Şekil 2.14: Çözüm 29  

Şekil 2.15: Çözüm 32  
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Tablo 2.6: Aperiodik başlangıç koşullarının doğrudan atanması. 

   

33 

∞∞   

 

∞

∞

∞

∞   

34 

 

 

 

 

 

 

35 

 

 

 

 

 

 

36 

 

 

  

 

 

 

 

 

37 

 

 

 

 

 

 

38 
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Tablo 2.6’da 33 numaralı çözüm sonsuz aralıkta keyfi başlangıç koşulları için 

’nin Fourier integral açılımıdır. fonksiyonunun tanımı için 15 numaralı 

çözüme bakınız. 34 numaralı çözüm bir başlangıç sıkıştırma adımıdır ve Şekil 2.3 ile 

verilen 3 numaralı çözümdeki kararlı şok üstüne yayılır. 35 numaralı çözüm Şekil 

2.16 ile verilmiştir. 36 numaralı çözüm ise küçük  değerleri için Şekil 2.11’da 

olduğu gibi simetrisini korur. Büyük  değerleri için ise Şekil 2.12’de olduğu gibi 

konvektif olarak biçimsizdir. 37 numaralı çözüm  için 7 numaralı kararlı çözüme eş 

başlangıç koşuluna sahiptir. Enerji kaynaklarının olmaması durumunda bozunmaya 

tekabül eder, oysaki 7 numaralı çözüm sonsuz bir kaynak ile devam ettirilmelidir. 

 

 
Şekil 2.16: Çözüm 35 

 

Tablo 2.7: Periyodik başlangıç koşullarının doğrudan atanması. 

   

39 
∞

∞   

  
∞

∞
∞

∞
 

40 

∞   

 
 

∞

∞  
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Tablo 2.7’deki 39 numaralı çözümde  aralığında keyfi periyodik 

başlangıç koşulları için  fonksiyonunun Fourier seri açılımı verilmiştir.  

fonksiyonunun tanımı için ise 21 numaralı çözüme bakınız.   için Fourier serileri 

kullanılarak elde edilen 40 numaralı çözümde, başlangıçtaki basit harmonik dalga 

bozunmaya zorlanır.  eksponensiyel büyüyen ikinci tür Bessel fonksiyonudur. 

Reynolds sayısı , dalganın başlangıç yoğunluğunu ifade eder. Eğer  küçükse 

difüzyon hakimdir ve dalga formu küçük harmonik bozulmalarla küçülür (Şekil 

2.17). Büyük  sayısı için ise konvektif bozulma başlangıçta baskındır ve tipik bir 

testere dişi dalgası oluşturur (Şekil 2.18). 

 

Şekil 2.17: Çözüm 40,  için 

 
 

Şekil 2.18: Çözüm 40,  için 
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3. BURGERS DENKLEMİNİN CHEBYSHEV SPEKTRAL 

SIRALAMA YÖNTEMİ İLE ÇÖZÜMÜ 

İnsanoğlu, tarihi boyunca, doğada gelişen olayları anlama ve bundan azami 

ölçüde yararlanma çabası içinde olmuş; doğrudan baş edemeyeceği bu problemleri, 

daha anlaşılır kılmak adına, fen bilimleri kanunlarını kullanarak matematik diliyle 

modelleme ihtiyacı duymuştur. Karşılaşılan bu problemleri temsil eden matematik 

modellerin pek çoğu adi ya da kısmi diferansiyel denklem, integral denklem, integro-

diferansiyel denklem veya bunların kombinasyonlarından oluşan denklemler 

şeklindedir. Ancak bu denklemlerin analitik çözümlerini bulmak çoğu zaman 

mümkün olmadığı gibi, bazen zor olmakta, bazen de analitik çözüm bulunabilse bile 

bulunan çözüm fonksiyonunun karmaşıklığından ötürü işlenmesi pratik 

olmamaktadır. Bu nedenle, kimi durumlarda mecburen kimi durumlarda ise tercihen 

denklemin analitik çözümü yerine yaklaşık çözümü aranmış, bu amaçla birçok 

yöntem geliştirilmiştir. 

Sonlu farklar, sonlu elemanlar, spektral yöntemler ve bunlardan türetilen 

diğer yöntemler bu amaçla geliştirilmiş yöntemlerdir. Bu tez çalışmasında Burgers 

denkleminin sayısal çözümünde kullanılan Chebyshev spektral sıralama yönteminin 

çerçevesi ve etkinliği hakkında fikir sahibi olmak adına spektral yöntemler ve 

onunda bir üyesi olduğu ağırlıklı kalan yöntemler ailesini tanımak faydalı olacaktır 

(Finlayson 1972).  

 doğrusal veya doğrusal olmayan diferansiyel operatör,  bağımsız 

değişkenlerin fonksiyonu olmak üzere,  bölgesinde tanımlı 

 

operatör denklemini göz önüne alalım. Denklemin, sınır koşullarını da sağlayan 

yaklaşık çözümü  olsun. Spektral yöntemlerin temelindeki ana fikir,  doğrusal 

bağımsız deneme (baz) fonksiyonları olmak üzere, çözüm fonksiyonuna 
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şeklinde verilen kesilmiş seri formunda yaklaşmaktır. Burada belirlenmesi gereken 

 katsayılarına spektral katsayılar adı verilir ve  deneme fonksiyonları, çözüm 

bölgesinin tamamı üzerinde tanımlı ve izole noktalar dışında sıfır olmayan, 

istenildiği kadar yüksek dereceli polinom veya trigonometrik polinom şeklindeki 

küresel fonksiyonlardır. Bu sebeple spektral yöntemlere küresel (global) tipte 

yaklaşım da denir. Bu nokta, spektral yöntemlerin sonlu farklar ve sonlu elemanlar 

gibi lokal karakterli yöntemlere göre avantajlarından biridir. Örneğin; sonlu farklar 

yöntemi herhangi bir noktadaki türevi hesaplarken sadece ilgili noktanın 

komşuluğundaki bilgileri kullanır, spektral yöntemler ise tüm tanım kümesindeki 

bilgileri. Benzer şekilde sonlu elemanlar yöntemi tanım kümesinin alt bölgelerinde 

düşük dereceli düzgün fonksiyonları baz alırken, spektral yöntemler tanım kümesinin 

tamamında tanımlı sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonları baz alır (Trefethen 

2000). Aradaki bu fark ile varılan yaklaşım, üstel yakınsama hızı elde etmemizi 

sağlar. Buna spektral yakınsaklık denir. Ancak bu noktada yöntemin verimliliği baz 

fonksiyonların doğru seçilmesine bağlıdır. Seçtiğimiz baz fonksiyonlar kümesinin 

hesaplanması kolay olmalı, hızlı bir şekilde yakınsamalı ve kesik  büyük değerler 

aldığında çözüm yüksek doğrulukta olmalıdır. O halde bu noktada sorulması gereken 

esas soru şudur: Baz fonksiyonlarını nasıl seçmeliyiz? Cevap, Boyd’un (2000) 

“problemin geometrisi bazı belirler” ilkesinde saklıdır. Örneğin, periyodik olan 

aralıklarda tanımlı problemler için kullanılması uygun olan baz fonksiyonu, sinüs ve 

kosinüs serileri ya da genel olarak bunların ikisini birden içeren Fourier serileridir. 

Sonlu aralıklar için uygun olan baz fonksiyonu, Chebyshev ya da Legendre 

polinomlarıdır. Eğer problemin tanım bölgesi bir küre belirtiyorsa, çözümün baz 

fonksiyonu olarak küresel harmonikler kullanılması uygun olacaktır (Yüksel 2011, 

Koç 2014). Seçilen baz fonksiyonu, Chebyshev spektral, Fourier spektral yöntem 

şeklinde yönteme ismini verir. Bu çalışmada, sonlu aralıkta tanımlı Burgers 

denkleminin çözümü için baz fonksiyonu olarak Chebyshev polinomları 

kullanılacaktır. Diğer yandan, Jacobi ve Legendre polinomları da sonlu aralıkta 

tanımlı Burgers denkleminin doğasına pekâlâ uygun seçimler olacaktır.  

 Diğer yandan  Hilbert uzayının bir alt uzayı olmak üzere  

yaklaşımı yukarıda verilen operatör denkleminde yerine yazılırsa, elde edilen  
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ifadesine kalan (artık, rezidü) fonksiyonu adı verilir.  yaklaşık çözüm olduğundan, 

kalanın sıfıra eşit olmak zorunluluğu yoktur. Finlayson (1972), kalanı en aza 

indirgeme yöntemlerinin çoğunun ağırlıklı kalan yöntemler çerçevesinde 

toplanabileceğini belirtir (Boyd 2000). Bu prensibe dayanan yöntemlerde,   

 doğrusal bağımsız test (ağırlık) fonksiyonları olmak üzere, 

 

ile verilen Hilbert uzayındaki iç çarpımlar sıfıra eşitlenerek  kalan fonksiyonu 

sıfırlanmaya zorlanır (Davies,2011).  

Ağırlık fonksiyonlarının farklı seçimleri; sıralama yöntemi, Galerkin yöntemi 

gibi farklı çözüm tekniklerini tanımlar. Diğer bazı yöntemler ise Tau yöntemi, 

Momentler yöntemidir.  

Örneğin, Galerkin yönteminde, ağırlık fonksiyonları sınır koşullarını da 

sağlayacak şekilde   olarak yani deneme fonksiyonu ile eşit 

seçilir. 

Sıralama (seçilmiş noktalar, kolokasyon) yönteminde ise ağırlık fonksiyonu, 

çözüm bölgesinden alınacak  (  sıralama noktaları kullanılarak,  

Dirac delta fonksiyonlar ailesinden seçilir. Yani  olur. Seçilen ağırlık 

fonksiyonu iç çarpım ifadesinde yerine yazılırsa, 

 

 

elde edilir. Bu ise, Rezidü fonksiyonunun sıralama noktalarında sıfıra eşit olması, 

diğer bir ifadeyle yaklaşımın sıralama noktalarında diferansiyel denklemi tam olarak 

sağlaması anlamına gelir. Bu sistemin çözülmesiyle elde edilen  katsayıları bizi, 

yaklaşık çözümüne götürür. Burada ağırlıklı kalan yöntem ile yapılan 

ayrıklaştırmanın sadece uzay boyutunda yapıldığı gözden kaçırılmamalıdır (Shen ve 

diğ. 2011). Tarif edilen yöntem zamana bağlı türev içeren bir kısmi türevli denkleme 
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uygulandığında;  sistemi,   katsayılarında zamana bağlı türev içeren 

bir denklem sistemi halini alır. Bu sistem ise bilinen yöntemlerle çözülür. Deneme 

fonksiyonunun birinci tip Chebyshev polinomları seçilmesi durumunda yöntem, 

Chebyshev sıralama yöntemi olarak adlandırılır (Gottlieb ve Orszag, 1977). 

Boyd (2000) spektral yöntemleri, interpole edilen ve edilmeyen olmak üzere 

iki ana sınıfta toplamıştır. Bu sınıflandırmaya göre Galerkin ve Tau yöntemleri 

interpole edilmeyen spektral yöntemler iken sıralama yöntemi interpole edilen türden 

yöntemdir. Galerkin ve Tau yöntemlerinin tarihi daha eski dönemlere dayandığından 

spektral yöntem kavramı öncelikle bu iki yöntem için kullanılmıştır. Günümüzde ise 

sıralama yönteminin geliştirilmesiyle spektral yöntem kavramının kapsamı sıralama 

yöntemini de kapsayacak şekilde genişlemiştir (Koç 2014). Bu tez kapsamında, 

Chebyshev polinomlarını deneme fonksiyonu olarak kullanan sıralama tabanlı 

spektral yöntem ile çözüm arayacağımızdan, spektral yöntem denilince bu yönteme 

atıf yaptığımız anlaşılmalıdır.  

Literatürde sıralama yöntemine ilişkin ilk izler, Slater (1934), Kantorovich 

(1934) ve Barta’nın (1937) çalışmalarında görülmektedir. Frazer (1937) farklı 

deneme fonksiyonları ve keyfi sıralama noktaları ile çözüm ararken, Lanczos (1938) 

Chebyshev polinomlarını baz aldığı araştırmasında sıralama noktaları olarak 

Chebyshev polinomlarının köklerini kullanmıştır. Diğer mihenk taşı çalışmalara 

örnek olarak Lanczos (1957) Kreiss ve Oliger (1972), Gottlieb ve Orszag’ın (1977) 

çalışmaları verilebilir. Konu ile ilgili ayrıntılı bilgi için Fornberg (1998), Boyd 

(2000), Trefethen (2000) ile Canuto ve diğ.’nin (2006) eserlerine bakılabilir. Sonraki 

bölümde, deneme fonksiyonu olarak seçtiğimiz Chebyshev polinomlarını 

tanıyacağız.  

3.1 Chebyshev Polinomları ve Özellikleri 

Rus matematikçi Chebyshev (1854) tarafından tanımlanan Chebyshev 

polinomları, diğer küresel fonksiyonlarda olduğu gibi Sturm-Liouville sınır değer 

probleminin özel bir durumu olan ve kendi adıyla bilinen 
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formundaki adi diferansiyel denklemin çözüm fonksiyonudur. Trigonometrik 

fonksiyonlar ile polinomları basit bir şekilde birbirine bağlayan sade yapıları, 

ortogonal olmaları, rekürsif ilişkilerden elde edilebilmeleri, sayısal diferansiyelleme 

ve sayısal integralin çok hızlı gerçekleşmesi ve bilgisayar programlamalarına yatkın 

olmaları sebebiyle yaklaşım polinomu olarak kullanılmaya oldukça uygundur. 

Polinom interpolasyonlarında maksimum hatayı nasıl minimize ederiz 

sorusunun cevabı hiç kuşkusuz Chebyshev yöntemidir. Çünkü, Chebyshev yöntemi, 

yaklaşım yapılan aralıkta hatayı mümkün olduğunca küçük tutacak noktalar seçerek 

bunlara karşılık gelen interpolasyonları arar. Yaklaşım polinomunun verilen 

aralıktaki maksimum hatası aynı dereceden diğer yaklaşım polinomlarına göre daha 

küçüktür. Chebyshev yaklaşımı olarak adlandırılan bu interpolasyonları bulmanın en 

verimli yolu Chebyshev polinomlarını kullanmaktır. Verilen aralık  aralığına 

uyarlanarak, fonksiyon  

 

şeklinde seriye açılır. Fonksiyonu sonsuz diferansiyellenebilir yapan Chebyshev 

açılımları sayesinde düzgün (smooth) fonksiyonlar iyi bir şekilde temsil edilebilir.  

katsayıları,  sonsuza giderken hızlıca sıfıra yakınsarlar.  

Temelde birkaç tip Chebyshev polinomu vardır.  Bunlar sırasıyla birinci, 

ikinci, üçüncü ve dördüncü tip Chebyshev polinomları olmak üzere , , 

 ve   ile gösterilir. Bu polinomların her birinin tanım kümeleri  

aralığıdır. Kendi aralarındaki hiyerarşide ‘in önemli bir yer tuttuğu 

söyleyebiliriz. Diğer polinomlar önemsiz sayılabilecek komplikasyonlar içerebilir. 

Ancak, Chebyshev polinomlarının dört çeşidinin de kendilerine özgü rolleri vardır. 

Örneğin  ve   +1 veya -1 uç noktalarındaki tekil noktaların elde edilmesi 

durumunda yararlı olabilirken  sayısal integrasyonda yararlıdır (Mason ve 

Handscomb 2003) Bunlara ek olarak , , ,  ile gösterilen 

shifted Chebyshev polinomları vardır ki, bunların tanım kümeleri [0,1] aralığıdır. 

Ayrıca, herhangi bir sonlu aralık bir doğrusal dönüşüm vasıtasıyla başka bir sonlu 

aralığa dönüştürülebileceğinden, herhangi bir  aralığında tanımlı polinomda 

Chebyshev polinomları cinsinden yazılabilir.  
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Chebyshev polinomlarını sayısal analiz ile ilk buluşturan, polinom yaklaşımı 

yöntemiyle Lanczos (1938) olmuştur. Yirminci yüzyılın ortalarına gelindiğinde, 

hesaplamalarda bilgisayarlarında yoğun şekilde kullanılmaya başlamasıyla birlikte 

Chebyshev polinom ve serilerini kullanan çözüm yöntemlerinde de artış 

gözlenmiştir. Clenshaw (1957) Lanczos’un metodundan hareketle Chebyshev 

polinom ve serilerini kullanarak, Lanczos (1957) ise “seçilmiş noktalar” adını verdiği 

bir yöntemle, adi diferansiyel denklem çözümleri üzerine çalışmıştır. Clenshaw’ın 

yöntemi daha sonra Sezer (1989) tarafından sınır koşullu problemler için 

genelleştirilmiştir. Clenshaw ve Curtis (1960) ise sayısal integrasyonda Chebyshev 

polinomlarının nasıl kullanılabileceğini göstermiştir.  

Chebyshev yöntemlerinin kısmi diferansiyel denklem çözümlerinde yer 

bulması ise altmışlı yıllardadır. Elliot (1961) doğrusal sınır koşulları altında ısı 

denkleminin çözümünü Chebyshev serileri cinsinden vermiştir. Kısmi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri için; Cooley ve Tukey (1965) FFT (Fast Fourier Transform) 

metodunu, Finlayson ve Scriven (1966) ağırlıklı kalanlar metodunu geliştirmiştir. El-

Gendi (1969) doğrusal adi diferansiyel, integral ve integro diferansiyel denklemlerin 

Chebyshev polinomlarıyla matris çözümleri için yeni metodlar geliştirmiştir. Kreiss 

ve Oliger (1972), Gottlieb ve Orszag (1977) spektral ve pseudo-spektral metotlarla 

günümüze ışık tutan çalışmalar yapmıştır. Trefethen (2000), Fornberg (1996) 

Chebyshev polinomlarına dayalı spektral metotlar üzerine çalışmıştır. Diğer yandan, 

Sezer ve Kaynak (1996) doğrusal diferansiyel denklemler için Chebyshev matris 

yöntemini ortaya koymuşlar, Akyüz ve Sezer (1999) doğrusal integro-diferansiyel 

denklemler için, Daşcıoğlu (2000) doğrusal integro-diferansiyel denklem sistemleri 

için, Akyüz ve Sezer (2003) yüksek mertebeden değişken katsayılı diferansiyel 

denklem sistemleri için, Akyüz-Daşcıoğlu ve Sezer (2005) yüksek mertebeden 

doğrusal Fredholm-Volterra intengro-diferansiyel denklemleri için, Akyüz-Daşcıoğlu 

(2008) karışık koşullar altında yüksek mertebeden kısmi diferansiyel denklemler 

için, Sezer ve diğ. (2011) yüksek mertebeden doğrusal diferansiyel denklemler için 

yeni yaklaşımlar ortaya koymuştur.  

Piessens (2000) integral denklemler için, Elbarbary ve El Kady (2003) sınır 

değer problemleri için, Khalifa ve diğ. (2003) ikinci ve dördüncü mertebe eliptik 

denklemler için, Muite (2010) dördüncü mertebe yarı doğrusal başlangıç sınır değer 
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problemleri için Chebyshev polinomlarını kullanmıştır. Dehghan ve Shokri (2008) 

farklı doğrusal kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal çözümleri için Chebyshev-

Tau gibi yeni Chebyshev polinom yaklaşımları uygulamaktadır. Ramos ve Rubio 

(2009), Runge-Kutta ile Chebyshev geri rekürsif diferansiyellenmesi arasındaki 

ilişkiyi, Skogestad ve Kalisch (2009), Korteweg-de Vries sınır değer probleminin 

çözümünde sonlu fark ve Chebyshev yönteminin karşılaştırmasını çalışmıştır. 

Chebyshev polinomları hakkında geniş bilgi Fox ve Parker (1968), Mason ve 

Handscomb (2003) ve Boyd’un (2000) eserlerinde bulunabilir.  

Devam eden bölümde, Chebyshev polinomlarının tanımları ve çözüm 

yönteminize temel teşkil edecek bazı özellikleri üzerinde duracağız. 

3.1.1 Birinci Tip Chebyshev Polinomları 

Birinci tip  Chebyshev polinomu  ‘e göre  dereceden bir polinomdur 

ve 

                        (3.1) 

bağıntısı ile tanımlanır. Burada  ‘ler  aralığında değer alırken,  da  

aralığında değer alır. 

 Diğer yandan De Moivre Teoremi kullanılarak yazılabilen, 

 

 

 

 

özdeşliklerinde (3.1) ile verilen Chebyshev polinomu tanımı dikkate alınırsa, ilk dört 

birinci tip Chebyshev polinomu, 
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olarak elde edilebilir. 

Şekil 3.1: Birinci tip Chebyshev polinomları 

 

Ayrıca,  

 

trigonometrik özdeşliği ve Chebyshev  polinomu tanımı ile   

başlangıç koşulları birlikte kullanılırsa, 

 

şeklindeki temel rekürans bağıntısı elde edilir (Mason ve Handscomb 2003). 

3.1.2 İkinci Tip Chebyshev Polinomları 

İkinci tip  Chebyshev polinomu  ‘e göre  dereceden bir polinomdur 

ve 

              (3.2) 

bağıntısı ile tanımlanır. Burada da birinci tip polinomda olduğu gibi  ‘ler  

aralığında değer alırken,  da  aralığında değer alır. 

 Diğer yandan, 
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özdeşliklerinde (3.1) ve (3.2) ile verilen birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomu 

tanımları dikkate alınırsa, ilk dört birinci tip Chebyshev polinomu, 

    

olarak elde edilebilir.  

 Ayrıca 

 

trigonometrik özdeşliği ve ikinci tip Chebyshev polinomu tanımı kullanılarak 

 

şeklindeki temel rekürans bağıntısı elde edilir. 

Öte yandan,  

 

trigonometrik özdeşliği ile birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomu tanımı 

kullanılırsa  da, 

 

şeklinde birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomları arasında bir rekürans bağıntısı 

olduğu da görülür (Mason ve Handscomb 2003). 
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3.1.3 Üçüncü ve Dördüncü Chebyshev Polinomları 

Üçüncü ve dördüncü tip  ve   Chebyshev polinomları  ‘e göre  

dereceden bir polinomdur ve, 

 

 

bağıntıları ile tanımlanır. 

İlk dört üçüncü ve dördüncü tip Chebyshev polinomu, 

 

 

 

 

olarak verilir.  

 Ayrıca  ve  başlangıç 

koşulları ile birlkte, 

 

 

şeklindeki temel rekürans bağıntıları vardır (Mason ve Handscomb 2003). 

3.1.4 Genel  Aralığı İçin Chebyshev Polinomları 

Chebyshev polinomlarının tanım kümesinin  aralığı oluğunu daha önce 

söylemiştik.  yerine  aralığında işlem yapmamız gerektiğinde ise, 
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  (3.3) 

doğrusal dönüşümü kullanılarak   aralığındaki  değişkeni,  aralığındaki 

 değişkenine dönüştürülür. Böylece,  aralığında tanımlanan birinci tip 

 Chebyshev polinomu kullanılarak,  aralığında tanımlanan aşağıdaki 

Chebyshev polinomu elde edilebilir. 

 

Benzer dönüşümler ikinci, üçüncü ve dördüncü tip Chebyshev polinomları içinde 

tanımlanabilir. 

 Diğer yandan, özel olarak  alınmasıyla (3.3) dönüşümü 

 formunu alır. Bu özel durumda Chebyshev polinomları shifted (ötelenmiş) 

Chebyshev polinomları olarak isimlendirilir ve aşağıda tanımlandığı gibidirler 

(Mason ve Handscomb 2003). 

3.1.5 Shifted (Ötelenmiş) Chebyshev Polinomları 

 aralığında işlem yapmanın  aralığında işlem yapmaktan daha 

uygun olması durumunda, 

 yada  

doğrusal dönüşümü kullanılarak   aralığındaki  değişkeni,  aralığındaki 

 değişkenine dönüştürülür. Böylece,  aralığında tanımlanan birinci tip 

 Chebyshev polinomu,  aralığında tanımlanan  Shifted 

Chebyshev polinomuna dönüşmüş olur. 

 

 Birinci tip shifted Chebyshev polinomlarından ilk dördü, 

, , , 
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şeklinde verilir. 

  için rekürans bağıntısı da ,  başlangıç 

koşulları ile birlikte,  

 

biçimindedir. , ,  ile gösterilen ikinci, üçüncü ve dördüncü tip 

shifted Chebyshev polinomlarıda benzer şekilde, ,   

,     şeklinde tanımlanabilir (Mason ve Handscomb 

2003). 

3.1.6 Chebyshev Polinomlarının Ekstremum ve Sıralama Noktaları 

Derecesi  olan her dört tip Chebyshev polinomunun da  

aralığında,  tane sıfır,  tane de lokal ekstremum noktası vardır. Şimdi bunları 

inceleyelim. 

Birinci tip Chebyhsev polinomu  ‘e dikkat edelim. (3.1) ile verilen 

tanımı gereği  ‘in  aralığındaki  sıfırları,  ‘nın  aralığında  

sıfırlarına karşılık gelmelidir. Bu sebeple, önce,  

 

olmalıdır ve buradan hareketle   ‘in sıfırları, 

 

olarak elde edilir. 

 Diğer yandan,  
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olduğundan,  ‘nın sıfırları  ‘in ekstremum noktaları olarak karşımıza 

çıkar. Bu sebeple ,   

 

olacak şekilde seçilirse,  ‘in  aralığında ki  ‘i içeren ekstremum 

noktaları:  

 

olur. Her bir   fonksiyonu bu  noktada eşit maksimum veya minumum 

değere sahiptir ve  ve  uç noktalarında  uç değerlerini alır. 

 

ile verilen  ekstremum noktalarını Chebyshev sıralama noktaları olarak seçmek 

uygundur. 

Ekstremum noktalarını  ve  olacak şekilde, 

 

olarak da alabiliriz.  

Ayrıca, problemin genel   aralığında tanımlanması durumunda (3.3) ile 

verilen doğrusal dönüşüm kullanılarak sıralama noktaları, 

 

veya diğer bir ifadeyle, 
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  (3.4) 

olarak verilebilir  (Mason ve Handscomb 2003). 

3.1.7 Chebyshev Polinomlarının Ortogonalliği 

Birinci tip Chebyshev polinomları  aralığında 

 

olduğundan  ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldirler.  

Benzer şekilde ikinci, üçüncü ve dördüncü tip Chebyshev polinomları da sırasıyla 

,  ve  ağırlık fonksiyonlarına göre 

ortogonaldirler (Mason ve Handscomb 2003). 

3.1.8 Chebyshev Serileri 

Bir  fonksiyonu  aralığında sürekli ve sınırlı salınımlı ise 

aralık boyunca düzgün yakınsayan ve 

  (3.5) 

şeklinde verilen düzgün yakınsak bir seri açılımı vardır. Bu seri tek değişkenli 

Chebyshev serisi,  katsayıları da Chebyshev katsayıları olarak adlandırılır. Bu 

katsayılar 
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veya 

 

formülleri yardımıyla hesaplanabilir (Mason 1967).  

(3.5) Chebyshev seri açılımı  fonksiyonunun Fourier cosinüs 

serisidir. Dolayısıyla yakınsama koşulları, Fourier serisinin yakınsaklık koşullarından 

türetilebilir. Diğer yandan Chebyshev seri açılımı, genel Fourier serisinden farklı 

olarak periyodik olma özelliğine sahiptir. Bu sebeple, periyodik olmayan 

fonksiyonların benzer açılımlarına göre daha hızlı yakınsarlar. Ayrıca, periyodik 

olmayan fonksiyonların süreksizlikleri, Fourier serisinin Chebyshev formu ile 

ortadan kaldırılabilir (Clenshaw 1962, Akyüz-Daşcıoğlu 2000) 

Her sonlu aralık bir doğrusal dönüşüm vasıtasıyla başka bir sonlu aralığa 

dönüşebileceğinden  fonksiyonu  veya  aralığında sürekli 

ve sınırlı salınımlı olması durumunda da 

  (3.6) 

şeklinde düzgün yakınsak bir seriye açılabilir.  

 için faydalı bir polinom yaklaşımı sonsuz Chebyshev serisi kesilerek 

bulunabilir. Kesilmiş  

 

serisi için  Chebyshev katsayılarını hesaplamakta kullanılan formül Clenshaw ve 

Curtis (1960) tarafından toplamın ortogonallik özelliği kullanılarak 
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şeklinde verilmiştir. Buradaki  sembolü toplamdaki ilk ve son terimlerin yarısının 

alınacağı anlamına gelmektedir.  

3.2 Çözüm Yöntemi 

Çalışmamızın bu kısmında, Khater ve diğ. (2008) ile Thirumalai ve Seshadri 

(2018) tarafından Burgers denkleminin sayısal çözümü için Chebyshev spektral 

sıralama yöntemi üzerine çalışan iki farklı makale incelenecektir.  

Literatürde Burgers denklemi için birçok çözüm prosedürü mevcut olmasına 

rağmen, bunları çoğu tarafından çok küçük bir viskozite katsayıları için şok 

dalgalarının gözlenmesinde yetersiz kaldıkları görülmüştür. Her iki çalışmada, 

Chebyshev spektral sıralama yöntemi ile en az sayıda sıralama noktası kullanarak 

küçük viskozite katsayıları için daha doğru ve hesaplama açısından verimli sonuçlar 

üretmek ve dahası şok oluşumlarını yakalamak amaçlanmıştır.  

Öncelikle, her iki çalışmada önerilen çözüm yöntemleri tanıtılacak, 

sonrasında ise yöntemler test problemlerinden elde edilen sonuçlar, literatürdeki 

mevcut analitik ve sayısal sonuçlar ile karşılaştırılarak, yöntemin verimliliği ve 

çözümlerin davranışı grafik çizimlerinde desteğiyle analiz edilmeye çalışılacaktır.  

3.2.1 Khater ve Diğ.’nin Yöntemi 

Bu bölümde Burgers denkleminin sayısal çözümü için Khater ve diğ. (2008) 

tarafından önerilen Chebyshev spektral sıralama çözüm yöntemi incelenecektir.  

 çözüm bölgesi;  bölgenin sınırı;  ile  keyfi 

sabitler olmak üzere 

                              (3.7) 

                                       (3.8) 

                           (3.9) 



47 
 

problemini ele alalım. 

Problemin yaklaşık çözümü, birinci türden ve . mertebeden Chebyshev 

polinomu 

 

ve sıralama noktaları 

  (3.10) 

olmak üzere 

 (3.11) 

kesilmiş Chebyshev serisi formundadır. Buradaki  katsayıları, 

ayrık ortogonallik bağıntısı kullanarak (3.11)’den aşağıdaki gibi, 

  (3.12) 

şeklinde bulunur. 

 ve   türevleri ise, (3.10) sıralama noktalarında, (3.11) seri 

açılımı ve (3.12) Chebyshev katsayıları kullanılarak hesaplanabilir. seri 

açılımı, 

 (3.13) 

formundadır. Burada  matrsinin elemanları, 
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 ve  

ile tanımlanır.  türev teriminin elemanları da aşağıdaki şekilde hesaplanabilir. 

 

 ve ,       

 

Benzer şekilde  ikinci türev yaklaşımı, 

 

  (3.14) 

şeklindedir. Burada ’dir ve ’in elemanları, 

ile tanınlanır.  

noktasında  ve  değerlerini sırasıyla  ve  ile 

gösterirsek, (3.9) sınır koşullarını kullanarak aşağıdaki ifadeleri yazabiliriz. 

 

 

olmak üzere (3.13) ve (3.14) ifadelerini aşağıdaki şekilde revize edebiliriz.  

  (3.15) 
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  (3.16) 

(3.15) ve (3.16) ile verilen türev ifadelerini ((3.7) ile verilen Burgers denkleminde 

yerine yazarsak (3.8) başlangıç koşulu ile birlikte, 

 

(3.17) 

 

elde edilir. (3.17) sistemi 

 

 

 

 

ve 

 

olmak üzere aşağıdaki (3.19) formunda yazılabilir. 

                                              (3.8) 

 

Burada (3.18) ile zamana bağlı türev içeren adi diferansiyel denklem sistemi 

elde edilir. Bu nedenle, çözüm zaman değişkeni içinde aranır. Böyle bir denklem 

sistemi için, açık bir yöntem olup oldukça yüksek doğrulukta sonuçlar veren 

dördüncü mertebeden Runge-Kutta metodunu kullanabiliriz.  
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3.2.2 Thirumalai ve Seshadri Yöntemi 

Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından önerilen yöntem ise şu şekildedir: 

  ötelenmiş Chebyshev polinomu olmak 

üzere, (3.7) ile verilen Burgers denkleminin spektral çözümü şu şekilde yazılabilir: 

  (3.19) 

Mevcut yöntemin özü, rezidü fonksiyonunu elde etmemiz ve onu belirli 

sıralama noktalarında sıfıra gitmeye zorlamamızdır. Bunun için, (3.19) ile verilen 

spektral çözümün (3.7) ile verilen Burgers denkleminde yerine yazılmasıyla, 

 

elde edilir. Buradanda, (3.10) ile tanımlanan sıralama noktaları için rezidü 

fonksiyonu aşağıdaki sisteme ulaşılır.  

 

Bu sistemde,  

,       

, 
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,  vektörünün  bileşeni olmak üzere, 

,      ,      

olduğu göz önüne alınırsa, 

                                        (3.20) 

şeklinde birinci dereceden doğrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemine 

ulaşılır. Ancak burada, söz konusu makalede (3.20) denkleminin 

 

şeklinde yazılması gerektiğini düşünüyoruz. 

 Başlangıç koşulları ise; ,  ve  

‘da  vektörü olmak üzere,  

 

şeklindedir. (3.20) sistemi söz konusu başlangıç koşulu altında bir önceki 

bölümdekine benzer şekilde, dördüncü dereceden Runge-Kutta yöntemi ile 

çözülebilir.  

Bu noktada, spektral sıralama yönteminin kararlılığı ve yakınsamasının daha 

önce çeşitli yazarlar tarafından çalışıldığı belirtilmelidir. Kararlılık analizinin 

detayları burada tartışılmamıştır. Bu çalışmanın odağı, daha önceki çalışmalara 

nazaran daha az sıralama noktası ve hesaplama çabası ile birçok başlangıç ve sınır 

koşulu altında Burgers denklemini incelemektir.  

3.2.3 Sayısal Sonuçlar 

Bu bölümde, sunulan iki Chebyshev spektral sıralama (CSSY) yöntemini de 

farklı test problemlerine uygulayacağız. Yöntemin verimliliğini, problemin tam 
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çözümleri ile yaklaşık çözümleri karşılaştırarak bulmak için,  iç nokta sayısı,  

ve ,  çözümünün  noktasındaki tam ve sayısal değerleri olmak üzere 

∞  

 

sırasıyla maksimum mutlak hata ve bağıl hata normları hesaplanacak, elde edilen 

sonuçları literatürdeki mevcut sonuçlarla karşılaştırılacaktır. Kesin sonuçların 

mümkün olmadığı noktalarda hata, ardışık iki değerin farkına dayanarak 

hesaplanmıştır.  

 İlk iki problemin sayısal sonuçları her iki yöntemle de ayrı ayrı hesaplanmış, 

diğer problemlerde sadece Thirumalai ve Seshadri (2018)’in yöntemi uygulanmıştır.  

 Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından önerilen yöntemde, birinci problem 

hariç diğer tüm problemlerde sınır koşullarını yerine getirmek için kabul edilen 

spektral çözüm, 

 

formundadır. Birinci problem için önerilen spektral çözüm ise,  

 

şeklini alır. 

 

Problem 1 
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şeklinde verilen bir boyutlu Burgers denklemini,  ile  keyfi sabitler olmak 

üzere   bölgesinde ele alalım. Problemin gezinen dalga 

formundaki çözümü, 

 

şeklindedir. Her iki yöntem ile de başlangıç ve sınır koşulları tam çözümden alınarak 

elde edilen sayısal sonuçlar aşağıdaki gibidir.  

Tablo 3.1 Khater ve diğ. (2008) tarafından, , , , 

 ve  olmak üzere çeşitli  ve  değerleri için için elde edilen hata normlarını 

göstermektedir.  

 

Tablo 3.1: Problem 1, Khater ve diğ. (2008) 

  
  

 =0.01  =0.001  =0.0001  =0.01  =0.001  =0.0001 
1 0.1 3.06, −5 3.06, −7 2.24, −8 2.08, −4 2.37, −6 1.31, −7 

0.2 6.11, −5 6.18, −7 5.22, −8 4.07, −4 4.69, −6 3.60, −7 
0.25 7.62, −5 7.82, −7 8.94, −8 5.04, −4 5.85, −6 4.31, −7 

0.1 0.1 3.06, −4 3.10, −6 7.15, −7 2.08, −4 2.32, −6 3.68, −7 
0.2 6.11, −4 6.32, −6 1.31, −6 4.06, −4 4.70, −6 6.99, −7 

0.25 7.62, −4 7.99, −6 1.67, −6 5.04, −4 5.88, −6 8.88, −7 
 

Tablo 3.2, Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından spektral sıralama 

metodunu kullanarak,  anlarında çeşitli  ve  viskozite değerleri 

ve  için hesaplanan  hatasını vermektedir. 

 

Tablo 3.2: Problem 1, Thirumalai ve Seshadri (2018) 

     
1 0.1 1.494, −9 1.369, −11 6.501, −13 

0.2 6.490, −9 4.528, −11 2.128, −12 
0.25 1.116, −8 7.084, −11 3.320, −12 

0.1 0.1 1.494, −8 1.369, −10 3.480, −12 
0.2 6.490, −8 4.528, −10 2.128, −11 

0.25 1.116, −7 7.084, −10 3.320, −11 
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Şekil 3.2, Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından  dalga hızı ile 

dört farklı ,   ve kombinasyonları için  aralığında elde edilen spektral 

çözümleri göstermektedir.  

Şekil 3.2: Problem 1,  için spektral çözüm 

 

Tam çözüm ile , ,  ve  değerleri için 

Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından bulunan spektral çözümlerin  

aralığındaki karşılaştırılması Şekil 3.3’de yer almaktadır. Sayısal sonuçların, tam 

çözüm ile uyum içinde olduğu gözlenmektedir.  

Şekil 3.3: Problem 1, sayısal sonuçların tam çözümle karşılaştırılması 

 

Şekil 3.4 ise  domeninde  ,  ve  için farklı  

değerleri için gezinen dalga çözümünün davranışı yer almaktadır.  
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Şekil 3.4: Problem 1, farklı dalga hızlarında çözümün davranışı 

 

Problem 2 

 

 

 

problemini ele alalım. Problemin Hopf-Cole dönüşümü ile elde edilen analitik 

çözümü, 

 

 

olmak üzere  

 

şeklindedir. Tablo 3.3’de, Khater ve diğ. (2008)’nin yöntemi ile   olmak üzere 

 için  ve  için  için elde edilen sonuçlar, 

Galerkin ikinci dereceden B-spline sonlu elemanlar yöntemiyle  olmak üzere 

,  ve   için elde edilen sonuçlar ve analitik çözüm ile 

karşılaştırılmıştır. Spektral yöntem ile elde edilen sonuçların analitik çözümden 
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edilen sonuçlar ile çok iyi bir uyum içinde olduğu görülmektedir. Yöntem, Galerkin 

ikinci dereceli B-spline sonlu elemanlar metoduna göre daha kısa bir sürede görece 

daha iyi sonuçlar üretmiştir. 

Tablo 3.3: Problem 2,  için sayısal sonuçların karşılaştırılması 

x 

 =0.1  =1.0 
  

t 
Öziş 

ve diğ.  
(2005) 

CSSY Analitik 
Çözüm t 

Öziş 
ve diğ. 
(2005) 

CSSY Analitik 
Çözüm 

0.25 
 
 
 
  

0.40 0.31760 0.31752 0.31752 0.10 0.26149 0.26148 0.26148 
0.60 0.26148 0.24614  0.24614 0.15 0.16149 0.16148 0.16148 
0.80 0.19959 0.19956  0.19956 0.20 0.09948 0.09947 0. 09947 
1.00 0.16562 0.16560  0.16560 0.25 0.06109 0.06108 0.06108 
3.00 0.02776 0.02776 0.02775     

0.75 0.40 0. 64558 0.64561 0.64562 0.10 0.28159 0.28157 0.28157 
0.60 0.50269 0.50268 0.50268 0.15 0.16976 0.16974 0.16974 
0.80 0.38536 0.38534 0.38534 0.20 0.10267 0.10266 0.10266 
1.00 0.29589 0.29586 0.29586 0.25 0.06230 0.06229 0.06229 
3.00 0.03044 0.03044 0.03044     

 

Şekil 3.5’de ,  ve  olmak üzere ,  

ve  anlarındaki sayısal sonuçların grafiği gösterilmiştir. 

Şekil 3.5: Problem 2,  için spektral çözüm 

 

Aynı problemi, Thirumalai ve Seshadri (2018) yöntemi ile ele aldığımızda 

ise,  için elde edilen sonuçlar  mertebeden doğruluk göstermiştir. 

’e yükseltildiğinde ise spektral çözüm şu ana kadar yapılan çeşitli literatür 

çalışmalarına kıyasla daha hassas sonuçlar elde etmiştir.  ve  için elde 
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edilen sonuçlar, diğer mevcut sonuçlar ve tam çözümler ile birlikte Tablo 3.4’de 

verilmiştir. 

 

Tablo 3.4: Problem 2,  için sayısal sonuçların karşılaştırılması  

  

Asaithambi 
(2010) 

 
 

Kutluay 
(1999) 

 
 

CSSY 
 

 

Analitik 
Çözüm 

0.25 0.01 0.66008 0.66007 0.66007 0.66006 
0.05 0.42631 0.42629 0.42629 0.42629 
0.1 0.26151 0.26149 0.26148 0.26148 
0.15 0.16158 0.16148 0.16148 0.16148 
0.25 0.06111 0.06109 0.06109 0.06109 

0.50 0.01 0.91973 0.91972 0.91972 0.91972 
0.05 0.62812 0.62809 0.62808 0.62808 
0.1 0.38347 0.38343 0.38342 0.38342 
0.15 0.23410 0.23406 0.23406 0.23406 
0.25 0.08726 0.08724 0.08723 0.08723 

0.75 0.01 0.68367 0.68364 0.68364 0.68364 
0.05 0.62812 0.62809 0.62808 0.62808 
0.1 0.38347 0.38343 0.38342 0.38342 
0.15 0.23410 0.23406 0.23406 0.23406 
0.25 0.08726 0.08724 0.08723 0.08723 

 

 

Tablo 3.3 ve 3.4 spektral çözümün kesin çözümlerle daha iyi bir uyum içinde 

olduğunu göstermektedir. Tablo 3.5, farklı zaman ve noktalarda  ve 

 değerleri için elde edilen spektral çözümler, Jiwari (2015) tarafından bulunan 

sayısal sonuçlar ve tam çözüm ile karşılaştırma imkânı vermektedir. 

 

Tablo 3.5: Problem 2,  için sayısal sonuçların karşılaştırılması 

  
      

Jiwari 
(2015) CSSY Analitik 

Çözüm 
Jiwari 
(2015) CSSY Analitik 

Çözüm 
0.8 0.4 0.59125 0.59136 0.59135 0.95917 0.95906 0.95849 

0.6 0.45732 0.45739 0.45739 0.83035 0.83027 0.83015 
0.8 0.34555 0.34559 0.34559 0.70656 0.70646 0.70612 
1.0 0.26151 0.26154 0.26153 0.60826 0.60820 0.60826 
0.6 0.45732 0.45739 0.45739 0.83035 0.83027 0.83015 

0.9 0.4 0.36528 0.36546 0.36546 0.98311 0.98263 0.98234 
0.6 0.27811 0.27823 0.27823 0.90421 0.90385 0.90398 
0.8 0.20449 0.20456 0.20455 0.78246 0.78209 0.78348 
1.0 0.15094 0.15097 0.15097 0.67810 0.67785 0.67615 
3 .0 0.01352 0.01353 0.01352 0.24334 0.27292 0.27291 
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Şekil 3.6 ve Şekil 3.7,  ve  değerlerinde farklı zamanlarda ki 

spektral çözüm sonuçlarını göstermektedir.  

Şekil 3.6: Problem 2,  için spektral çözüm 

 

Şekil 3.7 farklı zaman seviyesi ve kinematik viskozite kombinasyonları için 
yayılma cephesini göstermektedir. 

Şekil 3.7: Problem 2,  için spektral çözüm 

 

 

Şekil 3.8: Problem 2, farklı  ve  değerleri için spektral çözüm 
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Şekil 3.6, 3.7 ve 3.8, yayılma cephesinin küçük viskozite değerleri için 

yayılarak dikleştiğini göstermektedir. 

 

Problem 3 

 Olmak üzere (3.7) Burgers denklemi, sinüsoidal başlangıç ve homojen 

sınır koşulları altında,   

 

ile verilsin. Problemin tam çözümü,  

olmak üzere,  

 

Literatürde  başlangıç koşulu birçok araştırmacı tarafından 

değerlendirilmiştir. Bunun yanında, spektral yöntem ile an az sıralama noktası için 

zarif ve etkili bir çözüm sunulmuştur. Probleme ilişkin farklı  viskozite katsayıları 

ve zaman adımlarındaki, tam çözümler ve literatürde bulunan bazı sayısal sonuçlar 

ile Thirumalai ve Seshadri (2018) yöntemi ile elde edilen sayısal sonuçlar ile Tablo 

3.6 ve Tablo 3.7’de karşılaştırılmıştır. Tablo 3.6’da spektral çözümden elde edilen 

sonuçlar, Bahadır (1999) ve Bahadır ve Sağlam (2005) tarafından elde edilen 

sonuçlara göre daha yüksek doğruluk gösteren Dehghan (2013) ve Ashpazzadeh 

(2017) tarafından elde edilen sonuçlar ile karşılaştırılmıştır.  
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Tablo 3.6: Problem 3,  için sayısal sonuçların karşılaştırması 

  
Dehghan 

(2013) 
Ashpazzadeh 

(2017) CSSY Analitik 
Çözüm 

0.05 
 
 
 
 

0.1 0.17788 0.17795 0.17803 0.17803 
0.3 0.47555 0.47570 0.47587 0.47587 
0.5 0.60969 0.60902 0.60907 0.60907 
0.7 0.51105 0.51123 0.51113 0.51113 
0.9 0.19990 0.19997 0.19989 0.19989 

0.1 
 
 
 
 

0.1 0.10946 0.10952 0.10954 0.10954 
0.3 0.29167 0.29185 0.29190 0.29190 
0.5 0.37169 0.37153 0.37158 0.37158 
0.7 0.30966 0.30987 0.30991 0.30991 
0.9 0.12059 0.12067 0.12069 0.12069 

0.2 0.1 0.04187 0.04193 0.04193 0.04193 
0.3 0.11046 0.11061 0.11062 0.11062 
0.5 0.13828 0.13844 0.13847 0.13847 
0.7 0.11328 0.11343 0.11347 0.11347 
0.9 0.04361 0.04367 0.04369 0.04369 

 

Tablo 3.7’de Problem 3 için  ve   değerlerinde az sayıda 

sıralama noktası kullanarak elde edilen sonuçların tam çözümlerle uyum içinde 

olduğu gözlenmektedir. 

 

Tablo 3.7: Problem 3,   için sayısal sonuçların karşılaştırması 

 

Hem Tablo 3.6 hem de Tablo 3.7 spektral yöntemin, literatürdeki diğer 

yöntemlere göre daha başarılı olduğunu ortaya koymaktadır. Şekil 3.9, 3.10, 3.11, 

3.12 sırasıyla farklı  zaman adımları ve  kinematik viskozite değerleri için 

sinüzoidal bozulmayı göstermektedir. 

  
      

Jiwari 
(2015) CSSY Analitik 

Çözüm 
Jiwari 
(2015) CSSY Analitik 

Çözüm 
0.80 

 
 
 
  

0.4 0.57115 0.57127 0.57126 0.95294 0.95285 0.95230 
0.6 0.44193 0.44226 0.44226 0.81583 0.81572 0.81411 
0.8 0.33464 0.33468 0.33468 0.69093 0.69082 0.69095 
1.0 0.25369 0.25372 0.25371 0.59406 0.59403 0.59409 
3.0 0.02492 0.02492 0.02491 0.24051 0.24050 0.24050 

0.90 0.4 0.35077 0.35095 0.35095 0.97884 0.97832 0.97814 
0.6 0.26769 0.26780 0.26780 0.89406 0.89369 0.89395 
0.8 0.19733 0.19739 0.19739 0.76854 0.76816 0.76814 
1.0 0.14603 0.14607 0.14606 0.66435 0.66411 0.66405 
3.0 0.01323 0.01323 0.01323 0.26945 0.26901 0.26901 
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Şekil 3.9:  Problem 3,  için spektral çözüm 

 

Şekil 3.10: Problem 3,  için spektral çözüm 

 

 Şekil 3.11: Problem 3,  için spektral çözüm 
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Şekil 3.12: Problem 3,  için spektral çözüm 

Şekil 3.13, spektral çözümün fiziksel davranışını  =0.01 adımında kinematik 

viskozite 'nin farklı değerlerinde göstermektedir. 

 

Şekil 3.13: Problem 3,  için spektral çözüm 

Şekil 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 ve 3.13, sinüzoidal bozulmanın artan zaman 

seviyesindeki küçük kinematik viskozite değerleri için giderek daha da dikleştiğini 

göstermektedir.  

 

Problem 4 
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problemini ele alalım. Problemin kompakt-kapalı formdaki çözümü, 

 

şeklindedir. Çeşitli ,  ve  parametrelerinin kombinasyonları için Problem 4’den 

spektral yöntem ile elde edilen ∞ maksimum mutlak hata normları Tablo 3.8 ve 

3.9’da gösterilmiştir.  

Tablo 3.8, spektral yöntem ile  için elde edilen ∞  normları ile 

Jiwari (2015) tarafından bulunan ∞  hata normlarını karşılaştırma imkânı 

vermektedir.  Jiwari (2015) tarafından  için elde edilen doğruluk seviyesi, 

spektral yöntem ile  için elde edilebilmiştir.  

Tablo 3.8: Problem 4, farklı  ve  değerleri için mutlak hata 

  Jiwari 
(2015) 

CSSY 
 

0.1 
 
 
 

1.0 7.357, −4 1.591, −8 
0.1 3.558, −6 4.747, −8 
1,−4 1.104, −10 7.606, −12 
1,−5 3.045, −12 7.941, −14 

0.5 1.0 5.639, −5 2.701, −10 
0.1 7.345, −6 6.046, −9 
1,−4 1.408, −10 3.164, −11 
1,−5 8.745, −12 3.895, −13 

 

Tablo 3.9, ,  ve  için parametreleri için Problem 4’ten 

elde edilen ∞  hata normlarını gösterir ve ayrıca bu sonuçlar, Guo (2016) ve 

Pandit (2017) tarafından elde edilen sonuçlarla karşılaştırılır. 

 

Tablo 3.9: Problem 4, maksimum mutlak hata 

 Pandit 
(2017) 

Guo 
(2016) CSSY 

8 2.402, −9 – 1.734, −10 
10 – 2.010, −9 3.510, −12 
16 2.164, −9 – 6.729, −18 
20 – 7.071, −11 1.897, −19 

Şekil 3.14’de ,  ve  için  sonsuz normunun grafiği 

yer almaktadır.  
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Şekil 3.14: Problem 4, maksimum mutlak hata 

 

Problem 5 

 

denkleminin, 

 

 

başlangıç ve sınır koşulları koşulları altında, olmak üzere sok dalgaları 

formunda verilen analitik çözümü, 

 

şeklindedir. Problem, bir kutudaki türbülansın azalması olayını modellemektedir. 

Başlangıç şartı, analitik çözüm için oldukça kullanışlıdır. Kinematik viskozite 

katsayısının  değeri için şok dalgalarının yayılması Şekil 3.15’de 

gösterilmektedir. Şekil 3.15 ve 3.16’da görüldüğü gibi, dalgalar zamanla sağa yöne 

doğru yayılmakta ancak kinematik viskozite değeri  azaldıkça giderek daha keskin 

hale gelmektedir.   
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Şekil 3.15: Problem 5,  için şok dalgası 

 

Farklı zaman adımlarında kinematik viskozitenin   ve  

değerleri için şok dalgalarının yayılması ise Şekil 3.16'da gösterilmiştir.  

Şekil 3.16: Problem 5, farklı  ve  kombinasyonları için şok dalgası 

 

Şekil 3.15 ve 3.16’da görüldüğü gibi, dalgalar zamanla sağa yöne doğru 

yayılmakta ancak kinematik viskozite değeri  azaldıkça giderek daha keskin hale 

gelmektedir. 

 

Problem 6 

 

denklemini, homojen sınır koşulları, 
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ve  

 

başlangıç koşulu ile alalım. 

 Söz konusu problemin üstünde literatürde ilk olarak Thirumalai ve Seshadri 
(2018) tarafından çalışmıştır. Kinematik viskozitenin  değeri için farklı 
zaman adımları ve noktalardaki spektral çözümler Tablo 3.10’da görülmektedir. 

 

Tablo 3.10: Problem 6,  için spektral çözüm 

  CSS 
0.2 0.1 0.3031880 

 0.3 0.1381240 
 0.5 0.0637368 
 0.7 0.0291927 
 1.0 0.0089791 

0.6 0.1 −0.2222040 
 0.3 −0.0967058 
 0.5 −0.041838 
 0.7 −0.0185466 
 1.0 −0.0055958 

 

Şekil 3.17 ve 3.18,  ve  için farklı zaman adımlarında 
spektral çözümlerin davranışını göstermektedir. 

 

 

Şekil 3.17: Problem 6,  için spektral çözüm 

 

Yayılma cephesinin kinematik viskozite  azaldıkça ve zaman adımı 
ilerledikçe sönümlediği, iki şekilde de görülmektedir. Ayrıca, Şekil 3.17 ve 3.18 
karşılaştırıldığında, küçük viskozite değerleri için dalga yapılarının dikleştiği 
söylenebilir.  
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Şekil 3.18: Problem 6,  için spektral çözüm 

 

Problem 7 

 

denklemini,  

 

 

Buda, literatürde ilk olarak Thirumalai ve Seshadri (2018) tarafından çalışılan 

bir problemdir.  = 0.1 parametresi ile farklı  ve  adımları için spektral çözümler 

Tablo 3.11'de gösterilmiştir. 

Tablo 3.11: Problem 7,  için spektral çözüm 

  CSS 
0.25 0.001 0.24970 

 0.01 0.24736 
 0.1 0.22497 
 1.0 0.08890 

0.50 0.001 0.46520 
 0.01 0.45323 
 0.1 0.38120 
 1.0 0.14311 

0.75 0.001 0.25019 
 0.01 0.25227 
 0.1 0.26786 
 1.0 0.11779 

 



68 
 

Şekil 3.19, farklı zaman adımlarında   için spektral çözümün 

davranışını göstermektedir. Sabit ve büyük  viskozite katsayısının sebebi olduğu 

difüzif etkiyle dalganın yayılımı grafikte görülmektedir.  

Şekil 3.19: Problem 7,  için spektral çözüm 

 

Problem 7 için farklı  kinematik viskozite değerleri ve  zaman adımlarının 

kombinasyonları, Şekil 3.20'de verilmiştir. 

Şekil 3.20: Problem 7, farklı  ve  kombinasyonları için spektral çözüm 

 

Aynı zaman adımlarında küçük viskozite değerleri için dalga boylarının 
yükseldiği ve cephelerinin dikleştiği Şekil 3.20’de açıkça görülmektedir.  
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, Khater ve diğ. (2008) ile Thirumalai ve Seshadri (2018) 

tarafından iki farklı çalışmada sunulan, bir boyutlu Burgers denkleminin Chebyshev 

spektral sıralama yöntemi ile sayısal çözümünü incelemektedir. 

Her iki yöntemde, öncelikle doğrusal olmayan bir kısmi türevli diferansiyel 

denklem olan Burgers denkleminin konumsal türevli adi diferansiyel denklem 

sistemine indirgenmesi, sonrasında ise elde edilen sistemin tür problemlerde oldukça 

iyi sonuçlar veren dördüncü mertebeden Runge-Kutta yöntemi ile çözülmesi esasına 

dayanmaktadır. 

Yöntemler yedi farklı test problemine uygulanmış, elde edilen sayısal 

sonuçlar, literatürdeki mevcut tam ve sayısal çözümler ile karşılaştırılmıştır. Bunun 

neticesinde;  

Chebyshev spektral sıralama yönteminin, literatürdeki diğer mevcut birçok 

yönteme kıyasla hesaplamada daha az sıralama noktasında ve daha kısa bir sürede 

daha iyi hassasiyet sağladığı; yöntemin, literatürdeki mevcut sayısal yöntemlerin 

çoğu tarafından yakalanamayan daha küçük kinematik viskozite değerleri için çözüm 

davranışını ölçmede başarılı olduğu; sonuçların, salt sayısal değerleri için değil; 

akışkanlar mekaniği, plazma fiziği, alan teorisi, katı hal fiziği ve mühendislik 

bilimindeki fiziksel değeri için de faydalı olduğu; dahası, yöntemin geniş bir 

doğrusal olmayan kısmi türevli diferansiyel denklem sınıfı için de geçerli olduğu, 

sonuçlarını çıkarmak mümkündür. 

Bununla birlikte, diğer metotlarda olduğu gibi, yöntemin Runge-Kutta 

yönteminde bazı parametre değerlerinin birleşimi için kararsızlığa bağlı olarak 

zorluğa neden olabilecek birleştirilmiş doğrusal olmayan birinci dereceden denklem 

sistemi üretmesi anlamında bazı dezavantajları vardır. Ayrıca, 'nin çok büyük 

değerleri için, mevcut yöntemin yakınsaması daha uzun zaman alır. 

Burgers denklemi için önerilen sayısal yöntemlerin doğruluk ölçüsü gerçekçi 

fiziksel sonuçlar vermesine bağlıdır ve büyük Reynolds sayıları için veya başlangıç 



70 
 

koşullarının düzgün olmaması ya da ayrık konumlarda geçerli olması durumlarında 

çözüm günümüzde hala önemini korumaktadır.  
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