T.C.
PAMUKKALE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

DIJITAL CARPIMLARIN BAZI OZELLIKLERI

YUKSEK LISANS TEZI

GOKHAN SARICAN

DENIZLi, HAZIRAN - 2019



T.C.
PAMUKKALE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

DIJITAL CARPIMLARIN BAZI OZELLIKLERI

YUKSEK LISANS TEZI

GOKHAN SARICAN

DENIZLi, HAZIRAN - 2019



KABUL VE ONAY SAYFASI

GOKHAN SARICAN tarafindan hazirlanan “Dijital Carpimlarin

Bazi Ozellikleri” adli tez ¢alismasmnin savunma smavi 13.06.2019 tarihinde
yapimis olup asagida verilen jiiri tarafindan oy birligi ile Pamukkale
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans
Tezi olarak kabul edilmistir.

Juri Uyeleri Imza

C "
Danisman A =
Dr.Ogr.U. Giilseli BURAK
Pamukkale Universitesi

Uye o
Prof. Dr. Erdal EKICI
Canakkale 18 Mart Universitesi

Uye o
Dr.Ogr.0 Ali AYTEKIN
Pamukkale Universitesi

Pamu]]kale Universitesi Fen Bilimleri Enstitlisii  Yonetim Kurulu’nun

iy ‘@3- %ﬁ tarih ve . / } ‘3 ..... sayili karartyla onaylanmustir..

Prof. Dr. Ugur YUCEL

Fen Bilimleri Enstitiisii Mudiirii \/ .



Bu tez calismas1 PAUBAPtarafindan 2018 FBE 033 nolu proje ile

desteklenmistir.



Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularimin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu calismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢caliymalara atfedildigine beyan ederim.

GOKHAN SARICAN



OZET

DiJITAL CARPIMLARIN BAZI OZELLIKLERI
YUKSAK LISANS TEZi
GOKHAN SARICAN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DR.OGR. UYESI GULSELI BURAK)

DENIZLi, HAZIRAN - 2019

Dijital Topoloji, bilgisayar grafiklerinde tiretilen goriintiilerin yani sira,
sinir bilim, tibbi goriintiileme, endustriyel kontrol, jeoloji ve sivi dinamikleri
gibi bir¢ok alanda 6nemli bir rol oynamaktadir. Dijital géruntu analizi, devre
planlarinin  bilesenleri, pop smear hicre, x-1ginlarindaki timorler, hava
fotograflarindaki yapilar, resimlerde nesnelerin veya bolimlerin tanimi ile
biiyiik oOlciide iliskilidir. Dijital homoloji gruplart goriinti analizi i¢in ana
araclardan biridir. Ciinkii iki farkli nesnenin izomorfik homoloji grubuna sahip
olup olmadigini belirtmek, gorintl analizi i¢in ¢ok etkili araglardandir. Dijital
goriintiilerin kartezyen ¢arpimlarinda normal ¢arpim yakinhigi, dijital topoloji
literatliriinde kullanilan  x; —yakinligin kullanimi ile korunmayan bir cok

Ozelligi korur. Bu calismada, dijital topolojide ele alinan dijital siireklilik,
dijital baglantililik, dijital homotopi gibi kavramlar incelenerek dijital
simpleksler homoloji gruplari ele alindi. Dijital gorintilerin sonlu kartezyen
carpimi i¢in normal ¢arpim yakinhiginin Ozellikleri ile ilgili c¢alismalar
incelendi. Normal ¢arpim yakimligini baz alarak dijital gortntulerin kartezyen
carpimlarinin simpleksler homoloji gruplar ile ilgili ¢alismalar yapildi.

ANAHTAR KELIMELER: Dijital Topoloji, Dijital Simpleksler,Homoloji
Gruplari, Normal Carpim Yakinhgi



ABSTRACT

SOME FEATURES OF DIiGITAL PRODUCTS

MSC THESIS
GOKHAN SARICAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOCIATE PROF. DR. GULSELI BURAK)
DENiZLI, NOVEMBER 2015

Digital Topology plays on significant role in analyzing digital images
generating in computer graphics as well as many areas of sciense inclusive
neuroscience, medical imaging, industrial controllings, geoscience and fluid
dynamics. Digital image or picture processing is related to a grand extent with
subtraction and definition of objects or sections in pictures, such as particular
characters in text, constituents in circuit plans, cells in pop smears,tumors in

x-rays, structures in aerial photographs, etc. The digital simplicial homology
groups are main tools for image analysis because a general algorithm to specify
whether two different objects have isomorphic homology groups could be very
efficient tools for Image analysis. Expansions of the normal product
adjacencies protect many properties for finite cartesian products of digital
Images that in some cases, are not protected by the use of the «, -adjacencies

most prevalentiy used in the literature of digital topology. In this study, digital
continuity in digital topology, digital connection, examining concepts such as
digital homotopy, digital simplex homology groups were discussed. We
research simplicial homology groups for cartesian product of digital images
based on the homology groups of digital images and we give some examples
about the normal product adjacency for finite cartesian product of digital
images.

KEYWORDS:Digital Topology, Digital Simpleks, Homology Groups,
Normal Product Adjacency
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1 Giris

Dijital Topoloji, bilgisayar grafiklerinde, néroloji, tibbi goriintiileme, endiistriyel
kontrol, jeoloji ve sivi dinamikleri gibi bir¢cok alanda 6nemli bir rol
oynamaktadir. Dijital goriintii veya resim isleme, devre planlarinin bilegenleri,
pop smear hiicreler, x-iginlarindaki tiimorler, hava fotograflarindaki yapilar,
resimlerde nesnelerin  veya boliimlerin  tanimlanmasi ile ©nemli o6lciide
iligkilendirilebilir. Normal ¢arpim yakinlhiginin baz durumlarda, dijital topoloji
literatiiriinde yaygin olarak kullanilan kj;-yakinhigi ile korunmayan, dijital
goriintiilerin Kartezyen carpimlarinin bir ¢ok o6zelligini korur. Bu calismada,
normal carpim yakinlhigim1 baz alan dijital goriintiilerin kartezyen carpimlar: i¢in
simpleksler homoloji gruplarini aragtiriyoruz. Dijital goriintiilerin homoloji
gruplarinin baz1 ozelliklerini ve dijital goriintiilerin sonlu kartezyen ¢arpimi icin

normal carpim yakinlhig ile ilgili 6rnekler veriyoruz.



2 Temel Tanimlar

Z  tamsayilar kiimesi olmak iizere Z", n-boyutlu FEuclid uzayinda kafes
noktalarinin kiimesidir. Bir dijital goriintii ikilisi, bir yakinhk bagintis1 ile Z™
nin sonlu alt kiitmesinden olugur. Dijital goriintii aragtirmalarinda gesitli yakinlik

bagintilar kullanildigindan yakinlik bagimtisini tanimlayalim.
Tanim 2.1 1 <[ <n olmak iizere pozitif [ tam sayis1 ve
p=(p1,s0n)s 4= (q1, -, qn) EZ"
ayrik iki nokta icin agagidaki ozellikler saglaniyorsa p ve q ya x; —yakwn denir;
e |p; — ¢;| = 1 olacak sekilde en cok [ kadar ¢ indisi vardir.
e |p; — ¢j| # 1 olacak sekilde diger tiim j indisleri icin p; = g¢;.
Buna gore k;, verilen bir p € Z" noktasina yakin olan ¢ € Z" noktalarinin

sayisim gosterir. Tamm 2.1 den Z, Z? ve Z3 de yakmbklar su sekilde ifade
edilebilir:

Z de ayrik p ve g noktalar1 |[p— g| = 1 ise bu noktalara 2-yakindir denir.

72 de ayrik p ve ¢ noktalar, her bir koordinatinda en fazla 1 farkl ise

bu noktalara 8-yakindir denir.

7?2 de ayrik p ve g noktalar1 8-yakin ve sadece bir koordinatinda farkh

ise bu noktalara 4-yakindir denir.

72 de ayrik p ve g noktalar1, her bir koordinatinda en fazla 1 farklh ise

bu noktalara 26-yakindir denir.

72 de p ve ¢ noktalar1 26-yakin ve en fazla iki koordinatinda farkl ise

bu noktalara 18-yakindir denir.

72 de p ve g noktalar1 18-yakin ve sadece bir koordinatinda farkl ise

bu noktalara 6-yakindir denir.
k € {2,4,8,6,18,26} olsun. Bir p latis noktasimin x-komsgulugu p ye
r-yakin olan noktalardan olugur. (Boxer 1994).

P
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Sekil 1 2-yakin
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Sekil 3 6-yakin, 18-yakin ve 26-yakin
Tanim 2.2 Bir dijital aralik a,b € Z, a < b olmak iizere,
la,b]z ={2€Z:a<2z<b}

seklinde tamimlanir. Herhangi bir kafes noktasinin k-komsulugu ise bu noktaya
k-yakin olan noktalarin kiimesidir. (X, k) C Z"™ dijital goriintiisii ve ¢ € N olsun.
Dijital goriintiiniin xy elemanin € yaricaph x-komsulugu, l.(xo, z), o dan x e en

kisa basit k-yolunun uzunlugu olmak iizere;
Ni(zo,€) = {z € X|lx(20,2) < €} U{xo}

seklinde tamimlanir [7]. Z" de k-yakinhk bagintisi tamimh ve X C Z™ bir dijital
goriintii olsun. Vo,y € X, x #yiginz = zg, y =2, ve 1 = 0,1,...,7 — 1 iken z;
ile z;41 k-yakm olacak sekilde X in bir {x¢, z1, ..., 2, } altkiimesi var ise X dijital

goriintiisiine x-baglantili denir. (Boxer 1994).
Ornek 2.3 X C 7Z? kiimesi
X = {.’L‘O = (1, 1),.1’1 = (2, 1),(172 = (3, 2),1’3 = (3,0),334 = (4,0)}

olsun. X dijital goriintiisiinde z; e 4-yakin olan sadece xy oldugundan z; in
4-komsulugunda xy vardir. z; in 8-komgulugunda bulunan noktalar ise xg, x5 ve

xg diir. (Boxer 1994).



Tanim 2.4 X C Z™, kp-yakinlhikh ve Y C Z™ | ky-yakinlikh dijital goriintiiler
olsun. X in her kg-baglantih U alt kiimesi igin f(U), Y nin kj-baglantili alt

kiimesi ise f : X — Y fonksiyonu (ko, x1)-stireklidir denir. (Boxer 1994).
Ornek 2.5 X C Z ve Y C 72 kiimeleri sirasiyla
X = {IO = 1,[[‘1 = 2,[)’]2 = 3,5(]3 :4},

Y = {yo = (0,0),y1 = (17 1)7y2 = (270>ay3 = (37 1)}

olsun. f : X — Y fonksiyonu ¢ = 0,1,2,3 igin f(x;) = u; seklinde
tammlansin. X in her 2-baglantih U alt kiimesi igin f(U), Y nin 8-baglantil
alt kiimesi oldugundan f : X — Y fonksiyonu (2, 8)-siireklidir. (Boxer 1994).

Onerme 2.6 X C Z", ko-yakmlikh ve Y C Z™, kj-yakinhkl dijital
goriintiiler olsun. f: X — Y fonksiyonunun (kq, k1 )-siirekli olmasi igin gerek ve
yeter sart X in her ro-yakin {xg,z,} noktalar i¢in f(xo) = f(x1) veya f(zo) ve
f(z1) in Y de ki-yakin olmasidir. (Boxer 1999).

Ispat: f: X — Y, (kg, k1)-siirekli oldugunda z in kg-baglantili {zg, 21} alt
kiimesi igin {f(zo), f(z1)} Y nin k;-baglantih alt kiimesidir. Yani f(zo) ile f(z1)
Y de ki-yakindir veya f(xg) = f(x) dir.

Tersine rkg-yakin xg, 1 € X noktalar: i¢in yani X in kg-baglantil {xg, z1} alt
kiimesi i¢in f(xg) = f(z1) veya f(xg) ve f(z1), Y de ry-yakin ise {f(x¢), f(x1)}
Y nin ki-baglantih alt kiimesidir. Bu durumda f : X — Y fonksiyonu (ko, £1)-

stireklidir.

Ornegin, , Y dijital goriintiisii iizerinde bir yakinlk bagntis1 olsun.

f :a,blz — Y fonksiyonunun (2, k)-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her ¢,c+ 1 € [a,b]z i¢in f(c) = f(c+ 1) veya f(c) ile f(c+ 1) in Y de k-yakin
olmasidir.

X C Z™, kg-yakihkh ve Y C Z™, k;-yakinhkh dijital goriintiiler olsun.
f : X — Y fonksiyonu (kq, x1)-stirekli ve bijektif, f~' : ¥ — X fonksiyonu
(K1, ko)-stirekliise f fonksiyonuna dijital (Ko, k1 )-izomorfizm denir [1] ve X =2, x1)

Y seklinde gosterilir.

Onerme 2.7 f : (X, ko) — (Y, k1) dijital (kq, x1)-stirekli ve g : (Y, ry) —
(Z, ko) dijital (K1, ko)-siirekli fonksiyonlar ise f o g : (X, ko) — (Z,k2) bilegke
fonksiyonu dijital (kg, ko)-siireklidir. (Boxer 1994).



2.1 Dijital Homoemorfizma

(Boxer 1994) ve (Boxer 1999) makalelerinde homeomorfizma kavramim
"f o (X,ko) — (Y, k1) fonksiyonu dijital (kg, k1)-siirekli, bijektif ve f~1 dijjital
(K1, Ro)-stirekli ise f ye dijital (kg,k1)-homeomorfizma denir." geklinde

tanimlanmigtir.

Onerme 2.8 Dijital homeomorfizm dijital goriintiiler arasinda bir denklik
bagmtisidir. (Boxer 1994).

ispat:

i) Her X dijital goriintiisiiniin 1x : X — X birim doniigiimii ile kendisine
dijital homeomorfik oldugu agiktir. Yani yansima vardir.

ii) f:X — Y bir dijital homeomorfizm olsun. f~':Y — X
fonksiyonununda bir dijital homeomorfizm oldugu kolayca goriiliir. O zaman
dijital homeomorfizma simetriktir.

iii) f: X — Y veg:Y — Z dijital homeomorfizmalar olsunlar. Onerme
2.7den go f: X — Z dijital homeomorfizmdir. O zaman dijital homeomorfizma

gecismelidir.

Ornek 2.9 X = {0,2} C Zve Y = {0,1} C Z olsun.

f: X =Y, f(r) = /2 ile tamumlannmg bir fonksiyon olsun. f, dijital siirekli
bijeksiyondur, fakat f~! fonksiyonu dijital siirekli degildir. Boylece f, bir dijital
homeomorfizm degil ve X ile Y de dijital homeomorfik degildir. (Boxer 1994).

Dijital homeomorfizma topolojideki tanimiyla aym sekilde tanimlanmis olsa
da uygulamada farkhilik gostermektedir. R deki topolojide biitiin kapal
araliklar birbirine homeomorf iken 7Z deki dijital topolojide dijital araliklar dijital

homeomorf degildir. Ornegin;
[1,3]z = {1,2,3} ve [2,5]z = {2,3,4,5}
dijital araliklar1 birbirine dijital (2, 2)-homeomorf degildir.

Bu nedenle (Boxer 2006). da dijital homeomorfizma kavrami dijital

izomorfizma kavramini kullanmay1 énermigtir.



2.2 Dijital Retrakt Olan Uzaylar

Tanim 2.10 o # A C X vei: A— X Ko-kapsama doniisiimii olsun. Va € A,
roi(a) = a olacak sekilde r : X — A dijital ko-siirekli fonksiyonu varsa X e

Ko-retrakt denir. (Boxer 1994).

Teorem 2.11 X3, X in bir dijital retrakt1 ve f : X — Y bir
dijital homeomorfizm olsun. O zaman f(X,) da Y nin bir dijital retraktidir.
(Boxer 1999).

Ispat: f: X — X, bir dijital retrakt fonksiyonu olsun. O zaman Onerme 2.7
den foro f~':Y — f(Xy) bir dijital retrakt doniistimiidiir.

2.3 Dijital Homotopi

Tanim 2.12 X C Z™, kp-yakinlikh, Y C Z™, k;-yakinlikh dijital goriintiiler
ve f, g : X — Y fonksiyonu (ko, k1)-siirekli fonksiyonlar olsun. Pozitif bir m
tamsayisi ve agagidaki ozellikleri saglayan H : X x [0, m]z — Y fonksiyonu varsa,

f ve g fonksiyonlarna Y de dijital (ko, £1)-homotopik fonksiyonlar denir. (Boxer
2005).

o Vr € X icin H(x,0) = f(z) ve H(z,m) = g(z),
e Vrc X igin

H,:[0,m|]z —Y t— H,(t)= H(z,t)

seklinde tanimlanan H, indirgenmis fonksiyonu (2, k1 )-siireklidir.

o Vt € [0,m]z igin
H: X =Y x— Hyx)=H(z,t)

seklinde tanimlanan H; indirgenmis fonksiyonu (kq, k1 )-siireklidir.
Burada H fonksiyonuna f ve g arasinda dijital (kg, £1)-homotopi fonksiyonu
denir.
f ve g fonksiyonlarmin Y de dijital (kg, k1)-homotopik oldugunu gostermek
icin
f =(kom1) 9

notasyonunu kullanilir.



Onerme 2.13 Dijital (ko, x1)-homotopi, dijital siirekli fonksiyonlar arasinda
bir denklik bagintisidir. (Boxer 1994).

Ispat: Dijital homotopinin yansima, simetri ve gecisme 6zelliklerini sagladigin

gostermeliyiz.

e Her (ko, ky)-siirekli f : X — Y fonksiyonu ve her pozitif m tamsayis: igin,

H:X x[0,m]z — Y fonksiyonu her (z,t) € X x [0, m]z i¢in

H(x,t) = f(x)

seklinde tamimlandiginda f den f ye dijital (kg, k1 )-homotopi olur. O halde

dijital homotopi yansima 6zelligini saglar.

e H: X x|[0,m]z — Y fonksiyonu f den g ye dijital (kg, k1 )-homotopi olsun.
G : X x [0,m]z — Y fonksiyonu her (z,t) € X x [0,m]z i¢in

G(z,t) = H(x,m —t)

seklinde tamimlanirsa g den f ye dijital (kg, k1)-homotopi olur. Béylece

dijital homotopinin simetri 6zelligini sagladigi goriiliir.

e H: X x[0,m]z — Y fonksiyonu f den g ye dijital (kg, x1)-homotopi ve
G : X x[0,mg]z — Y fonksiyonu g den h a dijital (ko, x1)-homotopi olsun.
F: X x[0,m+ mg|z — Y fonksiyonu

F(z,t) = H(z,t), (z,t) € X x [0,m],
) G(g(x),t —m, (x,t) € X X [m,m+mg,

seklinde tanimlandiginda f den h a dijital (kg, £1)-homotopi olur. Bu

durumda dijital homotopi gecisme 6zelligini saglar. 0

Tanmim 2.14 f : (X, ko) — (Y, k1) dijital (ko, <1 )-stirekli fonksiyonu eger Y de
bir sabit fonksiyona dijital homotopik ise f, Y de nullhomotoptur denir. (Boxer
1999).

Tanim 2.15 X C 7Z", kg-yakinhkh ve Y C Z™, ki-yakinhkh dijital

goriintiiler olsun. f: X — Y (kq, k1)-siirekli fonksiyonu igin

go f :(Ho,lﬂ) 1X

ve

fog ~uow) 1y
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olacak sekilde ¢ : Y — X, (kg,ky)-siirekli fonksiyonu varsa f fonksiyonuna
(Ko, k1)-homotopi denklik denir [4]. X ve Y dijital goriintiileri ayni (kq, &1)-
homotopi tipine sahiptir ve X ile Y, (kg, x1)-homotopi denktir denir. (Boxer
2005).

2.4  Dijital Biiziilebilir Uzaylar

Tanim 2.16 (X, k) bir dijital goriintii olsun. (X, kg) tizerindeki birim déniigiim
sabit  doniigiime (Ko, ko)-homotopik ise X e ko-biiziilebilir  denir.
(Boxer 1999).

Ornek 2.17 Her [0,m]z dijital aralik dijital biiziilebilirdir.

H :[0,m]z x [0,m]z — [0,m]z
homotopi fonksiyonu H(x,t) = maz{0,r — t} seklinde tanimlandiginda, 1,
birim déniistimii ile 0 sabit doniigiimii homotopik olur. (Boxer 1999).
Onerme 2.18 m > 0 icin I,, dijital biiziilebilirdir. (Boxer 1994).
Ispat: F:1I,., — I, fonksiyonu
F(zy,.yxm,t) = (M(xq,1), ..., M(xpp,1))
ile tamimlandiginda biiziilebilirlik kolayca goriiliir. Burada

M(z,t) = max{0,z —t}.

Onerme 2.19 X, dijital baglantilh olmayan bir dijital goriintii ise X dijital
biiziilebilir degildir. (Boxer 1994).

Ispat: X in dijital biiziilebilir oldugunu kabul edelim, yani F : X x [0, p|z —
X bir dijital homotopi her x € X ve zy € X igin F(x,0) = x ve F(z,p) = ¢
olsun.
y € X noktas1 zj ile X in aymi dijital bileseninde olmayan bir nokta olsun.

O zaman 6yle bir t € [1,p]z vardir ki F(y,t — 1) ve F(y,t), X in farkh
bilesenlerindedir.

Boylece F(y,t — 1) ve F(y,t), komsu degildir. Bu durum F' nin dijital
siirekliligi ile celigkilidir.

Teorem 2.20 X dijital biiziilebilir ve Y , X in dijital retrakti ise Y dijital
biiziilebilirdir. (Boxer 1994).



Asagidaki ornek ile dijital biiziilebilirligin, Euclidean biiziilebilirligin  bir
analogu olmadigimi gorecegiz. Euclidean uzay R* nin kapali ve smirh bir X alt
kiimesi biiziilebilir ve lokal biiziilebilir (her = € X ve z in her U komsgulugu igin
x in oyle bir Uy C U komsgulugu vardir ki ¢ : Uy — U kapsama doniisiimii U da
bir sabit fonksiyona homotoptur) ise, X, R* nimn bir retraktidir. (Borsuk 1967).

Ornek 2.21 U C I, ve

U=({0,2} x L) U{(1,0)}

olsun. O zaman U dijital biiziilebilir fakat 5 nin bir retrakt: degildir. (Boxer
1994).

2.5 Dijital Yol ve Dijital Kapali Yol

Tanim 2.22 (X, k) C Z™ dijital goriintiisiinde = noktasindan y noktasina
bir dijital s-yolu, f : [0,m]z; — X , f(0) = x, f(m) = y olacak gekildeki dijital
(2, k)-stirekli fonksiyonudur. Eger ilave olarak f(0) = f(m) ise f ye dijital x-loop
denir ve p = f(0) noktasi f loopunun baz noktasidir. Eger f bir sabit fonksiyon
ise agikar loop denir. (Khalimsky 1987).

2.6 Dijital Basit Kapali Egri

Tanim 2.23 X C Z", k yakinlik bagintisi ile bir dijital goriintii olsun. Eger
oyle m > 3 icin asagidaki kosullar1 saglayan bir

f:[0,m—1]z — X (2,k)-siirekli fonksiyon var ise X’ e bir dijital basit
kapali k-egri denir: (Boxer 2005).

° f bire bir ve orten;

° f(0) ile f(m — 1) k-yakin;

e herte[0,m—1]zigin, f(¢) nin f([0,m — 1],) de k-komsular1 sadece
f((t = 1)mod(m)) ve f((t+ 1)mod(m)) dir.

Bilinen basit kapali egriler Sekil 4 de gosterilmistir.

e I SEn e I S
-0 8@ *
= Rt S S ) SOSRTOU SU R

Sekil 4 MSCs, MSCy ve MSC
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2.7 Dijital Kapal1 Yiizey

Tanim 2.24 (X, k) C Z", n > 3 dijital goriintii ve X = Z" — X olsun.
Asagidaki kogullar saglaniyorsa X e kapali k-yiizey denir. (Han 2006).
1. (k, k) € {(k,2n), (2n,3" — 1)} ve k # 3" — 2" — 1 igin;

e Her x € X i¢in | X|* := Noyg(x,1) — {x} kiimesi = e r-yakin olan bir tane

eleman icerir.

o \)_( |”, = e k-yakin iki tane k bilegene sahiptir. (Bu bilegenleri C** ve D**

ile gosterelim.)
e Hery € N,N igin N_ N O™ # 0 ve N_N Dzx # 0 dir.

Ayrica X kapali k-yiizeyi igin, X basit x-noktaya sahip degil ise X e basit
kapali k-yiizey denir.

2. (k, k) = (3" — 2" — 1,2n) igin;
e X, rk-baglantil
e Her x € X igin | X|” genellegtirilmig basit kapali egri

Ayrica | X|* basit kapall k egri ise X e basit kapali k-yiizey denir. Bilinen
dijital basit kapali yiizeyler Sekil 5 de verilmistir.

Tanim 2.25 g’k ile Sk, kapali k-yiizeyin Z" deki kapanigini
gosterelim. Eger bir € S noktasi Sy nmin bir simirh x-baglantili bilesenine
ait ise x#’e Sp’nin i¢indedir denir. Diger durumda Sj’nin digindadir denir. S;’nin
tiim i¢ noktalarimin kiimesini IntSy ile, tiim dig noktalarinin kiimesi ExtSy ile
gosterilir. (Han 2006).

Sekil 5 (a) MSSis, (b) MSSs ve (c) MSSe

Simdi MSC,, S., SS,. ve MSS, ile n > 3 icin Z"’de sirasiyla minimal basit
kapali k-egri, kapal k-yiizey, basit kapali k-yiizey ve minimal basit kapali k-

yiizeyidir.

10



Teorem 2.26 (Han 2006).

1. M S Sg, 18-biiziilebilirdir.

2. M S Sg, 6-biiziilebilir degildir.
3. M S S5, 18-biiziilebilir degildir.

2.8 Basit Kapal1 Yiizeylerin Baglantili Toplami
Tamim 2.27 S, , Z"™ de kapal ro-yiizey A, —A)  C Sy, ve S, , Z™ de
kapal k1-yiizey , ng,n; > 3 icin. Burada
Ay = (Ko, 8)-hMSC;
AI{Q %(no,ﬁl)-h MSCZ ANO %(HO,B)']Z MSCé*
[ Awy — f(Ax,) C )., bir (ko, 1)-homeomorfizm olsun Gyle ki burada
SI/{1 = Sﬂl - f(A;D)

ve

SI;;[ = S"'fl - A:-io

dir. O zaman S| U S, ( aynk birlesim ) tizerinde asagidaki gibi tamimh bir
" ~'denklik bagmtisi elde ederiz: = € A,, — A} i¢in i(v) ~ f(z) =y € 5.
Denklik siiflariin kiimesine baglantili toplam denir ve Sy 15, ile gosterilir.
(Han 2006).

Teorem 2.28
1. MSSe8Se ~6.n S, burada Ag(C MSSs) ~.4).n MSC; ve Sg, 6-yiizey;

2. MSS151S1s =18 S1g, burada A;g(C MSSis) ~sg).n MSCE ve Sig, kapali
6-ylizey;

3. MSSlgﬂMsslg = MSSlg, burada Alg(c MSSlg) %(18,8).h MSC; ve S{g,
kapali 6-ytizey;

4. MSS1g8S1s ~1s.n S1s, burada Ais(C MSSig) ~s.s).n MSCs;

5. MSSisiMSSis = MSSig, burada Ais(C MSStg) ~ass).n MSCs. (Han
2006).
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Teorem 2.29

1. S, ve S; iki basit kapali k-yiizey verildiginde, S,#S.. bir basit kapali
k-yluzeydir.

2. Sko ve S}, iki basit kapah ytizey igin, (Sk,#S},, ), bir basit kapal -
yiizey olmak zorunda degildir. (Han 2006).
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3 Dijital Goriintiilerin Homoloji Gruplar:

3.1 Dijital Simpleksler
Tanim 3.1 P = {po,p1...,pm} C (Z", k) da bir dijital goriintii olsun. Eger
o Y o tipi=0ve Y " t;=0isety=..=t,=0.

e Her i,j € {0,1,....,m}, ¢ # j i¢in p; ve p; k-yakin ise P ye dijital (x,m)
-simpleks denir ve P = (pg,p1...,pm) ile gosterilir. m ye de simpleksin
boyutu denir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Bu durumda baz: simpleksler Sekil 6 de (ki biitiin noktalar birbirine sirasiyla

2,2, 8, 26-yakin olmak iizere) gosterilmistir.

Sekil 6 Sirasiyla (2,0), (2,1), (8,2), (26,4)-simpleksler

3.2 Dijital Simpleksler Kompleksi

Tanim 3.2 P = {pg, p1...,pm} C (Z", k) da dijital (k, m)-simplekslerinin sonlu

kolleksiyonu olsun. Eger

° s € K ise s nin yiiziide bu simpleksler kompleksine ait,

° s,t € K iken s Nt bos ya da s ve t nin ortak bir dijital simpleksi var
ise K ya bir dijital simpleksler kompleksi denir. (Arslan,Karaca ve Oztel
2008).

Tanim 3.3 Dijital simpleksler kompleks (K, k) ya ait kogeler iizerinde bir
siralama var ise (K, k) ya yonlii dijital simpleksler kompleksi denir. (Arslan,
Karaca ve Oztel 2008).

Tanim 3.4 (K, k) bir dijital simpleksler kompleksin geometrik reelizasyonu

| K|, tiim dijital simplekslerin birlegimi olarak tanimlanir. Yani

|K| = Us.
seK
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Dijital goriintiiler ayn1 zamanda (x, 0)-simplekslerin birlegimi gibi diigiiniilebilir.
Bu durumda her dijital goriintii bir dijital simpleksler kompleksidir. (Arslan,
Karaca ve Oztel 2008).

Tanmim 3.5 (X, k) bir dijital goriintii olsun. Bir simpleksler kompleksi (K, k1)
ve h : |K| — X (Ko, k1)-izomorfizmas1 varsa X dijital goriintiisii ¢ok yiizliidiir
denir.

Bu durumda dijital goriintiilerin ¢ok yiizliisii yerine kendisiyle dogrudan
caligilabilir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Onerme 3.6 P C (Z™, kg), Q C (Z™, k) sirasiyla dijital (rq,m) ve (k1,m)
simpleksler olsun. O zaman P ve @ dijital (kog,x1)-izomorfiktirler. (Arslan,
Karaca ve Oztel 2008).

ispat: P ={po,p1, -, Pm} ve Q = {qo, q1, .-, ¢ } Olsun.
h: (P, ko) — (Q, K1), pi — h(p:i) = g

seklinde tanimlanan doniigiim her p; € P igin dijital (o, £1)-izomorfizmdir. U

O halde elimizdeki simpleks yapisi ile serbest degigsmeli gruplar: inga edebiliriz.

Tanim 3.7 Cf(K), dijital simpleksler kompleksi (K, r) daki dijital
(K, q)-simpleksleri baz kabul eden serbest degismeli grup denir. (Arslan,Karaca
ve Oztel 2008).

Sonug 3.8 (X, k) C Z" de m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.
Her ¢ > m i¢in, CF(K) bir agikar gruptur. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Ispat: X,m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksinde ¢ > m icin (x, q)-
simpleks mevcut olmadigindan C}(K) = {0} dur. O

3.3 Sinir Homomorfizmasi

Tanim 3.9 (K,k) C Z™ da m boyutlu yonlii dijital simpleksler kompleksi

A . .
olsun. p;, p; elemaninin simpleksten cikarilmasi olmak {izere;

9, : CF(K) — CF_ (K)

q

Z(_l)%poa b1, .- Pi, "'7pq>7 m > q ise
1=0

0 ,m < q ise

Oy({po, P1. - g)) = {

14



seklinde tammlanan homomorfizmaya sinir homomorfizmasi denir. (Arslan, Karaca
ve Oztel 2008).

Ornek 3.10 M SC} dijital goriintiistinii ele alalim.

.
e =
- W

.

’
s pp—_—
=T

“

Sekil 7 MSC,

MSCy = {py=(1,2),p1 = (2,1),p2 = (3,2),p3 = (2,3)} C Z* ve
Po < p1 < p3 < po olsun. O-simpleksler

<p0>> <p1>7 <p2>7 <p3>

ve 1-simpleksler

€0 = <pop3), €1 = <p3p2), €2 = <P1p2>, €3 = <P0p1>

seklindedir. 1-simplekslere sinir operatoriinii uygularsak

di(eo) = (p3) — (po)
Oi(er) = (p2) — (ps)
di(e2) = (p2) — (p1)
di(es) = (p1) — (po)

elde edilir. (Arslan,Karaca ve Oztel 2008).

Onerme 3.11 Her 1 < ¢ < m i¢in 0,-100, = 0 dir. (Arslan, Karaca ve Oztel
2008).
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Ispat: Her (po,p1, ..., pq) € Cr(X) igin

By—1 0 0y((pos p1s s 1g)) = aq,l(Z(—ni(po,...,ﬁi,...,pq»

1=0
q—1 -4 ‘ N N
= Z<_1)](Z(_1>Z<p07"-7pj-">pia“'>pq>)
§=0 i=0
it N A
= Z(_1)+j(<p077pz7p]77pq>)
i<j
i+ A A
+Z(_1) +](<p07'-'7pi"'7pj7"'7pq>)
J<i
it AA A A
D DM ((poy ooy Py Do D)) = D (=1 (p0y ooy Doy Py o3 D))
J<i k<l
oldugundan
aq—l © a(I((pOapl? 7pq>) =0
elde edilir. 0

Sonug 3.12 (X, k) C Z" de m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.

Bu durumda

am -1

Cr(X): 028 on (x) 2 on (X)) 9o

L o) 20
bir zincir komplekstir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Ispat: C¥(X) serbest abel grup ve d, homomorfizm ve 9, 1 09, =0

oldugundan
CR(X) 023 o (x) 2my o (x) 2 L2 onx) 20

bir zincir kompleks olur. U

3.4 Simpleksler Homoloji Gruplari

Simdi dijital goriintiiler i¢in homoloji gruplarini1 tanimlayabiliriz;
Tamim 3.13 (X, k), dijital simpleksler kompleksi olsun.

° Z{(X) = Kerd, grubuna dijital simpleksler ¢- devirlerin grubu denir.
° By (X) = Imd,;, grubuna dijital simpleksler g- sinirlarn grubu denir.
° HY(X) = Z;(X)/ B;(X) boliim grubuna ¢. dijital simpleksler homoloji
grubu denir.
(Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
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Tanim 3.14 ¢ : (X, kg) — (Y, k1) dijital goriintiiler arasinda bir fonksiyon
olsun. X de ko-yakimlikl her P dijital (ko, m)-simpleksi i¢in ¢(P),n < m igin Y
de (k1,n)-simpleks ise ¢ ye dijital simpleksler doniigiim denir. (Boxer, Karaca ve
Oztel 2011).

Tamim 3.15 ¢ : (X, ko) — (Y, k1) dijital simpleksler déniigiim olsun. ¢ > 0
igin ¢, : CF0(X) — CF1(Y) homomorfizmi
©:({Pos -+, Dg)) = (©(P0), - (Pg))

seklinde tanimlanir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).

Boylece cebirsel topolojide artik aksiyom haline gelmis teoremlerin dijitaldeki

kargiliklarini inceleyebiliriz:
Teorem 3.16f : K — L dijital (Ko, k1)-izomorfizm ise Ym > ¢ icin
H*(K) = Hy' (L)

dir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Ispat: f: K — L bir dijital (kg, k1 )-izomorfik déniisiim olsun. Bu durumda,
f bijeksiyon ve Onerme 2.7 den "k, ks € K, k; ve kg , Ko- yakin olmasi icin
gerek ve yeter sart  f(ky) ve f(k2) ki- yakin ya da f(k1) = f(ks)" kosulunu

saglar. m > q > 0 olsun.

(Do, P1, -y Dq) € CSO(K)
icin;
¢ CP(K) — CF (L), ¢((pos -, pg)) = (f(P0), s [ (Pg))

seklinde tanmimlansin. ¢ doniisiimii f nin tanimindan dolay1 iyi tamimlh ve
bijeksiyondur. Boylece
Cro(K) = Ch (L)

elde edilir. Sonug olarak
H*(K) = HJ'(L).

Teorem 3.17 (X, k) tek noktah dijital goriintii ise

. Z, q=0
Hq:
0, q>0

dir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
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Ispat: X = {zy} olsun. m > ¢ > 0 icin X in icerdigi dijital (k, q)-simpleks
mevcut olmadigindan Cf(X) = 0 dir. Boylece, tiim m > ¢ > 0 igin HF(X) = 0
dir.

g = 0 olsun. C§(X), dijital (k,0)-simpleks bazli serbest degismeli grup
oldugundan C§(X) = Z dir.

B . 8
0— CJ(X) —

0
kisa dizisinde Im0d; = 0 ve Kerdy = 7Z dir. Boylece
H{(K)=Z
dir. U

Teorem 3.18 X dijital basit kapal k-egri ise

. Z, q=0,1
Hi =
0, ¢#0,1

dir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Ispat: X = {x0,21,...,2,} C Z* bir dijital basit kapall r-egri olsun. Bu

durumda, x; ve x;, k-yakindir gerek ve yeter sart i = j £+ 1(modq) dur.

CS(X) = {<$0>,<J}1>7...,<xq>}gzq+1

Of(X) = {<x07$1>7<$lax2>7"'7<xqax0>}ng—‘rl
dir. m > ¢ > 1 i¢in CF(X) = 0 oldugundan Hf(X) = 0 dur.

02

)
0— 0

— CH(X) —0
kisa dizisinden Imd, = 0 ve Kerdy = Z9™! bulunur. Diger taraftan

01 (no{zo, x1) + na(z1, 2) + ... + ng(zy, T0)) =
no(z1 — o) + no(r2 — 1) + ... + no(xo — z4)
egitliginden Imd; = Z4 dur.
01 (no(xo, x1) + n1(x1, T2) + ... + ng{xy, v9)) =0

no(z1 — xo) + no(x2 — 1) + ... + no(xg —x,) =0
(ng —no)xo + (no —n1)x1 + ... + (Ngo1 — )y =0
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esitligi ¢oztildtigiinde ng = ny =---= n, = n olur. Buradan Kerd, = Z dir. Sonug
olarak
HY(X) = Z = Hj(X)

elde edilir. O

Teorem 3.19 (X, k) C Z" dijital goriintiisii k-yol baglantili ise
H{(X)=Z
dir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).

Ispat: X in O-simplekslerinin (po), (p1), ..., (pn) oldugunu kabul edelim.

o

L o) S onx) 20

dizisi elde edilir. 0y sifir homomorfizmi oldugundan
Z§(X) = Keroy = Cj(X)

olur. C§(X) in elemanlar1 > k;p;, k; € Z seklindedir. Iddia ediyoruz ki
i=0

Bi(X) = {Xn:kipi €CHX) D k= 0}

dir. Iddiamiz dogruysa,
0: Z§(X) — Z

Z kipi — Z k;

doniistimii ortendir ve gekirdegi Bf(X) dir. Birinci Izomorfizm Teoreminden

HE(X) = Z olur. (3.19) egitligini gostermek i¢in ¢ift tarafli kapsamay1 gosterelim.

=0
olsun. Herhangi bir p € X secgersek X, x-yol baglantili oldugundan her p; € X
icin p den p; ye bir k-yol vardir. o; : p den p; ye olan k-yolu olusturan dijital

1-simplekslerin kiimesi olsun. 0(c;) = p; —p oldugu agiktr.
> kio; € CF(X)
i=0

dir ve

n

31‘(2 kio;) = Zkial<0i) = Z ki(pi —p) = Z kipi — (Z ki)p
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olur. Y k; = 0 oldugundan
Y= Zkipi = 81(2 kioi) € By (X)
=0

dir. Tersine v € B§(X) ise v = 01D kiei), e; € C7(X) yani e;, 1-simplekstir ve
e; = (pr;, Ds;) seklindedir. Boylece

v = kih(e) =Y kdi((props)) = D kilps —pr) = Y kips — Y kipy,
olur. k; iki kez ve zit igaretli olarak tekrarladigindan > k; = 0 dir. Boylece
Hy(X) = Z§(X)/By(X) = 2
elde edilir. U
Teorem 3.20 (X, k) C Z™ bir dijital goriintii ve {X, : A € A} X’in k-yol
bilegenlerinin kolleksiyonu olsun. O zaman
rank(H§ (X)) = cardA

dir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
Ispat: (Arslan, Karaca ve Oztel 2008) de Teorem 3.18” in bir sonucudur.
O

ekil 8 (X.8)

Ornek 3.21 X,Y ye dijital homotopi denk iken H{*(X) ve HE'(Y) izomorf
olmayabilir.
MSC’é = {(17 0)7 (Oa 1)7 (_17 0)7 (07 _1)}

dijital goriintiisiinii ele alahm. MSCy dijital basit kapali 8-egri ve 8-biiziilebilir
bir egridir. Bu nedenle tek noktali uzaya dijital (8, 8)-homotopi denktir. Teorem
3.17 ve 3.18 den HY(MSC}) = Z ve H{({*}) = 0 dur.

Sonug olarak MSCY ~ss) {*} iken HY(MSCY) ve Hy({*}) izomorf degildir.
(Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
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Ornek 3.22 X = {py = (0,0), p1 = (1,0), po = (1,1)} ve (X,8) Sekil 8 de
(po < p1 < p2) ile siralanmigtir. O zaman C5(X), C3¥(X) ve C§(X) srayla
{<po><p1><p2>} {<popr >, <pip2 >, < pop2 >}
ve
{< poprp2 >}
ile tiretilmig serbest abel gruplardir. Boylece,

HY(X) =17 ve H}(X) =0,q #0.

(Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
Teorem 3.23 MSC;, = {(-1,0),(0,—-1),(0,1),(1,0)} niin simpleksler

homoloji grubu,

, 17, =01
HeMscy =1 1
10, g1 01

dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).
Ornek 3.24
MSCé = {CU = <_170)7CI = (07 _1)762 = (07 1)703 = (17())}

(Sekil 4) ve siralama baglantist ile yonlendirilmistir. C’S(M SC;) =0, ¢ > 1.
C¥ (M SCY) ve C§(MSCY) sirasiyla;

{{coc1), (c1c3), (cacs), (coca) }

{{co), {c1), (c2), (c3) }

ile tiretilmisg serbest abel gruplardir. Boylece
Kero, 27, Imd, 273, Kerdy = 7Z*

ve

H}(MSCy) =7, q=0,1ve Hy(MSC{) =0, ¢ #0,1.

(Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
Teorem3.25 M SSig niin dijital simpleksler homoloji gruplar:

3Z, 9=0.2

H#(MSS,,) =
q( $.8) ‘:*O, q10’2

dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).
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Sekil 9 MSS!,

Teorem 3.26 M SS;s in dijital simpleksler homoloji gruplar:

Z, q=0
HC}B(MSSH;) = Z3, q = 1
0, q#0,1
dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).

Sekil 10 MSSg

Teorem 3.27 MSS; in dijital simpleksler homoloji gruplar:

Z, q=0
HS(MSS)) = 75, q=1
0, q#0,1

dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).

Sekil11  MSS;
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3.5 Euler Karakteristik

Tanim 3.28 (X,x) C Z" bir dijital goriintii ve ¢ > 0 icin «, (X, r) daki

dijital ¢g-simplekslerin sayisi olsun. (X, x) nin Euler karakteristigi;

n

X<X7 H) = Z(_l)qaq

q=0
seklinde tanmimlanir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).
Teorem 3.29 Bir (X, k) C Z™ dijital goriintiisii i¢in

n

X(X, k) => (~1)rankH}(X)

q=0

dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).

ispat:

8777‘71

02 (x) 2o (x) 2L o) &

_>0

zincir kompleksini gozéniine alalm. Her bir Cy(X) ranki «, olan bir serbest

degismeli gruptur. Ayrica
Hi(X) = Z;(X)/By(X) = ker 0,/ Im 0y 1
oldugundan rankHy (X ) = rankZ(X) — rank B (X) olur. Her ¢ > 0 i¢in
0— Z7(X) — CJ(X) — B} (X)) —0
kisa tam dizisi vardir. Buradan
oy = rankCy(X) = rankZ; (X) + rank By _,(X)

olur. Bu durumda

q=0 q=0
= Y (-D)rankZ;(X)+ > (~1)rankBy ,(X)
q=0 q=0

X(X, k) = Z(—l)qmnk’Z(’;(X)+Z(—1)q+1mnk’B;(X)

— Z(—l)q [rankZ}(X) — rankBy (X))
= Y (~1)"rankH}(X)



elde edilir. 0
Teorem 3.30 (X, ko) C Z"™ ve (Y,r1) C Z™ , (Ko, k1)-izomorf iki dijital

goriintii olsun. Bu durumda

X(X; ko) = x(X, k1)

dir. (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).
Ispat: X veY dijital goriintiileri arasinda, (Ko, K1)-izomorfizm varsa Teorem
3.16 dan
Hp(X) = Hy'(Y)

olur. Teorem 3.28 den ispat elde edilir. 0
Ornek 3.31 M SS;5 in Euler karakteristigini hesaplayalim. (Khalimsky 1987).
X(MSSis,18) =ag—a3 +as =10—-20+8 = -2
Teorem 3.28 i kullanarak hesaplarsak yine ayni sonucu elde ederiz:
X(MSSig,18) = rank Hy® (M SSig) — rankH3(MSS;g) =1 — 3 = —2.

Ornek 3.32 MSS!; niin Euler karakteristigini hesaplayalim. (Khalimsky
1987).

x(MSSis,18) = rankHy®(MSS)g) — rankH{®*(MSSg) + rankHy®(MSSy)
= 1-0+1=2.
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4 Normal Carpim Yakinligi

Tanimm 4.1 u ve v pozitif tamsayilar ve 1 < u < v olsun. {(X;,x;)},_,

dijital goriintii olsun. ITY_; X; kartezyen ¢arpimi iizerinde N P, (K1, ..., k,,) yakinligi
agagidaki gibi tamimlanir. z;, 2; € X; igin p = (24, ...,2,) ve ¢ = (2, ..., 7)) nun

NP,(K1, ..., ky)-yakin olmasi igin gerek ve yeter sart

e en az 1 ve en fazla u tane ¢ indisi i¢in, x; ve =} K;-yakindir ve

e diger tiim ¢ indisleri i¢in z; = 2} dir. (Boxer 2017).

Onerme 4.2 NP(k,\) = NPy(k,\) yani verilen z,2/ € (X, k),
v,y € (YN, p = (z,y) ve p) = (2/,¢) nin X xY de NP(k,\)-yakin
olmasi i¢in gerek ve yeter sart p ve p’ niin N Py(k, A)-yakin olmasidir. (Boxer
ve Karaca 2012).

Teorem 4.3 X € Z" ve Y € Z", NPy(¢pn, ¢n) = Cman i¢in yani (X, ¢,,) X
(Y, ¢c,) icin normal ¢arpim yakinhgi ile X x Y igin ¢, ,-yakmligi cakigir. Ornek
verilecek olursa X € Z™, Y € Z" ve a < m ya da b < n dir. O zaman
NPsy(cq, ) # Carp dir. (Boxer ve Karaca 2012).

Onerme 4.4 v > 2 olsun. Bu durumda

va(//il, ceny /iv) = NPQ(NPU,1</€1, ceny /ivfl),liv)

dir. (Boxer 2017).
Ispat: 1 < i < v icin z;, 2, € X; olsun. O zaman p = (z1,...,2,) ve p/ =

(..., x)), NP,(K1, ..., ky)-yakin olmasi i¢in gerek ve yeter sart en az 1 ve en fazla

T
v tane ¢ indisi igin x; ve z de k;-yakin ve ¢ nin tiim diger indisleri icin z; = 2}
diir. Buradan p = (21, ...,x,) ve p’ = (2}, ..., 2)) niin N P,(Ky, ..., K, )-yakin olmasi

icin gerek ve yeter sart

e {1,...,v— 1} arasinda 1 den u ya kadar olan 7 indisleri i¢in x; ve z} k;-yakin,

{1,...,v — 1} arasindaki diger tiim indisler i¢in x; = !

e {1,..,v— 1} arasindaki 1 den u — 1 e kadar olan indisler i¢in z; ve z} k;-

yakwn ve tiim diger indisler i¢in x, ve 2, k,-yakin olmasidir.

Boylece p = (x1,...,x,) ve p' = (2}, ...,2)), NP,(k1, ..., ky)-yakin olmasi igin

cey v

gerek ve yeter sart p ve p’ niin NPy(NP,_1(K1, ..., Ky_1), kv )-yakin olmasi gerekir.
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Ornek 4.5 z;, 7, € (X;, k), i € {1,2,3} olsun. z; ve &} ki-yakin, x5 ve )
Ko-yakin ve x3 = x4 diir. Bu durumda X; x Xy x X3 de (z1, 9, x3) ve (24, xh, %)
noktalart N Py(k1, ko, k3)-yakinder fakat X; x Xy de (21, x2) ve (2], z}) noktalar:

N Py (K1, ko)-yakin degildir. Boylece
N Py(K1, k2, k3) 7# N Po(N Py(k1, ko), K3)

diir. (Boxer 2017).

Teorem 4.6 f,g : (X,x) — (Y, ) fonksiyon olsun. H : X x [0,m]z; — Y
fonksiyonu Vz € X icin H(z,0) = f(z) ve H(z,m) = g(z) sartlarim sagladiginda
H m bir homotopi olmasi icin gerek ve yeter sart H m (NPi(k,c1), \)-stirekli
olmasidir. (Boxer 2017).

Ispat: z,2' € X vet,t' € [0,m]z olmak tizere X x [0,m]z de (z,t) ile (2, ')
noktalar1 (N Py(k,c1),A) — yakwin olsun. Bu durumda

1. z ve 2/ k—yakin ve t =t' ya da

2. x =2 vetilet de2-yakin yani |t —¢t' |=1 dir.

H bir homotopi olsun. O halde f ve g fonksiyonlar siirekli ve X x [0,m]z de
verilen (x,t) ve (2/,t') noktalarn (NPi(k,c1),\)-yakin olmasi durumunda

yukaridaki maddeler degerlendirilirse

e 1 durumunda, H bir homotopi oldugundan, H(z,t) ve H(z',t) = H(2', 1)
esit ya da A\-yakindar.

e 2 durumunda, H bir homotopi oldugundan, H(z,t) ve H(z',t') = H(z,t")
esit ya da A\-yakindar.

Bu nedenle H, (NP (k, 2), \)-streklidir.

H m (NPy(k,c1),\) — stirekli oldugunu kabul edelim. k-yakin olan x, 2’

noktalari igin
f(z) = H(x,0)

ve
H(',0) = f()

noktalar1 egit ya da A-yakindir, yani f siireklidir. Benzer gekilde
g(x) = H(x,m)

g(x') = H(z',m)
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esit ya da A-yakwindwr, yani ¢ siireklidir. Ayrica H 1 siirekliliginden H(z,1)
ve H(x',t) esit ya da A-yakwindwr, dolayisiyla H; indirgenmis fonksiyonu (k, A)-
siireklidir. 2-yakin ¢,¢' noktalar1 i¢in H i siirekliliginden H(x,t) ve H(z,t") esit
yva da A-yakindir, dolaywsiyla H, indirgenmis fonksiyonu siireklidir. O halde H

bir homotopidir.
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5 Carpimlar Uzerinde NP, ve Doniistimler
fi (X, ki) — (Yi, M), 1 <@ < o verilen fonksiyonu igin
0, i+ (T, Xi, NPy(k1, ooy ) — (I, Y5, NPy(Ar, oy Ay))

fonksiyonu
I, fi(wy, s w) = (f(21), o, f(0),

z; € X; ile tammlanir. (Boxer ve Karaca 2012).
Teorem 5.1 f; : (X;, k) — (Yi, \i), 1 <i <wv olsun. Bu durumda
F=T0 f (1, X, NPy (1, ooy k) — (I, Y5, NPy(Ar, s Ay))

carpim doniisiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her f; nin siirekli
olmasidir. (Boxer 2017).

Ispat: 2;, 2/ € X; icin p = (21, ...,2,) ve p' = (2},...,x") olsun. Her f; nin

aey v

siirekli ve p ile p’ niin N P,(K1, ..., Ky )-yakin oldugunu kabul edelim. Buna gore
tiim ¢ indisleri igin z; nin 2} ne esit ya da k;-yakindur, dolaywsiyla f;(z;) ve fi(z})
esit ya da A\i-yakindir. Bundan dolayr f(p) ve f(p') esit ya da NP,(Aq, ..., A\y)-
yakindir. Boylece f siireklidir.

Kabul edelim ki f siirekli ve tiim ¢ indisleri igin z; ve 2, k;-yakwin olsun. Bu
durumda f(p) ve f(p') esit ya da NP,(Ay, ..., \;)-yakindir. Bundan dolay: her 4
indisi icin f;(z;) ve fi(z}) esit ya da \;-yakindir. Boylece her f; siireklidir.

Ornek 5.2 X = {(0,0),(1,0)} € Z? ve Y = {(0,0),(1,1)} C Z? olsun.
f:(X,8) — (Y,8) bir izomorfizm vardir.

X' =X x {0} cz?

ve

Y' =Y x {0} c Z?

dijital goriintiilerini ele alahm. X', 4-baglantily ve Y' = (f x 1io)(X'), 4-
baglantils olmadigindan f x 1y carpim doniigtimii stirekli degildir. (Han 2005)

Sonug 5.3 z; € (X, k;) icin p;(x1, ..., x,) = x; olarak tammlanan
Di: (H?Zth NPU</€17 couy :‘iv)) — (X“ /iz')
izdiigtim doniigiimleri tiim 1 < u < v igin siireklidir. (Boxer 2017).
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Ispat: 2,2, € X; icin p = (21,..,2,) ve p = (2, .., 7)),

(ITY_, X;, NP,(K1, ..., Ky)) de NP,(K1, ..., Ky)-yakindir. Buna gore tiim ¢ indisleri
icin x; = p;(p) ve xi = p;(p) esit ya da ki-yakindir. Boylece p; siireklidir.

Ornek 5.4 X = [0,1]z € Z ve Y = {(0,0),(1,1)} C Z? olsun. X x Y,
26-baglantily ve Y, 4-baglantils olmadigindan py : (X X Y, 26) — (Y, 4) izdiigiim

dontigiimii siirekli degildir. (Boxer ve Karaca 2012).
Teorem 5.5 X =1II7 , X, ve
fin (Xi ki) = (Yi, M),
1 < i < w olsun.

o 1 <u<wicinf=1,f: (X,NP,(K1,..., k) = (IT_,Y;, NP, (A1, ..., K1)

carpim doniisiimii izomorfizm ise 1 < i < v icin f; izomorfizmdir.
e Her i icin f; izomorfizm ise
f=T1_fi : (X, NP,(K1, ..., Ky)) — (II_ Y, NPy( M1, .oy Ky))

carpim doniisiimii izomorfizmdir. (Boxer 2017).

Ispat: f izomorfizm olsun. Buna gore her f;, 1—1 ve 6érten olmahdir. z; € X;

olsun. I; : X; — X fonksiyonu
[’L(a’;) = (x17 ey Li—1, Ty Tit1, "'7'271))

ile tanimlansin. p; : X — X; ve p; : Y — Y] izdiigiim fonksiyonlar:1 olsun. I;,
(Kiy NPy(K1, ..., ky))-siirekli ve I], (\;, NP,(A1, ..., A,))-stireklidir. Benzer sekilde
I' :'Y; — Y ile tanimlansin. Onerme 2.7 ve Teorem 5.3 den f; = pio fol; ve

fit = pio f~'o I! siireklidir. Bundan dolay1 f; izomorfizmdir.

fi + X; — Y, bir izomorfizm olsun. f, 1 — 1 ve ortendir ve Teorem 5.1
den siireklidir. f; ' carpim fonksiyonu olan f~! ters fonksiyonu Teorem 5.1 den

stireklidir. Boylece f izomorfizmdir.

Ornek 5.6 X = {(0,0),(1,1)} c Z*ve Y = {(0,0), (1,0)} C Z? olsun. (X,8)

ve (Y, 8) dijital goriintiileri izomorfiktir.

X' =Xxx{0}cZ®
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ve
Y' =Y x {0} C 7

dijital goriintiilerini ele alahm. (X', 6) ve (Y”,6) izomorfik degildir. Ciinkii (X", 6)
6-baglantisiz ve (Y',6) 6-baglantilider. (Boxer 2017).

Teorem 5.7 f; : (X;, k) — (Yi, Ni), 1 <i <v olsun. Bu durumda
7 fi s (I Xiy NPy(Ka, ey Ky)) — (I Y4, NPy( A1, .oy M)

carpim doniigiimiiniin dijital izomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sart her f; nin

dijital izomorfizm olmasidir. (Boxer 1994)
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6 NP, ve Baglantihik

Teorem 6.1 i € {1,2,...,v} icin (X}, ;) dijital goriintiiler olsun. O halde her i
icin  (X;,k;) nin  baglantih  olmasi  i¢in  gerek ve yeter sart
(ITY_, X;, NP,(K1, ..., ky)) nin baglantil olmasidir. (Boxer 2017).

Ispat: Kabul edelim ki her i i¢in (X, ;) baglantih ve x;, 2, € X; olsun.
Bu durumda X; de x; den z! ye kadar P; yollar1 mevcuttur. p = (xq,...,2,),

p = (2}, ..., 7)) € II'_, X; olsun.

Pll = P1 X {(1]2, ...,ZDU)}

P ={(a,....,x,_ )} x P, x {(xi1,..,2)}, 2<i<w

qu = {(xlla N x;—l)} X P,
olmak tizere UY_, P/, II!_, X; de p den p’ ne bir yoldur. p ve p/, II}_, X; de keyfi
olarak segilmis noktalar oldugundan (ITY_, X;, N P,(k1, ..., K,)) baglantihdur.

Eger (IIY_,X;, NP,(k1, ..., ky)) baglantili ise Tanim 2.4 ve Teorem 5.3 den
(X;, ki) = pi(TTY_; X;) baglantilidir.

Ornek6.2 X = [0,1]z ve Y = {(0,0), (1,1)} C Z? olsun. Buna gore X x Y,
18-baglantihidir fakat Y, 4-baglantih degildir. Ayrica X, 2-baglantihdir ve Y,
8-baglantihdir fakat X x Y, 6-baglantili degildir. (Boxer ve Karaca 2012).
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7 NP, ve Retraksiyon

Tanim 7.1 Y C (X, k) olsun. r : X — Y, (k, k)-strekli fonksiyonu her y € YV’
icin (y) = y esitligini sagliyorsa r ye bir retraksiyon, A ya X in bir retrakti denir.
(Borsuk 1967).

Teorem 7.2 A; C (X;, ki), 1 € {1,...,v} olsun. Bu durumda her i igin A; nin
X; de bir retrakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart II_;A; nin
(ITY_, X;, N Py(K1, ..., ky)) de bir retrakt olmasidir. (Boxer 2017).

ispat: Her 7 i¢in A; nin X; de bir retrakt oldugunu kabul edelim. r; : X; — A;
bir retraksiyon olsun. Teorem 5.1 den II7_;7; : IIY_; X; — IIY_; A, siirekli oldugu
i¢in bir retraksiyondur.

Kabul edelim ki r : II{_, X; — II7_; A; bir retraksiyon olsun. r; : X; — A;
retraksiyonunu agagidaki gibi tammlayalm. a; € A; olsun. f; : X; — II}_ X
fonksiyonu

F5(2) = (@1, ooy 01, 2, @41, ey )

ile tammmlanir. f; stireklidir. Teorem 2.12 ve Sonug 5.3 den r; = p;oro f; siirekli

ve retraksiyondur.

A C (X,k) olsun. 1z den X in A ya retraksiyonuna bir H : X x [0,m]|z — X
k-homotopisi varsa A ya X in deformasyon retrakti denir. Her (a,t) € Y x
[0,m]z i¢in H(a,t) = a ise H ye giiclii deformasyon retrakt ve A ya X in giiclii

deformasyon retrakti denir.

Teorem 7.3 A; C (X;, ki), i € {1,...,v} olsun. Her ¢ igin A; nin X; de
bir giiclii deformasyon retrakt olmasi icin gerek ve yeter sart A = IIY_; A; nin
X = (1Y, X;, NP,(k1, ..., ky)) de bir giiclii deformasyon retrakt olmasidir. (Boxer
2017).

ispat: 1 <i<wigin A;, X; nin bir deformasyon retrakt: olsun. Tamm 2.13
ve Teorem 7.2 den A, X in bir deformasyon retrakttidir. Her A;, X in giiclii
deformasyon retrakti ise Tanim 2.13 den 1z den X in A ya retraksiyonuna bir

homotopi elde ederiz. A, X in giiclii deformasyon retrakttidir.

A nmin, X in giiclii bir deformasyon retrakt: oldugunu kabul edelim. Bunun
anlami 1z den X in A ya bir retraksiyonuna H : X x [0,m]|z — X homotopisi
vardir. (Her (a,t) € Ax[0,m|z i¢in H(a,t) = a dir.) Teorem 7.2 den f; : X; — X
olsun. H; : X; x [0,m]z — X;, Hi(z,t) = p;(H(fi(z),t)) ile tanimlamir. Bu
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durumda H;, p; o fi = lx, ile p; o r o f; arasinda bir homotopidir, (Her a; € A;
icin H;(a;,t) = a;).

pioro f[i(X;) Cpior(X)=p(A) = A,

ve a € A; i¢in p;oro f; (a) = a oldugundan p;oro f; bir retraksiyondur. Boylece

A;, X; nin giiclii deformasyon retraktdir.
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8 NP, ve Dijital Borsuk-Ulam Teoremi

R", n-boyutlu Oklid uzay1 ve S", R"*! de birim kiire yani

n+1
Sn = {<I17 ‘-.,l’n_i_l) € RTH_I | ZI‘? = ]_}
i=1

olmak tizere Oklid topolojisinin Borsuk-Ulam teoremi f : S, — R, siirekli
fonksiyon ise f(—z) = f(x) olacak gekilde x € S™ nin mevcut olmasim ifade
eder. n = 2 icin bu teoreme gore (Layman 6rnegi) diinya yiizeyindeki iki zit z,
2’ noktalar1 aym sicaklik ve aynmi barometrik basinca sahiptir. Her x € X igin

—x € X ise X C Z" kiimesine orjine gore simetrik denir.

Teorem 8.1

e S orjine gore simetrik olmak iizere (S, k), Z" de dijital basit kapali egri ve
f:S — Z bir (k,2)-siirekli fonksiyon olsun. Bir z € S i¢in f(x) ve f(—x)
esit ya da 2-yakindir. Yani | f(x) — f(—xz) |< 1 dir. (Boxer 2006).

euc{l,n—1}ve f:6B, — Z" ! de (c,, c,)-siirekli fonksiyon olsun. Bu
durumda bir z € §B, i¢in f(x) ve f(—=z) esit ya da c¢,-yakindir. (Boxer
2006).

X; C Z™ igin 7= nin baglangicina gore IT_; X; nin simetrik olmasi igin
gerek ve yeter sart Z™ nin baglangicina gére her ¢ indisi i¢in X; nin simetrik

olmasidir.

m,n € Nigin 1 < m < n olsun. Her (k, A)-siirekli f : S — Z™ fonksiyonu
icin Z™ de f(x) ve f(—x), esit veya A-yakin olacak sekilde = € X mevcutsa orjine
gore simetrik olan S C Z"*! dijital goriintiisii (m, x, A\)-Borsuk-Ulam 6zelligine

sahiptir denir.

Teorem 8.2 Kabul edelim ki

o v >1,
e 1 <i<wigin S; C Z™*t | Z"T! nin baglangicina gore simetriktir ve

e m = > n; ve 7™+ icin K, ile Z™ igin ); yakinliklar olmak iizere Iy, S;,

i=1
(m, NP,(K1, ..., Ky), NPy(A1, ..., \y) )-Borsuk-Ulam 6zelligine sahiptir.
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O halde her i igin S;, (n;, k;, A;)-Borsuk-Ulam 6zelligine sahiptir. (Boxer
2017).
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9 NP, ve Temel Gruplar

Teorem 9.1 (E, k) ve (B, \) dijital goriintiiler ve g : F — B ye (k, \)-siirekli
orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ nin (s, A)-ortiilii doniigiim olmasi igin

gerek ve yeter sart her b € B icin M indeks kiimesi vardir 6yle ki
o ¢; € g '(b) icin g7 (N3(b, 1, B)) = Uien Ni(es, 1, E) dir;
o i,j€Mveizjise Ni(e;,1,E)NN(ej,1,E) = ve

e Her i € M icin kisitlama dontistimii g |ns(e,,1,5) : Ni(es, 1, E) — N3(b, 1, B)
bir (k, A)—izomorfizmdir. (Boxer 2006).

Ornek 9.2 £(0) ve f(m—1), k-yakim olacak sekilde f : [0,m—1]z — C, (2, k)-
siirekli orten fonksiyonuyla tanimlanan C' C Z" bir basit kapali k-egri olsun. g :
Z — C'yig(z) = f(z modm) olarak tammlayalim O halde g 6rtiilii doniigiimdiir.
(Han 2005).

Onerme 9.3 i € {1,2} i¢in g; : E; — B; bir (k; , \;)-ortiilii déniisiim olsun.
Bu durumda

91X922E1XE2—>B1XBQ
bir (N Py(k1, k2), N P2(A1, A2))-ortiilit doniigiim olur. (Boxer ve Karaca 2012).
Sonug 9.4 i € {1,...,v} igin g; : E; — B; bir (k; , \;) ortiilii doniigiim

olsun. O halde
Hlegi . H;]:]_Ei — H?:lBi

bir (N Py(Kk1, ..., Ku), NPy(A1, ...y Ay))-0rtiilit doniigtimdiir. (Boxer 2017).

Teorem 9.5 S C (Z" k) dijital basit kapali k-egrisi biiziilebilir
olmasin. sy € S olsun. O halde S nin temel grubu II§(S, so) ~ Z dir. (Boxer
1999).

Teorem 9.6. [31] i € {1,2} icin S; C (Z™,cy,,) biiziilebilir olmayan dijital

basit kapali egri olsun. s; € S; olsun. Bu durumda temel grubu
Hinl+cn2 (Sl X SQ, (81, 82)) ~ Z2
dir.

Teorem 9.7 i € {1,...,v} igin S; C (Z™, k; ) biiziilebilir olmayan dijital basit
kapali egri olsun. s; € S; olsun. O halde
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dir. (Boxer 2017).

Tanim 9.8 n € N olsun. Her i € M ic¢in e;, b;, M Teorem 9.1 deki gibi olmak

{izere

P INz(ein) - N:(ei’n) - N)T(bian>

kisitlanig doniigtimii bir izomorfizm ise bir (E,p, B), (k, \)-ortiisiine n yarigaplh
bir yerel izomorfizm denir. (Boxer 2017).

Lemma 9.9 z; € (X}, ;) olsun. Bu durumda
NXIPU(M ..... m,)((‘rh xn)’ TL) = H?:lN:i(xiv TL)
dir. (Boxer 2017).

Teorem 9.10 1 < i < v igin p; : (Ey, ki) — (By, A;) siirekli ve n € N olsun.

Her ¢ i¢in (E;, p;, B;), bir ortii ve n yaricaph yerel bir izomorfizm ise
I ypi - I By — I, By

carpim fonksiyonu, n yaricapl yerel izomorfizm olan (N P, (K1, ..., k), NPy ( A1, ...y Ay)-

ortii doniistimiidiir. (Boxer 2017).
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10 NP, ve Homotopik Iligki

10.1. Homotopik Doniisiim ve Homotopi Tipi
Teorem 10.1 1 <i < v igin (X;, k;) ve (Y3, \;) dijital goriintiiler olsun.
X = (HleXi,NPUOfla ceey KZZ))

ve
Y - (Hle}/;’NPU()\l, ceey AZ))
olsun. f;,¢; : X; — Y, siirekli ve H; : X; x [0,m;], — Y; , f; den g; ye bir
homotopi olsun. O halde FF =1II}_,f, : X =Y ve G =1I{_ 9, : X — Y carpim
doniisiimleri arasinda H bir homotopisi vardir. H; homotopileri noktali homotopi
ise H noktali homotopidir. (Boxer 2017).
Ispat: M = maz{m;}"_, olsun. H' : X; x [0, M]; — Y,

Hi(z,t) , 0<t<m,ise
Hz(x,mz) , MMy S t S M ise

Hi(a,1) = {
olarak tanimlansin. H], f; den g; ye bir homotopidir.
H:XxM-=-Y,
H((x1, .. 2),t) = (H{(x1,1), ..., H, (x,,1))

olarak tamimlandiginda H 1 F' den GG ye bir homotopi oldugu goriiliir. Eger H;
noktali homotopi ise H noktali homotopidir. U

Teorem 10.2
Xizen Y, 1<i<w. (1)

ise

X =TI, Xi NPy (s1i0) NPy (A1, he) Y = T YS (2)

dir. (Boxer 2017).

Ayrica (1) deki homotopi denklik z; € X ve y; € Y ye gore noktali homotopi
denklik ise (2) deki homotopi denklik de (z1,...,z,) € X ve (y1,...,4,) € Y ye
gore noktali homotopi denkliktir.

Ispat: Homotopi denkligin noktali olmadigi durum icin ispat: yapalim. Diger

durumda ispat benzer sekilde yapilir.
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Bu hipoteze gore f; : X; — Y, ve g; : Y; — X siirekli fonksiyonlar1 ve f; o g;
den 1Yz ye Kl : }/; X [O,ni]z — }/:L ve g; o fz den 1Xz ye Hz : X,L X [O,mi]z — XZ

homotopileri vardir.
M = max{m;}?_; olsun. H]: X; x [0, M|z — X,

Hi(x,m;) , m;<t<M

H;(l’,t) = {

ile tamimlanir. H}, g; o f; den 1x, ye bir homotopidir.

F=1II!,fi: X =Y veG=1II!_,9,: Y — X olsun. Teorem 5.1 den F' ve G
siireklidir. H : X x [0, M|z — X,

H(xy,...,xy, t) = (Hi(21,t), ..., H (2,,1))

ile tamimlanir. H m G o F den II{_;1x, = 1x ye bir homotopi oldugu kolayca

goriilebilir. Benzer olarak F'o G ~ 1y oldugu gosterilir. Bu durumda X ~ Y dir.
10.2 Homotopik Benzerlik

Tamim 10.3 X ve Y dijital goriintiiler olsun. Y nin {Y}};’il ve X in {X; }j’;l

alt kiimeleri icin

o X =U52,X;, Y =U32,Y; ve her j igin X; C X;14,Y; C Yy dir

® gjo fj ~ux lx, ve fjog; >, 1y, olacak sekilde f; : X; — Y}, g;: Y; — X

siirekli fonksiyonlar1 vardir,

e m<nignY, de f, | X e frn ve Xy, de g, | Vi 220 g dir.

sartlarn saglaniyorsa (X, k) ve (Y, \) dijital goriintiileri homotopik benzerdir

denir ve X =~ , Y seklinde gosterilir.

Tiim bu homotopiler x; € X; ve y; € Y; noktalarina gére noktali homotopi
ise (X,z1) ve (Y,y1) e noktah homotopik benzerdir denir. (X, 1) =~ , (Y,1)
veya (X, z1) ~* (Y, y1) seklinde gosterilir. (Han 2005).

Teorem 10.4 1 < <wigin X; >~} , VY, ve X =1[[_, X;, YV =11}, Y] olsun.
O halde
X ~

T NPy(kq,..., ky),NPy(Aqy,..., Av)
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dir. z; € X;, y; € Y; noktalarinda X; ~; , Y; benzerligi noktali ise
o = (21, ..., Ty) € X, Yo = (Y1, .., Y») € Y noktalarinda

X o Y

TTNPy (K1 yk0), NPy( A,y Aw)

benzerligi de noktalidir. (Boxer 2017).

Ispat: Noktali olmayan durum icin ispat1 verelim. Diger durum icin de ispat

benzer sekilde yapilir. j € N igin

Xij C Xijy1, Xi = U2 XY CYij, Yi=UZ, Y,

olacak sekilde X; ; C X;, Y;; C Y dijital gortintiileri vardir ve m < n i¢in Y; ,,, de
fi,n | Xi,m kishi fi,m ) Xi,m de Gin | Xi,m =ik Giym V€

Gij © Jij “riws 1xi; 5 Jij © Gig =an v,
olacak sekilde f;; : X;; — Y., gi; 1 Yi; — X, ; stirekli fonksiyonlar1 vardir.
X; =1II_ X; ;, Y; = II{_,Y; ; olsun.
X =U72X;, VY =UZ2Y;, X; CXjn, YV;CYjn
dir.
fi=1fi; - X5 =Y

ve

v

9j = Uiz19ij Y5 — X
olsun. Teorem 5.1 den f;, (NP,(k1, ..., Ky); NPy(A1, ..., \y))-siireklidir ve g; de
(NP,(A1, ..y Ay), NP,y(K1, ..., Ky))-siireklidir.

Teorem 10.1 den

g; © fj NPy (K1yesbi0), NPy (Koo stin) 1Xj

ve
fj © g,] ENPU(AIV-W)\U)aNPU(AI ----- >\v) 11/]

dir. Ayrica Teorem 10.1 den m < n igin Y,, ve X,, de sirasiyla

fn \ X (NP, (K150 ), NPy (A1, 500)) fm

ve
In | Y NP (AL, A)),(NPy (K1, 050) Gm

dir. Bu ispat1 tamamlar.
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11 NP, Yakinligi ve Homoloji

Teorem 11.1 1 < ¢ < v icin (X;, ;) ve (Y, \;), dijital goriintiiler ve f; :
(Xi, ki) — (Y, ), olsun. X =TIV, X; ve Y = TITIY_, Y] i¢in

f = nglfi : (X, NPU(R17 ...,/iv)) — (YV, NPU()\I; 7/\1)))

carpim doniisiimii ise

dijital izomorfizmdir. (Boxer 2006).

Ispat: f dijital izomorfizm olsun. f nin siirekliliginden X de NP, (&1, ..., iy )-
yakin t = (xq,...,x,) ve t' = (2, ...,x]) noktalar1 i¢in f(t) = f(t') ya da f(t) ve
f(&), Y, de NP,(Aq, ..., \p)-yakindir. 0 < g < m igin zincir doniigiimii su sekilde
tanimlanir:

Fi o ONPosiem) (X)) NP1 A) ()

(Pos P15 - Pg) — f({Pos 1y - Pg)) = (f (o), f(P1), -, F(Pg))

fx daiyi tanimh ve birebir ve drten fonksiyondur. Bu nedenle

dir. Boylece

dir. [l

Teorem 11.2 1 < i < v i¢in (X;, K;) tek noktal dijital goriintii ise X =
ITY_, X; igin
Z, q =0 ise

HNPU(Hl ..... Hv)<X) _
0, q > 0 ise

dir. (Boxer 2017).
Ispat: X de 0 < q < m icin NP,(ky, ..., ky)-simpleks olmadigi icin
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dir. ¢ = 0 olsun. (NPy(k1,..., k), 0)-simpleks bazh Co*%)(X) serbest

abelyen grubu i¢in

dir. Asagidaki kisa dizi elde edilir.

0 -2 o Pl (xy 0

dir. O

Ornek 11.3 X = {(0,0),(0,1),(1,0)} € Z? olsun. Y = [0,1] C Z olsun.
X x Y C Z? homolojisini hesaplayalim.

Pa

o oD
2

e-—-9

P

Sekill2: X xY

X xY = {p[] = <O7O70)7 b = (1707())7 P2 = <07170)7 b3 = (07071)7
ps=(1,0,1), ps = (0,1,1)} C VA igin

Po <p1 <p2 <p3<pg<ps

dur.
X x Y dijital goriintiisii Z* de N Py(8,2)-yakindir. Z3 de N Py(8, 2)-yakinlik,
18-yakinliga esittir.

CB(X xY), O3(X xY), C33(X xY) ve C33(X x Y) serbest abelyan gru-
plarinin bazlar sirasiyla,

0-simpleksler
<p0> ) <p1> ) <p2> ) <p3> ’ <p4> ) <p5> )

1-simpleksler

eo = {(pop1), €1 = (Pop2), €2 = (Pop3) » €3 = (Popa) , es = (Pops)
€5 = (p3pz> y €6 = <p3p5> y €7 = <p3p1> , €8 = <p3p4> , €9 = <P2p5>
€10 = <p2p1> y €11 = <p5p4> y €12 = <p1p4>
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2-simpleksler
g0 = (popsp2), 01 = (Popsp1), 02 = (PoD3pa), 03 = (PoP3Ds)

04 = <pop2p5>, 05 = <p0p2p1>, O¢ = <p0p5p4>, o7 = <p3p2p5>

0g = <p3p2p1> , 09 = <p3p5p4> y, 010 = <p3p1p4> , 011 = <p0p1p4>

ve

3-simpleksler
do = (Popsp2p1) , 01 = (PoP3PsPa)

dir.

Asagidaki kisa dizi ele alinirsa;

02 CB(X xY) & CBX xY) -2 CB¥(X xY) -2 CB¥(X xY) -2

homoloji tanimindan elde edilir ki,

Imdy = BE¥(X xY) 2 {0}, Kerds = Zi3(X x Y) = {0},

HP(X xY)=2Z3X xY)/B*(X xY) = {0}
Imds = B¥(X xY) 2 7% KerO, = Z,3(X xY) = 74,
HEX xY)=Z3(X xY)/B¥(X xY) 272
Imdy, = B¥(X xY) 273, Kerdy = ZB¥(X xY) =278,
HE3(X xY)=Z8(X xY)/BEX xY)=7°
Imd; = B¥(X xY)27Z° Kerdy= Z;(X xY) =78,

HEX xY)=Z3(X xY)/B¥X xY)27Z

Sonug olarak

7, q =0 ise
7> g=1ise
18 9
HS(X xY)= ) _
V/a q=2ise
0, q > 3 ise

elde edilir.
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12 Sonug Ve Oneriler

Bu calismada cebirsel topolojideki baz1 o6zelliklerin dijital versiyonlar:
bulunmaya calsildi. Ik olarak dijital topolojinin temel kavramlar1 verilerek,
dijital temel grubun nasil olugturuldugu ifade edildi. Sonra dijital simpleksler
homoloji grubu tamimlanarak, cesitli dijital goriintiilerin homoloji gruplar
belirlendi. Ayrica Euler karakteristigi, relatif homoloji gruplari ve homoloji igin
gesitli sonuclara ulagildi. Daha sonra normal ¢arpim yakinligi tanimlanarak, bazi
dijital yiizeylerin normal carpim yakinligi hesaplandi. Normal carpim
yakinlhiginin  homotopik iligkisi ifade edildi. Son olarak normal ¢arpim
yakinliginin homotopi yardimi ile hesaplandigi, ifade edildi. Bundan sonraki
agsamada ulagilan sonuglar kullamlarak, Dijital Kohomoloji gruplari, Dijital
Steenrod karesi gibi cebirsel topoloji kavramlari, normal ¢arpim yakinligi baz

alinarak incelenebilir.
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