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ÖZET 

DİJİTAL ÇARPIMLARIN BAZI ÖZELLİKLERİ 
YÜKSAK LİSANS TEZİ 

GÖKHAN SARICAN 
PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

(TEZ DANIŞMANI: DR.ÖĞR. ÜYESİ GÜLSELİ BURAK) 

DENİZLİ, HAZİRAN - 2019 
 

 
Dijital Topoloji, bilgisayar  grafiklerinde üretilen görüntülerin yanı sıra, 

sinir bilim, tıbbi görüntüleme, endüstriyel kontrol, jeoloji ve sıvı dinamikleri 
gibi birçok alanda önemli bir rol oynamaktadır. Dijital görüntü analizi, devre 
planlarının  bileşenleri, pop smear hücre,    x-ışınlarındaki tümörler, hava 
fotoğraflarındaki yapılar, resimlerde nesnelerin veya bölümlerin tanımı ile 
büyük ölçüde ilişkilidir. Dijital homoloji grupları görüntü analizi için ana 
araçlardan biridir. Çünkü iki farklı nesnenin izomorfik homoloji grubuna sahip 
olup olmadığını belirtmek, görüntü analizi için çok etkili araçlardandır. Dijital 
görüntülerin kartezyen çarpımlarında normal çarpım yakınlığı, dijital topoloji 
literatüründe kullanılan   lκ  –yakınlığın kullanımı ile korunmayan bir çok 
özelliği korur. Bu çalışmada, dijital topolojide ele alınan dijital süreklilik, 
dijital bağlantılılık, dijital homotopi gibi kavramlar incelenerek dijital 
simpleksler homoloji grupları ele alındı. Dijital görüntülerin sonlu kartezyen 
çarpımı için normal çarpım yakınlığının özellikleri ile ilgili çalışmalar 
incelendi.  Normal çarpım yakınlığını baz alarak dijital görüntülerin kartezyen 
çarpımlarının simpleksler  homoloji grupları ile ilgili çalışmalar yapıldı.  

ANAHTAR KELİMELER: Dijital Topoloji, Dijital Simpleksler,Homoloji 
Grupları, Normal Çarpım Yakınlığı 
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ABSTRACT 

SOME FEATURES OF DİGİTAL PRODUCTS 

MSC THESIS  
GÖKHAN SARICAN 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 
MATHEMATICS 

(SUPERVISOR:ASSOCIATE PROF. DR. GÜLSELİ BURAK) 

DENİZLİ, NOVEMBER 2015 

Digital Topology plays on significant role in analyzing digital images 
generating in computer graphics as well as many areas of sciense inclusive 
neuroscience, medical imaging, industrial controllings, geoscience and fluid 
dynamics. Digital image or picture processing is related to a grand extent with 
subtraction and definition of objects or sections in pictures, such as particular 
characters in text, constituents in circuit plans, cells in pop smears,tumors in 
x-rays, structures in aerial photographs, etc. The digital simplicial homology 
groups are main tools for image analysis because a general algorithm to specify 
whether two different objects have isomorphic homology groups could be very 
efficient tools for Image analysis. Expansions of the normal product 
adjacencies protect many properties for finite cartesian products of digital 
images that in some cases, are not protected by the use of the lκ  -adjacencies 
most prevalentiy used in the literature of digital topology. In this study, digital 
continuity in digital topology, digital connection, examining concepts such as 
digital homotopy, digital simplex homology groups were discussed. We 
research simplicial homology groups for cartesian product of digital images 
based on the homology groups of digital images and we give some examples 
about the normal product adjacency for finite cartesian product of digital 
images. 

KEYWORDS:Digital Topology, Digital Simpleks, Homology Groups, 
Normal Product Adjacency 
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1 Giri̧s

Dijital Topoloji, bilgisayar gra�klerinde, nöroloji, t¬bbi görüntüleme, endüstriyel

kontrol, jeoloji ve s¬v¬ dinamikleri gibi birçok alanda önemli bir rol

oynamaktad¬r. Dijital görüntü veya resim i̧sleme, devre planlar¬n¬n bileşenleri,

pop smear hücreler, x-¬̧s¬nlar¬ndaki tümörler, hava foto¼gra�ar¬ndaki yap¬lar,

resimlerde nesnelerin veya bölümlerin tan¬mlanmas¬ ile önemli ölçüde

ili̧skilendirilebilir. Normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬n¬n baz¬durumlarda, dijital topoloji

literatüründe yayg¬n olarak kullan¬lan �l-yak¬nl¬¼g¬ ile korunmayan, dijital

görüntülerin Kartezyen çarp¬mlar¬n¬n bir çok özelli¼gini korur. Bu çal¬̧smada,

normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬n¬baz alan dijital görüntülerin kartezyen çarp¬mlar¬için

simpleksler homoloji gruplar¬n¬ araşt¬r¬yoruz. Dijital görüntülerin homoloji

gruplar¬n¬n baz¬özelliklerini ve dijital görüntülerin sonlu kartezyen çarp¬m¬için

normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬ile ilgili örnekler veriyoruz.
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2 Temel Tan¬mlar

Z tamsay¬lar kümesi olmak üzere Zn, n-boyutlu Euclid uzay¬nda kafes

noktalar¬n¬n kümesidir. Bir dijital görüntü ikilisi, bir yak¬nl¬k ba¼g¬nt¬s¬ ile Zn

nin sonlu alt kümesinden oluşur. Dijital görüntü araşt¬rmalar¬nda çeşitli yak¬nl¬k

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬ld¬¼g¬ndan yak¬nl¬k ba¼g¬nt¬s¬n¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 2.1 1 < l < n olmak üzere pozitif l tam say¬s¬ve

p = (p1; ::::; pn); q = (q1; :::; qn) 2 Zn

ayr¬k iki nokta için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬yorsa p ve q ya �l �yak{n denir;

� jpj � qjj = 1 olacak şekilde en çok l kadar i indisi vard¬r.

� jpj � qjj 6= 1 olacak şekilde di¼ger tüm j indisleri için pj = qj:

Buna göre �l, verilen bir p 2 Zn noktas¬na yak¬n olan q 2 Zn noktalar¬n¬n
say¬s¬n¬ gösterir. Tan¬m 2.1 den Z, Z2 ve Z3 de yak¬nl¬klar¬ şu şekilde ifade
edilebilir:

� Z de ayr¬k p ve q noktalar¬jp�qj = 1 ise bu noktalara 2-yak¬nd¬r denir.

� Z2 de ayr¬k p ve q noktalar¬, her bir koordinat¬nda en fazla 1 farkl¬ise
bu noktalara 8-yak¬nd¬r denir.

� Z2 de ayr¬k p ve q noktalar¬8-yak¬n ve sadece bir koordinat¬nda farkl¬
ise bu noktalara 4-yak¬nd¬r denir.

� Z3 de ayr¬k p ve q noktalar¬, her bir koordinat¬nda en fazla 1 farkl¬ise
bu noktalara 26-yak¬nd¬r denir.

� Z3 de p ve q noktalar¬26-yak¬n ve en fazla iki koordinat¬nda farkl¬ise
bu noktalara 18-yak¬nd¬r denir.

� Z3 de p ve q noktalar¬18-yak¬n ve sadece bir koordinat¬nda farkl¬ise
bu noktalara 6-yak¬nd¬r denir.

� 2 f2; 4; 8; 6; 18; 26g olsun. Bir p latis noktas¬n¬n �-komşulu¼gu p ye
�-yak¬n olan noktalardan oluşur. (Boxer 1994).

Şekil 1 2-yak¬n

2



Şekil 2 4-yak¬n ve 8-yak¬n

Şekil 3 6-yak¬n, 18-yak¬n ve 26-yak¬n

Tan¬m 2.2 Bir dijital aral¬k a; b 2 Z, a � b olmak üzere,

[a; b]Z = fz 2 Z : a � z � bg

şeklinde tan¬mlan¬r. Herhangi bir kafes noktas¬n¬n �-komşulu¼gu ise bu noktaya

�-yak¬n olan noktalar¬n kümesidir. (X; �) � Zn dijital görüntüsü ve � 2 N olsun.

Dijital görüntünün x0 eleman¬n � yar¬çapl¬�-komşulu¼gu, l�(x0; x); x0 dan x e en

k¬sa basit �-yolunun uzunlu¼gu olmak üzere;

N�(x0; �) = fx 2 Xjl�(x0; x) � �g [ fx0g

şeklinde tan¬mlan¬r [7]. Zn de �-yak¬nl¬k ba¼g¬nt¬s¬tan¬ml¬ve X � Zn bir dijital
görüntü olsun. 8x; y 2 X; x 6= y için x = x0; y = xr ve i = 0; 1; :::; r � 1 iken xi
ile xi+1 �-yak¬n olacak şekilde X in bir fx0; x1; :::; xrg altkümesi var ise X dijital

görüntüsüne �-ba¼glant¬l¬denir. (Boxer 1994).

Örnek 2.3 X � Z2 kümesi

X = fx0 = (1; 1); x1 = (2; 1); x2 = (3; 2); x3 = (3; 0); x4 = (4; 0)g

olsun. X dijital görüntüsünde x1 e 4-yak¬n olan sadece x0 oldu¼gundan x1 in

4-komşulu¼gunda x0 vard¬r. x1 in 8-komşulu¼gunda bulunan noktalar ise x0, x2 ve

x3 dür. (Boxer 1994).
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Tan¬m 2.4 X � Zn0, �0-yak¬nl¬kl¬ve Y � Zn1, �1-yak¬nl¬kl¬dijital görüntüler
olsun. X in her �0-ba¼glant¬l¬U alt kümesi için f(U), Y nin �1-ba¼glant¬l¬ alt

kümesi ise f : X ! Y fonksiyonu (�0; �1)-süreklidir denir. (Boxer 1994).

Örnek 2.5 X � Z ve Y � Z2 kümeleri s¬ras¬yla

X = fx0 = 1; x1 = 2; x2 = 3; x3 = 4g;

Y = fy0 = (0; 0); y1 = (1; 1); y2 = (2; 0); y3 = (3; 1)g

olsun. f : X ! Y fonksiyonu i = 0; 1; 2; 3 için f(xi) = yi şeklinde

tan¬mlans¬n. X in her 2-ba¼glant¬l¬U alt kümesi için f(U), Y nin 8-ba¼glant¬l¬

alt kümesi oldu¼gundan f : X ! Y fonksiyonu (2; 8)-süreklidir. (Boxer 1994).

Önerme 2.6 X � Zn0 , �0-yak¬nl¬kl¬ ve Y � Zn1, �1-yak¬nl¬kl¬ dijital
görüntüler olsun. f : X ! Y fonksiyonunun (�0; �1)-sürekli olmas¬için gerek ve

yeter şart X in her �0-yak¬n fx0; x1g noktalar¬için f(x0) = f(x1) veya f(x0) ve
f(x1) in Y de �1-yak¬n olmas¬d¬r. (Boxer 1999).

·Ispat: f : X ! Y , (�0; �1)-sürekli oldu¼gunda x in �0-ba¼glant¬l¬fx0; x1g alt
kümesi için ff(x0); f(x1)g Y nin �1-ba¼glant¬l¬alt kümesidir. Yani f(x0) ile f(x1)
Y de �1-yak¬nd¬r veya f(x0) = f(x1) dir.

Tersine �0-yak¬n x0; x1 2 X noktalar¬için yani X in �0-ba¼glant¬l¬fx0; x1g alt
kümesi için f(x0) = f(x1) veya f(x0) ve f(x1), Y de �1-yak¬n ise ff(x0); f(x1)g
Y nin �1-ba¼glant¬l¬alt kümesidir. Bu durumda f : X ! Y fonksiyonu (�0; �1)-

süreklidir.

Örne¼gin, �, Y dijital görüntüsü üzerinde bir yak¬nl¬k ba¼g¬nt¬s¬olsun.

f : [a; b]Z ! Y fonksiyonunun (2; �)-sürekli olmas¬için gerek ve yeter şart

her c; c + 1 2 [a; b]Z için f(c) = f(c + 1) veya f(c) ile f(c + 1) in Y de �-yak¬n

olmas¬d¬r.

X � Zn0, �0-yak¬nl¬kl¬ ve Y � Zn1, �1-yak¬nl¬kl¬ dijital görüntüler olsun.
f : X ! Y fonksiyonu (�0; �1)-sürekli ve bijektif, f�1 : Y ! X fonksiyonu

(�1; �0)-sürekli ise f fonksiyonuna dijital (�0; �1)-izomor�zm denir [1] veX �(�0;�1)
Y şeklinde gösterilir.

Önerme 2.7 f : (X; �0) ! (Y; �1) dijital (�0; �1)-sürekli ve g : (Y; �1) !
(Z; �2) dijital (�1; �2)-sürekli fonksiyonlar ise f � g : (X; �0) ! (Z; �2) bileşke

fonksiyonu dijital (�0; �2)-süreklidir. (Boxer 1994).
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2.1 Dijital Homoemor�zma

(Boxer 1994) ve (Boxer 1999) makalelerinde homeomor�zma kavram¬n¬

"f : (X; �0) ! (Y; �1) fonksiyonu dijital (�0; �1)-sürekli, bijektif ve f�1 dijjital

(�1; �0)-sürekli ise f ye dijital (�0; �1)-homeomor�zma denir." şeklinde

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Önerme 2.8 Dijital homeomor�zm dijital görüntüler aras¬nda bir denklik

ba¼g¬nt¬s¬d¬r. (Boxer 1994).
·Ispat:

i) Her X dijital görüntüsünün 1X : X ! X birim dönüşümü ile kendisine

dijital homeomor�k oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani yans¬ma vard¬r.

ii) f : X ! Y bir dijital homeomor�zm olsun. f�1 : Y ! X

fonksiyonununda bir dijital homeomor�zm oldu¼gu kolayca görülür. O zaman

dijital homeomor�zma simetriktir.

iii) f : X ! Y ve g : Y ! Z dijital homeomor�zmalar olsunlar. Önerme

2.7 den g � f : X ! Z dijital homeomor�zmdir. O zaman dijital homeomor�zma

geçi̧smelidir.

Örnek 2.9 X = f0; 2g � Z ve Y = f0; 1g � Z olsun.
f : X ! Y; f(x) = x=2 ile tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon olsun. f , dijital sürekli

bijeksiyondur, fakat f�1 fonksiyonu dijital sürekli de¼gildir. Böylece f , bir dijital

homeomor�zm de¼gil ve X ile Y de dijital homeomor�k de¼gildir. (Boxer 1994).

Dijital homeomor�zma topolojideki tan¬m¬yla ayn¬şekilde tan¬mlanm¬̧s olsa

da uygulamada farkl¬l¬k göstermektedir. R deki topolojide bütün kapal¬

aral¬klar birbirine homeomorf iken Z deki dijital topolojide dijital aral¬klar dijital
homeomorf de¼gildir. Örne¼gin;

[1; 3]Z = f1; 2; 3g ve [2; 5]Z = f2; 3; 4; 5g

dijital aral¬klar¬birbirine dijital (2; 2)-homeomorf de¼gildir.

Bu nedenle (Boxer 2006). da dijital homeomor�zma kavram¬ dijital

izomor�zma kavram¬n¬kullanmay¬önermi̧stir.
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2.2 Dijital Retrakt Olan Uzaylar

Tan¬m 2.10 ? 6= A � X ve i : A ,! X �0-kapsama dönüşümü olsun. 8a 2 A,
r � i(a) = a olacak şekilde r : X ! A dijital �0-sürekli fonksiyonu varsa X e

�0-retrakt denir. (Boxer 1994).

Teorem 2.11 X0, X in bir dijital retrakt¬ ve f : X ! Y bir

dijital homeomor�zm olsun. O zaman f(X0) da Y nin bir dijital retrakt¬d¬r.

(Boxer 1999).
·Ispat: f : X ! X0 bir dijital retrakt fonksiyonu olsun. O zaman Önerme 2.7

den f � r � f�1 : Y ! f(X0) bir dijital retrakt dönüşümüdür.

2.3 Dijital Homotopi

Tan¬m 2.12 X � Zn0, �0-yak¬nl¬kl¬, Y � Zn1, �1-yak¬nl¬kl¬dijital görüntüler
ve f; g : X ! Y fonksiyonu (�0; �1)-sürekli fonksiyonlar olsun. Pozitif bir m

tamsay¬s¬ve aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan H : X� [0;m]Z ! Y fonksiyonu varsa,

f ve g fonksiyonlar¬na Y de dijital (�0; �1)-homotopik fonksiyonlar denir. (Boxer

2005).

� 8x 2 X için H(x; 0) = f(x) ve H(x;m) = g(x),

� 8x 2 X için

Hx : [0;m]Z ! Y t! Hx(t) = H(x; t)

şeklinde tan¬mlanan Hx indirgenmi̧s fonksiyonu (2; �1)-süreklidir.

� 8t 2 [0;m]Z için

Ht : X ! Y x! Ht(x) = H(x; t)

şeklinde tan¬mlanan Ht indirgenmi̧s fonksiyonu (�0; �1)-süreklidir.

Burada H fonksiyonuna f ve g aras¬nda dijital (�0; �1)-homotopi fonksiyonu

denir.

f ve g fonksiyonlar¬n¬n Y de dijital (�0; �1)-homotopik oldu¼gunu göstermek

için

f '(�0;�1) g

notasyonunu kullan¬l¬r.
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Önerme 2.13 Dijital (�0; �1)-homotopi, dijital sürekli fonksiyonlar aras¬nda

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. (Boxer 1994).

·Ispat: Dijital homotopinin yans¬ma, simetri ve geçi̧sme özelliklerini sa¼glad¬¼g¬n¬

göstermeliyiz.

� Her (�0; �1)-sürekli f : X ! Y fonksiyonu ve her pozitif m tamsay¬s¬için,

H : X � [0;m]Z ! Y fonksiyonu her (x; t) 2 X � [0;m]Z için

H(x; t) = f(x)

şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda f den f ye dijital (�0; �1)-homotopi olur. O halde

dijital homotopi yans¬ma özelli¼gini sa¼glar.

� H : X� [0;m]Z ! Y fonksiyonu f den g ye dijital (�0; �1)-homotopi olsun.

G : X � [0;m]Z ! Y fonksiyonu her (x; t) 2 X � [0;m]Z için

G(x; t) = H(x;m� t)

şeklinde tan¬mlan¬rsa g den f ye dijital (�0; �1)-homotopi olur. Böylece

dijital homotopinin simetri özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülür.

� H : X � [0;m]Z ! Y fonksiyonu f den g ye dijital (�0; �1)-homotopi ve

G : X � [0;m0]Z ! Y fonksiyonu g den h a dijital (�0; �1)-homotopi olsun.

F : X � [0;m+m0]Z ! Y fonksiyonu

F (x; t) =

(
H(x; t); (x; t) 2 X � [0;m]Z

G(g(x); t�m; (x; t) 2 X � [m;m+m0]Z

şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda f den h a dijital (�0; �1)-homotopi olur. Bu

durumda dijital homotopi geçi̧sme özelli¼gini sa¼glar. �

Tan¬m 2.14 f : (X; �0)! (Y; �1) dijital (�0; �1)-sürekli fonksiyonu e¼ger Y de

bir sabit fonksiyona dijital homotopik ise f , Y de nullhomotoptur denir. (Boxer

1999).

Tan¬m 2.15 X � Zn0, �0-yak¬nl¬kl¬ ve Y � Zn1, �1-yak¬nl¬kl¬ dijital
görüntüler olsun. f : X ! Y (�0; �1)-sürekli fonksiyonu için

g � f '(�0;�1) 1X

ve

f � g '(�0;�1) 1Y
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olacak şekilde g : Y ! X; (�0; �1)-sürekli fonksiyonu varsa f fonksiyonuna

(�0; �1)-homotopi denklik denir [4]. X ve Y dijital görüntüleri ayn¬ (�0; �1)-

homotopi tipine sahiptir ve X ile Y , (�0; �1)-homotopi denktir denir. (Boxer

2005).

2.4 Dijital Büzülebilir Uzaylar

Tan¬m 2.16 (X; �0) bir dijital görüntü olsun. (X; �0) üzerindeki birim dönüşüm

sabit dönüşüme (�0; �0)-homotopik ise X e �0-büzülebilir denir.

(Boxer 1999).

Örnek 2.17 Her [0;m]Z dijital aral¬k dijital büzülebilirdir.

H : [0;m]Z � [0;m]Z �! [0;m]Z

homotopi fonksiyonu H(x; t) = maxf0; x � tg şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda, 1[0;m]Z
birim dönüşümü ile

�
0 sabit dönüşümü homotopik olur. (Boxer 1999).

Önerme 2.18 m > 0 için Im dijital büzülebilirdir. (Boxer 1994).

·Ispat: F : Im+1 �! Im fonksiyonu

F (x1; :::; xm; t) = (M(x1; t); :::;M(xm; t))

ile tan¬mland¬¼g¬nda büzülebilirlik kolayca görülür. Burada

M(x; t) = maxf0; x� tg:

Önerme 2.19 X, dijital ba¼glant¬l¬olmayan bir dijital görüntü ise X dijital

büzülebilir de¼gildir. (Boxer 1994).

·Ispat: X in dijital büzülebilir oldu¼gunu kabul edelim, yani F : X � [0; p]Z !
X bir dijital homotopi her x 2 X ve x0 2 X için F (x; 0) = x ve F (x; p) = x0
olsun.

y 2 X noktas¬x0 ile X in ayn¬dijital bileşeninde olmayan bir nokta olsun.

O zaman öyle bir t 2 [1; p]Z vard¬r ki F (y; t � 1) ve F (y; t), X in farkl¬

bileşenlerindedir.

Böylece F (y; t � 1) ve F (y; t), komşu de¼gildir. Bu durum F nin dijital

süreklili¼gi ile çeli̧skilidir.

Teorem 2.20 X dijital büzülebilir ve Y , X in dijital retrakt¬ise Y dijital

büzülebilirdir. (Boxer 1994).
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Aşa¼g¬daki örnek ile dijital büzülebilirli¼gin, Euclidean büzülebilirli¼gin bir

analo¼gu olmad¬¼g¬n¬görece¼giz. Euclidean uzay Rk n¬n kapal¬ve s¬n¬rl¬bir X alt

kümesi büzülebilir ve lokal büzülebilir (her x 2 X ve x in her U komşulu¼gu için

x in öyle bir U0 � U komşulu¼gu vard¬r ki i : U0 ! U kapsama dönüşümü U da

bir sabit fonksiyona homotoptur) ise, X, Rk n¬n bir retrakt¬d¬r. (Borsuk 1967).

Örnek 2.21 U � I2 ve

U = (f0; 2g � I1) [ f(1; 0)g

olsun. O zaman U dijital büzülebilir fakat I2 nin bir retrakt¬de¼gildir. (Boxer

1994).

2.5 Dijital Yol ve Dijital Kapal¬Yol

Tan¬m 2.22 (X; �) � Zn dijital görüntüsünde x noktas¬ndan y noktas¬na
bir dijital �-yolu, f : [0;m]Z �! X , f(0) = x, f(m) = y olacak şekildeki dijital

(2; �)-sürekli fonksiyonudur. E¼ger ilave olarak f(0) = f(m) ise f ye dijital �-loop

denir ve p = f(0) noktas¬f loopunun baz noktas¬d¬r. E¼ger f bir sabit fonksiyon

ise aşikar loop denir. (Khalimsky 1987).

2.6 Dijital Basit Kapal¬E¼gri

Tan¬m 2.23 X � Zn, � yak¬nl¬k ba¼g¬nt¬s¬ile bir dijital görüntü olsun. E¼ger
öyle m > 3 için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir

f : [0;m � 1]Z �! X (2; �)-sürekli fonksiyon var ise X�e bir dijital basit

kapal¬�-e¼gri denir: (Boxer 2005).

� f bire bir ve örten;

� f(0) ile f(m� 1) �-yak¬n;
� her t 2 [0;m � 1]Z için , f(t) nin f([0;m � 1]�) de �-komşular¬sadece

f((t� 1)mod(m)) ve f((t+ 1)mod(m)) dir.

Bilinen basit kapal¬e¼griler Şekil 4 de gösterilmi̧stir.

Şekil 4 MSC8; MSC4 ve MSC 08
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2.7 Dijital Kapal¬Yüzey

Tan¬m 2.24 (X; �) � Zn, n � 3 dijital görüntü ve X = Zn � X olsun.

Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa X e kapal¬�-yüzey denir. (Han 2006).

1. (�,
�
�) 2 f(�; 2n), (2n; 3n � 1)g ve � 6= 3n � 2n � 1 için;

� Her x 2 X için jXjx := N26(x; 1) � fxg kümesi x e �-yak¬n olan bir tane
eleman içerir.

� j
�
Xjx, x e �

�-yak¬n iki tane
�
� bileşene sahiptir. (Bu bileşenleri Cxx ve Dxx

ile gösterelim.)

� Her y 2 N�\ için N�
�
\ Cxx 6= ; ve N�

�
\Dxx 6= ; dir.

Ayr¬ca X kapal¬�-yüzeyi için, X basit �-noktaya sahip de¼gil ise X e basit

kapal¬�-yüzey denir.

2. (�;
�
�) = (3n � 2n � 1; 2n) için;

� X, �-ba¼glant¬l¬

� Her x 2 X için jXjx genelleştirilmi̧s basit kapal¬e¼gri

Ayr¬ca jXjx basit kapal¬� e¼gri ise X e basit kapal¬�-yüzey denir. Bilinen

dijital basit kapal¬yüzeyler Şekil 5 de verilmi̧stir.

Tan¬m 2.25
�
Sk ile Sk, kapal¬ �-yüzeyin Zn deki kapan¬̧s¬n¬

gösterelim. E¼ger bir x 2 Sk noktas¬ Sk n¬n bir s¬n¬rl¬ �-ba¼glant¬l¬ bileşenine

ait ise x�e Sk�n¬n içindedir denir. Di¼ger durumda Sk�n¬n d¬̧s¬ndad¬r denir. Sk�n¬n

tüm iç noktalar¬n¬n kümesini IntSk ile, tüm d¬̧s noktalar¬n¬n kümesi ExtSk ile

gösterilir. (Han 2006).

Şekil 5 (a) MSS18; (b) MSS
0

18 ve (c) MSS6

Şimdi MSC�, S�, SS� ve MSS� ile n � 3 için Zn�de s¬ras¬yla minimal basit
kapal¬ �-e¼gri, kapal¬ �-yüzey, basit kapal¬ �-yüzey ve minimal basit kapal¬ �-

yüzeyidir.
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Teorem 2.26 (Han 2006).

1. MSS6, 18-büzülebilirdir.

2. MSS6, 6-büzülebilir de¼gildir.

3. MSS18, 18-büzülebilir de¼gildir.

2.8 Basit Kapal¬Yüzeylerin Ba¼glant¬l¬Toplam¬

Tan¬m 2.27 S�0 , Zn0 de kapal¬�0-yüzey A�0 �A0�0 � S�0 ve S�1 , Zn1 de
kapal¬�1-yüzey , n0; n1 � 3 için. Burada

A�0 � (�0; 8)�hMSC�8

A�0 �(�0;4)�h MSC�4 A�0 �(�0;8)�h MSC 0�8

f : A�0 ! f(A�0) � S 0�1 bir (�0; �1)-homeomor�zm olsun öyle ki burada

S 0�1 = S�1 � f(A
0
�0
)

ve

S 0�1 = S�1 � A
0
�0

d¬r. O zaman S 0�0 [ S 0�1 ( ayr¬k birleşim ) üzerinde aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬bir
0 �0denklik ba¼g¬nt¬s¬ elde ederiz: x 2 A�0 � A0�0 için i(x) � f(x) = y 2 S 0�1 :
Denklik s¬n¬�ar¬n¬n kümesine ba¼glant¬l¬ toplam denir ve S�0]S�1 ile gösterilir.

(Han 2006).

Teorem 2.28

1. MSS6]S6 �6:h S 06, burada A6(�MSS6) �(6;4):h MSC�4 ve S 06, 6-yüzey;

2. MSS18]S18 �18:h S 018, burada A18(�MSS18) �(18;8):h MSC�8 ve S 018, kapal¬
6-yüzey;

3. MSS18]MSS18 = MSS18, burada A18(� MSS18) �(18;8):h MSC�8 ve S 018,
kapal¬6-yüzey;

4. MSS 018]S18 �18:h S18, burada A18(�MSS 018) �(18;8):h MSC�8 ;

5. MSS 018]MSS
0
18 = MSS 018, burada A18(� MSS 018) �(18;8):h MSC�8 . (Han

2006).
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Teorem 2.29

1. S� ve S 0� iki basit kapal¬�-yüzey verildi¼ginde, S�]S
0
� bir basit kapal¬

�-yüzeydir.

2. S�0 ve S
0
�1
iki basit kapal¬yüzey için, (S�0]S

0
�1
; �), bir basit kapal¬�-

yüzey olmak zorunda de¼gildir. (Han 2006).
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3 Dijital Görüntülerin Homoloji Gruplar¬

3.1 Dijital Simpleksler

Tan¬m 3.1 P = fp0; p1:::; pmg � (Zn; �) da bir dijital görüntü olsun. E¼ger

�
Pm

i=0 tipi = 0 ve
Pm

i=0 ti = 0 ise t0 = ::: = tm = 0:

� Her i; j 2 f0; 1; :::;mg, i 6= j için pi ve pj �-yak¬n ise P ye dijital (�;m)

-simpleks denir ve P = hp0; p1:::; pmi ile gösterilir. m ye de simpleksin

boyutu denir. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

Bu durumda baz¬simpleksler Şekil 6 de (ki bütün noktalar birbirine s¬ras¬yla

2; 2; 8; 26-yak¬n olmak üzere) gösterilmi̧stir.

Şekil 6 S¬ras¬yla (2,0), (2,1), (8,2), (26,4)-simpleksler

3.2 Dijital Simpleksler Kompleksi

Tan¬m 3.2 P = fp0; p1:::; pmg � (Zn; �) da dijital (�;m)-simplekslerinin sonlu
kolleksiyonu olsun. E¼ger

� s 2 K ise s nin yüzüde bu simpleksler kompleksine ait,

� s; t 2 K iken s \ t boş ya da s ve t nin ortak bir dijital simpleksi var
ise K ya bir dijital simpleksler kompleksi denir. (Arslan,Karaca ve Öztel

2008).

Tan¬m 3.3 Dijital simpleksler kompleks (K;�) ya ait köşeler üzerinde bir

s¬ralama var ise (K;�) ya yönlü dijital simpleksler kompleksi denir. (Arslan,

Karaca ve Öztel 2008).

Tan¬m 3.4 (K;�) bir dijital simpleksler kompleksin geometrik reelizasyonu

jKj, tüm dijital simplekslerin birleşimi olarak tan¬mlan¬r. Yani

jKj = [
s2K
s:
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Dijital görüntüler ayn¬zamanda (�; 0)-simplekslerin birleşimi gibi düşünülebilir.

Bu durumda her dijital görüntü bir dijital simpleksler kompleksidir. (Arslan,

Karaca ve Öztel 2008).

Tan¬m 3.5 (X; �0) bir dijital görüntü olsun. Bir simpleksler kompleksi (K;�1)

ve h : jKj ! X (�0; �1)-izomor�zmas¬varsa X dijital görüntüsü çok yüzlüdür

denir.

Bu durumda dijital görüntülerin çok yüzlüsü yerine kendisiyle do¼grudan

çal¬̧s¬labilir. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

Önerme 3.6 P � (Zn0 ; �0); Q � (Zn1 ; �1) s¬ras¬yla dijital (�0;m) ve (�1;m)
simpleksler olsun. O zaman P ve Q dijital (�0; �1)-izomor�ktirler. (Arslan,

Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat: P = fp0; p1; :::; pmg ve Q = fq0; q1; :::; qmg olsun.

h : (P; �0)! (Q; �1); pi ! h(pi) = qi

şeklinde tan¬mlanan dönüşüm her pi 2 P için dijital (�0; �1)-izomor�zmdir. �
O halde elimizdeki simpleks yap¬s¬ile serbest de¼gi̧smeli gruplar¬inşa edebiliriz.

Tan¬m 3.7 C�q (K), dijital simpleksler kompleksi (K;�) daki dijital

(�; q)-simpleksleri baz kabul eden serbest de¼gi̧smeli grup denir. (Arslan,Karaca

ve Öztel 2008).

Sonuç 3.8 (X; �) � Zn de m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.

Her q > m için, C�q (K) bir aşikar gruptur. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat: X;m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksinde q > m için (�; q)-

simpleks mevcut olmad¬¼g¬ndan C�q (K) = f0g d¬r. �

3.3 S¬n¬r Homomor�zmas¬

Tan¬m 3.9 (K;�) � Zn da m boyutlu yönlü dijital simpleksler kompleksi

olsun.
^
pi, pi eleman¬n¬n simpleksten ç¬kar¬lmas¬olmak üzere;

@q : C
�
q (K)! C�q�1(K)

@q(hp0; p1; :::; pqi) =
� qP

(�1)i
i=0

hp0; p1; :::; pi; :::; pqi; m � q ise

0 ;m < q ise
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şeklinde tan¬mlanan homomor�zmaya s¬n¬r homomor�zmas¬denir. (Arslan, Karaca

ve Öztel 2008).

Örnek 3.10 MSC 08 dijital görüntüsünü ele alal¬m.

Şekil 7 MSC 08

MSC 08 = fp0 = (1; 2); p1 = (2; 1); p2 = (3; 2); p3 = (2; 3)g � Z2 ve
p0 < p1 < p3 < p2 olsun. 0-simpleksler

hp0i; hp1i; hp2i; hp3i

ve 1-simpleksler

e0 = hp0p3i; e1 = hp3p2i; e2 = hp1p2i; e3 = hp0p1i

şeklindedir. 1-simplekslere s¬n¬r operatörünü uygularsak

@1(e0) = hp3i � hp0i

@1(e1) = hp2i � hp3i

@1(e2) = hp2i � hp1i

@1(e3) = hp1i � hp0i

elde edilir. (Arslan,Karaca ve Öztel 2008).

Önerme 3.11 Her 1 � q � m için @q�1 �@q = 0 d¬r. (Arslan, Karaca ve Öztel
2008).
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·Ispat: Her hp0; p1; :::; pqi 2 C�q (X) için

@q�1 � @q(hp0; p1; :::; pqi) = @q�1(

qX
i=0

(�1)ihp0; :::;
^
pi; :::; pqi)

=

q�1X
j=0

(�1)j(
qX
i=0

(�1)ihp0; :::;
^
pj:::;

^
pi; :::; pqi)

=
X
i<j

(�1)i+j(hp0; :::;
^
pi:::;

^
pj; :::; pqi)

+
X
j�i
(�1)i+j(hp0; :::;

^
pi:::;

^
pj; :::; pqi)X

j�i
(�1)i+j(hp0; :::;

^
pi:::;

^
pj; :::; pqi) =

X
k<l

(�1)k+l+1(hp0; :::;
^
pk:::;

^
pl; :::; pqi)

oldu¼gundan

@q�1 � @q(hp0; p1; :::; pqi) = 0

elde edilir. �

Sonuç 3.12 (X; �) � Zn de m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.

Bu durumda

C�� (X) : 0
@m+1�! C�m(X)

@m�! C�m�1(X)
@m�1�! :::

@1�! C�0 (X)
@0�! 0

bir zincir komplekstir. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat: C�q (X) serbest abel grup ve @q homomor�zm ve @q�1 � @q = 0
oldu¼gundan

C�� (X) : 0
@m+1�! C�m(X)

@m�! C�m�1(X)
@m�1�! :::

@1�! C�0 (X)
@0�! 0

bir zincir kompleks olur. �

3.4 Simpleksler Homoloji Gruplar¬

Şimdi dijital görüntüler için homoloji gruplar¬n¬tan¬mlayabiliriz;

Tan¬m 3.13 (X; �), dijital simpleksler kompleksi olsun.

� Z�q (X) = Ker@q grubuna dijital simpleksler q- devirlerin grubu denir.

� B�q (X) = Im @q+1 grubuna dijital simpleksler q- s¬n¬rlar¬n grubu denir.

� H�
q (X) = Z

�
q (X)= B

�
q (X) bölüm grubuna q. dijital simpleksler homoloji

grubu denir.

(Arslan, Karaca ve Öztel 2008).
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Tan¬m 3.14 ' : (X; �0) ! (Y; �1) dijital görüntüler aras¬nda bir fonksiyon

olsun. X de �0-yak¬nl¬kl¬her P dijital (�0;m)-simpleksi için '(P ); n � m için Y

de (�1; n)-simpleks ise ' ye dijital simpleksler dönüşüm denir. (Boxer, Karaca ve

Öztel 2011).

Tan¬m 3.15 ' : (X; �0) ! (Y; �1) dijital simpleksler dönüşüm olsun. q � 0
için '] : C

�0
q (X)! C�1q (Y ) homomor�zmi

'](hp0; :::; pqi) = h'(p0); :::; '(pq)i

şeklinde tan¬mlan¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).

Böylece cebirsel topolojide art¬k aksiyom haline gelmi̧s teoremlerin dijitaldeki

kaŗs¬l¬klar¬n¬inceleyebiliriz:

Teorem 3.16f : K ! L dijital (�0; �1)-izomor�zm ise 8m � q için

H�0
q (K)

�= H�1
q (L)

dir. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).
·Ispat: f : K ! L bir dijital (�0; �1)-izomor�k dönüşüm olsun. Bu durumda,

f bijeksiyon ve Önerme 2.7 den "k1; k2 2 K, k1 ve k2 , �0- yak¬n olmas¬için
gerek ve yeter şart f(k1) ve f(k2) �1- yak¬n ya da f(k1) = f(k2)" koşulunu

sa¼glar. m � q � 0 olsun.

hp0; p1; :::; pqi 2 C�0q (K)

için;

� : C�0q (K) �! C�1q (L); �(hp0; :::; pqi) = hf(p0); :::; f(pq)i

şeklinde tan¬mlans¬n. � dönüşümü f nin tan¬m¬ndan dolay¬ iyi tan¬ml¬ ve

bijeksiyondur. Böylece

C�0q (K)
�= C�1q (L)

elde edilir. Sonuç olarak

H�0
q (K)

�= H�1
q (L):

�

Teorem 3.17 (X; �) tek noktal¬dijital görüntü ise

H�
q =

(
Z; q = 0

0; q > 0

d¬r. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).
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·Ispat: X = fx0g olsun. m � q > 0 için X in içerdi¼gi dijital (�; q)-simpleks
mevcut olmad¬¼g¬ndan C�q (X) = 0 d¬r. Böylece, tüm m � q > 0 için H�

q (X) = 0

d¬r.

q = 0 olsun. C�0 (X), dijital (�; 0)-simpleks bazl¬ serbest de¼gi̧smeli grup

oldu¼gundan C�0 (X) �= Z dir.

0
@1�! C�0 (X)

@0�! 0

k¬sa dizisinde Im@1 = 0 ve Ker@0 �= Z dir. Böylece

H�
0 (K)

�= Z

dir. �

Teorem 3.18 X dijital basit kapal¬�-e¼gri ise

H�
q =

(
Z; q = 0; 1

0; q 6= 0; 1

d¬r. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat: X = fx0; x1; :::; xqg � Z2 bir dijital basit kapal¬ �-e¼gri olsun. Bu
durumda, xi ve xj, �-yak¬nd¬r gerek ve yeter şart i = j � 1(modq) dur.

C�0 (X) = fhx0i; hx1i; :::; hxqig �= Zq+1

C�1 (X) = fhx0; x1i; hx1; x2i; :::; hxq; x0ig �= Zq+1

dir. m > q > 1 için C�q (X) = 0 oldu¼gundan H
�
q (X) = 0 d¬r.

0
@2�! C�1 (X)

@1�! C�0 (X)
@0�! 0

k¬sa dizisinden Im@2 = 0 ve Ker@0 �= Zq+1 bulunur. Di¼ger taraftan

@1(n0hx0; x1i+ n1hx1; x2i+ :::+ nqhxq; x0i) =

n0(x1 � x0) + n0(x2 � x1) + :::+ n0(x0 � xq)

eşitli¼ginden Im@1 = Zq dur.

@1(n0hx0; x1i+ n1hx1; x2i+ :::+ nqhxq; x0i) = 0

n0(x1 � x0) + n0(x2 � x1) + :::+ n0(x0 � xq) = 0

(nq � n0)x0 + (n0 � n1)x1 + :::+ (nq�1 � nq)xq = 0
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eşitli¼gi çözüldü¼günde n0 = n1 =���= nq = n olur. Buradan Ker@1 �= Z dir. Sonuç
olarak

H�
1 (X) = Z = H�

0 (X)

elde edilir. �

Teorem 3.19 (X; �) � Zn dijital görüntüsü �-yol ba¼glant¬l¬ise

H�
0 (X)

�= Z

dir. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat: X in 0-simplekslerinin hp0i; hp1i; :::; hpni oldu¼gunu kabul edelim.

:::
@2�! C�1 (X)

@1�! C�0 (X)
@0�! 0

dizisi elde edilir. @0 s¬f¬r homomor�zmi oldu¼gundan

Z�0 (X) = Ker@0 = C
�
0 (X)

olur. C�0 (X) in elemanlar¬
nP
i=0

kipi; ki 2 Z şeklindedir. ·Iddia ediyoruz ki

B�0 (X) =

(
nX
i=0

kipi 2 C�0 (X) j
X

ki = 0

)

d¬r. ·Iddiam¬z do¼gruysa,

' : Z�0 (X) �! Z

X
kipi �!

X
ki

dönüşümü örtendir ve çekirde¼gi B�0 (X) dir. Birinci ·Izomor�zm Teoreminden

H�
0 (X)

�= Z olur. (3:19) eşitli¼gini göstermek için çift tara�¬kapsamay¬gösterelim.


 =

nX
i=0

kipi 2 C�0 (X) ve
X

ki = 0

olsun. Herhangi bir p 2 X seçersek X, �-yol ba¼glant¬l¬oldu¼gundan her pi 2 X
için p den pi ye bir �-yol vard¬r. �i : p den pi ye olan �-yolu oluşturan dijital

1-simplekslerin kümesi olsun. @1(�i) = pi �p oldu¼gu aç¬kt¬r.
nX
i=0

ki�i 2 C�1 (X)

dir ve
n

@1(
X

ki�i
i=0

) =
nX
i=0

ki@1(�i) =
X

ki(pi � p) =
X

kipi � (
X

ki)p
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olur.
P
ki = 0 oldu¼gundan


 =
nX
i=0

kipi = @1(
X

ki�i) 2 B�0 (X)

d¬r. Tersine 
 2 B�0 (X) ise 
 = @1(
P
kiei); ei 2 C�1 (X) yani ei; 1-simplekstir ve

ei = hpri ; psii şeklindedir. Böylece


 =
X

ki@1(ei) =
X

ki@1(hpri ; psii) =
X

ki(psi � pri) =
X

kipsi �
X

kipri

olur. ki iki kez ve z¬t i̧saretli olarak tekrarlad¬¼g¬ndan
P
ki = 0 d¬r. Böylece

H�
0 (X) = Z

�
0 (X)=B

�
0 (X)

�= Z

elde edilir. �

Teorem 3.20 (X; �) � Zm bir dijital görüntü ve fX� : � 2 �g X�in �-yol
bileşenlerinin kolleksiyonu olsun. O zaman

rank(H�
0 (X)) = card�

d¬r. (Arslan, Karaca ve Öztel 2008).
·Ispat: (Arslan, Karaca ve Öztel 2008) de Teorem 3.18� in bir sonucudur.

�

Örnek 3.21 X;Y ye dijital homotopi denk iken H�0
0 (X) ve H

�1
0 (Y ) izomorf

olmayabilir.

MSC 08 = f(1; 0); (0; 1); (�1; 0); (0;�1)g

dijital görüntüsünü ele alal¬m. MSC 08 dijital basit kapal¬8-e¼gri ve 8-büzülebilir

bir e¼gridir. Bu nedenle tek noktal¬uzaya dijital (8; 8)-homotopi denktir. Teorem

3.17 ve 3.18 den H8
1 (MSC

0
8) = Z ve H8

1 (f�g) = 0 d¬r.
Sonuç olarak MSC 08 '(8;8) f�g iken H8

1 (MSC
0
8) ve H

8
1 (f�g) izomorf de¼gildir.

(Arslan, Karaca ve Öztel 2008).
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Örnek 3.22 X = fp0 = (0; 0), p1 = (1; 0), p2 = (1; 1)g ve (X; 8) Şekil 8 de
(p0 < p1 < p2) ile s¬ralanm¬̧st¬r. O zaman C80(X), C

8
1(X) ve C

8
2(X) s¬rayla

f< p0 >;< p1 >;< p2 >g; f< p0p1 >;< p1p2 >;< p0p2 >g

ve

f< p0p1p2 >g

ile üretilmi̧s serbest abel gruplard¬r. Böylece,

H8
0 (X) = Z ve H8

q (X) = 0; q 6= 0:

(Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

Teorem 3.23 MSC 08 = f(�1; 0); (0;�1); (0; 1); (1; 0)g nün simpleksler

homoloji grubu,

8 '
8

, 0,1
( )

0, 0,1q

q
H MSC

q

== 
≠

¢

d¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).

Örnek 3.24

MSC 08 = fc0 = (�1; 0); c1 = (0;�1); c2 = (0; 1); c3 = (1; 0)g

(Şekil 4) ve s¬ralama ba¼glant¬s¬ ile yönlendirilmi̧stir. C8q (MSC
0
8) = 0, q > 1:

C81(MSC
0
8) ve C

8
0(MSC

0
8) s¬ras¬yla;

fhc0c1i; hc1c3i; hc2c3i; hc0c2ig

ve

fhc0i; hc1i; hc2i; hc3ig

ile üretilmi̧s serbest abel gruplard¬r. Böylece

Ker@1 �= Z; Im@1 �= Z3; Ker@0 �= Z4

ve

H8
q (MSC

0
8) = Z; q = 0; 1 ve H8

q (MSC
0
8) = 0; q 6= 0; 1:

(Arslan, Karaca ve Öztel 2008).

Teorem3.25 MSS 018 nün dijital simpleksler homoloji gruplar¬

18 '
18

, 0, 2
( )

0, 0, 2q

q
H MSS

q

== 
≠

¢

d¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).
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Teorem 3.26 MSS18 in dijital simpleksler homoloji gruplar¬

H18
q (MSS18) =

8>><>>:
Z; q = 0

Z3; q = 1

0; q 6= 0; 1

d¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).

Teorem 3.27 MSS 06 in dijital simpleksler homoloji gruplar¬

H6
q (MSS

0
6) =

8>><>>:
Z; q = 0

Z5; q = 1

0; q 6= 0; 1

d¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).
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3.5 Euler Karakteristik

Tan¬m 3.28 (X; �) � Zn bir dijital görüntü ve q � 0 için �q; (X; �) daki

dijital q-simplekslerin say¬s¬olsun. (X; �) n¬n Euler karakteristi¼gi;

�(X; �) =

nX
q=0

(�1)q�q

şeklinde tan¬mlan¬r. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).

Teorem 3.29 Bir (X; �) � Zn dijital görüntüsü için

�(X; �) =
nX
q=0

(�1)qrankH�
q (X)

dir. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).

·Ispat:

0
@m+1�! C�m(X)

@m�! C�m�1(X)
@m�1�! :::

@1�! C�0 (X)
@0�! 0

zincir kompleksini gözönüne alal¬m. Her bir C�q (X) rank¬�q olan bir serbest

de¼gi̧smeli gruptur. Ayr¬ca

H�
q (X) = Z

�
q (X)=B

�
q (X) = ker @q= Im @q+1

oldu¼gundan rankH�
q (X) = rankZ

�
q (X)� rankB�q (X) olur. Her q � 0 için

0 �! Z�q (X) �! C�q (X) �! B�q�1(X) �! 0

k¬sa tam dizisi vard¬r. Buradan

�q = rankC
�
q (X) = rankZ

�
q (X) + rankB

�
q�1(X)

olur. Bu durumda

�(X; �) =

mX
q=0

(�1)q�q =
mX
q=0

(�1)q(rankZ�q (X) + rankB�q�1(X))

=

mX
q=0

(�1)qrankZ�q (X) +
mX
q=0

(�1)qrankB�q�1(X)

bulunur. rankB�q�1(X) = 0 = rankB
�
m(X) oldu¼gundan q � 1 yerine q alabiliriz.

�(X; �) =
mX
q=0

(�1)qrankZ�q (X) +
mX
q=0

(�1)q+1rankB�q (X)

=
mX
q=0

(�1)q
�
rankZ�q (X)� rankB�q (X)

�
=

mX
q=0

(�1)qrankH�
q (X)
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elde edilir. �

Teorem 3.30 (X; �0) � Zn0 ve (Y; �1) � Zn1 , (�0; �1)-izomorf iki dijital
görüntü olsun. Bu durumda

�(X; �0) = �(X; �1)

dir. (Boxer, Karaca ve Öztel 2008).
·Ispat: X ve Y dijital görüntüleri aras¬nda (�0; �1)-izomor�zm varsa Teorem

3.16 dan

H�0
q (X)

�= H�1
q (Y )

olur. Teorem 3.28 den ispat elde edilir. �

Örnek 3.31MSS18 in Euler karakteristi¼gini hesaplayal¬m. (Khalimsky 1987).

�(MSS18; 18) = �0 � �1 + �2 = 10� 20 + 8 = �2

Teorem 3.28 i kullanarak hesaplarsak yine ayn¬sonucu elde ederiz:

�(MSS18; 18) = rankH
18
0 (MSS18)� rankH18

1 (MSS18) = 1� 3 = �2:

Örnek 3.32 MSS 018 nün Euler karakteristi¼gini hesaplayal¬m. (Khalimsky

1987).

�(MSS18; 18) = rankH18
0 (MSS

0
18)� rankH18

1 (MSS
0
18) + rankH

18
2 (MSS

0
18)

= 1� 0 + 1 = 2:
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4 Normal Çarp¬m Yak¬nl¬¼g¬

Tan¬m 4.1 u ve v pozitif tamsay¬lar ve 1 < u � v olsun. f(Xi; �i)gvi=1
dijital görüntü olsun. �vi=1Xi kartezyen çarp¬m¬üzerindeNPu(�1; :::; �u) yak¬nl¬¼g¬

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r. xi; x0i 2 Xi için p = (x1; :::; xv) ve q = (x01; :::; x
0
v) nun

NPu(�1; :::; �u)-yak{n olmas¬için gerek ve yeter şart

� en az 1 ve en fazla u tane i indisi için; xi ve x0i �i-yak{nd{r ve

� di¼ger tüm i indisleri için xi = x0i dir. (Boxer 2017).

Önerme 4.2 NP (�; �) = NP2(�; �) yani verilen x; x0 2 (X; �);

y; y0 2 (Y; �); p = (x; y) ve p0 = (x0; y0) nün X � Y de NP (�; �)-yak{n

olmas¬ için gerek ve yeter şart p ve p0 nün NP2(�; �)-yak{n olmas¬d¬r. (Boxer

ve Karaca 2012).

Teorem 4.3 X 2 Zm ve Y 2 Zn; NP2(cm; cn) = cm+n için yani (X; cm) �
(Y; cn) için normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬ile X � Y için cm+n-yak¬nl¬¼g¬çak¬̧s¬r. Örnek
verilecek olursa X 2 Zm, Y 2 Zn ve a < m ya da b < n dir. O zaman

NP2(ca; cb) 6= ca+b dir. (Boxer ve Karaca 2012).

Önerme 4.4 v > 2 olsun. Bu durumda

NPv(�1; :::; �v) = NP2(NPv�1(�1; :::; �v�1); �v)

d¬r. (Boxer 2017).
·Ispat: 1 < i � v için xi; x0i 2 Xi olsun. O zaman p = (x1; :::; xv) ve p0 =

(x01; :::; x
0
v), NPv(�1; :::; �v)-yak¬n olmas¬için gerek ve yeter şart en az 1 ve en fazla

v tane i indisi için xi ve x0i de �1-yak¬n ve i nin tüm di¼ger indisleri için xi = x0i
dür. Buradan p = (x1; :::; xv) ve p0 = (x01; :::; x

0
v) nün NPv(�1; :::; �v)-yak¬n olmas¬

için gerek ve yeter şart

� f1; :::; v � 1g aras¬nda 1 den u ya kadar olan i indisleri için xi ve x0i �i-yak{n,
f1; :::; v � 1g aras¬ndaki di¼ger tüm indisler için xi = x0i

� f1; :::; v � 1g aras¬ndaki 1 den u � 1 e kadar olan indisler için xi ve x0i �i-
yak{n ve tüm di¼ger indisler için xv ve x0v, �v-yak¬n olmas¬d¬r.

Böylece p = (x1; :::; xv) ve p0 = (x01; :::; x
0
v), NPv(�1; :::; �v)-yak¬n olmas¬için

gerek ve yeter şart p ve p0 nün NP2(NPu�1(�1; :::; �v�1); �v)-yak{n olmas¬gerekir.
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Örnek 4.5 xi; x0i 2 (Xi; �i); i 2 f1; 2; 3g olsun. x1 ve x01 �1-yak{n, x2 ve x02
�2-yak{n ve x3 = x03 dür. Bu durumda X1�X2�X3 de (x1; x2; x3) ve (x01; x

0
2; x

0
3)

noktalar¬NP2(�1; �2; �3)-yak{nd{r fakat X1�X2 de (x1; x2) ve (x01; x
0
2) noktalar¬

NP1(�1; �2)-yak¬n de¼gildir. Böylece

NP2(�1; �2; �3) 6= NP2(NP1(�1; �2); �3)

dür. (Boxer 2017).

Teorem 4.6 f; g : (X; �) ! (Y; �) fonksiyon olsun. H : X � [0;m]Z ! Y

fonksiyonu 8x 2 X için H(x; 0) = f(x) ve H(x;m) = g(x) şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬nda

H ¬n bir homotopi olmas¬ için gerek ve yeter şart H ¬n (NP1(�; c1); �)-s�urekli

olmas¬d¬r. (Boxer 2017).
·Ispat: x; x0 2 X ve t; t0 2 [0;m]Z olmak üzere X � [0;m]Z de (x; t) ile (x0; t0)

noktalar¬ (NP1(�; c1); �)� yak{n olsun. Bu durumda
1. x ve x0 ��yak¬n ve t = t0 ya da
2. x = x0 ve t ile t0 de 2-yak¬n yani j t� t0 j= 1 dir.

H bir homotopi olsun. O halde f ve g fonksiyonlar¬sürekli ve X � [0;m]Z de
verilen (x; t) ve (x0; t0) noktalar¬ (NP1(�; c1); �)-yak{n olmas¬ durumunda

yukar¬daki maddeler de¼gerlendirilirse

� 1 durumunda, H bir homotopi oldu¼gundan, H(x; t) ve H(x0; t) = H(x0; t0)

eşit ya da �-yak{nd{r:

� 2 durumunda, H bir homotopi oldu¼gundan, H(x; t) ve H(x0; t0) = H(x; t0)

eşit ya da �-yak{nd{r:

Bu nedenle H; (NP1(�; 2); �)-s�ureklidir:

H ¬n (NP1(�; c1); �) � s�urekli oldu¼gunu kabul edelim. �-yak{n olan x; x0

noktalar¬için

f(x) = H(x; 0)

ve

H(x0; 0) = f(x0)

noktalar¬eşit ya da �-yak{nd{r; yani f süreklidir. Benzer şekilde

g(x) = H(x;m)

ve

g(x0) = H(x0;m)
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eşit ya da �-yak{nd{r, yani g süreklidir. Ayr¬ca H ¬n süreklili¼ginden H(x; t)

ve H(x0; t) eşit ya da �-yak{nd{r, dolay¬s¬yla Ht indirgenmi̧s fonksiyonu (�; �)-

süreklidir. 2-yak¬n t; t0 noktalar¬için H ¬n süreklili¼ginden H(x; t) ve H(x; t0) eşit

ya da �-yak{nd{r, dolay¬s¬yla Hx indirgenmi̧s fonksiyonu süreklidir. O halde H

bir homotopidir.
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5 Çarp¬mlar Üzerinde NPv ve Dönüşümler

fi : (Xi; �i)! (Yi; �i); 1 < i � v verilen fonksiyonu için

�vi=1fi : (�
v
i=1Xi; NPu(�1; :::; �v))! (�vi=1Yi; NPu(�1; :::; �v))

fonksiyonu

�vi=1fi(x1; :::; xv) = (f(x1); :::; f(xv));

xi 2 Xi ile tan¬mlan¬r. (Boxer ve Karaca 2012).

Teorem 5.1 fi : (Xi; �i)! (Yi; �i); 1 < i � v olsun. Bu durumda

f = �vi=1fi : (�
v
i=1Xi; NPv(�1; :::; �v))! (�vi=1Yi; NPv(�1; :::; �v))

çarp¬m dönüşümünün sürekli olmas¬ için gerek ve yeter şart her fi nin sürekli

olmas¬d¬r. (Boxer 2017).

·Ispat: xi; x0i 2 Xi için p = (x1; :::; xv) ve p0 = (x01; :::; x
0
v) olsun. Her fi nin

sürekli ve p ile p0 nün NPv(�1; :::; �v)-yak{n oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre

tüm i indisleri için xi nin x0i ne eşit ya da �i-yak{nd{r, dolay¬s¬yla fi(xi) ve fi(x
0
i)

eşit ya da �i-yak{nd{r: Bundan dolay¬f(p) ve f(p0) eşit ya da NPv(�1; :::; �v)-

yak¬nd¬r. Böylece f süreklidir.

Kabul edelim ki f sürekli ve tüm i indisleri için xi ve x0i, �i-yak{n olsun. Bu

durumda f(p) ve f(p0) eşit ya da NPv(�1; :::; �i)-yak¬nd¬r. Bundan dolay¬her i

indisi için fi(xi) ve fi(x0i) eşit ya da �i-yak{nd{r: Böylece her fi süreklidir.

Örnek 5.2 X = f(0; 0); (1; 0)g � Z2 ve Y = f(0; 0); (1; 1)g � Z2 olsun.
f : (X; 8)! (Y; 8) bir izomor�zm vard¬r.

X 0 = X � f0g � Z3

ve

Y 0 = Y � f0g � Z3

dijital görüntülerini ele alal¬m. X 0; 4-ba�glant{l{ ve Y 0 = (f � 1f0g)(X
0); 4-

ba�glant{l{ olmad¬¼g¬ndan f � 1f0g çarp¬m dönüşümü sürekli de¼gildir. (Han 2005)

Sonuç 5.3 xi 2 (Xi; �i) için pi(x1; :::; xv) = xi olarak tan¬mlanan

pi : (�
v
i=1Xi; NPu(�1; :::; �v)) �! (Xi; �i)

izdüşüm dönüşümleri tüm 1 < u � v için süreklidir. (Boxer 2017).
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·Ispat: xi; x
0
i 2 Xi için p = (x1; :::; xv) ve p0 = (x01; :::; x

0
v);

(�vi=1Xi; NPu(�1; :::; �v)) de NPu(�1; :::; �v)-yak{nd{r: Buna göre tüm i indisleri

için xi = pi(p) ve x0i = pi(p
0) eşit ya da �i-yak{nd{r: Böylece pi süreklidir.

Örnek 5.4 X = [0; 1]Z � Z ve Y = f(0; 0); (1; 1)g � Z2 olsun. X � Y ,
26-ba�glant{l{ ve Y , 4-ba�glant{l{ olmad¬¼g¬ndan p2 : (X � Y; 26) ! (Y; 4) izdüşüm

dönüşümü sürekli de¼gildir. (Boxer ve Karaca 2012).

Teorem 5.5 X = �vi=1Xi ve

fi : (Xi; �i)! (Yi; �i);

1 � i � v olsun.

� 1 � u � v için f = �vi=1fi : (X;NPu(�1; :::; �v))! (�vi=1Yi; NPu(�1; :::; �v))

çarp¬m dönüşümü izomor�zm ise 1 � i � v için fi izomor�zmdir.

� Her i için fi izomor�zm ise

f = �vi=1fi : (X;NPu(�1; :::; �v))! (�vi=1Yi; NPu(�1; :::; �v))

çarp¬m dönüşümü izomor�zmdir. (Boxer 2017).

·Ispat: f izomor�zm olsun. Buna göre her fi; 1�1 ve örten olmal¬d¬r. xi 2 Xi

olsun. Ii : Xi ! X fonksiyonu

Ii(x) = (x1; :::; xi�1; x; xi+1; :::; xv)

ile tan¬mlans¬n. pi : X ! Xi ve p0i : Y ! Yi izdüşüm fonksiyonlar¬olsun. Ii,

(�i, NPu(�1; :::; �v))-sürekli ve I 0i, (�i, NPu(�1; :::; �v))-süreklidir. Benzer şekilde

I 0i : Yi ! Y ile tan¬mlans¬n. Önerme 2.7 ve Teorem 5.3 den fi = p0i � f � Ii ve
f�1i = pi � f�1 � I 0i süreklidir. Bundan dolay¬fi izomor�zmdir.

fi : Xi �! Yi bir izomor�zm olsun. f , 1 � 1 ve örtendir ve Teorem 5.1

den süreklidir. f�1i çarp¬m fonksiyonu olan f�1 ters fonksiyonu Teorem 5.1 den

süreklidir. Böylece f izomor�zmdir.

Örnek 5.6 X = f(0; 0); (1; 1)g � Z2 ve Y = f(0; 0); (1; 0)g � Z2 olsun. (X; 8)
ve (Y; 8) dijital görüntüleri izomor�ktir.

X 0 = X � f0g � Z3
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ve

Y 0 = Y � f0g � Z3

dijital görüntülerini ele alal¬m. (X 0; 6) ve (Y 0; 6) izomor�k de¼gildir. Çünkü (X 0; 6)

6-ba�glant{s{z ve (Y 0; 6) 6-ba�glant{l{d{r: (Boxer 2017).

Teorem 5.7 fi : (Xi; �i) �! (Yi; �i), 1 < i � v olsun. Bu durumda

�vi=1fi : (�
v
i=1Xi;NPu(�1; :::; �v))! (�vi=1Y i;NPu(�1; :::; �v))

çarp¬m dönüşümünün dijital izomor�zm olmas¬için gerek ve yeter şart her fi nin

dijital izomor�zm olmas¬d¬r. (Boxer 1994)

30



6 NPv ve Ba¼glant¬l¬k

Teorem 6.1 i 2 f1; 2; :::; vg için (Xi; �i) dijital görüntüler olsun. O halde her i

için (Xi; �i) nin ba¼glant¬l¬ olmas¬ için gerek ve yeter şart

(�vi=1Xi; NPv(�1; :::; �v)) nin ba¼glant¬l¬olmas¬d¬r. (Boxer 2017).

·Ispat: Kabul edelim ki her i için (Xi; �i) ba¼glant¬l¬ ve xi; x0i 2 Xi olsun.

Bu durumda Xi de xi den x0i ye kadar Pi yollar¬mevcuttur. p = (x1; :::; xv);

p0 = (x01; :::; x
0
v) 2 �vi=1Xi olsun.

P 01 = P1 � f(x2; :::; xv)g

P 0i = f(x01; :::; x0i�1)g � Pi � f(xi+1; :::; xv)g; 2 � i < v

P 0v = f(x01; :::; x0v�1)g � Pv

olmak üzere [vi=1P 0i , �vi=1Xi de p den p0 ne bir yoldur. p ve p0, �vi=1Xi de key�

olarak seçilmi̧s noktalar oldu¼gundan (�vi=1Xi; NPv(�1; :::; �v)) ba¼glant¬l¬d¬r.

E¼ger (�vi=1Xi; NPv(�1; :::; �v)) ba¼glant¬l¬ ise Tan¬m 2.4 ve Teorem 5.3 den

(Xi; �i) = pi(�
v
i=1Xi) ba¼glant¬l¬d¬r.

Örnek6.2 X = [0; 1]Z ve Y = f(0; 0); (1; 1)g � Z2 olsun. Buna göre X � Y ,
18-ba¼glant¬l¬d¬r fakat Y , 4-ba¼glant¬l¬ de¼gildir. Ayr¬ca X, 2-ba¼glant¬l¬d¬r ve Y ,

8-ba¼glant¬l¬d¬r fakat X � Y; 6-ba¼glant¬l¬de¼gildir. (Boxer ve Karaca 2012).
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7 NPv ve Retraksiyon

Tan¬m 7.1 Y � (X; �) olsun. r : X ! Y; (�; �)-s�urekli fonksiyonu her y 2 Y
için r(y) = y eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa r ye bir retraksiyon, A ya X in bir retrakt¬denir.

(Borsuk 1967).

Teorem 7.2 Ai � (Xi; �i); i 2 f1; :::; vg olsun. Bu durumda her i için Ai nin
Xi de bir retrakt olmas¬ için gerek ve yeter şart �vi=1Ai nin

(�vi=1Xi; NPv(�1; :::; �v)) de bir retrakt olmas¬d¬r. (Boxer 2017).

·Ispat: Her i için Ai ninXi de bir retrakt oldu¼gunu kabul edelim. ri : Xi ! Ai

bir retraksiyon olsun. Teorem 5.1 den �vi=1ri : �
v
i=1Xi ! �vi=1Ai sürekli oldu¼gu

için bir retraksiyondur.

Kabul edelim ki r : �vi=1Xi ! �vi=1Ai bir retraksiyon olsun. rj : Xj ! Aj

retraksiyonunu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m. ai 2 Ai olsun. fj : Xj ! �vi=1Xi

fonksiyonu

fj(x) = (a1; :::; aj�1; x; aj+1; :::; av)

ile tan¬mlan¬r. fj süreklidir. Teorem 2.12 ve Sonuç 5.3 den rj = pj � r � fj sürekli
ve retraksiyondur.

A � (X; �) olsun. 1x den X in A ya retraksiyonuna bir H : X � [0;m]Z ! X

�-homotopisi varsa A ya X in deformasyon retrakt¬ denir. Her (a; t) 2 Y �
[0;m]Z için H(a; t) = a ise H ye güçlü deformasyon retrakt ve A ya X in güçlü

deformasyon retrakt¬denir.

Teorem 7.3 Ai � (Xi; �i); i 2 f1; :::; vg olsun. Her i için Ai nin Xi de

bir güçlü deformasyon retrakt olmas¬ için gerek ve yeter şart A = �vi=1Ai nin

X = (�vi=1Xi; NPv(�1; :::; �v)) de bir güçlü deformasyon retrakt olmas¬d¬r. (Boxer

2017).

·Ispat: 1 � i � v için Ai, Xi nin bir deformasyon retrakt¬olsun. Tan¬m 2.13

ve Teorem 7.2 den A, X in bir deformasyon retraktt¬d¬r. Her Ai, X in güçlü

deformasyon retrakt¬ise Tan¬m 2.13 den 1x den X in A ya retraksiyonuna bir

homotopi elde ederiz. A; X in güçlü deformasyon retraktt¬d¬r.

A n¬n; X in güçlü bir deformasyon retrakt¬oldu¼gunu kabul edelim. Bunun

anlam¬1x den X in A ya bir retraksiyonuna H : X � [0;m]Z ! X homotopisi

vard¬r. (Her (a; t) 2 A�[0;m]Z için H(a; t) = a d¬r.) Teorem 7.2 den fi : Xi ! X

olsun. Hi : Xi � [0;m]Z ! Xi, Hi(x; t) = pi(H(fi(x); t)) ile tan¬mlan¬r. Bu
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durumda Hi, pi � fi = 1Xi ile pi � r � fi aras¬nda bir homotopidir, (Her ai 2 Ai
için Hi(ai; t) = ai).

pi � r � fi(Xj) � pi � r(X) = pi(A) = Ai

ve a 2 Ai için pi �r�fi (a) = a oldu¼gundan pi �r�fi bir retraksiyondur. Böylece
Ai; Xi nin güçlü deformasyon retraktd¬r.
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8 NPv ve Dijital Borsuk-Ulam Teoremi

Rn, n-boyutlu Öklid uzay¬ve Sn, Rn+1 de birim küre yani

Sn = f(x1; :::; xn+1) 2 Rn+1 j
n+1X
i=1

x2i = 1g

olmak üzere Öklid topolojisinin Borsuk-Ulam teoremi f : Sn ! Rn sürekli
fonksiyon ise f(�x) = f(x) olacak şekilde x 2 Sn nin mevcut olmas¬n¬ ifade

eder. n = 2 için bu teoreme göre (Layman örne¼gi) dünya yüzeyindeki iki z¬t x;

x0 noktalar¬ayn¬s¬cakl¬k ve ayn¬barometrik bas¬nca sahiptir. Her x 2 X için

�x 2 X ise X � Zn kümesine orjine göre simetrik denir.

Teorem 8.1

� S orjine göre simetrik olmak üzere (S; �), Zn de dijital basit kapal¬e¼gri ve
f : S ! Z bir (�; 2)-sürekli fonksiyon olsun. Bir x 2 S için f(x) ve f(�x)
eşit ya da 2-yak¬nd¬r. Yani j f(x)� f(�x) j� 1 dir. (Boxer 2006).

� u 2 f1; n � 1g ve f : �Bn ! Zn�1 de (cn; cu)-sürekli fonksiyon olsun. Bu
durumda bir x 2 �Bn için f(x) ve f(�x) eşit ya da cu-yak¬nd¬r. (Boxer
2006).

Xi � Zni için Z
vP
i=1
ni
nin başlang¬c¬na göre �vi=1Xi nin simetrik olmas¬ için

gerek ve yeter şart Zni nin başlang¬c¬na göre her i indisi için Xi nin simetrik

olmas¬d¬r.

m;n 2 N için 1 � m � n olsun. Her (�; �)-sürekli f : S ! Zm fonksiyonu
için Zn de f(x) ve f(�x); eşit veya �-yak¬n olacak şekilde x 2 X mevcutsa orjine

göre simetrik olan S � Zn+1 dijital görüntüsü (m;�; �)-Borsuk-Ulam özelli¼gine

sahiptir denir.

Teorem 8.2 Kabul edelim ki

� v > 1;

� 1 � i � v için Si � Zni+1 , Zni+1 nin başlang¬c¬na göre simetriktir ve

� m =
vP
i=1

ni ve Zni+1 için �i ile Zni için �i yak¬nl¬klar¬olmak üzere �vi=1Si,

(m;NPv(�1; :::; �v); NPv(�1; :::; �v))-Borsuk-Ulam özelli¼gine sahiptir.
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O halde her i için Si, (ni; �i; �i)-Borsuk-Ulam özelli¼gine sahiptir. (Boxer

2017).
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9 NPv ve Temel Gruplar

Teorem 9.1 (E; �) ve (B; �) dijital görüntüler ve g : E ! B ye (�; �)-sürekli

örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda g nin (�; �)-örtülü dönüşüm olmas¬için

gerek ve yeter şart her b 2 B için M indeks kümesi vard¬r öyle ki

� ei 2 g�1(b) için g�1(N�
�(b; 1; B)) = [i2MN�

�(ei; 1; E) dir;

� i; j 2M ve i 6= j ise N�
�(ei; 1; E) \N�

�(ej; 1; E) = ? ve

� Her i 2M için k¬s¬tlama dönüşümü g jN�
�(ei;1;E) : N

�
�(ei; 1; E)! N�

�(b; 1; B)

bir (�; �)�izomor�zmdir. (Boxer 2006).

Örnek 9.2 f(0) ve f(m�1), �-yak¬n olacak şekilde f : [0;m�1]Z ! C, (2; �)-

sürekli örten fonksiyonuyla tan¬mlanan C � Zn bir basit kapal¬�-e¼gri olsun. g :
Z! C yi g(z) = f(z modm) olarak tan¬mlayal¬m O halde g örtülü dönüşümdür.

(Han 2005).

Önerme 9.3 i 2 f1; 2g için gi : Ei ! Bi bir (�i ; �i)-örtülü dönüşüm olsun.

Bu durumda

g1 � g2 : E1 � E2 ! B1 �B2

bir (NP2(�1; �2); NP2(�1; �2))-örtülü dönüşüm olur. (Boxer ve Karaca 2012).

Sonuç 9.4 i 2 f1; :::; vg için gi : Ei ! Bi bir (�i ; �i) örtülü dönüşüm

olsun. O halde

�vi=1gi : �
v
i=1Ei ! �vi=1Bi

bir (NPv(�1; :::; �v); NPv(�1; :::; �v))-örtülü dönüşümdür. (Boxer 2017).

Teorem 9.5 S � (Zn; �) dijital basit kapal¬ �-e¼grisi büzülebilir

olmas¬n. s0 2 S olsun. O halde S nin temel grubu ��1(S; s0) � Z dir. (Boxer
1999).

Teorem 9.6. [31] i 2 f1; 2g için Si � (Zni ; cni) büzülebilir olmayan dijital
basit kapal¬e¼gri olsun. si 2 Si olsun. Bu durumda temel grubu

�
cn1+cn2
1 (S1 � S2; (s1; s2)) � Z2

dir.

Teorem 9.7 i 2 f1; :::; vg için Si � (Zni ; �i ) büzülebilir olmayan dijital basit
kapal¬e¼gri olsun. si 2 Si olsun. O halde
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�
NPv(�1;:::;�v)
1 (�vi=1Si; (s1; :::; sv)) � Zv

dir. (Boxer 2017).

Tan¬m 9.8 n 2 N olsun. Her i 2M için ei; bi;M Teorem 9.1 deki gibi olmak

üzere

p jN�
�(ei;n) : N

�
�(ei; n)! N�

�(bi; n)

k¬s¬tlan¬̧s dönüşümü bir izomor�zm ise bir (E; p;B), (�; �)-örtüsüne n yar¬çapl¬

bir yerel izomor�zm denir. (Boxer 2017).

Lemma 9.9 xi 2 (Xi; �i) olsun. Bu durumda

N�
NPv(�1;:::;�v)

((x1; :::xn); n) = �
v
i=1N

�
�i
(xi; n)

dir. (Boxer 2017).

Teorem 9.10 1 � i � v için pi : (Ei; �i) ! (Bi; �i) sürekli ve n 2 N olsun.
Her i için (Ei; pi; Bi); bir örtü ve n yar¬çapl¬yerel bir izomor�zm ise

�vi=1pi : �
v
i=1Ei �! �vi=1Bi

çarp¬m fonksiyonu, n yar¬çapl¬yerel izomor�zm olan (NPv(�1; :::; �v); NPv(�1; :::; �v)-

örtü dönüşümüdür. (Boxer 2017).
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10 NPv ve Homotopik ·Ili̧ski

10.1. Homotopik Dönüşüm ve Homotopi Tipi

Teorem 10.1 1 � i � v için (Xi; �i) ve (Yi; �i) dijital görüntüler olsun.

X = (�vi=1Xi;NPv(�1; :::; �i))

ve

Y = (�vi=1Yi;NPv(�1; :::; �i))

olsun. fi; gi : Xi ! Yi sürekli ve Hi : Xi � [0;mi]Z ! Yi , fi den gi ye bir

homotopi olsun. O halde F = �vi=1fi : X ! Y ve G = �vi=1gi : X ! Y çarp¬m

dönüşümleri aras¬nda H bir homotopisi vard¬r. Hi homotopileri noktal¬homotopi

ise H noktal¬homotopidir. (Boxer 2017).

·Ispat: M = maxfmigvi=1 olsun. H 0
i : Xi � [0;M ]Z ! Yi,

H 0
i(x; t) =

(
Hi(x; t) ; 0 � t � mi ise

Hi(x;mi) ; mi � t �M ise

olarak tan¬mlans¬n. H 0
i; fi den gi ye bir homotopidir.

H : X �M ! Y ,

H((x1; :::; xv); t) = (H
0
1(x1; t); :::; H

0
v(xv; t))

olarak tan¬mland¬¼g¬nda H ¬n F den G ye bir homotopi oldu¼gu görülür. E¼ger Hi
noktal¬homotopi iseH noktal¬homotopidir. �

Teorem 10.2

Xi '�i;�i Yi , 1 � i � v: (1)

ise

X = �vi=1Xi 'NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v) Y = �vi=1Yi (2)

dir. (Boxer 2017).

Ayr¬ca (1) deki homotopi denklik xi 2 X ve yi 2 Y ye göre noktal¬homotopi
denklik ise (2) deki homotopi denklik de (x1; :::; xv) 2 X ve (y1; :::; yv) 2 Y ye

göre noktal¬homotopi denkliktir.

·Ispat: Homotopi denkli¼gin noktal¬olmad¬¼g¬durum için ispat¬yapal¬m. Di¼ger

durumda ispat benzer şekilde yap¬l¬r.
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Bu hipoteze göre fi : Xi ! Yi ve gi : Yi ! Xi sürekli fonksiyonlar¬ve fi � gi
den 1Yi ye Ki : Yi � [0; ni]Z ! Yi ve gi � fi den 1Xi ye Hi : Xi � [0;mi]Z ! Xi

homotopileri vard¬r.

M = maxfmigvi=1 olsun. H 0
i : Xi � [0;M ]Z ! Xi;

H 0
i(x; t) =

(
Hi(x; t) ; 0 � t � mi;

Hi(x;mi) ; mi � t �M

ile tan¬mlan¬r. H 0
i, gi � fi den 1Xi ye bir homotopidir.

F = �vi=1fi : X ! Y ve G = �vi=1gi : Y ! X olsun. Teorem 5.1 den F ve G

süreklidir. H : X � [0;M ]Z ! X,

H(x1; :::; xv; t) = (H
0
1(x1; t); :::; H

0
v(xv; t))

ile tan¬mlan¬r. H ¬n G � F den �vi=11Xi = 1X ye bir homotopi oldu¼gu kolayca

görülebilir. Benzer olarak F �G ' 1Y oldu¼gu gösterilir. Bu durumda X ' Y dir.

10.2 Homotopik Benzerlik

Tan¬m 10.3 X ve Y dijital görüntüler olsun. Y nin fYjg1j=1 ve X in fXjg1j=1
alt kümeleri için

� X = [1j=1Xj, Y = [1j=1Yj ve her j için Xj � Xj+1; Yj � Yj+1 dir

� gj � fj '�;� 1Xj ve fj � gj '�;� 1Yj olacak şekilde fj : Xj ! Yj; gj : Yj ! Xj

sürekli fonksiyonlar¬vard¬r,

� m � n için Ym de fn j Xm '�;� fm ve Xm de gn j Ym '�;� gm dir.

şartlar¬sa¼glan¬yorsa (X; �) ve (Y; �) dijital görüntüleri homotopik benzerdir

denir ve X 's�;� Y şeklinde gösterilir.
Tüm bu homotopiler x1 2 X1 ve y1 2 Y1 noktalar¬na göre noktal¬homotopi

ise (X; x1) ve (Y; y1) e noktal¬homotopik benzerdir denir. (X; x1) 's�;� (Y; y1)
veya (X; x1) 's (Y; y1) şeklinde gösterilir. (Han 2005).

Teorem 10.4 1 � i � v için Xi 's�i;�i Yi, ve X = �vi=1Xi, Y = �vi=1Yi olsun.

O halde

X '
NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v)

Y
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dir. xi 2 Xi; yi 2 Yi noktalar¬nda Xi 's�i;�i Yi benzerli¼gi noktal¬ise
x0 = (x1; :::; xv) 2 X; y0 = (y1; :::; yv) 2 Y noktalar¬nda

X 's
NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v)

Y

benzerli¼gi de noktal¬d¬r. (Boxer 2017).

·Ispat: Noktal¬olmayan durum için ispat¬verelim. Di¼ger durum için de ispat

benzer şekilde yap¬l¬r. j 2 N için

Xi;j � Xi;j+1; Xi = [1j=1Xi;jYi;j � Yi;j+1; Yi = [1j=1Yi;j

olacak şekilde Xi;j � Xi; Yi;j � Yi dijital görüntüleri vard¬r ve m � n için Yi;m de
fi;n j Xi;m '�i;�i fi;m , Xi;m de gi;n j Xi;m '�i;�i gi;m ve

gi;j � fi;j '�i;�i 1Xi;j ; fi;j � gi;j '�i;�i 1Yi;j

olacak şekilde fi;j : Xi;j �! Yi;j, gi;j : Yi;j �! Xi;j sürekli fonksiyonlar¬vard¬r.

Xj = �
v
i=1Xi;j, Yj = �vi=1Yi;j olsun.

X = [1j=1Xj; Y = [1j=1Yj; Xj � Xj+1; Yj � Yj+1

dir.

fj = �
v
i=1fi;j : Xj ! Yj

ve

gj = �
v
i=1gi;j : Yj ! Xj

olsun. Teorem 5.1 den fj, (NPv(�1; :::; �v); NPv(�1; :::; �v))-süreklidir ve gj de

(NPv(�1; :::; �v); NPv(�1; :::; �v))-süreklidir.

Teorem 10.1 den

gj � fj 'NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v) 1Xj

ve

fj � gj 'NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v) 1Yj
dir. Ayr¬ca Teorem 10.1 den m � n için Ym ve Xm de s¬ras¬yla

fn j Xm '(NPv(�1;:::;�v);NPv(�1;:::;�v)) fm

ve

gn j Ym 'NPv(�1;:::;�v));(NPv(�1;:::;�v) gm

dir. Bu ispat¬tamamlar.
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11 NPv Yak¬nl¬¼g¬ve Homoloji

Teorem 11.1 1 � i � v için (Xi; �i) ve (Yi; �i), dijital görüntüler ve fi :

(Xi; �i)! (Yi; �i) ; olsun. X = �vi=1Xi ve Y = �vi=1Yi için

f = �vi=1fi : (X;NPv(�1; :::; �v))! (Y;NPv(�1; :::; �v))

çarp¬m dönüşümü ise

HNPv(�1;:::;�v)
q (X) ' HNPv(�1;:::;�v)

q (Y )

dijital izomor�zmdir. (Boxer 2006).

·Ispat: f dijital izomor�zm olsun. f nin süreklili¼gindenX deNPv(�1; :::; �v)-

yak{n t = (x1; :::; xv) ve t0 = (x01; :::; x
0
v) noktalar¬için f(t) = f(t

0) ya da f(t) ve

f(t0); Y; de NPv(�1; :::; �v)-yak{nd{r: 0 � q � m için zincir dönüşümü şu şekilde

tan¬mlan¬r:

f# : C
NPv(�1;:::;�v)
q (X)! CNPv(�1;:::;�v)q (Y )

hp0; p1; :::; pqi ! f#(hp0; p1; :::; pqi) = hf(p0); f(p1); :::; f(pq)i ;

f# da iyi tan¬ml¬ve birebir ve örten fonksiyondur. Bu nedenle

CNPv(�1;:::;�v)q (X) ' CNPv(�1;:::;�v)q (Y )

d¬r. Böylece

HNPv(�1;:::;�v)
q (X) ' HNPv(�1;:::;�v)

q (Y )

d¬r. �

Teorem 11.2 1 � i � v için (Xi; �i) tek noktal¬dijital görüntü ise X =

�vi=1Xi için

HNPv(�1;:::;�v)
q (X) =

(
Z; q = 0 ise

0; q > 0 ise

d¬r. (Boxer 2017).
·Ispat: X de 0 � q � m için NPv(�1; :::; �v)-simpleks olmad¬¼g¬için

CNPv(�1;:::;�v)q (X) = 0

d¬r. Bu nedenle 0 � q � m için

HNPv(�1;:::;�v)
q (X) = 0
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d¬r. q = 0 olsun. (NPv(�1; :::; �v); 0)-simpleks bazl¬C
NPv(�1;:::;�v)
0 (X) serbest

abelyen grubu için

C
NPv(�1;:::;�v)
0 (X) ' Z

dir. Aşa¼g¬daki k¬sa dizi elde edilir.

0
@1�! C

NPv(�1;:::;�v)
0 (X)

@0
�! 0

d¬r. Buradan Im @1 = 0 ve Ker@0 ' Z dir. Böylece

H
NPv(�1;:::;�v)
0 (X) = Z

dir. �

Örnek 11.3 X = f(0; 0); (0; 1); (1; 0)g � Z2 olsun. Y = [0; 1] � Z olsun.
X � Y � Z3 homolojisini hesaplayal¬m.

Sekil12 : X � Y

X � Y = fp0 = (0; 0; 0); p1 = (1; 0; 0); p2 = (0; 1; 0); p3 = (0; 0; 1);

p4 = (1; 0; 1); p5 = (0; 1; 1)g � Z3 için

p0 < p1 < p2 < p3 < p4 < p5

d¬r.

X � Y dijital görüntüsü Z3 de NP2(8; 2)-yak{nd{r: Z3 de NP2(8; 2)-yak{nl{k,
18-yak{nl{�ga eşittir.

C180 (X � Y ); C181 (X � Y ); C182 (X � Y ) ve C183 (X � Y ) serbest abelyan gru-
plar¬n¬n bazlar¬s¬ras¬yla,

0-simpleksler

hp0i ; hp1i ; hp2i ; hp3i ; hp4i ; hp5i ;

1-simpleksler

e0 = hp0p1i , e1 = hp0p2i , e2 = hp0p3i , e3 = hp0p4i , e4 = hp0p5i

e5 = hp3p2i , e6 = hp3p5i , e7 = hp3p1i , e8 = hp3p4i , e9 = hp2p5i

e10 = hp2p1i , e11 = hp5p4i , e12 = hp1p4i
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2-simpleksler

�0 = hp0p3p2i ; �1 = hp0p3p1i ; �2 = hp0p3p4i ; �3 = hp0p3p5i

�4 = hp0p2p5i ; �5 = hp0p2p1i ; �6 = hp0p5p4i ; �7 = hp3p2p5i

�8 = hp3p2p1i ; �9 = hp3p5p4i ; �10 = hp3p1p4i ; �11 = hp0p1p4i

ve

3-simpleksler

�0 = hp0p3p2p1i ; �1 = hp0p3p5p4i

d¬r.

Aşa¼g¬daki k¬sa dizi ele al¬n¬rsa;

0
@4�! C183 (X � Y )

@3�! C182 (X � Y )
@2�! C181 (X � Y )

@1�! C180 (X � Y )
@0�! 0

homoloji tan¬m¬ndan elde edilir ki,

Im @4 = B
18
3 (X � Y ) �= f0g ; Ker@3 = Z183 (X � Y ) �= f0g ;

H18
3 (X � Y ) = Z183 (X � Y )=B183 (X � Y ) �= f0g

Im @3 = B
18
2 (X � Y ) �= Z2; Ker@2 = Z182 (X � Y ) �= Z4;

H18
2 (X � Y ) = Z182 (X � Y )=B182 (X � Y ) �= Z2

Im @2 = B
18
1 (X � Y ) �= Z3; Ker@1 = Z181 (X � Y ) �= Z8;

H18
1 (X � Y ) = Z181 (X � Y )=B181 (X � Y ) �= Z5

Im @1 = B
18
0 (X � Y ) �= Z5; Ker@0 = Z180 (X � Y ) �= Z6;

H18
0 (X � Y ) = Z180 (X � Y )=B180 (X � Y ) �= Z

Sonuç olarak

H18
q (X � Y ) =

8>>>><>>>>:
Z; q = 0 ise

Z5; q = 1 ise

Z2; q = 2 ise

0; q � 3 ise

elde edilir.
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12 Sonuç Ve Öneriler

Bu çal¬̧smada cebirsel topolojideki baz¬ özelliklerin dijital versiyonlar¬

bulunmaya çal¬̧s¬ld¬. ·Ilk olarak dijital topolojinin temel kavramlar¬ verilerek,

dijital temel grubun nas¬l oluşturuldu¼gu ifade edildi. Sonra dijital simpleksler

homoloji grubu tan¬mlanarak, çeşitli dijital görüntülerin homoloji gruplar¬

belirlendi. Ayr¬ca Euler karakteristi¼gi, relatif homoloji gruplar¬ve homoloji için

çeşitli sonuçlara ulaş¬ld¬. Daha sonra normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬tan¬mlanarak, baz¬

dijital yüzeylerin normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬ hesapland¬. Normal çarp¬m

yak¬nl¬¼g¬n¬n homotopik ili̧skisi ifade edildi. Son olarak normal çarp¬m

yak¬nl¬¼g¬n¬n homotopi yard¬m¬ ile hesapland¬¼g¬, ifade edildi. Bundan sonraki

aşamada ulaş¬lan sonuçlar kullan¬larak, Dijital Kohomoloji gruplar¬, Dijital

Steenrod karesi gibi cebirsel topoloji kavramlar¬, normal çarp¬m yak¬nl¬¼g¬ baz

al¬narak incelenebilir.
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