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PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

(TEZ DANIŞMANI:DR. ÖĞRETİM ÜYESİ ŞAHİN CERAN) 

 

DENİZLİ, TEMMUZ - 2019 

 

Yarı latisler üzerinde türevlerin ele alındığı bu tez üç bölümden 

oluşmaktadır. 

Birinci bölümde latislerde türevin tarihsel gelişimi ile ilgili tarihçe bölümü 

verilmiştir. 

İkinci bölümde, latisler üzerinde tanımlanmış olan türevle ilgili temel 

tanımlar verilmiştir.  

Üçüncü bölümde, yarı latislerden latislere tanımlı permuting n-türevler 

detaylı olarak incelendi. Permuting n- türev izoton ve permuting n-türev dağılmalı 

latis ilişkileri incelendi. Ve bununla ilgili sonuçlar verildi. 

ANAHTAR KELİMELER:Latis, Yarı Latis, Türev, İzoton, Permuting türev 
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ABSTRACT 
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MATHEMATİCS 

 

(SUPERVISOR:ASSİST. PROF.DR.ŞAHİN CERAN) 

 

DENİZLİ, JUNE 2019 

         This thesis, which deals with derivations on semi-lattices consist of three 

chapters. 

         In the first chapter, on the historical development of the derivation on lattices 

was given. 

         In the second chapter, the basic definitions and theorems related to derivation 

on the lattices were given. 

         In the third chapter, permuting n-derivations defined from semi-lattices to 

lattices were discussed in detail. Relationships between permuting n-derivation, 

isotone derivation and permuting n-derivation distributive lattice were analyzed. 

And some results were given. 
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1. GİRİŞ 

1.1 Tarihçe 

                Latis cebiri teorisi; başta kriptanaliz, ekonomi, bilgi edinimi ve erişim 

kontrolü gibi çeşitli dallarda karışımıza çıkmaktadır. Latis kavramı ilk olarak 1930’lu 

yıllarda G.Birkhoff tarafından, latislerde türev kavramı ise 1975’te G.Szasz tarafından 

verildi.  Bu çalışmaların ışığında Xin ve arkadaşları, latislerde türev kavramını 

geliştirdiler ve ilgili sonuçları tartıştılar. Daha sonra bir türevin modüler ve dağılmalı 

latislerde izoton olduğunu ve bununla ilgili denk koşulları tanıttılar. 

                Çeven ve Öztürk (2008) f-türevi sonrasında Çeven (2009) simetrik bi-türevi 

tanıttı. Sonrasında bu türev ile dağılmalı ve modüler latisleri karakterize ettiler. 

                Özbal ve Fırat (2010) latislerde simetrik bi f- türev kavramını tanıttılar. Bu 

türev üzerinde modüler ve dağılmalı latisleri karakterize ettiler. Sonrasında permuting 

tri-türevi tanıttılar ve bu türevi permuting tri-f-türeve uyguladılar.  

                 Aşçı, Ceran ve Keçilioğlu latisler üzerinde permuting tri- (f,g) türevi ve 

sonrasında Aşçı ve Ceran latislerde genelleştirilmiş (f-g) türev kavramını tanıttılar. Bu 

türevler ile modüler ve dağılmalı latis kavramını karakterize ettiler.   
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      2.     ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

Tanım 2.1: Boştan farklı  𝐿 kümesi üzerinde ∧ ve ∨ ikili işlemleri tanımlanmış olsun. 

Eğer (L,∧ ,∨);  ∀ 𝛼,𝛽,𝛾 ∈ 𝐿 için aşağıdaki koşulları sağlarsa bu durumda L’ye latis 

denir. 

(1) 𝛼 ∧  𝛼 = 𝛼 , 𝛼 ∨ 𝛼 = 𝛼, 

(2) 𝛼 ∧ 𝛽 = 𝛽 ∧  𝛼 , 𝛼 ∨ 𝛽 = 𝛽 ∨ 𝛼, 

(3) (𝛼 ∧ 𝛽) ∧ 𝛾 = 𝛼 ∧ (𝛽 ∧ 𝛾) , (𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝛾 = 𝛼 ∨ (𝛽 ∨ 𝛾), 

(4) (𝛼 ∧ 𝛽) ∨ 𝛼 = 𝛼 , (𝛼 ∨ 𝛽) ∧ 𝛼 = 𝛼. 

 

Tanım 2.2: Aşağıdaki özellik sağlanırsa 𝐿 latisine modüler latis denir. 

Eğer 𝛼 ≤  𝛾 ise 𝛼 ∨ (𝛽 ∧ 𝛾) = (𝛼 ∨ 𝛽) ∧ 𝛾. 

 

Tanım 2.3: L latisi , ∀  𝛼 ,  𝛽 ,  𝛾  ∈  𝐿  için aşağıdaki şartlardan birini sağlarsa 𝐿’ ye 

dağılmalı latis denir. 

𝛼 ∧ (𝛽 ∨  𝛾) = (𝛼 ∧ 𝛽) ∨ (𝛼 ∧ 𝛾), 

𝛼 ∨ (𝛽 ∧ 𝛾) = (𝛼 ∨ 𝛽) ∧ (𝛼 ∨ 𝛾). 

 

Tanım 2.4: 𝐿  bir latis olsun. n ≥  3   olmak üzere {1,2,3, ⋯ , 𝑛}  kümesinin bir 

permütasyonu {π(1), π(2), … , π(n)} olsun.  ∀ 𝛼1,𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈  𝑆 için; 

                                 𝐷(𝛼1,𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼𝜋(1), 𝛼𝜋(2), . . . , 𝛼𝜋(𝑛)) 

sağlanıyorsa 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 dönüşümüne permuting dönüşüm denir. 

 

Tanım 2.5: 𝐿 bir latis ve 𝐷: 𝐿 → 𝐿 bir fonksiyon olsun. Eğer ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için aşağıdaki 

koşul sağlanırsa 𝐷 ye 𝐿 üzerinde bir türev denir. 

                        𝐷(𝛼 ∧ 𝛽) = (𝐷(𝛼) ∧ 𝛽) ∨ (𝛼 ∧ 𝐷(𝛽)) 
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Tanım 2.6: 𝐿 bir latis ve 𝐷: 𝐿 × 𝐿 × … × 𝐿 → 𝐿 bir permuting dönüşüm olsun. Eğer 

1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛 ve ∀ 𝛼1, 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . 𝛼𝑖, 𝛼𝑖

′, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  ∈  𝐿  için aşağıdaki koşul sağlanırsa 

𝐷’ye 𝐿 üzerinde permuting n-türev denir. Açıkça, bu türev her bileşen için geçerlidir. 

 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝑎𝑖, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝛼1

′ ) ∨ 

                                                         (𝛼1 ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛). 

                                                 … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝛼𝑖

′) ∨ 

                                                        (𝛼𝑖 ∧  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛

′ )). 

                                                 … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ ) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝛼𝑛

′ ) ∨ 

                                                         (𝛼𝑛 ∧  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛
′ )). 

 

Tanım 2.7: 𝐿 bir latis ve 𝐷: 𝐿 × 𝐿 × … × 𝐿 → 𝐿 bir permuting dönüşüm olsun. Eğer 

1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛 ve ∀ 𝛼1, 𝛼1
′ ,𝛼2, . . . 𝛼𝑖, 𝛼𝑖

′, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  ∈  𝐿 için aşağıdaki koşulu sağlayacak 

şekilde 𝑓: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu varsa 𝐷 ye L üzerinde permuting 𝑛 − 𝑓-türev denir. 

Açıkça, bu türev her bileşen için geçerlidir. 

 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ∨                               

.                                                  (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛)).                      

                                                   … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑖

′)) ∨                       .                                                                                                                           

.                                                 (𝑓(𝛼𝑖) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛
′ )). 

                                                  … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ ) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑛

′ )) ∨                       .                                                                                                                           

.                                                 (𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛
′ )). 
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Tanım 2.8: 𝐿  bir latis ve 𝐷 :  𝐿 × 𝐿 × … × 𝐿 → 𝐿  ye permuting dönüşüm olsun. 

∀ 𝛼1, 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . 𝛼𝑖, 𝛼𝑖

′, . . . , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  ∈  𝐿  için aşağıdaki koşulu sağlayacak şekilde              

𝑓: 𝐿 → 𝐿 ve 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonları varsa 𝐷 ye 𝐿 üzerinde permuting 𝑛-(𝑓, 𝑔) türev 

denir. Açıkça, bu türev her bileşen için geçerlidir. 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ∨                                          

.                                                  (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛)). 

                                                    … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑖

′)) ∨                                 

                                                  (𝑓(𝛼𝑖) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛
′ )).                   

                                                    …                                        

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ ) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑛

′ )) ∨  

                                                  (𝑔(𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛)). 

Tanım 2.9: 𝐿  latisinin boştan farklı bir alt kümesi I olsun. Aşağıdaki özellikler 

sağlanırsa  I ‘ya L nin bir ideali denir. 

ⅈ) 𝛼 ≤ 𝛽, 𝛽 ∈ 𝐼 ⇒ 𝛼 ∈  𝐼, 

ⅈⅈ) 𝛼 , 𝛽 ∈ 𝐼 ⇒ 𝛼 ∨ 𝛽 ∈ 𝐼. 

 

Tanım 2.10: L bir latis olsun. ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için 𝐷(𝛼, 𝛽) = 𝐷(𝛽, 𝛼) var ise 𝐷: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 

dönüşümüne simetrik dönüşüm denir. 

Tanım 2.8: (𝐿,∧ ,∨) ve (𝑀,∧ ,∨) iki latis olsun. ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için; 

                                                 𝑓(𝛼 ∧ 𝛽) = 𝑓(𝛼) ∧ 𝑓(𝛽) 

                                                 𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) = 𝑓(𝛼) ∨ 𝑓(𝛽) 

şartları sağlanıyorsa; 𝑓: 𝐿 → 𝑀 dönüşümüne bir latis homomorfizmi denir.  

 

Tanım 2.9: (𝐿,∧ ,∨) bir latis olsun. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 olsun. 𝛼 ≤  𝛽 ile tanımlı olan ≤ bağıntısı    

ikili bağıntıdır ancak ve ancak  𝛼 ∧ 𝛽 = 𝛼 ve 𝛼 ∨ 𝛽 = 𝛽.          
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Tanım 2.10: Boştan farklı bir 𝑆  kümesi üzerinde ∧  ikili işlemi tanımlansın. Eğer 

(𝑆, ∧),  ∀ 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑆 için aşağıdaki şartları sağlarsa 𝑆’ye ∧ - yarı latis denir. 

1 -  𝛼 ∧ 𝛼 = 𝛼               

2 -  𝛼 ∧ 𝛽 = 𝛽 ∧ 𝛼              

3 -  (𝛼 ∧ 𝛽) ∧ = 𝛼 ∧ (𝛽 ∧ 𝛾) 

 

Tanım 2.11: Boştan farklı bir 𝑆  kümesi üzerinde ∨  ikili işlemi tanımlansın. Eğer         

(𝑆, ∨), ∀ 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑆 için aşağıdaki şartları sağlarsa 𝑆’ye ∨ - yarı latis denir. 

1 -  𝛼 ∨ 𝛼 = 𝛼               

2 -  𝛼 ∨ 𝛽 = 𝛽 ∨ 𝛼 

3 -  (𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝛾 = 𝛼 ∨ (𝛽 ∨ 𝛾) 

 

Tanım 2.13: 𝐷 permuting dönüşüm olduğunda ⅆ(𝛼)  = 𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼)  ile 

tanımlı ⅆ: 𝑆 → 𝐿 dönüşümüne 𝐷′ nin izi denir. 
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                                                   3.BÖLÜM 

 

3.YARI LATİSTEN LATİSE TANIMLI PERMUTİNG TÜREVLER 

 

 

3.1  Yarı Latisten Latise Tanımlı Permuting n-d Türev 

 

Tanım 3.1.1: 𝑆, ∧ −yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm 

olsun. ⅆ: 𝑆 → 𝐿, 𝐷′nin izi olmak üzere aşağıdaki eşitlik sağlanırsa 𝐷’ ye permuting 

n-d türev denir. 1 ≤ i ≤ 𝑛 ve ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑖, 𝛼𝑖

′, … , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  𝜖 𝑆 için; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )] ∨

                                                         [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛)  ∧  ⅆ(𝛼1
′ )]               

                                                    … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼𝑖

′)] ∨

                                                         [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛)  ∧  ⅆ(𝛼1)]               

                                                    … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ ) = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼𝑛

′ )] ∨

                                                         [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛)  ∧  ⅆ(𝛼𝑛)]               

 

 

Örnek 3.1.1:  𝑆  yarı latis, 𝐿  latis ve 𝐷 :  𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting dönüşüm 

olsun.  ⅆ: 𝑆 → 𝐿, 𝐷′ nin izi olsun ve ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )  sağlansın. 

∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için;  

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧  … ∧ ⅆ(𝛼𝑛) ]   

O halde; 𝐷 permuting n-türev olur. Gerçekten; 

      𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2. . . 𝛼𝑛)  = [ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) ] 

                                         =  [ ⅆ(𝛼1) ∧  ⅆ(𝛼1
′ )  ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) ]  
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                                         =  ([ ⅆ(𝛼1) ∧  ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) ] ∧ ⅆ(𝛼1
′ )) ∨ 

                                    ([ ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)]  ∧ ⅆ(𝛼1))  

          =   ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ]) ∨ ([ ⅆ(𝛼1)  ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ]) 

 

Örnek 3.1.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm olsun. 

𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere ⅆ: 𝑆 → 𝐿, 𝐷′nin izi olsun. ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için; 

       𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)  ∧ 𝑎  

olarak tanımlansın. O halde; 𝐷 permuting n-türev olur. 

 

Örnek 3.1.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm olsun. 

ⅆ: 𝑆 → 𝐿, 𝐷′nin izi olsun. ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛, 𝛼𝑛

′   için; 

       𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼2) ∨ . . .∨ ⅆ(𝛼𝑛) 

olarak tanımlansın. O halde; 𝐷 permuting n-türev değildir. Gerçekten; 

       𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ )  ∨ ⅆ(𝛼2) ∨  . . .∨ ⅆ(𝛼𝑛) olur. Diğer taraftan; 

     ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ]) ∨ ( [ ⅆ(𝛼1)  ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ]) 

    = ([ ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼2) ∨. . .∨ ⅆ(𝛼𝑛) ] ∧ ⅆ(𝛼1
′ )) ∨   

      ([ ⅆ(𝛼1
′ ) ∨ ⅆ(𝛼2) ∨ … ∨ ⅆ(𝛼𝑛) ] ∧ ⅆ(𝛼1)) olur. Yani; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≠ ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) ]) ∨ 

                                   ( [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)]) 

 

Önerme 3.1.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting n-türev olsun. 

O halde aşağıdakiler vardır:  ∀ 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

(i)𝐷(𝛼1, 𝛼2, . . , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) , 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼2)…𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼𝑛) 

(ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ , . . ., ∧ ⅆ(𝛼𝑛)  
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İspat: (i) 𝛼1 ∧ 𝛼1 = 𝛼1  olduğunu biliyoruz. 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                            = ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1) ]) ∨ ( [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)]) 

 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1) ] olur. Buradan; 

 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) olur. 

Benzer şekilde 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(𝛼2) ,…, 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(𝛼𝑛)  olduğu   

görülebilir. 

          

(ii)           𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼2) 

                              . . . 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼𝑛)  olduğunu biliyoruz.Bu nedenle; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧ . . . ∧  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . ..   ∧ ⅆ(𝛼𝑛) olur. 

 

Sonuç 3.1.1: 𝑆 yarı latis ve L latis olmak üzere , 0 𝜖 𝑆 ve 0 𝜖 𝐿 en küçük eleman olsun. 

𝐿  latis ve 𝐷 :  𝑆 × 𝑆 ×. .× 𝑆 → 𝐿  permuting n-türev olmak üzere; ⅆ(0) = 0  ise 

𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)= 0 dır. 

 

İspat: 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(0) = 0 olduğu açıktır.0 en küçük eleman olduğundan; 

0  ≤ 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  yazılabilir. 0  ≤ 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≤ 0  olup 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =0  

olur. 

 

Önerme 3.1.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting n-türev olsun. 

O halde aşağıdakiler vardır:  ∀ 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

(i) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛)  

(ii) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 
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 (ii) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(𝛼1)  ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) Önerme 3.1.1(i) den; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ve 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) 

Bu durumda; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) ])  

                                                                      ∨ ([ ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ]) 

                                                                      =  𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) 

          Böylece; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≤  𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) olur. 

 (ii)                              ⅆ(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 

                                    𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) ] ∨  

                                                 [ ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ] 

                                              ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup; 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

           

(iii)          ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ve 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [ ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ] ∨  

                                                 [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ] ≤ ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) olup; 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) olur. 

Tanım 3.1.2: 𝑆, ∨ − yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm 

olsun. Aşağıdaki  eşitlik  var  ise  𝐷’ye  joinitiv  dönüşüm denir. 1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛  ve   

          ∀ 𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼𝑖 , 𝛼𝑖

′, … , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  𝜖 𝑆 için;  



10 

 

  𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, . . . , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛)  

                                                          … 

  𝐷(𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑖 ∨ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖

′, … , 𝛼𝑛) 

                                                          … 

   𝐷(𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛 ∨ 𝛼𝑛
′ ) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛

′ ) 

 

Önerme 3.1.3: 𝑆, ∨ − yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 joinitiv permuting n-türevin izi olsun. 

Aşağıdaki eşitlikler vardır: ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛, 𝛼𝑛

′  𝜖 𝑆 için, 

(i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ . . .∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ , 𝛼1

′ ) ∨. . . 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼1, 𝛼1
′ ) ∨  ⅆ(𝛼1

′ ) 

(ii) ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ )  ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ,𝛼1 ∨ 𝛼1
′  ,…, 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

                                  = 𝐷(𝛼1, 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) 

                                  = [𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′  , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ )] ∨ 

                                     [𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1

′  , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ )] 

Böyle devam edilirse; 

        ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) 

                    ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1
′  , . . . , 𝛼1

′ )      

                           = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) olup 

         ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) olur. 

       (ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) 

             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) olduğunu biliyoruz. 

       ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) ∨ … ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) 

                                      =  ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) olup 

             ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) olur. 

Teorem 3.1.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting n-türevin izi olsun. L dağılmalı 

latis olsun. ∀ 𝛼1, 𝛼1
′  𝜖 𝑆 için; 
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                                         ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )   

 

 

İspat:     ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

                                 = [𝐷(𝛼1, 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ ⅆ(𝛼1
′ )] ∨ 

                                    [𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼1)]   

Böyle devam edilirse; 

     ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )] ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ ⅆ(𝛼1
′ )]   

              ∨. . .∨  [ ⅆ(𝛼1
′ ) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1)] ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ )] 

Önerme 3.1.1(i) den; 

                      𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) 

                      𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1
′ ) olduğunu biliyoruz. Bu durumda; 

                      𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) elde edilir.  

Böylece; ⅆ(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧  ⅆ(𝛼1
′ )  = 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ )  yazabiliriz. Benzer 

şekilde;           

                      𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1) 

                      𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) olduğunu biliyoruz. Her tarafın ∧ si alınırsa; 

                      𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) elde edilir. 

Böylece; ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) = 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) yazabiliriz. O halde; 

          ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = [ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨ … ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) olur. 

                 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) 

             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) eşitsizliklerinde her tarafın ∨ sı alınırsa; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨ … ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) olur. 

Sonuç olarak; ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )  elde edilir. 
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Önerme 3.1.4: 𝑆 yarı latisinin ve 𝐿 latisinin en büyük elemanı 1 olsun. 𝐷 permuting           

n-türevin izi ⅆ olmak üzere ⅆ(1) = 1 olsun. Aşağıdakiler vardır: 

(i) Eğer ⅆ(𝛼1)  ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1). 

(ii) Eğer  ⅆ(𝛼1) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛). 

 

İspat: (i) 1, 𝑆 ‘ nin en büyük elemanı olduğundan, 𝛼1 = 𝛼1 ∧ 1 yazabiliriz. 

             𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                          = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  ⅆ(1)] ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)] 

                1, 𝐿’ nin en büyük elemanı olduğundan, 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ ⅆ(𝛼1)  olup; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≥ ⅆ(𝛼1) olur. Diğer taraftan; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  ⅆ(𝛼1)  olduğundan; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) olur. 

 (ii) 1, 𝑆 ‘ nin en büyük elemanı olduğundan, 𝛼1 = 𝛼1 ∧ 1 yazabiliriz. 

                 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                            = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(1)] ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)      

                  1, 𝐿’ nin en büyük elemanı olduğundan, 

                  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∨ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup, 

                  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur.  

 

Önerme 3.1.5: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting n-türevin izi olsun. Verilen      

𝛼1
′ ≤ 𝛼1 için d izoton olmak üzere, 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1)  sağlanıyorsa 

𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1

′ ) dir. 

 

İspat: 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1)  olduğundan özel olarak 𝛼1 yerine 𝛼1
′  alınırsa; 

                                            𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1

′ ) olur. 
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Teorem 3.1.2: 𝑆, ∧ -yarı latis ve 𝐿 , latis olsun. ∧ −  yarı latisten latise tanımlı 

ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ )  şartını sağlayan permuting n-türev, joinitiv ise 𝐿 

dağılmalı latistir 

 

İspat: Örnek 3.1.1 den biliyoruz ki; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) olarak tanımlanırsa,  

𝐷 permuting n-türev olur.  

𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) ve  

𝐷, joinitiv olduğundan; 

            𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                                               = [ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)]  ∨ 

                                                         [ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)]  

           ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. . .∧ ⅆ(𝛼𝑛) = [ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . ..  ∧ ⅆ(𝛼𝑛)]  ∨ 

                                                                                   [ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)]  

ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . ..  ∧ ⅆ(𝛼𝑛) = [ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ )] ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. ..  ∧ ⅆ(𝛼𝑛) 

[ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ )] ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. ..  ∧ ⅆ(𝛼𝑛)] = [ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧. . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)] 

                                                                              ∨ [ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ ⅆ(𝛼2) ∧ . . .∧ ⅆ(𝛼𝑛)] olup 

𝐿, dağılmalı latis olur. 

Sonuç 3.1.2: 𝑆, ∨ -yarı latis ve 𝐿, latis olsun. Eğer, ∨ − yarı latisten latise tanımlı her 

permuting n-türev, joinitiv ve ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) ise 𝐿 latisi modülerdir. 

 

İspat: Teoremden 𝐿, dağılmalı latistir. Her dağılmalı latis modüler latis olduğundan 

ispat açıktır. 

 

Tanım 3.1.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿  latis olsun. 𝐷 permuting n-türev olmak üzere ; 

(i) 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  iken 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise, 𝐷’ye izoton türev denir . 

(ii) Eğer 𝐷, 1-1 ise 𝐷’ye monomorfik permuting n-türev denir. 
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(iii) Eğer 𝐷, örten ise 𝐷’ye epic permuting n-türev denir. 

 

Önerme 3.1.6: 𝑆, ∨ -yarı latis ve 𝐿, latis olsun. 𝐷, ∨ − yarı latisten latise tanımlı 

izoton permuting n-türev olmak üzere ; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1),     

𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =ⅆ(𝛼1

′ ) ve ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ )  verilsin. O halde;  

𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) dir. 

 

İspat: İspatı açıktır. 

 

 

Önerme 3.1.7: 𝑆, ∨ -yarı latis ve 𝐿, latis olsun. 𝐷, ∨ − yarı latisten latise tanımlı 

permuting  n-türev olmak üzere ; 

𝐷 izotondur.⇔ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

 

 

İspat: ⇒) 𝐷 izoton olsun.    𝛼1 ≤ 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ,  𝛼1

′ ≤ 𝛼1 ∨ 𝛼1
′  olduğundan; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)              

                𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) Böylece; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

          ⇐) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 

              𝛼1 ≤ 𝛼1
′  olsun. 𝛼1

′ = 𝛼1 ∨ 𝛼1
′  yazılabilir.  

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                           ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                            = 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup  

              𝛼1 ≤ 𝛼1
′  iken 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olduğundan 

                𝐷 izoton olur. 
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Önerme 3.1.8: 𝑆 yarı latis, 𝐿  latis olsun. 𝐷 permuting n-türev olmak üzere; 

𝐷 izotondur.⇔ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

 

İspat: ⇒)  𝛼1
′ ∧ 𝛼1 ≤ 𝛼1 ve 𝛼1

′ ∧ 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  ve 𝐷 izoton olduğundan; 

                𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                                   ≤  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ⇒ (i) 

Önerme 3.1.1(i) den  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) ve 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) dir. 

                                             𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1) 

                                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) 

Böylece ;  

                              𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)] 

                                                                                        ∧ [ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )] 

𝐿  latis olduğundan;  [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)]  ∧ [ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1

′ )] 

                              =  [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ )]  ∧ [ ⅆ(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)] 

                              ≤ [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1
′ )]  ∨ [ ⅆ(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)] 

                              = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ⇒ (ii)  

(i) ve (ii) den  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

                 ⇐)  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 

                        𝛼1 ≤ 𝛼1
′  olsun.  𝛼1

′ ∧ 𝛼1 = 𝛼1 olduğundan; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                      𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup 𝐷, izoton olur.  
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Önerme 3.1.9: 𝑆 yarı latisinin ve 𝐿 latisinin en büyük elemanı 1 olsun. 𝐷 permuting 

n-türevin izi ⅆ olmak üzere ⅆ(1) = 1 olsun. Eğer 𝐷, izoton ise; 

                      𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛). 

 

İspat: 𝐷 izoton permuting n-türev olsun.  

           𝛼1 ≤ 1, 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                         𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ⅆ(𝛼1) 

                         𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)  ⇒  (i) 

Ayrıca; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(1 ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                                        = [𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)] ∨ [𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(1)] 

1 en büyük eleman olduğundan; 

                         𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                         𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ ⅆ(𝛼1)  ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ⇒  (ii) 

(i) ve (ii) den 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = ⅆ(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛). 

    

      3.2   Yarı Latisten Latise Tanımlı Permuting 𝒏 − 𝒇 Türev 

 

Tanım 3.2.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 … 𝑥 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm 

olsun. 𝑓: 𝑆 → 𝐿 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝐷’ye 

permuting 𝑛 − 𝑓 türev denir. 1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛 ve ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑖 , 𝛼𝑖

′, … , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  𝜖 𝑆 için; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ] ∨

                                                          [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ] 

                                                      … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛)  = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑖

′) ] ∨

                                                           [ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑖
′)] 

                                                      … 
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𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ )  = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑛

′ ) ] ∨

                                                           [ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛
′ )] 

 

Örnek 3.2.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 dönüşümü aşağıdaki gibi                                 

∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛, 𝛼𝑛

′  𝜖 𝑆 için; 𝑓: 𝑆 → 𝐿 fonksiyonu,                                                    

𝑓(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ . ..  ∧ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . ..  ∧ 𝑓(𝛼𝑛) özelliğini sağlayan fonksiyon 

ve  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . ..  ∧ 𝑓(𝛼𝑛)  olarak tanımlansın. 

O halde; 𝐷 permuting 𝑛 − 𝑓  türev olur. Gerçekten; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛)  = [ 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ] 

                                      =  [ 𝑓(𝛼1) ∧  𝑓(𝛼1
′ )  ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ]  

                                      =  ([ 𝑓(𝛼1) ∧  𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ] ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∨ 

                                ([ 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛)]  ∧ 𝑓(𝛼1))  

                             =  ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ]) ∨  

                                     ([ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ]) 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ] ∨ [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼𝑛) ] 

olup; 𝐷 permuting 𝑛 − 𝑓 türev olur. 

 

 

Örnek 3.2.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 dönüşüm olsun.  

𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere; 𝑓: 𝑆 → 𝐿 fonksiyonu ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için 𝑓(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ∧ 𝑓(𝑏) 

özelliğindeli bir fonksiyon olmak üzere; ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

       𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑛) = [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ] ∧ 𝑎  

olarak tanımlansın. O halde; 𝐷 permuting 𝑛 − 𝑓 türev olur. 

 

Örnek 3.2.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 dönüşüm olsun. 

∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için; 
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𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼2) ∨ . . .∨ 𝑓(𝛼𝑛) 

olarak tanımlansın. 𝐷 permuting 𝑛 − 𝑓 türev değildir. Gerçekten; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ )  ∨ 𝑓(𝛼2) ∨. . .∨ 𝑓(𝛼𝑛) olur. Diğer taraftan; 

([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ]) ∨ ( [ 𝑓(𝛼1)  ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ]) 

                            = ([ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼2) ∨. . .∨ 𝑓(𝛼𝑛) ] ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∨   

                          ([ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼2) ∨. . .∨ 𝑓(𝛼𝑛) ] ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) olur. Yani; 

           𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛)  ≠ ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ]) ∨  

                                            ( [𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)])   

olduğundan D bir permuting 𝑓- türev değildir. 

 

Önerme 3.2.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting 𝑛 − 𝑓 

türevin izi olsun. O halde aşağıdakiler vardır:  ∀ 𝛼, 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

i)𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓 (𝛼1), 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼2). . . 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼𝑛) 

ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ , . . ., ∧ 𝑓(𝛼𝑛), 

iii) ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼). 

 

İspat: (i) 𝛼1 ∧ 𝛼1 = 𝛼1  olduğunu biliyoruz. 

           𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                                      = ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)]) ∨ 

                               ( [𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)]) 

            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) ] olur buradan; 

            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) olur. 

Benzer şekilde 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼2) ,…, 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼𝑛) olduğu 

görülebilir. 

         (ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) 
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               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼2) 

                               . . . 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼𝑛)  olduğunu biliyoruz. O halde; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧ . . . ∧  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ , . . ., ∧ 𝑓(𝛼𝑛) 

olur. 

           (iii) 𝛼 = 𝛼 ∧ 𝛼 olduğunu biliyoruz. 

                 ⅆ(𝛼) = 𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼) = 𝐷(𝛼 ∧ 𝛼, 𝛼, … , 𝛼)     

                                                     = (𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼) ∧ 𝑓(𝛼)) ∨ (𝑓(𝛼) ∧ 𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼)) 

                                                    = (𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼) ∧ 𝑓(𝛼)) = ⅆ(𝛼) ∧ 𝑓(𝛼) olup; 

ⅆ(𝛼) = ⅆ(𝛼) ∧ 𝑓(𝛼) olur. O halde; ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) dir. 

 

Sonuç 3.2.1: 𝑆 yarı latis ve 𝐿 latis olsun. 0 ∈ 𝑆 ve 0, L’ nin en küçük elemanı olsun. 

𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 − 𝑓 türev olmak üzere; 𝑓(0) = 0 ise 

𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 0 dır. 

 

İspat: 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(0 ∧ 0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

                                    = (𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(0)) ∨ (𝑓(0) ∧ 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                    = 0 ∨ 0 = 0 olup 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)=0  olur. 

Sonuç 3.2.2: 𝑆 yarı latis, 1 𝜖 𝑆 en büyük eleman olsun. 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 →

𝐿 permuting 𝑛 − 𝑓 türev olmak üzere; ⅆ(1) = 1 ise 𝐷(1, 𝛼2, . . . 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓 (𝛼𝑖) 

dir. ( ⅈ = 2,3,…,n ) 

 

İspat: İspatı açıktır. 

 

Önerme 3.2.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting n-𝑓 türev 

olsun. O halde aşağıdakiler vardır:  ∀ 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

(i) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛)  
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(ii) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

(iii) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ≤  𝑓(𝛼1)  ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) Önerme 3.2.1(i) den; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ve 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) yazabiliriz. Böylece; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(𝛼1

′ ) 

 Bu durumda; 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ]) ∨ 

                                                               ([ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ])  

                                                                       =  𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) elde edilir. 

          Böylece; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) olur. 

 (ii)                            𝑓(𝛼1) ∧  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(𝛼1
′ ) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ] ∨  

                                                   [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ] 

                                              ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup; 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

 (iii)          𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(𝛼1
′ ) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , … , 𝛼𝑛) = [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ] ∨  

                                                       [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ] 

                                              ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ ) olup; 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) olur. 
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Önerme 3.2.3: 𝑆, ∨ − yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 joinitiv permuting n-𝑓 türevin izi 

olsun. Aşağıdaki eşitlikler vardır: ∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛𝜖 𝑆 için, 

(i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ , 𝛼1

′ ) 

                                                 ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1, 𝛼1
′ )  ∨  ⅆ(𝛼1

′ ) 

(ii) ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ )  ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ,𝛼1 ∨ 𝛼1
′  ,…, 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

                                 = 𝐷(𝛼1, 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) 

                                  = [𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′  , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ )] ∨ 

                                      [𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1

′  , . . . , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ )] 

Böyle devam edilirse; 

        ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) 

                    ∨, . . . ,∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1
′  , . . . , 𝛼1

′ )      

                           = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1

′ ) ∨, . . . ,∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) olup 

        ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) ∨, . . . ,∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) olur. 

 

       (ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) 

             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) olduğunu biliyoruz. 

          ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) ∨, … ,∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) 

                                   =  ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) olup 

             ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) olur. 

 

Teorem 3.2.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 − 𝑓 türevin izi olsun. 

∀ 𝛼1, 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için; 

𝑓(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ve L dağılmalı latis olsun. 

Bu durumda;   ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (ⅆ(𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ )  

                                               ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 , . . ., 𝛼1) ∨ (ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) dir. 
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İspat:     ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , . . . , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

                                = [𝐷(𝛼1, 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )] ∨ 

                                   [𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ )]  

                                = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] ∨ 

                                   [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )] ∨ 

                                   [ 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)] ∨ 

                                   [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1

′ , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ )] 

 

 

Böyle devam edilirse; 

             

             ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] ∨  

                                        [ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )] ∨. . .∨ 

                                      [ 𝑓(𝛼1
′ ) ∧  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1)] ∨  

                                         [𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1

′ , . . . , 𝛼1
′ ) ∧  𝑓(𝛼1)]  elde edilir. 

 

           Önerme 3.2.1(i) den  

                       𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1) 

                       𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1
′ ) olduğunu biliyoruz. Buradan; 

                                𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) elde edilir.  

Böylece; 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) yazabiliriz. Benzer 

şekilde; 

                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, . . . , 𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1) 

                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) olduğunu biliyoruz. Buradan; 

                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) elde edilir. 
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O halde; 𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) = 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) yazabiliriz. O halde; 

ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = [ⅆ(𝛼1

′ ) ∧  𝑓(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 

                                                                                 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] 

 

Sonuç 3.2.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi ⅆ olmak üzere 

aşağıdakiler vardır: 

(ⅈ) 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

(ii) ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ve ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

(iii) ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) 

                                         ≤ [ⅆ(𝛼1
′ ) ∧  𝑓(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 

                                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] 

                                           = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ )  

               

                  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ )  ∨. . .∨  𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, … , 𝛼1)          

                                          ≤ [ⅆ(𝛼1
′ ) ∧  𝑓(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 

                                             𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] 

                                           = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

O halde; 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) dir. 

            (ii) ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ [ⅆ(𝛼1

′ ) ∧  𝑓(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 

                                              𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] 

                                           ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ )  

                  ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ [ⅆ(𝛼1

′ ) ∧  𝑓(𝛼1)] ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 

                                              𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ [ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )] 

                                          ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 
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𝑆onuç olarak;  ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

                        ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) olur. 

           (iii) ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

                 ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) Böylece, 

(ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∧ (ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

(ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∧ (ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

ⅆ(𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1) ve ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) olduğunu biliyoruz. O halde; 

ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) olur. 

 

Sonuç 3.2.4: 𝑆 yarı latis ve 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman olsun. 𝐿 dağılmalı latis olmak 

üzere; ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi olsun. Aşağıdakiler vardır: 

(i) Eğer 𝑓(𝛼) ≥ ⅆ(1) ise ⅆ(𝛼) ≥ ⅆ(1). 

(ii) Eğer 𝑓(𝛼) ≤ ⅆ(1) ise ⅆ(𝛼) = 𝑓(𝛼). 

(iii) Eğer 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  , 𝑓 artan fonksiyon ve ⅆ(𝛼1

′ ) = 𝑓(𝛼1
′ ) ise ⅆ(𝛼1) = 𝑓(𝛼1). 

 

İspat: (i) 𝑓(𝛼) ≥ ⅆ(1) olsun. 

          ⅆ(1) = 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(1) ≤ ⅆ(𝛼 ∧ 1) = ⅆ(𝛼) 

           (ii) 𝑓(𝛼) ≤ ⅆ(1) olsun. 

                𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(1) ≤ ⅆ(𝛼 ∧ 1)= ⅆ(𝛼) ⇒ 𝑓(𝛼) ≤ ⅆ(𝛼) 

                ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) olduğunu biliyoruz.  

O halde; ⅆ(𝛼) = 𝑓(𝛼) 

            (iii) 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  ve ⅆ(𝛼1

′ ) = 𝑓(𝛼1
′ ) olsun. 

                   ⅆ(𝛼1) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (ⅆ(𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ )  

                                          ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 , . . ., 𝛼1) ∨ (ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) 

           𝑓 artan fonksiyon olduğundan; ⅆ(𝛼𝑙) ≤ 𝑓(𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1

′ )  olup, 

                   ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1) = 𝑓(𝛼1) 
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                   ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) =  ⅆ(𝛼1) eşitliklerini yerlerine yazarsak; 

                     ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1 , . . ., 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1) 

                                      = 𝑓(𝛼1) olur. 

Sonuç olarak; ⅆ(𝛼1) = 𝑓(𝛼1). 

 

Sonuç 3.2.5: 𝑆 yarı latis ve 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman olsun. 𝐿 latis olmak üzere; ⅆ, 𝐷 

permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi olsun. 𝑓(1) = 1 için aşağıdakiler vardır: 

(i) Eğer 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) 

(ii) Eğer 𝑓(𝛼1) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

 

İspat: (i) 𝛼1 = 𝛼1 ∧ 1 yazabiliriz. 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                          = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(1)) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                     = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝑓(𝛼1) olur. 

O halde; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥  𝑓(𝛼1). Diğer taraftan; 

               𝑓(𝛼1) ≥ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olduğunu biliyoruz. 

          Sonuç olarak; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) 

(ii)  𝛼1 = 𝛼1 ∧ 1 yazabiliriz. 

                  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                             = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(1)) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                             = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

 

Önerme 3.2.4: 𝑆 yarı latis ve 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman olsun. 𝐿 latis olmak üzere; 𝐷 

permuting 𝑛 −  𝑓 türev olsun. 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) =  𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) için, eğer 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise ; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) dir. 
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İspat: 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olduğundan; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                    = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                   = (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                   = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

Sonuç olarak; 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛). 

 

Önerme 3.2.5: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türev olsun. Ayrıca 𝑓 artan 

fonksiyon olsun. Eğer 𝛼1
′ ≤ 𝛼1 ve 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ise ;          

𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1

′  ) dir. 

 

İspat: 𝛼1
′ ≤ 𝛼1 olduğundan; 𝛼1

′ = 𝛼1 ∧ 𝛼1
′  yazabiliriz. 

         𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′  , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                         =  (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′  )) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′  , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ve 𝑓 artan fonksiyonu için, 

                               𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′  , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1

′  , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′  ) = 𝑓(𝛼1

′  ) olup; 

 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1

′  ) olur. 

 

Teorem 3.2.2: 𝑆 yarı latis ve 𝐿 latis olsun. Eğer 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türevi için 

𝑓 fonksiyonu  𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ )=𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) eşitliğini sağlıyorsa 𝐿 latisi dağılmalı 

latistir. 

 

İspat: Örnek 1 den biliyoruz ki ;  

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) tanımlandığında 𝐷, permuting 𝑛 −  𝑓 

türev olur.  
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                            𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) 

                                                                   = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ )) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛)  

Diğer taraftan 𝐷 joinitiv olduğundan;  

𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                              = (𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧, . . . ,∧ 𝑓(𝛼𝑛)) ∨ (𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧, . . . ,∧ 𝑓(𝛼𝑛)) 

Buradan; (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ )) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧, . . . ,∧ 𝑓(𝛼𝑛) = (𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧, . . . ,∧ 𝑓(𝛼𝑛))∨ 

                                                                                            (𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧, . . . ,∧ 𝑓(𝛼𝑛))   

olup, 𝐿 latisi dağılmalı latis olur. 

 

Sonuç 3.2.6: 𝑆 yarı latis ve 𝐿 latis olsun. Eğer her 𝐷, permuting 𝑛 −  𝑓 türev joinitiv 

oluyorsa, 𝐿 modüler latis olur. 

İspat: Her dağılmalı latisin modüler latis olduğunu biliyoruz. O halde bir önceki 

teoremin ispatından açıktır. 

 

Tanım 3.2.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis olsun.𝐷, permuting 𝑛 −  𝑓 türev olmak üzere; 

(ⅈ) 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  iken 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  oluyorsa 𝐷’ye izoton 

permuting 𝑛 −  𝑓 türev denir. 

(ii) Eğer 𝐷, 1:1 ise 𝐷’ye monomorfik permuting 𝑛 −  𝑓 türev denir. 

(iii) Eğer 𝐷, örten ise 𝐷’ye epik permuting 𝑛 −  𝑓 türev denir. 

 

Önerme 3.2.6: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis olsun. 𝐷 izoton permuting 𝑛 −  𝑓 türev olmak 

üzere; 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ve 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1)                                                                                                         

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1
′ ) olsun. O 

halde; 

                                 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ). 

 

İspat: İspatı açıktır. 
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Önerme 3.2.7: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis olsun. 𝐷, permuting 𝑛 −  𝑓 türev olmak üzere, 

aşağıdakiler vardır. ∀𝛼1, 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝑆 için; 

(i) Eğer 𝐷 izoton dönüşüm ise;  

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ (𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) 

(ii) 𝐷 izotondur. ⇔ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

 

İspat: (i) 𝛼1 ≤ 𝛼1 
′ ∨ 𝛼1 olduğundan; 𝛼1 = (𝛼1 

′ ∨ 𝛼1) ∧ 𝛼1 yazabiliriz. 

                           𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷((𝛼1 
′ ∨  𝛼1)  ∧  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türev olduğundan; 

               𝐷((𝛼1 
′ ∨ 𝛼1)  ∧  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1 

′ ∨ 𝛼1)) ∨ 

                                                                    (𝑓(𝛼1)  ∧  𝐷((𝛼1 
′ ∨  𝛼1) , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

𝐷 izoton olduğundan; 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷((𝛼1 
′ ∨  𝛼1) , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1 

′ ∨  𝛼1) 

O halde;  𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ (𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) 

olur. 

          (ii) 𝐷 izoton permuting 𝑛 −  𝑓 türev olsun. 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷((𝛼1 
′ ∨ 𝛼1) , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷((𝛼1 

′ ∨ 𝛼1) , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) her iki tarafın ∨ sı alınırsa; 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 

′ ∨ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

          Tersine; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 

′ ∨ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olsun. 

Kabul edelim ki; 𝛼1 ≤ 𝛼1 
′ olsun. O halde;  𝛼1 

′ = 𝛼1 ∨ 𝛼1 
′  yazabiliriz. 

                            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                                        ≤ 𝐷(𝛼1 
′ ∨ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                                        = 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup, 

                             𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) yazılır.  
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Sonuç olarak 𝐷 izotondur. 

 

Önerme 3.2.8: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷, permuting 𝑛 −  𝑓 türev olmak üzere; 

aşağıdakiler vardır: 

(ⅈ) 𝐷 izotondur. ⇔ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

(ii) 𝐷 izoton dönüşüm ve 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) olsun. Eğer; f fonksiyonu 

𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) şartını sağlar ise; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1 
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 

′ ∨ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) dir. 

 

İspat: (i) 𝐷 izoton olsun. 𝛼1
′ ∧ 𝛼1 ≤ 𝛼1

′  ve 𝛼1
′ ∧ 𝛼1 ≤ 𝛼1 olduğundan; 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

          𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ⇒  (1) 

Önerme 3.2.1 (i) den; 

                           𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ve 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) yazabiliriz. 

                            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) 

                            𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) 

Böylelikle; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∧ 

                                                                                  (𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) 

𝐿 latis olduğundan;  

             𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                         = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∧ (𝑓(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                         ≤ (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧

𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                          = 𝐷(𝛼1 
′ ∧ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup, 

            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ⇒ (2) 
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Sonuç olarak; (1) ve (2) den; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

Tersine; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 

                                        𝛼1 ≤ 𝛼1
′  olsun. 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 
′ ∧ 𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                          = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup, 

               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

O halde;  𝐷 izoton olur. 

(ii) 𝐷 izoton dönüşüm olsun. Önerme 3.2.7 den ve 𝐿 modüler olduğundan; 

                 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ (𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) 

                                           = (𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨  𝑓(𝛼1

′ )) ∧ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve  

𝛼1
′ ≤ 𝛼1 ∨ 𝛼1

′  ve D izoton ⇒ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

                  𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) olduğunu kullanırsak; 

                   𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1

′ ) ∧ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) elde ederiz. 

Hipotezden; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) olduğunu biliyoruz. 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  = 𝑓(𝛼1) ∨ (𝑓(𝛼1

′ ) ∧ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

𝐿 modüler olduğundan; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ )) ∧ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)                              

                                                                   = 𝑓(𝛼1 ∨  𝛼1
′ ) ∧ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)                     

                                                            = 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olup, 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  =  𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

 

Önerme 3.2.10: 𝑆 yarı latis, 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman olsun. 𝐿 latis olmak üzere, 𝐷 

izoton permuting 𝑛 −  𝑓 türev ise; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧  𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) dir. 
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İspat: 𝐷 izoton permuting 𝑛 −  𝑓 türev olsun.  

                          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ∧  𝑓(𝛼1) 

Önerme 3.2.7’de ; 𝛼1
′  = 1 olarak düşünülürse, 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ (𝐷(𝛼1 ∨ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) 

                               𝐷(𝛼1 ∨ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

Böylelikle; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∨ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) 

 

Önerme 3.2.12: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türev olsun. ⅆ artan 

fonksiyon, 𝑓 azalan fonksiyon ve 𝐷 izoton olsun. L dağılmalı ise;  

                                          ⅆ2(𝛼) = ⅆ(𝑓(𝛼)) 

 

 

İspat: ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) olduğunu biliyoruz. 

               ⅆ2(𝛼) = ⅆ(ⅆ(𝛼)) = ⅆ(𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) 

                                            = 𝐷(𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼),…, 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) 

𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türev olduğundan; 

   ⅆ2(𝛼) = ( 𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼),…, 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) ∨ 

                 ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), … , 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ) 

              = ( 𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ,…, 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), … , 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) )  

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ,𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), … , 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ,𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), … , 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧  𝐷(ⅆ(𝛼), ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼), … , 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(𝛼)) )       

Böyle devam edilirse; 
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    ⅆ2(𝛼) = ( 𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ,…, 𝑓(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

    ∨ … ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) ,𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ∧ 𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

               ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), ⅆ(𝛼) ,ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)) ) 

Gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

  ⅆ2(𝛼) = ( 𝑓(ⅆ(𝛼)) ∧ ⅆ(𝑓(𝛼)) ) ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ 𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)) ∧  𝑓(ⅆ(𝛼)) ) 

     ∨ … ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼) ∧ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ∧ 𝑓 (ⅆ(𝛼)) ) ∨ ( 𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ ⅆ(ⅆ(𝛼)) ) 

ⅆ artan ve 𝑓 azalan olduğundan; 

                             ⅆ2(𝛼) = ⅆ(ⅆ(𝛼)) ≤ ⅆ(𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(ⅆ(𝛼)) 

O halde; 𝑓(ⅆ(𝛼)) ∧ ⅆ(𝑓(𝛼)) = ⅆ(𝑓(𝛼)  ve  𝑓(𝑓(𝛼)) ∧ ⅆ(ⅆ(𝛼)) = ⅆ(ⅆ(𝛼))  

Önerme 3.2.1 (i) den biliyoruz ki;  

               𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)), … , 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(𝑓(𝛼)) 

               𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)), … , 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(ⅆ(𝛼))   

            ⅆ2(𝛼) = ⅆ(𝑓(𝛼)) ∨ 𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)) 

               ∨ … ∨ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ∨ ⅆ(ⅆ(𝛼)) olur. 

𝐷 izoton ve ⅆ(ⅆ(𝛼)) ≤ ⅆ(𝑓(𝛼)) olduğunu biliyoruz. 

         𝐷(𝑓(𝛼), ⅆ(𝛼), … , ⅆ(𝛼)) ∨ … ∨ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) 

     ≤  𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ,…, 𝑓(𝛼)) ∨ … ∨ 𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ,…, 𝑓(𝛼)) ≤ ⅆ(𝑓(𝛼)) 

Buradan; ⅆ(ⅆ(𝛼)) ≤ ⅆ(𝑓(𝛼)) 

Sonuç olarak; ⅆ2(𝛼) = ⅆ(𝑓(𝛼)). 

Önerme 3.2.13: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi olsun. Eğer 

𝑓, örten azalan fonksiyon olmak üzere, ∀𝛼 ∈ 𝑆 için; 

                             𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , , , 𝑓(𝛼)) ≥ ⅆ(𝑓(𝛼))  dir. 

       Ayrıca; 𝑆 yarı latis ve 0 ∈ 𝐿 en küçük eleman ve 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) = 0 

ise ⅆ = 0 dır. 
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İspat: 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türev olduğundan ve Önerme 3.2.1 (i) ve (ii) den ; 

                   𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) = 𝐷(ⅆ(𝛼) ∧ 𝑓(𝛼) , 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) 

    = ( 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ∧  𝑓(𝑓(𝛼)) ) ∨ ( 𝑓(ⅆ(𝛼)) ∧ 𝐷(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) ,…, 𝑓(𝛼)) ) 

𝑓 azalan fonksiyon olduğundan; 

                    ⅆ(𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(𝑓(𝛼)) ≤ 𝑓(ⅆ(𝛼)) yazabiliriz. 

           𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) = 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ∨ ⅆ(𝑓(𝛼))  

Sonuç olarak; 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) ≥ ⅆ(𝑓(𝛼))  

        Ayrıca; 𝑆 yarı latisi için 0 ∈ 𝑆 en küçük eleman ve 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) = 0 

olsun. 𝛼 ∈ 𝑆 için; 

  0 ≤ ⅆ(𝑓(𝛼)) ≤ 𝐷(ⅆ(𝛼), 𝑓(𝛼) , … , 𝑓(𝛼)) = 0 olup; ∀𝛼 ∈ 𝑆 için ⅆ = 0 elde edilir. 

Uyarı: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi olsun. ∀ 𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝑆 

için; 

                                 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) 

                                 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) 

şartları sağlansın. 

     Bir 𝐹ⅈ𝑥𝑑(𝐿) = { 𝛼 ∈ 𝑆 | ⅆ(𝛼) = 𝑓(𝛼) } tanımlayalım. Bu kümenin down-closed 

küme olduğunu görebiliriz: 

                                  𝛼1 ≤ 𝛼1
′  , 𝛼1

′ ∈ 𝐹ⅈ𝑥𝑑(𝐿) 

                                   𝛼1 ∈ 𝐹ⅈ𝑥𝑑(𝐿) 

Aslında, 𝐹ⅈ𝛼𝑑(𝐿) kümesi ideal şartının (i) şartını sağlar. İdeal şartının (ii) şartı için; 

𝐷 joinitiv dönüşüm ve 𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝐹ⅈ𝛼𝑑(𝐿) olsun. Önerme 3.2.4 den biliyoruz ki; 

                 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′  ) 

                                          𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′  ) 

                                          ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ≤ 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

O halde; 𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) olup 𝛼1 ∨ 𝛼1
′  ∈ 𝐹ⅈ𝛼𝑑(𝐿) olur. 

Sonuç olarak; 𝐹ⅈ𝛼𝑑(𝐿) ideal şartlarını sağlar. 
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Sonuç 3.2.7: 𝐹(𝑆, 𝐿) kümesi, 𝑓: 𝑆 → 𝐿 tanımlı fonksiyonların tümünün kümesi 

olsun. ∀𝛼 ∈ 𝑆 için 𝑓1 ≤ 𝑓2 ⇔ 𝑓1(𝛼) ≤ 𝑓2(𝛼)  tanımlayalım. O halde; ′′ ≤ ′′ ikili 

işlemi ile (𝐹(𝑆, 𝐿), ≤ ) bir poset olur.  

          Ayrıca; 𝑓1 ∧ 𝑓2 , 𝑓1 ∨ 𝑓2 : 𝑆 → 𝐿  fonksiyonları sırasıyla; 

                       ( 𝑓1 ∧ 𝑓2 ) (𝛼) =  𝑓1(𝛼) ∧ 𝑓2 (𝛼) 

                       ( 𝑓1 ∨ 𝑓2 ) (𝛼) =  𝑓1(𝛼) ∨ 𝑓2 (𝛼) tanımlanır. 

 

Sonuç 3.2.8:  𝑓1 ∧ 𝑓2; 𝑓1 ve 𝑓2 fonksiyonlarının e.b.o.b. u  ve  𝑓1 ∨ 𝑓2 ; 𝑓1 ve 𝑓2 

fonksiyonlarının e.k.o.k. u olarak tanımlanır. ( 𝐹(𝑆, 𝐿), ∧ , ∨ ) latis olur. 

 

Önerme 3.2.14: Eğer 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma ise 𝑓 fonksiyonu 𝑓 türevdir. 

 

İspat:      𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )  

                                  = (𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∨ (𝑓(𝛼1

′ )) ∧  𝑓(𝛼1)) olup 𝑓 türev olur. 

 

Sonuç 3.2.9: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 : 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 ⋯ 𝑥 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 −  𝑓 

türevin izi olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(i) ⅆ monoton artandır. 

(ii) ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) ⇒ (ii) ⅆ monoton artan olsun. 

           ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ve ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1
′ ) olduğundan; 

           ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) elde edilir. 

Diğer taraftan sonuç 3.2.3 (iii) den ve  ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤  ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) olduğundan; 

           ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) olur. 

  (ii) ⇒ (i)  ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) olsun. 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  için;  

                                        𝛼1 ∧ 𝛼1
′ = 𝛼1

′  
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                          ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ⇒ ⅆ(𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1

′ ) olup; ⅆ monoton olur. 

 

Sonuç 3.2.10: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 : 𝑆 𝛼 𝑆 𝛼 ⋯ 𝛼 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 −  𝑓 

türevin izi olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(i) ⅆ monotondur. 

(ii) 𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ve ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) ⇒ (ii) ⅆ monoton olsun. 

           ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (ⅆ(𝛼1

′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) 

                      ∨. . .∨ ( 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ (ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) olduğundan 

             𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) dir. Ayrıca; 

             ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) olduğundan  

             𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) elde edilir. 

Benzer olarak; ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) olduğu görülür. 

(ii) ⇒ (i)  

            𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ve 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  

                          ⅆ(𝛼1) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ(𝛼1

′ ) ≤ ⅆ(𝛼1
′ ) olup 

ⅆ monoton olur. 

Önerme 3.2.15: 𝑆 yarı latis, 𝐿 dağılmalı latis ve ⅆ1, 𝐷1 : 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 ⋯ 𝑥 𝑆 → 𝐿 

permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi ve ⅆ2, 𝐷2 : 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 ⋯ 𝑥 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 −  𝑓 türevin 

izi olsun.  

                     Eğer ⅆ1 ve ⅆ2 monoton ise ⅆ1 ∧ ⅆ2 monotondur. 

 

İspat: (ⅆ1 ∧ ⅆ2)(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ1(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ ⅆ2(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

                                         = (𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ1(𝛼1
′ )) ∧ (𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ2(𝛼1

′ )) 

                                         = 𝑓(𝛼1) ∧ (ⅆ1 ∧ ⅆ2)( 𝛼1
′ ) 

Sonuç olarak; ⅆ1 ∧ ⅆ2 monoton olur. 



36 

 

 

Önerme 3.2.16: 𝑆 yarı latis, 𝐿 dağılmalı latis ve ⅆ1, 𝐷1 : 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 ⋯ 𝑥 𝑆 → 𝐿 

permuting 𝑛 −  𝑓 türevin izi ve ⅆ2, 𝐷2 : 𝑆 𝛼 𝑆 𝛼 ⋯ 𝛼 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 −  𝑓 

türevin izi olsun.  

                    Eğer ⅆ1 ve ⅆ2 monoton ise ⅆ1 ∨ ⅆ2 monotondur. 

 

İspat: (ⅆ1 ∨ ⅆ2) (𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ1(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∨ ⅆ2(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

                                          = (𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ1(𝛼1
′ )) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧ ⅆ2(𝛼1

′ )) 

                                          = 𝑓(𝛼1) ∧ (ⅆ1 ∨ ⅆ2)( 𝛼1
′ ) 

Sonuç olarak; ⅆ1 ∨ ⅆ2 monoton olur. 

 

Önerme 3.2.17: 𝐿 latis, 𝑆 yarı latis ve ⅆ, D ∶  𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 ⋯ 𝑥 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 −  𝑓 

türevin izi olsun. ⅆ monoton ise ⅆ, 𝑓 − türev olur. 

 

İspat: ⅆ monoton olsun. 

            ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ )  ∨  ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) 

                               = (ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (ⅆ(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) 

O halde; ⅆ, 𝑓 türev olur. 

 

Teorem 3.2.3: ⅆ1 ve ⅆ2: 𝑆 → 𝐿 monoton 𝑓 − türev ve 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿); monoton 𝑓 − 

türevlerin tümünün kümesi olsun. 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿) nin alt yarı latisidir. 

 

İspat: Önermeden biliyoruz ki; ⅆ1 ve ⅆ2 monoton ise ⅆ1 ∧ ⅆ2 monotondur. 

Dolayısıyla; 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿) nin alt yarı latisidir.                              

                              

Teorem 3.2.4: 𝐿 dağılmalı latis, 𝑆 yarı latis olsun. O halde; 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿) nin         

alt latisidir. 
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İspat: Önermeden biliyoruz ki; ⅆ1 ve ⅆ2 monoton ise ⅆ1 ∨ ⅆ2 monotondur. 

Dolayısıyla; 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿) nin  ∨ - alt yarı latisidir. Böylece; 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 

𝐹(𝑆, 𝐿) nin alt yarı latisidir. O halde; 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿) nin  alt latisi olur. 

 

Tanım 3.2.3: Eğer ∀𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝑆 için 𝑓(𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) iken 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  ise 𝑓 fonksiyonuna 

monoton artan fonksiyon, 𝑓(𝛼1) ≥ 𝑓(𝛼1
′ ) iken 𝛼1 ≤ 𝛼1

′  ise 𝑓 fonksiyonuna antitone 

denir. 

 

Lemma: 𝐿 latis, 𝑆 yarı latis ve 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧- homomorfizma olsun. ∀𝛼 ∈ 𝑆 ve 𝑢 ∈ 𝐿 

için 𝑓𝑢(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∧ 𝑢 olacak şekilde 𝑓𝑢 : 𝑆 → 𝐿 fonksiyonu tanımlayalım. O halde; 

𝑓𝑢, 𝑓 − türevdir. 

İspat: 𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝑆 olsun. 

          𝑓𝑢(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ )  ∧ 𝑢 = (𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∧ 𝑢 

                             = [(𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∧ 𝑢] ∨ [(𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ∧ 𝑢] 

                             = [(𝑓(𝛼1) ∧ 𝑢) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )] ∨ [𝑓(𝛼1) ∧  (𝑓(𝛼1

′ ) ∧ 𝑢)] 

                             = (𝑓𝑢(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) ∨ (𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓𝑢(𝛼1

′ )) 

Sonuç olarak; 𝑓𝑢, 𝑓 − türev olur. 

 

Tanım 3.2.4: Eğer; ∀𝑢 ∈ 𝐿 için 𝑓𝑢 : 𝑆 → 𝐿, 𝑓 türev ise 𝑓𝑢’ya simple 𝑓- türev denir. 

 

Önerme 3.2.18: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. Aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝑓, 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿)’ nin en büyük elemanıdır. 

(ii) Her simple 𝑓- türev monotondur. 

(iii) 1 ∈ 𝑆, 𝑆 yarı latisinin en büyük elemanı olsun. O halde; her monoton 𝑓 - türev 

simple 𝑓 − türevdir. 
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İspat: (i) 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. Böylece; 𝑓, monoton 𝑓- türevdir. 

Ayrıca; ⅆ ≤ 𝑓 için ∀ ⅆ ∈ 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) olup 𝑓, 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿)’ nin en büyük elemanı olur. 

(ii) 𝛼 ≤ 𝑦 ve 𝑓 monoton olduğundan 𝑓(𝛼) ≤ 𝑓(𝑦) dir.  

              𝑓𝑢(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∧ 𝑢 ≤ 𝑓(𝑦) ∧ 𝑢 = 𝑓𝑢(𝑦) ⇒ 𝑓𝑢 monoton olur. 

 (iii) ⅆ(𝛼) = ⅆ(𝛼 ∧ 1) = 𝑓(𝛼) ∧ ⅆ(1) = 𝑓𝑑(1)(𝛼)  ⇒ ⅆ simple 𝑓 − türev olur. 

 

Teorem 3.2.5: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. Simple 𝑓 − türevlerin kümesi 

𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) olmak üzere; 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ⊆ 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ⊆ 𝐹(𝑆, 𝐿) dir. 

 

İspat: 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ⊆ 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ve 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ⊆ 𝐹(𝑆, 𝐿) olduğundan ispat açıktır. 

 

Teorem 3.2.6: 1 ∈ 𝑆, 𝑆 yarı latisinin en büyük elemanı ise; 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) = 𝑀𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) 

dir. 

 

İspat: Teoremin ispatı Önerme 3.2.18 ve teoremden açıktır. 

 

Önerme 3.2.19: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. O halde; 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin 

alt yarı latisidir. 

 

İspat: 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) olsun. 

           (𝑓𝑢 ∧ 𝑓𝑣)(𝛼) = 𝑓𝑢(𝛼) ∧ 𝑓𝑣(𝛼) 

                                = (𝑓(𝛼) ∧ 𝑢) ∧  (𝑓(𝛼) ∧ 𝑣) = 𝑓(𝛼) ∧ (𝑢 ∧ 𝑣) 

                                                                            = 𝑓𝑢 ∧ 𝑣(𝛼) 

Böylelikle; 𝑓𝑢 ∧ 𝑣 ∈ 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ⇒ 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin alt yarı latisi olur. 

Önerme 3.2.20: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. Eğer 𝐿 dağılmalı latis ise 

𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin alt latisidir. 
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İspat: 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) olsun. 

           (𝑓𝑢 ∨ 𝑓𝑣)(𝛼) = 𝑓𝑢(𝛼) ∨ 𝑓𝑣(𝛼) 

                                = (𝑓(𝛼) ∧ 𝑢) ∨  (𝑓(𝛼) ∧ 𝑣) = 𝑓(𝛼) ∧ (𝑢 ∨ 𝑣) 

                                                                            = 𝑓𝑢 ∨ 𝑣(𝛼) 

Dolayısıyla; 𝑓𝑢 ∨ 𝑣 ∈ 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) ve 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin ∨ − alt yarı latisi olur.         

O halde; 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin alt latisi olur. 

 

Önerme 3.2.21: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. ∀𝑢 ∈ 𝐿 için ∅(𝑢) = 𝑓𝑢 

dönüşümü tanımlayalım. Ve ∀ 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐿 için 𝐷(𝐿) = {𝑢 ∈ 𝐿 | 𝑢 ∧ (𝑣 ∨ 𝑤) = (𝑢 ∧ 𝑣) ∨ 

(𝑢 ∧ 𝑤)} kümesi 𝐿’nin alt kümesi olsun. O halde; 

                                               𝐿 dağılmalıdır. ⇔ 𝐷(𝐿) = 𝐿’dir. 

 

İspat: 𝐷(𝐿) ⊆ 𝐿 dir. 𝐿 dağılmalı olduğundan; 𝐿 ⊆  𝐷(𝐿) ⇒ 𝐷(𝐿) = 𝐿’dir 

Tersine; 𝐷(𝐿) = 𝐿 olsun. 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐷(𝐿) ve 𝑢 ∧ (𝑣 ∨ 𝑤) = (𝑢 ∧ 𝑣) ∨ (𝑢 ∧ 𝑤) 

olduğundan; 𝐷(𝐿) dağılmalıdır. 𝐷(𝐿) = 𝐿 ⇒  𝐿 dağılmalıdır. 

 

Lemma: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma ve ∀𝑢 ∈ 𝐿 için ∅(𝑢) = 𝑓𝑢 dönüşümü 

tanımlayalım. O halde; ∅ ∶ 𝐿 → 𝐹(𝑆, 𝐿) ∧ - homomorfizmadır. 

 

İspat: 𝑢, 𝑣 ∈  𝐿 olsun. ∀𝛼 ∈ 𝑆 için  

                        𝑓𝑢 ∧ 𝑣 (𝛼) = 𝑓(𝛼) ∧ (𝑢 ∧ 𝑣) 

                                       = (𝑓(𝛼) ∧ 𝑢) ∧ (𝑓(𝛼) ∧ 𝑣) 

                                       = 𝑓𝑢(𝛼) ∧  𝑓𝑣(𝛼) = (𝑓𝑢 ∧ 𝑓𝑣)(𝛼) 

          ∅(𝑢 ∧ 𝑣) = 𝑓𝑢 ∧ 𝑣 = 𝑓𝑢 ∧ 𝑓𝑣 = ∅(𝑢) ∧ ∅(𝑣)  ⇒ ∅, ∧ - homomorfizma olur. 

 

Sonuç 3.2.10: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(i) ∅ ∶ 𝐿 → 𝐹(𝑆, 𝐿) ∨-homomorfizmadır. 
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(ii) 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin ∨ − alt yarı latisidir. 

(iii) 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) 

 

İspat: (i) ⇒ (ii) ∅ ∶ 𝐿 → 𝐹(𝑆, 𝐿) ∨-homomorfizma olsun. Dolayısıyla;  

          𝑓𝑢 ∨ 𝑓𝑣 = ∅(𝑢) ∨ ∅(𝑣) = ∅(𝑢 ∨ 𝑣) = 𝑓𝑢 ∨ 𝑣 dır. Böylece;  

𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿) = 𝐼𝑚 ∅, 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin ∨- alt yarı latisi olur. 

           (ii) ⇒ (iii) 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin ∨ alt yarı latisi olsun. 𝑓(𝛼) ∈ 𝐼𝑚 𝑓 için  

            𝑓(𝛼) ∧ (𝑢 ∨ 𝑣) = 𝑓𝑢 ∨ 𝑣(𝛼) =  𝑓𝑢(𝛼) ∨ 𝑓𝑣(𝛼) ⇒ 𝑓(𝛼) ∈ 𝐷(𝐿) ⇒ 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) 

           (iii) ⇒ (i) 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) olsun. 𝑓(𝛼) ∈ 𝐷(𝐿) 

            𝑓𝑢 ∨ 𝑣(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∧ (𝑢 ∨ 𝑣) = (𝑓(𝛼) ∧ 𝑢) ∨ (𝑓(𝛼) ∧ 𝑣) 

                                                       = 𝑓𝑢(𝛼) ∨ 𝑓𝑣(𝛼) = (𝑓𝑢 ∨ 𝑓𝑣)(𝛼) 

Böylece; ∅(𝑢 ∨ 𝑣) = 𝑓𝑢 ∨ 𝑣 =  𝑓𝑢 ∨ 𝑓𝑣 = ∅(𝑢) ∨ ∅(𝑣) olup, ∅ ∨-homomorfizma olur. 

Sonuç 3.2.11: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, örten ∧ - homomorfizma olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(i) ∅ ∶ 𝐿 → 𝐹(𝑆, 𝐿) ∨-homomorfizmadır. 

(ii) 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐹(𝑆, 𝐿)’nin ∨ − alt yarı latisidir. 

(iii) 𝐿 dağılmalıdır. 

 

İspat: Yukarıdaki sonuç ve teoremden ispat açıktır. 

 

Sonuç 3.2.11: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) ve 𝑓(𝛼0) = 1 ise 

𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐿’ye izomorftur. 

 

İspat: 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) ve 𝑓(𝛼0) = 1 olsun. Yukarıdaki lemma ve bir önceki 

sonuçtan ∅ ∶ 𝐿 → 𝐹(𝑆, 𝐿) latis homomorfizmidir.  

                               ∅(𝑢) =  𝑓𝑢 = 𝑓𝑣 = ∅(𝑣) olsun. 

   𝑢 = 1 ∧ 𝑢 = 𝑓(𝛼0) ∧ 𝑢 =  𝑓𝑢(𝛼0) =𝑓𝑣(𝛼0) = 𝑓(𝛼0) ∧ 𝑣 = 1 ∧ 𝑣 = 𝑣 ⇒ 𝑢 = 𝑣 
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Sonuç olarak; ∅ 1:1 ve 𝐼𝑚∅ = 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐿’ye izomorftur 

 

Sonuç 3.2.12: 𝑓: 𝑆 → 𝐿, ∧ - homomorfizma olsun. 𝐿 dağılmalı latis ve 1 ∈ 𝐿 en 

büyük eleman olmak üzere; eğer 𝛼0 ∈ 𝑆 için 𝑓(𝛼0) = 1 ise 𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐿’ye 

izomorftur. 

 

İspat: 𝐿 dağılmalı olduğundan 𝐿 = 𝐷(𝐿) ve 𝐼𝑚 𝑓 ⊆ 𝐷(𝐿) = 𝐿. Yukarıdaki sonuçtan; 

𝑆𝐷 𝑓(𝑆, 𝐿), 𝐿’ye izomorftur. 

 

 

 

 

 

  3.3     Yarı Latisten Latise Tanımlı Permuting  Türev 

 

Tanım 3.3.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 … 𝑥 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm olsun. 

𝑓: 𝑆 → 𝐿 ve 𝑔: 𝑆 → 𝐿 tanımlı iki fonksiyon olsun. Aşağıdaki şart sağlanırsa 𝐷’ye 

permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) türev denir. 1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛 ve ∀𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼𝑖, 𝛼𝑖

′, … , 𝛼𝑛, 𝛼𝑛
′  ∈ 𝑆 için; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 , … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ] ∨

                                                          [ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ]  

                                                      … 

 𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖 ∧ 𝛼𝑖
′, … , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 , … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑖

′) ] ∨

                                                           [ 𝑔(𝛼𝑖) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛) ]  

                                                      … 

𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛 ∧ 𝛼𝑛
′ )  = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼𝑛

′ ) ] ∨

                                                            [ 𝑔(𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑖, … , 𝛼𝑛
′ )] 
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Örnek 3.3.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm olsun.                                

∀ 𝛼1,𝛼1
′ ,…,𝛼𝑛, 𝛼𝑛

′  𝜖 𝑆 için; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛)                                     

𝑓(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) 

𝑔(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

olarak tanımlansın. 𝛼1 = 𝛼1 ∧ 𝛼1 alınırsa 𝐷 permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) türev olur. 

Gerçekten; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2 , … , 𝛼𝑛) =  𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 , . , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1 ∧ 𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ 𝑔(𝛼2). . . 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

                                   =  𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

                                   = [(𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛)) ∧ 𝑓(𝛼1)] 

                                    ∨ [𝑔(𝛼1) ∧ (𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛))] 

      =  ([ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) ]) ∨ ([ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ]) 

 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) = [ 𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) ] ∨ [ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼𝑛) ] 

olup; 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türev olur. 

 

 

Örnek 3.3.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting dönüşüm olsun.  

𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere; ∀ 𝛼1 ,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için; 

𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼𝑛) = [𝑓(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛)] ∧ 𝑎  

𝑓(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) 

𝑔(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧. . .∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

olarak tanımlansın. 𝛼1 = 𝛼1 ∧ 𝛼1 alınırsa 𝐷 permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) türev olur. 

Gerçekten; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) = [𝑓(𝛼1 ∧ 𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1 ∧ 𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛)] ∧ 𝑎 

                                      = [𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛) ∧ 𝑎] 
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                                     = ([𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧. . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛) ∧ 𝑎] ∧  𝑓(𝛼1)) 

                                     ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ [𝑓(𝛼1)  ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼𝑛)  ∧ 𝑎]) 

                                     = (𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛)) 

 

Örnek 3.3.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting dönüşüm 

olsun.  ∀ 𝛼1, , … , 𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için;  

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) ∨  , . . ., ∨ 𝑓(𝛼𝑛) ∨  𝑔(𝛼𝑛) 

𝑓(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑓(𝛼2) ∧ , . . ., ∧ 𝑓(𝛼𝑛) 

𝑔(𝛼1 ∧  𝛼2 ∧ , . . ., ∧ 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼2) ∧ , . . ., ∧ 𝑔(𝛼𝑛) 

olarak tanımlansın. O halde; 𝐷 permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) türev değildir. Gösterilebilir. 

 

Önerme 3.3.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿  permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) 

türevin izi olsun. O halde aşağıdakiler vardır:  ∀ 𝛼1, 𝛼2,…,𝛼𝑛 𝜖 𝑆 için, 

(i) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1)  ∨ 𝑔(𝛼1), . . ., 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝑓(𝛼𝑛) ∨  𝑔(𝛼𝑛) 

(ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ , . . ., ∧ (𝑓(𝛼𝑛) ∨  𝑔(𝛼𝑛)) 

(iii) ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) 

 

 

İspat: (i) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                      = (𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛) ∧  𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 , . . . , 𝛼𝑛)) 

                                         ≤ 𝑓(𝛼1)  ∨ 𝑔(𝛼1) 

Benzer şekilde diğerleri de görülebilir. 

            (ii) 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1)  ∨ 𝑔(𝛼1) 

                                          ... 

                 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼𝑛) ∨  𝑔(𝛼𝑛) olduğunu biliyoruz. O halde; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ … ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ (𝑓(𝛼1)  ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ . . .∧ 𝑓(𝛼𝑛) ∨ 𝑔(𝛼𝑛) 
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(iii) 𝛼 = 𝛼 ∧ 𝛼 olduğunu biliyoruz. 

                 ⅆ(𝛼) = 𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼) = 𝐷(𝛼 ∧ 𝛼, 𝛼, … , 𝛼)     

                                                     = (𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼) ∧ 𝑓(𝛼)) ∨ (𝑔(𝛼) ∧ 𝐷(𝛼, 𝛼, … , 𝛼)) 

                                                    ⇒    ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) 

 

Sonuç 3.3.1: 𝑆 yarı latis ve 0, L latisinin en küçük eleman olsun.                           

𝐷: 𝑆 × 𝑆 × … × 𝑆 → 𝐿 permuting 𝑛 − (𝑓, 𝑔) türev olmak üzere; 𝑓(0) = 0  ve 

𝑔(0) = 0 ise; 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 0 dır. 

 

İspat: Önerme 3.3.1(i) den; 

                                    𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(0) ∨ 𝑔(0) ≤ 0 ∨ 0 = 0  

0 en küçük eleman olduğundan; 0 ≤ 𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 0 ⇒  𝐷(0, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 0 olur. 

 

Önerme 3.3.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis olsun. 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türev, 𝑆 ve 𝐿’nin 

en büyük elemanı 1 olmak üzere; 𝑓(1) = 1 𝑣𝑒 𝑔(1) = 1 olsun. Aşağıdakiler vardır: 

(i) Eğer 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 𝑔(𝛼1) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise; 

                                    𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) 

(ii) Eğer 𝑓(𝛼1) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 𝑔(𝛼1) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ise; 

                                    𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

İspat: (i) 1 ∈  𝑆 en büyük eleman olsun. 

             𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                         = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(1)) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                         = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 1) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

1 ∈ 𝐿 en büyük eleman ve 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝑔(𝛼1)  

                                                                                ⇒ 𝑔(𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ...(1)  

Benzer şekilde; 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olduğu görülür. Buradan; 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  ⇒ 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ...(2)  
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     (1) ve (2) den; 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

Diğer taraftan; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) olduğundan, 

𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) =  𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) olur. 

 

 (ii) 1 ∈ 𝑆, en büyük eleman olduğundan; 

                𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 ∧ 1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                             = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(1)) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                             = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 1) ∨ (𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) olup, 

                 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≥ 𝐷(1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)  

 

Önerme 3.3.3: 𝑆 yarı latis, 𝐿 dağılmalı latis ve 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türev olsun. 

O halde; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) dir. 

 

İspat: Önerme 3.3.1(i) den, 

          𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ )) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                               𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                           𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                   = (𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(𝛼1

′ ) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                           𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) ≤ 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                           𝑔(𝛼1
′ ) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 

′ ∧ 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

𝐿 dağılmalı olduğundan; 

                (𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) 

                                   = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                                   ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 
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Sonuç olarak; 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

 

Önerme 3.3.4: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türev olsun. O halde 

aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

(ii) 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑔(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) Türev tanımından; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) ∨ (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) 

                            𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

                            𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ ) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) 

Sonuç olarak; 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) olur. 

(ii) Bir önceki ispat yardımıyla; 

𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛)) ∨ (𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1
′ )) 

         𝑔(𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤ 𝑔(𝛼1) ve 𝐷(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1
′ ) 

         Sonuç olarak; 𝐷(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ≤  𝑔(𝛼1) ∨  𝑓(𝛼1

′ ) 

Önerme 3.3.5: 𝑆; ∨ − yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷; ∨ − yarı latisten latise tanımlı joinitiv 

permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türev olsun. Aşağıdakiler vardır. ∀𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝑆 için; 

(i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1 … , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) 

(ii) ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤  ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

 

İspat: (i) ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) 

                               = 𝐷(𝛼1, 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) 

                               = 𝐷(𝛼1,𝛼1, 𝛼1 ∨ 𝛼1
′  , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) ∨ 𝐷(𝛼1,𝛼1
′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) 

                               ∨ 𝐷(𝛼1
′ ,𝛼1, 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) ∨ 𝐷(𝛼1

′ ,𝛼1
′ , 𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) 

Böyle devam edilirse;  
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               ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝐷(𝛼1,𝛼1 , … , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1,𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ )  

                                ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ ,𝛼1, … , 𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1

′ ,𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) 

                                  = ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1,𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ ,𝛼1, … , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1

′ ) 

         (ii) ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1) ∨ 𝐷(𝛼1,𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1

′ ,𝛼1, … , 𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) 

                                        = ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) olup, 

               ⅆ(𝛼1) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ) ≤ ⅆ(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ ) olur. 

 

Teorem 3.3.1: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve d, 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türevin izi olsun. L 

dağılmalı ve ∀𝛼1, 𝛼1
′ ∈ 𝑆 için; 

                 ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (ⅆ(𝛼1) ∧ ( 𝑓(𝛼1

′ ) ∨ 𝑔(𝛼1
′ ))) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) 

                              ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ (ⅆ(𝛼1

′ ) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1))) 

İspat:        ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∨ ⅆ(𝛼1
′ ∧ 𝛼1) 

                                   = (𝐷(𝛼1,𝛼1 ∧ 𝛼1
′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) ∧ ( 𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ ))) 

                                   ∨ (𝑔(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1
′ ,𝛼1 ∧ 𝛼1

′ , … , 𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ))) 

Böyle devam edilirse;  

                  

         ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (𝐷(𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ (𝑓(𝛼1

′ ) ∨ 𝑔(𝛼1
′ ))) 

                           ∨ ((𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ ))) 

                           ∨. . .∨ ((𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ )) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1))) 

                                    ∨ (((𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1
′ ,𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ )) 

Önerme 3.3.1(i) den;  𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) 

                                   𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ 𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ ) 

            𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ≤ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ )) 

Buradan; (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ )) = 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) 

Benzer şekilde; 

                              𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) 
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                              𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ 𝑓(𝛼1

′ ) ∨ 𝑔(𝛼1
′ ) 

𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ )) 

Buradan; (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∧ (𝑓(𝛼1

′ ) ∨ 𝑔(𝛼1
′ )) = 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼1, … , 𝛼1) 

Sonuç olarak; ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ ) = (ⅆ(𝛼1) ∧ ( 𝑓(𝛼1

′ ) ∨ 𝑔(𝛼1
′ ))) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼1

′ , … , 𝛼1
′ ) 

                                  ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ∨ (ⅆ(𝛼1

′ ) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1))) olur. 

 

Sonuç 3.3.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve d, 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türevin izi olsun. O 

halde; aşağıdakiler vardır: 

(i) 𝐷(𝛼1, 𝛼1
′ , … , 𝛼1

′ ) ∨. . .∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 

(ii) ⅆ(𝛼1
′ ) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1

′ ) 𝑣𝑒 ⅆ(𝛼1) ∧ (𝑓(𝛼1
′ ) ∨ 𝑔(𝛼1

′ )) ≤ 

ⅆ(𝛼1 ∧ 𝛼1
′ )  

 

İspat: (i) Teorem 3.3.1’den ispatı açıktır. 

            (ii) Teorem 3.3.1’den ispatı açıktır.        

 

Sonuç 3.3.3: 𝑆 yarı latis, 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 −  (𝑓, 𝑔) 

türevin izi olsun. O halde aşağıdakiler vardır: 

(i) ⅆ(1) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ≤ ⅆ(𝛼1) 

(ii) 𝐷(𝛼1, 1,1, … ,1) ∨. . .∨ 𝐷(1, 𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼1) ≤ ⅆ(𝛼1) 

 

İspat: (i) Sonuç 3.3.2 (ii) den 𝛼1
′  yerine 𝛼1

′  = 1 yazılırsa;  

              ⅆ(1) ∧ (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ≤ ⅆ(𝛼1 ∧ 1) = ⅆ(𝛼1)  (1 en büyük eleman) 

          (ii) Sonuç 3.3.2 (i) den; 𝛼1
′  yerine 𝛼1

′  = 1 yazılırsa; 

              𝐷(𝛼1, 1,1, … ,1) ∨. . . 𝐷(1, 𝛼1, 𝛼1, … , 𝛼1) ≤  ⅆ(𝛼1 ∧ 1)  = ⅆ(𝛼1) 

 

Sonuç 3.3.4: 𝑆 yarı latis ve 𝐿 latis olmak üzere, 1 ∈ 𝑆 en büyük eleman olsun. ⅆ, 𝐷 

permuting   𝑛 −  (𝑓, 𝑔) türevin izi ise aşağıdakiler vardır: 
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(i)  Eğer 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≥ ⅆ(1) ise, ⅆ(𝛼) ≥ ⅆ(1) 

(ii) Eğer 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≤ ⅆ(1) ise, ⅆ(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) 

 

İspat: (i) 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≥ ⅆ(1) olsun. 

    ⅆ(1) = ⅆ(1) ∧ (𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼)) ≤ ⅆ(𝛼 ∧ 1) 

            

(ii) 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≤ ⅆ(1) olsun. 

𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) = (𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼)) ∧ ⅆ(1) ≤ ⅆ(𝛼 ∧ 1) = ⅆ(𝛼) ⇒ ⅆ(𝛼) ≥  𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) 

Önerme 3.3.1 (iii) den; ⅆ(𝛼) ≤ 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) olduğundan ⅆ(𝛼) = 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) olur. 

 

Sonuç 3.3.5: 𝑆, ∨ - yarı latis, 𝐿 dağılmalı latis ve 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev olsun.  

Örnek 3.3.1 den 𝑓 ve 𝑔 ; 

       𝑓(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑓(𝛼1

′ ) ve 𝑔(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ ) = 𝑔(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1

′ ) olarak tanımlansın. 

O halde; 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

İspat: Teorem 3.3.2 den; 

           𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1
′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) = 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

                                            ∨ ( 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1
′ ) ∧ ... ∧  𝑓(𝛼𝑛) ∧  𝑔(𝛼𝑛) ) 

                                            ∨ ( 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ ... ∧  𝑓(𝛼𝑛) ∧  𝑔(𝛼𝑛) )  

O halde; 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

                                                                   ∨ ( 𝑓(𝛼1) ∧ 𝑔(𝛼1
′ ) ∧ ... ∧  𝑓(𝛼𝑛) ∧  𝑔(𝛼𝑛) ) 

                                                                   ∨ ( 𝑓(𝛼1
′ ) ∧ 𝑔(𝛼1) ∧ ... ∧  𝑓(𝛼𝑛) ∧  𝑔(𝛼𝑛) ) 

Dolayısıyla; 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∨ 𝐷(𝛼1
′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤  𝐷(𝛼1 ∨ 𝛼1

′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

 

Tanım 3.3.2: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev olsun.  

(i) Eğer 𝛼1 ≤ 𝛼1
′  iken 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝐷(𝛼1

′ , 𝛼2 … 𝛼𝑛) ise 𝐷 : 𝑆 𝑥 𝑆 𝑥 … 𝑥 𝑆 → 𝐿  

dönüşümüne izoton permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev denir. 
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(ii) Eğer 𝐷 1:1 dönüşüm ise 𝐷’ye monomorfik permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev denir. 

(iii) Eğer 𝐷 örten dönüşüm ise 𝐷’ye epik permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev denir. 

 

Önerme 3.3.6: 𝑆 ∨ − yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türevin izi olsun. 

O halde aşağıdakiler denktir: 

(i) 𝐷 izoton dönüşümdür. 

(ii) ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽)  

İspat: (i) ⇒ (ii) 𝐷 izoton dönüşüm olsun. ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türevin izi 

olduğundan;                      ⅆ(𝛼) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽)  

                                          ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽)  yazabiliriz. 

O halde; ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) olur. 

(ii) ⇒ (i) ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) ve 𝛼 ≤ 𝛽 olsun. 

           ⅆ(𝛼) ≤ ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) = ⅆ(𝛽) olup; 𝐷 izoton olur. 

 

Teorem 3.3.3: 𝑆 yarı latis ve 𝐿 latis olmak üzere; 1 ∈ 𝑆 ve 1 ∈ 𝐿  en büyük eleman 

ve 𝐷 izoton permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev olsun. 𝑓(1) = 1 ve 𝑔(1) = 1 ve 𝑓(𝛼1) ≥

𝑔(𝛼1) veya 𝑓(𝛼1) ≤ 𝑔(𝛼1) olsun. ∀𝛼1, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝐿 için;                         

                      𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) =  (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) dir. 

 

İspat: 𝐷 izoton permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türev olduğundan;                                

∀𝛼1, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝐿 için 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤  𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) yazabiliriz. 𝑓(𝛼1) ≥ 𝑔(𝛼1) 

olsun. 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) = 𝑓(𝛼1) dir.  

      𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) = 𝐷(1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

                               = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(1)  ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                               = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (𝑔(1)  ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                               = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ (1 ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                               = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1)) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) 
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                               = 𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑓(𝛼1) 

               𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) = 𝑓(𝛼1)  olduğundan; 

        𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) olur. 

Aynı düşünce ile . 𝑓(𝛼1) ≤ 𝑔(𝛼1) için 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) = 𝑔(𝛼1) 

𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧  𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)  

𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ≤ 𝑓(𝛼1) ∧  𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) dir. 

𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) = 𝐷(1 ∧ 𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) 

                          = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼1)) ∨ (𝑓(1)  ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                          = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼1)) ∨ (𝑓(1)  ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                          = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼1)) ∨ (1 ∧ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)) 

                     = (𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼1)) ∨ 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛)= 𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) ∧ 𝑔(𝛼1) 

                          𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1) = 𝑔(𝛼1) olduğundan; 

Sonuç olarak, 𝐷(𝛼1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) = (𝑓(𝛼1) ∨ 𝑔(𝛼1)) ∧ 𝐷(1, 𝛼2 … 𝛼𝑛) olur. 

 

Önerme 3.3.7: 𝑆 yarı latis, 𝐿 latis ve ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türevin izi olsun. 𝛼 ≤

𝛽 ve 𝛽 ∈ 𝐹 olsun.𝑓 𝑣𝑒 𝑔 artan fonksiyon ve ⅆ azalan olsun. Bu durumda; 𝛼 ∈ 𝐹 olur. 

 

İspat: Önerme 1(i) den; ⅆ(𝛼) ≤  𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) olduğunu biliyoruz.                             

𝛼 ≤ 𝛽 ve 𝛽 ∈ 𝐹 olsun. 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 artan fonksiyon ve ⅆ azalan olduğundan;  

        𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≤ 𝑓(𝛽) ∨ 𝑔(𝛽) = ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼) ⇒  𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) ≤ ⅆ(𝛼) olur. 

Sonuç olarak; 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼) = ⅆ(𝛼) olup, 𝛼 ∈ 𝐹 olur. 

 

Önerme 3.3.8: 𝑆, ∨ − yarı latis ve 𝐿 latis olsun. ⅆ, 𝐷 permuting 𝑛 - (𝑓, 𝑔) türevin izi 

olmak üzere; 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olsun. Eğer 𝑓 ve 𝑔 azalan fonksiyon ve ⅆ izoton ise; 𝛼 ∨ 𝛽 ∈ 

𝐹 dir. 

 

İspat: 𝑓 ve 𝑔 azalan fonksiyon olduğundan; 𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ≤ 𝑓(𝛼) 
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                                                                       𝑔(𝛼 ∨ 𝛽) ≤ 𝑔(𝛽) 

Dolayısıyla; 𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ≤ 𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼)  

                    𝑔(𝛼 ∨ 𝛽) ≤ 𝑓(𝛽) ∨ 𝑔(𝛽) olur. 

                       𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝑔(𝛼 ∨ 𝛽)  ≤ (𝑓(𝛼) ∨ 𝑔(𝛼)) ∨ (𝑓(𝛽) ∨ 𝑔(𝛽)) 

                                                          = ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽)  

ⅆ izoton olduğundan; ⅆ(𝛼) ∨ ⅆ(𝛽) ≤ ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) 

                                   𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝑔(𝛼 ∨ 𝛽) ≤  ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) elde edilir. 

                                                  ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) ≤  𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝑔(𝛼 ∨ 𝛽) olduğundan, 

                                                  ⅆ(𝛼 ∨ 𝛽) = 𝑓(𝛼 ∨ 𝛽) ∨ 𝑔(𝛼 ∨ 𝛽) olup, 𝛼 ∨ 𝛽 ∈ 𝐹 olur. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde latislerde türev ve latis cebiri çalışmalarından yararlanarak yapılan 

çalışmaları yarı latis üzerinde verdik. Bu çalışmaların bir genellemesi olarak yarı latis 

üzerinde permuting n-türevlerin tanımlarını verdik. İlgili tanımların örneklerini 

inceleyerek tanımda verilen bağıntıyı sağladığını gösterdik. Yarı latisler üzerinde 

izoton,joinitiv, modüler ve dağılmalı yarı latis gibi kavramları vererek, yarı latislerde 

permuting n-türevin bu kavramlar üzerinde daha farklı nasıl ifade edilebileceğini 

anlattık. Sonrasında joinitiv ve dağılmalı yarı latis ilişkisini bir teorem olarak ifade 

ettik.  

Öneri olarak yarı latisler üzerinde yapılan bu çalışmalar diğer cebir yapıları ve 

yeniden tanımlanabilecek farklı yapılar üzerinde belirli şartlar altında uygulanabilir. 
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