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OZET

YARI LATIiSLERDE TUREVLER
YUKSEK LiSANS TEZi
ONUR DEMIRKAYA
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI:DR. OGRETIM UYESI SAHIN CERAN)
DENIZLI, TEMMUZ - 2019

Yar1 latisler iizerinde tiirevlerin ele alindigt bu tez {i¢ bdliimden
olusmaktadir.

Birinci boliimde latislerde tlirevin tarihsel gelisimi ile ilgili tarih¢e boliimii
verilmistir.

Ikinci boliimde, latisler iizerinde tanimlanmis olan tirevle ilgili temel
tamimlar verilmistir.

Uciincii béliimde, yari latislerden latislere tanimli permuting n-tiirevler
detayli olarak incelendi. Permuting n- tirev izoton ve permuting n-tiirev dagilmali

latis iliskileri incelendi. Ve bununla ilgili sonuglar verildi.

ANAHTAR KELIMELER:Latis, Yan Latis, Tiirev, Izoton, Permuting tiirev



ABSTRACT

DERIVATIONS ON SEMILATTICES
MSC THESIS
ONUR DEMIRKAYA
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSIST. PROF.DR.SAHIN CERAN)

DENIZLI, JUNE 2019

This thesis, which deals with derivations on semi-lattices consist of three
chapters.

In the first chapter, on the historical development of the derivation on lattices
was given.

In the second chapter, the basic definitions and theorems related to derivation
on the lattices were given.

In the third chapter, permuting n-derivations defined from semi-lattices to
lattices were discussed in detail. Relationships between permuting n-derivation,
isotone derivation and permuting n-derivation distributive lattice were analyzed.

And some results were given.

KEYWORDS:L attice, Semi lattice, Derivation, Isoton, Permuting derivation
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SEMBOL LIiSTESI

L . Latis

S . Yari Latis

\% - Veya

A - Ve

D : Tlrev

d iz

fu : Simple f-tlrev
F(S,L) : Turevlerin Kimesi

MD(S,L) : Monoton f-tirevlerin Kiimesi
SD¢(S,L) : Simple f-tlrevlerin Kimesi
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1. GIRIS

1.1  Tarihcge

Latis cebiri teorisi; basta kriptanaliz, ekonomi, bilgi edinimi ve erisim
kontrolii gibi cesitli dallarda karisimiza ¢ikmaktadir. Latis kavramu ilk olarak 1930°Iu
yillarda G.Birkhoff tarafindan, latislerde tiirev kavrami ise 1975°te G.Szasz tarafindan
verildi. Bu g¢alismalarin 1g1ginda Xin ve arkadaslari, latislerde tiirev kavramini
gelistirdiler ve ilgili sonuclari tartigtilar. Daha sonra bir tiirevin modiiler ve dagilmali

latislerde izoton oldugunu ve bununla ilgili denk kosullari tanittilar.

Ceven ve Oztiirk (2008) f-tiirevi sonrasinda Ceven (2009) simetrik bi-tiirevi

tanittt. Sonrasinda bu tiirev ile dagilmali ve modiiler latisleri karakterize ettiler.

Ozbal ve Firat (2010) latislerde simetrik bi f- tiirev kavramin1 tanittilar. Bu
tlrev Uzerinde modiiler ve dagilmali latisleri karakterize ettiler. Sonrasinda permuting

tri-tiirevi tanittilar ve bu tiirevi permuting tri-f-tiireve uyguladilar.

Asc1, Ceran ve Kegilioglu latisler {izerinde permuting tri- (f,g) tlrevi ve
sonrasinda Asc1 ve Ceran latislerde genellestirilmis (f-g) tiirev kavramini tanittilar. Bu

tiirevler ile modiiler ve dagilmali latis kavramini karakterize ettiler.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Tanim 2.1: Bostan farkli L kiimesi Gizerinde A ve V ikili islemleri tanimlanmis olsun.
Eger (L,A,V); V a,B,y € L igin asagidaki kosullar1 saglarsa bu durumda L’ye latis

denir.

QDaNa=a,aVa=a,
QanB=BANa,aVB=LVa,

@) (@Ap)Ay=arn(BAy).(aVB)Vy=aV(BVy),

@ (a@nB)Va=a,(@VB)Aa=a.

Tamim 2.2: Asagidaki 6zellik saglanirsa L latisine moddiler latis denir.

Egera < yiseaV(BAy)=(aVB)AY.

Tammm 2.3: L latisi,V «, B,y € L igin asagidaki sartlardan birini saglarsa L’ ye

dagilmali latis denir.
aABVy)=(aAB)V(aAy),
aV(@BAy)=(aVB)A(aVy).

Tamim 2.4: L bir latis olsun. n > 3 olmak uUzere {1,2,3,::-,n} kiimesinin bir

permutasyonu {n(1), n(2), ..., m(n)} olsun. V a;,a,,..., a, € Sicin;

D(ay,az, ..., an) = D(An(1), An(2), - > X))

saglaniyorsa D: S X § X ... X § = L doniistimiine permuting doniisiim denir.

Tamim 2.5: L bir latis ve D: L — L bir fonksiyon olsun. Eger Ve, § € L i¢in asagidaki

kosul saglanirsa D ye L Uizerinde bir tirev denir.

D(aAB)=(D(@)AB)V (aAD(B))



Tamm 2.6: L bir latis ve D: L X L X ... X L = L bir permuting doniisiim olsun. Eger
1<i<nveVay,ai,ay...q;,q,..., 0, &, € L icin asagidaki kosul saglanirsa

D’ye L Uzerinde permuting n-tlirev denir. Agikga, bu tiirev her bilesen i¢in gegerlidir.

D(a; ANag, az, .., @y e, @) = (D(@q, Ag, oo, @y ooy Q) A7) V

(ay A D(ay, Az, oo, @, o, Oy,

D(ay, ay, ..., a; Aaj, ..., ) = (D(ay, @z, oo, @iy e, Q) A )) V

(a; A D(aq, ag, ..., @}, ..., @7)).

D(ay,ay, ..., @, o,y Ay) = (D(aq, @y, oo, @y oo, @) A Oy) V

(an A D(ag, g, ..., @, o, A,)).

Tamim 2.7: L bir latisve D: L X L X ... X L = L bir permuting doniisiim olsun. Eger

1<i<nveVay,aya,...a;a;,..., Ay, &y € L icin asagidaki kosulu saglayacak
sekilde f: L — L fonksiyonu varsa D ye L Uzerinde permuting n — f-tiirev denir.

Acikea, bu tiirev her bilesen i¢in gecerlidir.

D(a; Aay, dz, o, @y ooy @) = (D(aq, @y, oo, @y o, @) A f(@7)) V

(f(ay) AD(ay, ag, .., @, oo, Q).

D(ay, ay, .., a; A, ..., ) = (D(ay, @z, oo, @4y e, ) A f(])) V
(f(a;) A D(aq, ag, ..., @, .., A7)

D(ay, ay, .o, @y ooy Ay A @yy) = (D(aq, A, oo, @, o, ) A f(a)) V
(f(a‘l’l) A D(all Az, ey ail ey a;’l))



Tamm 2.8: L bir latis ve D: L XL X ..X L = L ye permuting doniisim olsun.
Va,a;,a,...a,a,...,ay, &, € L icin asagidaki kosulu saglayacak sekilde
f:L— Lveg:L — L fonksiyonlar1 varsa D ye L lizerinde permuting n-(f, g) tirev

denir. Agikca, bu tlirev her bilesen i¢in gegerlidir.

D(a; Aag, az, oo, @y oo, @) = (D(@q, Agy e, @y ooy ) A (7)) V

(g(a) AD(ag, ag, o, Ay ooy Ay)).

D(ay, az, ..., a; Aaj, ..., an) = (D(ay, @z, oo, @4y e, ) A f(])) V

(f(a;) A D(aq, ag, ..., @, oo, 7).

D(ay, ap, oo, @iy ooy Ay A @y) = (D(q, g, oo, @, ooy @) A f(a)) V

(g(a,) AD(az, az, .., Ay o, Ay)).

Tamm 2.9: L latisinin bostan farkli bir alt kiimesi | olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanirsa | ‘ya L nin bir ideali denir.
Da<pB,p eEl=>acE l,

ida,BEl=>aVPEL

Tamm 2.10: L bir latis olsun. Va, § € Licin D(a, ) =D(B,a) varise D:L X L — L

doniisiimiine simetrik déniisiim denir.

Tamm 2.8: (L,A,V) ve (M,A,V) iki latis olsun. V a, § € L icin;
flaAB)=fla)Af(B)
flavp)=flaV f(B)

sartlar1 saglaniyorsa; f: L — M doniisiimiine bir latis homomorfizmi denir.

Tamm 2.9: (L,A,V) bir latis olsun. a, § € L olsun.a < f ile taniml olan < bagintisi

ikili bagintidir ancak ve ancak a Af =avea Vv f =f.



Tamm 2.10: Bostan farkli bir S kiimesi Uzerinde A ikili islemi tanimlansin. Eger
(S,A), VY a, B,y €S icin asagidaki sartlar1 saglarsa S ye A - yart latis denir.

l-aha=a
2-aANf=BAa

3-(@AB)A=an(BAy)

Tamm 2.11: Bostan farkli bir S kiimesi Uzerinde Vv ikili islemi tanimlansin. Eger

(S,V),Va, B,y €S i¢in asagidaki sartlar1 saglarsa S’ye V - yari latis denir.
l-ava=a«a
2-aVf=BVa

3-(avB)vy=aVv(BVy)

Tammm 2.13: D permuting doniisim oldugunda d(a) = D(a,q,..,a) ile

tanimli d: S — L doniisiimiine D' nin izi denir.



3.BOLUM

3.YARI LATISTEN LATIiSE TANIMLI PERMUTING TUREVLER

3.1 Yan Latisten Latise Tamimh Permuting n-d Tlrev

Tamim 3.1.1: S, A —yart latis, L latisve D: S X S X ... X § = L permuting doniisiim

olsun. d: S — L, D'nin izi olmak lizere asagidaki esitlik saglanirsa D’ ye permuting

n-d tirev denir. 1L < i< nveVv a,ay,...,q;, a;,

!
D(a; AN ay, ay, ...

[D(ay, ay, ...

D(ay, ay, ..., a; A}, ...,a,) = [D(ay, ay, ...

[D(ay, ay, ...

D(ay, ay, ...

Ornek 3.1.1: S yari latis, L latis ve D

olsun. d:S — L, D' nin izi olsun ve

VY aq,aq,...,a, € S igin;

gy ey @) = [D(aq, ag, ...

Ay e, Uy A y) = [D(aq, ay, ...

[D(ay, ay, ...

ey Oy, Ay € S ICIN;

gy e, ) ANd(ay)] V
gy ey @) A d(ay)]
iy e, Ap) ANd(a)] V

LAy e, @) A d(aq)]

v, 0p) ANd(ap)] VvV

LAy e, @) A d(ay)]

S XS X..XS > L permuting doniigim

d(a; Aay) =d(ay) ANd(ay) saglansin.

D(ay, ay, ..., ay) = [d(a)) Ad(az) A ... Ad(ay,) ]

O halde; D permuting n-tlrev olur. Gergekten;

D(ay ANay, ay...ay) =[d(a; Aay) Ad(az) A...Ad(ay) ]

= [d(a) A d(ag) Ad(ay) A...Ad(ay) ]



= ([d(ay) A d(a) A..Ad(ay) ] Ad(a))) v
([ d(a’l) Ad(ay) A..Ad(ay)] A d(al))

= ([D(ay, az, ., ay) Ad(a) 1) v ([ d(ay) AD(a}, a, ..., ) 1)

Ornek 3.1.2: S yar1 latis, L latisve D: S X S X ... X § - L permuting doniisiim olsun.

a € L olmak Uzere d: S — L, D'niniziolsun. V a;,a1,...,a, € S icin;
D(ay, ay,...,a,) =d(a;)) Ad(ay) A..Ad(ay) Aa

olarak tanimlansin. O halde; D permuting n-tlirev olur.

Ornek 3.1.3: S yar latis, L latis ve D: § X S X ... X § — L permuting déniisiim olsun.

d:S - L, D'niniziolsun. V ay,a1,...,ay, &y, icin;
D(ay,ay,...,a,) =d(a)) Vd(ay) V..vVd(a,)
olarak tanimlansin. O halde; D permuting n-tiirev degildir. Gergekten;

D(ay Aay, ay,...,ay) =d(a; Aay) Vd(ay)V ...V d(a,) olur. Diger taraftan;
(1p(ay, ay ,a) Ad(@) 1) v ([d(a) AD(a},az,...,a,) 1)
= ([d(a) Vd(ay) V...vd(a,) ] Ad(a})) v
([d(a)) v d(ap) V... Vd(ay) ] Ad(ay)) olur. Yani;
D(ay Aaj,ay, ..., an) # ([D(ay,ap, ..,an) Ad(@))]) v

( [d(a;) AD(ay, ay, ..., an)])

Onerme 3.1.1: S yar1 latis, L latisve D: S X § X ...X § — L permuting n-tirev olsun.

O halde asagidakiler vardir: V a4, ay,...,a, € S i¢in,
()D(ay,ay,..,ay) <d(ai), D(ay, ay, ..., ay) < d(ay)...D(ag, ay, ..., ) < d(ay)

(ii) D(ay, ay, ..., ay) < d(a)) ANd(ay) A,..., ANd(ay)



Ispat: (i) a; A @; = a; oldugunu biliyoruz.

D(ay,ay,...,a,) = D(a; ANy, ay, ..., ay,)

= ([D(al, ay, ..., an) Ad(ay) ]) \% ( [d(a;) AD(ay, ay, ...,an)])
D(ay, ay, ...,ay) = D(ay, ay, ..., a,) A d(ay) ] olur. Buradan;
D(ay, ay, ..., ay) < d(ay) olur.

Benzer sekilde D(aq,ay, ..., a,) < d(ay) ,..., D(ay, ay, ..., ay) < d(a,) oldugu
gorulebilir.

(i) D(ay,ay, ..., a,) < d(a;)

D(all Ay, oeey an) < d(“z)

D(ay, ay, ..., a,) < d(a,) oldugunu biliyoruz.Bu nedenle;

D(ai, az, ...,ay) A... A D(ag, a, ..., ay) < d(ag) ANd(ay) A... Ad(ay) olur.

Sonug 3.1.1: S yari latis ve L latis olmak lizere , 0 € S ve 0 € L en kiglk eleman olsun.
L latis ve D: S XS X..xS — L permuting n-tirev olmak Uzere; d(0) =0 ise
D(0, ay, ..., a,)= 0 dir.

ispat: D(0, @y, ..., @) < d(0) = 0 oldugu agiktir.0 en kiigiik eleman oldugundan;

0 <D(0,ay, .., ay) yazilabilir. 0 < D(0,a,,...,a,) <0 olup D(0,ay, ..., a,) =0

olur.

Onerme 3.1.2: S yari latis, L latisve D: S X § X ... X S — L permuting n-tiirev olsun.

O halde asagidakiler vardir: V a4, a,,...,a, € S i¢in,
(I) D(alr aZI ey an) A\ D(ail aZI ey an) S D(al A a:’ll 0(2, reey an)
(ii) D(a; A ay, ay,...,ay) < D(ay, ay, ...,a,) V D(ag, ay, ..., a,)
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@it) D(ay A ag, ay,...,ay) < d(ay) Vd(ay)

Ispat: (i) Onerme 3.1.1(i) den;
D(ay, ay, ..., ay) < d(ay) ve D(aj, ay, ..., ay) < d(ajy) yazabiliriz.
D(ay, ay, ..., a,) A D(ay, ay,...,a,) < d(a;) A D(aj,ay, ..., ay)
D(ay, ay, ...,an) A D(aj,ay, ..., an) < D(ag, ay, ..., ay) A d(ay)

Bu durumda;

D(ay, ay, ..., a,) AN D(ay, ay, ..., a,) < ([D(al, Ay, e, p) Nd(ay) ])

Y, ([ d(a;) AD(ay, ay, ..., ay) ])

= D(ag Aag,ay,...,ay)
Boylece; D(ay, ay, ..., a,) A D(aj, ay,...,an) < D(a; Aag, ay,...,a,) olur,

(i) d(ay) A D(ay,ay, ...,a,) < D(aj, ay, ..., a,) Ve
D(ay, ay, ..., a,) A d(ay) < D(aq, @y, ..., a,) Yyazabiliriz.
D(a; Ay, ay, ..., y) =[ D(ay, ag, ..., ) Ad(ay) ]V
[d(a1) AD(ay, az, ..., an) ]
< D(ay,ay, ..., a,) V D(aj, ay, ..., ay) olup;

D(ay ANag, ay,...,a,) < D(ay,ay,...,a,) V D(ay, ay, ..., ay) olur.

(iii) d(a,) AD(aj,ay, ...,a,) < d(a;) ve
D(ay, ay, ..., an) A d(ay) < d(ay) yazabiliriz.
D(ay Aag, ay, ..., an) =[d(ay) AD(aj, ay, .., a,) 1V
[D(ay, ay, ..., ay) ANd(a7) ] < d(ap) V d(ay) olup;
D(a; Ay, ay,...,a,) < d(ay) Vd(ay) olur.

Tamim 3.1.2: S, vV — yart latis, L latisve D: § X § X ... X § = L permuting doniisiim
olsun. Asagidaki esitlik var ise D’ye joinitiv doniisiim denir. 1 <i <n ve

! ! Il P
Vag,aq, ., a,q;, .., 0, d, €S i¢in;



D(a; V aj,ay,...,Q; ..., y) = D(ay, ay, ..., @, ..., ay) V D(a1, @y, ..., @, .., 0y)

!

D(ay, az,...,a; V@i, ..., ay) = D(ay, ay, ..., @, ..., @) V D(aq, @y, ..., @}, ..., @)

D(ay, ay,..., @, ..,y V ay) = D(ay, ay, ..., @,y ..., @) V D(aq, ay, ..., ;, ..., @7,)

Onerme 3.1.3: S, v — yari latis, L latis ve d, D joinitiv permuting n-tiirevin izi olsun.

Asagidaki esitlikler vardir: V aq,ay,...,a,, &, € S igin,
(Vd(a,Vay)=d(a;))V..VD(ay,ay,...,a;,a1) V...D(ay, aq, ..., @y, 1) V d(ay)

(i) d(ay) v d(a;) <d(a;Vai)

Ispat: () d(ay Va;) =D(a, Vaj,a;vVaj,...,a, Val)
=D(a;, a1 Vay,..,aqyVay)) VD(a, a1 Vay,..,a, Vay)
= [D(ay, @y,...,a1 Va)) VD(a,a1,...,a1 Vay)] Vv
[D(ay, aq,...,a1 Va;) VD(ay,a1,...,a; V aj)]
Boyle devam edilirse;
d(a, Vay)=D(ay,aq,...,2,) VD(ay,ay,...,a1)
V...VD(aj,ay,...,a;) VD(ay,ay,...,a7)
=d(a;) VD(ay,ay,...,a1) V...V D(aj,aq,...,a;) V d(ay) olup
d(a;Vay)=d(a;)VD(ay,ay,...,a;) V...V D(a3,ay,...,a;) V d(ay) olur.
(i) D(ay, ay,...,a1) < d(ay)
D(aj, a4,...,a1) < d(ay) oldugunu biliyoruz.
d(a;) vd(ay) <d(a;)VD(ay,ay,...,a;) V..V D(ag,ay, ...,a1) Vd(ay)
= d(a; V ayp) olup
d(a,) Vd(ay) <d(a;, Vay) olur.

Teorem 3.1.1: S yart latis, L latis ve d, D permuting n-tiirevin izi olsun. L dagilmali
latis olsun. V a,, a; € S igin;
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d(as Aay) = d(ay) Ad(a)

Ispat: d(a;Aa))=D(ayAaj,a;Aaj,...,a; Aal)
= [D(ay, a1 Aay,...,a; Aay) Ad(ay)]V
[D(aj, a1 Aag,...,a; Aag) Ad(aq)]
Boyle devam edilirse;
d(a; Aay) =[D(ag, aq,...,a;) Ad(ay)]V [d(a) AD(ay, @y, ..., 1) Ad(ay)]
V...V [d(a)) A D(ag,aq,...,a1) Ad(ay)] V [d(a;) AD(ay,as,...,a1)]

Onerme 3.1.1(i) den;

D(ay, ay, ...,a1) < d(ay)

D(ay, ay, ...,a1) < d(ay) oldugunu biliyoruz. Bu durumda;

D(ay, ay, ...,a1) < d(ay) A d(ay) elde edilir.

Boylece; d(a;) A D(aq,ay,...,a1) A d(ay) = D(ay, a3, ..., ay) yazabiliriz. Benzer
sekilde;

D(aj, ay,...,a1) < d(a;)
D(aj, ay, ..., a;) < d(ay) oldugunu biliyoruz. Her tarafin A si alinirsa;
D(ay, aq, ..., a1) < d(ay) A d(ay) elde edilir.
Boylece; d(a;) AD(ay, ay, ..., a1) Ad(ay) = D(ay, ay, ..., 1) yazabiliriz. O halde;
d(a; Aay) = [d(ay) Ad(ay)] vV D(ay, a3, ...,a1) V...V D(aj, a4, ..., a;) olur.
D(ay, ay, ...,a7) < d(a;) Ad(ay)
D(ay, ay, .., a1) < d(ap) A d(ay) esitsizliklerinde her tarafin V s1 alinirsa;
D(ay,ay, ..., a1) V..VD(aj,aq,...,a;) ) < d(a;) Ad(ay) olur.

Sonug olarak; d(a; A ay) = d(a;) A d(ay) elde edilir.
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Onerme 3.1.4: S yar1 latisinin ve L latisinin en biiyiik elemani 1 olsun. D permuting

n-tirevin izi d olmak uzere d(1) = 1 olsun. Asagidakiler vardir:
(i) Egerd(a;) < D(1,ay, ..., a,) ise; D(aq, ay, ..., ay) = d(ay).

(ii) Eger d(ay) = D(1,ay, ..., ay) ise; D(aq, ay, ..., a,) = D(1, ay, ..., ay).

Ispat: (i) 1, S ¢ nin en biiyiik elemani oldugundan, a; = a; A 1 yazabiliriz.
D(ay,ay,...,a,) =D(a; A1, ay, ..., ap)
= [D(ay, @y, ..., ay) A d(1)]V [d(ay)) AD(L, ay, ..., ay)]
1, L’ nin en biiyiik eleman1 oldugundan,
D(ay,ay, ..., a,) = D(ay, ay, ..., a,) V d(ay) olup;
D(ay, ay, ..., a,) = d(ay) olur. Diger taraftan;
D(ay, ay, ..., a,) < d(a;) oldugundan; D(aq,ay, ..., a,) = d(ay) olur.
(i) 1, S * nin en biiylik eleman1 oldugundan, a; = a; A 1 yazabiliriz.
D(ay,ay,...,a,) =D(ay; A1, ay, ..., ap)
= [D(ay, @y, .., ay) Ad(D)] V [d(a)) AD(L, ay, ..., ay)
1, L’ nin en biiyiik eleman1 oldugundan,
D(ay, ay, ..., a,) =D(a1, a3, ...,a,) VD(1, ay, ..., a,) oOlup,

D(ay, ay, ...,a,) = D(1,ay, ..., ay) Olur.

Onerme 3.1.5: S yan latis, L latis ve d, D permuting n-tiirevin izi olsun. Verilen
a; < ay icin d izoton olmak Uzere, D(ay,as,...,a,) = d(a;) saglaniyorsa
D(ay, ay, ..., a,) = d(ay) dir.

Ispat: D(ay, ay, ..., a,) = d(a;) oldugundan 6zel olarak a; yerine a alinirsa;

D(aj, ay, ..., ay) = d(ay) olur.
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Teorem 3.1.2: S, A -yart latis ve L, latis olsun. A — yar latisten latise taniml
d(a; Vay) =d(a;) Vd(a;) sartini saglayan permuting n-tlrev, joinitiv ise L

dagilmali latistir

Ispat: Ornek 3.1.1 den biliyoruz ki;
D(ay, ay, ..., a,) =d(a;) ANd(ay) A...Ad(ay) olarak tanimlanirsa,
D permuting n-tiirev olur.
D(ay Vay, az, ...,an) =d(a, Va) Ad(ay) A...Ad(ay,) ve
D, joinitiv oldugundan;

D(a; Vag, ay, ..., a,) =D(ag,ay, ..., a,) V D(a, ay, ..., ay)

=[d(a;) Ad(az) A..Ad(ay)] V
[d(a;) Ad(ay) A...Ad(ay,)]
d(a, Vay)) ANd(ay) A..Ad(ay) =[d(a) Ad(az) A... Ad(a,)] V
[d(a)) Ad(ay) A...Ad(ay)]
d(a;Vay)Ad(az) A... Ad(a,) =[d(ay) Vd(a))] Ad(ay) A... Ad(ay,)
[d(ai) Vd(ap)] Ad(ay) A... Ad(ay)] = [d(ay) Ad(ay) A...Ad(ay)]
V[d(a;) Ad(ay) A...Ad(ay)] olup

L, dagilmali latis olur.

Sonug 3.1.2: S, V -yari latis ve L, latis olsun. Eger, V — yar1 latisten latise taniml1 her

permuting n-tirev, joinitiv ve d(a; V a;) = d(a;) vV d(ay) ise L latisi modulerdir.

Ispat: Teoremden L, dagilmali latistir. Her dagilmali latis modiiler latis oldugundan

ispat aciktir.

Tamm 3.1.3: S yari latis, L latis olsun. D permuting n-tiirev olmak (zere ;
() a; < aj iken D(ay, ay, ..., a,) < D(aj, ay, ..., ay) ise, D’ye izoton tlrev denir .
(i1) Eger D, 1-1 ise D’ye monomorfik permuting n-tlrev denir.
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(iii) Eger D, Orten ise D’ye epic permuting n-tlirev denir.

Onerme 3.1.6: S, v -yart1 latis ve L, latis olsun. D, v — yari latisten latise tanimli
izoton permuting n-tiirev olmak tzere ; D(aq, ay, ..., ay) = d(ay),
D(ay, ay, ..., a,) =d(a;) ve d(a; V a;) = d(ay) V d(ay) verilsin. O halde;

D(a;Vag, ay, ..., a,) = d(a, V ay) dir.

Ispat: Ispat1 aciktir.

Onerme 3.1.7: S, V -yar1 latis ve L, latis olsun. D, V — yari latisten latise tanimli

permuting n-tiirev olmak Gzere ;

D izotondur.< D(aq, ay, ..., a,) V D(ay, @y, ..., a,) < D(ay V aj, ay, ..., ay)

Ispat: =) D izotonolsun. «a; < a; Vaj, aj < a; V a; oldugundan;
D(ay, ay, ...,ay,) <D(a; V ay,ay, ..., a,)
D(ay, ay, ..., a,) < D(a; V ay, ay, ..., a,) Boylece;
D(ay, ay, ..., a,) V D(ay, ay, ..., a,) < D(ay V ay, ay, ..., a,) olur.
<) D(ay, ay, ..., a,) V D(ay,ay, ...,ay) < D(ay V aj,ay, ..., ay) Ve
a; < aq olsun. @y = a, V aj yazilabilir.
D(ay, ay, ..., a,) < D(ay,ay, ...,a,) V D(ayg, ay, ..., ay)
<D(a;Vaj,ay, .., a,)
=D(ay, ay, ..., ay) olup
a, < aj iken D(ay, ay, ..., a,) < D(ay, ay, ..., a,) oldugundan

D izoton olur.
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Onerme 3.1.8: S yar latis, L latis olsun. D permuting n-tiirev olmak (izere;

D izotondur.< D(aq, ay, ..., a,) A D(ay, @y, ..., a,) = D(ay A ay, @y, ..., ay)

Ispat: =) aj Aa; < a; ve a) A a; < aj ve D izoton oldugundan;
D(a; ANag, ag, ..., ay) < D(ag,aq, ..., ay)
D(a; ANag, g, ..., ay) < D(ag, ag, ..., ay)
D(a; ANag, ag, ..., ay) = D(a; Aag, ay, ..., ay) AD(ay Aag,ay, ..., ay)
< D(ay, ay, ...,an) A D(ag,ay, ..., a,) = (i)
Onerme 3.1.1(i) den D(ay, ay, ..., ay) < d(ay) ve D(ay, az, ..., ay) < d(ay) dir.
D(ay,ay, ..., a,) = D(ay, ay, ..., ay) ANd(ay)
D(aj, ay, ...,ay) = D(ay, ay, ..., an) A d(ay)
Boylece ;
D(a;, ay, ...,a,) AD(ay,asy, ...,ay) = [D(ag, ay, ..., ay) Ad(ay)]
A[D(ay, ay, ..., an) Ad(ay)]
L latis oldugundan; [D(aq, ay, ..., an) Ad(a,)] A[D(ay, ay, ..., an) A d(az)]
= [D(ay, ag, ..., an) Ad(ay)] A[d(ay) A D(ag, ay, ..., a,)]
< [D(ay, ay, ..., ay) ANd(ay)] V[d(a) A D(ay, ay, ..., ay)]
=D(a; ANag, Ay, ..., Ay)
D(ay, ay, ...,ay) AD(ay,ay, ..., a,) < D(a; A ag,ay, ..., a,) = (ii)
(i) ve (i) den D(ay, @y, ...,a,) A D(ay,ay, ...,ay) = D(a; A ag, ay, ..., ay) olur.
<) D(ay, ay, ..., ay) AN D(ay, ay, ..., a,) = D(ay A ag, a,, ..., a,) Ve
a, < ajolsun. aj A a; = a; oldugundan;
D(ai, ay, ..., an) =D(a; Ay, ay, ..., ) = D(ay, ay, ..., ) A D(ay, ay, ..., ay)

D(ay, ay, ..., a,) < D(ay, ay, ..., a,) Olup D, izoton olur.
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Onerme 3.1.9: S yari latisinin ve L latisinin en biiyiik eleman1 1 olsun. D permuting

n-tirevin izi d olmak uzere d(1) = 1 olsun. Eger D, izoton ise;

D(ay,ay,...,a,) =d(a;) AD(1, ay, ..., ay).

Ispat: D izoton permuting n-tiirev olsun.
a, <1, D(aj,ay,...,a,) <D, ay,...,a,)
D(ay, ay, ..., an) < d(ay)
D(aj,ay,...,a,) < D(1,ay, ...,a,) Ad(ay) = (i)
Ayrica; D(aq, ag, ..., 0,) =D(A1 A aq, ay, ..., &)
=[D(1, ay,...,ay) Nd(ay)] V [D(ay, ay, ..., a,) Ad(1)]
1 en biiylik eleman oldugundan;
D(ay, ay,...,a,) =[D(1, ay, ...,an) ANd(a;)] V D(ay, as, ..., ay)
D(1,ay,...,a,) ANd(a;) < D(ay,ay,...,ay) = (i)

(i) ve (ii) den D(ay, ay, ..., ) =d(ay) AD(1, ay, ..., ay,).

3.2 Yan Latisten Latise Tamimh Permuting n — f TUrev

Tanim 3.2.1: S yari latis, L latisve D: S x S x ... x S = L permuting doniigiim

olsun. f: S — L taniml bir fonksiyon olmak iizere asagidaki sartlar saglanirsa D’ye

!

permuting n — f turevdenir. 1 <i < nvevVv ay,ay,....Q;, &}, ..., Ap, &y, € S iGiN;

D(ay Aag,ay, ..., ., ay) =[ D(ag, @y, .., @y oo, ) A f(@]) ]V

[ f(a)) AD(aj, ayg, o, @y vy )

D(ay,az,...,a; AN}, ...,an) =[D(ay, A1, e, @y oo, ap) A f(aj) 1V

[ f(an) AD(ay, @y, ..., @, ..., ;)]

16



D(ay, az,...,a; o, an Aay) =[D(ay, aq, ..., @, e, ap) A flay) ]V

[ f(a) AD(ay, &y, oov, @4, o, Ap) ]

Ornek 3.2.1: S yari latis, L latisve D: S X S X ... X S — L déniisiimii asagidaki gibi

Y a1,a1,...,0,, &y € S icin; f: S — L fonksiyonu,

flag A ay Ao Aay) = f(a) A f(ay) A... Af(ay,) Ozelligini saglayan fonksiyon

ve D(ay,ay, ..,an) = f(a) A f(az) A... A f(ay) olarak tanimlansin.

O halde; D permuting n — f tirev olur. Gergekten;
D(al Aa{'azw"'an) = [f(al Aai) /\f(az) A---Af(an)]

= [fla) A f(@) Af(@) A..Af(ay)]

= ([flap) A fla) A.Afla) ] A (@) v
([ flap) A faz) oA fla)] A flay)

= ([D(ay, @z oy a) Af(@)]) v
([ f(@) AD(al, aty, ..., ) )

D(a; ANaj,ay,...,a,) =[D(ag, a1, .,an) Af(ap) ]V f(a) AD(ay, aq, ..., an) ]

olup; D permuting n — f tlirev olur.

Ornek 3.2.2: S yari latis, L latisve D: S X S X ... X S = L doniisiim olsun.

a € L olmak Uzere; f:S — L fonksiyonu V a,b € Sicin f(aAb) = f(a) A f(b)

ozelligindeli bir fonksiyon olmak lizere; V a4 ,a1,...,a, € S igin,

D(ay, ay,..,an) =[fla) Af(a)) Ao Aflap)]Aa

olarak tanimlansin. O halde; D permuting n — f tlirev olur.

Ornek 3.2.3: S yar latis, L latisve D: S X S X ... X § = L déniisiim olsun.

VY a,ay,...,a, € S icin;
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D(ay, az, ..,an) = fla) V flaz) V...V f(an)
olarak tanimlansin. D permuting n — f tiirev degildir. Gergekten;

D(a; ANay,ay,...,a,) = f(ag Aay) V f(ay) V...V f(ay) olur. Diger taraftan;
([D(ay, @z @) Afla) 1) v ([fla) AD(ai,ap, @) ])
=([f@) V@) V..V flan) 1 A fa)) v
([ flay) V f(@) V...V f(a) ] A f(@})) olur. Yani;
D(a, Aaj,ay,...,an) # ([D(ag, g, ..,a) A f(ai)]) v

([f(a) AD(a}, @y, ., ap)])

oldugundan D bir permuting f- tiirev degildir.

Onerme 3.2.1: S yari latis, L latisve d, D: S X S X ... X S — L permutingn — f

tiirevin izi olsun. O halde asagidakiler vardir: V a, @y, a,...,a, € S i¢in,
ND(ay, ay, ..., an) < f (1), D(ay, ay, ..., an) < f(az)...D(ay, ay, ..., a,) < f(ay)
il) D(ay, @z, .., an) < flar) Aflaz) A,..., Aflay),

i) d(a) < f(a).

Ispat: (i) a; A a; = a; oldugunu biliyoruz.

D(ay, ay,...,a) = D(ay Aay,ay, ..., ay)
= ([D(al, Ay, e an) /\f(al)]) Y,

([f(a) AD(ay, az, .., @n)])
D(ay, ay, ..., a,) = [ D(ay, a3, ..., @) A f(aq) ] olur buradan;
D(ay, ay, ..., a,) < f(ay) olur.

Benzer sekilde D (a4, @y, ..., ) < f(a3) ..., D(ay, ay, ..., a,) < f(ay) oldugu

gorulebilir.

(ii) D(ay, @y, .., ay) < f(ay)
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D(ay, ay, ..., ay) < f(ay)

D(ay, ay, ...,ay) < f(a,) oldugunu biliyoruz. O halde;

D(ai, az, e, @y) Ao . A D(ag, gz, ., ) < f(a) A flag) A, A flay,)

olur.
(i) @ = & A @ oldugunu biliyoruz.
d(a) =D(a,q,..,a) =D(aAa,q,..,a)
=(D(a,q,.., ) Af(@))V (f(e) AD(a,q, ..., a))
=D a,...,a) A f(a)) =d(a) A f(a) olup;
d(a) = d(a) A f(a) olur. O halde: d(a) < £() dir.

Sonug 3.2.1: S yari latis ve L latis olsun. 0 € S ve 0, L’ nin en kiigiik elemani olsun.
D:S XS X ..xS§ - L permuting n — f tirev olmak tzere; f(0) = 0 ise
D(0,ay, ..., ay) = 0 dur.

ispat: D(0, a5, ...,a,,) =D(0 A O, ap, ..., @0y)
=(D(0,ay, ...,a) A f(0))V (f(0)AD(0,ay, .., ay))
=0vO0=0olup D(0,ay, ..., a,)=0 olur.

Sonug 3.2.2: S yari latis, 1 € S en biyik eleman olsun. L latisve D: S X S X ... X § =
L permuting n — f tlrev olmak Uzere; d(1) = 1ise D(1, ay, ... a;, ..., ay) < f (a;)
dir. (i=2,3,...,n)

Ispat: Ispati aciktir.

Onerme 3.2.2: S yari latis, L latisve D: S X S X ...X S — L permuting n-f tiirev

olsun. O halde asagidakiler vardir: V a4, a,,...,a, € S i¢in,

() D(ay, ay, ..., ay) A D(ay, @y, ..., ay) < D(ay Ay, ay,...,a,)
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(i) D(a; ANy, az,...,a,) < D(ay,ay, ..., a,) V D(ay, ay, ..., ay)

(iii) D(ay Aag, ay,...,ay) < f(ay) V f(ay)

Ispat: (i) Onerme 3.2.1(i) den;
D(ay, ay, ..., a,) < f(a;) ve D(ay, ay, ..., an) < f(ay) yazabiliriz. Boylece;

D(ay, ay, ...,an) A D(aj,ay,...,ay) < f(a;) A D(ay, ay, ..., ay)

D(ay, ay, ..., a,) A D(ay, @y, ..., an) < D(ay,ay,...,an) A f(ay)
Bu durumda;

D(ay, ay, ..., a,) A D(ay, ay, ..., a,) < ([D(al, Ay, ., ap) A f(ay) ]) \Y;

([f(a) AD(as, az, ) 1)
= D(a; Ay, ay,..., ay,) elde edilir.

Boylece; D(aq, ay, ..., a,) A D(ay,ay, ..., ) <D(a; Aag,as,...,ay) olur.

(i) f(ay) A D(ay, ay, ..., @) < D(ay, ay, ..., Ay)
D(ay,ay, ..., ay) A f(a;) < D(ay, ay, ..., ay) Yyazabiliriz.
D(ay Aag,ay,..,an) =[D(ay, ay, ..., ap) A f(ay) ]V
[f(a) AD(ay, az, ..., an) ]
< D(ay,ay, ..., a,) V D(aj, ay, ..., ay) olup;

D(ay ANaj,ay,...,ay) < D(ay, ay, ...,an) V D(ay, ay, ..., ay) olur.

(i) fla) AD(ay, az, ..., an) < f(ay)
D(ay, ay, ...,ay) A f(ay) < f(ay) yazabiliriz.
D(a; ANaj, ay,...,an) =[f(a;) AD(ag, ay, ..., a,) ]V
[D(a1, az, ..., an) A fay) ]
< f(a) Vv f(az) olup;

D(a; ANaj, ay,...,a,) < f(ay) V f(ay) olur.
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Onerme 3.2.3: S, vV — yari latis, L latis ve d, D joinitiv permuting n-f tiirevin izi

olsun. Asagidaki esitlikler vardir: V aq,ay,...,a,€ S igin,
(i)d(a; Vay)=d(a;) V...V D(ay,a;,...,a1,a7)
V..VD(ay,aq,...,a,a1) V d(az)

(i) d(ay) vV d(ay) <d(a;Vay)

Ispat: () d(ay Va))=D(a, Va,,a,Vaj,...,a, Val)
=D(a;, a1 Vay,..., a1 Vay))V D(a, a1 Vay,...,a; Vay)
= [D(ay, @q,...,a1 Va)) VD(a,a1,...,a1 Vay)] Vv
[D(aj,ay,...,a1 Va;)VD(ay,ay,...,a; Vay)]
Boyle devam edilirse;
d(a, Vay) =D(ay,aq,...,a1) VD(ay,ay,...,a1)
V,...,.vD(aj,a,...,a7) VD(aj,ai,...,a1)
=d(a;) VD(ay,ay,...,a1) V,...,V D(aj, aq,...,a;) V d(ay) olup

d(a;Vay)=d(a;)VD(ay, ay,...,a;) V,...,v D(a3,ay,...,a;) V d(ay) olur.

(i) D(aq, ay,...,a1) < d(ay)
D(aj, a4,...,a;) < d(a;y) oldugunu biliyoruz.
d(a;) vd(ay) <d(a;)vD(ay,ay,...,a1) V, ..,V D(ay,y, ...,a1) V d(a;)
= d(a, V ay) olup

d(ay) Vd(a;) <d(a; Vajy)olur.

Teorem 3.2.1: S yart latis, L latis ve d, D permuting n — f tlrevin izi olsun.

Y ay,ay, ay, ..., ay € S igin;
flas AN az A,..., Nay) = f(a) A f(ay) A...A f(ay,) ve L dagilmali latis olsun.
Bu durumda; d(a; Aaj) =(d(ay) A f(ay))V D(ay,ay, ..., a1)
V...V D(a3, @y ,..., a;) V (d(ay) A f(ay)) dir.
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Ispat: d(a;Aa))=D(ay Aaj,a;Aal,...,a; Aal)
=[D(a, a; Ay, ..,a; Aag) A f(ay)]V
[f(ar) AD(aj, a1 Aay,..., a1 Aay)]
=[D(ay, ay, a1 Aay, ..,a; Aag) A f(ag) A fag)] v
[ f(a) AD(ay, @y, a1 Ay, ...,y Aag) A fag)] v
[ f(a1) AD(ay,az, a0 Ay, .., a0 Aag) A f(a)] v

[f(al) Af(al) A D(di, ai' a A 0[1, ey O A 0[1)]

Boyle devam edilirse;

d(a; Aag) =[D(ag, ay,...,a) A f(aj)] Vv
[ f(a) AD(ay,ay,...,a;) A f(ap)] V...V
[ f(a1) A D(ay, ay,...,a1) Af(a)]V

[D(ay, aq,...,21) A f(ay)] elde edilir.

Onerme 3.2.1(i) den
D(ay, ay, ...,a1) < f(ay)
D(ay, a3, -..,a1) < f(ay) oldugunu biliyoruz. Buradan;
D(ay, ay, ...,a1) < f(ay) A f(ay) elde edilir.

Boylece; f(a;) A D(aq,ay, ..., a1) A f(ay) = D(aq, ay, ..., @1) yazabiliriz. Benzer

sekilde;
D(ay, ay,..., 1) < f(ay)
D(aj, @y, ...,a;) < f(a7) oldugunu biliyoruz. Buradan;

D(ay, aq, ..., 1) < f(a1) A f(ay) elde edilir.
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O halde; f(a;) AD(ay, @4, .., a1) A f(a1) = D(ay, aq, ..., @1) yazabiliriz. O halde;
d(a; Aay) =[d(a) A f(a)]V D(ay,ay,...,a1) V...V

D(ay, @y, ..., aq) V [d(ai) A f(ai)]

Sonug 3.2.3: S yar1 latis, L latis ve d, D permuting n — f turevin izi d olmak tzere

asagidakiler vardir:
() D(ay,ay, ..., a1) V...V D(aj, @y, ...,a1) < d(a; A ay)
(i) d(ay) A f(ay) <d(ay Aay) ved(ay) Af(ay) < d(a; Aag)

(iii) d(a;) Ad(ay) < d(a; ANay)

Ispat: () D(ay, a}, ..., a}) < D(ay, @}, ...,a}) V...V D(aj, ay, ..., @)
<[d(a})) A f(ay)]VD(ay, a3, ...,a7) V...V
D(ay, @y, ...,aq) V [d(ai) A f(ai)]

=d(a; A ay)

D(aj, aq,...,a1) < D(ay, ay, ...,a1) V...V D(aj,aq, ..., a1)
<[d(a;) A f(a)]VD(ay,ay,...,a1) V...V
D(aj, @y, ...,a;1) V[d(a) A f(ay)]
=d(a; Aay)
O halde; D(ay, @}, ..., @) V..V D(a}, &y, ., a;) < d(ay A ) dir.
(i) d(ay) A f(ay) < [d(a) A f(a)]VD(ay, aq, ..., a1) V...V
D(ay, ay, ..., aq) V [d(ay) A f(ay)]
<d(a; ANay)
d(a) A f(ay) <[d(a)) A f(a)]V D(ay,ay,...,a1) V...V
D(ay, ay, ..., aq) V [d(ay) A f(ay)]

<d(a; Nay)
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Sonug olarak; d(aj) A f(ay) < d(a; Aay)
d(ay) A f(a) < d(ay Aal)olur,
(iii) d(a)) A fay) < d(ay Aal)
d(ay) A f(ay) < d(a; A ag) Boylece,
(d(ay) A fa)) Ad(ar) A fay)) < d(ag Aay)
(d(ay) A fla)) A(d(ay) Af(ay)) < dlag Aay)
d(ay) < f(ay) ve d(a}) < f(a)) oldugunu biliyoruz. O halde;

d(a;) ANd(ay) < d(a; A ay) olur.

Sonug 3.2.4: S yari latis ve 1 € S en biyuk eleman olsun. L dagilmali latis olmak

Uzere; d, D permuting n — f tilirevin izi olsun. Asagidakiler vardir:
(i) Eger f(a) = d(1) ise d(a) = d(1).
(ii) Eger f(a) < d(1) ise d(a) = f(a).

(iii) Eger a; < ay , f artan fonksiyon ve d(a;) = f(ay) ise d(ay) = f(aq).

ispat: (i) £(«) = d(1) olsun.
d(D) = f(@) Ad(D) <d(anl) =d(a)
(i) f(a) < d(1) olsun.
fla) = fla)Ad(1) <d(aAr1)=d(a) = f(a) < d(a)
d(a) < f(a) oldugunu biliyoruz.
O halde; d(a) = f(a)
(iii) a; < o) ve d(a)) = f(a}) olsun.
d(ay) = d(ay Aal) = (@d(@) A F(a)) vV D(ay,al, .., a})
V...V D(aj,a;,...,a;) V (d(a) A f(ay))
£ artan fonksiyon oldugundan; d(a;) < f(ay) < f(a)) = d(a}) olup,

d(ay) A f(ay) = f(ay)
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d(ay) A f(ay) = d(ay) esitliklerini yerlerine yazarsak;
dlay ANay) = f(a) VD(ay,ay,..,a) V..V D(ay, @y ,...,a;) V d(ay)
= f(ay) olur.

Sonug olarak; d(a;) = f(ay).

Sonug 3.2.5: S yari latis ve 1 € S en buyuk eleman olsun. L latis olmak tizere; d, D

permuting n — f tlrevin izi olsun. f(1) = 1 i¢in asagidakiler vardir:

(i) Eger f(a;) < D(1, ay, ..., ay) ise D(ay, @y, ..., a,) = f(ay)

(i) Eger f(ay) = D(1, ay, ..., ay) ise D(ay, ay, ...,an) = D(1,ay, ..., a,)

Ispat: (i) @; = a; A 1 yazabiliriz.
D(ay,ay,...,a,) =D(a; A1, y, ..., a,)
= (D(ag, az, ., an) A f(D) V (f(a) AD(L, ay, ..., ay))
=D(ay,ay, ..., an) V f(ayp) olur.
O halde; D(aq, a3, ..., @) = f(a,). Diger taraftan;
f(a,) = D(ay,ay, ..., a,) oldugunu biliyoruz.
Sonug olarak; D(ay, ay, ..., an) = f(ay)
(il) a; = a; A 1 yazabiliriz.
D(ay,ap,....,an) =D(a; A1, ay, ..., )
=(D(ay, az, ..,a ) Af(D))V(f(a) AD(, ay, ..., ay))
=D(ay,ay,...,a,) VD1, ay, ..., ap)

D(aj,ay,...,a,) =2 D(1,ay, ..., a,)

Onerme 3.2.4: S yari latis ve 1 € S en blyuk eleman olsun. L latis olmak tzere; D
permuting n — f tirev olsun. f(a;) A f(ay) = f(a; A ay) igin, eger

D(aj,ay,...,a,) = f(ay) AD(1,ay, ..., ay) i€ ;

D(a; ANay, ay, ..., ) =D(ay, ay, ..., ay) A D(ay, ay, ..., a,) dir.

25



Ispat: D(ay, ay, ..., a,) = f(ay) AD(1, ay, ..., a,) oldugundan;

D(a; ANag, g, ...,ay) = flay Aay) AD(L, ay, ..., )
=fla) A flap) AD(L, ay, ..., an)
=(f(a)) AD(L, ap, ..., an)) A (f(a1) AD(L, ay, ..., )
=D(ay, ay, ..., ay) A D(ay, as, ..., ay) olur.

Sonug olarak; D(a; A a3, ay, ..., ay) = D(aq, ay, ..., ay) A D(ay, az, ..., ay).

Onerme 3.2.5: S yari latis, L latis ve D permuting n — f tiirev olsun. Ayrica f artan
fonksiyon olsun. Eger a; < a; ve D(ay, @y, ..., a,) = f(ay) ise;

D(a{' a3, ..., an) = f(ai ) dlr

Ispat: @] < a; oldugundan; a} = a; A af yazabiliriz.
D(aj, ay,...,a,) =D(a; ANag,ay, ..., ay)
= (D(ay, @z, ..., an) A f(a1)) V (f(a) AD(ay, az, ..., az))
D(ay, ay, ..., a,) = f(ay) ve f artan fonksiyonu icin,
f(ay) AD(ay,ay,...,an) =D(ay , ay, ..., Ay)
D(ay, ay, ...,an) A f(ay) = f(ay) olup;

D(aj, ay, ..., ay) = f(aj ) olur.

Teorem 3.2.2: S yart latis ve L latis olsun. Eger D permuting n — f trevi igin
f fonksiyonu f(a,) Vv f(a1)=f(a; V a7) esitligini sagliyorsa L latisi dagilmali

latistir.

Ispat: Ornek 1 den biliyoruz ki ;

D(ay, ay, ..., ) = f(a) A f(ay) A...A f(a,) tanimlandiginda D, permutingn — f

tirev olur.
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D(a;Vag, g, .., ay) =f(ay Vay)Aflay) A A f(ay)
=(fla) Vv fla)) A flaz) A..A flay)
Diger taraftan D joinitiv oldugundan;
D(ay Vay, ay,...,an) =D(ay,ay, ..., a,) V D(ay, ay, ..., )
=(fla) Af(a) A oA f(a)) V (Fa) Af(az) Ao A f (@)
Buradan; (f(a1) V flapD) A f(az) Ao A fan) = (fla) A f(az) A .. fan))V
(flaD) Af(az) Ao A fan))

olup, L latisi dagilmali latis olur.

Sonug 3.2.6: S yari latis ve L latis olsun. Eger her D, permuting n — f turev joinitiv

oluyorsa, L modiler latis olur.

Ispat: Her dagilmali latisin modiiler latis oldugunu biliyoruz. O halde bir &nceki

teoremin ispatindan agiktir.

Tanmm 3.2.2: S yar latis, L latis olsun.D, permuting n — f turev olmak tzere;

(i) a; < ay iken D(ay, ay, ..., ay) < D(ay, ay, ..., @,) oluyorsa D’ye izoton

permuting n — f tdrev denir.
(ii) Eger D, 1:1 ise D’ye monomorfik permutingn — f tirev denir.

(iii) Eger D, Orten ise D’ye epik permuting n — f trev denir.

Onerme 3.2.6: S yari latis, L latis olsun. D izoton permutingn — f tirev olmak

tzere; f(ay) V f(ay) = f(ay vV ay) ve D(ay, ay, ..., ap) = f(ay)
D(ay, ay, ..., a,) < D(ay V ay, ay, ..., ay) Ve D(ay, a,, ..., ay) = f(ap) olsun. O
halde;

D(al \ (Zi, (12, ey an) = f(al) \ f(ai)

Ispat: Ispat1 aciktir.
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Onerme 3.2.7: S yari latis, L latis olsun. D, permuting n — £ tiirev olmak uizere,

asagidakiler vardir. Vaq, ay, ay, ..., a, € S icin;
(1) Eger D izoton doniisiim ise;
D(ay, g, ..., y) =D(a1, a3, ..., ay) V(D(a; V a1, a3, ..., @) A f(ay))

(ii) D izotondur. © D(ay, ay, ..., an) V D(ay, ay, ...,an) < D(a, V ay, ay, ..., ay)

Ispat: (i) a; < ] V a; oldugundan; a; = (a} V a;) A a; yazabiliriz.
D(ay, ay, ...,a,) =D((a] V @) A aq,ay, ..., 0y)
D permutingn — f tiirev oldugundan;
D((a; V a1) A ay,Qq,...,ay) = (D(ay,ay,...,an) A f(a; V @) V
(f(a) A D((a1 V 1) ,az, .., an))
D izoton oldugundan;
D(ay, ay, ...,ay) <D((a1 V a1),ay, ..., ay) < f(a; V ay)

O halde; D(ay,ay, ..., a,) =D(ay, ay, ...,an) V (D(ay V a1, az, ..., an) A f(ay))

olur.
(ii) D izoton permuting n — f tdrev olsun.
D(ay, ap,....,ay) <D((a1 V ay),qy, ..., Ay)
D(aj,ay, ..,an) <D((a; V a;),ay, ..., ay) her iki tarafin Vv s1 alinirsa;
D(ay, ay, ..., ay) VD(ay,ay, ..., a,) < D(ay Vai,ay, ..., an)
Tersine; D(aq, @y, ..., ay) V D(a1, ay, ..., a,) < D(a; Vay,ay, ..., a,) olsun.
Kabul edelim ki; @; < a7 olsun. O halde; a;=a,; V a; yazabiliriz.
D(ay, ay, ..., a,) < D(ay,ay, ...,a,) VD(ay,ay, ..., a,)
<D(ay Va;,ay, .., a,)
=D(ay, ay, ..., a,) olup,

D(ay, ay, ...,ay) < D(aj, ay, ..., ay) yazilr.

28



Sonug olarak D izotondur.

Onerme 3.2.8: S yar latis, L latis ve D, permuting n — f tiirev olmak (izere;

asagidakiler vardir:
(i) D izotondur. © D(ay, ay, ..., ay) AD(ay, &y, ..., an) = D(ay A ag, ay, ..., @)

(ii) D izoton doniisiim ve D (a4, ay, ..., a,) = f (1) olsun. Eger; f fonksiyonu
flay) V f(ay) = f(ay V ay) sartin1 saglar ise;

D(ayi, ay, ..., a,) VD(a;,ay, ...,a,) = D(a; Va;,ay, .., ay) dir.

Ispat: (i) D izoton olsun. aj A a; < a} ve aj A a; < a; oldugundan;
D(a; ANag, ay, ..., ) < D(ag, ay, ..., a,)
D(a; Nag,ay, ..., a,) < D(ay, ay, ..., ay)
D(a; ANag,ay, ..., a,) < D(ay,ay,..,ay) AND(aj,ay,...,ay) = (1)
Onerme 3.2.1 (i) den;
D(ay, ay, .., ay) < f(ay) ve D(a}, ay, ..., a,) < f(a}) yazabiliriz.
D(ay, ay, ..., a,) =D(ay, ay, ..., ) A f(ay)
D(ay, ay, ..., a,) = D(ay, ay, ...,an) A f(ay)
Boylelikle; D(aq, ay, ..., an) A D(ay, &y, ..., ay) = (D(aq, ay, ..., an) A f(@1)) A
(D(ay, @z, ..., an) A f (1))
L latis oldugundan;
D(ay, ay, ...,a,) AD(aj, ay, ..., ay)
= (D(ay, @z, ..., an) A f(a1)) A (f(a1) AD(ay, a, ..., an))

S (D(alﬂaZ' ey an) A f(ai)) \% (f(al) A

D(aj, ay, ..., an))
=D(a; Aay,ay, ..., ay) olup,

D(ay, ay, ..., an) AD(aj,ay, ..., ay) < D(aj ANy, ay, .., a,) = (2)
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Sonug olarak; (1) ve (2) den;

D(ay, ay, ..., a,) AD(ay, @y, ..., ay) =D(a; Ay, Qy, ..., ay) olur.
Tersine; D(aq, ay, ..., ay) AD(ay, @y, ..., y) =D(a; Ay, ay, ..., Ay) VE

a; < aj olsun,
D(ay, ay, ...,ay) =D(a; ANay,ay, ..., ay)
=D(ay, ay, ..., ay) A D(ay, as, ..., ay) olup,

D(ay, ay, ..., a,) < D(ay,ay, ..., a,) olur.
O halde; D izoton olur.
(ii) D izoton ddniisiim olsun. Onerme 3.2.7 den ve L modiiler oldugundan;

D(aj, ay, ...,ay) =D(ag, ay, ., @) V (D(q V a1, &g, ..., @) A f(a7))

= (D(ay, az, ..., an) V f(ay)) AD(ay V ay, ay, ..., ap) Ve
a; < a; V aj ve Dizoton = D(aj, ay, ...,an) < D(ay V ay, sy, ..., ay,) olur.
D(aj, ay, ..., ay) < f(a7) oldugunu kullanirsak;
D(aj, ay, ...,ay) = f(a;) AD(ay V a3, ay, ..., a,) elde ederiz.
Hipotezden; D(a4, @y, ..., @) = f (a;) oldugunu biliyoruz.
D(ay,ay,...,a,) VD(ay, g, ..., a) =f(a;) V(f(a;) AD(a; V ay, ay, ..., @)
L modiiler oldugundan;
D(ay,ay, ...,a,) VD(ay, ay, ..., ) = (f(a) V f(a)) AD(ay V ay, ay, ..., ay)
=f(a,V a;) AD(ay V aj,ay, ..., ap)
=D(ay V aj, ay, ..., ay) olup,

D(aj, ay, ...,a,) VD(ay, ay,...,a,) = D(a; V ay, @y, ..., a,) Olur.

Onerme 3.2.10: S yari latis, 1 € S en bilylik eleman olsun. L latis olmak tizere, D

izoton permuting n — f tlrev ise; D(ay, @y, ..., a,) = f(a;) A D(1, ay, ..., ay,) dir.
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Ispat: D izoton permutingn — f tiirev olsun.
D(ay,az,....,ay) <D, 0y, ...,a,) AN f(ay)
Onerme 3.2.7°de ; a; = 1 olarak diistiniiliirse,
D(ay, ay, ..., ay) =D(ay, ay, .., @y) V (D(ay V1, a5, ..., a,) A f(ay))
D(ay V1, ay,...,an) A f(ay) <D(ag, ay, ..., ay)

Boylelikle; D(ay, ay, ...,an) =D(a; V1, ay, ..., a,) A f(ay)

Onerme 3.2.12: S yari latis, L latis ve D permuting n — £ tiirev olsun. d artan

fonksiyon, f azalan fonksiyon ve D izoton olsun. L dagilmali ise;

d*(a) = d(f (o))

ispat: d(a) < f(@) oldugunu biliyoruz.

d?(a) = d(d(a)) = d(f(a) A d(a))
=D(f(@) Ad(@), f(@) Ad(@),.... f(a) A d(ax))
D permutingn — f tiirev oldugundan;
d?(@) = (D(f(@), f(@) A d(@),.... f(a) Ad(@)) A f(d(@))) V
(f(f(@) AD((a), f(@) Ad(@), .., f(a) Ad(a)))

= (D(f(a), f(@) ... (@) Ad(@) A f(d(@)) A f(d(a)))
V(f(f(@)AD(f(a),d(@), f(@) Ad(a), ..., f(@) Ad(a)) A f(d()))
V (f(f(@) AD((a), f(@) .f(@) Ad(@), ..., f(@) Ad(@) A f(d(a)))
V (f(f@) AD((a), f(@) .f(@) Ad(@), ..., f(@) Ad(@)) A f(d(a)))
V(f(f(@) A F(f(@) A D(d(@),d(a), f(@) Ad(a), ..., f(a) Ad(a)))

Boyle devam edilirse;

31



d*(a) = (D(f(a), f(@) ,.... f(@)) A f(d(a)))
V (f(f(@) AD(f (@), d(@),d(a), ..., d(a)) A f(d(a)))
V..V (f(f(@)AD((a),f(a) f(@),.., f(@) A fld()))
V (f(f(@)) AD(d(a),d(a) ,d(), ..., d(a)) )

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

d?(a) = (fd@) Ad(f(@)) V (f(f@) AD(f(a),d(a), ..., d(@) A f(d(a)))
V.. V(f(f@ AD(d(@), f(a), ... f@) A f(d@)) Vv (f(f(a))Ad(d(a)))

d artan ve f azalan oldugundan;
d*(a) = d(d(a)) < d(f (@) < f(f (@) < f(d())

O halde; f(d(a)) A d(f(a)) = d(f(a) ve f(f(a))Ad(d(a))=d(d(a))
Onerme 3.2.1 (i) den biliyoruz ki;

D(f(a),d(@), ..., d(a)), ... ,D(d(a), f(a), .., f(a)) < f(f())

D(f(a),d(), ..., d(a)), ... ,D(d(a),f(a), ..., f(a)) < f(d(a))

d*(a) = d(f(a)) vV D(f(a), d(a), ..., d(a))

V..V D(d(a),f(a),.., f(a)) Vd(d(a))olur.

D izoton ve d(d(a)) < d(f (a)) oldugunu biliyoruz.
D(f(a),d(a), ..,d(@)) V ..vD(d(a),f(a), ..., f(a))
< D(f(@), f(@) .. f(@) V..V D(f(a), f(@) ,.... f(@)) < d(f())

Buradan; d(d(a)) < d(f(a))

Sonug olarak; d?(a) = d(f (a)).

Onerme 3.2.13: S yari latis, L latis ve d, D permuting n — f tiirevin izi olsun. Eger

f, orten azalan fonksiyon olmak tizere, Va € S igin;

D(d(a), f(a),,, f(a)) = d(f(a)) dir.

Ayrica; S yart latis ve 0 € L en kicuk eleman ve D(d(a), f(«) , ..., f(a)) =0

ise d =0 dur.
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ispat: D permuting n — f tiirev oldugundan ve Onerme 3.2.1 (i) ve (ii) den ;
D(d(a), f(@),....f(@)) =D(d(a) A f(a),f(a), ..., f(@))
=(D@d(@),f(a),...fla) A f(f(@))V (f(d@)AD(f(a) f(a),.. f(a)))
f azalan fonksiyon oldugundan;
d(f(@) < f(f(@) < f(d(a)) yazabiliriz.
D(d(a),f(a), ... f(a)) = D(d(a),f(a) , ..., f(a)) Vd(f(a))
Sonug olarak; D(d(a), f(@) , ..., f(a)) = d(f(a))

Ayrica; S yart latisi igin 0 € S en kiguk eleman ve D(d(«), f(a) , ..., f(a)) =0

olsun. a € S i¢in;
0<d(f(a)) <D(d(a),f(a),..,f(a)) =0o0lup; Va € S icin d = 0 elde edilir.
Uyari: S yari latis, L latis ve d, D permutingn — f tlreviniziolsun.V a;,a; € S
icin;
flayvay) =f(a)V fay)
flay Aay) = fay) A fay)
sartlar1 saglansin.

Bir Fix;(L) ={a € S | d(a) = f(a) } tamimlayalim. Bu kiimenin down-closed

kiime oldugunu gorebiliriz:
a; < ay,a; €Fixg(L)
a, € Fixy(L)
Aslinda, Fia,(L) kiimesi ideal sartinin (i) sartin1 saglar. Ideal sartinin (ii) sart1 igin;
D joinitiv déniisiim ve aq, a; € Fiag(L) olsun. Onerme 3.2.4 den biliyoruz ki;
flayvay) =fla)V flay) =d(ay) vd(ay) <d(a; Vay)
flarvay) <d(a; Va)
d(aVay) < f(a Vay)
O halde; f(a; Vay) =d(a; V ay) olup @, V a; € Fia, (L) olur.

Sonug olarak; Fia (L) ideal sartlarini saglar.
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Sonug 3.2.7: F(S, L) kimesi, f: S = L tanimli fonksiyonlarin timindn kiimesi
olsun.va € Sigin f; < f, © fi(a) < fo(a@) tanimlayalim. O halde; "' < ikili

islemi ile (F(S, L), < ) bir poset olur.
Ayrica; fy A f, , fiV f» 1 S = L fonksiyonlar sirastyla;
(firnfz) (@)= fil@) A fr (@)
(fiVfz) (@)= fi(@)V f; (@) tammlanir.

Sonug 3.2.8: fi A f5; fi Ve f, fonksiyonlarmin e.b.o.b.u ve fiV fo; five f,

fonksiyonlariin e.k.o.k. u olarak tanimlanir. ( F(S,L), A, V) latis olur.

Onerme 3.2.14: Eger f:S — L, A - homomorfizma ise f fonksiyonu f tiirevdir.

Ispat:  f(y Aay) =f(ay) A f(ay)

=(f(a)) A f(a)) V (f(a)) A f (@) olup f tiirev olur.

Sonu¢ 3.2.9: S yar latis, L latisved, D : Sx S x---x S — L permutingn — f

tiirevin izi olsun. Asagidakiler denktir:
(i) d monoton artandir.

(i) d(a; A aq) = d(aqy) Ad(a)

Ispat: (i) = (ii) d monoton artan olsun.
d(a; Aay) < d(a;) ved(a; A ay) < d(ay) oldugundan;
d(a; Aay) < d(ay) A d(ay) elde edilir.
Diger taraftan sonug 3.2.3 (iii) den ve d(a;) A d(a;) < d(a; A @p) oldugundan;
d(a, Aay) =d(ay) Ad(ay) olur.
(i) = (i) d(a; Aay) =d(ay) Ad(ay) olsun. a; < ay icin;
a,ANa; = a
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d(a,) Ad(ay) =d(a;) = d(ay) < d(ay) olup; d monoton olur.

Sonug 3.2.10: S yart latis, L latisved, D :SaSa--a S — L permutingn — f

tiirevin izi olsun. Asagidakiler denktir:
(i) d monotondur.

(i) f(a1) Ad(ay) = d(a; Aay) ved(ay) A f(ay) =d(a; Aay)

Ispat: (i) = (ii) d monoton olsun.
d(a; Aay) = (d(a) A f(ay)) vV D(ay, ay, ... ,a1)
V...V (D(aj,ay, .. ,a;)V (d(ay) A f(ayp)) oldugundan
fla) Ad(ay) < d(ay A ay) dir. Ayrica;
d(a, Aay) =d(ay) Ad(ay) < f(ay) A d(ay) oldugundan
f(a) Ad(ay) =d(a; A ay) elde edilir,
Benzer olarak; d(a;) A f(ay) = d(a; A ay) oldugu goriiliir.
(i) = (i)
flay)) ANd(ay) =d(ay Aag) veay < a3
d(ay) =d(a; Aay) = f(ay) Ad(ay) < d(ajp) olup
d monoton olur.

Onerme 3.2.15: S yar latis, L dagilmali latis ve dy, D; : SxSx--x S > L
permutingn — f tlrevinizived,, D, :SxSx--xS — L permutingn — f tlrevin

izi olsun.

Eger d; ve d, monoton ise d; A d, monotondur.

Ispat: (d, Ady)(ay Aay) =dy(ay Aay) Ady(ag Aay)
= (f(ay) Ady(ag)) A (f (1) A dy(ay))
= fay) A (dy Ady)(ar)

Sonug olarak; d; A d, monoton olur.
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Onerme 3.2.16: S yari latis, L dagilmali latisve d;, D; : SxSx--xS > L
permutingn — f tirevinizived,, D, :SaSa--aS — Lpermutingn — f

tdrevin izi olsun.

Eger d, ve d, monoton ise d, V d, monotondur.

Ispat: (d, vV d,) (ay Aay) =dq(ag Aay) Vdy(ag Aay)
= (f(a1) Ady(a)) vV (f (a1) A dy(az))

= f(ay) A(dy V dy)(ay)

Sonug olarak; d; v d, monoton olur.

Onerme 3.2.17: L latis, S yari latisved,D: SxSx--x S — L permutingn — f

tlrevin izi olsun. d monoton ise d, f — tlrev olur.

Ispat: d monoton olsun.
dla; Aay) =d(a; Aay) V d(a; Aay)
= (d(ay) A f(a) v (d(ar) A f(a))

O halde; d, f turev olur.

Teorem 3.2.3: d; ve d,: S — L monoton f — tiirev ve MD (S, L); monoton f —

tarevlerin timandn kimesi olsun. MD ¢(S, L), F (S, L) nin alt yar latisidir.

Ispat: Onermeden biliyoruz ki; d, ve d, monoton ise d; A d, monotondur.
Dolayisiyla; MD (S, L), F (S, L) nin alt yar1 latisidir.

Teorem 3.2.4: L dagilmali latis, S yar1 latis olsun. O halde; MD ((S, L), F(S, L) nin

alt latisidir.
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Ispat: Onermeden biliyoruz ki; d; ve d, monoton ise d; V d, monotondur.
Dolayistyla; MD (S, L), F(S,L) nin V - alt yar1 latisidir. Boylece; MD ((S, L),
F (S, L) nin alt yar1 latisidir. O halde; MD ((S, L), F(S,L) nin alt latisi olur.

Tanmm 3.2.3: Eger Vaq, a; € Sicin f(a;) < f(ay) iken a; < aj ise f fonksiyonuna
monoton artan fonksiyon, f(a;) = f(ay) iken a; < aj ise f fonksiyonuna antitone

denir.

Lemma: L latis, S yar1 latis ve f: S — L, A- homomorfizma olsun. Va € Sveu € L
icin f,(a) = f(a) A u olacak sekilde f,, : S = L fonksiyonu tanimlayalim. O halde;
fu, f — threvdir.

Ispat: a;, aj € S olsun.
fular Aar) = fag Aar) Au=(fla) Af(a))Au
= [(f(a) A fla)) Au] v [(f(ar) A fag)) Au]
=[(fla) Au) A flad] Vv [f(a) A (f(a1) A )]
= (fulan) A f(a)) V (f (@) A fulaz))

Sonug olarak; f,,, f — turev olur.

Tamm 3.2.4: Eger; Vu € L igin f,, : S = L, f tlirev ise f,,’ya simple f- turev denir.

Onerme 3.2.18: f: S — L, A - homomorfizma olsun. Asagidakiler vardir:
(i) f,MD £(S, L)’ nin en biiyiik elemanidur.
(i) Her simple f- tirev monotondur.

(ili) 1 € S, S yar1 latisinin en biiyiik elemani olsun. O halde; her monoton f - tiirev

simple f — turevdir.
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Ispat: (i) f:S — L, A - homomorfizma olsun. Béylece; f, monoton f- tiirevdir.
Ayrica; d < ficinVd € MD ¢(S,L) olup f, MD ¢(S, L)’ nin en biiyiik elemani olur.

(ii) @ < y ve f monoton oldugundan f(a) < f(y) dir.

ful@)=f(@) Au<f(y) Au=f,(y) = f, monoton olur.

(iii)y d(a) =d(a A1) = f(a) Ad(1) = fya)(@) = d simple f — tlrev olur.

Teorem 3.2.5: f: S = L, A - homomorfizma olsun. Simple f — tlirevlerin kiimesi
SD ¢(S,L) olmak uzere; SD £(S,L) € MD ¢(S,L) € F(S, L) dir.

Ispat: SD¢(S,L) S MDf(S,L) ve MD £(S,L) € F(S, L) oldugundan ispat agiktir.

Teorem 3.2.6: 1 € S, S yar1 latisinin en biiyiik elemani ise; SD ¢(S,L) = MD ((S, L)
dir.

Ispat: Teoremin ispat1 Onerme 3.2.18 ve teoremden agiktir.

Onerme 3.2.19: f:S — L, A - homomorfizma olsun. O halde; SD¢(S,L), F(S,L)’nin

alt yar1 latisidir.

Ispat: f,, f, € SD £(S, L) olsun.
(fu A fo)(@) = fu(a) A fi (@)
=(f@Aru)A (fla) Av)=f(a) A(uAv)
= funv(@)
Boylelikle; £, n, € SD (S, L) = SD #(S, L), F(S, L) nin alt yari latisi olur.

Onerme 3.2.20: f:S — L, A - homomorfizma olsun. Eger L dagilmali latis ise
SD (S, L), F(S,L)’ nin alt latisidir.
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Ispat: f,,, f, € SD £(S, L) olsun.
(fu V )@ = ful@) V fi(a)
=(f@Aw)V (fla)rv)=fl@A@Vv)
= fuvv(@)

Dolayistyla; f,, v, € SD £(S,L) ve SD £(S, L), F(S,L)’nin V — alt yar1 latisi olur.
O halde; SD £(S, L), F(S, L) nin alt latisi olur.

Onerme 3.2.21: f:S - L, A - homomorfizma olsun. Vu € L igin @(u) = f;,
doniligiimii tamimlayalim. Ve Vv,w € Licin D(L) ={u € L|uA(vvw) =(uAv)V

(u A w)} kiimesi L’nin alt kiimesi olsun. O halde;

L dagilmahdir. & D(L) = L’dir.

ispat: D(L) € L dir. L dagilmal1 oldugundan; L € D(L) = D(L) = L’dir

Tersine; D(L) = L olsun. u,v,w € D(L)veuA(vVw)=(uAv)V (uAw)
oldugundan; D (L) dagilmahdir. D(L) = L = L dagilmalidir.

Lemma: f:S - L, A - homomorfizma ve Yu € L i¢in @(u) = f,, doniisiimii

tanimlayalim. O halde; @ : L — F(S, L) A - homomorfizmadir.

Ispat: u,v € L olsun. Va € S igin
furv (@)= f(@) A(uAv)
= (f(@) Au) A (f(a) Av)
= fu(@) A fio(a) = (fu A fiy)(@)

DUAV)=furv=fuNfo =0) AOD(v) = 0, A - homomorfizma olur.

Sonug 3.2.10: f: S = L, A - homomorfizma olsun. Asagidakiler denktir:

()@ : L - F(S,L) v-homomorfizmadir.
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i L), ,L)’nin vV — alt yar1 latisidir.
i) SD£(S,L), F(S, L) ni 1 latisidi

(iii) Im f < D(L)

Ispat: (i) = (i) @ : L - F(S, L) vV-homomorfizma olsun. Dolayisiyla;
fuVfo=0W)VOW)=0(uVwv)=f,y, dir. Boylece;
SD¢(S,L) =Im @, F(S, L)’ nin V- alt yar1 latisi olur.
(it) = (iii) SD £(S, L), F(S,L)’nin V alt yari latisi olsun. f(a) € Im f i¢in
f@A@VD)=fyy,(a) = ful@)V fo(a) = f(a) €D(L) = Imf S D(L)
(iii) = (i) Im f < D(L) olsun. f(a) € D(L)
fuvv(@) = fl@) A V) =(fla) Aw)V (f(a) Av)
= fu(@) V fo(@) = (fu V fo)(@)
Boylece; (uVvv)=fyvy = fuVf, =0(w) Vv 0(v)olup, @ v-homomorfizma olur.
Sonug 3.2.11: f: S — L, 6rten A - homomorfizma olsun. Asagidakiler denktir:
(i) @ : L > F(S,L) V-homomorfizmadir.
(i) SD £(S,L), F(S, L) nin V — alt yar1 latisidir.

(iii) L dagilmalidir.

Ispat: Yukaridaki sonug ve teoremden ispat agiktir.

Sonug 3.2.11: f: S — L, A - homomorfizma olsun. Im f € D(L) ve f(a,) = 1 ise
SD f(S ,L), L’ye izomorftur.

Ispat: Im f € D(L) ve f(ay) = 1 olsun. Yukaridaki lemma ve bir 6nceki

sonugtan @ : L — F(S, L) latis homomorfizmidir.
@) = f, = f, = B(v) olsun.

u=1Au=f(ay) Au= f,(ay) =f,(ap) =fap) A\ v=1Av=v=>u=v

40



Sonug olarak; @ 1:1 ve Im@ = SD ¢(S, L), L’ye izomorftur

Sonug 3.2.12: f:S = L, A - homomorfizma olsun. L dagilmali latis ve 1 € L en
biiyiik eleman olmak iizere; eger ay € S igin f(ay) = 11ise SD ((S,L), L’ye

izomorftur.

Ispat: L dagilmali oldugundan L = D(L) ve Im f € D(L) = L. Yukaridaki sonugctan;

SD¢(S, L), L’ye izomorftur.

3.3 Yari Latisten Latise Tammmh Permuting » — (f,g) TUrev

Tanim 3.3.1: S yar latis, L latisve D: S x S x ... x S = L permuting doniigsiim olsun.

f:S§ - Lveg:S — Ltaniml iki fonksiyon olsun. Asagidaki sart saglanirsa D’ye

!

permuting n — (f, g) turev denir. 1 < i < nve Vay, ay, ..., &;, @;, ..., Ay, Ay € S iGiN;

D(as Aay, ay,..., @, ., an) =[D(ay, @y, oo, @y oy ay) A f(a) ]V

[gla) AD(ay, aq, ..., @iy ooy ) ]

D(ay,az,...,a; A}, ...,an) =[D(ay, ay, ..., @, .,ay) Af(aj) ]V

[g(a;) AD(ay, ay, ...,y o, ) ]

D(ay, az,...,« e, @n A@y) =[D(ag, &z, .., @y e, ) A f(ay) ]V

[ g(ay) AD(ay, ay, ..., aj, ..., a7)]
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Ornek 3.3.1: S yari latis, L latisve D: S X S X ... X S = L permuting déniisiim olsun.

YV ay,a1,...,0,, &y € S igiN;

D(ay, az, ..., an) = f(a) Agla) A flaz) Aglaz) A..A f(an) A glay)
flar A az A,y Aay) = flag) A f(az) A A fan)

glag A az A,..., ANay) = g(ay) A glaz) A...A g(ay)

olarak tanimlansin. a; = a; A @, alinirsa D permuting n — (f, g) tlrev olur.

Gercekten;
D(ay, @y, ....,an) = D(ag Aay,ay,...,an) = f(a) Aglay) A..Af(ay) A gla,)
D(ay Aay,ay,.,an) = flag Aay) Aglag Aay) Af(az) Aglay)... f(a,) A glay)
= flar) Agla) Afaz) Aglaz) A A fan) A glan)
= [(fla) Agla) A A flan) Aglan)) A f(ai)]

V[ga) A (fla) Agla) A...A fay) A g(ay))]

= ([D(C{l, (lz, "'lan) Af(al) ]) \% ([g(al) A D(all 0!2, e an) ])

D(a; ANag,ay,...,a,) =[D(ay, a1, ..,ap) Af(a;)]V[gla) AD(ag, aq, ..., an) ]

olup; D permuting n — (f, g) turev olur.

Ornek 3.3.2: S yari latis, L latisve D: S X S X ... X S - L permuting déniisiim olsun.
a € L olmak Uzere; V a4 ,...,a, € S igin;

D(ay, ay, ..., an) = [f(a1) Agla) A f(az) Aglaz) A..A fan) Aglan)] Aa
flar A ay Ao, ANay) = fla) Af(az) A A flay)

glas A ag A,..., ANay) = glay) Aglay) A...A g(ay)

olarak tanimlansin. a; = a; A a; alimirsa D permutingn — (f, g) tiirev olur.

Gercekten;
D(ai ANay,ay,...,an) = [flayha) Aglag Aa) Ao A fla ) Agla )] Aa

= [f(ar) Ag(@) A..A f(an) Aglan) Ad]
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=([f(ar) Agla) A fap) Aglay) Aa] A fay))
V(g(ay) A[f(a) Aglag) A...A f(ay) Aglay) Aal)

= (D(alﬂaZI""an) A f(al))v(g(al)AD(a1'a2""Jan))

Ornek 3.3.3: S yari latis, L latisve D: S X S X ... X § = L permuting déniisiim

olsun. V ay,, ..., a, € S i¢in;

D(aj,a, ..,an) = f(a1)Vg(la))V ,..., Vf(ay,)V glay,)
flas A as Ao, ANay) = fla) Af(az) A,..., Af(ay)
glas A az A,..., Nay) = glag) Aglaz) A,..., Aglay)

olarak tanimlansin. O halde; D permutingn — (f, g) tiirev degildir. Gosterilebilir.

Onerme 3.3.1: S yari latis, L latisve d, D: S X S X ...x S = L permutingn — (f, g)

tiirevin izi olsun. O halde asagidakiler vardir: V a4, ay,...,a, € S igin,
(I) D(alr A2 ey an) < f(al) \4 g(al): ey D(all A, .oey an) < f(an) \% g(an)
(ii) D(ay, @z, ..., an) < (f(@) V gla)) A, ... A(f(an) vV g(an))

(iii) d(a) < f(a@) v g(a)

ispat: () D(ay, ay, ...,a,) =D(ay A ay, @y, ..., @)
= (D(allaZI""an) A f(al)) \ (g(al)AD(alJ(ZZJ--'Jan))

< f(ay) v g(ay)

Benzer sekilde digerleri de goriilebilir.

(”) D((Zl, Az, ey an) < f(al) v g(al)

D(ay, ay, ...,a,) < f(a,) V g(a,) oldugunu biliyoruz. O halde;

D(ay, ay, ..., ay) A ... AD(aq,ay,...,a,) < (f(ay) Vgla)) A..Af(ay)Vglay)
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(ili) @ = a A a oldugunu biliyoruz.
dla)=D(a,a,..,a) =D(aAa,aq,..,a)
=(D(a,a,..,a) A f(a®))V (g(a) AD(a,q, ...,a))

= d(a) < f(a)Vvg(a)

Sonug 3.3.1: S yart latis ve 0, L latisinin en kigik eleman olsun.
D:S XS X ..xS§ - Lpermutingn — (f, g) turev olmak tzere; f(0) =0 ve
g(0) =0ise; D(0,ay, ..., ay) =0 dir.

Ispat: Onerme 3.3.1(i) den;
D(0,ay,...,a,) < f(0O)Vg(0)<0v0=0

0 en kii¢iik eleman oldugundan; 0 < D(0, a5, ..., a,) < 0= D(0,a,, ...,a,) =0olur.

Onerme 3.3.2: S yari latis, L latis olsun. D permutingn — (f, g) tlrev, S ve L’nin

en bliyiik elemani 1 olmak tizere; f(1) = 1 ve g(1) = 1 olsun. Asagidakiler vardir:
(i) Eger f(a;) < D(1,ay, ...,ay) Ve g(a;) <D, ay, ..., ay) iSE;
D(ay, az, -, an) = f(ay) vV g(ay)
(ii) Eger f(ay) = D(1,ay, ...,ay) Ve g(ay) = D(1, ay, ..., ay) ise;
D(ay, ay,...,a,) =2 D(1,ay, ..., ay)
Ispat: (i) 1 € S en biiyik eleman olsun.
D(ay,ay,...,a,) =D(a; A1, ay, ..., ay)
=(D(ay, @z, .., an) A f(1) V(g(a) AD(L, az, ..., ay))
=(D(ay, ag, ..,ay) A1)V (g(ay)) AD(1, ay, ..., ay))

1 € L en buyik eleman ve D(aq, a3, ..., @,) = D(ay, 3, ..., @) V g(ay)

= g(ay) < D(ay, ay, ..., ap) ...(1)
Benzer sekilde; f(a;) < D(1, ay, ..., ay) oldugu goriiliir. Buradan;
D(ay, ay, ..., ) = f(a1) VD(ay, ay, ..., an) = f(a;) < D(ay, ay, ..., a,) ...(2)
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(1) ve (2) den; f(ay) V g(ay) < D(aq, ay, ..., a,)
Diger taraftan; D (aq, ay, ..., @) < f(a1) V g(a;) oldugundan,

D(ay, ay, ..., ay) = f(ay) V g(ay) olur.

(if) 1 € S, en biiyiik eleman oldugundan;
D(ay,ay,...,a,) =D(a; A1, ay, ..., a,)
=(D(ay, az, ..,an) A f(D)V(g(la) AD(L, ay, ..., ay))
=(D(ay,ay, ...,ap) A1)V (D(L, ay, ..., ay)) oOlup,

D(ay,ay,...,a,) =D, ay, ...,a,)

Onerme 3.3.3: S yari latis, L dagilmali latis ve D permuting n — (f, g) tirev olsun.

O halde; D(ay, ay, ..., @) A D(ay, @y, ..., ) < D(a; A ag, ay, ..., ay) dir.

Ispat: Onerme 3.3.1(i) den,
D(ay, ay,...,ay) AD(ay, ay, ..., an) < (f(a) vV g(ai)) AD(ay, ay, ..., ay)
D(a; ANag, g, ..., ay) = (D(ay, @y, ..., ay) A f(a1)) V (g(ay) AD(ay, asy, ..., ay))
D(ay,az, ...,an) A f(ay) < D(a; Aag,ay, ..., a,)
g(a) AD(ay,ay, ..,an) < D(a; Aag, ay, ..., ay,)
D(a; ANag, g, ..., ay) =D(a; Naq,ay, ..., qy)
= (D(aq, @z, ooy an) A far)) V (g(ar) AD(ay, @y, ..., )
D(aj, az, ...,ap) A f(a;) <D(a; ANay,ay, ..., )
g(a)) AD(ay, ay, ..., a,) < D(a) ANay,ay, ..., a,)
L dagilmali oldugundan;
(D(ay, @z, ..., an) A fa1)) V (gar) AD(ay, ay, ..., ay))
=(f(a1) vV g(a1)) A D(ay, az, ..., o)

<D(a; Aaj, ay, ..., ay)
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Sonug olarak; D(ay, ay, ..., an) A D(ay, ag, ..., @,) < D(ay A ay, ay, ..., ay)

Onerme 3.3.4: S yari latis, L latis ve D permutingn — (f, g) tirev olsun. O halde

asagidakiler vardir:
() D(a; Aay, ay, ..., ay) < D(ag,ay, ..., ) V D(ay, @y, ..., ay)

(i) D(ay A ay, az, ..., an) < gla) V f(ay)

Ispat: (i) Tirev tammindan;
D(a; Aajy, ay, ..., an) = (g(a) AD(ag, @y, ..., ) V (D(ag, @y, ..., @) A f(@7))
glay) AD(ay, ay, ..., an) < D(ag, ay, ..., ay)
D(ay, ay, ...,an) A f(ay) < D(ag,ay, ..., a,)
Sonug olarak; D(a; A ag, @y, ..., &) < D(ay, @y, ..., an) V D(ay, ay, ..., ay) oOlur.
(i1) Bir 6nceki ispat yardimiyla;
D(ay Ay, az, ., an) = (g(ay) AD(ag, &z, ..., ay)) V (D(@y, &z, ..., ay) A f(ay))
g(a) AD(ay, ay, ..., an) < g(ag) ve D(ay, ay, ..., an) A f(ay) < f(ay)
Sonug olarak; D(a; A ag, @y, ..., ) < gla) VvV f(ay)

Onerme 3.3.5: S; vV — yari latis, L latis ve D; vV — yar latisten latise taniml1 joinitiv

permuting n — (f, g) tiirev olsun. Asagidakiler vardir. Va;, a; € S igin;
()d(a, Vay)=d(a;) VD(ay,ay,...,a;) V...V D(ay, @y ...,a;) Vd(ay)

(i) d(ay) v d(ay) < d(ay V ay)

Ispat: () d(ay Va)) =D(a, Va,, a;Vai, .., a Val)
=D(ay, @, Vay, .., a;Vay)VD(a, a1 Vag,..,a;Vag)
=D(ay,a;,;Vay,..,a;Vay)VD(a,a,a,Vag,.., a Vay)
V D(aj,ay, a1 Vag,.,a; Vay)VD(aj,ay,a, Vag, ., aVay)

Boyle devam edilirse;
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d(a, Vaj) =D(a;,q, ..., @) V D(aq,aq, ..., @7)
V...V D(aj,aq, ..., @1) V D(a1,aq, ..., 1)
=d(a,) vV D(ay,a1, ..., a7) V...V D(a3,a4, ..., a1) V d(a7)
(i d(ay) vd(ay) <d(ay) vV D(a;,a3, ..., 1) V...V D(aj,aq, ..., a1) V d(a;)
=d(a; V ajy) olup,

d(a;) Vd(ay) <d(a; Vap)olur.

Teorem 3.3.1: S yari latis, L latis ve d, D permuting n — (f, g) tlrevin izi olsun. L

dagilmali ve Va,, a € S icin;
d(ay Aay) = (d(ay) A(f(a1) v g(@1))) vV D(ay, ay, ..., a1)
V...V D(aj,ay, ...,a1) V (d(ay) A (f(ay) V g(ay)))
Ispat: d(a, Aay) =d(ay Aay) Vd(ay Aay)
= D(ayar Ay, oy aq Aag) A(f(ap) V g(ar)))
V(g(a) V f(ay)) AD(ay,a; Aay, ..., a; A ay)))

Boyle devam edilirse;

d(a; Aay) = (D(ay, ay, ..., a1) A (f(a1) V g(a1)))
V((f(a1) vV g(a)) AD(ay, ay, ..., a1) A (f(ay) V g(ay)))
VoV ((f(a1) vV g(a1)) A D(ay, ay, ..., a0) A (f(@1) V g(@1)))
v ((f(ay) v g(a)) AD(ay,ay, ..., ay))
Onerme 3.3.1(i) den; D(ay, ), ..., @}) < f(ar) V g(ay)
D(ay, ay, .., 1) < f(ay) vV g(a3)
D(ay, ay,...,a1) AD(ay, ay, ..., a1) < (f(a1) V g(a1)) A (f(ap) v g(ay))
Buradan; (f (a1) vV g(a1)) AD(ay, ay, ..., 1) A (f(ap) V g(@1)) = D(ay, a3, ..., a1)
Benzer sekilde;

D(aj, ay, ...,a1) < f(ay) Vv g(ay)
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D(aj, ay, ..., a1) < f(a) V g(a1)
D(ay, @y, oo, ay) AD(a), @y, ., aq) < (F (@) V glap)) A (flap) v g(a)))
Buradan; (f(a;) V g(ay)) A D(a}, ay, ..., ;) A(f(a}) vV g(a})) = D(a), ay, ..., 1)
Sonug olarak; d(a; A ag) = (d(a) A (f(ay) V g(a)) Vv D(ay, ay, ..., az)

V...V D(aj,ay, ...,a1) V (d(a1) A (f(ay) V g(ay))) olur.

Sonug 3.3.2: S yart latis, L latis ve d, D permuting n — (f, g) tlrevin izi olsun. O

halde; asagidakiler vardir:
(i) D(ay, a1, ..., a;) V...V D(ay, aq, ..., 1) < d(a; Aay)

(i) d(ay) A (f(ar) V g(ay)) < d(ay Aay) ved(ay) A(f(ay) V glay)) <
d(a; Aay)

Ispat: (i) Teorem 3.3.1°den ispat1 agiktir.

(if) Teorem 3.3.1’den ispat1 agiktir.

Sonug 3.3.3: S yari latis, 1 € S en buyik eleman ve d, D permutingn — (f, g)

tiirevin izi olsun. O halde asagidakiler vardir:

() d(D) A (f(ar) v g(@y)) < d(a1)

(i) D(ay,1,1,...,1) V..v D, a4y, 4, ..., a1) < d(ay)

Ispat: (i) Sonug 3.3.2 (ii) den a; yerine aj = 1 yazilirsa;
d() A (f(a) Vg(ay)) <d(a; A1) =d(a;) (1en blyik eleman)
(ii) Sonug 3.3.2 (i) den; a; yerine a; = 1 yazilirsa;

D(O(l, 1,1, ...,1) V... D(l, al, al, ey al) S d(al FAN 1) = d(Oll)

Sonug 3.3.4: S yar latis ve L latis olmak (zere, 1 € S en buytk eleman olsun. d, D

permuting n — (f, g) tiirevin izi ise asagidakiler vardir:
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(i) Eger f(a) Vg(a) =d(1) ise,d(a) = d(1)

(i) Eger f(a) v g(a) < d(1) ise, d(a) = f(a) V g(a)

Ispat: (i) f(a) vV g(a) = d(1) olsun.

d(1) =d) A(f(a)Vg(a)) <d(anl)

(ii) f(a) vV g(a) < d(1) olsun.
fl@vgl@)=(fl@Vvgl@)rdd) <dlanrl)=d(a)=>d(a) = f(a)V g(a)

Onerme 3.3.1 (iii) den; d(a) < f(a) Vv g(a) oldugundan d(a) = f(a) vV g(a) olur.

Sonug 3.3.5: S, Vv - yari latis, L dagilmali latis ve D permuting n - (f, g) tlrev olsun.
Ornek 3.3.1den fve g;

flasVay)=f(a)V f(ay) ve gla; V a;) = g(a,) V g(ay) olarak tanimlansin.
O halde; D(ay, a3 ...ay) VD(ay, ay ...ay) < D(ay V ag, ay ...ay)
ispat: Teorem 3.3.2 den;
D(a, Val, ay..ay) =Dy, dy..ay) VD@, ay ...a,)
V(fla)Agla) A A flay) A glan))
V(fla)) Agla) A A flan) A glan))
O halde; D(ay, cy .. @) V D(&}, @y o) < D(ety, @y o @y) V D(}, @y o ty)
V(fla)Agla) A A flay) A gan))
V(fla)) Agla) A A flan) A glan))

Dolayisiyla; D(aq, @y ... ay) V D(ay, @z ...ay) < D(ay V ag, ay ... ay)

Tamim 3.3.2: S yart latis, L latis ve D permuting n - (f, g) tlirev olsun.

(i) Eger a; < a; iken D(ay, ay ...ay) < D(aj,a, ...ay)iseD:SxSx..xS—>L

doniisiimiine izoton permuting n - (f, g) turev denir.
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(ii) Eger D 1:1 doniisiim ise D’ye monomorfik permuting n - (f, g) tlrev denir.

(iii) Eger D orten doniisiim ise D’ye epik permuting n - (f, g) tlrev denir.

Onerme 3.3.6: S v — yari latis, L latis ve d, D permuting n - (f, g) tirevin izi olsun.
O halde asagidakiler denktir:

(i) D izoton doniisiimdyir.
(ii) d(@) vd(B) < d(a Vv B)

Ispat: (i) = (ii) D izoton doniisiim olsun. d, D permuting n - (f, g) tiirevin izi
oldugundan; d(a) <d(aVvp)

d(B) <d(aV p) yazabiliriz.
O halde; d(a) vd(B) < d(a Vv B) olur.
(i)=> @) d(@) vd(B) <d(aVp)vea<polsun.

d(a) <d(a)vd(B) <d(aVvp)=d(B) olup; D izoton olur.

Teorem 3.3.3: S yari latis ve L latis olmak lizere; 1 € S ve 1 € L en biyuk eleman
ve D izoton permuting n - (f, g) trev olsun. f(1) = 1ve g(1) = 1 ve f(ay) =
g(ay) veya f(a;) < g(ay) olsun. Vay, ..., a, € L igin;

D(aj,ay ...ay) = (f(ay) Vg(a)))AD(, a;, ...ay,) dir.

Ispat: D izoton permuting n - (f, g) tiirev oldugundan;
Vay,...,a, € Ligin D(ay, @y ...a,) < D(1, ay ...ay,) yazabiliriz. f(a;) = g(ay)

olsun. D(ay, @y ...a,) < f(ay) vV g(ay) = f(ay) dir.
D(ay, @y .ay) = D(1 Ay, dy ... ay)
=D, ay...an) Af(a))V(g(1) AD(ay, ay ...ay))
=D, ay...an) Af(a))V(g(1) AD(ay,az ...ay))
=D, ay ...an) Af(a)) V(1 AD(ay,ay ...ay))

=(D(1,ay ...ap) A f(a))V D(ay,ay ...ay)
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=D(L, a5 ...cty) A flay)
f(a) v g(ay) = f(a;) oldugundan;
D(ay, @z ... an) = (f(a) V g(a1)) A D1, ... ) olur.
Ayni diisiince ile . f(ay) < g(a,) igin D(ay, &y ... a) < f(a1) V (@) = g(a;)
D(ay, @y .. @) = (f (@) V g(ar)) A D(L, a1y ... )
D(ay, @y .. ay) < f(ar) A D(1, @ ...ay) dir.
D(ay, @y @) = D(L Aty @y ... )
= (D(L ety ...a) A g(a)) V (F(1) A D(ay, s ...ay))
= (D(L ety ...a) A g(a)) V (F(1) A D(ay, @ ...ay))
= (D(L s ...a) A g(a)) V (1 AD(ay, @ ...ay))
= (D(L,ty ...ay) A g(a)) V D(ay, @y ... ct)= D(1, @z ... atn) A g(ay)
f(a) V g(ay) = g(aty) oldugundan;

Sonug olarak, D(ay, @y ...a,) = (f(a;) V g(a1)) AD(1, a; ... a,) olur.

Onerme 3.3.7: S yari latis, L latis ve d, D permuting n - (f, g) tiirevin izi olsun. a <

B ve B € F olsun.f ve g artan fonksiyon ve d azalan olsun. Bu durumda; a € F olur.

Ispat: Onerme 1(i) den; d(a) < f(a) Vv g(a) oldugunu biliyoruz.

a < [ ve S € F olsun. f ve g artan fonksiyon ve d azalan oldugundan;

flavgl@<fP)vgP)=dp)<da)= f(a)Vg(a)<d(a)olur

Sonug olarak; f(a) v g(a) = d(a) olup, a € F olur.

Onerme 3.3.8: S, v — yari latis ve L latis olsun. d, D permuting n - (f, g) tlrevin izi
olmak Uzere; a, § € F olsun. Eger f ve g azalan fonksiyon ve d izoton ise; a V § €
F dir.

Ispat: f ve g azalan fonksiyon oldugundan; f(a vV B) < f(a)
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glaVvp) < g(B)
Dolaysiyla; f(aV B) < f(a) v g(@)
glavp) < f(B)v g(B)olur.
flavp)vglavp) <(f(@vgl@)Vv (B Vvgp)
=d(a) v d(p)
d izoton oldugundan; d(a) v d(B) < d(a V B)
flavp)Vvglavp)< d(aVp)elde edilir.
dlavp)< f(avp)V glaVp) oldugundan,

dlavp)=f(avp)Vv glavp)olup,aVp € Folur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde latislerde tiirev ve latis cebiri ¢calismalarindan yararlanarak yapilan
caligsmalari yari latis {izerinde verdik. Bu ¢alismalarin bir genellemesi olarak yari latis
lizerinde permuting n-tiirevlerin tamimlarimi verdik. Ilgili tanimlarin Srneklerini
inceleyerek tanimda verilen bagmtiyr sagladigini gosterdik. Yari latisler lizerinde
izoton,joinitiv, modiiler ve dagilmali yar1 latis gibi kavramlar1 vererek, yari latislerde
permuting n-tiirevin bu kavramlar iizerinde daha farkli nasil ifade edilebilecegini
anlattik. Sonrasinda joinitiv ve dagilmali yar1 latis iligkisini bir teorem olarak ifade

ettik.

Oneri olarak yar latisler iizerinde yapilan bu ¢alismalar diger cebir yapilar ve

yeniden tanimlanabilecek farkli yapilar tizerinde belirli sartlar altinda uygulanabilir.

53



5. KAYNAKLAR

Alshehri, N.O., Generalized derivations of Lattices Int.J. Contemp. Math. Sci., Vol 5,
no. 13, 629-640, (2010).

Asci, M., Ceran. S., Generalized (f, g) - derivations of lattices, Math. Sci. and App.
E- Notes Vol. 1, No.2 pp 56-62, (2013).

Asci, M., Kecilioglu, O., Ceran, S., Permuting tri - (f, g)- derivations on lattices,
Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics 1, No.2, 189-196, (2011).

Asci, M., Ceran, S., ’Symmetric bi- (o, T) - derivations of Prime Near Rings’’,
Algebras, Groups, Geometry, 24, no.3, 291-302, (2007).

Balbes, R. and Dwinger, P. ‘’Distributive Lattices’’, University of Missouri Press,
Columbia, Mo., (1974).

Bell, A. J.,, The co-infrmation lattice, 4th Int. Symposium on Independent
Componentv-Analysis and Blind Signal Seperation (ICA2003) Nara, Japan, 921-926,
(2003).

Birkhoof G., <’Lattice Theory’, American Mathematical Society, New York, (1940).

Carpineto, C. and Roman, G., Information retrieval through hybrid navigation of
lattice representations, International Journal of Human- Computers Studies 45, 553-
578, (1996)

Chaudry, M. A., Ulah, Z., On generalized (a, ) - derivations on lattices, Quaestiones
Mathematicae, 34, 417-424, (2011).

Ceven, Y. Symmetric bi derivations of Lattices, Quaestiones Mathematicae, 32 1-5,
(2009).

Ceven Y. Oztiirk, M.A. Some properties of symmetric bi- (o, T)- derivations in near-
rings. Commun. Korean Math. Soc. 22, no. 4, 487-491, (2007).

54



Davey, B. A.; Priestley, H. A. Introduction to lattices and order. Second edition.
Cambridge University Press, New York, aii+298 pp. ISBN: 0-521-78451-4, (2002)

Degang, C., Wenaiu Z., Yeung, D. and Tsang, E.C.C. Rough approimations on a
complete completely distributive lattice with applications to generalized rough sets,
Inform. Sci.176 , no.13, 1829-1848, (2006)

Durfee, G. Cryptanalysis of RSA using algebraic and lattice methods, A dissertation
submitted to the department of computer sciences and the commite on graduate studies
of Stanford University ,1-114, (2002).

Grabisch M. and Honda A., Entropy of capacities on lattices and set systems, Inform.
Sci. 176, no. 23, 3472-3489, (2006)

Ferrari, L. ’On Derivations of lattice’’. Pure Math. Appl. 12, no.4, 365-382, (2001).

Jun, Y. B., and Xin, A. L. On derivations of BCl-algebras, Inform. Sci. 159, no.3-4,
167-176, (2004).

Khan, A.R., Chaudhry, M.A. “’Permuting f - derivations on lattices’’, Int. J. of
Algebra, Vol.5, no: 10, 471-481, (2011).

Ozbal, S. A, Firat, A. Symmetric f bi derivations of Lattices. Ars Combin.97 (in press)
(2010).

Ozturk, M.A ; Yazarli, H, “’Permuting tri- derivations in lattices’. Quaest. Math. 32,
no. 3, 415-425, (2009)

Ozturk, M. A., “’Permuting Tri derivations is Prime and Semi-prime Rings’’, East
Asian Math. J. 15(2) , 177-190, (1999).

Pehlivan U.”’ Latislerde Tirevler Yiiksek Lisans Tezi’’ Pamukkale Universitesi Fen
Bilimleri Enstitlisli, Matematik Anabilim Dal1, Denizli, (2015).

Sandhu, R.S. Role hierarchies andconstraints for lattice-based access controls,
Proceedings of the 4th Europan Symposium on Research in Computer Security, Rome,
Italy, 65-79, (1996).

55



Szasz, G. “’Derivations of lattice’’. Acta Sci. Math. (Szeged) 37, 149-154, (1975).

Yon Y.H., Kim K.H., ©’On f - derivations from semi-lattices to lattice’”, Comm.Korean
Math. Soc. 29, No.1, pp. 27-36, (2014)

Zhan, J., and Liu, Y. L. <’On f- derivations of BCI- algebras’’, Int. J. Math. Sci. no.
11, 1675-1684, (2005).

56



6. OZGECMIS

Ad1 Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi
Lisans Universite
Elektronik posta

Iletisim Adresi

: ONUR DEMIRKAYA

1 02/03/1994 DENIZLI

: GAZI UNIVERSITESI

> onr.dmrky7@gmail.com

: Karaman Mah. 1488 Sk. No: 11 DENIZLI

57



	İÇİNDEKİLER
	SEMBOL LİSTESİ
	ÖNSÖZ
	1. GİRİŞ
	1.1 Tarihçe

	2.     ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR
	4. SONUÇ VE ÖNERİLER
	5. KAYNAKLAR
	6. ÖZGEÇMİŞ

