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OZET

UYUMLU KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN OTELENMIS
LEGENDRE POLINOMLARIYLA SAYISAL COZUMU
YUKSEK LiSANS TEZi
FERDi MUTLU
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
TEZ DANISMANI: DOC. DR. HANDAN CERDIK YASLAN
DENIZLi, TEMMUZ 2019

Bu tez ¢alismasi dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kesirli
tiirevin ortaya ¢ikisi ve gelisimi konusuna deginilmis, literatiirde kesirli tiirevli
diferansiyel denklemlere uygulanan ydntemler hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde Legendre polinomlar1 tanitilmis, Legendre polinomlar ile ilgili temel
bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde uyumlu kesirli tiirev ve ozelliklerine yer
verilmis ve 6telenmis Legendre polinomlar1 yardimiyla bir fonksiyonun uyumlu
kesirli tlirevi hesaplanmistir. Dordiincii boliimde ise, uyumlu kesirli lineer ve
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin 6telenmis Legendre polinomlari
yardimiyla ¢oziilebilmesi i¢in siralama yontemi sunulmus ve bu yontem c¢esitli
denklemlere uygulanmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Uyumlu kesirli tiirev, Otelenmis Legendre
polinomlari, Siralama yontemi, Lineer kesirli diferansiyel denklemler, Lineer
olmayan kesirli diferansiyel denklemler



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF THE CONFORMABLE DIFFERENTIAL
EQUATIONS VIA SHIFTED LEGENDRE POLYNOMIALS
MASTER’S THESIS
FERDi MUTLU
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. HANDAN CERDIiK YASLAN
DENIZLIi, JULY 2019

This thesis consists of four main chapters. In the first chapter emergence
and development of the fractional derivative and information about the methods
which have been applied to the fractional differential equations in the the
literature are given. In the second chapter, Legendre polynomials are introduced
and the fundamental informations about Legendre polynomials are given. In the
third chapter ,conformable fractional derivative and its properties are given.
Conformable fractional derivative of a function is computed via shifted Legendre
polynomials. In the fourth chapter, collocation method is presented to solve
conformable fractional linear and nonlinear differential equations via shifted
Legendre polynomials and the method are applied to the various equations.

KEYWORDS: Conformable fractional derivative, shifted Legendre polynomials,
Collocation method, Fractional linear differential equations, Fractional nonlinear
differential equations.
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1. GIRIS

Temelleri Leibniz’in 17. yiizyi1ldaki notlarina dayanan ve ¢aligmalarinda 2
mertebeden tiireve deginmesi ile ortaya c¢ikmis olan kesirli (tam sayr olmayan)
mertebeden tiirev kavrami, iki yiiz yillik bir zaman dilimi boyunca bir¢ok bilim
adaminin arastirma konusu olmustur. Leibniz’in Onciiliigiinde hayat bulan keyfi
mertebeden tiirev ve integral teorisi Liouville, Griinwald, Letnikov ve Riemann gibi
bilim adamlarinin arastirmalar1 sayesinde 19. yy sonlarinda hemen hemen son seklini
almistir. Bu arastirmalarin sonuglari salt matematik bilimine ait problemlerin
¢Oziimiinii kolaylastirmis olmakla kalmamis, Podlubny (1999)’nin kitabinda da
gorlilebilecegi iizere c¢esitli matematiksel yontemlerle birlikte kullanilarak
miithendislik, fizik, kimya ve biyoloji alanlarindaki uygulamalarda analitik ve
yaklasik ¢oziimlerin elde edilmesini, bu c¢oziimlerin daha anlamli bir sekilde

yorumlanmasini saglamaistir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde ¢ogunlukla
Caputo tiirevi tercih edilmistir. Saadatmandi ve Dehghan (2010), Rehman ve Khan
(2011), Yang (2013), Khalil ve dig. (2015), Mohammadi ve Mohyud-Din (2016),
Mohammadi ve Cattani (2018) Caputo kesirli tiirevli diferansiyel denklemleri,
Legendre Pseudo-Spektral yontem, operasyonel matris yontemi, Legendre dalgacik
yontemi, Legendre dalgacik-Tau yontemi gibi yontemler kullanarak Legendre
polinomlart yardimiyla ¢ozmiislerdir. Li (2010), Doha ve dig. (201lab), Khader
(2016), Parand ve Delkhosh (2017), Yaslan (2017a) Caputo kesirli tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Chebyshev Spektral yontem, operasyonel
matris yontemi, Chebyshev dalgacik yontemi gibi yontemleri ile birlikte Chebyshev
polinomlarindan faydalanmislardir. Ayrica Doha ve dig. (2012), Khader (2013),
Abd-Elhameed ve Youssri (2016), Alshbool ve dig. (2017), Isah ve Phang (2019)
Caputo kesirli tiirevli diferansiyel denklemleri Bernstein, Laguerre, Lucas, Jacobi ve

Genocchi polinomlar1 yardimiyla ¢ozmiislerdir.

Yakin zaman igerisinde Khalil ve dig. (2014) Griinwald-Letnikov, Reimann-
Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerinin formiillerine kiyasla daha basit ve anlasilir

olan uyumlu kesirli tiirev adiyla yeni bir kesirli tlirev tanimini1 yaparak bu tiirevin

1



temel ozelliklerini ortaya koymuslardir. Abdeljawad (2015) uyumlu kesirli tlirevin
tanimu ile belli baz1 6zelliklerini, analiz ve fonksiyonlar teorisinde oldukc¢a 6nemli
olan teoremler yardimiyla vermistir. Uyumlu kesirli tlirevin literatiire girmesi
sayesinde, yukarida sayilan kesirli tiirevler i¢in saglanamayan ya da belli kosullar
altinda saglanan ¢arpim ve zincir kurali kolaylikla saglanmistir. Atangana ve dig.
(2015) uyumlu kesirli tiirevin Ozelliklerini daha detayli olarak ele almislardir.
Thomas ve Bamforth (1999), Khitab ve dig. (2005) uyumlu kesirli tiirevin,
saglamlastirilmig betonarme yapilarda klorid iyonlarmin taginmasi olaymin
modellenmesinde kullanildigini saptamiglardir. Zhao ve dig. (2018) Uyumlu kesirli
Maxwell denklemleri, ortamin elektromanyetik alanlarim1 tanimlamak ic¢in
kullanmistir. Uyumlu kesirli tlirevin, gecirgen ortamda Swartzendruber modelini
tamimlamak i¢in kullamldigim1i Yang ve dig. (2018) ortaya koymustur. Ayrica
Anderson ve Ulness (2015) uyumlu kesirli tiirevin kuantum mekaniginde de

uygulamalara sahip oldugunu goéstermislerdir.

Uyumlu kesirli tiirevin literatiire girmesiyle birlikte uyumlu kesir igeren adi
diferansiyel denklem, kismi diferansiyel denklem ve integral denklemlerin ¢oziimleri
lizerine ¢alismalar yapilmaya baslanmistir. Unal ve Gékdogan (2017) uyumlu kesirli
diferansiyel doniisim yontemini uyumlu kesirli diferansiyel denklemlere
uygulamigtir. Acan ve dig. (2017) uyumlu kesirli varyasyonel doniisiim yontemini
coklu mertebeli uyumlu kesirli diferansiyel denklemler i¢in kullanmstir.
Hesameddini ve Asadollahifar (2015) sinc kolakasyon yontemini uyumlu Kesirli
lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulamislardir. Sabit katsayili
lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri, genel
olarak seyahat eden dalga c¢Oziimleri formunda bulunmustur (Yaslan 2017b,
Hosseini ve dig. 2017a, Hosseini ve dig. 2017b, Dascioglu ve dig. 2017, Neamaty ve
dig. 2016). Yaslan (2017b) kesirli kompleks doniisiim ve tanh yéntemini kullanarak
uzay-zaman kesirli Kawahara denkleminin uyumlu kesirli tiirev anlaminda analitik
¢cozlimlerini elde etmistir. Hosseini ve dig. (2017a) fizik alanindaki bazi olaylari
aciklamak maksadiyla, kuadratik ve kiibik nonlineerlige sahip zaman-kesirli Klein-
Gordon denklemlerini uyumlu kesirli tiirev olarak ele almis ve modifiye Kudryashov
yontemi ile ¢ozmiistiir. Hosseini ve dig. (2017b), uyumlu zaman kesirli Boussinesq
denklemini {iistel fonksiyon metodunu kullanarak ¢ozmistiir. Dascioglu ve dig.

(2017) Jacobi eliptik fonksiyon metodunu uyumlu uzay kesirli KdV denklemine



uygulamiglardir. Neamaty ve dig. (2016) G’/G acilim metodunu uyumlu zaman
kesirli CDG denklemine uygulamiglardir. Degisken katsayili uyumlu kesirli kismi
diferansiyel denklemler i¢in de kuvvet serisi ve siralama yontemleri kullanilmistir.
Senol ve dig. (2018) uyumlu zaman kesirli Burger denklemine rezidual kuvvet serisi
metodunu uygulamiglardir. Cenesiz ve Kurt (2015a) iki ve {i¢ boyutlu zaman kesirli
dalga denkleminin ¢6ziimii icin degiskenlerine ayirma yontemini kullanmastir.
Yaslan (2019) uyumlu uzay-zaman kesirli dalga denkleminin sayisal ¢dziimlerini,
ikinci tip 6telenmis Chebyshev polinomlarini ve sonlu farklar yontemini kullanarak
elde etmistir. Cenesiz ve Kurt (2015b) uyumlu uzay-zaman kesirli 1s1 denklemini
Fourier transformu yardimiyla ¢ézmiistiir. Bayram ve dig. (2017) uyumlu kesirli

integral denklemlere sinc kolakasyon metodunu uygulamislardir.

Bu tez ¢alismasindaki amacimiz, Legendre polinomlar1 yardimiyla uyumlu
kesirli lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmaktir.
Otelenmis Legendre polinomlarmin koklerinin siralama noktalari olarak alinmasiyla
otelenmis Legendre katsayilarindan olusan cebirsel sistem elde edilir. Bu cebirsel
denklem sistemin ¢o6ziilmesiyle de Otelenmis Legendre katsayilari bulunarak seri

formdaki yaklasik ¢6ziime ulasilir.



2. LEGENDRE POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Ortogonal polinomlarin tiirevlenebilme, integrallenebilme ve siireklilik gibi
onemli Ozelliklere sahip olmasi nedeniyle, arastirmacilar, diferansiyel ve integral
denklem gibi denklemlerin ¢dziimlerini bu polinomlar cinsinden arama yoluna
gitmislerdir. Legendre polinomlar1 da ortogonal polinomlar ailesi igerisinde dnemli
bir yere sahiptir. Bu boliimde, Legendre polinomlar1 ve bu polinomlarin 6nemli

ozellikleri verilmistir.

2.1  Legendre Polinomlar: ve Uretici Fonksiyonu

Matematik bilimine ve kendisinden sonra gelen Matematikgilere olan
katkilarindan dolayr Fransiz Matematik¢i Adrien-Marie Legendre’in ismiyle anilan
Legendre polinomlari, x’in keyfi reel veya kompleks degerleri i¢in (Lebedev 1965)

1 d"
2nn!l dx™

Lp(x) = (x2=1D"n=0,1,2,.. 2.1)

Rodrigues formili ile tanmimlanir. n = 0,1,2,3,4,5 degerleri igin Legendre

polinomlar1 asagidaki sekildedir:
Lo(x) =1,

Ly(x) = x,

Ly(x) = 2(3x2 — 1),

Ly(x) = 5 (5x° = 3x),

Ly(x) = 2 (35x* — 30x2 + 3),

Ls(x) = %(63x5 — 70x3 + 15x).

n!

k'(n—k)lxzn—Zk binom acilimi ve (2.1) yardimiyla,

(x? = D" = XRoo(—D)F
[n], n’den kiigiik en biiyiik tamsayiyr belirtmek iizere, n-inci mertebeden Legendre

polinomunun genel gosterimi



— E] _1\k (2n—2k)! n—2k
L”(x)_2k=0( D) 2"k!(n—k)!(n—2k)!x (2.2)

seklinde ifade edilir.

Legendre polinomlarinin iiretici fonksiyonu

w(x, t) = (1 — 2xt + t2)~1/2 (2.3)
seklinde olup iiretici fonksiyon yardimiyla Legendre polinomlarinin 6zellikleri elde
edilir. Diger yandan,

w(x, t) = (1—2xt +t3)" Y2 =3%  L,(x)t" (2.4)
seri agilimi da mevcuttur.

Ayrica Legendre polinomlari i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

Ln(1) = 1, Ly(=1) = (1), Ly (0) = (-D)* =222 1, 1(0) = 0.

2.2 Legendre Polinomlarimin Rekiirans (Yineleme) Bagmntilar1 ve

Diferansiyel Denklemi

Legendre polinomlarinin rekiirans bagintilarini elde edebilmek i¢in (2.4) seri

acilimi 6nce (Lebedev 1965)
(1—2xt +t2) 22+ (t —x)w = 0 (2.5)
seklinde yazilir. Kuvvet serileri terim terim diferansiyellenebilir oldugundan,
(1 —=2xt+t3) X onl, ()t 1+ (t—x) Yoo L,(x)t" =0 (2.6)
denklemine ulasilir. t™ katsayilart sifira esitlenerek,
(n+ 1)Lp1(x) —(2n+ VxLy(x) + nl,_1(x) =0 (2.7)

ardisik indisli ti¢ Legendre polinomu arasindaki iliskiyi veren rekiirans bagintisi elde
edilir. Bu bagintt sayesinde Ly(x) =1,L;(x) = x esitliklerinden baslanarak

Legendre polinomlar1 adim adim hesaplanir.

Benzer olarak (2.4) seri acilima,

(1—2xt+ %) 3% — tw = 0 (2.8)



bi¢iminde yazilarak

(1—2xt +t) Yoo L) t" = Yo Ly () ™1 =0 (2.9)
denklemi bulunur. Boylece

L'piq(x) —2xL',(x) + L' yoi(x) - L,(x) =0,n=1,2,..., (2.10)
denklemi elde edilir.

(2.7) rekiirans bagintisinin diferansiyellenmesiyle énce L',,_;(x) yok edilir.
Ardindan elde edilen denklemde ve (2.10) denkleminde L',,,;(x)’in yok edilmesiyle

L'pi1(x) —xL'y(x) =(n+1)L,(x), n=0,1,2, ... (2.11)
xL',(x)—L,_1(x) =nL,(x), n=1,2, ... (2.12)
rekiirans bagintilar1 elde edilmis olur.

(2.11) ile (2.12) denklemlerinin taraf tarafa toplanmasiyla

L'pi1(x)—L i) =02n+ 1)L, (x), n=1,2,.. (2.13)
denklemine ulasilir.

Son olarak (2.11) denkleminde n yerine n — 1 yazilip bulunan denklemde ve
(2.12) denkleminde L',,_; (x) yok edilirse,

(1—x*)L,(x) =nL,_;(x) —nxL,(x), n=1,2,... (2.14)
bagintis1 elde edilir.

Elde edilen son bagmti, bir Legendre polinomunun tiirevinin Legendre
polinomlar1 ile ifade edilebildiginin gostergesidir. (2.14) denklemi x ’e gore
diferansiyellenerek L',,_; (x)’i yok etmek igin (2.12) bagintis1 kullanilirsa

[(A=x)L,x)] +n(n+ 1L, (x) =0, n=0,1,2, ... (2.15)
denklemine ulasilir ki bu da u = L, (x) Legendre polinomunun
[(1=xDu] +n(n+Du=0 (2.16)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminin 6zel bir integrali oldugunu

gostermektedir.



(2.16) denklemine matematiksel fizikte siklikla rastlanmaktadir ve denklem,
Legendre polinomlarinin teorisinde onemli bir role sahiptir. (2.16) denkleminde
degiskenler degistirilerek, integralleri Legendre polinomlar1 ile ifade edilebilen

bir¢ok denklem kolaylikla elde edilebilmektedir. Ornegin,

d
sin6 dé@

(m@ )+n(n+1)u=0

denklemi u = L, (cos8) fonksiyonu tarafindan ve

2 —
d92 [( n+ ) 4stn29]u =0

denklemi u = Vsinb L, (cos@) fonksiyonu tarafindan saglanmaktadir.

2.3  Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

Legendre polinomlarinin en 6nemli o6zelliklerinden biri, [—1,1] araliginda

p(x) = 1 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olmalaridir. Yani,

1,n=m
Onm = {O,n +m

olarak taniml1 Kronecker delta fonksiyonu yardimiyla,

f L (x)L,,(x)dx —mc?nm (2.17)

seklinde yazilabiliyor olmalaridir (Lebedev 1965).

2.4  Otelenmis Legendre Polinomlari

Coziimleri [—1,1] araliginda olan L,,(x) Legendre polinomlarina x — 2x — 1
dontistimii uygulanarak [0,1] araliginda ¢6ziimlere sahip olan B,(x) = L,(2x — 1)
otelenmis Legendre polinomlari elde edilir. Dolayisiyla Legendre polinomlar igin

verilen ilk rekiirans bagintisi 6telenmis Legendre polinomlar i¢in
n+ 1P 1(x) —2n+1)2x —1)B,(x) + nP,,_;(x) =0 (2.18)
ya da

Payy () = DD p () — 2 p 1 (1), n=12,. (2.19)

n+1



olarak bulunur. Otelenmis Legendre polinomlart

(n+k)!xk

Pn(x) = 1]::0(_1)1”-’{ (n—k)!(k!)z 4

k=0123, .. (2.20)

genel gosterimine sahiptir.
P,(1) =1 ve B, (0) =(—1)" olup n = 0,1,2,3 degerleri igin baz
otelenmis Legendre polinomlari agagidaki sekildedir:
Py(x) =1,
Pi(x) =2x -1,
P,(x) = 6x% — 6x + 1,
Py(x) = 20x3 — 30x2% + 12x — 1.

Legendre polinomlarinda [—1,1] araliginda var olan ortogonallik Ozelligi

otelenmis Legendre polinomlart i¢in [0,1] araliginda mevcut olup

1 1
bagintis ile verilir.

Teorem 2.4.1: (—1,1) araliginda tamimli gergel f(x) fonksiyonu, (—1,1)

araliginda pargal1 diizgiin ve karesi integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

1
by = (n+1/2) [_, f)Ln(x)dx
katsayilari ile verilen

fx) = Z?:O bpLy(x)

serisi, f(x) fonksiyonunun her siireklilik noktasinda f(x) fonksiyonuna yakinsar
(Lebedev 1965).

f (x) fonksiyonu, (0,1) araliginda pargali diizgiin ve karesi integrallenebilir
bir fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun otelenmis Legendre polinomlari ile verilen

kesilmis serisi
fu () = Znzo buPu(x) (2.22)

ise, serinin katsayilari



by = (2n+ 1) f; f(X)P,(x)dx
ile hesaplanir.



3. UYUMLU KESIiRLIi TUREV VE OZELLIiKLERI

Kesirli tlirev, fen ve miithendislik dallarinda birgok olayin modellenmesinde
kullanilmis ve bu tiirevin tam sayr mertebeli tiireve gore fiziksel olaylarin
modellenmesinde daha basarili oldugu bilimciler tarafindan kabul gérmiistiir. Kesirli
tiirevin gegmisine bakildiginda Riemann-Lioville, Griinwald-Letnikov, Caputo gibi
birgok kesirli tlirev ¢esitlerinin oldugu goriiliir. 2014°te Khalil ve arkadaslari uyumlu
kesirli tiirev diye isimlendirilen yeni bir kesirli tiirev c¢esidini tanitmislardir. Bu
tirevin diger kesirli tiirev cesitlerine gore avantaji, daha basit formiille verilmis
olmasi ve tiirev 0zelliklerinin tam say1 mertebeli tlirev 6zelliklerine benzer olmasidir.
Bu boliimde, tezimde 6nemli bir yere sahip olan uyumlu kesirli tiirevin tanimi ve
baz1 Ozellikleri verilmistir. Ayrica kesilmis oOtelenmis Legendre polinomlari
cinsinden seri ag¢ilimia sahip bir fonksiyonun, uyumlu kesirli tiirevi de

hesaplanmustir.

3.1  Uyumlu Kesirli Tiirevin Tanim

Tanmm 3.1.1: f:[0,00) - R ve x > 0 olacak bi¢imde, x degiskenine bagl

bir f fonksiyonunun 0 < a < 1 i¢in a-mertebeden uyumlu kesirli tiirevi,

Flx+ex=%)-f(x)

&

T%f(x) = lim,_, (3.1)

seklinde tanimlidir (Khalil ve dig. 2014).

f fonksiyonunun a -mertebeden uyumlu kesirli tiirevleri mevcut ise, f

fonksiyonu a-diferansiyellenebilirdir.

Teorem 3.1.1: f:][0,00) - R fonksiyonu 0 < a < 1 igin x; > 0 noktasinda
a-mertebeden diferansiyellenebilir ise, f fonksiyonu x, noktasinda stireklidir (Khalil
ve dig. 2014).

Ispat:

f(xo+exo1™%)—f (x0) e
. .

flxo + exg1™%) — f(xo) =

oldugundan esitligin her iki tarafinin limiti alinarak

10



Jdime
£-0

1-a)_
limeolf Cxo + £x01™%) — £ (xg)] = lim Lo 20 0/ G
E—

yazilir. h = £x,17% olarak alinirsa,

lim,_o[f(xo + h) — f(x0)] = T*f(x).0

olup
limg_q f(xo + h) = f(x0)

bulunur. Dolayisiyla f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir.

3.2  Uyumlu Kesirli Tiirevin Ozellikleri

Teorem 3.2.1: « € (0,1], f ve g de bir x > 0 noktasinda a -mertebeden
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu taktirde asagidaki esitlikler gergeklenir
(Khalil ve dig. 2014).

(1) Ya,b € Rigin, T*(af (x) + bg(x)] = aT*f(x) + bT%g(x),

(2) Vp € Rigin, T*(xP) = pxP~¢,

(3) Vf(x) = A sabit fonksiyon olmak tizere, T*(1) = 0,

(@) T*(fg)(x) = f()T*g(x) + gO)T*f(x),

(5) g(x) + 0 olmak iizere, Ta(f/g)(x) — f(X)T“g(:)Z_(f)(X)Taf(X),

(6) T*f (x) = x'~*f'(x).

Problemlerde ¢ok sik karsilasilan bazi fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri
asagidaki sekildedir:

T%(xP) = pxP~ % Vp € R,

T*(1) =0,

T%(e*) = cx'~%e*, c € R,

T%*(sinbx) = bx'~%cosbx,b € R,

T%(cosbx) = —bx'~%sinbx,b € R,

re(ie) =1

11



Tamm 3.2.1: f:[0,00) - R ve x > 0 olacak bi¢imde, x degiskenine bagl
bir f fonksiyonu n € Z,n < a <n+1 igin n -mertebeden diferansiyellenebilir

olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun a-mertebeden uyumlu kesirli tiirevi,

™ Getex™)— W (x)
&

Tf(x) = limgg 3.2)
seklinde tanimlidir (Khalil ve dig. 2014).

Ayrican€Z,n<a<n+1, =a—n kosullar1 altinda f fonksiyonunun

a-mertebeden kesirli tiirevi £ (x) var olmak iizere,

TfG) =T (f () (33)

seklinde ifade edilebilmektedir (Abdeljawad 2015).

Teorem 3.2.2: f,g:[a, ) = R fonksiyonlar, 0 < @ <1 i¢in soldan « -
mertebeden  diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. h(x) = f(g(x)) seklinde
oldugu kabul edilsin. Bu taktirde, h(x) a-mertebeden diferansiyellenebilir ve x # a

ve g(x) # 0 kosullarini saglayan tiim x degerleri i¢in (Abdeljawad 2015)

(TEM () = (TEH(g()). (TE9) (). g“ (%)
olup x = a igin,

(T&h) (@) = lim, o+ (TF (9 (). (TEg) (x). g%~ (x)
seklindedir.

Ispat: u = x + e(x — a)'~* alinip g fonksiyonunun siirekliliginden

fg@)-f(g) x1-a

(u—x)

(Tgh)(x) = lim,,_x

12



flg)-f(g(x)) ,. GW=-9() ,1-a
Gw=-g®) u-x (u—x)

= lim,,_,,

. flaw)-Ff9®) 1-4 a a-1
= i TEOITED) jre ) (19) ()9 ()

= (T&) (g (). (TEg)(x). g* 1 (x)

elde edilir.

Teorem 3.2.3: f:[a,0)—> R , (a,00) araliginda ikinci dereceden
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 <, <1, 1<a+ B <2 olsun. Bu
taktirde

TETEH) = TP H) + A = B)(x — ) FTEF) ()

seklindedir (Abdeljawad 2015).
Ispat: Kesirli carpim kurali ve f fonksiyonunun ikinci dereceden

diferansiyellenebilir olmasindan

TETEHG) = x4 (217 (x — a) P (x)]
= 1RG0 + (1= B)(x — @) P (30)]
= TP H@ + A= B — )P TEF) @)

elde edilir.

Teorem 3.24: a>0 ve f:[a,b] » R fonksiyonu asagidaki kosullari
saglasin:

(1) £, [a, b] tizerinde stireklidir.

(2 f, (a,b) araligina ait bazt a degerleri i¢in a -mertebeden
diferansiyellenebilirdir.

@) f(a) = f(b).
Bu taktirde, dyle bir ¢ € (a, b) vardir ki T*f(c) = 0 olur (Abdeljawad 2015).

Ispat: f,[a,b] iizerinde siirekli ve f(a) = f(b) oldugundan, yerel
ekstremum noktasi olan bir ¢ € (a, b) vardir. ¢ noktasinin bir yerel minimum noktasi

oldugu kabul edilsin. Bu taktirde,
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1-a)_ 1-a)_
Tf(c) = lim,_o+ M = limg_o- M
yazilabilir. Ancak birinci ve ikinci limit ifadeleri sirasiyla, negatif ve pozitif

olmadiklarindan, T*f (¢) = 0°dur.

Teorem 3.25: a>0 ve f:[a,b] > R fonksiyonu asagidaki kosullari
saglasin:

(1) £, [a, b] tizerinde stireklidir.

(2 f, (a,b) araligina ait bazt « degerleri i¢in a -mertebeden

diferansiyellenebilirdir.

Bu taktirde, &yle bir c € (a,b) vardir ki T“f(c)z% olur

a
a

(Abdeljawad 2015).

Ispat: g(x) = f(x) — f(a) — M(lx"‘ — %a“) fonksiyonu gdz oniine

lb(l_laa a
alinsin. Boylece, g fonksiyonu Teorem 3.2.3’tin sartlarin1 saglar ve T%g(c) =0

olacak bicimde ¢ € (a, b) vardir. T¢ Gx“) = 1 6zelliginden dolay,

Taf( ) _f(b) f(a)

a®

olur.

3.3 Bir Fonksiyonun Uyumlu Kesirli Tiirevinin Otelenmis Legendre

Polinomlari ile Hesabi

Bu béliimde, 6telenmis Legendre polinomlar: cinsinden seri a¢ilimina sahip

bir fonksiyonun, uyumlu kesirli tlirevi i¢in yeni bir formiil elde edilmistir.

Teorem 3.3.1: f(x) fonksiyonunun otelenmis Legendre polinomlarina gore
kesilmis seri agilimi (2.22) ile verilsin. Bu taktirde [a], a’ya esit ya da a’dan biiyiik
en kiiclik tamsay1 ve

(a) ( 1)n+k r(n+k+1)
rn—k+1)rk+1)r(k-m+1)

14



olmak lizere

T“(fN(x)) = Zﬁ:[a] 713:[051 b, M,(lfx,c)xk_“ MEZm—1<a<sm

(3.4)

elde edilir. Burada I, Euler gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Podlubny 1999).

Ispat: Uyumlu kesirli tiirevin lineerlik 6zelliginden ve fy (x) fonksiyonunun

(2.22) ile verilen tanimindan a > 0 i¢in,

T(fy(x)) = Z=o baT“ (P, (x))
elde edilir. Ayrica, Teorem 3.2.1 (1), (6) ve (3.3) denkleminden
T*(P,(x)) =0,n=0,1,..,[al-1Lme€Zm—-1<a<m

ve boylece (2.20) denkleminden m — 1 < @ < m igin,

r(n+k+1)
r(n—-k+1)rk+1)rk-m+1)

Ta(Pn(X)) = 2?:[(1](—1)””‘

elde edilir. (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanilarak m — 1 < @ < m igin

N k r(n+k+1) k—
T*(fu(0) = Zn=(a] Lie=la] bn (=1 (kDI (k4 DI (k—mt1) ¢

denklemine ulasilir.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Teorem 3.3.2: T“(fN(x)) ve T“(f (x)) tirevlerinin yaklasik hesabindaki

hata

Q. ., =% (=) K (e k+ D F(j+1+1) (2j+1)
njk 1=0 [ (n—k+1)[(k=m+1)(j—I+1)[(k+ )2 (1+1) (k+l-a+1)

olmak tzere

IT(f () = T*(fu ()| < Ziens1 2o Ximiat| On k| 1bnl, x € [0,1]

esitsizligi ile sinirhidir.

Ispat:
r(j+i+1)
r(-1+1)r2+1)(k+l-a+1)

A = D_o(=1)*! (2j+ 1)

(3.8)

olmak iizere x*~% fonksiyonu, N + 1 terimli Legendre polinomu ile yaklasik olarak

xk=@ = YN o ay i Pi(x)

15
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ile ifade edilir (Khalil ve dig. 2015). (3.8) ve (3.9) denklemleri (3.4) denkleminde

yerine yazilirsa m — 1 < a < m igin,

Ta(fN (x)) - Zgﬂa] Zy=0 Lke=la1 bn Onj e Pj (%)
bulunur ve bdylece

IT4(f () = T*(fu )| < Zrewsr =0 Zi=ia| On je| 1bn] [P ()]
yazilabilir.

x € [0,1] icin, |Pj(x)| < 1 oldugundan ispat tamamlanmis olur.

16



4. UYUMLU KESIiRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN COZUM YONTEMI

Bu boliimde, degisken katsayili, kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Otelenmis Legendre polinomlarindan
yararlanilan bir siralama yontemi gelistirilmistir. Bolim 4.1 ve Bolim 4.2°de
sirasiyla kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler igin
¢Oziim yontemi anlatilmigtir. Boliim 4.3’te ise yontemin, kesirli mertebeli lineer ve

lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulamalarina yer verilmistir.

4.1 Lineer Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Coziim Yo6ntemi

0<ay<<ar1<am-1<a<s<mA(x),k=12..,r, ve f(x)
bilinen stirekli fonksiyonlar ve n = 0, 1, ..., [a] — 1 igin d; sabitleri verilmis olsun.
y™(0)=d,n=0,1,..,[a]l -1 (4.1)

baslangi¢ kosullari ile birlikte

Ty () + Li=1 Ak (OT*y () + A, (0)y(x) = f (%), x € [0,1] (4.2)

lineer kesirli diferansiyel denklemini ele alalim. (4.2) denklemi ile verilen kesirli

lineer diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin

YN () = Xnl=o b P (%) (4.3)
olarak yazilabildigi kabul edilsin.

(4.3) denklemi (4.2) denkleminde yerine yazilip Teorem 3.3.1 kullanilirsa

Zg=[a] ZZ=[a] bn Mf;;c)xk_a + Al(x) Zg=[a1] ZZ=[0[1] ban:zcl)xk_al + ...
A (O I o IR b Mk 1 A () TN by Pa(x) = () (44)

elde edilir.

(4.4) denklemine p=1,2, ..., N+1—[a] i¢cin N+1—[a] tane x,
siralama noktalart yazilarak

17



@., k- (@) k-
SNt Zetal bn My %K™ + Ag(3p) TN () Ehcpay) baMp 2" + .

+4,_1(x) Z-,I\llz[ar_l] Zﬁ:[ar_l] bnMr(S:_l)xpk_ar_l + Ar(xp) Zﬁ:o bpBy(xp) = f(xp)
(4.5)

bulunur.

Uygun siralama noktalari i¢in Py _j41(x) Otelenmis Legendre polinomunun
kokleri kullanilmaktadir. Ayrica (4.3) denklemi, (4.1) ile verilen baslangi¢c kosulunda
yerine yazilirsa [a] tane denklem elde edilir. Boylece n = 0, 1, ..., N olacak bigimde
bilinmeyen b,, katsayilar1 i¢in N + 1 denklem ve N + 1 bilinmeyenden olusan bir
lineer sistem elde edilir. Sonug olarak, bu lineer sistem ¢oziildiiglinde bilinmeyen b,,
katsayilar1 bulunup (4.3) denkleminde yerine yazildiginda (4.1)-(4.2) baslangic deger
probleminin ¢6ziimii, kesilmis 6telenmis Legendre polinomlarinin seri agilimi olarak

yazilmis olur.

4.2 Lineer Olmayan Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Coziim

Yontemi

0<a; < <ar_;<am-—1<a<mvecF lineer olmayan bir operator
olmak lizere,

T%(x) = F(x,y(x),T“ly(x), ...,T“T—ly(x)),x € [0,1] (4.6)
y™(0)=d,n=0,1,..,[a]l -1 (4.7
lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemi g6z 6niinde bulundurulsun. (4.6) lineer
olmayan kesirli diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin
Y (%) = Xn=o bnPn (x) (4.8)
biciminde yazilabildigi kabul edilsin.
(4.8) denklemi (4.6) denkleminde yerine yazilip Teorem 3.3.1 kullanilirsa

@ —a _
Zg:[a] 211::[01] bnMn(,);cxk ¢ =
F (% 200 bPa () ZN ) St bMas X o B, 1 iy baMyy %k ar1) (4.9)

elde edilir.

(4.9) denklemine p=1,2, ..., N+1—Ja] i¢cin N+1—J[a] tane x,

siralama noktalar yazilirsa
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@, k-a _

Zn=(a) Zhmfa) bn My %" =

F (%0 Zo0 bnPa () B —jay) Zitcia BMG 2 0 o, TN o Tty M,
(4.10)

elde edilir.

Uygun siralama noktalar igin Py q_141(x) Otelenmis Legendre polinomunun
kokleri kullanilmaktadir. Ayrica (4.8) denklemi, (4.7) baslangi¢c kosulunda yerine
yazilirsa [a] tane denklem elde edilir. Boylece n=0,1,...,N olmak iizere
bilinmeyen b,, katsayilari i¢in N + 1 denklem ve N + 1 bilinmeyenden olusan lineer
olmayan bir sistem elde edilir. Elde edilen lineer olmayan cebirsel sistem, Newton
iterasyon yontemi ile ¢oziilerek, bilinmeyen b,, katsayilart bulunur. Sonug olarak,
(4.6)-(4.7) ile verilen baslangic deger probleminin ¢oziimii, kesilmis Otelenmis

Legendre polinomlarinin seri agilimi olarak yazilmis olur.

4.3 Uygulamalar

Ornek 1. Tam ¢oziimii y,(x) = x + 1 olan
T’y + T3y +y=x+1,y(0)=1y(0) =1 (4.11)
lineer kesirli diferansiyel denklemini verilen baslangic kosullari ile birlikte ele
alalim.
Bolim 4.1°de agiklanmis olan ¢oziim yontemi kullanilirsa N = 2 ve [a] = 2
i¢in, (4.11) denkleminin yaklasik ¢oziimii,
Y2(x) = X3=0 bnPo(x) (4.12)
seklindedir.

Diger yandan Teorem 3.3.1°den dolayz,
T?y,(x) = X7-2 Xit=2 bn Mr(:;c)xk_z
T3/2y,(x) = ¥2o; Xy by M x 312
uyumlu kesirli mertebeden tiirevleri yazmak miimkiindiir.

Verilen baslangi¢ kosullar1 (4.12) denkleminde yerine yazilirsa

bo - b1 + bz = 1, 2b1 - 6b2 =1 (413)
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elde edilir.
N+1—-[a]l=2+1-2=1
oldugundan, P, (x) = 2x — 1 otelenmis Legendre polinomunun kokii olan x; = 0,5
tek siralama noktasi olarak aliabilir. (4.5) denklemi
by +19,9853b, = > (4.14)

olarak yazilir.

(4.13)-(4.14) ile verilen lineer sistemin ¢oziilmesiyle bilinmeyen katsayilar,

seklinde elde edilir.

Bulunan katsayilar (4.12) denkleminde yerine yazilirsa problemin tam

¢oziimi olan y,(x) = x + 1 elde edilmis olur.

Ornek 2. Tam ¢oziimii y,(x) = x2 olan
T3/2y + 2Ty + 3VxTY2y + (1 —x)y = 2x + 4x + 7x* —x3,0 <x <1 (4.15)
lineer kesirli diferansiyel denklemini y(0) = 0,y’(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 altinda
g0z onilinde bulunduralim.

(4.15) denkleminin N = 2 i¢in yaklasik ¢6ziimi,

3’2(95) = Z%:O bnpn(x) (4-16)
seklindedir.
Verilen baslangi¢ kosullari (4.16) denkleminde yerine yazilirsa

bO - b]_ + bz = 0, 2b1 - 6b2 = 0 (417)
elde edilir.

Pi(x) = 2x — 1 Otelenmis Legendre polinomunun kokii olan x; = 0,5

siralama noktasi igin (4.5) denklemi,

~bo + 7by +8,2353b, = 5,0392 (4.18)
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olarak yazilir.

(4.17)-(4.18) ile verilen lineer sistemin ¢oziilmesiyle bilinmeyen katsayilar,

seklinde elde edilir.

Boylece problemin tam ¢dziimii olan y,(x) = x? elde edilmis olur.

Ornek 3. Tam ¢oziimii y,(x) = x? — x olan

T + x%y = 2x27% — x17% + x* — x3,a € (0,1) (4.19)

lineer kesirli diferansiyel denklemini y(0) = 0 baslangi¢ kosulu altinda inceleyelim.

(4.19) denkleminin N = 2 i¢in yaklasik ¢6ziimdi,
Y2(x) = Xi=0 bnPn (x) (4.20)
seklindedir.
Verilen baslangi¢ kosulu (4.20) denkleminde yerine yazilirsa
by —by +b, =0 (4.21)
elde edilir.
N+1-fa]l=2+1-1=2

oldugundan P,(x) = 6x2 — 6x + 1 6telenmis Legendre polinomunun kokleri olan

3 1 1
x1=%+5 ve x2 :__+E

> I%

iki adet siralama noktalari i¢in (4.5) denklemi

0,6220b, + 2.0132b, + 2.8649b, = 0,3738
(4.22)

0,0447by + 0.5510b; — 0.9990b, = —0,1739

lineer sistemi seklinde yazilir.

(4.21)-(4.22) sisteminin ¢6ziilmesiyle bilinmeyen katsayilar,

1 1
bo = _g,bl = O,bz =g
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olarak elde edilir ve lineer kesirli diferansiyel denkleminin y,(x) = x? — x tam

¢Oziimiine ulagilir.

Ornek 4. Tam ¢oziimii y,(x) = x3/2e7* olan
TY?2y +xy = xe ™™ (4.23)

y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen lineer kesirli diferansiyel denklemini ele

alalim.
(4.23) denkleminin N = 5 igin yaklasik ¢6ziimdi,
Ys(x) = X320 bnPr(x) (4.24)
seklindedir.
Verilen baslangi¢ kosulu (4.24) denkleminde yerine yazilirsa
by —by +by —b3z + by —bs =0 (4.25)
elde edilir.

P (x) otelenmis Legendre polinomunun kokleri alinarak elde edilen siralama
noktalart i¢in (4.5) denklemi,
0,7071b, + 1,4142b, — 0,3536b, — 2,1213b5 + 0,2652b, + 2,6517bs = 0,4549
0,9763b, + 2,8372b, + 6,0224b, + 9,5854b5 + 12,3959b, + 13,4145bs = 0,5512
0,2166b, + 0,2369b; — 1,0191b, + 1,9095b; — 2,6436b, + 2,9761bs = 0,0671(4.26)
0,8771b, + 2,2264b, + 2,7765b, + 0,8173bs — 2,5935b, — 4,2553bs = 0,5347
0,4804b, + 0,7021b, — 1,5833b, + 0,8486b; + 1,0895b, — 2,3307bs = 0,2748
lineer sistemi olarak yazilir.
(4.25)-(4.26) ile verilen sistemin ¢6ziilmesi sonucu katsayilar,
b, = 0,2012, b, = 0,1988,b, = —0,0236, b; = —0,0126, b, = 0,0066, bs = —0,0020

bulunur ve y,(x) = x3/2e™* ¢oziimii elde edilir.
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Ornek 5. Tam ¢oziimii y,(x) = x3 olan
T4y +T7?y+y3=x°,0<x<1,y(0) =y'(0)=y"(0)=0,y"(0) =6 (4.27)

lineer olmayan baslangi¢ deger problemini géz 6niinde bulunduralim.

(4.27) baslangi¢ deger probleminin N = 4 i¢in yaklasik ¢6ziimii,
ya(x) = Z;l-l=0 b Py (%) (4.28)
seklindedir.

(4.9) denklemi x; = 0,5 siralama noktasi igin kullanilir ve verilen baslangig

kosullar1 (4.28) denkleminde yerine yazilirsa,

(1680 + 840V2)b, + (by — 2 +2b)° = —
bo— by + by —bs + b, =0

2b, — 6by + 12bs — 20b, = 0 (4.29)
12b, — 60bs + 180b, = 0
120bs — 840b, = 0

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir.

Elde edilen lineer olmayan denklem sistemi Newton iterasyon yontemi ile

coziiliirse, katsayilar

olarak bulunur.

Boylece problemin tam ¢oziimii y, (x) = x3 elde edilmis olur.

Ornek 6. Baslangi¢ kosulu y(0) = 0 olan
Ty +y2=f(x),0<a<10<x<1 (4.30)

kesirli diferansiyel denklemini goz 6niinde bulunduralim.

20+2
a) f(x) =x + (); T2 icin, (4.30) baslangi¢ deger probleminin tam ¢dziimii
a+1
Ye(x) = *— seklindedir.
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N =5ve a =0,2;0,5;0,8; 1 degerleri i¢in yaklasik ¢dziim hesaplanmis ve

bu a degerlerine karsilik gelen yaklasik ¢oziimler Sekil 4.1°de; mutlak hatalar ise

Tablo 4.1°de gosterilmistir. Mutlak hata, gerg¢ek ¢oziimle yaklasik ¢6ziim arasindaki

farkin mutlak degeri olarak alinmistir.

Tablo 4.1, a degerleri 1’e yaklastikca mutlak hatanin azaldigin1 ortaya

koymaktadir.

Tablo 4.1: Ormek 6.a’da N =5vea =0,2;0,5;0,8;1,0 degerleri icin
hesaplanan mutlak hatalar

X a=0,2 a=0,5 a=0,8 a=1,0
0,0 0 3.10™" 3.10" 3.10"
0,1 1.10° 9.10™ 10* 8.10™%%
0,2 8.10™ 3.10™ 2.107 6.10™°
0,3 8.10™ 3.10" 4.107 0
0,4 1.10° 6.10™ 1.10™ 2.10"
0,5 1.10° 7.10™* 1.10™ 110"
0,6 8.10™ 5.10" 1.10™ 2.10"
0,7 5.10™ 3.10™ 6.107 2.10"
0,8 4.10™ 2.10™ 5.10° 5.10™
0,9 5.10™ 4.10™ 9.10° 0
1,0 4.10" 3.10™ 7.10° 0

Sekil 4.1: Omnek 6.a’da « =0,2; 0,5, a=08; a =1

¢Oziimlerin durumu

24

degerleri icin yaklasik




b) f(x) = 1 i¢in, (4.30) baslangi¢ deger problemi Unal ve Gokdogan (2017)

exp(zx“)—l

5 : tam ¢oziimiine sahiptir.

tarafindan da gosterildigi tizere, y,(x) = W
exp(-x

N = 20 alinip ¢ = 0,5;0,9; 1 degerleri i¢in Boliim 4.2 ile verilen ¢oziim

yontemine dayali sayisal ¢oziimler Tablo 4.2°de gosterilmistir.

Tablo 4.2, sunulan yontemin 1’e yaklasan a degerleri i¢in daha iyi sonuglar

verdigini géstermektedir.

Tablo 4.3te, Odibat ve Momani (2008) ile Parand ve Delkhosh (2017)’un
sirastyla Operasyonel Matris ve Modifiye Homotopi Pertlirbasyon yontemleri ile elde
ettikleri ¢ozliimler ile Boliim 4.2°de sunulan yontem yardimiyla elde edilen
¢Oziimlerin karsilastirmasi verilmistir. Tablodan, sunulan yontemin tam ¢6ziim ile

uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.2: Ornek 6.b’de @ = 0,5 ve a = 0,9 icin elde edilen y,,(x) degerleri

Ye(x) Sunulan Yontem Ye(x) Sunulan Yontem
& (@=0,5) (@ =0,5) (@=0,9) (@ =0,9)
0,0 0 0 3.10™" 1.10™"
0,2 0,7136 0,6925 0,2553 0,2550
0,4 0,8524 0,8401 0,4519 0,4516
0,6 0,9137 0,9066 0,6054 0,6052
0,8 0,9456 0,9409 0,7206 0,7205
1,0 0,9640 0,9609 0,8045 0,8043

Tablo 4.3: Ornek 6.b’de a =1 icin elde edilen y,,(x) degerlerinin
karsilastirilmasi

Odibat ve Parand ve
X Momani Delkhosh Sunulan Yoéntem Tam Coziim
(2008) (2017)
0,0 0 0 1.10" 0
0,2 | 0,197375 | 0,1973753204 | 0,1973753202249040 | 0,1973753202249040
0,4 | 0,379944 | 0,3799489620 | 0,3799489622552247 | 0,3799489622552250
0,6 | 0,536857 | 0,5370495668 | 0,5370495669980352 | 0,5370495669980353
0,8 | 0,661706 | 0,6640367705 | 0,6640367702678487 | 0,6640367702678490
1,0 | 0,746032 | 0,7615941559 | 0,7615941559557650 | 0,7615941559557649
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Ornek 7. a=1 icin y,(x) =1+ v/2tanh (\/Et + ;log (ﬁli)) tam
¢Oziimiine sahip olan
T% +y2-2y=1y(0)=0,0<a<1,0<x<1 (4.31)

baslangi¢ deger problemini ele alalim.
N = 20 ve a = 1 i¢in, elde edilen yaklasik ¢oziime karsilik gelen mutlak hata

Sekil 4.2°de gosterilmistir.

Bota ve Caruntu (2017), @ =1 durumu igin mutlak hatanin maksimum

degerini 10”7 bulmustur. Buna karsiik Boliim 4.2 ile verilen ¢dziim ydntemi

kullanildiginda bu deger 3.1071* olarak hesaplanmustir.

¢Ozlimler

sunulmus ve Li

karsilastirmasi yapilmastir.

oldugunu gostermektedir.

Tablo 4.4’te, a =0,5;0,75;0,9;1 degerleri

(2010)’nin  vermis oldugu

sayisal

icin hesaplanan yaklasik

cOziimlerle

Tablo 4.4, sunulan yontem ile elde ettigimiz ¢éziimiin tam ¢oziim ile tutarli

Tablo 4.4: Ornek 7°de @ = 0,5; 0,75; 0,9; 1,0 degerleri igin sayisal sonuglar

x | =05 | a=075 | a=09 | a=10 L(|a(2:011(;) 4 eixi)
0,0 0 0 0 0 0

02 | 144299 | 056064 | 0,33244 | 0241977 | 0,241995 | 0,241977
04 | 197548 | 108917 | 0,73040 | 0,567812 | 0,567829 | 0,567812
06 | 219978 | 153763 | 155470 | 0,953566 | 0,953576 | 0,953566
08 | 230094 | 186343 | 154168 | 1,346364 | 1,346365 | 0,346364
10 | 2,35079 | 2,07727 | 1,84522 | 1689498 | 1,689494 | 1,689498
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Sekil 4.2: Ornek 7°de a = 1 igin yaklasik ¢dziimiin mutlak hatasi

Ornek 8. Tam ¢oziimii y,(x) = cosx olan ve y(0) = 0,y'(0) = 0 baslangig
kosullar1 altinda verilen
T3/2y + y? + /xy = cos’x (4.32)

kesirli diferansiyel denkleminin N = 6;10; 15 i¢in hesaplanan yaklasik ¢6ziimiine
karsilik gelen mutlak hatalar Tablo 4.5’te sunulmustur. N degerleri arttikga mutlak

hatanin azaldig1 goriilmistiir.

Tablo 4.5: Ornek 8’de N = 6; 10; 15 i¢in hesaplanan mutlak hatalar

x N=6 N =10 N =15
0,0 0 2.107% 1.10%
0,1 1.10° 9.10" 110
0,2 1.10° 2.10% 1.10%
0,3 3.10° 3.10" 1.107°
0,4 3.10° 3.10% 1.10%°
0,5 2.107 410" 0

0,6 4.10° 5.10" 0

0,7 3.10° 5.10% 2.10%°
0,8 7.107 5.10" 2.107%°
0,9 2.10° 5.10™ 1.10%
1,0 1.10° 5.10" 2.107%°
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, [0,1] araliginda tanimlanmis olan lineer ve lineer
olmayan, uyumlu kesirli tiirev igeren diferansiyel denklemlerin baslangi¢ kosullar
ile birlikte otelenmis Legendre polinomlar1 yardimiyla yaklasik c¢oziimleri elde

edilmistir.

Ikinci boliimde ortogonal polinomlar ailesinden olan Legendre polinomlarinin
tanimi, tretici fonksiyonu, rekiirans bagintilari, diferansiyel denklemi ve

ortogonalligi ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Uciincii béliimde uyumlu kesirli tiirevin tanimina, 6zelliklerine ve bazi
teoremlere yer verilmigtir. Uyumlu kesirli tiirev diger kesirli tiirev tiirlerine kiyasla
daha basit ve anlasilir olmasi nedeniyle avantaj saglamaktadir. Uyumlu kesirli
tirevin Ozellikleri tam say1 mertebeli tiirevin Ozelliklerine benzerlik gdstermekte,
carpim ve zincir kurallar herhangi bir kosula gerek kalmadan saglanabilmektedir. Bu
bolimde ayrica, bir fonksiyonun uyumlu kesirli tiirevinin 6telenmis Legendre

polinomlar1 yardimiyla hesabi iizerinde durulmustur.

Dordiincii bolimde kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in Otelenmis Legendre polinomlarindan yararlanilan bir
siralama yontemi sunulmus ve sunulan yontem cesitli denklemlere uygulanarak
denklemlerin tam ¢6ziimlerinin elde edilebildigi goriilmiistiir. Bu yontemle elde
edilen sonuclarin diger yontemlerle kiyaslandiginda, sunulan yontemle elde edilen
sonuclarin dogrulugunun daha yiiksek oldugu gozlemlenmistir. Yontemde, ¢oziim
kesilmis Legendre serisi ile ifade edilir. Serinin katsayilar1 hesaplandiktan sonra y(X)
¢Oziimi X’ in keyfi degerleri igin kolayca bulunabilir. Problem sonlu [a, b] araliginda

tanimlandiginda X = (b—a)t+a lineer doniisiimii ile [0,1] araligina doniistiriilebilir.

Boylece herhangi bir aralikta tanimli olan problem bu yontemle ¢oziilebilir.

N kesme sinir1, problemlerin ¢oziimiinde yeterince biiyiik se¢ilmelidir. N’nin

yeterince kiigiik alindig1r durumda ¢6ziim istenilen dogrulukta olmayabilir. Yontemin
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avantajlarindan biri de eger tam ¢6ziim varsa ve bu N veya daha diisiik dereceli bir

polinomsa kurulan yontem ile problemin tam ¢6ziimiiniin bulunabilir olmasidir.

Yontem lineer olan ve lineer olmayan kesirli tiirevli kismi diferansiyel
denklemlere, diferansiyel denklem sistemlerine hatta integro diferansiyel

denklemlere de uygulanabilir.
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