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ÖZET 

 

 

UYUMLU KESİRLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ÖTELENMİŞ 

LEGENDRE POLİNOMLARIYLA SAYISAL ÇÖZÜMÜ 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

FERDİ MUTLU 

PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
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UYGULAMALI MATEMATİK 

TEZ DANIŞMANI: DOÇ. DR. HANDAN ÇERDİK YASLAN 

DENİZLİ, TEMMUZ 2019 

 

 Bu tez çalışması dört ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde kesirli 

türevin ortaya çıkışı ve gelişimi konusuna değinilmiş, literatürde kesirli türevli 

diferansiyel denklemlere uygulanan yöntemler hakkında bilgi verilmiştir. İkinci 

bölümde Legendre polinomları tanıtılmış, Legendre polinomları ile ilgili temel 

bilgiler verilmiştir. Üçüncü bölümde uyumlu kesirli türev ve özelliklerine yer 

verilmiş ve ötelenmiş Legendre polinomları yardımıyla bir fonksiyonun uyumlu 

kesirli türevi hesaplanmıştır. Dördüncü bölümde ise, uyumlu kesirli lineer ve 

lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ötelenmiş Legendre polinomları 

yardımıyla çözülebilmesi için sıralama yöntemi sunulmuş ve bu yöntem çeşitli 

denklemlere uygulanmıştır. 
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ABSTRACT 

 

 

NUMERICAL SOLUTION OF THE CONFORMABLE DIFFERENTIAL 

EQUATIONS VIA SHIFTED LEGENDRE POLYNOMIALS 

MASTER’S THESIS 

FERDİ MUTLU 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

APPLIED MATHEMATICS 

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. HANDAN ÇERDİK YASLAN 

DENİZLİ, JULY 2019 

 

 This thesis consists of four main chapters. In the first chapter emergence 

and development of the fractional derivative and information about the methods 

which have been applied to the fractional differential equations in the the 

literature are given. In the second chapter, Legendre polynomials are introduced 

and the fundamental informations about Legendre polynomials are given. In the 

third chapter ,conformable fractional derivative and its properties are given. 

Conformable fractional derivative of a function is computed via shifted Legendre 

polynomials. In the fourth chapter, collocation method is presented to solve 

conformable fractional linear and nonlinear differential equations via shifted 

Legendre polynomials and  the method are applied to the various equations. 
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Collocation method, Fractional linear differential equations, Fractional nonlinear 
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 1. GİRİŞ 

 

  

 Temelleri Leibniz’in 17. yüzyıldaki notlarına dayanan ve çalışmalarında ½ 

mertebeden türeve değinmesi ile ortaya çıkmış olan kesirli (tam sayı olmayan) 

mertebeden türev kavramı, iki yüz yıllık bir zaman dilimi boyunca birçok bilim 

adamının araştırma konusu olmuştur. Leibniz’in öncülüğünde hayat bulan keyfi 

mertebeden türev ve integral teorisi Liouville, Grünwald, Letnikov ve Riemann gibi 

bilim adamlarının araştırmaları sayesinde 19. yy sonlarında hemen hemen son şeklini 

almıştır. Bu araştırmaların sonuçları salt matematik bilimine ait problemlerin 

çözümünü kolaylaştırmış olmakla kalmamış, Podlubny (1999)’nin kitabında da 

görülebileceği üzere çeşitli matematiksel yöntemlerle birlikte kullanılarak 

mühendislik, fizik, kimya ve biyoloji alanlarındaki uygulamalarda analitik ve 

yaklaşık çözümlerin elde edilmesini, bu çözümlerin daha anlamlı bir şekilde 

yorumlanmasını sağlamıştır. 

 

 Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin çözümlerinde çoğunlukla 

Caputo türevi tercih edilmiştir. Saadatmandi ve Dehghan (2010), Rehman ve Khan 

(2011), Yang (2013), Khalil ve diğ. (2015), Mohammadi ve Mohyud-Din (2016), 

Mohammadi ve Cattani (2018) Caputo kesirli türevli diferansiyel denklemleri, 

Legendre Pseudo-Spektral yöntem, operasyonel matris yöntemi,  Legendre dalgacık 

yöntemi, Legendre dalgacık-Tau yöntemi gibi yöntemler kullanarak Legendre 

polinomları yardımıyla çözmüşlerdir. Li (2010), Doha ve diğ. (2011
ab

), Khader 

(2016), Parand ve Delkhosh (2017), Yaslan (2017a) Caputo kesirli türevli 

diferansiyel denklemlerin çözümünde Chebyshev Spektral yöntem, operasyonel 

matris yöntemi, Chebyshev dalgacık yöntemi gibi yöntemleri ile birlikte Chebyshev 

polinomlarından faydalanmışlardır. Ayrıca Doha ve diğ. (2012), Khader (2013), 

Abd-Elhameed ve Youssri (2016), Alshbool ve diğ. (2017),  Isah ve Phang (2019) 

Caputo kesirli türevli diferansiyel denklemleri Bernstein, Laguerre, Lucas, Jacobi ve 

Genocchi polinomları yardımıyla çözmüşlerdir.  

 

 Yakın zaman içerisinde Khalil ve diğ. (2014) Grünwald-Letnikov, Reimann-

Liouville ve Caputo kesirli türevlerinin formüllerine kıyasla daha basit ve anlaşılır 

olan uyumlu kesirli türev adıyla yeni bir kesirli türev tanımını yaparak bu türevin 
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temel özelliklerini ortaya koymuşlardır. Abdeljawad (2015) uyumlu kesirli türevin 

tanımı ile belli bazı özelliklerini, analiz ve fonksiyonlar teorisinde oldukça önemli 

olan teoremler yardımıyla vermiştir. Uyumlu kesirli türevin literatüre girmesi 

sayesinde, yukarıda sayılan kesirli türevler için sağlanamayan ya da belli koşullar 

altında sağlanan çarpım ve zincir kuralı kolaylıkla sağlanmıştır.  Atangana ve diğ. 

(2015) uyumlu kesirli türevin özelliklerini daha detaylı olarak ele almışlardır. 

Thomas ve Bamforth (1999), Khitab ve diğ. (2005) uyumlu kesirli türevin, 

sağlamlaştırılmış betonarme yapılarda klorid iyonlarının taşınması olayının 

modellenmesinde kullanıldığını saptamışlardır. Zhao ve diğ. (2018) Uyumlu kesirli 

Maxwell denklemleri, ortamın elektromanyetik alanlarını tanımlamak için 

kullanmıştır. Uyumlu kesirli türevin, geçirgen ortamda Swartzendruber modelini 

tanımlamak için kullanıldığını Yang ve diğ. (2018) ortaya koymuştur. Ayrıca 

Anderson ve Ulness (2015) uyumlu kesirli türevin kuantum mekaniğinde de 

uygulamalara sahip olduğunu göstermişlerdir.  

 

 Uyumlu kesirli türevin literatüre girmesiyle birlikte uyumlu kesir içeren adi 

diferansiyel denklem, kısmi diferansiyel denklem ve integral denklemlerin çözümleri 

üzerine çalışmalar yapılmaya başlanmıştır.  Ünal ve Gökdoğan (2017) uyumlu kesirli 

diferansiyel dönüşüm yöntemini uyumlu kesirli diferansiyel denklemlere 

uygulamıştır. Acan ve diğ. (2017) uyumlu kesirli varyasyonel dönüşüm yöntemini 

çoklu mertebeli uyumlu kesirli diferansiyel denklemler için kullanmıştır. 

Hesameddini ve Asadollahifar (2015) sinc kolakasyon yöntemini uyumlu kesirli 

lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulamışlardır. Sabit katsayılı 

lineer olmayan uyumlu kesirli kısmi diferansiyel denklemlerin çözümleri, genel 

olarak seyahat eden dalga çözümleri formunda bulunmuştur (Yaslan 2017b,  

Hosseini ve diğ. 2017a, Hosseini ve diğ. 2017b,  Dascioglu ve diğ. 2017, Neamaty ve 

diğ. 2016). Yaslan (2017b) kesirli kompleks dönüşüm ve tanh yöntemini kullanarak 

uzay-zaman kesirli Kawahara denkleminin uyumlu kesirli türev anlamında analitik 

çözümlerini elde etmiştir. Hosseini ve diğ. (2017a) fizik alanındaki bazı olayları 

açıklamak maksadıyla, kuadratik ve kübik nonlineerliğe sahip zaman-kesirli Klein-

Gordon denklemlerini uyumlu kesirli türev olarak ele almış ve modifiye Kudryashov 

yöntemi ile çözmüştür.  Hosseini ve diğ. (2017b), uyumlu zaman kesirli Boussinesq 

denklemini üstel fonksiyon metodunu kullanarak çözmüştür.  Dascioglu ve diğ. 

(2017) Jacobi eliptik fonksiyon metodunu uyumlu uzay kesirli KdV denklemine 
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uygulamışlardır. Neamaty ve diğ. (2016) G’/G açılım metodunu uyumlu zaman 

kesirli CDG denklemine uygulamışlardır. Değişken katsayılı uyumlu kesirli kısmi 

diferansiyel denklemler için de kuvvet serisi ve sıralama yöntemleri kullanılmıştır. 

Şenol ve diğ. (2018) uyumlu zaman kesirli Burger denklemine rezidual kuvvet serisi 

metodunu uygulamışlardır. Çenesiz ve Kurt (2015a) iki ve üç boyutlu zaman kesirli 

dalga denkleminin çözümü için değişkenlerine ayırma yöntemini kullanmıştır.  

Yaslan (2019) uyumlu uzay-zaman kesirli dalga denkleminin sayısal çözümlerini, 

ikinci tip ötelenmiş Chebyshev polinomlarını ve sonlu farklar yöntemini kullanarak 

elde etmiştir. Çenesiz ve Kurt (2015b) uyumlu uzay-zaman kesirli ısı denklemini 

Fourier transformu yardımıyla çözmüştür. Bayram ve diğ. (2017) uyumlu kesirli 

integral denklemlere sinc kolakasyon metodunu uygulamışlardır. 

 

 Bu tez çalışmasındaki amacımız, Legendre polinomları yardımıyla uyumlu 

kesirli lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümlerini bulmaktır. 

Ötelenmiş Legendre polinomlarının köklerinin sıralama noktaları olarak alınmasıyla 

ötelenmiş Legendre katsayılarından oluşan cebirsel sistem elde edilir. Bu cebirsel 

denklem sistemin çözülmesiyle de ötelenmiş Legendre katsayıları bulunarak seri 

formdaki yaklaşık çözüme ulaşılır.    
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 2. LEGENDRE POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ 
 

 

 Ortogonal polinomların türevlenebilme, integrallenebilme ve süreklilik gibi 

önemli özelliklere sahip olması nedeniyle, araştırmacılar, diferansiyel ve integral 

denklem gibi denklemlerin çözümlerini bu polinomlar cinsinden arama yoluna 

gitmişlerdir. Legendre polinomları da ortogonal polinomlar ailesi içerisinde önemli 

bir yere sahiptir. Bu bölümde, Legendre polinomları ve bu polinomların önemli 

özellikleri verilmiştir. 

 

 

 2.1 Legendre Polinomları ve Üretici Fonksiyonu 

  

 Matematik bilimine ve kendisinden sonra gelen Matematikçilere olan 

katkılarından dolayı Fransız Matematikçi Adrien-Marie Legendre’ın ismiyle anılan 

Legendre polinomları,  ’in keyfi reel veya kompleks değerleri için (Lebedev 1965) 

 

         
 

    

  

                                  (2.1)                          

 

Rodrigues formülü ile tanımlanır.               değerleri için Legendre 

polinomları aşağıdaki şekildedir: 

 

        ,  

 

        , 
 

       
 

 
       , 

 

       
 

 
        , 

 

       
 

 
             , 

  

      
 

 
               . 

  

               
  

        
       

    binom açılımı ve (2.1) yardımıyla, 

   ,  ’den küçük en büyük tamsayıyı belirtmek üzere,  -inci mertebeden Legendre 

polinomunun genel gösterimi  
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                (2.2) 

 

şeklinde ifade edilir. 

  

 Legendre polinomlarının üretici fonksiyonu 

 

                                       (2.3) 
 

şeklinde olup üretici fonksiyon yardımıyla Legendre polinomlarının özellikleri elde 

edilir. Diğer yandan, 

 

                               
 
                   (2.4)  

 

seri açılımı da mevcuttur. 

  

 Ayrıca Legendre polinomları için aşağıdaki eşitlikler sağlanır: 

 

       ,             ,             
          

      
,           . 

 

 

 2.2 Legendre Polinomlarının Rekürans (Yineleme) Bağıntıları ve 

 Diferansiyel Denklemi 

 

 Legendre polinomlarının rekürans bağıntılarını elde edebilmek için (2.4) seri 

açılımı önce (Lebedev 1965) 

              
  

  
                        (2.5) 

 

şeklinde yazılır. Kuvvet serileri terim terim diferansiyellenebilir olduğundan, 

  

                   
 
                   

 
         (2.6)  

 

denklemine ulaşılır.    katsayıları sıfıra eşitlenerek,  
 

                                               (2.7)  
 

ardışık indisli üç Legendre polinomu arasındaki ilişkiyi veren rekürans bağıntısı elde 

edilir. Bu bağıntı sayesinde                 eşitliklerinden başlanarak 

Legendre polinomları adım adım hesaplanır. 

 

 Benzer olarak (2.4) seri açılımı, 

 

              
  

  
                      (2.8)  
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biçiminde yazılarak 

 

                   
 
            

 
                       (2.9)  

 

denklemi bulunur. Böylece 

 

                                             ,      (2.10)  
 

denklemi elde edilir. 

 

 (2.7) rekürans bağıntısının diferansiyellenmesiyle önce          yok edilir. 

Ardından elde edilen denklemde ve (2.10) denkleminde         ’in yok edilmesiyle 

 

                                                  (2.11) 
  

                                              (2.12)  

 

rekürans bağıntıları elde edilmiş olur. 

 

 (2.11) ile (2.12) denklemlerinin taraf tarafa toplanmasıyla  

 

                                                    (2.13)  

 

denklemine ulaşılır. 

 

 Son olarak (2.11) denkleminde   yerine     yazılıp bulunan denklemde ve 

(2.12) denkleminde          yok edilirse,  

 

          
                                        (2.14) 

 

bağıntısı elde edilir. 

 

 Elde edilen son bağıntı, bir Legendre polinomunun türevinin Legendre 

polinomları ile ifade edilebildiğinin göstergesidir. (2.14) denklemi  ’e göre 

diferansiyellenerek         ’i yok etmek için (2.12) bağıntısı kullanılırsa 

 

           
                                         (2.15)  

 

denklemine ulaşılır ki bu da         Legendre polinomunun  

 

                                       (2.16)  

 

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminin özel bir integrali olduğunu 

göstermektedir. 
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 (2.16) denklemine matematiksel fizikte sıklıkla rastlanmaktadır ve denklem, 

Legendre polinomlarının teorisinde önemli bir role sahiptir. (2.16) denkleminde 

değişkenler değiştirilerek, integralleri Legendre polinomları ile ifade edilebilen 

birçok denklem kolaylıkla elde edilebilmektedir. Örneğin, 

   

   
 

    

 

  
     

  

  
                                         

 

denklemi            fonksiyonu tarafından ve 

 

    
   

        
 

 
   

 

      
           

 

denklemi                 fonksiyonu tarafından sağlanmaktadır. 
 

 

 2.3 Legendre Polinomlarının Ortogonalliği 

 

 Legendre polinomlarının en önemli özelliklerinden biri,        aralığında 

       ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olmalarıdır. Yani, 

 

         
     
     

   

 

olarak tanımlı Kronecker delta fonksiyonu yardımıyla,  

 

                  
 

  

 

    
               (2.17)  

 

şeklinde yazılabiliyor olmalarıdır (Lebedev 1965). 

 

 

 2.4 Ötelenmiş Legendre Polinomları 

 

 Çözümleri        aralığında olan       Legendre polinomlarına        

dönüşümü uygulanarak       aralığında çözümlere sahip olan                

ötelenmiş Legendre polinomları elde edilir. Dolayısıyla Legendre polinomları için 

verilen ilk rekürans bağıntısı ötelenmiş Legendre polinomları için 

 

                                                     (2.18) 
 

ya da 

 

         
            

   
      

 

   
                            (2.19) 
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olarak bulunur. Ötelenmiş Legendre polinomları  

 

                        

           
 
                          (2.20) 

 

genel gösterimine sahiptir. 

 

         ve             olup           değerleri için bazı 

ötelenmiş Legendre polinomları aşağıdaki şekildedir: 

 

       , 

 

          , 
 

              , 

 

                     . 

 

 Legendre polinomlarında        aralığında var olan ortogonallik özelliği 

ötelenmiş Legendre polinomları için       aralığında mevcut olup  

 

              
 

 
   

 

    
                                    (2.21) 

 

bağıntısı ile verilir.  

 

 Teorem 2.4.1:        aralığında tanımlı gerçel      fonksiyonu,        

aralığında parçalı düzgün ve karesi integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde  

 

                         
 

  
  

 

katsayıları ile verilen  

   

                 
 
      

 

serisi,       fonksiyonunun her süreklilik noktasında      fonksiyonuna yakınsar 

(Lebedev 1965). 

 

      fonksiyonu,       aralığında parçalı düzgün ve karesi integrallenebilir 

bir fonksiyon olsun.      fonksiyonunun ötelenmiş Legendre polinomları ile verilen 

kesilmiş serisi  

                                                         
 
                                       (2.22)

  

ise, serinin katsayıları 
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ile hesaplanır. 
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 3. UYUMLU KESİRLİ TÜREV VE ÖZELLİKLERİ 
 

 

  Kesirli türev, fen ve mühendislik dallarında birçok olayın modellenmesinde 

kullanılmış ve bu türevin tam sayı mertebeli türeve göre fiziksel olayların 

modellenmesinde daha başarılı olduğu bilimciler tarafından kabul görmüştür. Kesirli 

türevin geçmişine bakıldığında Riemann-Lioville, Grünwald-Letnikov, Caputo gibi 

birçok kesirli türev çeşitlerinin olduğu görülür. 2014’te Khalil ve arkadaşları uyumlu 

kesirli türev diye isimlendirilen yeni bir kesirli türev çeşidini tanıtmışlardır. Bu 

türevin diğer kesirli türev çeşitlerine göre avantajı, daha basit formülle verilmiş 

olması ve türev özelliklerinin tam sayı mertebeli türev özelliklerine benzer olmasıdır. 

Bu bölümde, tezimde önemli bir yere sahip olan uyumlu kesirli türevin tanımı ve 

bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca kesilmiş ötelenmiş Legendre polinomları 

cinsinden seri açılımına sahip bir fonksiyonun, uyumlu kesirli türevi de 

hesaplanmıştır. 

  

 

 3.1 Uyumlu Kesirli Türevin Tanımı 

 

 Tanım 3.1.1:            ve     olacak biçimde,   değişkenine bağlı 

bir   fonksiyonunun       için  -mertebeden uyumlu kesirli türevi,  

  

                
               

 
                (3.1) 

 

şeklinde tanımlıdır (Khalil ve diğ. 2014). 

 

   fonksiyonunun  -mertebeden uyumlu kesirli türevleri mevcut ise,   

fonksiyonu  -diferansiyellenebilirdir. 

  

 Teorem 3.1.1:            fonksiyonu       için      noktasında 

 -mertebeden diferansiyellenebilir ise, f fonksiyonu    noktasında süreklidir (Khalil 

ve diğ. 2014). 

 İspat:  

           
           

        
          

 
    

 

olduğundan eşitliğin her iki tarafının limiti alınarak 
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yazılır.      
    olarak alınırsa, 

 

                                   

 

olup 

                        
 

bulunur. Dolayısıyla f fonksiyonu    noktasında süreklidir.    
 

 

 3.2 Uyumlu Kesirli Türevin Özellikleri 

 

 Teorem 3.2.1:        ,        de bir     noktasında  -mertebeden 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu taktirde aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir 

(Khalil ve diğ. 2014). 

  

(1)                                              
  

(2)                          
 

(3)         sabit fonksiyon olmak üzere,        , 
    

(4)                                , 
 

(5)                               
                     

     
   

  

(6)                    
  

 Problemlerde çok sık karşılaşılan bazı fonksiyonların uyumlu kesirli türevleri 

aşağıdaki şekildedir: 

 

                 , 
 

          
 

                    , 

 

                        , 
 

                         , 

 

   
 

 
     , 
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, 

 

      
 

 
       

 

 
  , 

 

      
 

 
        

 

 
  . 

 

 

 Tanım 3.2.1:            ve     olacak biçimde,   değişkenine bağlı 

bir   fonksiyonu             için  -mertebeden diferansiyellenebilir 

olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun  -mertebeden uyumlu kesirli türevi, 

  

                
                   

 
                                   (3.2) 

 

şeklinde tanımlıdır (Khalil ve diğ. 2014). 

   

Ayrıca                   koşulları altında   fonksiyonunun 

 -mertebeden kesirli türevi         var olmak üzere, 

 

                                    (3.3)  

 

şeklinde ifade edilebilmektedir (Abdeljawad 2015). 

 

 

 Teorem 3.2.2:              fonksiyonları,       için soldan  -

mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun.              şeklinde 

olduğu kabul edilsin. Bu taktirde,       -mertebeden diferansiyellenebilir ve     

ve        koşullarını sağlayan tüm   değerleri için (Abdeljawad 2015) 

 

     
          

             
               

 

olup     için, 
 

     
                 

             
               

 

şeklindedir. 

 İspat:               alınıp   fonksiyonunun sürekliliğinden 
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elde edilir. 

 

 

 Teorem 3.2.3:           ,       aralığında ikinci dereceden 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve        ,         olsun. Bu 

taktirde 

 

     
    

 
         

   
                     

        
 

şeklindedir (Abdeljawad 2015). 

 İspat: Kesirli çarpım kuralı ve   fonksiyonunun ikinci dereceden 

diferansiyellenebilir olmasından 

  

    
    

 
           

  
                   

 

                                       
 

        
   

                     
       

 

elde edilir. 

 

    

 Teorem 3.2.4:     ve            fonksiyonu aşağıdaki koşulları 

sağlasın: 

 (1)         üzerinde süreklidir. 

 (2)          aralığına ait bazı   değerleri için  -mertebeden 

diferansiyellenebilirdir. 

 (3)             

Bu taktirde, öyle bir         vardır ki          olur (Abdeljawad 2015). 

 İspat:         üzerinde sürekli ve           olduğundan, yerel 

ekstremum noktası olan bir         vardır.   noktasının bir yerel minimum noktası 

olduğu kabul edilsin. Bu taktirde,  
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yazılabilir. Ancak birinci ve ikinci limit ifadeleri sırasıyla, negatif ve pozitif 

olmadıklarından,         ’dır. 

   

   

 Teorem 3.2.5:     ve            fonksiyonu aşağıdaki koşulları 

sağlasın: 

 (1)         üzerinde süreklidir. 

 (2)          aralığına ait bazı   değerleri için  -mertebeden 

diferansiyellenebilirdir. 

 Bu taktirde, öyle bir         vardır ki        
         
 

 
   

 

 
  

 olur 

(Abdeljawad 2015). 

 İspat:                
         
 

 
   

 

 
  

 
 

 
   

 

 
    fonksiyonu göz önüne 

alınsın. Böylece,   fonksiyonu Teorem 3.2.3’ün şartlarını sağlar ve          

olacak biçimde         vardır.    
 

 
      özelliğinden dolayı, 

 

            
         
 

 
   

 

 
  

  

 

olur. 

 

 

 3.3 Bir Fonksiyonun Uyumlu Kesirli Türevinin Ötelenmiş Legendre 

Polinomları ile Hesabı  

    

 Bu bölümde, ötelenmiş Legendre polinomları cinsinden seri açılımına sahip 

bir fonksiyonun, uyumlu kesirli türevi için yeni bir formül elde edilmiştir. 

   

          

 Teorem 3.3.1:      fonksiyonunun ötelenmiş Legendre polinomlarına göre 

kesilmiş seri açılımı (2.22) ile verilsin. Bu taktirde    ,  ’ya eşit ya da  ’dan büyük 

en küçük tamsayı ve 
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olmak üzere 

 

               
 
     

 
         

   
      ,                 (3.4)

           

elde edilir. Burada     Euler gamma fonksiyonu olarak tanımlanır (Podlubny 1999). 

 İspat: Uyumlu kesirli türevin lineerlik özelliğinden ve       fonksiyonunun 

(2.22) ile verilen tanımından     için, 

 

                 
        

 
                 (3.5) 

 

elde edilir. Ayrıca, Teorem 3.2.1 (1), (6) ve (3.3) denkleminden  

 

                                             (3.6) 

 

ve böylece (2.20) denkleminden         için, 

 

                                   

                      

 
                 (3.7)  

      

elde edilir. (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanılarak         için 
 

               
 
     

 
                    

                      
      

 

denklemine ulaşılır. 

 

   

 Teorem 3.3.2:           ve          türevlerinin yaklaşık hesabındaki 

hata 

    

          
                                 

                                              

 
     

 

olmak üzere   

 

                                 
 
         

 
   

 
                 

 

eşitsizliği ile sınırlıdır. 

 İspat:  

                       

                        
       

               (3.8) 

 

olmak üzere      fonksiyonu,     terimli Legendre polinomu ile yaklaşık olarak  
           

                   
 
                   (3.9)   

        



16 
 

ile ifade edilir (Khalil ve diğ. 2015). (3.8) ve (3.9) denklemleri (3.4) denkleminde 

yerine yazılırsa          için,      

      

                 
 
     

 
   

 
                  

 

bulunur ve böylece 

 

                                          
 
         

 
   

 
              

 

yazılabilir. 

 

         için,           olduğundan ispat tamamlanmış olur. 
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 4. UYUMLU KESİRLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER 

İÇİN  ÇÖZÜM YÖNTEMİ    

 

 

 Bu bölümde, değişken katsayılı, kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan 

diferansiyel denklemlerin çözümü için ötelenmiş Legendre polinomlarından 

yararlanılan bir sıralama yöntemi geliştirilmiştir. Bölüm 4.1 ve Bölüm 4.2’de 

sırasıyla kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler için 

çözüm yöntemi anlatılmıştır. Bölüm 4.3’te ise yöntemin, kesirli mertebeli lineer ve 

lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulamalarına yer verilmiştir. 

 

 

 4.1 Lineer Kesirli Diferansiyel Denklemler için Çözüm Yöntemi 

  

                                        ve         

bilinen sürekli fonksiyonlar ve               için    sabitleri verilmiş olsun. 

 

                                         (4.1) 

 

başlangıç koşulları ile birlikte 

 

               
                                

               (4.2)  

 

lineer kesirli diferansiyel denklemini ele alalım. (4.2) denklemi ile verilen kesirli 

lineer diferansiyel denklemin çözümünün 

 

                  
 
                 (4.3) 

 

olarak yazılabildiği kabul edilsin.  

  

 (4.3) denklemi (4.2) denkleminde yerine yazılıp Teorem 3.3.1 kullanılırsa 

 

    
 
     

 
         

   
                  

           
      

 
      

   

                
              

        
 
        

              
 
        (4.4)

  

elde edilir. 

 

 (4.4) denklemine                   için          tane    

sıralama noktaları yazılarak 
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                                           (4.5)  

 

bulunur. 

 

 Uygun sıralama noktaları için             ötelenmiş Legendre polinomunun 

kökleri kullanılmaktadır. Ayrıca (4.3) denklemi, (4.1) ile verilen başlangıç koşulunda 

yerine yazılırsa     tane denklem elde edilir. Böylece           olacak biçimde 

bilinmeyen    katsayıları için     denklem ve      bilinmeyenden oluşan bir 

lineer sistem elde edilir. Sonuç olarak, bu lineer sistem çözüldüğünde bilinmeyen    

katsayıları bulunup (4.3) denkleminde yerine yazıldığında (4.1)-(4.2) başlangıç değer 

probleminin çözümü, kesilmiş ötelenmiş Legendre polinomlarının seri açılımı olarak 

yazılmış olur.             

 

  

4.2 Lineer Olmayan Kesirli Diferansiyel Denklemler için Çözüm 

Yöntemi 

 

                       ve   lineer olmayan bir operatör 

olmak üzere,  

 

                                                            (4.6)  

 

                                          (4.7) 

 

lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemi göz önünde bulundurulsun. (4.6) lineer 

olmayan kesirli diferansiyel denkleminin çözümünün 

 

                  
 
                          (4.8)  

 

biçiminde yazılabildiği kabul edilsin. 

 

 (4.8) denklemi (4.6) denkleminde yerine yazılıp Teorem 3.3.1 kullanılırsa  
 

        
   

     
     

 
      

            
 
            

          
      

 
      

           
              

        
 
        

   (4.9) 

 

elde edilir. 

 

 (4.9) denklemine                   için         tane    

sıralama noktaları yazılırsa  
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                     (4.10)  

elde edilir. 

 

 Uygun sıralama noktaları için             ötelenmiş Legendre polinomunun 

kökleri kullanılmaktadır. Ayrıca (4.8) denklemi, (4.7) başlangıç koşulunda yerine 

yazılırsa     tane denklem elde edilir. Böylece           olmak üzere 

bilinmeyen    katsayıları için     denklem ve      bilinmeyenden oluşan lineer 

olmayan bir sistem elde edilir. Elde edilen lineer olmayan cebirsel sistem, Newton 

iterasyon yöntemi ile çözülerek, bilinmeyen    katsayıları bulunur. Sonuç olarak, 

(4.6)-(4.7) ile verilen başlangıç değer probleminin çözümü, kesilmiş ötelenmiş 

Legendre polinomlarının seri açılımı olarak yazılmış olur. 

 

        

 4.3 Uygulamalar 

  

 

 Örnek 1. Tam çözümü            olan 

 

                                                      (4.11) 

 

lineer kesirli diferansiyel denklemini verilen başlangıç koşulları ile birlikte ele 

alalım. 

 Bölüm 4.1’de açıklanmış olan çözüm yöntemi kullanılırsa     ve       

için, (4.11) denkleminin yaklaşık çözümü, 

 

                  
 
                (4.12)  

 

şeklindedir.  

 

 Diğer yandan Teorem 3.3.1’den dolayı, 

 

                
 
   

 
       

   
      

 

                  
 
   

 
       

   
        

 

uyumlu kesirli mertebeden türevleri yazmak mümkündür. 

  

 Verilen başlangıç koşulları (4.12) denkleminde yerine yazılırsa 

 

                                   (4.13) 
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elde edilir. 

 

                          
 

olduğundan,            ötelenmiş Legendre polinomunun kökü olan        

tek sıralama noktası olarak alınabilir. (4.5) denklemi   

 

                 
 

 
                        (4.14)  

   

olarak yazılır. 

 

 (4.13)-(4.14) ile verilen lineer sistemin çözülmesiyle bilinmeyen katsayılar, 

 

       
 

 
    

 

 
       

 

şeklinde elde edilir. 

 

 Bulunan katsayılar (4.12) denkleminde yerine yazılırsa problemin tam 

çözümü olan           elde edilmiş olur.  

 

      

 Örnek 2. Tam çözümü          olan 

 

                                                 (4.15) 

 

lineer kesirli diferansiyel denklemini                başlangıç koşulları altında 

göz önünde bulunduralım. 

 

 (4.15) denkleminin     için yaklaşık çözümü, 

 

                  
 
                     (4.16)  

 

şeklindedir. 

 

 Verilen başlangıç koşulları (4.16) denkleminde yerine yazılırsa 

  

                                   (4.17) 
elde edilir. 

         

            ötelenmiş Legendre polinomunun kökü olan        

sıralama noktası için (4.5) denklemi, 

 

         
 

 
                                           (4.18) 
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olarak yazılır. 

 

 (4.17)-(4.18) ile verilen lineer sistemin çözülmesiyle bilinmeyen katsayılar, 

 

        
 

 
    

 

 
    

 

 
 

 

şeklinde elde edilir. 

 

  Böylece problemin tam çözümü olan          elde edilmiş olur.   

 

  

 Örnek 3. Tam çözümü            olan 

  

                                             (4.19) 

 

lineer kesirli diferansiyel denklemini        başlangıç koşulu altında inceleyelim. 

 

 (4.19) denkleminin     için yaklaşık çözümü, 

 

                  
 
                    (4.20)  

 

şeklindedir. 

 

 Verilen başlangıç koşulu (4.20) denkleminde yerine yazılırsa 

   

                                 (4.21) 

 

elde edilir.  

 

                    
 

olduğundan                ötelenmiş Legendre polinomunun kökleri olan  

 

       
  

 
 

 

 
  ve      

  

 
 

 

 
  

 

iki adet sıralama noktaları için (4.5) denklemi 

 

                                     
                   (4.22) 

                                        
 

lineer sistemi şeklinde yazılır. 

 

 (4.21)-(4.22) sisteminin çözülmesiyle bilinmeyen katsayılar, 
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olarak elde edilir ve lineer kesirli diferansiyel denkleminin            tam 

çözümüne ulaşılır. 

 

 

 Örnek 4. Tam çözümü               olan 

  

                                         (4.23) 

         

       başlangıç koşulu ile verilen lineer kesirli diferansiyel denklemini ele 

alalım. 

 

 (4.23) denkleminin     için yaklaşık çözümü, 
 

                                       
 
               (4.24) 

 

şeklindedir. 

 

 Verilen başlangıç koşulu (4.24) denkleminde yerine yazılırsa 

 

                                    (4.25) 

 

elde edilir. 

 

       ötelenmiş Legendre polinomunun kökleri alınarak elde edilen sıralama 

noktaları için (4.5) denklemi, 

 
                                                                  

 
                                                               

                            (4.26) 
                                                                  
 

                                                                  

  

                                                                  
  

lineer sistemi olarak yazılır. 

 

 (4.25)-(4.26) ile verilen sistemin çözülmesi sonucu katsayılar, 

 
                                                               

 

bulunur ve               çözümü elde edilir. 
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 Örnek 5. Tam çözümü          olan 

 

                                                        (4.27)  

 

lineer olmayan başlangıç değer problemini göz önünde bulunduralım. 

 

 (4.27)  başlangıç değer probleminin     için yaklaşık çözümü, 
 

                  
 
                         (4.28) 

 

şeklindedir. 

 

 (4.9) denklemi        sıralama noktası için kullanılır ve verilen başlangıç 

koşulları (4.28) denkleminde yerine yazılırsa, 

 

                     
  

 
 

 

 
   

  
 

   
    

  

                        
 

                                  (4.29) 
 

                          
 

                                 
 

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. 

 

 Elde edilen lineer olmayan denklem sistemi Newton iterasyon yöntemi ile 

çözülürse, katsayılar 

 

      
 

 
    

 

  
    

 

 
    

 

  
       

 

olarak bulunur. 

 

 Böylece problemin tam çözümü          elde edilmiş olur.   

  

       

 Örnek 6. Başlangıç koşulu        olan 

 

                                      (4.30)  

 

kesirli diferansiyel denklemini göz önünde bulunduralım. 

 

 a)        
     

      
 için, (4.30) başlangıç değer probleminin tam çözümü 

      
    

   
 şeklindedir. 
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     ve                 değerleri için yaklaşık çözüm hesaplanmış ve 

bu   değerlerine karşılık gelen yaklaşık çözümler Şekil 4.1’de; mutlak hatalar ise 

Tablo 4.1’de gösterilmiştir. Mutlak hata, gerçek çözümle yaklaşık çözüm arasındaki 

farkın mutlak değeri olarak alınmıştır. 

 

 Tablo 4.1,   değerleri 1’e yaklaştıkça mutlak hatanın azaldığını ortaya 

koymaktadır. 

 

 Tablo 4.1: Örnek 6.a’da                           değerleri için 
hesaplanan mutlak hatalar 

 

                          

0,0 0 3.10
-17 

3.10
-17

 3.10
-17

 

0,1 1.10
-3 

9.10
-4 

10
-4

 8.10
-18

 

0,2 8.10
-4 

3.10
-4

 2.10
-5

 6.10
-18

 

0,3 8.10
-4

 3.10
-4

 4.10
-5

 0 

0,4 1.10
-3

 6.10
-4

 1.10
-4

 2.10
-17

 

0,5 1.10
-3

 7.10
-4

 1.10
-4

 1.10
-17

 

0,6 8.10
-4

 5.10
-4

 1.10
-4

 2.10
-17

 

0,7 5.10
-4 

3.10
-4

 6.10
-5

 2.10
-17

 

0,8 4.10
-4 

2.10
-4

 5.10
-5

 5.10
-17

 

0,9 5.10
-4

 4.10
-4

 9.10
-5

 0 

1,0 4.10
-4

 3.10
-4

 7.10
-5

 0 

 

 

 

 Şekil 4.1: Örnek 6.a’da                        değerleri için yaklaşık 

çözümlerin durumu 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

 

 

=0.2

=0.5

=0.8

=1
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 b)        için, (4.30) başlangıç değer problemi Unal ve Gokdogan (2017) 

tarafından da gösterildiği üzere,       
    

 

 
     

    
 

 
     

 tam çözümüne sahiptir.  

 

      alınıp             değerleri için Bölüm 4.2 ile verilen çözüm 

yöntemine dayalı sayısal çözümler Tablo 4.2’de gösterilmiştir.        

 

 Tablo 4.2, sunulan yöntemin 1’e yaklaşan   değerleri için daha iyi sonuçlar 

verdiğini göstermektedir. 

 

 Tablo 4.3'te, Odibat ve Momani (2008) ile Parand ve Delkhosh (2017)’un 

sırasıyla Operasyonel Matris ve Modifiye Homotopi Pertürbasyon yöntemleri ile elde 

ettikleri çözümler ile Bölüm 4.2’de sunulan yöntem yardımıyla elde edilen 

çözümlerin karşılaştırması verilmiştir. Tablodan, sunulan yöntemin tam çözüm ile 

uyumlu olduğu görülmektedir.      

 

 Tablo 4.2: Örnek 6.b’de                için elde edilen        değerleri 
 

  
      

        
Sunulan Yöntem 

(     ) 

       
        

Sunulan Yöntem 

(     ) 

0,0 0 0 3.10
-17 

1.10
-17 

0,2 0,7136 0,6925 0,2553 0,2550 

0,4 0,8524 0,8401 0,4519 0,4516 

0,6 0,9137 0,9066 0,6054 0,6052 

0,8 0,9456 0,9409 0,7206 0,7205 

1,0 0,9640 0,9609 0,8045 0,8043 

 

 Tablo 4.3: Örnek 6.b’de    için elde edilen        değerlerinin 

karşılaştırılması 

   

  

Odibat ve 

Momani 

(2008) 

Parand ve 

Delkhosh 

(2017) 

Sunulan Yöntem 

 

Tam Çözüm 

 

0,0 0 0 1.10
-17 

0 

0,2 0,197375 0,1973753204 0,1973753202249040 0,1973753202249040 

0,4 0,379944 0,3799489620 0,3799489622552247 0,3799489622552250 

0,6 0,536857 0,5370495668 0,5370495669980352 0,5370495669980353 

0,8 0,661706 0,6640367705 0,6640367702678487 0,6640367702678490 

1,0 0,746032 0,7615941559 0,7615941559557650 0,7615941559557649 

  

 



26 
 

 Örnek 7.     için                     
 

 
     

    

    
   tam 

çözümüne sahip olan 

   

                                            (4.31) 

 

başlangıç değer problemini ele alalım. 

 

      ve     için, elde edilen yaklaşık çözüme karşılık gelen mutlak hata 

Şekil 4.2’de gösterilmiştir. 

 

 Bota ve Caruntu (2017),     durumu için mutlak hatanın maksimum 

değerini      bulmuştur. Buna karşılık Bölüm 4.2 ile verilen çözüm yöntemi 

kullanıldığında bu değer         olarak hesaplanmıştır. 

 

 Tablo 4.4’te,                  değerleri için hesaplanan yaklaşık 

çözümler sunulmuş ve Li (2010)’nin vermiş olduğu sayısal çözümlerle 

karşılaştırması yapılmıştır. 

 

 Tablo 4.4, sunulan yöntem ile elde ettiğimiz çözümün tam çözüm ile tutarlı 

olduğunu göstermektedir.    

 

 Tablo 4.4: Örnek 7’de                    değerleri için sayısal sonuçlar 

 

                           
Li (2010) 

      
      

      

0,0 0 0 0 0 0  

0,2 1,44299 0,56064 0,33244 0,241977 0,241995 0,241977 

0,4 1,97548 1,08917 0,73040 0,567812 0,567829 0,567812 

0,6 2,19978 1,53763 1,55470 0,953566 0,953576 0,953566 

0,8 2,30094 1,86343 1,54168 1,346364 1,346365 0,346364 

1,0 2,35079 2,07727 1,84522 1,689498 1,689494 1,689498 
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 Şekil 4.2: Örnek 7’de     için yaklaşık çözümün mutlak hatası 
 

 

 Örnek 8. Tam çözümü            olan ve                başlangıç 

koşulları altında verilen 

 

                                  (4.32)  

     

kesirli diferansiyel denkleminin           için hesaplanan yaklaşık çözümüne 

karşılık gelen mutlak hatalar Tablo 4.5’te sunulmuştur.   değerleri arttıkça mutlak 

hatanın azaldığı görülmüştür.       

 

 Tablo 4.5: Örnek 8’de           için hesaplanan mutlak hatalar 
 

                

0,0 0 2.10
-16 

1.10
-16

 

0,1 1.10
-8 

9.10
-13 

1.10
-16

 

0,2 1.10
-9

 2.10
-12 

1.10
-16

 

0,3 3.10
-8

 3.10
-12

 1.10
-16

 

0,4 3.10
-8

 3.10
-12

 1.10
-16

 

0,5 2.10
-9

 4.10
-12

 0 

0,6 4.10
-8

 5.10
-12

 0 

0,7 3.10
-8

 5.10
-12

 2.10
-16

 

0,8 7.10
-9

 5.10
-12

 2.10
-16

 

0,9 2.10
-8

 5.10
-12

 1.10
-16

 

1,0 1.10
-9

 5.10
-12

 2.10
-16
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 5. SONUÇ VE ÖNERİLER  
  

  

 Bu tez çalışmasında, [0,1] aralığında tanımlanmış olan lineer ve lineer 

olmayan, uyumlu kesirli türev içeren diferansiyel denklemlerin başlangıç koşulları 

ile birlikte ötelenmiş Legendre polinomları yardımıyla yaklaşık çözümleri elde 

edilmiştir. 

 İkinci bölümde ortogonal polinomlar ailesinden olan Legendre polinomlarının 

tanımı, üretici fonksiyonu, rekürans bağıntıları, diferansiyel denklemi ve 

ortogonalliği ile ilgili temel bilgiler verilmiştir.  

 

 Üçüncü bölümde uyumlu kesirli türevin tanımına, özelliklerine ve bazı 

teoremlere yer verilmiştir. Uyumlu kesirli türev diğer kesirli türev türlerine kıyasla 

daha basit ve anlaşılır olması nedeniyle avantaj sağlamaktadır. Uyumlu kesirli 

türevin özellikleri tam sayı mertebeli türevin özelliklerine benzerlik göstermekte, 

çarpım ve zincir kuralları herhangi bir koşula gerek kalmadan sağlanabilmektedir. Bu 

bölümde ayrıca, bir fonksiyonun uyumlu kesirli türevinin ötelenmiş Legendre 

polinomları yardımıyla hesabı üzerinde durulmuştur. 

 

 Dördüncü bölümde kesirli mertebeli lineer ve lineer olmayan diferansiyel 

denklemlerin çözümü için ötelenmiş Legendre polinomlarından yararlanılan bir 

sıralama yöntemi sunulmuş ve sunulan yöntem çeşitli denklemlere uygulanarak 

denklemlerin tam çözümlerinin elde edilebildiği görülmüştür. Bu yöntemle elde 

edilen sonuçların diğer yöntemlerle kıyaslandığında, sunulan yöntemle elde edilen 

sonuçların doğruluğunun daha yüksek olduğu gözlemlenmiştir. Yöntemde, çözüm 

kesilmiş Legendre serisi ile ifade edilir. Serinin katsayıları hesaplandıktan sonra y(x) 

çözümü x’ in keyfi değerleri için kolayca bulunabilir. Problem sonlu [a, b] aralığında 

tanımlandığında atabx  )(  lineer dönüşümü ile [0,1] aralığına dönüştürülebilir. 

Böylece herhangi bir aralıkta tanımlı olan problem bu yöntemle çözülebilir. 

 

     N kesme sınırı, problemlerin çözümünde yeterince büyük seçilmelidir. N’nin 

yeterince küçük alındığı durumda çözüm istenilen doğrulukta olmayabilir. Yöntemin 
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avantajlarından biri de eğer tam çözüm varsa ve bu N veya daha düşük dereceli bir 

polinomsa kurulan yöntem ile problemin tam çözümünün bulunabilir olmasıdır. 

     

    Yöntem lineer olan ve lineer olmayan kesirli türevli kısmi diferansiyel 

denklemlere, diferansiyel denklem sistemlerine hatta integro diferansiyel 

denklemlere de uygulanabilir. 
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