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OZET

LINEER OLMAYAN UYUMLU KESIiRLi KISMi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUM YONTEMLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
AYSE GIRGIN
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
TEZ DANISMANI: DOC. DR. HANDAN CERDIK YASLAN
DENIZLi, TEMMUZ 2019

Bu tez galismasi li¢ ana boliimden olusmustur. Birinci boliimde kesirli
tirevin tarihi, kesirli tiirev cesitleri ve literatiirdeki kesirli diferansiyel
denklemlere uygulanan ¢oziim yontemleri hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
kisimda, uyumlu kesirli tiirevin tanimi verilmistir ve bazi temel 6zelliklerine
deginilmistir. Ana bdliim olan tigiincii bolimde ise uyumlu kesirli lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in (G’/G)-ag¢ilim metodu, (G’/G"2)-
acilm metodu, Kudryashov metodu, (b+Q”2)-Tanjant Fonksiyonu metodu,
(b+Q"2)-degistirilmis Tanjant Fonksiyonu metodu, Ustel-Fonksiyon metodu,
Basitlestirilmis tan(F/2) A¢ilim metodu (SITEM) ve Auxiliary metodu verilmis ve
bu metotlar fizik ve mithendislikte 6nemli bir yere sahip olan bazi denklemlere
uygulanmstir.

ANAHTAR KELIMELER: Uyumlu kesirli tiirev, Lineer olmayan uyumlu
kesirli kismi diferansiyel denklemler, Seyahat eden dalga ¢oziimleri.



ABSTRACT

SOLUTION METHODS OF THE NONLINEAR CONFORMABLE
FRACTIONAL PARTIAL DIFFERANTIAL EQUATIONS
MASTER’S THESIS
AYSE GIRGIN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. HANDAN CERDIK YASLAN
DENIZLI, JULY 2019

This thesis consists of three main chapter. In the first chapter, the history
of fractional derivative, types of fractional derivative and solution methods
applied to fractional differential equations are given. In the second chapter, the
definition of conformable fractional derivative is given and its some basic
properties are mentioned. In the third chapter, which is the main chapter, for the
solution of conformable nonlinear partial differential equations (G’/G)-expansion
method, (G’/G"2)-expansion method, Kudryashov method, (b+Q”2)-Tanh
Function method, (b+Q”"2)-modified Tanh Function method, Exp-Function
method, Simplified tan(F/2) Expansion method (SITEM) and Auxiliary method
are given and these methods are applied to some equations which have an
important place in physics and engineering.

KEYWORDS: Conformable fractional derivative, Nonlinear conformable
fractional partial differantial equations, Travelling wave solutions.
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1. GIRIS

Kesirli tiirev Calculus kadar eskiye dayanmaktadir. L’Hospital 1695°de

1. d'f . NPIR -
n :E igin o ‘in anlamint sorgulamistir ardindan Leibniz d?X nin anlamini
X

arastirmustir. 1k kez S. F. Lacroix 1819 da “Traitédu Calcul Differential et dalcul

Integral.” kitabinda keyfi mertebe tiirevden bahsetmistir. Boylece y=x*, aeR"

1
2

d2y F(a+1) a-t . . .. .. .. .
== 1 X 2 oldugunu gostermistir. Kesirli mertebe tiirev ve integral

teorileri Leibniz’in ¢alismasinin ardindan Liouville, Grilnwald, Letnikov ve Riemann

i¢in

gibi bilim adamlarinin arastirmalariyla 19.yy sonlarinda son halini almistir. Bu
arastirmalarin  sonuglar1 sadece matematige ait problemlerin ¢dziimiiniinde
kullanilmakla kalmamis, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, viskoelastisite, kontrol
teorisi, sinyal isleme, sistem tamimlama ve elektrokimya gibi alanlardaki
uygulamalarda elde edilen ¢oziimlerin daha anlamli bir sekilde yorumlanmasini
saglamigtir. Ozellikle lineer viskoelastisite, kalitsal olaylari modelleme kabiliyeti
kesinlikle kesirli analizin en kapsamli uygulama alanlaridir. Literatiirde Griinwald—
Letnikov Tiirevi, Sonin—LetnikovTiirevi, Liouville Tiirevi, Caputo Tiirevi, Hadamard
Tiirevi, Marchaud Tiirevi, Riesz Tiirevi, Riesz—Miller Tiirevi, Miller—Ross Tiirevi,
Weyl Tirevi ve Erdélyi—-Kober Tiirevi gibi bircok keyfi mertebeden tiirev
tanimlamalar1 vardir. Cogu kesirli mertebe tiirev i¢in integral formu kullanmstir.

Bunlardan en popiiler ikisi:

I.  Riemann Liouville Tiirevi (a € [n -1, n) icin f ‘in « -inci tiirevi)

Y T S ¢
D0 =y ] o™ (L.1)

ii.  Caputo Tirevi (o €[n—1,n) i¢in f ‘in « -inci tiirevi)


http://www.wikizero.biz/index.php?q=aHR0cHM6Ly9lbi53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvR3IlQzMlQkNud2FsZCVFMiU4MCU5M0xldG5pa292X2Rlcml2YXRpdmU
http://www.wikizero.biz/index.php?q=aHR0cHM6Ly9lbi53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvR3IlQzMlQkNud2FsZCVFMiU4MCU5M0xldG5pa292X2Rlcml2YXRpdmU

@ B S R Y ¢
DAfXD_an_a)la_xynﬂdx. (1.2)

Yukarida verilen (i) ve (i1)’yi i¢eren tiim tanimlar kesirli tiirevin lineer olmasi
Ozelligini saglar. Bununla birlikte Riemann Liouville Tiirevi ve Caputo tiirevi'nin

bazi1 kusurlar: vardir:

e Riemann Liouville Tirevi D7 (1)=0 ‘1 saglamaz. (¢ N )(Caputo
Tiirevi i¢cin D (1) =0dir.)

e Riemann Liouville Tiirevi ve Caputo tiirevi iki fonksiyonun

carpiminin tiirevinin bilinen formiiliinii saglamaz:
D; (fg) # fD7(9) + D5 ().
e Riemann Liouville Tiirevi ve Caputo tiirevi iki fonksiyonun

boliimiiniin tiirevinin bilinen formiiliinii saglamaz:

Da(f /g)i gDZ(f)_ fDZ(g)

2

e Yukaridaki kesirli tiirevler genellikle D*DA(f)=D*"/(f) ’i
saglamaz.

e Caputo tanim1 f fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugunu
varsayar.

Yakin zamanda Khalil ve dig. (2014) kesirli tiirev igin yeni ve basit bir tanim
olan uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilan bir tanim getirmislerdir. Yeni tanim
olagan tiirevin dogal bir uzantis1 gibi goziikkmektedir ve o =1 oldugunda da klasik
tirevin tanimiyla cakigmaktadir. Khalil ve dig. (2014) 'nin kesirli tiirevlere olan
ilgisi, Profesor S. Momani’nin asagidaki diferansiyel denklemin nasil ¢oziilecegini

gosterdiginde baslamistir:

2 rag < YO=0.

1
y{ )+y:x2+

1
Burada y[Zj , ¥ 'nin % ‘inci mertebeden kesirli tiirevidir. Bu diferansiyel denklem

icin bilinen ¢dzlimiin elde edilmesi kolay degildir, bu nedenle bu yeni kesirli tiirev

tanimi1 bazi1 hesaplamalar1 kolaylastiracaktir.



Kesirli mertebe tiirevle ilgili yapilan g¢aligmalarda genellikle Caputo ve
Riemann Liouville kesirli tiirevi kullanilmistir. Riemann Liouville tiirevi kullanilarak
yapilan calismalar asagida verilmistir: Bekir ve Guner (2014), uzay-zaman kesirli

Burgers, KdV-Burgers ve Birlesmis Burgers Denklemlerinin tam ¢oziimlerini elde

etmek i¢in (G G)- agilim ydntemini uygulamistir. Abdel-Salam ve Gumma (2015),

uzay-zaman kesirli Degistirilmis Korteweg-de Vries, Degistirilmis Diizenli Uzun
Dalga ve Klein-Gordon Denklemi’nin ¢6ziimii i¢in Riccati ag¢ilim yOntemini
uygulamistir. Ghany ve dig. (2015), Stokastik Kesirli Hirota-Satsuma’ya bagli KdV
denklemleri i¢in seyahat eden dalga ¢ozlimlerini, Degistirilmis Kesirli Alt Denklem
Yontemini kullanilarak elde etmistir. Zayed ve dig. (2016), uzay-zaman Kkesirli
genellestirilmis lineer olmayan Hirota Satsuma ile birlesmis Korteweg—de
Vries(KDV), Whitham—-Broer—Kaup, Burgersi ve Mkdv Denkleminin ¢dziimlerini,
Tanh Yontemini kullanilarak elde etmislerdir. Guner ve Atik (2016), zaman kesirli
lineer olmayan degistirilmis Kawahara Denklemi ve Adveksiyon-Difuzyon-
Reaksiyon Denklemi’ne E Xp -fonksiyon Y6ntemini uygulayarak Soliton ¢ézlimlerini
incelemistir. Choi ve dig. (2016), Yirtici-av iligkileri ve reaksiyon-difiizyon istilasi
gibi tanimlamalarin matematiksel bir modeli olan Lotka-Volterra Sisteminin
¢oziimlerini bulmak icin Q -Fonksiyon Yontemini uygulamistir. Guner ve Bekir
(2016), kesirli mertebeden Biyolojik Popiilasyon Modeli ve uzay zaman kesirli
degistirilmis Esit Genislik Denkleminin ¢6ziimii i¢in Ansatz Yontemini kullanmistir.
Yaslan (2017), uzay-zaman Kkesirli Cahn-Hilliard Denklemi'nin yeni analitik
¢ozlimlerini Tanh Yontemi kullanarak elde etmistir. Feng (2017), (2+1)-boyutlu
uzay-zaman kesirli Nizhnik-Novikov-Veselov Sistemi ve uzay-zaman kesirli KP-

BBM denkleminin seyahat eden dalga ¢oziimlerini bulmak icin Gelistirilmis Kesirli

(D“G/ G) Y o6ntemini kullanmistir. Guner ve Atik (2017), lineer olmayan kesirli DR

esitliginin ve Riemann-Liouville tiireviyle degistirilmis kesirli Yaklasitk Uzun Su
Dalgast Denkleminin ¢dziimlerini bulmak i¢in (G'/ G) - acilm yoOntemini
kullanmistir. Guner ve Bekir (2017), lineer olmayan uzay-zaman kesirli Telgraf ve
KPP Denklemi’nin tam ¢dziimlerini bulmak igin Ustel fonksiyon ydntemini
kullanmistir. Din ve dig. (2017), uzay-zaman kesirli Calogero-Degasperis(CD) ve
Olas1 Kadomtsev-Petviashvili(PKP) Denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kesirli alt denklem

yontemini kullanmiglardir. Choi ve Kim (2017), uzay-zaman kesirli Fokas, Kaup-



Kupershmidt ve (2+1)-Boyutlu Kirilma Soliton Denklemlerinin ¢éziimlerini bulmak

i¢in kesirli alt denklem yonemini uygulamisglardir.

Literatiirde Caputo kesirli tiireviyle ilgili yapilan c¢aligmalar da oldukca
fazladir. Jiang ve Ding (2013), dalga sekli gevseme yonteminin Caputo kesirli tiirevli
analizini yapmistir. Allahviranloo ve dig (2015) de Tau-Collocation yontemiyle
Caputo kesirli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini incelemiglerdir. Tamsir
ve Srivastava (2016), zaman kesirli Klein Gordon denkleminin tam c¢oziimiinii
bulmak ic¢in kesirli indirgenmis diferansiyel doniisim yontemini (FRDTM)
kullanmislardir. Ali A. ve dig. (2018), kesirli mertebeden lineer olmayan i¢ ice
geemis Whitham-Broer-Kaup Denklem Sisteminin (WBK) sayisal ¢dziimlerini
Adomian Ayristirma Yontemiyle birlestirilmis Laplace Doniisiimii yardimiyla
bulmustur. Ray ve Gupta (2017), yedinci mertebe KdV denleminin ¢dzlimlerini
bulmak icin Legendre dalgacik yontemi kullanmislardir. Zhang ve dig. (2018),
zaman kesirli Boussinesq denkleminin ¢6ziimii i¢in spektral yontem kullanmiglardir.
Zhou ve dig. (2019), lineer olmayan yogun kesirli diferansiyel denklemlerin (SFDEs)
¢oziiminii bulmustur. Xu ve dig. (2019) 'min Caputo kesirli tiirevli stohastik

diferansiyel denklemler {izerine ¢aligmalar1 mevcuttur.

Khalil ve dig. (2014) 'nin uyumlu kesirli tiirevi tanimlamasinin ardindan uyumlu
kesirli tiirevi igeren denklemlerin ¢ozliimii lizerine de bir¢ok calismalar yapilmstir.
Eslami (2016), kesirli lineer olmayan birlesik Schrodinger Denklemine Kudryashov
Yontemi uygulayarak seyahat eden dalga c¢oziimlerini incelemistir. Khater ve dig.
(2017), Bogoyavlenskii denklem sistemi, birlestirilmis Boiti-Leon-Pempinelli
denklem sistemi ve zaman-kesirli Cahn-Allen denklemi i¢in eliptik ve solitary dalga
¢cozlimlerini Khater methotuyla elde etmislerdir. Yaslan (2017), uzay-zaman Kesirli
Kawahara Denklemi'nin yeni analitik ¢ézlimlerini Tanh Y6ntemini kullanarak elde
etmistir. Cenesiz ve dig. (2017), uyumlu kesirli KdV-Zakharov-Kuznetsov (mKdV-
zk) Denkleminin Maccari Sistemi ile tam hareketli dalga ve Soliton ¢oziimlerini elde
etmek icin fonksiyonel Degisken Metodunu (FVM) kullanmistir. Hosseini ve dig.
(2017), zaman Kkesirli Cahn-Allen ve Cahn-Hilliard Denklemleri’nin ¢dziimlerini
bulmak i¢in degistirilmis Kudryashov Yontemini kullanmiglardir. Chen ve Jiang
(2018), bazi uyumlu zaman kesirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimiinii

bulmak i¢in Basit denklem yontemini kullanmislardir. Korkmaz ve Hepson (2017),



Kudryashov metodu yardimiyla uyumlu zaman kesirli Jimbo-Miwa ve Zakharov-
Kuznetsov denklemlerinin seyahat eden dalga ¢oziimlerini incelemislerdir. Hosseini
ve dig. (2017), Ustel fonksiyon metodunu kullanarak uyumlu kesirli Benjamin—
Bona—Mahony ve Cahn Hillard denklemlerini ¢6zmiislerdir. Bayram ve dig. (2017) ,
uyumlu kesirli integral denklemlere sinckolakasyon metodunu uygulamislardir.
Akbulut ve Kaplan (2018), uyumlu zaman kesirli Zoomeron denkleminin ve {igiincii
mertebe KdV denkleminin ¢6ziimii i¢in Yardimci metodunu kullanmiglardir. Yaslan

(2018), uzay-zaman kesirli Broer-Kaup ve yaklasik uzun su dalgasi denklemlerinin
yeni analitik ¢oztimleri i¢in E Xp(—¢(§)) acilim yontemini kullanmigtir. Rezazadeh

ve dig. (2018), genisletilmis cebirsel yontemi kullanarak Schrodinger-Hirota
denkleminin optik soliton c¢oziimlerini elde etmistir. Korpinar ve dig. (2019),
Boussinesg-like denkleminin ¢oziimleri igin genisletilmis direkt cebirsel yontemi ni
kullanmislardir.  Kurt (2019), Jacobi eliptik fonksiyon acilimi yontemiyle
degistirilmis Camasa-Holm denkleminin seyahat eden dalga ¢6ziimlerini elde
etmistir. Osman ve dig. (2018), uyumlu zaman kesirli Schrodinger denklemlerinin
optikal solitary periyodik eliptik ¢ozlimlerini elde etmistir. Islam (2018), uyumlu

kesirli Foam-Drainage denklemi ve simetrik diizenli uzun dalga denkleminin seyahat

eden dalga ¢dziimlerini bulmak i¢in (GY/G) - agihm ydntemini kullanmustir.

Abdulkarem ve dig. (2018), (GY/G) - agilim ydntemi ile Sawada-Kotera-Ito

denkleminin kapali form ¢6ziimlerini elde etmislerdir. Kumar ve Kaplan (2018a),

uyumlu zaman kesirli Zoomeron denkleminin yeni analitik ¢oziimleri icin

EXp(—¢(§)) acilim yontemini kullanmistir. Inc ve dig. (2018), Schrodinger

denkleminin karanlik tekil optik ¢oziimleri i¢in genellestirilmis tanjant fonksiyonu
yontemini kullanmistir. Kumar ve dig. (2018b), degistirilmis Kudryashov yontemini
kullanarak kesirli genellestirilmis reaksiyon kaldirma denklemlerinin, kesirli
biyolojik popiilasyon modelinin ve kesirli difiizyon-reaksiyon denkleminin tam
¢coziimlerini elde etmistir. Korkmaz ve dig. (2018), Sine-Gordon acilim yontemiyle
uyumlu zaman kesirli RLW denklemlerinin tam ¢dziimlerini elde etmistir. Shallal ve
dig. (2018), uyumlu kesirli Klein-Gordon ve Boussinesq denklemlerinin analitik
cozlimleri i¢in degistirilmis tanjant yontemini uygulamislardir. Foroutan ve dig.
(2018), uyumlu kesirli Biswas—Milovic denkleminin soliton ve diger ¢oziimlerini

bulmak igin degistirilmis Sine-Gordon agilim yontemini kullanmislardir. Thabet ve



Kendre (2018), lineer Navier — Stokes denklemi ve lineer olmayan gaz dinamik
denklemlerinin analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in uyumlu kesirli kismi diferansiyel

doniisiim yontemini kullanmiglardir.

Bu tez ¢alismasindaki amag fizik ve matematikte 6nemli bir yeri olan bazi
lineer olmayan uyumlu uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemler igin
seyahat eden dalga c¢oziimleri bulmaktir. Bunun igin literatiirdeki bazi yontemler
kullanilmistir. Uzay ve zamana bagl lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere
belirli dontistimler yapilarak bu denklemler adi diferansiyel denklemlere
dontstiirilmektedir. Bulunan denklemin belirli formda ¢6ziimii aranmak suretiyle
cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Cebirsel denklem sistemlerinin ¢oziimi
sonucunda lineer olmayan uyumlu uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel

denklemlerinin seyahat eden dalga ¢6ziimleri elde edilir.



2. UYUMLU KESIRLI TUREV

2.1 Uyumlu Kesirli Tiirev Tanimi ve Ozellikleri

Tamm 2.1.1. f :[0,00) > Rolsun. f nin o mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

(a0 wiso, we(0g) 2.1)
&

T, (1)) =lim

ile tammmlidir. Bu limit mevcutsa f fonksiyonuna « mertebeden
diferansiyellenebilirdir denir (Khalil ve dig. 2014).

Teorem 2.1.1. f :[0,00) >R, t, >0, (0,1] de o« diferansiyellenebilir ise f , t,
noktasinda siireklidir (Khalil ve dig. 2014).

Ispat:

flly+eti*)- (),

f (to +gt(l)7u) —f (to) =

oldugundan,

1-a _
fim[ £t + o) - £t,) ] = tim Lo H £ )= T) iy,
-0 &0 & &0

bulunur.

h = et * alinirsa Ihln;)l f(t,+h)—f(t,)=f*(,).0
Yani, Ihlng f(t, +h)=f(t,)

Bu nedenle f, t, noktasinda siireklidir.
Teorem 2.1.2. oce(O,l] ve f,g; t>0 noktasinda o -diferansiyellenebilir olsun.

Bu taktirde,(Khalil ve dig. 2014)

1. T (af +bg)=aT, (f)+bT (9), (Va,beR)
2. T.)=-p"t,  (vpeR)
3. T,(1)=0, (hersabit f(t)=A fonksiyonu i¢in) (2.2)
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4. T(f.9)=0T.(f)+1T.(9),
f T(f)-fT
5. T,(0)=9L(D-T1.(0)
g g
6. f diferansiyellenebilir ise T, (f)(t) =t".

df (t)
dt
ispat:

(af +bg)(t+et™*)—(af +bg)(t)

T (af +bg) =lim
&0 Fod

[ (af )(t+et)—(af )(t) ]+ [ (bg)(t + &t ) - (bg)(1) |
&
[(Dt+et™)=(H)®) ]  [(@)t+et")—(g)D) ]
a +b

& &
=aT,(f)+bT,(g)
2. T (t°)=
(t+et™)" —t" _ lim p(t +et™) P &)
£—0 1

&
ﬁ_ﬂznm9=o

= ptP it = ptP

T, (") = lim

3. T, (A)=lim
>0 E

e ft+ett)glt+ett) - f(t)g(t)
4. T(fg)(t)=Iim .

_lim ft+et™)g(t+et™)—f(t)g(t+et™ )+ f(t)gt+et™*)—f(t)g(t)

>0 c
= Iim( ft+et™)- f(t).g(t+gt1“)j+ f(t)lim(g(Hgtl_a)_g(t)]
£0 & £—0 &

=T, (H)Olimg(t+et™) + fOT, (9)(0)
=T,()®g®) + f ©)T,(9)®).
flt+et™) f(b)
e glt+ett™)  g(t)
5. T (f/g)= LlLrol -
i IO f E+et™) — f (gt +et™)
o0 g(t)g(t+et™)e '

g fonksiyonu t de siirekli oldugundan lim L

= L dir. Boylece limitin
0 g(t+et™)  g(t)

Ozelliklerinden
_im3Ofe +at™) g f ) +9() f(t) - F(H)g(t+st)
550 gt)g(t+et™)e




:g(t)"m 1 "mf(t+gt1‘“)—f(t)

g(t) =0 g(t +et) =0 &
l-a
g(t) -0 g(t+gt a) -0 &

_9@®T,(H®O-fOT,(9)®)
g’ '

6. h=st"™ alalim. O halde & =t“"h olur. Boylece

e ftett ) - (1)
T, (F)(®) =lim .

i )= 1 @)

h—0 hta_l

_ e i N = F1)
h—0 h

df
=t = (t).
dt()

Belirli fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri (0 < o <1) asagida verilmistir.

(Khalil ve dig. 2014)

. T, (t°)=pt"™, (VpeR)
. T,M =0,
. T (e*)=cx"%%, (ceR) (2.3)

. T (sinbx) =bx“cosbx, (beR)
. T (cosbx) =-bx“sinbx, (beR)
. 1TH-L

a

Tanim 2.1.2.ae(n,n+1] ve f, t>0 da n- diferansiyellenebilir olsun. Bu taktirde

f nin o mertebeli uyumlu kesirli tiirevi asagidaki gibi tanimlanir. (Khalil ve dig.
2014).

f (al-1) (t + gt(f"ﬂ—a)) _f (al-1) (t)
- .

(2.4)

T,(F)(®) = lim

Burada fof] , o ya esit veya bliyiik en kiigiik tam sayidir.

Teorem 2.1.3.a>0 ve f:[a,b] >R fonksiyonu verilsin. Asagidakiler saglansin;
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i f ,[a, b] de siireklidir.
ii.ae(0,1) i¢in f, o diferansiyellenebilir.
iii. f(a) = f (b).
Bu takdirde c (a,b) vardir dyle ki f©(c) = 0(Khalil ve dig. 2014).

Ispat: f, [a,b]de siirekli oldugundan ve f(a)= f(b)oldugundan, c (a,b)vardir

Oyle ki bu nokta lokal ekstremum noktasidir. Varsayalim ki c¢ lokal minimum
noktasi olsun. Bu taktirde;

£ ()= lim )= 1O) _ o, flerec™)-f(Q)

0* E &0 <

Burada ilk limit negatif degildir, ikinci limit de pozitif degildir. Bu nedenle
f©(c)=0 dir.

Teorem2.1.4. a>0 ve f :[a,b] — R fonksiyonu i¢in asagidakiler saglansin
i f ,[a, b] de siireklidir.
ii.ae(0,1) igin f, o diferansiyellenebilir.

Bu takdirde ¢ (a,b) vardir 6yle ki f*(c) = M dir (Khalil ve dig. 2014).
a ot

Ispat: Asagidaki g(x) fonksiyonunu diisiinelim.

g(x)= f(x)- f(a)_w(lxa _iaaj.
T ph*——g“ (04 (24
a a
g fonksiyonu Rolle Teoremi’nin kosullarim1 yerine getirir.( g(@)=g(b)=0). Bu
nedenle ce(a,b) vardir dyle ki 9“()=0 dir. T, (it“):lkullamlarak istenen
a

elde edilir.

Tamm 2.1.3. f :[a,0) >R ve O<a<1lolsun. f nin a mertebeden sol uyumlu
kesirli tlirevi (Abdeljawad 2015)

f(t+et—a) ™) f(t)
&

(2.5)

T (£)(t) =lim

ile tanimlidir.
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Benzer sekilde f:(—o0,b] >R ve O<a<lolsun. f nin o mertebeden sag uyumlu

kesirli tirevi

f(t+ed—t)) - f(t)
&

"T,(F)(t) =lim (2.6)

ile tanimlidur.

Tamm 2.1.4. n-l<a<n, f:[a,0)—>R ve f™(t) var ve siirekli olsun. Bu

takdirde, f nin o mertebeden a dan baslayan sol uyumlu kesirli tiirevi (Abdeljawad
2015)

(726)®) = (T2, F )0 =-a)" f () (2.7)
ile tanimlidir.

Benzer sekilde sag durum igin de n—1<oa<n, f:(—o,b]>Rve f™M(t) var ve

stirekli olsun. Bu takdirde f nin o mertebeden sag uyumlu kesirli tiirevi

("7, 1)) =T, f )0 = (01" £ (1) (2.8)
ile tanimlidir.

Teorem 2.1.5. Varsayalim ki f,g:(a,oo)—>R fonksiyonlar1 sol «

diferansiyellenebilir (0<a<1) ve h(t)= f(g(t)) alalim. Bu takdirde h(t) sol a
diferansiyellenebilirdir ve Vt igin

t=a ve g(t) =0 ise (T,h)() = (T7 )(9(®)-(T79)().9()" ", (2.9)

t=a ise (T h)(a) = lim(T>f)(g(t)).(T g)(t).g(t)*" dir (Abdeljawad 2015).
t—a*
ispat: u=t+g(t—a)"™ alalim. g nin siirekliligini kullanarak,

(Tehy®) < lim T (IW) = FOW) .,
u—t (u_t)
i F(9@) = ) | (9W-9®)
u—t (g(LI) — g(t)) u—t (U _t)

fF(gW)-FO®) iura
= g T2g(t).g(t
g(u)—g(t) (g(u)_g(t)) g( ) o g( ) g( )

=(T2F) (g TraMm.9t)" "
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Tanmm 2.1.5 O<a <1 ve ne{L 2,3,...} olsun. Bu takdirde o mertebeden n-kez sol

ardisik uyumlu kesirli tiirevi

OT2f () =T TAT2...T2 f(t)

n-defa

(2.10)

dir (Abdeljawad 2015).

Benzer sekilde o Mmertebeden n-kez sag ardistk uyumlu kesirli tiirev
b7 (n) _ b
TOf (M) =T, T, T,. T, () (211)

n-defa

ile tanimlidir (Abdeljawad 2015).

Lemma 2.1.1. f :[a,c0) »oo fonksiyonu (a,o0) da iki kez diferansiyellenebilir,
O<a,f<1, 1<a+ <2 olsun. Bu takdirde

(TITo ) (O =77, F () + (A= B)t—0) T2 ()
dir (Abdeljawad 2015).

Ispat:

(1T )0 =(-a) * G- 1]

(t-a) [ (t-a)" f"©)+1-B)(t-a) " ()]

=72, T () + Q- At -0) PTIF ).

o, f—1ise TTAE () =T,f(t) = f "(t).
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3. LINEER OLMAYAN UYUMLU KESIRLI KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN CcOZUM
YONTEMLERI

Bu boliimde, asagidaki formda verilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi
diferansiyel denklemi

PU, T, T u, TT,“u, T.°T/u, T/T/u,..) =0, 0< a, B <1, (3.1.2)

igin ¢oziim yontemleri verilecektir. Burada P , U ’nun polinomudur, u(x, y)

bilinmeyen fonksiyondur ve T,”, T tiirevleri u(x,y) fonksiyonunun o mertebeli x

e ve t’ye gore uyumlu kesirli tiirevleridir. (3.1.1) denkleminin seyahat eden dalga

¢Ozlimlerini elde etmek igin ey -acilim metodu, - acilim metodu, Kudryashov

G?
metodu, (b+Q?) -tanjant fonksiyonu metodu, (b+Q?) degistirilmis tanjant

fonksiyonu metodu, iistel-fonksiyon metodu, basitlestirilmis tan (gj -agilim

metodu, Auxiliary metodu ve bu metodlarin fen ve miihendislik alanlarinda dnemli
bir yeri olan bazi lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlere

uygulamalari verilmistir.

3.1 % -A¢ilim Metodu

3.1.1 Yontem

(3.1.1) ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel

denklemini ele alalim.

k ve m sifirdan farkli sabitler olmak iizere
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u(x,t) =U (&), §:kg+m% (3.1.2)

(3.1.2) doniisiimii (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem 2.1.5 ' de verilen zincir

kurali kullanilirsa

#U,UU"U",..)=0 (3.1.3)

seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir. Burada u® , U nun n-inci mertebeden

& e bagl tiirevidir.

Varsayalim ki (3.1.3) denkleminin ¢6ziimii

U(é)= iak (%) (3.1.4)

formunda % "nin polinom agilimi seklinde olsun.

(3.1.4) denkleminde verilen G :G(f) fonksiyonu asagidaki ikinci mertebe

lineer diferansiyel denklemi sagladigini kabul edelim.

G"+AG+ uG =0. (3.1.5)
dG d’G
Burada G'=%§) ,G"=% vea,,..,a, ,A ve u ler sabitlerdir.

(3.1.5) lineer diferansiyel denklemi asagidaki c¢oziimlere sahiptir (Guner ve dig.

2017):

RPN P Jii -4

AP —4u>0ise—=-=+ ,
G 2 2 _ 2 _
Clcosh(\mz%:) +Czsinh(\w§)
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-C sinh(i‘) w-2'ey e, cosh(i\/ u=2'ey

Ccosh(\/ 'u e5)+C smh(\/ 'u 3 5)

' 12
22—4y<0ise%=—%+ “4ﬂ2 4

22—ay=0iseS ——2. S (C veC, keyfi sabitlerdir) (3.1.6)
G 2 C+Ce

(3.1.4) agilim1 (3.1.3) de yerine yazilip (3.1.3) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda

dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri i¢in

(3.1.4) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde (%J

ile ayn1 dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle a,,...,a, , 4 ve
u bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem

sistemin ¢o6ziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Daha sonra bulunan sabitler
(3.1.4) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2) donisiimii uygulanirsa (3.1.1)

uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden dalga ¢6ziimleri elde edilir.
3.1.2 Uygulamalar
3.1.2.1 Yogunluga Bagh Kuadratik Lineer Olmayan Uyumlu

Kesirli Diferansiyel Denklem

Asagidaki yogunluga bagh kuadratik lineer olmayan uyumlu kesirli
diferansiyel denklemi ele alalim (Guner ve dig. 2017):

Tu+IuT/u-DT/T u—au+bu®=0. (3.1.7)

Burada t>0 , O<a,f<1 ve |, a, b ve D sabitlerdir. Genellikle biyolojik

popiilasyon modellemelerinde kullanilir.

(3.1.2) degisken doniistimii (3.1.7) denklemine uygulanirsa
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kU '+mlUU - Dm’U "—aU +bU? =0 (3.1.8)

elde ederiz. (3.1.8) deki en yiiksek mertebeli lineer terim “U"” ile en yiiksek
dereceli lineer olmayan terim “UU"'” niin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+2=N-+N+1,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.1.8) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:

U(§)=ao+a1(%j , 8,8, #0 (3.1.9)

(3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinin kullanilmasiyla

U'(§)=—a1(%j —M(%}—aiu, (3.1.10)
U"(§)=2a1[%j +3a1/1(%j +(2a1,u+a1/12)(%j+a1/1,u , (3.1.11)
U2(§)=af(%j +2aoa1(%}a§ (3.1.12)

Ak
elde edilir. (3.1.9)-(3.1.12) denklemleri (3.1.8) de yerine yazilmasiyla ve (%)

(k :0,1) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle

asagida verilen cebirsel denklem sistemi bulunur:
—la’m-2Dam’ =0,
—l1a’m+ba? —3DAa,m* —a,lam—ka, =0,

2a,a,b—aa, —a kA —2Dam?u—a’lmu—DaA’m* —a,alim=0,
Qb —aa —a & & CH CCH
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baZ —alua,m—aa, — Da,Aum’ —aku = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢oziimii

:ii ai a = a ’
"% 2b4/(/12—4,u) % b,/(22—4,u)

m=+ al kol +4abD 3.1.13
2Db\/(/12—4,u) " 4Db? (2% - 4p) (3149

seklindedir. (3.1.13) 'de bulunan sabitler (3.1.9) da yerine yazilirsa

U()=—- at (G] : (3.1.14)

2b 2b\/ ~4u) b\/

bulunur. (3.1.6) denkleminin (3.1.14) de yerine yazilip (3.1.2) doniigiimiiniin
kullanilmastyla (3.1.7) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

C,sinh ("/1224”5) +C,cosh (M2_24'u§)

2 _ 2 '
Cooosh(14" 4 ginn (V4" 4

A? —4u>0iseU (&) =—+—

_C Sinh(i\w) +C Cosh(i\w)

cosh(\/ ﬂ 68)+C smh(\/ 'u 23 5)

a a

A2 -4 OiseU
H< 12(5) b 2b

2 B
a Fa?+40°Dt X" e i
) 2b a p
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3.1.2.2 Uyumlu Kesirli Tiirevli Jimbo-Miwa Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli tiirevli Jimbo-Miwa diferansiyel denklemini ele
alalim (Jimbo ve Miwa, 1983):

T T T T U+ 3T TIUT /u+ STJUT T u + 2T/ Tu —3T/T,” =0, (3.1.15)

X °X °X

burada t >0, 0<a <1, 0< <1 0<y<1 0<@<1 dir. Bu denklem fizikteki bazi

ilging (3 + 1) boyutlu dalgalar1 tanimlamak i¢in kullanilir.
k,m,n, p sabitler olmak tlizere

v xf oy 7
u(x,y,z,t)=U(¢), {=k—+m—+n—+p—. (3.1.16)
a ) 4 0

(3.1.17) degisken doniigiimii (3.1.16) denklemine uygulanirsa
m’nU® +6m*nUU" +(2kn—3mp)U” =0 (3.1.17)
elde edilir.

(3.1.18) denklemi integrasyon sabiti sifir alinarak integrallenirse

m>nU" +3m°n(U")? + (2kn—3mp)U’ =0 (3.1.18)

bulunur. (3.1.18)’deki U™ ve (U ')2 terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N +2,
N =1

bulunur. Farz edelim ki (3.1.18) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:

G
U(§)=ao+a{aj , a5, #0 (3.1.19)
(3.1.5) ve (3.1.19) denklemlerinin kullanilmasiyla
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U'g)=-a (%)Z —ai/l(%]—aiu, (3.1.20)
U"(&)=-2a ((%)2 + i[%j + y} +a (/1 + ZK%DZ [(%)2 +}t[%) + ,u}

, (3.1.21)
Uy © =2 ((%)Z +ﬂ(%j+ﬂf . (3.1.22)

N
elde edilir. (3.1.19)-(3.1.22) denklemleri (3.1.18) da yerine yazilmasiyla ve [%j

(k :O,l) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarin sifira esitlenmesiyle

asagida verilen cebirsel denklem sistemi bulunur:

3na’m® —6na,m® =0,

64Ana’m*—12inam® =0,

3a,mp — 2a,kn—m’n(a,A* + 2a,47) +3a’m’n(A° +2u) — 6a,m* un — 6a,4°m°n =0,
3a,Amp —2a,kAn— Amn(a,A* +2a, 1) + 6a° Am’ un —6a,Am*un =0,

3a,mup —2a,kun—mlun(a, A’ +2a 1) +3a’m’u’n =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimii

A'm*n—4m’un—-3mp

=2m, k=- 3.1.23
& on ( )
seklindedir. (3.1.23)’de bulunan sabitler (3.1.19)’da yerine yazilirsa

GV
U=a,+ Zm(gj, (3.1.24)
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bulunur. (3.1.6) denklemi (3.1.24)’de yerine yazilip, (3.1.16) doniigiimiiniin
uygulanmasiyla (3.1.15) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

A% —4u>0igin

Csi I’lh(‘izg%) +C,cosh (\1/12;%)

Clcosh(W) + czsinh(\/ﬁzg%)

A*—4u

u1,3(X! \ Z,t) = ao +2m —%_}_

A% —4u<0igin

«/4,u—22

u1,4(xa y’ Zat) = ao + 2m(—%+ 5

—Clsinh(\/@)-kczc(mh(\/@)

. )7
Clcosh(*'ll"lz_}“zé)Jrczsinh(\/“ﬂz_lzf)

C2

/12 _4/«120 lgln u15(X,y,Z,t):a0+ 2 m —&—F— .
| 2 C,+C)é

20



‘m°’n—4m’un-3mpt*  x”

14 4
Burada §=(_ﬂ mEn ¥y p%)dir.
4

2n a p

Sekil 3.1: u,,(x,1,1,t) ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.

05k

P

PR " 1 PR 1 " 1 PR PR i PR
-20 -10 - 10 20

-0.5

10}

-1.5}

Sekil 3.2: u,;(x,1,1,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.1.2.3 Uyumlu Kesirli Burger-Like Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Burger-Like diferansiyel denklemini ele alalim
(Inan ve digerleri, 2017):
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T u+T/ u+uT/u +%Tfou =0, (3.1.25)

Burada t>0 , O<a <1 0< B <1dir. Burger denklemi akiskanlar mekaniginin

matematiksel modellemesi, dogrusal olmayan akustik gaz dinamigi, trafik akisi, sok

dalgalarinin teorisi, tiirbiilans problemleri i¢in kullanilir.

(3.1.2) degisken doniistimii (3.1.25) denklemine uygulanirsa

2

(k+m)U’+ mUU'+m7U ) (3.1.26)
bulunur.(3.1.26) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

(k +m)U +gu 2 +m72u': 0. (3.1.27)
elde edilir. (3.1.27) deki U' ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +1=2N,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.1.28) in ¢6zlimii asagidaki sekilde olsun:

U(§)=a0+a1(G j , a,,a, #0. (3.1.28)

G

(3.1.5) ve (3.1.28) denklemlerinin kullanilmasiyla

U'(§)=—ai(%j —ai/l(%}aiu, (3.1.29)
U?(&) =a’ (%) +2a0a1(%j+a§. (3.1.30)
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N
bulunur. (3.1.28)-(3.1.30) denklemleri (3.1.27) de yerine yazilmasiyla ve (%j

(k :O,l) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle

asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
(ma’)/2—(m?a,)/2=0,
a,(k+m)+a,am—(aAm?)/2=0,
(mal)/2+(k+m)a, —(am’u)/2=0.,

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimleri

1. Durum:

a0=g(/’t+\//12—4,u), a =m, kzg(—Z—m«/ﬂz—Mz): (3.1.31)

seklindedir. (3.1.31) 'de bulunan sabitler (3.1.27) de yerine yazilirsa

u :%(/1+«/12—4,u>+m(%) . (3.1.32)

bulunur. (3.1.6) denkleminin (3.1.32) de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmastyla (3.1.25) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

A% —44>Qigin

m
Uy (X, 1) = E(m«//lz —4y)
2_ 2_

. i clsinh(\”“z‘“‘f) . czcosh(\Mz% )
+m|-Z+ ,
2 T 2 o T an

Clcosh(/124”§) +C,si nh(ﬂ“z%)

A% —4u<0igin
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u,,(xt) = g (/1+NMZ —4u)
(—Cﬁdnh(V4‘:;1%§)+Czcosh(V4‘:;&a§)

ol A A=A
2 2 (1,2 52 !
L Clcosh(WHCZsinh(W)
A% —4u=0igin

U g(X,t) :g(l+\//12 —4,u)+m(—i+ C, ) bulunur.

2 C+C¢

a p
Burada ‘f:m(—Z—mJ/lz —4y)t—+ mX dir.
2 o p
2. Durum:

a, :g(z_«/zz “44), a,=m, k :g(—2+m«//12—4y): (3.1.33)

seklindedir. Burada A ve u keyfi sabitlerdir. (3.1.33) 'de bulunan sabitler (3.1.27)

de yerine yazilirsa

u =g(/1—«//12 —4y) +m(%,) (3.1.34)

bulunur. (3.1.6) denkleminin (3.1.34) de yerine yazilip (3.1.2) doniigiimiiniin
kullanilmasiyla (3.1.25) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

A% —44>0igin
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ulvg(x,t):g(/l—w//lz—éu)
\/7 Csmh(“ eg)+C cosh(“ 4’%8)
+m(——+

C cosh(\/zﬂe&)+c smh(*/;%)

),

A% =44 <0igin

U, o (x,1) = g (1-J22—4u)

. /1 \/T—Csmh(“ §)+Ccosh(“ﬂ /15)
© Coosn(VHmAE 5)+c smh("‘”‘ “)

A% —4u=0igin

Uy, (X, 1) __(l"'\/iz 4ﬂ)+m(—§+c C f) bulunur.

Burada & :%(—2+ myA° —4y)£+ m% dir.
a

3.1.2.4Uyumlu Kesirli (2+1)-Boyutlu AKNS (Ablowitz-Kaup-

Newell-Segur) Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli AKNS diferansiyel denklemini ele alalim (Inan ve
digerleri 2017):

ATPToU+T/TA T TOU+8T T/UT U+ 4TUT T u +aT /T u =0, (3.1.35)

X X °X

Burada t>0 , O<a<1 0<fB<1ve a sabittir. Bu denklem, sistemin dagitici

etkisini gosterir. y = x ve a=0 alimirsa potansiyel KdV denklemine indirgenebilir.
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6

u(x,y,z,t)=U(%), §=k%+m§+n% (3.1.36)

(3.1.36) degisken dontisiimii (3.1.35) denklemine uygulanir ve elde edilen denklem

integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

(4km—am*)U’ +6m’n(U’")* +m°nU" =0. (3.1.37)

bulunur. (3.1.37) deki U "ve (U ')2 terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N +2,
N =1

bulunur. Farz edelim ki (3.1.37) denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:

U(§)=ao+ai(G j , 8,8, #0. (3.1.38)

G

(3.1.5) ve (3.1.38) denklemlerinin kullanilmasiyla

U'g)=—4 (%T - ai/l(%) —au, (3.1.39)

U"(&)=-2a ((%jz +4 (%) + yJ +a, (;t + ZK%DZ [(%)2 +4 (%) + ,u}
(3.1.40)

(U () =4 L(%jz + ﬂ(%j + yJZ . (3.1.41)

AN
(3.1.38)-(3.1.41) denklemleri (3.1.37) de yerine yazilmasiyla ve (%j (k :0,1) nin

ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen

cebirsel denklem sistemi elde edilir:
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6na’m* —6na,m* =0,

12Ana’m? —12Anam* =0,

6a’m’n(A* +24) —m°n(a,A° + 2a 1) — &, (—-m?* + 4km) — 6a,m*un — 6a,4°’m°n =0,
12a2Am* un— Am®n(a,A* + 2a,41) — 3, A(—m?* + 4km) — 6a,Am° un = 0,
6a°m?u*n—m*un(a,A* + 2a,4) — a,u(—m? + 4km) = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ztiimleri

—A'm*n+4mun

seklindedir. (3.1.42) 'de bulunan sabitler (3.1.38) de yerine yazilirsa
U=a,+ m(%) (3.1.43)

bulunur. (3.1.6) denkleminin (3.1.43) de yerine yazilip (3.1.36) doniisimiiniin
kullanilmastyla (3.1.35) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

A% —44>Qigin

C sinh('\Mng'ﬂg) + czcosh(‘\"lzg‘”‘f)

C cosh(i\/lz ;4“5) +(:2s,inh(\/’12 ;4“5 )

2R )

112(X Y, t) a, +m(__

A% =44 < Qigin

—Csinh(F-—== 4”2_ 125) +C,cosh(-"—_ == 4’u2_ /125)
ccosh(VH =7~ 4”2‘125)+czsinh(" 4“2_}“25)

R )).

113(X Y, t) a, +m(__+
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A% —4u=0igin

A
U, (X y,t)=a,+m(——+ bulunur.
(. =g +ml-5+ =)
92,2 2 a B 0
Burada §=(m A7mn+4m ﬂnt—+mx—+ny—)dir.
4 a p 0

3.2 G—Z -Acilim Metodu
G

3.2.1 Yontem

(3.1.1) ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. (3.1.2) doniislimii, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem

2.1.5 " de verilen zincir kural1 kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir

Varsayalim ki (3.1.3) denkleminin ¢6zimii

v (6, & (8@
| o[ SE) ) 3.2.1
€)= a°+za(e<§>j ;'[G@)Zj o

formunda (g j nin seri agilimi seklinde olsun.

(3.2.1) denkleminde verilen G :G(f) fonksiyonu asagidaki ikinci mertebe

diferansiyel denklemi sagladigini kabul edelim.

G") G'Y
(G_] _ ﬂm(gj | (322)

dG
Burada G':—) ,G"= ) vea,,.. by A ve uler sabitlerdir.

28



(3.2.2) diferansiyel denklemi asagidaki gibi farkli ¢oziimlere sahiptir(Tauseef ve
digerleri, 2017):

4> Oigin G’=\/Z Ccos/uré +Dsin Juié
G* VA Dcos\Juré—CsinJuré )’

pr =G A Csinh(2] 22 1€) + C cosh(2[ w2 1E) - D

G' _ [lua] Csinh(2\l uA1€) + C cosh(2y[ 2 1€) + D
G’ C

_0,4#0igin> ==
H e T T ace+D)

(3.2.3)

(3.2.1) acilim1 (3.1.3) de yerine yazilir. (3.1.3) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda

dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri igin

(3.2.1) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde (G—Z]
G

ile ayn1 dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle a,,...,a, , 4 ve
u bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem

sisteminin ¢oziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Daha sonra bulunan sabitler
(3.2.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2) doniisimi kullanilirsa (3.1.1)

uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden dalga ¢6ziimlerini elde edilir.
3.2.2 Uygulamalar

3.2.2.1 Uyumlu Kesirli KDV(Korteweg-de Vries) denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli KdV diferansiyel denklemini ele alalim(Odibat,
2017):

Tu+auT/u+bT/T/T u=0. (3.2.4)

29



Burada t>0, O<a, <1, ave bsabitlerdir. Korteweg-De Vries denklemi, s1g su

yiizeylerindeki dalgalarin matematiksel bir modelidir. Boussinesq tarafindan ilk kez
1877'de tanitilmis ve 1895'te Diederik Korteweg ve Gustav de Vries tarafindan

yeniden kesfedilmistir.

(3.1.2) degisken doniistimii (3.2.4) denklemine uygulanirsa
kU'+amUUbm®U" =0, (3.2.5)

elde edilir. (3.2.5) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

2

kU +amu7+bm3u 20 (3.2.6)

bulunur. (3.2.6) deki U" ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=2N,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.2.6) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:

G’ G’ G\ G\
U(§)=a0+a1(g)+a2(g)2+bl(§) 1+b2(E) 2, (3.2.7)
Burada a, =0 ve a,,a,,b,,b,’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.2.2) ve (3.2.7) denklemlerinin kullanilmasiyla asagidaki denklemler bulunur:

U@ - u[g;j ) (2a,+ (ZQ)/(g—;j
G'Y G, (GY G' G'Y G
+(6bz)/(§] HM[GZJM(gj + )8, +23, (g]—bl/(g] —(2b2)/(§j ),
(3.2.8)
Uz(f):Af(%j +2AbA_l(%j+Af. (3.2.9)
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k
(3.2.7)-(3.2.9) denklemleri (3.2.6) da yerine yazilmasiyla ve (g—j (k =0,1) nin

2

ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen

cebirsel denklem sistemi elde edilir:

aa’m+12ba,A’m* =0,

4abA*m® +2aa,a,m =0,

aa’m+16a,bAum?® +2aa,a,m+2ak =0,

2ak +2aa,a,m+2aa,bm+4abim®u =0,

2a,k +aa’m+ 4bb,1’m* + 4a,bm® 11> + 2aa,bm + 2aab,m = 0,
ab’m +16bb, 2um® + 2aa,b,m+2bk =0,

4bbm®* +2abb,m =0,

ab?m+12bb,m*z* =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

1. Durum:
_ 2 . 2.2
_ 24b/1m,u1 a-0 a - 12bA"m |
a b a (3.2.10)
b, =0, b, =T :m . k=16bam’y:
seklindedir. (3.2.10) 'de bulunan sabitler (3.2.1) de yerine yazilirsa
_ 2 22 ' 22 '
U(f) = 24bAm° . 12bA"'m” (G )2_12b,u m° /G ),2 (3.2.11)

a G’ a ‘G’
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bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.11) de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.4) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.
Au>0igin

—24bAm’ i . ~12bA*m?
a

u2,1(X't) =

a Vi a B
\/— C cos«/y/t(16b/1m3/,¢t—+ mxﬂ) +Dsin «/,u/i(16b/tm3,ut—+ mxﬂ)
H

Dcos\/_(16b/1my +m?) Csmf(l6bﬁmy +m?)

2n2
N -12bu"m
a

-2

a B a B
\/— C cos«/yi(16b/1m3yt—+ mxﬁ) +Dsin/ud (16b2,m3/,¢t—+ mxﬂ)
H

Dcosr(16b/1my +m?) Csm\/_(16b/1mu+mﬂ)

Au < 0igin

—24pAm’ . ~12b2°m’
a

u,, (X’t) =

2

] Csinh(2y/] x4 |(16bAm y—+m?))+Ccosh(2«/ 1A |(16bAm? y +m?))+D
_ A

A

Csinh(24/] A |(16bAm? ,u +m—))+Ccosh(2J | A |(16bAM? ,u—+m—)) D

2002
N 12bpm
a

-2

T Csinh(2./] x4 |(16bAm? ,u +m?))+Ccosh(2«/ LA |(16bAm? y—+m?))+D

A Csinh(24] 22 [(160Am y—+m?))+Ccosh(2«/| y/1|(16b/1m3y—+mz))—D
[04 a
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#=0,1+0i¢in

~12bm? C
uz,s(xlt) = £ P
{C(16b/1m3y+ m=)+ D)
a p
bulunur.
2. Durum:
2 B 2.2
:8blm,u' a, -0, a- 12bA"m |
a - a (3.2.12)
b =0, b2—_12: M k=-16bam*u:
seklindedir. (3.2.12) da bulunan sabitler (3.2.1) de yerine yazilirsa
2 2.n2 ' 22 '
U = 8oAm . 12b2°m° (G )2_12b,u m° /G ),2 (3.2.13)

a a ? a ?

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.13) de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.4) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.
Au>01i¢in

—24bAm? i . ~12bA*m?
a

U214(X,t) =

a Vi a B
\/7 C COS«/,LJ/AL(16b/1m3,ut—+ mxﬂ) +Dsin «/,u/i(16b/tm3,ut—+ mxﬂ)
ﬁ o o

a B a B
DCOS«/;M(le/imS,utaJr mxﬂ) _Csin (16b/1m3yta+ mxﬁ)

2n2
N —12bu"m
a
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-2

a B a B
\f C cos[zA (16bAm°u L + mxﬁ) + DsinJzA (16bam*u - + mxﬂ)
M a a

a B a B
Dcos [zl (16b/1m3,uta+ mxﬁ) _Csin «/,u}t(16bﬂm3,uta+ mxﬂ)

Au < 0igin

~24pAm’ . ~12b2°m’
a

U,s(X,t) =

2

a B

a s
o Csinh(2\[ 7] 16bim* s + m%)) +Ccosh(2[ 2] @6bim® st + m%)) +D
[l a a

A

a B a B
Csinh(2\[ ] 6bam*u "t + m%)) +Ccosh(2 [z ]a6bim® st + m%)) D
[04 o

22
N —12bum
a

-2

a B a B
o Csinh(2,| 14 |(16b/1m3yt—+m%)) +Ceosh([ A |(16b/1m3,ut—+m%))+ D
[l o o

o B a B
A Csinh@l A |@6bam* Lt + m%)) +C cosh(2[ 2] (16bam°u b + m%)) D
[04 a

#=0,1+#0i¢in
2
_ 2
U (1) = 22 —
(C (16bim3 L—+m j +D)
a f
bulunur.
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Sekil 3.4: u,,(x,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.2.2.2 Uyumlu Kesirli CDG(Caudrey-Dodd-Gibbon) Denklemi

Lineer olmayan evrim denklemleri (NLEE) de lineer olmayan fiziksel
olaylarin c¢alisilmasinda 6nemli rol oynar. Yiiksek boyutlu NLEE'ler, optik fiber

iletisiminde, uzay ve laboratuvar plazmalarinda, siiper iletkenlerde ve Bose Einstein
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kondensatlarinda (1+1)-boyutlulardan daha gergeke¢idir. Caudrey-Dodd-Gibbon

denklemi lineer olmayan evrim denklemlerinden biridir.

Asagidaki uyumlu kesirli CDG diferansiyel denklemini ele alalim (Neamaty
ve dig. 2016):

T.“u+30uT/T/T u+30T uT/T u+180u°T/u+T/T/T/T/T u =0, (3.2.14)
Burada t >0, O< ¢, f <1dir.
(3.1.2) degisken doniisiimii (3.2.14) denklemine uygulanirsa

kU’ +30m°UU" +30m°U'U" +180mU°U’+ mU® =0. (3.2.15)

elde edilir.(3.2.15) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse
U 3
kU +30m3UU"+180m?+ mU® =0 (3.2.16)

bulunur. (3.2.16) deki U ve UU" terimlerinin kullanilmastyla yapilan dengeleme

isleminden

N+4=2N +2,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.2.20) in ¢6zlimii asagidaki sekilde olsun:

U@ =a,+a(c)+a (S +h(g) *+b(G) ™ (32.17)

Burada a, #0 ve a,,a,,b,,b, ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.2.2) ve (3.2.18) denklemlerinin kullanilmasiyla UU" , U? U® degerleri
y g

2

N
hesaplanir. Bulunan bu degerlerin (3.2.17) de yerine yazilmasiyla ve (((33_]

(k :O,l) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle

asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
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60a>m +180a’4°m® +120a,4*m® =0,
180a,a’m +240a,a,4’m* + 24a,A*'m° =0,
180a’a,m+60a’A°m® + 240 a2 Am® +180a,a>m + 240 za,4°’m° +180a,a,4°’m* = 0,

60a’m +300.a,8,Am* +360a,a,a,m +40a,A°’m° + 60a,a,A°m*® +180b,a2*m
+180b,a,A°’m* =0,

180aia,m +180a,a’m + 240a,a,Am’ 1+ 60a’Am® 12 + 360b,a,a,m + 60b,a A°m®
+60a’m’ > +180b,a’m +136a,4°’m°1* + 2400,a,4°’m* +ka, =0,

180aa,m +60a,a,Am*u +360a,b,a,m +180b,a’m +16a,A°m° 11* +120b,a A°m®
+60a,a,m° 11> +360a,b,a,m + ka, +300a,b,Am*x =0,

60aSm +360a,a,b,m + 60b,a,4°m* + 60a,a,m*x* + 360a,b,a,m + ka, +180b,a’m
+120a,b,Am* 1 +180a,b’m +16b,A°m° 1z +16a,Am° 1° + 480a,b,Am* 1 = 0,

180a’b,m +60a,b, Am® 2+ 360a,b,a,m +180a,b’m +16b,A°m° 11> + 60b,b, A°'m*
+120a,b,m® 11> +360a,b,b,m + kb, +300a,b,Am*x =0,

180a’b,m +180a,b’m + 240a,b,Am® 2 + 60b’ Am°* 1z + 360a,b,b,m + 60a,b,m* z/°
+60b242m° +180a,b2m +1360,4°m® 1.2 + 240a,b,m* 1% + kb, = 0,

60b’m +300.4b,0,m* 12 + 360a,b,b,m + 40.2b,m° 12> + 60a,b,m* 2 +180a,b m
+180a,b,m* 1> =0,

180b’b,m +60b’m°®* +2404b7m* 1 +180a,b?m + 2401b,m° 11> +180a,b,m* 1> =0,
180b,b2m + 240bb,m* 1> + 24bm® * =0,
60b%m +180b2m® 12 +1200,m° z* = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢dziimleri asagida verilmistir.
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1. Durum:

a, =2\/%/1m2,u, a,=0,a,=-2"m?, b =0, b, =—-m*/’,

(3.2.18)
k =—32(11A%m° 1% +1051%m° ?) :
seklindedir. (3.2.18) 'de bulunan sabitler (3.2.17) de yerine yazilirsa
U(&) = 2\/gzm2ﬂ—/12m2(%)2 —m?u, (%)2 (3.2.19)

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.19) de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.14) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

Au>0igin

/ 7
U2’7 (X,t) =2 Eﬂmzﬂ—lzmz
B

a B o
J; C cos [ (-32(L1A%mP 12 +\/105/12m5y2)t3+m%)+ Dsin [ (-32(LLA%mP i + 1052,2m5,u2)%+m%)
7( a B a2 B )
A Dcos [ (320102 2 4105 22me ) m%) —Csin @A (=320 + 105 22m* ) m%)
[04 a

2
ﬁ( B

o 7 o 7
D cos ik (-32010%me 4% + 105 2mE 2y L+ m%) —CsinJIA (-3201147m° 2 + 105 2me12) b+ m%)

a a

a v a B
\/7 C 008 /T (-32(1122m° 1% + 105 7me 12) -+ m%) + Dsin 7 (<3201 LA%mE 122 + 105 2m°12) L+ m X0
a [04

Au < 0igin

Upg(X,t) = ZElmzy +-A"m%,

a Y3 a p
[ T Coinhe A (320 L0%me i + 105 A2me ) -+ m%)) +C cosh(2l z2 | (-32(1LA%me 2 + 105 22mPu?) &+ m%)) +D
(04 (o4

2

a 3 a B
A Csinh@yl 2 ](-320122me 2 + 105 22m 2y b+ m%)) +C cosh(2| 22 ] (-32(LLA%me i + 0B A2meu) &+ m%)) -D
a a
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-m? .

-2

a B « Y
\/m Csinh(2yf 4 (-820114°° 4+ A0B2°m® uZ)Lm%)HCcosh(z\A (-1 N2 e %»m
|
ﬂ
A Csinh(2J[ 22| (<3204 1 + 108 A%’ 1) ﬁ))+Ccosh(2 T |(=32(L1A%m" 2 + 105 22me 1) & +m?))

#=0,1+0i¢in

Uz g (x,t) = -m?

C

a B
(C(-32(1L%m° u? + V105 22meu?) - + mxﬂ) +D)
04

bulunur.

2. Durum:

a,=-2Am°u, a =0, a,=-1°m?, b =0, b,=-m?u?

(3.2.20)
k =-2561"m°1°
seklindedir. (3.2.20) 'de bulunan sabitler (3.2.17) de yerine yazilirsa
2an2 2, 2 G
U (&) = —2Am*u—2%m ( ) —m?2 (=) (3.2.21)

GZ

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.21) de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.14) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

Au>0igin

o oam s 22m? CCOS\/—§+DSIH\/_§
U2,10(é:)— 2/1m/1 A m (\/7(DCOS\/_§ CSIH\/_f]

ey \/Z(Ccos\/ﬁ§+Dsin\/ﬁ.§)
N D cos\[uA& —Csin[udé
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Au < 0igin

oo o of [IpA] Csinh(2y] uA |€) +C cosh(2y] 1A 1€) + Dy,
Uz (§) =24 ="' A Csinh(2] x4 |£) +C cosh(24]] M|§)—D)

(- | uA| Csinh(2y] pA 1€) +C cosh(2y]| uA |) + D)fz
A Csinh(2y]] 4 |£) +Ccosh(2\] u21€)-D”
1=0,4#0i¢in
U2,12 (f) = _mz ¢

a B
C (—2562,2m5/42 L mXJ +D)
a B

bulunur.

a B
Burada & = (~25622m° 2 L+ m ") dir.
a B

3.2.2.3 Uyumlu Kesirli.  (2+1) Boyutlu = CBS(Calogero-
Bogoyavlenskii-Schiff) Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli (2+1) boyutlu CBS diferansiyel denklemini ele
alalim: (Moatimid ve digerleri 2013)

T TU+T/ T/ T u+ 4T uT/ T u+ 2T/ T uTy =0, (3.2.22)

Burada t >0, O< e, 8,0 <1dir. Lineer olmayan evrim denklemleri (NLEE), optik
lifler, kat1 hal fizigi, akiskanlar mekanigi, plazma fizigi, 1s1 akis1 ve dalga yayilma
olaylar1, kuantum mekanigi, s1g su dalgalarinin yayilmasi vb. gibi ¢esitli bilimsel ve
mihendislik alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. CBS denklemi de bu

denklemlere bir 6rnektir.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.2.22) denklemine uygulanirsa
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kmU” +m°nU™ +4m’nUU" +2m?nU"U’ =0. (3.2.23)
elde edilir.(3.2.23) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

kmU’+m*nU” +3m’n(U")? =0 (3.2.24)

bulunur. (3.2.24) deki U™ ve (U ')2 terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N+2,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.2.24) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
G’ G'\.
U(§)=ao+a1(g)+bl(g) ' (3.2.25)

Burada a, =0 ve a,,b, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir. (3.2.2) ve (3.2.25)

denklemlerinin kullamlmasiyla U™, (U ')Z,U' degerleri hesaplanir. Bulunan bu

k
degerlerin (3.2.24) de yerine yazilmasiyla ve (g—j (k :0,1) nin ayni dereceye

2

sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel

denklem sistemi elde edilir:
3na’A’m? +6na,A°m® =0,
6na’Am? +8una,A°m® —6b,na, A°m* + ka,Am = 0,

3na’m?®u® —12nao,Am? 1+ 2na Am?* 1 + kamu +3nb’ 2°m? — 2nb,A°m* . — kb, Am =0,

64nb’m?z—8Anbm?® 11> —6a,nbm? 11* —kbmu =0,
3nb?m?z” —6nbm*s® =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimii
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a,=-2Am, b =2mu, k=16Am*un: (3.2.26)

seklindedir. (3.2.26) 'da bulunan sabitler (3.2.25) de yerine yazilirsa
U () =2, -2im( ) +2mu( ;) (3:2.27)

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.27)’de yerine yazilip (3.1.38) doniigiimiiniin
kullanilmastyla (3.2.22) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

Au>0igin

L 1 Ccosy[uAé +DsinJuié
Vans(6) =2 2ﬂ“m(\/;(Dcos\/_g—Csin\/_f)J

Ccos\/_§+Dsm\/_§
+2mﬂ[\/7(Dcos\/_§ Csm\/_§]

Au < 0igin

y/1| Csinh(24/] uA |€) +C cosh(24] uA |€) + D)
A Csinh(24] 1A |€) +C cosh(24/| ud |)-D

U, (€) =2, —22m(~

| uA| Csinh(24/] pA |E) + C cosh(24/] A |£) + Dy 4
+2m,u(— : ) ,
C 5|nh(21/| LA |E) +Ccosh(24/| A |E) - D
1=0,4#0i¢in
C

U2115(§):a0+2( i@ NG 0 )

(C(16AM*un-—+ m—+ny—)+ D)

a p o

bulunur.

a B 4
Burada & = (162,m2,unt—+ mX 4 ny—) dir.
a p 0
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3.2.24Uyumlu Kesirli (2+1)- Boyutlu AKNS(Ablowitz-Kaup-

Newell-Segur) Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli AKNS diferansiyel denklemini ele alalim: (Inan ve
dig. 2017)

AT TAU+T/ T T/ T u+ 8T TIUT u+4T T/ T u—at/T u =0, (3.2.28)

Burada t>0 , O<ea, S <1dir. Belirli bir diizensiz ortamdaki soliter dalgalarini

tanimlayan izospektral olmayan NLEE’ler genellikle zamana bagli spektrum
probleminin sonucudur. 1974'te Ablowitz, Kaup, Newell ve Segursifir egrilik

denkleminden izospektral bir NLEE hiyerarsisini AKNS denklemiyle bulmustur.
(3.1.38) degisken doniisiimii (3.2.28) denklemine uygulanirsa

4kmU" +m’nU® +8m’nU"U’" +4m’nUU" —am?U" =0. (3.2.29)

elde edilir.(3.2.29) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

(4k —am)U’+m*nU"” +6mn(U’)* =0. (3.2.30)

bulunur. (3.2.30) deki U™ ve (U ')2 terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N +2,
N =1

bulunur. Farz edelim ki (3.2.30) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
G’ Gy
U(§)=ao+ai(§)+b1(g g (3.2.31)

Burada a, =0 ve a,, b, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.
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(3.2.2) ve (3.2.31) denklemlerinin kullanilmasiyla U',U" ve (U ')2 degerleri

Nk
hesaplanir. Bulunan bu degerlerin (3.2.30)’da yerine yazilmasiyla ve (g—j

2

(k :O,l) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle

asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
6na’A°m+6na,1°m’ =0,
12 una’ Am +8una, A°m* —12b,na, A°m —aa, Am + 4ka, A =0,

6na’mu’ —24na,b Amg+ 2na, Am? 1* —aa,mu + 4ka, 12+ 6nb>A°m — 2nb A°m?
+abAm—4kb A =0,

12Anb?m g —8Anbm? 1* —12a,nbmy* +abmy — 4kb, 12 =0,
6nb’m’ —6nbm?x° =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

a =-Am, b =2mu, k= m(a”iim““) : (3.2.32)
seklindedir. (3.2.32) 'de bulunan sabitler (3.2.31)’de yerine yazilirsa

G’ Gy
U(&) =a, —/”Lm(GZ)+ Zmy(?) L (3.2.33)

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.33)’de yerine yazilip (3.1.38) doniigiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.28) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

Au>0igin
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L ECcos\/y_ﬂ§+Dsin\/y_;t§
U,6() =2, ﬂm(\E(DCOS s —csn mg)
H Ccos\/y_/1§+Dsin\/y_/1§ 4
+2mﬂ(\/;(Dcos\/y_/1§—Csin\/y_/1§)) J

Au < 0igin

U, (&)=, am(_ 441 Csinh(2 i ud 1) + C cosh(2\] A 1€) + D)
27 A Csinh(2y] 24 &) +C cosh(2f| A |£) - D

+2mu(- | 12| Csinh(2|] 1A |€) +C cosh(2\]] uA |E) + D),l
A Csinh(2\]] w4 |€) +Ccosh(2|| w2 1€)-D”

1=0,1+0i¢in

Us 18 (x,t)= g + m( © 0 )

a I
(C(m(a+16imyn)L+mL+ny )+ D)

4 a p 0

bulunur.

m(a +164Amun) t* N
4

xF oy
Burada & =( m—-+n-=—) dir.
yij 0

3.2.25Uyumlu Kesirli ZKBBM(ZakharovKuznetsov Benjamin
BonaMahony) Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli ZKBBM diferansiyel denklemini ele alalim
(Tauseef ve Din, 2017):

T“u+T/u-2auT/u-bT*(T/T/u)=0. (3.2.34)

Burada t>0 , O<a,f <1, a, b sabittir. Bu denklem uzun dalga rejiminde

yercekimi su dalgalariin bir modellenmesi olarak ortaya ¢ikar.
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(3.1.2) degisken doniisiimii (3.2.34) denklemine uygulanirsa
(k +mU '=2amUU '—=bm*kU " =0. (3.2.35)
elde edilir.(3.2.35) denklemi integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse
(k+m)U —amU? —bm’kU" = 0. (3.2.36)

bulunur. (3.2.36) deki U" ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=2N,
N =2

bulunur. Farz edelim ki (3.2.37) in ¢6zlimii asagidaki sekilde olsun:

G’ G’ G'\_ G\
U(§)=a0+a1(g)+a2(?)2+bl(g) 1+b2(g) 2, (3.2.37)
Burada a, #0 ve a,,a,,b,,b, ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.2.2) ve (3.2.37) denklemlerinin kullanilmasiyla U®,U" degerleri hesaplanir.

k
Bulunan bu degerlerin (3.2.37) de yerine yazilmasiyla ve (%j (k = 0,1) nin ayni

dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen

cebirsel denklem sistemi elde edilir:

—aa’m—6bka,A’m? =0,

—2a,bkA*m’ —2aa,a,m =0,

ak +a,m—aa’m—2aa0a,m—8a,bkAm?x =0,

a,k +a,m—2aala,m—2aa,bm—2abkim?u =0,

a0k +a0m —aa0*m — 2aa,bm— 2aa,b,m — 2bb,k A’m* — 2a,bkm? z* = 0,
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bk +b,m—2aa0bm —2aa,b,m — 2bb k Am*x = 0,
b,k +b,m—ab’m —2aa0b,m —8bb,k Am? . =0,
—2bb,km? 1 —2abb,m =0,

—abZm - 6bkb,m?*z* = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimleri

1. Durum:
.- 2bAm®u 8,20, a - 6bA’m?

- 2 y — Y, 2 — 2 ’

a(—1+4bAm’ u) a(—1+4bAm’ u) (3.2.38)
m

= 0’ b =0, =
b ? —1+4bim2u
seklindedir. (3.2.38) 'de bulunan sabitler (3.2.37) de yerine yazilirsa

2 2.2 2

U(&)=— 2bAm* i 6bA°m (3.2.39)

a(-1+4bim’y) a(-1+4bim’y)

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.39)’da yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.34) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

Au>0icin
U (x1) = — 2bAm?® i
2O a(—1+4bAm’ )
B 6bm? 12
a(—1+4b/1m2y)'
m t* x’
Ccosu — —+Dsm«/ —+m—
A aoma -1+ 4b/”tm ) A aoama -1+ 4b/”tm ,6’)
m t“ Yo
D cos +/ i — ~—)-Csin «/ —+m—
M dbami 1+4bﬂ,m ) M abami, ~1+4bAMm*u o ,[)’)

47



Au < 0igin

2bAm? i
—~1+4bAm’ 1)

Us 20 (X’t) =- a(

6bm? 1222
a(-1+4bam?u)

t“ L xﬂ i
h(24/] £ (77| piL— .
Csinh(2y/| uA | [ 1+4b/1m /J —+m ﬂj)+Ccosh(2 | p| [ = 4b;tm ﬂa ﬁj)+D
t* x? '
h(2 — )
Csinh(24/] pA | [ — 4b/1m ﬁj)+Ccosh(21/ HA| ( 1 4b/1m v —+m ,Bj) D
1=0,1+0i¢in
2
6bm? C
Up o (X, 1) == _a m te NG
C|l———5——+m=— |+D)
~1+4bAm’y « /]
bulunur.
2. Durum:
8 = 4bam? 8,0 a-- 6bA*m?
a(-1+16bAm’y)’ © 7 a(-1+16bAm’y)’
(3.2.40)
6bm? 1/ m
bl =0, b2 == 2 \! k= 2
a(-1+16bAm’u) —1+16bAm?u

seklindedir. (3.2.40) 'da bulunan sabitler (3.2.37)’de yerine yazilirsa
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AbAm*u 6bA*m? G')2 B 6bm? 12 G'),2

U@:a(—1+16b/1m2y)_a(—1+16b/1m2y) G/ a(-1+16bam’u) ‘G”

(3.2.41)

bulunur. (3.2.3) denkleminin (3.2.41)’de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.2.34) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.
Au>0igin

4bAm’ u B 6bm? i
~1+16bAm*x) a(-1+16bAm?u)

2
t* t* x?
CcosJ +m— +Dsm1/ —4+m—
[ 1+16b/1m ua j [ l+16b/1m Uao ,Bj

t“ t* x?
Dcos«/ Cst —+m—
( 1+16b/1m 7 a ] ( 1+16b/1m Ua ,BJ

6bm?4°
a(-1+16bAm* )

uz,zz(x’t) = a(

2

a p a B

6bAm u o 6bAm u p
m t*  x’ : m x|’
Ccos Al ———————+m— |[+Dsin Al ————————+m—
VA (—1+16b/1m2y o ﬁj VA [—1+16bﬂm2y o ,B]

Au <0icin
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4baim?p _ 6bA°m? 1
~1+16bAm’x) a(-1+16bAm’y)

Uj 53 (X’ t) = a(

m t, xﬂ
Csinh(2y/] A | —+m Ccosh(24/] x| D)
(@lx [116b/1my ’ ﬁJH (@lu [1+16b/1m,u ﬁj)+

. t*  xf t* X
Csinh(2\| yd|| ———————+m= )+Ccosh\j A || ————————+m=—)-D
(lu l[—1+16b/1m2/1 a B ]) (2 lu l[—1+16bﬂm2y a B ))

6bm?
a(-1+16bAm’y)

) m t“ NG m t” x? 7
Csinh(2 | ul|| —— —+m— Ccosh(24| ul|| —— —+m— D
(24| w |(_1+1 ot j)+ (24| m |[ il st ﬁ])Jr

6bAm°u o BbAm u o
t* X'
Csinh(2y] pA | Ccosh ZQ/ Al m—|)-D
@l (116bﬂm,u ﬂj)+ @ x (116b/1m,ua+ ,BJ)

1=0,4#0i¢in

U2’24(X,t)=— _a m 1 P
(C[ 1+16bAm’ +mﬁJ+D)
-1+ U a

bulunur.

Sekil 3.5: U, ,(X,t) ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.
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Sekil 3.6: U, ,(x,1) ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.3 Kudryashov Metodu

3.31 Yontem

(3.1.1) ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. (3.1.2) doniislimi, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem
(2.1.5) ' de verilen zincir kurali kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir. Varsayalim

ki (3.1.3) denkleminin ¢6ziimii
U (&) =ZaiQi(§) (3.3.1)

formunda Q(&) *nin polinom agilimi seklinde olsun.
(3.3.1) denkleminde verilen Q(&) fonksiyonu (Korkmaz, 2016)

1

Q(S) = dat (3.3.2)
olup
Q' =(Q°-Q)Ina (3.3.3)

o1



diferansiyel denklemini sagladigini kabul edelim. Burada Q' =

vea,,...,a, ,

dQ($)
dé
a ve d ler sabitlerdir.

(3.3.1) agilim1 (3.1.3) de yerine yazilir. (3.1.3) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda
dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri igin

(3.3.1) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde Q(&)
ile ayn1 dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle a,...,a, , a ve

d bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem
sisteminin ¢Oziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Daha sonra bulunan sabitler
(3.3.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2) doniisimi kullanilirsa (3.1.1)

uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden dalga ¢oziimlerini elde edilir.
3.3.2 Uygulamalar

3.3.2.1 Uyumlu Kesirli CD(Calogero-Degasperis) Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli CD diferansiyel denklemini ele alalim: (Tauseef ve
Din, 2017)

T T u—4T uT/ T u-2T T/ T u+TT/T/T u =0, (3.3.4)

Burada t >0, O<a, 8,0 <1dir. CD diferansiyel denklemi, sivi mekanik, astrofizik,

kat1 hal fizigi, plazmafizigi, kimyasal kinematik, kimyasal kimya, optik lif ve

jeokimya gibi bilimsel modellemelerde ortaya ¢ikar.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.3.4) denklemine uygulanirsa ve elde edilen

denklem integrasyon sabitini sifir alarak integrallenirse

m’nU"” —(2m* +nm?)(U")* +kmU' =0 (3.3.5)
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bulunur. (3.3.5) deki U™ ve (U ')2 terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N +2,
N =1

olur. Farz edelim ki (3.3.5) in ¢6zlimii asagidaki sekilde olsun:

U (&) =8, +aQ(s), a,a #0.

(3.3.6) ve (3.3.3) denklemlerinin kullanilmasiyla
U'¢)=a(Q*-Q)lna,
U (&) =Ina*(2a,Q’ -33,Q° +a.),

U™ (£)=-Ina’(-6a,Q" +12a,Q° ~7a,Q" +aQ),

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

denklemleri elde edilir. (3.3.7)-(3.3.9) denklemleri (3.3.5) da yerine yazilmasiyla ve

Q(&)" (k =O,1) nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira

esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
6(Ina)’a,m’n—(Ina)*a’(2m* + nm?) =0,

2(Ina)?*a’ (2m* +nm?) —-12(Ina)*a,m°n =0,
7(Ina)’a,m®n—(Ina)?a’(2m* +nm?*) + (Ina)a,km = 0,
—an(Ina)’m®—ak(Ina)m =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

_ 6Inamn

= , k =—(Ina)*nm?
2m+n

seklindedir. (3.3.10) 'de bulunan sabitler (3.3.6) de yerine yazilirsa
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B 6lnamn
U(f)=a,+ oo Q(&) (3.3.11)

bulunur. (3.3.11) denkleminin (3.3.6) da yerine yazilip (3.1.38) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.3.4) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimii elde edilir.

t* B 0
LBnamn

Uy, (X, .1 =2, (L+da

Sekil 3.7 : uy,(x,1,t) ¢dziimiiniin {ic boyutlu grafigi.
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Sekil 3.8: u,;(x,1,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.3.2.2 Uyumlu Kesirli Bogoyavlenskii Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Bogoyavlenskii diferansiyel denklemini ele alalim:
(Mohammed, 2015)

ATU+T/T/T u—4uT u—4T uv =0,

P (3.3.12)
y x

burada t>0 , O<a,f,0<1 dir. Bogoyavlenskii denklemi, gergek diinyadaki

izospektral sagilma problemleriyle iliskili denklemlerden biridir.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.3.12) denklemine uygulanirsa
4kU’+m*nU" —4nU°U’'—4mUV =0, (3.3.13)
nuUU' =mV/, (3.3.14)
elde edilir. (3.3.13) ve (3.3.14) denklemleri integrasyon sabitini sifir alarak
integrallenirse ve V = %U ?,(3.3.13) da yerine yazilirsa
4kU'+m’nU” —-6nUU’'=0 (3.3.15)
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bulunur. (3.3.15) deki U™ ve U°U" terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+3=2N-+N +1, . . .
N =1 olur. Farz edelim ki (3.3.15) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:

U($)=a,+aQ(&), a,a =0. (3.3.16)

(3.3.3) ve (3.3.16) denklemlerinin kullanilmasiyla elde edilen U (&) nin tiirevleri ve
kendisi (3.3.16)’da yerine yazilmasiyla ve Q(&)" (k =O,l) nin ayni dereceye sahip

terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

2n(Ina)*a,m* —2na’ =0,
-3n(Ina)*am* —6a,na’ =0,
a,n(Ina)’m* —6a,na’Z +4ak =0,
-2na; +4ka, = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

(Ina)m 8k
= , =—(Ina)m, k=—75— 3.3.17
seklindedir. (3.3.17) 'de bulunan sabitler (3.3.16) de yerine yazilirsa
(Ina)m
U()= > —(Ina)mQ(<&) (3.3.18)

bulunur. (3.3.2) denkleminin (3.3.18) de yerine yazilip (3.1.38) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.3.12) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimii elde edilir.
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(Ina)m M

U, (X, y,t) = —(Ina)m@+da®d ™ e A0yt
a B 0 2
n [ (Ina)m T Ll AL
Vo, (X, Y,t) =—| ———(Ina)m(1+da )
’ 2m 2

3.3.2.3 Uyumlu Kesirli Kadomtsev—Petviashvili Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Kadomtsev—Petviashvili diferansiyel denklemini ele
alalim: (Tauseef ve Din, 2017)

T/ (T u—6uT/u+T/T u)+3T T u+3T/T/u=0, (3.3.19)

burada t>0 , O<e,f,0,y<1 °dir. KP denklemi, 1970’ te Kadomtsev ve

Petviashivilitarafindan tanitilmigtir ve lineer olmayan dalga teorisindeki en evrensel
modellerden biridir. Lineer olmayan dagitici ortamlardaki yari1 diizlem dalgalar
aciklar. Su dalgalar1 i¢in dinamik sistem metodlarinin uygulamalarinda

kullanilmistir.

(3.1.17) degisken doniisiimii (3.3.29) denklemine uygulanirsa ve integrasyon

sabitini sifir alarak integrallenirse
(km+3n®+3p*)U —-3m°U?+m*U" =0 (3.3.20)

elde edilir. (3.3.20) dakiU" ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=2N,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.3.20) un ¢6zlimii asagidaki sekilde olsun:

U (&) =3, +a,Q(¢) +a,Q(S)". (3.3.21)
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Burada a, =0 ve a,,a, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.3.3) ve (3.3.21) denklemlerinin kullanilmasiyla elde edilen U (&) nin tiirevleri ve
kendisi (3.3.20) de yerine yazilmasiyla ve Q(&) (k :O,l) nin ayn1 dereceye sahip

terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

6(Ina)*a,m* —3a’m* =0,

(2a,—10a,)(Ina)*m* —6a,a,m* =0,

a,(3n* +3p* +km) —3m?(aZ +2a,a,) — (Ina)*m*(3a, —4a,) =0,
a,(3n° +3p® +km) + (Ina)*’am* —6a,am* =0,

a,(3n° +3p® +km) —3alm* = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

2 a2
_naym” o _ onaypm?,  a,=2(nay’m?,

8 (3.3.22)
K= (Ina)’m* —3n*-3p?

m

seklindedir. (3.3.22) 'de bulunan sabitler (3.3.21) de yerine yazilirsa
2 ~n2
U(e) = w ~2(Ina)?m?Q(&) + 2(In 2)?m?Q(&)? (3.3.23)

bulunur. (3.3.2) denkleminin (3.3.23) de yerine yazilip (3.1.17) doniisimiiniin
kullanilmastyla (3.3.19) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimii elde edilir.

(na)*m*-3n?-3p®t* x# y? 7

2 a2 o
u3,3(X! ya Z!t) = W—Z(m a)2m2(1+ da m a B 0 Y )*1

204 a2 ap2ia s 0 7
(Ina)*m*-3n“-3p“t +mL+nL+pL

+2(Ina)’m?*(1+da m o F0 Ty
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3.3.2.4 Uyumlu Kesirli Benjamin—Bona—Mahony Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Benjamin—-Bona—Mahony diferansiyel denklemini
ele alalim: (Muatjetjeja ve Khalique, 2014)

TU+T /u+uT/u-T/T/Tu=0, (3.3.24)

Burada t >0, O<a, 8,0 <1dir. Bu denklem diizenli uzun dalga denklemi olarak da

bilinir ve s1g su dalgalarina ve plazmadaki dalgalarin ya da donen akiskanlardaki

Rossby dalgalarinin ¢alismasinda uygulanabilir.

(3.1.2) degisken doniisiimii (3.3.24) denklemine uygulanirsa ve integrasyon

sabitini sifir alarak integrallenirse
(k +m)U +gu2—m2ku "—0 (3.3.25)

elde edilir. (3.3.25) deki U " ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=2N,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.3.25) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U (&) =3, +a,Q(£) +a,Q()". (3.3.26)
Burada a, #0 ve a,,a, ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.3.3) ve (3.3.26) denklemlerinin kullanilmasiyla elde edilen U (&) nin tiirevleri ve
kendisinin (3.3.21) de yerine yazilmasiyla ve Q(&)" (k :O,l) nin ayni dereceye

sahip terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel

denklem sistemi elde edilir:

—6k(Ina)*a,m? +(a?m)/2=0,
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—k(2a, —10a,)(Ina)*m* +a,a,m =0,

(m(af +2a,a,))/ 2+a,(k +m) +(Ina)’km?*(3a, —4a,) =0,
a,(k+m)+a,am—(Ina)*akm’ =0,

(mal)/2+(k+m)a, =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢ozimii

3

a 1 12,[a, a?

:—2, = — 27 k:i— ’
=g BT 12(\/—(Ina)2(12+a2)+\/—(Ina)2(12+a2))

&

meE J-(na)*(12+a,)

(3.3.27)

seklindedir. (3.3.27) 'de bulunan sabitler (3.3.26) de yerine yazilirsa ve (3.1.2)
dontisiimiintin kullanilirsa (3.3.24) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat
eden dalga ¢oziimii elde edilir.

WL 12[a, B a2 t . Ja, xﬂ)
a 12 a2 "Tina)? @ [ina)? B
u,, (% t) % _4 (1+da J-(na)? (12+3,) /~(Ina)?(12+a,) J-(na)? (12+a,) ) 1
34 6 2

3
1 12,[a, azE t* \/g xB
iﬁ(\/—(lna)z(lha )+\/—(Ina)2(12+a ) ;++\/—(Ina)2(12+a ) ﬂ) -2
+a, (1+ da ? ? : ) :

3.3.2.5 Uyumlu Kesirli Klein-Gordon Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Klein-Gordon diferansiyel denklemini ele alalim:

(Sirendaoreji, 2007)

T T U= AT/T u+ uu—vu® =0, (3.3.28)
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Burada t >0, O<a,<1 ve A, u,v sabittir. Klein-Gordon denklemi, kuantum

alan teorisi, dogrusal olmayan optik ve kat1 hal fizigi gibi farkli gercek diinya

uygulamalarinda ortaya ¢ikar.

(3.1.2) degisken doniistimii (3.3.28) denklemine uygulanirsa
(k2= 2*mHU" + 1) — U3 =0 (3.3.29)

bulunur. (3.3.29) dakiU" ve U?® terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=3N,
N =1,

olur. Farz edelim ki (3.3.29) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U(S) =a,+aQ($)., a,a #0 (3.3.30)

(3.3.3) ve (3.3.30) denklemlerinin kullanilmasiyla elde edilen U (&) nin tiirevleri ve
kendisi (3.3.29) de yerine yazilmasiyla ve Q(&) (k :O,l) nin ayn1 dereceye sahip

terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem
sistemi elde edilir:

2(Ina)’a,(-A°m* +k?*)—aly =0,
-3(Ina)*a, (-4°m* +k?*)-3a,a’v =0,
a,(-A’m? +k*)(Ina)* -3a,vaZ +a,u =0,

—val + ua, =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢oziimii

Ju o u __J(na)?2’m?+2u
i$’ a1—+2$, k=7 ina) (3.3.31)

a, =

seklindedir. (3.3.31) 'de bulunan sabitler (3.3.30) de yerine yazilirsa
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U(é)= ‘/_ */\/:Q(é) (3.3.32)

bulunur. (3.3.2) denkleminin (3.3.32)’de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmastyla (3.3.28) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimii elde edilir.

\/— J(In ay’ A’m?+2ut*  xP

fvaa” )

=
4%

U3’5(X,t) =+

Sekil 3.9:u,.(x,t) ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.
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Sekil 3.10: u,;(x,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

34 (b+Q?) Tanjant Fonksiyonu Metodu ve Degistirilmis Tanjant

Fonksiyonu Metodu

3.4.1 Yontem

(3.1.1) ile verilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. (3.1.2) doniisiimii, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem
(2.1.5)°de verilen zincir kurali kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir. Varsayalim

ki (3.1.3) denkleminin ¢6ziimii
U()=2aQ'(9)+2.bQ" () (34.1)

formunda olsun. (3.4.1) denkleminde verilen Q=Q(&) fonksiyonu asagidaki

diferansiyel denklemi sagladigini kabul edelim.

Q' =b+Q? (3.4.2)

Burada Q'=

vea,,...,ay,h,....by, b ler sabitlerdir.

dQ(¢$)
dg
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(3.4.2) diferansiyel denklemi asagidaki ¢ozlimlere sahiptir: (Abdelsalam, 2017)

b > 0oldugunda Q = vb tan(vbé) yada Q =—b cot(vbé) ,

b <0oldugunda Q = —J/—b tanh(~/=b&) yada Q = —/—b coth(~/=b&), (3.4.3)

1

b =0o0ldugundaQ =—
(+D)

(D sabit) dir.

(3.4.1) agilim1 (3.1.3) de yerine yazilir. (3.1.3) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda
dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri igin

(3.4.1) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde Q(&)
ile ayn1 dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle a,...,a, ,
b,....by,b bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel
denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Daha sonra bulunan
sabitler (3.4.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2) doniisiimii kullanilirsa
(3.4.1) uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden dalga ¢oziimlerini elde
edilir.

Eger b =0 ise bu metoda tanjant fonksiyonu metodu denir, b =0 ise de

degistirilmis genisletilmis tanjant fonksiyonu metodu denir.

3.4.2 Tanjant Fonksiyonu Yontemi Uygulamalari

Korteweg-de Vries (KdV) tipi denklemler ise s1§ suda uzun dalga hareketini,
hidrodinamigi, kuantum mekanigini, plazma fizigini ve optigi tanimlamak icin
kullanilan 6nemli matematiksel modellerdir. Yiiksek dereceli dagilim veya diger
ozelliklerinden dolayi, KdV hiyerarsisindeki yiiksek dereceli biitiinlestirilebilir
tiyeler de incelenmistir ki bunlar yiizey ve i¢ dalgalar, yercekimi-kilcal dalgalar, su
dalgas1 arasindaki etkilesimler gibi bazi fiziksel olaylar1 modelleyebilir. Sawada-
Kotera-1to diferansiyel denklemi, Lax diferansiyel denklemi ve Kaup-Kupershmidt
diferansiyel denklemi gibi denklemler genel 7. Mertebe KdV denkleminin 6zel

halleridir.

64



3.4.2.1 Uyumlu Kesirli Sawada-Kotera-ltoDenklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Sawada-Kotera-Ito diferansiyel denklemini ele
alalim: (Wazwaz, 2010)

T u+252u°T/u+63(T/u)® +378uT/uT/T/u +126u°T/T/T/u

+63T/T/uT/T/T u+ 42T /uT/T/T/T u+ 2wT/T/T/T/T u (3.4.4)
+T/T T/ T/T/T/ T u=0,

Burada t >0, O< ¢, f <1dir. Korteweg-de Vries (KdV) tipi denklemdir.
(3.1.2) degisken doniistimii (3.4.4) denklemine uygulanirsa

kU’ +252mU°U’ +63m*(U’)° +378m*UUU" +126m*U "U* + 63m°U"U"

(3.4.5)
+42m°UU® +21m*uu® +mu® =0.

elde edilir.(3.4.5) deki U™ ve UU® terimlerinin kullanilmastyla yapilan dengeleme

isleminden

N+7=2N+5,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.4.5) in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U($)=a,+aQ+a,Q". (3.4.6)

Burada a, #0 ve a,,a,’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.4.2) ve (3.4.6) denklemlerinin kullanilmasiyla U" <e kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.4.5) de yerine yazilir ve Q(&)" (k =0,1,2) nin ayni dereceye sahip

terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

504a;m+8064aSm® + 34272a2m° +40320a,m’ =0,
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41764a,a>m+15876a,a>m* + 29988a,a,m’ +5040a,m’ =0,
378a,(2a/m® + 28ba’m?) + 4284a’m° +...+504a;bm +120960a,bm’ = 0,
378a,(2a’m® +28ba’m?) +...+1764a,a’bm + 74928a a,bm® + 21672a,a;bm* =0,

378a,(4a’bm® +20a’b’m*) + 378a, (2a’m® + 28ba’m®) +...+ 504a,bm(a, (a7 + 2a,a,)
+a,a’ +2a/a,) =0,

378a, (4a’bm’ +20a’b’m?) + 756a;a,m* +...+ 252abm(a, (a’ + 2a,a,) +a,a; +2a’a,)

+18396a,a,a,bm® =0,

378a,(4a’bm’ +20a’b’m®) +126b(4a’bm® +32ab’m°) +...+ 504a,bm(a, (a’ + 2a,a,)
+2a,a’ +aZa,) =0,

ak +378a,(2a’b’m® + 4aZb’m®) + 3968a,b°m’ +...+252a,bm(a,(a> +2a,a,) + 2a,a;
+a’a,) +9324a,a,a,b’m* +1512a2a,a,bm =0,

378a,(2a’b’m® + 4aZb’m®) + 63b* (4a’bm® +32a2b’m°) +...+ 504aSa,bm + 756aa’bm
+5712a,a,b°’m® =0,

252aa,bm +252a2a,b’m® +336a,a,b°m® + 756a,a,a,b°m® + 63a’h’m* + 272a,b*m’
+924a,ab*m® +kab =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimii

_ —8bm?
3

256

a, , a=0, a,=-4m*, Kk b’m’ : (3.4.7)

seklindedir. (3.4.7) 'de bulunan sabitler (3.4.6) da yerine yazilirsa

—8bm? B

5 —AmQ?, (3.4.8)

U(S) =
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bulunur. (3.4.3) denkleminin (3.4.8) 'de yerine yazilip (3.1.2) doniigiimiiniin
kullanilmasiyla (3.4.4) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

b > 0i¢in

0 (% 1) = 82'“ — 4m? (Vb tan(b( 256b3 7t —)))

yadau, ,(x,t) = 82m +4m (x/_cot(«/_( 256b3 7t —)))

b <0igin

_ 2 _ a B
U, 5(x,t) = 82”‘ +4m2(\/—btanh(\/:b($b3m7t—+m%)))2yada
a

_ a B
0o (0 8) = 222, ame (B coth(v B (@bs L mXy)
‘ 3 a )
b =0i¢in
u,.(x,t)= L bulunur
4,5 ' ___ a B '
256b3m7t—+mx—+D
3 a

3.4.2.2 Uyumlu Kesirli Lax Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Lax diferansiyel denklemini ele alalim: (Zayed ve
Alurrfi, 2015)

T U+ 20160°T, u+630(T,/u)® +2268uT/uT /T u +504u°T/T/T/u
F252T PTAUT/T /T U+ 14TT AUT TAT AT U+ 4T T/ T AT AT (3.4.9)

+T/T/T/T/T T/ T u=0,

X "X X 'X X X °X
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Burada t >0, O<«, f <1dir. Korteweg-de Vries (KdV) tipi denklemdir.
(3.1.2) degisken doniistimii (3.4.9) denklemine uygulanirsa

KU’ +2016mU U’ +630m*(U")? +2268m°UUU " +504m°U "U

5 5 4) 5 (5) 71 (7) (3'4'10)
+252m°UU"” +147mU U™ +42mUUu™ + m'u‘”’ =0.

elde edilir.(3.4.10) deki U™ ve UU® terimlerinin kullanilmasiyla yapilan

dengeleme isleminden

N+7=2N +5,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.4.10) 'un ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U(&) =4, +aQ+a,Q (3.4.11)

Burada a, =0 ve a,,a, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.4.2) ve (3.4.11) denklemlerinin kullanilmasiyla U™ e kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.4.10) 'de yerine yazilir ve Q(&) (k =0,], 2) nin ayni dereceye sahip

terimlerinin katsayilariin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:
280a;m +5600a3m® +30240a2m® +40320a,m’ =0,
980a,a>m+10780a,am* + 24696a,a,m’ +5040a,m’ =0,

280a,(2a’m?® + 28ha’m?) +3528a’m° + 3360a,a;m® +...+10080a,a,m’ + 280a,bm
+120960a,bm’ =0,

2803, (2a/m*® +28ba’m?®) + 70a’m® + 280a,m(a, (a7 + 2a,a,) +4a,a,a,) +...+ 630563,
a,bm°® +14840a,a’bm® =0,

280a, (4a’bm® +20a’b*m?) + 280a, (2a/m® + 28ba’m?®) +... +8540aa,bm®
+280a,bm(a, (a} +2a,a,) +a,a; +2a’a,) =0,
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280a, (4a’bm® + 20a’b’m®) + 420a%a,m*® + 210a’bm® +...+140a,bm(a, (a] + 2a,a,)
+a,a’ +2a’a,) +11760a,a,a,bm® =0,

280a, (4a’bm® +20a’b’m*) +140b(4a’bm® + 32ah’m®) + 2a.k +...+17248a,a,b’m’
+280a,bm(a, (a} +2a,a,) +2a,a° +aZa,) =0,

a k +280a,(2a’b’m® + 4a’b’m*) +3968a,b°m’ + 210a’h’m’ +...+ 6160a,a,a,b’m*
+840a%a,a,bm =0,

2803, (2a’b’m® + 4aZb’m®) + 70b* (4a’bm® + 32aZb’m°) +...+ 280a a,bm + 420.
aia’bm +3808a,a,b’m® =0,

140aa,bm +140a%a,b’m® + 224a,a,b°m® +560a,a,ab’m* + 70a’b’m® + 272a,b*m’
+952a,a,b*m® +kab =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii

a, =0, a,=-2m*, k=-4(35am+140a’bm®+196a,b’m° +96b°m"):  (3.4.12)
seklindedir. (3.4.12) 'de bulunan sabitler (3.4.11) 'de yerine yazilirsa

U (&) =a, —2m*Q?, (3.4.13)

bulunur. (3.4.3) denkleminin (3.4.13) 'de yerine yazilip (3.1.2) doniigiimiiniin
kullanilmasiyla (3.4.9) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.
b > 0i¢in

U, s(X,t) =a,
a B
—2m? (/b tan(«b (~4(35am +140aZbm”® +196a,b°m° +96b'm’ —+m XF)))Z
(24

ya da
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U47(X t)=a,

+2m? (b cot(/b (~4(3583m +140820m’ +196a,b°m° + 96b°m’ - +m;)))2
(24

b <0igin

u48(X t) =4,

+2m? (/b tanh(</b (~4(35a%m + 140a2bm” +196a b’m® +96b°m’ L +mg)))
ya da

u49(x t)=2a
+2m? (+/-b coth(~/b (—4(35a3m +140a2bm’ +196a,b’m° +96b°m ! +m—)))

b =0i¢in
1
u4,10(x,t) =
—4(35a >m+140aZbm® +196a,b’m® +96b°m A mf) +D
[04
bulunur.
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Sekil 3.11: u, ,(x,t) ¢dziimiiniin {i¢ boyutlu grafigi.

i i . W e e VY i T
-4 1 2

Sekil 3.12: u,(x,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.4.2.3 Uyumlu Kesirli Kaup-Kupershmidt Denklemi
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Asagidaki uyumlu kesirli Kaup-Kupershmidt diferansiyel denklemini ele
alalim: (Ganji ve digerleri, 2010)

TU+1400°T /u +70(T /u)® + 280uT "uT /T u + 70u°T /T /T /u + 70T /T /uT/T/T/u

AT AT TAT AT AU+ 1T T AT AT AT AUT T AT AT AT T TR U = 0

(3.4.14)

Burada t>0 , O<ea, f<1dir. Korteweg-de Vries (KdV) tipi denklemdir.

(3.1.12) degisken doniisiimii (3.4.14) denklemine uygulanirsa

kU’ +140mU°U’ +70m*(U’)* + 280m°UU U " + 70m*U"U* + 70m°U"UJ "

(3.4.15)
+42m*UU @ +14muu® +m'u @ =0.

elde edilir. (3.4.15) deki U™ ve UU® terimlerinin kullanilmasiyla yapilan

dengeleme isleminden

N+7=2N+5,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.4.15) 'in ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U(¢)=a,+aQ+aQ’. (3.4.16)

Burada a, #0 ve a,,a, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.4.2) ve (3.4.16) denklemlerinin kullanilmasiyla U <¢ kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.4.15) 'de yerine yazilir ve Q(&) (k =01, 2) nin ayn1 dereceye sahip

terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

4032a;m +44352am® +101808a m° + 40320a,m’ =0,

14112a aSm+84672a,a’m* +81144a,a,m° +5040a,m’ =0,
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2268a,(2a’m® + 28ba’m*) +11592a’m® + 27216a,a;m* + 6048a/a;m +...+12096a,m’.
(a +2a,a,) +30240a,a,m° + 4032a;bm +120960a,bm’ =0,

22683, (2a’m® + 28ba’m®) + 630a’m® + 4032a,m(a, (a° + 2a,a,) +4a,a,a,) +...+13440
abm’ +46872a,a,a,m’ +14112a albm + 208824a,a,bm® +116928a,a’bm® =0,

2268a, (4a’bm?® +20a2b’m®) + 2268a,(2a’m*® + 28bam®) +...+ 70560a,a,bm®
+6048aa’bm +69300a/a,bm® + 4032a,bm(a, (a7 +2a,a,) +a,a; +2a’a,) =0,

22684a, (4a’bm® +20a2b’m®) + 3024a2a,m® +1890a’bm® +...+179592a,a,b’m"° +2016.
abm(a,(a’ +2a,a,) +a,a; +2a’a,) +90216a,a,a,bm® =0,

2268a,(4a’bm?® +20ab’m*) +504b(4a’bm® + 32a’b’m®) +...+ 8064a,a°bm*
+20160a’a,bm?® + 51744a,a,b’m°® + 4032a,bm(a, (a} + 2a,a,) + 2a,a’ +aZa,) =0,

ak +2268a, (2a’b’m® + 4a2b’m®) + 3968a,b°m’ +1890a’h’m® +...+ 2016a,bm(a, (a’
+2a,a,) +2a,a” +a’a,) +47880a,a,a,b’m* +12096a7a,a,bm =0,

2268a,(2a’b’m® +4aib’m*) + 252b* (4a’bm® + 32ah’m®) +...+8316aa,b’m* + 4032
aja,bm+6048a2a’bm +11424a,a,b’m® =0,

2016a’a,bm +1008a’a,b’m® + 672a,a,b°m° + 4536a,a,a,b°’m*
+630a’b’m® +272a,b*'m’ + 3360a,a,b*m® + ka,b = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢0ziimii

2 2 _
br:‘;, a=0 a--"-, k:§b3m7: (3.4.17)

aO:_

seklindedir. (3.4.17) 'da bulunan sabitler (3.4.15) de yerine yazilirsa

bm? m?

ELLING (3.4.18)

U =-2--2
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bulunur. (3.4.3) denkleminin (3.4.18) 'de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmastyla (3.4.14) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

b > 0oldugunda

bm* _ m* -4 5 10 x” 2
Uyps (%,1) = ——— —— (Vb tan(v-b (=b’m’ — +m2)))

3 2 3 a B

ya da

bm*> m? 4, Lt X,
U4Y12(X,t) =- - (\/B CO'[(—\/B(— b’m" —+m-—)))°.
b < 0oldugunda

U (X 1) = bm* —m?z (—/=b tanh(v—b (%4 b°m’ %+ m%)))z.

3
ya da
bm?> m? 4 . Lt X,
U, 1 (X, 1) = ——— —— (—/=b coth(v=b (= b’m’ — + m=)))?,
' 3 2 3 a B

b =0oldugunda

1
u4'15(x,t) =TT £« NG
—b’m"—+m~=-+D
3 a

bulunur.

3.4.3 Degistirilmis Genisletilmis Tanjant Yontemi Uygulamalari

3.4.3.1 Uyumlu Kesirli (2+1)-Boyutlu Boussinesq Denklemi
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Asagidaki uyumlu kesirli (2+1)-Boyutlu Boussinesq diferansiyel denklemini
ele alalim: (Ren ve dig. 2015)

Tt(thau + 6(Txﬁu)2 + 6uTXﬁTxﬁu _TxﬂTxﬂu _-l-Xﬂ-I-Xﬁ-I-Xﬁ-I-Xﬁu _TygTygu - 0’ (3.4.19)

buradat>0 , O<a,f <1dir. Yercekimi dalgalarinin su yilizeyindeki yayilimini,

ozellikle de egik dalgalarin bag {istli ¢arpismasini tanimlamak i¢in kullanilir.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.4.19) denklemine uygulanirsa ve elde edilen

denklem integrasyon sabiti sifir alinarak integrallenirse
kU’ +6mUU’' —mU’'-m*U” -nU’ =0. (3.4.20)

elde ederiz.(3.4.20)'deki U™ ve UU "' terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden
N+3=2N+1,
N =2,

bulunur. Farz edelim ki (3.4.20) nin ¢6zliimii asagidaki sekilde olsun:
U(f)=a,+ag+ad +hg " +be~. (3.4.21)
Burada a, #0 ve a,,4a,,b,,b, ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.4.2) ve (3.4.21) denklemlerinin kullanilmasiyla U™ ‘e kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.4.20) de yerine yazilir ve Q(&)",Q(£)™ (k=0,1,2) nin aym

dereceye sahip terimlerinin katsayillarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen

cebirsel denklem sistemi elde edilir:
12a’m?* —24a,m* =0,
18a,a,m* —6am* =0,

2a,k? —2a,m? —2a,n’ + 6a’m* +12a’bm?’ +12a,a,m* — 40a,bm* =0,
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ak’ —am®—an®+6a,am* —8abm* +6abm?’ +18aabm* =0,
6a’bm? —16a,b’m* + 2a,bk? — 2a,bm* — 2a,bn* +12a,a,bm* =0,

bm? —bk*+b,n*—2ab’m* +abk® —6ao,m* —a,bm? —6a,b,m* —a,bn® + 2bbm*
+6a,a,bm’ +6a,bbm? =0,

2b,m? — 2b,k* + 2b,n? —6b’m* —12a,b,m* +16bb,m* =0,

8b*b,m* —bb k* +bbm?* —18bb,m* +bb,n* — 6a,bb,m* —6a,bb,m* =0,
40b%*b,m* —6bb’m?* —12b?m?* — 2bb,k* + 2bb,m? + 2bb,n* —12a,bb,m* =0,
6bb°m* —18b,b,bm? =0,

24b°b,m* —12bb?m? =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimii

J— 2 2 4 2
a8, = kK®+m°+8bm”+n , a,=0, a,=2m? b =0, b,=2b’m?

2

6m (3.4.22)
b’m’ :

k=20

seklindedir. (3.4.22) 'da bulunan sabitler (3.4.21) 'da yerine yazilirsa

b2 m2 4, 2
U= 6:n8zbm 0 omeg? 4 2b%mig (3.4.23)

bulunur. (3.4.3) denkleminin (3.4.23) 'de yerine yazilip (3.1.38) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.4.19) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

b > Qigin
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—k? + m? +8bm* +n’
6m?

+2m2(\/5tan(\/_ 256b3 1 m?+n )))

+2b?m? (btan(vb (= 256b3m7ta mﬁ+n )))

Uz 16 (xy,t)=

b < Oigin

—k?+m? +8bm* +n?
6m’

—_ a B 0
+2m?(—y/~Dtanh(v~b (@ b'm’ t— +m X— #n L))

+2b2m? (—v/~btanh(~/~b( 256b3 A +mﬁ+n )))

Uy17 (X y,t)=

b =0i¢in
b (%Y t):—k2+m2+8bm4+n2 +2m2(— 1 )2
asR 6m? —256 t* Xy
(——b°m’ +m—+n—)+D)
3 o p
1

+2b’m? (- .

( -256,; t* X’ )

(———b’m m—+n—)+D)
3 B

bulunur.
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Sekil 3.13: u, (x,1,t) ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.

Sekil 3.14: u,,4(x,1,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.4.3.2 Uyumlu Kesirli CoupleBoiti-Leon-Pempinelli Denklemi

Asagidaki  uyumlu kesirli  Couple-Boiti-Leon-Pempinelli  diferansiyel
denklemini ele alalim: (Fazli ve digerleri, 2011)
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T T u=T/T/(u* -T/u)+2T/T/T/V,

3.4.24
Tov=T/T/v+2uT/y, (3424

buradat >0, O < «, f <1dir. Cok bilesenli alagim sistemlerinde faz ayirma islemini

tanimlayan matematiksel fizigin reaksiyon difiizyon denklemini agiklar.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.4.24) denklemine uygulandiginda
nm*U" —2nm°U°® +3knmU?* —k*nU =0. (3.4.25)

elde edilir.(3.4.25) deki U " ve U?® terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=3N,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.4.25) nin ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U)=a,+ag+bg™. (3.4.26)
Burada a, =0 ve &b, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.4.2) ve (3.4.26) denklemlerinin kullanilmasiyla U™ ‘e kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.4.25) de yerine yazilir ve Q(&)*,Q(&)™* (k=0,1) nin aym dereceye

sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel

denklem sistemi elde edilir:

—-2na’m? +2nam* =0,

—6a,na’m? +3kna’m =0,

—6naZa,m’® +6na,a,km —6b,na’m* —nak? + 2bna,m* = 0,

—2nasm? + 3natkm —na k* —12abna,m* + 6a,b,nkm =0,

79



—6nasb,m? +6na b km —6a,nb’m* —nbk? + 2bnbm* =0,
—6a,nb/m? + 3knb/m =0,
2nb’bm* —2nb’m? =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimleri

1. Durum:
—-2m —2bm
aO = 0, a1 = T’ bl = a ,
2 2l m3 (3.4.27)
4(3c‘m+2a‘bm®) 2cm
k = 2 ) n= Ta
a

seklindedir. (3.4.27) 'da bulunan sabitler (3.4.26) 'de yerine yazilirsa
2bm
U(é) = ——¢ ¢ (3.4.28)

bulunur. (3.4.3) denkleminin (3.4.28) 'de yerine yazilip (3.1.38) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.4.24) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

b > 0i¢in

- 2 2 3 a ﬂ
2 3 a B
—2bm (\/_t (\/—(4(30 m+2a bm )ta m X 2cm y_)))f1

B

b <0igin

—-2m 4(3c’m+2a’bm’) t«  x* ,2em
Uy o0(X, Y ) =—— (—ﬁtanh(ﬂ( ( " ) ;_,_ mi_ ﬂ y’ )))

2 a g 4
2bm( Jhtan h(\/—(4(3c m;Za bm)ta m%+2c?my§)))‘l,
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b =0i¢in

U (th)_—Zm( 1 )
4210\ Yat) — - 2 a B 0
a ((4(3c m+2abm)t mX +2c;my9)+D)

a’ a B
—2bm 1
+ (— 2 B ¢ )_1
a ((4(3c m+ 2a’bm®) t* X MY by

a’ a p

bulunur.

2. Durum:
a,=m\/2b, a =m, b =bm, k=2y2bm?: (3.4.29)
seklindedir. (3.4.29) 'da bulunan sabitler (3.4.26) 'de yerine yazilirsa
U (&) = m/2b +mg' +bmg ™ (3.4.30)

bulunur. (3.4.2) denkleminin (3.4.30) 'de yerine yazilip (3.1.38) doniisiimiiniin
kullanilmastyla (3.4.24) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

b > 0i¢in

Uy (%, y,1) = /20 + m(«/btan(vb (24/20m” L m%+ nyg)))
(24
+bm(+/btan(vb (2v/2bm’ i m%+ nyg)))l,
(04

b <0igin

a p 0
U, (% y,t) =my2b + m(—btanh(v b (24/2om? = + m%+ n %)))
(04
2 x” Y \)-1
+bm(—v/“btanh(v—b (2v/2bm? — + Mz ;))) ,
a
b =0i¢in
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1
U4’24(X, y,t) = m\/%"' m(_ t“ N 0 )
(2v2bm*— +m”* +nY )4 D)
a p 0

+bm(— 1 5 )’l

a 6
((2\/%m2ta+mxﬂ+n3;)+ D)

bulunur.
3.5 Ustel-Fonksiyon Metodu

3.5.1 Yontem

(3.1.1) ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. (3.1.2) doniislimii, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem

2.1.5 ' de verilen zincir kurali kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir.

Varsayalim ki (3.1.3) denkleminin ¢6ziimii (Ebaid, 2012)

> a,exp[né]
U(g) ==
m—zp

, (35.1)
b, exp[m¢&]

seklinde olsun. Buradaki p,q,c,d pozitif tamsayilar ve a , b  de bilinmeyen

sabitlerdir. (3.5.1) deki en yiiksek mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer

olmayan terim arasinda dengeleme islemi yapilmak suretiyle ¢ ve p degerleri
hesaplanir. d veq degerleri de benzer sekilde hesaplanir. Bulunan ¢ ve p degerleri
icin (3.5.1) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde
ek (k=-p,...,q,—¢C,...,d) ile aym dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira
esitlenmesiyle a_,...,a; ,b_,,...,b, bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Elde edilen cebirsel denklem sistemin ¢o6ziilmesiyle bilinmeyen sabitleri bulunur.

Daha sonra bulunan sabitler (3.5.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2)
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doniistimii kullanilirsa (3.1.1) uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden

dalga ¢6ziimleri elde edilir.

3.5.2 Uygulamalar

3.5.2.1 Uyumlu Kesirli Sharma-Tasso-Olever Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Sharma-Tasso-Olever diferansiyel denklemini ele
alalim: (Taghizadeh ve digerleri, 2013)

T.“u+3c(T/u)? +3cu’T /u+3cuT/ T u+cT/T/T/u=0. (35.2)

Burada t>0 , O<a,f <1dir. STO diferansyel denklemi lineer olmayan evrim

denklemlerindendir(NLEE) ve su dalgalari, dogrusal olmayan optik, plazma fizigi ve

kat1 hal fizigi gibi bir¢ok bilimsel uygulamada kullanilir.

(3.1.2) degisken doniistimii (3.5.2) denklemine uygulanirsa ve integrasyon

sabitini sifir alinarak integrallenirse
kU +3cm’UU’ +cmU*® +cm®U” =0. (3.5.3)

elde edilir. (3.5.3) 'deki U " ve UU" terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

UG exp[(d +30)&] +...
C, exp[(40)S]+...

ve

U’ = G expl(2d +2g)¢]+...
C, exp[(4Q)§] +...

bulunur. Burada c, ler sabitlerdir. (3.5.3) 'de en yiiksek mertebe lineer terimle en

yiiksek derece lineer olmayan terim dengelenirse:
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d+3q =2d+2q,
q=d

elde edilir. Benzer sekilde ¢ ve p nin dengelenmesiyle de c=p bulunur. Basitlik i¢in

g=d =1 ve c=p=1 alinirsa,

U(g) — aiexp[§]+a0+afl EXp[—f] (35.4)
bl eXp[é] + bo + bfl exp[—cf]

bulunur. Farz edelim ki (3.5.3) 'lin ¢6ziimii (3.5.4) olsun. (3.5.4) denkleminin U "

‘ye kadar olan tlirevleri hesaplanarak (3.5.3) 'de yerine yazilip,
e“ (k=3,2,1,0,—-1,—2,-3) 'nin aym dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira

esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
3 2
cma; +kab” =0,
3b,ca’m? +3a,ca’m —b,ca,bm® —3a,cabm?® + 2b ka,b, +a,ch’m® +a kb? =0,

3caZa,m—3ca’bm® +3ca,a,b,m* —ca,b,b,m® + 2kayb,b, + 6b_ca’m?* +3a_ca’m
+cabim® +kah? —4b_cabm’® —-6a_cabm?+2b_kab +4a_cb’m*®+a_ kb’ =0,

ab’k +ascm+2abb k +2ab,b_k +2a_bbk +6a,aa cm+9a,ab cm?
—9a,a ,bcm* —6a,bb ,cm® +3ab,b_,cm® +3a_bbcm® =0,

3caZa_,m+3ca’b_,m* —3ca,a_b,m’ —ca b,b_,m* + 2ka b,b_, —6b,ca’m? +3a.ca’m
+ca_b?m® +ka b2 —4bca b m* +6aca b m*+2bka b, +4ach’m’+akb’ =0,

—3b,ca’,m? +3a,ca’,m—byca b ,m*+3a,ca b m*+2bka b, +a,cb’m’+akb? =0,

cma’, +ka ,b? =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimleri

1. Durum:
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a =4a, a4, =2a, a—l_%!bl:%a

, (3.5.5)
b,=0, b,=- % =-cm®:

4am

seklindedir. Burada a, vea, keyfi sabittir. (3.5.5) 'de bulunan sabitler (3.5.4)'de

yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin kullanilmasiyla (3.5.2) denkleminin asagidaki

sekilde verilen seyahat eden dalga ¢6ziimii elde edilir.

a B 2 a B
a, exp[-cm® L mX—] +a, +&exp[cm3 v mx—]
_ B 4a, a p
Us, (x,t) = ~ 7 > - 5 (3.5.6)
a1 3 t X ao 3 t X
—Lexp[(-em® —+m-—)]- exp[cm® ——-m—-]
m a BT dam a p

2. Durum:

a=a, a=2a, a,=0, b1=%,
2e? (3.5.7)
bO:—ﬁ blz—i‘), k=-cm®:

m B am

seklindedir. Burada a, vea, keyfi sabittir. (3.5.7) 'de bulunan sabitler (3.5.4) 'de

yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin kullanilmasiyla (3.5.2) denkleminin asagidaki

sekilde verilen seyahat eden dalga ¢6zlimii elde edilir.

t* x?
a, exp[(-cm® —+m=)]+a,
_ a B
s (X, t) = t“ x” 2a’ te X
& exp[(-cm® —+m=)]- S _ % exp[(cm® — -m=)]
m a m a

S m

(3.5.8)
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Sekil 3.15: ug,(x,t) ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.

-10

| YR Sk LEEE BN GG SR aEdn ! '( L7 L E | L

Sekil 3.16: ug,(X,1) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.5.2.2 Uyumlu Kesirli ZKBBM Denklemi
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Asagidaki uyumlu kesirli ZKBBM diferansiyel denklemini ele alalim:
(Tauseef ve dig, 2017)

T“u+T/u—-2auT u-bT*(T/T/u) =0, (3.5.9)

buradat>0 , O<ea,f <1dir. Bu denklem uzun dalga rejiminde yergekimi su

dalgalariin bir modellenmesi olarak ortaya ¢ikar.

(3.1.2) degisken dontisimii (3.5.9) denklemine uygulanirsa ve integrasyon

sabitini sifir alarak integrallenirse
(k +m)U —amU? —bm?kU" =0. (3.5.10)

elde edilir.(3.5.10) deki U" ve U? terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

U exp[(d +3g)&] +...
C, exp[(4q)S] +...

ve

UG exp[(2d +2q)&] +...
c, exp[(40)&] +...

olur. Burada c, ler sabitlerdir. (3.5.10) ‘da en yiiksek mertebe lineer terimle en

yiiksek derece lineer olmayan terim dengelenirse:

d+3g=2d+2q,
g=d.

elde edilir. Benzer sekilde ¢ ve p nin dengelenmesiyle de c=p bulunur. Kolaylik

icin g=d =1 ve c= p=1 alinirsa,

U (5) — & eXp[QZ]"' d+a, EXp[—é:]

(3.5.11)
bl eXp[é:] + bo + bfl exp[—cf]
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bulunur. Farz edelim ki (3.5.9) 'in ¢6ziimii (3.5.11) olsun. (3.5.11) denkleminin U "

‘e kadar olan tiirevlerin hesaplanarak (3.5.10) 'de yerine yazilip,
e (k=3,2,1,0,-1,—-2,-3) 'nin aym dereceye sahip terimlerinin katsayilarmin sifira

esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:

ab’k +ab’m—aa’bm =0,

a b’k +a,b’m—aa’b,m+ 2ab b k + 2a,b,bm—abb’km? — 2aa,ab,m +a,bb b km* =0,
a b’k +a_ b’k +abim+a_b’m-aa’bm-aa’b m+2abbk +2abb Kk +2abom
+2abb m—abb’km? —4a_bb’km* —2aa ab,m —2aa,a_bm +a bbb km?

+4abbb km? =0,

a b’k +ab?m—aa’b,m+2a,bb Kk +2abb_k +2a_bbk +2abb ,m+2abb_m
+2a_,bbm—2aa,a,b ,m—2aa,a om-2aaa b,m+6a,bbb_km® —3abbb_km?
—3a_,bbbkm?* =0,

a_b’k +ab’k+a_bZm+ab’m-aa’b m-aa®bm+2ahb_k+2a_bb_ k+2a),.
b,m+2a_bb m-a_bb’km? —4abb’ km? —2aa,a_,b,m—2aa,a ;b ,m+abbb_km?

+4a_bbb km? =0,

a,b’k +a,b’m—aa’b,m+2a_bb_k +2a_bb_,m-abb’km? —2aa,a b m
+a_,bbb_km?* =0,

a_b’k+a_ b’ m-aa’b m=0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢ozlimleri

1. Durum:
bbm? 2bb,m? bb,m?
TR =TT o a = > = y
L) T agem®)’ T apaiemb) D
gy (3.5.12)
b,=b, b,=-2, kee—1"
4b, 1+bm
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seklindedir. Burada b, veb, keyfi sabitlerdir. (3.5.12) 'de bulunan sabitler (3.5.11)

'de yerine yazilip (3.1.2) doniistimiiniin kullanilmasiyla (3.5.9) denkleminin

asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga ¢6ziimii elde edilir.

bm? tr X 2bb, m?
O el em - P
0 (x1) = a(l+mb) 1+ b p a(1+m b)
T heere. ™Y X>]+b+b expl(-— ”—mﬁh
1+bm* o pB 4b 1+ b 2 B
(3.5.13)
bb,m? m t
4 2 exp[( zi_mi)]
N bal+m ) 1+bm® « /3’
m t"‘ b’ t"‘ X/
L by + 2 Lo
b expl(— 5+ ﬁ)]+ e (el )
2. Durum:
4bb m? 4bh .m?
alzo' a0=—0 > , a71=—71 5 ,bI:O’
a(l+4m) a(l+4m) (3.5.14)
m
bO:bO’ b—lzb—li k:—m:

seklindedir. Burada b, veb , keyfi sabitlerdir. (3.5.14) 'de bulunan sabitler (3.5.11)

'de yerine yazilip (3.1.2) doniistimiiniin kullanilmasiyla (3.5.9) denkleminin

asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga ¢ozlimii elde edilir.

4bb,m? 4bb_m? m t* x'
a(l+4m’b) | a(l+ 4m2b) P o o ™
Us, (X, 1) = g 7 (3.5.15)
b, +b _mX
b el m )

3.6 Basitlestirilmis tan(4($) / 2) - Acilim Metodu (SITEM)

3.6.1 Yontem

(3.1.1) ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel

denklemini ele alalim. (3.1.2) dontisiimii, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem
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(2.1.5) ' de verilen zincir kurali kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir. Varsayalim

ki (3.1.3) denkleminin ¢ozimii

U(&)=S(p) = Zm: Ay[P thzaln(@)]k +Zm: Bk[p + tan(@)]k (3.6.1)

formunda ( p +tan (gn ’nin seri a¢ilimi seklinde olsun. (3.6.1) denkleminde verilen

¢ =¢(&) fonksiyonu asagidaki diferansiyel denklemi saglar (Manafian ve Lakestani,
2016) .

¢'(&) =asin(¢(£)) +bcos(4(£)) +c. (3.6.1)

Burada ¢'=

dﬁ(;) ve A(0<k<m), B,(1<k<m),a, b, cler sabitlerdir.

(3.6.1) diferansiyel denklemi asagidaki ¢6ziimlere sahiptir: (Yaslan ve Girgin, 2018)
e b=c, a=0i¢in
p+tan(§) =bé +C1, (3.6.2)

e b=c, a=0i¢in

p+ tan(g) =c exp(asé) - bj% , (3.6.3)

e bzc, A=a’+b*—c?>0icin

by_ 2 clexp(ne) +c,r, exp(rd) (3.6.4)

p + tan(= ,
2 b—c c exp(ré)+c,exp(rs)

e bzc, A=a’+b*—c?=0icin

a 2 ¢

, (3.6.5)
b-c b-cc +c,é

p+tan(g) =p+
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e bzc, A=a’+b*—c?<0icin

JoA G 3|n(J_A§)+c cos(£§)
p+tan(§) “p+ bfc N b_i Jz_ J_A . (3.6.6)
2

——£&)+¢c, sm(— &)

(a+p(b—c)+\/Z)
Burada ¢, ve ¢, keyfi sabit, 1= > :

L G T

(3.6.1) acilim1 (3.1.3) de yerine yazilir. (3.1.3) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda
dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri igin

(3.6.1) denklemi (3.1.2) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde

k -k
k = (0,1, 2, ) i¢in [ p +tan (gn ve [ p +tan (g)] ile ayni dereceye sahip

terimlerin  katsayillarinin  sifira  esitlenmesiyle A, A (k =12,..., m),

B (k=12..,m), a,b,cve p bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur.
Daha sonra bulunan sabitler (3.6.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2)
dontigtimi kullanilirsa (3.1.1) uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden

dalga ¢oziimleri elde edilir.
3.6.2 Uygulamalar

3.6.2.1 Uyumlu Kesirli Konopelchenko—Dubrovsky Denklemi

Asagidaki  uyumlu kesirli  Konopelchenko—Dubrovsky  diferansiyel
denklemini ele alalim: (Bekir ve Boz, 2009)
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TU+T T/ T /u-64,uT u+ 3 (A4)°u*T u—3Tv+34T uv =0,
2 (3.6.7)
TJu=T/V,

buradat>0 , O<e,B,0<1, A, A, sabittir. KD denklemleri Konopelchenko ve

Dubrovsky tarafindan tanitilmistir ve bu denklemler okyanus dinamigi, akigkan

mekanigi ve plazma fizigindeki uygulamalarda kullanilir.

(3.1.38) degisken doniisiimii (3.6.7) denklemine uygulanirsa

' 3y m 4 3 2 Q) ! =
KU'=m’U " —62,mUU "+ AmU"U"—nV '+ 32mUV =0, (3.6.8)

nU=mV.
elde edilir. (3.6.8) denkleminde nU=mV' integrasyon sabiti sifir alinarak

: . i n .
integrallenirse ve V yerine V =—U yerine yazilirsa
m

2
kU'—mU ”'—622mUU'+§ﬂfmU y'-3 U +32nUU =0 (3.6.9)
m

olup, (3.6.9) daki U™ ve U°U' terimlerinin kullamlmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +3=3N +1,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.6.9) un ¢6zliimii asagidaki sekilde olsun:
U@ =A+A[p+ tan(@)] +B[p+ tan(@)]l. (3.6.10)

Burada A, #0 ve A, B, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.6.1) denklemleminin kullanilmasiyla (3.6.10)’nin U™ ‘e kadar olan tiirevleri

k
hesaplanarak (3.6.9) ‘da yerine yazilmasiyla ve (tan(g)] (k:O,l) nin ayni
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dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida verilen

cebirsel denklem sistemi elde edilir:
AP2Pm? — Ab’m* + 2Abem* — Ac’m* =
3A,AZAZm? —6 AZ2,m? +3aAbm* —3aAcm* +3A24mn =0,

—-2a’Am* +3AZAA’M® + 6 A AAmn—122, A Am* + 3B A’A’m* + Ab’m*
—~Ac’m* +2kAm-6An* =0,

2AKkm—6AZ,m? —6AN° + AA’m? —aAbm* —aAcm® +abBm* —aBcm* —12A
BAM* +3A7Amn+6A ABA’m* +6ABAmn =0,

-2a’Bm* +3A’BA’m* + 6A,BAMN-121,A Bm* +b’Bm* + 3A B A’m* —B,c’m*
+2kBm-6B,n* =0,

3A B A/m? — 6B 2,m? —3abB m* —3aB,cm* +3BZ4,mn =0,
—b*B,m* —2bB,cm* + B>A’m* —B,c’m* = 0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢éziimleri

1. Durum:
(b-c)n AN
A = +— A=%F , B=0, m=——
12 ) 2, 3 222 (3.6.11)
962,2n (@*+b c)ﬂin
16/11/12

seklindedir. Burada A, 4,,a,b,c keyfi sabittir. (3.6.11) 'de bulunan sabitler (3.6.10)

'da yerine yazilirsa

U() = +g (b- C)n[p tan(¢(‘§))] (3.6.12)
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bulunur. (3.6.2)-(3.6.6)  denklemlerinin (3.6.12) 'de yerine yazilip (3.1.38)
dontigiimiiniin kullanilmasiyla (3.6.7) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat

eden dalga ¢oziimleri elde edilir.

b=c, a#0icin

Ue.() = +E

A>0, b#cigin

¢, exp(ré) +c,r, exp(r,é)
S TN By wrr e
A=0, b#cigin
2¢c,
U@ =t o-far T2

A<0, b#cigin

I —clsin(\/;_A &)+c, cos(\/;_A &)
Ug. (&) = I+Z[a+ —A A NN )]

C, cos(T &)+c, sm(T &)

4o (A2 2 A2Y74n3)ta B 0
Burada 52(96/12n (@ +b —c)An jt—+[£j%+ny—dir.

16,4 a |24, 0
2. Durum:
B (b+c)n 21n
Aoty ATO BT Mg

2 43 (3.6.13)
96/12n (@ +b c)ﬂln

16,1

seklindedir. Burada A, 4,,a,b,c keyfi sabitlerdir. (3.6.13) 'de bulunan sabitler
(3.6.10) 'da yerine yazilirsa
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, (b+o)n SENT L
U= 2/12 7 {pﬂan(T)} (3.6.14)

bulunur. (3.6.2)-(3.6.6) denklemlerinin (3.6.14) 'de yerine vyazilip (3.1.38)
dontigiimiiniin kullanilmasiyla (3.6.7) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat

eden dalga ¢ozlimleri elde edilir.

b=c,a=0
Ugs(&) = +—[b§+C1]
b=c,a=0
_ _+_ i v 1,
Uee(S) = 2% [C exp(as) ]

A>0, b=cicin

(@)= 20 OHONT 1 CLep(d) +ch exp(nd)].
Us (o) =2 12 A, Th—c cexp(rg)+c,exp(rs)
A=0, b#cicin
Upa(&) = (b+c)n[ 2 G 1

2&2 24, “b-c b cC +C,¢

A<O0, b#cigin

(- .8 (b+c)n[ J_ c3|n(J2_§)+c cos(\/z_Af)]l
2/12 2%, Tb-e b—c cos(\/z_ &)+c, sm(\/Z_Ag‘) |

Burada & = B%n-(@ +b —chAmn \t* Aln Xﬂ+n—g dir.
164,43 « 24 0
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3.6.2.2 Uyumlu Kesirli Cahn-Hilliard Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli Cahn—Hilliard diferansiyel denklemini ele alalim:
(Hosseini ve digerleri, 2017)

Tu-T u-6u(T/u)’ - (Bu* -1/ T u+T/T/T T u=0, (3.6.15)

Burada t>0 , O<a,f <1, dir. Cahn-Hilliard diferansiyel denklemi, karmasik

akigskanlar ve yumusak maddelerde arayiizey akigskan akisi, polimer bilimi ve

endiistriyel uygulamalar gibi bir¢ok farkli alanda kullanilir.

(3.1.2) degisken doniisiimii (3.6.15) denklemine uygulanirsa ve integrasyon

sabiti sifir alinarak integrallenirse
(k—mU -3mUU*+m?U’'+m*U" =0 (3.6.16)

olur. (3.6.16) 'dakiU"™ ve UU' terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N+2=3N+1,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.6.16) 'nin ¢6ziimii asagidaki sekilde olsun:
U@ =A+A[p+ tan(@)] +B[p+ tan(@)]l. (3.6.17)

Burada A, #0 ve A, B, ’ler hepsi birden sifir olmayan sabitlerdir.

(3.6.1) ve (3.6.17) denklemlerinin kullanilmasiyla U™ ‘e kadar olan tiirevleri
¢ k
hesaplanarak (3.6.16) 'da yerine yazilir ve (tan(z)j (k=0,1) 'nin aymi dereceye

sahip terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel

denklem sistemi elde edilir:
12A, A’bm? —12aA’m? —12 A A’cm? +12aAb’m* — 24aAbcm? +12aAc’m* =0,
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14a*Acm* —14a° Abm* — 24aA A’m? + 6A> Abm? —6 A7 Acm® —6A’m? —6A’cm’
+6B,A’bm? —6B A’cm?® + 4Ab°m* —4Ab*cm* —4Abc’m* —2Abm? + 4Ac’m*
+2Acm’ =0,

4a°Am* —12aA’ Am? —12B aA’m’ —8aAb’m* +8aAc’m* + 4aAm* —12A A’bm?
~12A,A’cm® —4Am +4kA =0,

2a*Abm* +2a*Acm* +2a’hBm* —2a’B,cm’ —6A7Abm? —6A7Acm® —6A?bB,m?
+6A’B,cm® —4Am+4kA —6A’hBm? —6A’B,.cm* — Ab’m* — Ab’cm* —6AbBZm?
+Abc’m* + 2Abm? +6A B cm? + Ac’m* +2Acm® —b’Bm* +b’B.cm* +bB,c’m*

+2bB,m* - B,c’m* —2B,cm’® =0,

12aA?Bm* —4a’Bm* +8ab’Bm* +12AaB’m’ —8aB,c’m* —4aB m* —12A bB’m?
+12A,B’cm® —4B,m+4kB, =0,

24aA B’m* —14a°B.cm* —14a’hB m* + 6A’bBm* +6A’B.cm’® +4b°Bm* + 4b°B,cm*
—6bB’m* + 6 AbBm? —4bB,c’m* — 2bB,m* + 6B’cm* + 6A BZcm® — 4B,c’m* — 2B,cm?
—0,

12AbB’m* —12ab’Bm* —24abB,cm* +12aB’m? +12A B’cm? —12aB,c’m* =0,

—3b°B,m* —9b*B,cm* + 6bB’m* —9bB,c’m* + 6B cm* —3B,c’m* =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢ozlimleri

1. Durum:
a b-c
A=t——, A=F—, B =0,
JaZ+b%—c? Ja?+b?-c? '
\/5 (3.6.18)
k:m:—

Ja?+b?-c?

seklindedir. Burada a,b,c keyfi sabittir. (3.6.18)'de bulunan sabitler (3.6.17)'de

yerine yazilirsa
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U)ot o BC [p+tan(@)] (3.6.19)

CJa?+bi-c? JaZ+b?-—c?

bulunur. (3.6.2)-(3.6.6) denklemlerinin  (3.6.19) 'de yerine yazilip (3.1.2)
dontigiimiiniin kullanilmasiyla (3.6.15) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat

eden dalga ¢ozlimleri elde edilir.
b=c, a=0

a

UG,lO(g) =imn

A>0, b#cigin

U, (&) =+ a T b-c 2 ClrleXp(rlf)"'CzrzeXp(rzf)]_
o JaZ+b?—c? Ja?+b?—c? b—c cexp(ré)+c,exp(r,s)
@ B
Burada & =- 2\/52 2[t—+x—j dir
a?+b?-c*\
2. Durum:
a b+c
= a?+b?—c?’ A=0 B=x a?+b?—c?
y, (3.6.20)
k=m=+= 2

seklindedir. Burada a,b,c keyfi sabittir. (3.6.20) 'de bulunan sabitler (3.6.17) 'de

yerine yazilirsa

a b C ¢(§) -1
U == t +tan\ ——= 3.6.21
(5) \/ 2 b2 C2 \/ 2 b2 C2 [p an( 2 )] ( )

bulunur. (3.6.2)-(3.6.6) denklemlerinin (3.6.21) 'de yerine yazilip (3.1.2)
doniistimiiniin kullanilmasiyla (3.6.15) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat

eden dalga ¢oziimleri elde edilir.
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b=c, a=0

J_ t° X’
Ja?+b? - ﬂ

a

612(§) —\/— \/—

A>0, b=cigin

Ugsa(8) = = brc [ 2 Ghexp(id) + G ()]s

_\/a +b% - \/a2+b2—c2 b-c c exp(ré)+c,exp(r,s)

Sekil 3.17: ug,,(X,t) ¢dziimiiniin {i¢ boyutlu grafigi.
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Sekil 3.18: u,,,(X,1) ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi.

3.7 Auxiliary Metodu

3.7.1 Yontem

(3.1.1) 1ile wverilen lineer olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. (3.1.2) doniislimii, (3.1.1) denklemine uygulanirsa ve Teorem

2.1.5 " de verilen zincir kurali kullanilirsa (3.1.3) denklemi elde edilir.

Varsayalim ki (3.1.3) denkleminin ¢6zimii
N .

U@ =2 ay () 37.1)
i=0

formunda y(f) ‘nin polinom ag¢ilimi seklinde olsun.

(3.7.1) denkleminde verilen y(&) fonksiyonu asagidaki adi diferansiyel

denklemi saglar. (Sirendaoreji, Sun Jiong, 2003)
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2
(S_Q =ay? +by® +cy*, (3.7.2)

buradaa,,...,a, ,a,b,cler sabitlerdir.

(3.7.2) adi denklemi asagidaki ¢oziim ailelerine sahiptir: (Sirendaoreji, 2006)

L. Aile: a>0 igin y(£) =sech(va) bz—ac(1+gj:nh(ﬁ§))z , (3.7.3)
2. Ale: a>0 igin y(£) = cseh(ag) ab . 2, (3.7.4)
b? - ac(1+ gcoth (Jag))
3. Aile: a>0, A>0 igin y(&) = [8 J_wsh ; [g) T (3.7.5)
4. Aile: a<0, A>0 igin y(&)= [8 Tl J_g) T (3.7.6)
5. Aile: a>0, A<0 igin y(£)= [5 Msmh P T (3.7.7)
6. Aile: a<0, A>0 iin y(&) = [8 J_S|nh . _ag) j, (3.7.8)
7. Aile: a>0, ¢>0 icin Y(&) _SeCh(ﬁg)[bﬂe\/E;nh(Jgg)T’ (3.7.9)
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1

2

: -a
8. Aile: a<0, ¢ >0igin y(&) =sech(+/-ae . (3.7.10)
( ) b+25\/—actanh(\/zg)
1
a 2
9. Aile: a>0, ¢ >0igin y(&) =csch(+/ae , (3.7.11)
( ) b+25x/gcoth(«/as)
1
10. Aile: a<0, ¢ >0icin y(&) = csc(v/-ae . (3712
( ) b+ 2-ac cot(«/zg)

11. Aile: a>0, A=0 i¢in y(g):[_

[1+gtanh (%EJB : (3.7.13)

oo

\/_ 1/2
12. Aile: a>0, A =0Oicin y(éj):[—%(ugcoth(?agB] , (3.7.14)
1/2
. aea
13. Aile: a>0 icin y(&) =4 i , (3.7.15)
(ezgﬁg —4b) —64ac
| = 2 T (37.16)
14. Aile: a>0, b=0 i¢in =4 — 3.7.16
v 1-64ace*V*

(3.7.1) agilim1 (3.1.1) de yerine yazilir.(3.1.1) denklemindeki en yiiksek
mertebeli lineer terim ve en yiiksek dereceli lineer olmayan terim arasinda

dengeleme islemi yapilmak suretiyle N degeri hesaplanir. Bulunan N degeri igin

(3.7.1) denklemi (3.1.1) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklemde y(&)

ile ayn1 dereceye sahip terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle a,...,a, ,a,b,

¢ bilinmeyenli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem
sisteminin ¢Oziilmesiyle bilinmeyen sabitler bulunur. Daha sonra bulunan sabitler
(3.7.1) denkleminde yerine konulursa ve (3.1.2) doniisiimi kullanilirsa (3.1.1)

uyumlu kesirli diferansiyel denkleminin seyahat eden dalga ¢6ziimleri elde edilir
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Bu yontemde (3.7.2) denklemi

2
[g—g =ay® +by* +cy° (3.7.17)

formunda alinirsa yontem Yeni Auxiliary Metodu olarak adlandirilir (Sirendaoreyji,
2006).

(3.7.2) denklemi
d 2
[%} =ay’ +by* +cy® +c, (3.7.18)

formunda alinirsa da yontem, Genigletilmis Auxiliary Metodu olarak adlandirilir

(Zayed ve Alurrfi, 2016).

3.7.2 Uygulamalar

3.7.2.1 Uyumlu Kesirli 3. Mertebeden KdV Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli 3. Mertebeden KdV diferansiyel denklemini ele
alalim: (Odibat, 2017)

T u+6puT/u+6ru’T u+qT/T/7 u=0, (3.7.19)

Burada t >0, O< e, 5,0 <1ve p,r,q sabittir. KdV denklemi s1g su yiizeylerindeki

dalgalarin matematiksel bir modelidir.

(3.1.2) degisken doniisiimii (3.7.19) denklemine uygulanirsa ve elde edilen

denklemde integrasyon sabiti sifir alinip integrallenirse

kU +3pmU? +2rmU? +gm°U " =0 (3.7.20)
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elde edilir. (3.7.20) 'deki U " ve U® terimlerinin kullanilmasiyla yapilan dengeleme

isleminden

N +2=3N,
N =1,

bulunur. Farz edelim ki (3.7.20) 'un ¢6ztimii asagidaki sekilde olsun:
U(d)=a,+ay(), a,a=0 (3.7.21)

(3.7.1) ve (3.7.21) denklemlerinin kullanilmasiyla U" ‘e kadar olan tiirevler
hesaplanarak (3.7.20) 'da yerine yazilir ve y (g)k (k=0,1) 'nin aym1 dereceye sahip

terimlerinin katsayilarmin sifira esitlenmesiyle asagida verilen cebirsel denklem

sistemi elde edilir:

3a,cm’q =0,

2ra’m+ 2bga,m® =0,

3a’mp +6a,a’mr =0,

6a,ra’m+6a, pa,m+aa,qm’ +ak =0,
2mra; +3mpa; +ka, =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii:

2 2

PP _
2r’ 2m?qr’ m?q’ r

a, = (3.7.22)

seklindedir. Burada p,r,q keyfi sabittir. (3.7.22) 'de bulunan sabitler (3.7.21) de

yerine yazilirsa

U(e) = —2—"r+ a,y(£). (3.7.23)
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bulunur. (3.7.3)-(3.7.16) denklerinin (3.7.23)’de yerine yazilip (3.1.2) doniisiimiiniin
kullanilmasiyla (3.7.19) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat eden dalga

¢Oziimleri elde edilir.

1. Aile igin:

P
- P
u7l(x,t):—£+sech[ p2 5} 2 ,
' 2r 2megr p?
r[1+gtanh 5 5}}

2. Aile igin:

p’ _pz
2m? g ’
ar p?
r[1+gcoth[ 5 fn
2meqgr

u,,(xt)= —2—pr+csch(

3. Aile i¢in:
1
2
p p*
u73(x,t)———r+ = :
gcosh| 2 pz & |+1
2m-qr
4. Aile i¢in:
1
2
p p’
u714(x,t)———r+ = ,
£COS| 2, [———¢ |+1
2megr
6. Aile i¢in:
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12. Aile i¢in:

1/2
2

P
2
u7y6(x,t)=—2—pr+2—pr 1+ ecoth yg bulunur.

3.7.2.1 Uyumlu Kesirli Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi

3.7.2.11 NLS+ Denklemi

Asagidaki uyumlu kesirli NLS+ diferansiyel denklemini ele alalim:
(Manafian, 2016)

iTq +Tfoq+2y\q\2 q=0. (3.7.24)

Burada t >0, i’=-1, O<a, B<1ve y sabittir. (3.7.24) denklemi lineer olmayan
Schrodinger denklemidir. Schrédinger denklemi dogal dispersiyonun bir optik fiber
boyunca periyodik olarak degistigi fiber-optik iletisim sistemlerinde kullanilan optik
dalga kilavuzlarinda elektromanyetik dalga yayilmasi icin bir zarf denklemidir. Bir
fiber optik kablo iizerinden bir tasiyici dalganin amplitiid modiilasyonu yoluyla
iletilen bir sinyalin genligini agiklar. NLS+ ve NLS- versiyonlar1 vardir. y yerine —y

alindiginda NLS- denklemi olarak adlandirilir.

kl, k2 ,m,, m, sabit olmak iizere asagidaki degisken doniisiimiinii ele alalim
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a B a B
q(x.t) =U (£)e”, .§=k1t;+ml%, 6=k2t;+m2%. (3.7.25)

(3.7.25) degisken doniisiimii (3.7.24) denklemine uygulanirsa

U"m? —(k, +m)U +2,U° =0. (3.7.26)
elde edilir. (3.7.26)’daki U " ve U*® terimlerine gore dengeleme islemi yapmak icin
U=(a+ay)’,

U"=3acy’ +2aby’ +aay.

seklinde alalim. U *’niin en yiiksek derecesine 3N denilirse, U "ninki de N +4 olur.
Boylece N+4=3N den N =2 bulunur. Farz edelim ki (3.7.26)’nin ¢6ziimii
asagidaki sekilde olsun:

U (&) =a,+ay(&)+a,y*(&). ay,a,a, #0 (3.7.27)

(3.7.2) ve (3.7.27) denklemlerinin kullanilmasiyla

U'(£)=(a,+2a,y)Jcy® +by +ay’ (3.7.28)
U"(&)=8a,cy® +3acy® +6a,by* +2aby’ +4aa,y’ +aay (3.7.29)

bulunur. (3.7.27)-(3.7.29) denklemleri (3.7.26)’da yerine yazilir ve y(é)k (k=0,12)

nin ayni dereceye sahip terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagida

verilen cebirsel denklem sistemi elde edilir:
2ya; +8ca,m’ =0,
6a,ya’ +3a,cm’ =0,

Gazbmlz +2y(a, (alz +23,3,) + aoaz2 + Zafaz) =0,
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2a,bm; +2y(a,(a) +22,3,) +43,3,3,) =0,

4aa,m} +2y(a,(af +2a,a,) +2a,a> +aa,) —a,(m? +k,) =0,
6a,ya; +aam; —a,(m; +k,) =0,

2yal +(-m; —k,)a, =0.

Elde edilen denklem sisteminin ¢ozimii:

1, J2k, J2m?

ay=—|=* + , =0,
079 \/}/(k2+m§) \/y(k2+m22) (37.30)
8 =% 2bm? g k,+m;  b'm

,ykz_}_]/mzz’ 2m12 07 2(k2+m22):

seklindedir. Burada y Kkeyfi sabittir. (3.7.30) 'da bulunan sabitler (3.7.27)’de yerine

yazilirsa

1 2k J2m? J2bm? o,
U@ === — 2 ¥ - :
©) 2 \/y(k2+m22) \/y(k2+m22) T 7k, +ym? i)

(3.7.31)

bulunur. (3.7.3)-(3.7.16) denklemlerinin (3.7.31)’de yerine yazilip (3.1.2)
doniistimiiniin kullanilmasiyla (3.7.24) denkleminin asagidaki sekilde verilen seyahat

eden dalga ¢oziimleri elde edilir.

1. Aile igin:
1 J2k, J2m?

U7,7(§):§ * . * .

\/}/(k2+m2) \/j/(k2+m2)

k, +m?
_ 2
2 sechz[ k; sz 'f] 2 7 |
7K, +ym m, Y
S 1[1+gtanh( . 2”%}]
2m;




2. Aile i¢in:

U7,8(§):% t \/Ekz

2m;

__ 2

2
_k,+m;

“Floem) s

mj)

2m;

csch? L

+—
\/7k2 +7m22

]

3. Aile igin:
U (&= 4 ok, o]
7,9(5) 5| ~ =+ -
\/7(k2+m2) \/;/(k2+m2)
- J2b —k, —m?
“7k2+;/m§ e~JAcosh| 2 —Ma‘ -b
2m;
4. Aile i¢in:
U 1y, J2k, . 2m?
7,10(5) 5| N -
\/y(k2+m2) \/7(k2+m2)
_ <2 —k, —m’
+ H
k 2 2
7k, +ym; g\/KCOS(Z kz;’?zgj_b
1
5. Aile i¢in:
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U7,11(§) = % * ﬁkz ﬁmz

) k)

2 —k, —m?
F > > 1
7Kz +7m & —Asinh{z /_k2+r2nz ]—b
2m;
6. Aile igin:

U7,12 (ég) = % * \/Ekz \/Emz

T Pleem) (e

_ a2 —k, —m?
+ 2 2 ’
{7k m
7HTM | Jasinh| 2, et M, | p
ml
7. Aile i¢in:

U 713 (5) = % * \/Ekz \/Emz

T Pleem) Jlerm)

K, +m? K, +m
T sech?| |[-—2——2 22 ,
+\/§\/7k +ym; L 2m; 5] k, +m’
2 2 1+¢tanh| |-—2—2¢

2m;

8. Aile i¢in:
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1, 2k, J2m

714(5)_2 \/;/ k, +m2 \/}/(k2+m22)

sech? { K, +m’ 8} K, +m’
2 1
ﬁWk e\ gtanh( kfn]
2m;
9. Aile igin:
1 2k, 2m?
715(5) A
2 \/}/ k, +m> \/7/ +m’
csch? [ k, +m’ EJ —k, —m?
24/ K m; 2 |
\/_ V% +;/m i 1+gcoth£ —kz;m?ng

10. Aile igin:

1, 2k, J2m?

716(5)_2 \/y k +m \/y(k2+m§)

2 2
1 CSCZL K, +m, g} K, +m;

+ > )
V247K, + ym? 2m . 2

\/7/2 yM ' 1+|gco{ k2+r2nzg]
2m;

11. Aile igin:
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717(5)— . i M,

k +m
K, +m 2m
F l+gtanh| X———
x/E\/yk +ym’
12. Aile icin:
1 J2k, J2m?
718(5)_ * -
\/7/ k +m ) \/y(k2+m2)
_ky+m;
2 2
F Ll 1+ ¢coth —mlg ,
\/_\/7/k +;/m 2

13. Aile igin:

1, 2k \/2m?

719(5)_2 \/y k +m \/}/<k2+m22)
13 J2b (k,+m7)e V™

2 5 2 J
VYK +ymy ([, f_'win;zg
e '™ _—4p| -16b°

14. Aile igin
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U7,zo(§) :% * ﬁkz \/Emz

- +
\/7/(k2+m22) \/7(k2+m22)
. f,ﬂ
J2b (k2+m§)eza onf ¢
V7K, +ym; ar [t |

1-16b% V' ™

+8
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda bazi fiziksel lineer olmayan uyumlu uzay-zaman kesirli

kismi diferansiyel denklemlerin seyahat eden dalga ¢6ziimleri elde edilmistir.

Birinci boliimde kesirli tiirevin tarihi ve kesirli tiirev ¢esitleri anlatilmistir.
Literatiirdeki kesirli ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii

lizerine yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde uyumlu kesirli tiirevin tanimi, dzellikleri ve 6nemli bazi
teoremler verilmistir. Uyumlu kesirli tlirevin diger popiiler kesirli tiirevlere gore
birgok kolaylig1 vardir. Uyumlu kesirli tiirevdeki bir¢ok kural genellikle klasik tiireve
benzerlik gdsterir. Ornegin, sabit fonksiyonun uyumlu kesirli tiirevi sifir iken
Riemann kesirli tiirevi i¢in bu durum gecerli degildir. Genellikle kesirli tiirevler iki
fonksiyonun carpimi ve boliimiiniin tiirev fomiiliinii, zincir kuralim1 saglamazken
uyumlu kesirli tiirev i¢in bu ozellikler saglanir. Bu nedenle uyumlu kesirli tlirevle

calismak avantaj saglamaktadir.

Ugiincii  boliimde kesirli mertebeli lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimii igin sirasiyla ry -a¢ilim yontemi, e acilim yontemi,

Kudryashov yontemi, (b+Q2) -tanjant fonksiyonu yontemi, (b+Q2) degistirilmis
tanjant fonksiyonu yontemi, Ustel-fonksiyon yontemi, basitlestirilmis tan (Ej -

acilim yontemi ve Auxilary yontemi tanitilmistir. Ardindan her yontem farkli lineer
olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlere uygulanarak denklemlerin
tam coziimlerinin elde edildigi goriilmiistiir. Bu yontemlerin tiimii, bilgisayar
programi kullanimina elverisli oldugundan kisa zamanda lineer olmayan uyumlu
kesirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ulasmamizi miimkiin kilmaktadir.
Ancak yontemin dezavantaj1 da vardir. Verilen yontemler, lineer veya lineer olmayan
terimlerin katsayilarinin bagimsiz degiskenin fonksiyonu oldugu durumdaki kismi

diferansiyel denklemlere uygulanamazlar. Diger bir deyisle, sunulan yontemlere
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uygulanan kesirli kismi diferansiyel denklemlerin tiim katsayilari sabit olmak

zorundadir.

Sunulan yontemler, uyumlu kesirli tiirevli, lineer olmayan, tiim katsayilari

sabit olan kismi diferansiyel denklem sistemlerine de uygulanabilir.
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